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RESUMO

Nesta tese tratamos da questao de diagnéstico e qualidade de ajuste do modelo de
regressao gama unitaria. O modelo de regressao gama unitaria foi proposto por (MOUSA;
EL-SHEIKH; ABDEL-FATTAH| 2016) com o objetivo de modelar variaveis continuas
duplamente limitadas, considerando simultaneamente a modelagem da média e da precisao.
Objetivando desenvolver ferramentas de diagnostico obtemos as expressoes dos residuos
ponderado, ponderado padronizado ((ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO), [2008))
e combinado ((ESPINHEIRA; SANTOS; CRIBARI-NETO, 2017)) para o modelo de
regressao gama unitaria. Em seguida consideramos quatro métodos de perturbacao, a
saber: ponderacao de casos, perturbacao da variavel resposta, perturbacgao individual de
covariadas e perturbacao conjunta de covariadas, a partir dai, obtivemos as quantidades
associadas ao método de diagnédstico via influéncia local ((COOK] |1986)). Além disso,
consideramos o problema de investigar a qualidade do modelo tanto do ponto de vista
de predicao quanto do ponto de vista de variabilidade. Neste sentido desenvolvemos
para o modelo de regressio gama unitria as expressoes das estatisticas PRESS e P?
((ESPINHEIRA; OLIVEIRA SILVA, 2019)) e investigamos o comportamento destas
medidas conjuntamente com versdes do coeficiente de determinacao R2. Por fim, realizamos
simulagoes de Monte Carlo e aplicagoes a dados reais embasam as conclusoes a serem

apresentadas.

Palavras-chave: Regressao gama unitaria. Residuos. Distribuicao do residuo. Influéncia

local. Medidas de predicao.



ABSTRACT

We address the diagnostical and model selection issue on unit gamma regression,
which models doubly limited continuous variables. We derived the weighted, standardized
(ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO, [2008))) and combined ((ESPINHEIRA
SANTOS; CRIBARI-NETO, 2017))) residual expressions for the unit gamma regression
model. We then consider four perturbation methods, namely: case weighting, response
variable perturbation, individual covariate perturbation, and joint covariate perturbation,
from which we obtained the quantities associated with the local influence diagnostic method
((COOK], 1986)). In addition, we consider the problem of investigating model quality
from both the prediction and variability points of view. In this sense we developed for
the unit gamma regression model the expressions of the PRESS and P? ((ESPINHEIRA
OLIVEIRA SILVA| [2019)) statistics and investigated the behavior of these measures
together with versions of the coefficient of determination R?. Finally, we perform Monte

Carlo simulations and a real data application support the conclusions to be presented.

Keywords: Regression unit gama. Waste. Waste distribution. Local influence. Prediction
measures.
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1 INTRODUCAO

A distribuicao gama possui a seguinte funcao densidade:

a?
g(w;a, ¢) = o) exp(—aw) w? ", (1.1)

com a,¢ > 0e 0 < w < . Temos que E(W) = ¢/a e Var(W) = ¢/a?. Alguns casos
particulares da densidade gama; Sdo ¢ = 1, entdo W ~ Exponencial(«), se ¢ é inteiro,
entdo W ~ Erlang(¢, o) e se ¢ =n/2 e a = 1/2, entdo W ~ x%(n).

Também podemos verificar que varias distribui¢oes sdo derivadas da distribuicdo gama
com densidade (1.1). Por exemplo, fazendo w = log(1/y), como em (OLSHEN] [1938),
temos que 0 < y < 1 e obtemos uma nova distribuicao, denominada gama unitaria.

As varidveis que pertencem ao intervalo unitario (0, 1), podem ser interpretadas como
por exemplo taxas ou proporgoes. Diversas distribuigcoes tém sido desenvolvidas para esse
tipo de dados, a principal delas ¢é a distribuicao beta.

A distribuicao beta é bastante flexivel para modelar varidaveis que assumem valores
continuamente no intervalo (0, 1), uma vez que sua funcao densidade pode assumir diversas
formas dependendo dos valores dos dois parametros que indexam a distribui¢do. Uma
variavel aleatéria Y segue distribuigao beta com parametros p e ¢, denotada por Y ~ B(p, q),

se sua funcao de densidade ¢ da forma

Py @) = oy (L= y)T

p)I'(q)
com 0 <y<1, emquep>0,¢g>0el()éa funcio gama. A média e a varidncia de
y sao dadas, respectivamente, por E(Y) = p/(p + q) e Var(Y) = pq/(p + ¢)*(p + ¢ + 1).
Se p = ¢, a funcdo densidade é simétrica. Em particular, quando p = ¢ = 1, tem-se a
distribuicao uniforme padrao. Quando g < p, ha assimetria a esquerda e, de forma analoga,
quando ¢ > p, existe assimetria a direita.

Quando W ~ Gama(a, ¢) e utilizando as transformagoes w = log(1/y) ou w =
log(1/(1—vy)), em que w € (0, 4+00) temos que y € (0, 1). Este fato tem sido pouco explorado
na literatura. A distribuicao de Y, a gama unitéria, apresenta suporte no intervalo unitario
e muitas das caracteristicas apresentadas pela distribui¢ao beta. (GRIFFITHS; CSIRO|
1981) estudaram as semelhangas das distribui¢oes gama unitaria e beta, respectivamente.

A densidade e diversas propriedades da distribuicao gama unitaria sdo semelhantes as
da distribuicao beta, o que pode ser visto em (MOUSA; EL-SHEIKH; ABDEL-FATTAH,
2016), (TADIKAMALLAJ 1981) e (RATNAPARKHL; MOSIMANN] (1990), sendo assim,

a distribuicao gama unitaria é uma candidata para modelagem de variaveis continuas
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limitadas.

Ao fazermos a mudanga de varidavel w = log(1/y) e usando o teorema da mudanca de
varidvel, temos a seguinte expressao para o médulo do determinante do jacobiano | — 1/y],
dessa forma, obtemos a expressao

O{¢

I(¢)

com 0 < y < 1, a qual é denominada como a densidade da variavel aleatéria com

ug(ysa,¢) = ——~y* ' [~ log (y)]°", (1.2)

distribui¢do gama unitédria, em que a, ¢ > 0 sdo pardmetros de forma, I'(-) é a fungao
gama e denotaremos esta distribuigao por ug(a, ¢); para mais detalhes, recomendamos
(GRASSIA, |1977). Desta forma, Y segue distribui¢cdo gama unitéria com parametros a e
o, ou seja, Y ~ ug(a, ¢).

A média, a varidncia e o n-ésimo momento nao central de Y, sdo respectivamente,

0= (55) = (75) - (55) " emo- () 09

E de grande interesse verificar se duas ou mais variaveis estao relacionadas de alguma

forma. Para expressar esta relagdo postulamos um modelo estocastico. Adicionalmente,
ao considerarmos a aleatoriedade das variaveis envolvidas nesta relagao temos o contexto
dos modelos de regressao. Esta relacao pode ser analisada como um processo. Neste
processo, as quantidades 1, o, . . ., r; s@o chamadas de variaveis de entrada ou regressoras
(inputs). Enquanto que Y é chamada de variavel de saida ou resposta (output). A anélise
de regressao possibilita encontrar uma relacao entre as variaveis de entrada e saida, por
meio de interagoes empiricas. A utilizacao desta abordagem necessita de coleta de dados e
do uso de métodos estatisticos.

Se estamos interessados na relacdo de apenas uma variavel de entrada com a variavel
resposta temos o caso de regressao simples. Mas, se queremos relacionar a variavel resposta
com mais de uma variavel regressora, a regressao miultipla é utilizada. Como exemplo da
analise de regressao, podemos citar a regressao beta.

O modelo de regressao beta é uma ferramenta bastante 1til para a modelagem de va-
ridveis que assumem valores continuamente no intervalo (0, 1). Diversos autores definiram
modelos de regressdo baseados na distribuigao beta, tais como, (PAOLINO, 2001), (KIES;
CHNICK; MCCULLOUGH], 2003), (FERRARI; CRIBARI-NETO, [2004)), (SMITHSON;
VERKUILEN] 2006), (SIMAS; BARRETO-SOUZA; ROCHA| 2010)) e (ROCHA; SIMAS,
2011).

Tais modelos sdo baseados na suposicao de que a variavel resposta segue distribuicao
beta e é relacionada com outras variaveis explicativas através de uma estrutura de regressao.
No entanto, o modelo proposto por (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004) propée uma
parametrizacao permitindo que a densidade da distribuicao beta possa ser expressa em
funcao da média da variavel resposta, denotada por p e por um parametro de precisao
denotado por ¢, onde a varidncia é dada por Var(Y) = pu(1 — u)/(1 + ¢) . O modelo
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beta proposto por (FERRARI; CRIBARI-NETO| 2004) foi generalizado por (SIMAS:
BARRETO-SOUZA; ROCHA| 2010), que introduziram estruturas nao lineares tanto para
o parametro g quanto para o parametro ¢.

A distribuicdo gama unitaria, como ja mencionado, é usada para situagoes em que a
varidvel resposta se distribui continuamente no intervalo (0,1). Note que esta varidvel
pode ser explicada por outras variaveis, através de uma estrutura de regressao. Podemos
encontrar um modelo de regressao gama unitaria no artigo (MOUSA; EL-SHEIKH;
ABDEL-FATTAH, |2016). Os autores propuseram uma parametrizacao diferente para a
distribuicao gama unitaria, parametrizacao esta que permite a modelagem da média da
resposta envolvendo também o parametro de precisao.

Considere a seguinte parametrizacio o = p/?/(1 — p/?). Assim, temos que E(Y) = p
e Var(Y) = p{1/[(2 — pt/?)¢] — u}. Note que a variancia e a média de Y estdo relaciona-
das. As Figuras foram geradas considerando p = 0.2,0.6,0.9 e os parametros ¢, =
(0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5), ¢ = (2,5, 8,11, 14,17, 20, 23,
26,29, 32,35, 38,41, 44,47,50) e ¢35 = (50, 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450, 500). Note
que uma vez fixada a média da variavel resposta p, quanto maior for o valor que ¢ assume,
menor sera a variancia de Y. Neste sentido ¢ pode ser interpretado como um parametro
de precisao tanto do modelo beta quanto para o modelo gama unitaria.

Figura 1 — Grafico Var(y) x ¢s, s = 1,2, 3. Densidade beta.
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Fonte: O autor (2020).

Figura 2 — Grafico Var(y) x ¢s, s = 1,2,3. Densidade gama unitaria.
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Fonte: O autor (2020).

Na Figura [I, note que a varidncia diminui ao aumentarmos o valor do pardmetro de
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precisao independentemente do valor da média, e esta mesma caracteristica também ocorre
na Figura [2] isto decorre dos seguintes fatos:
H 2

plp—1) _ . e
w0 e AT M0

ou seja, quando o parametro de precisdo aumenta a variancia tende a zero, para ambos os
modelos beta e gama unitaria.

Observe ainda nas Figuras (1| e [2| quando a média da variavel resposta p esta proxima
de um, o modelo gama unitaria possui menor variancia que o modelo beta, o que nos
mostra forte indicios que o modelo gama unitaria pode modelar melhor dados com p ~ 1
que o modelo beta.

Sob esta parametrizacao, a funcao de densidade de probabilidade de Y é dada por

a? 1
ug(y; 11, ¢) = wy"“l [—log ()] ", (1.4)

com0<y<1l,0<p<leg>0 onde0<a=pu’/(1—pu?).
Detalharemos agora as possiveis formas da densidade da varidvel Y com distribuicao

gama unitaria parametrizada para diferentes valores de u e ¢, observando a Tabela ea
Figura (3)).

Tabela 1 — Formas da densidade da gama unitéria para diversos valores de pu e ¢.

Valor do pardmetro | Valor de o e | Graficos da densidade
de precisao
a<lep<27? | ogrifico tem forma de U
p<1 a=1ep=2"?| ogrifico tem forma de J
a>1lep>2"?| ogrifico tem forma de .J
a<lep<0.5 | ografico tem forma de J invertido
p=1 a=1ep=05 | o grafico tem a forma da densidade uni-
forme no (0,1)
a>1epu>0.5 | ografico comeca na origem e vai crescendo
até o infinito
a<lep<27? | ografico tem a forma de .J invertido
o>1 a=1ep=2"%| o grifico tem a forma de .J invertido
a>1lep>2"? | comeca na origem vai crescendo até atingir
o valor méximo e depois decresce

Fonte: O autor (2020).

Sabemos que todos os modelos sao inevitavelmente simplificagoes, aproximagoes da
realidade. Assim, uma etapa imprescindivel da andlise de regressao é a validacao do modelo,
no sentido de avaliar a qualidade desta aproximacao. E sabido que mais de um modelo
pode descrever um mesmo fenémeno, haja vista que nao ha um receita a ser seguida,
tendo cada pesquisador a liberdade de modelar o fendmeno seguindo a metodologia que
julgar mais adequada. Desse modo, ao se deparar com dois (ou mais modelos) é natural
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questionar: “Dentre estes modelos qual deles é o mais adequado?” O conceito de melhor
modelo é controverso, mas um bom modelo deve conseguir equilibrar a qualidade do ajuste
e a complexidade, sendo esta, em geral, medida pelo nimero de parametros presentes
no modelo; quanto mais parametros, mais complexo o modelo, sendo entao mais dificil
interpretar e estimar o modelo. A selecao do “melhor” modelo torna-se entao evidente.

Figura 3 — Densidades da gama unitaria para diversos valores de u e ¢.
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Fonte: O autor (2020).

Diversas sao as metodologias utilizadas para selecionar modelos tais como: C, de
Mallows, Regressao Stepwise, Critério de Informagao Geeralizado (GIC), Critérios de
Informagao de Akaike (AIC), Critério de Informagao Baysiano (BIC), dentre outros. Nesta
tese, focaremos nosso estudo nos Critérios AIC e BIC. O modelo que apresentar o menor
valor de AIC e BIC sera considerado o “melhor” modelo.

Esses critérios essencialmente penalizam a funcdo de verossimilhanca utilizando o
numero de parametros do modelo e, eventualmente, o tamanho da amostra. Esta penaliza-
¢ao é feita subtraindo-se do valor da verossimilhanca uma determinada quantidade, que
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depende do quao complexo é o modelo (quanto mais pardmetros, mais complexo).

(AKAIKE, [1974) propos utilizar a divergéncia de Kullback-Leibler para selecao de
modelos. Ele estabeleceu uma relagao entre a maxima verossimilhanca e a divergéncia de
Kullback-Leibler desenvolvendo entao um critério para estimar a divergéncia de Kullback-
Leibler, que foi posteriormente chamado de Critério de Divergéncia de Akaike (AIC),
dada pela seguinte expressao: AIC = —210g(g) + 2k, onde k é o nimero de parametros
do modelo e { e o valor maximo da log-verossimilhanga. O outro critério de selecao de
modelos foi proposto por (SCHWARZ, [1978) é conhecido como critério de divergéncia
bayesiano (BIC), dado por: BIC = —21log(f) + klog(n). Este critério é bem similar ao
AIC, sendo que neste ha uma penalizacdo maior aos modelos que tém um maior nimero
de parametros.

Em relacao ao contexto da analise de diagnostico, existem duas dire¢oes. Numa diregao,
o interesse recai em avaliar possiveis afastamentos das suposi¢oes admitidas para o modelo,
entre as quais estd a distribuicao de probabilidades dos dados. Em outra direcao, o interesse
recai em investigar o quanto o modelo é sensivel a pequenas perturbacoes, no sentido
de avaliar a estabilidade dos resultados inferéncias. O modelo é considerado sensivel a
pequenas perturbacgoes se em sua constituigdo original implicar em resultados inferenciais
significativamente distintos.

A analise de diagnéstico teve inicio com a analise de residuos objetivando detectar
pontos mal ajustados ou aberrantes e avaliar indicios de afastamentos das suposi¢des sobre
o modelo, entre estas, a adequacoes da distribuicdo proposta para a varidvel resposta. A
analise de residuos pode se basear nos residuos ordinarios e suas possiveis padronizacoes.
As técnicas graficas utilizando residuos sao frequentemente adotadas para a analise de
diagnostico. O uso de envelopes simulados, por exemplo, conforme proposto por (ATKIN+
SON; [1981) inicialmente para o modelo de regressao com erros normais, permite avaliar a
qualidade do ajuste do modelo postulado.

Quando se adota um modelo de regressao este é ajustado a um conjunto de dados.
A avaliagao desse ajuste pode ser realizada por meio da andlise dos residuos. A partir
dessa andlise identificam-se observacoes discrepantes, além de avaliar a existéncia de
afastamentos sérios das suposi¢oes inerentes ao modelo. Se o modelo for adequado,
graficos de residuos versus ordens das observagoes ou valores preditos devem apresentar
comportamento aleatério em torno de zero.

Define-se como residuo uma medida cujo objetivo é identificar discrepancia entre o
modelo ajustado e os dados. Assim, a maioria das formulac¢oes dos residuos baseia-se na
diferenca y; — E/(\yt) No entanto, respeitando o formato da distribuicao de probabilidade
da varidvel resposta, é mais interessante pensar como uma fungao r(y;, ]@), definicao
geral de residuos proposta por (COX; SNELL] |1968]). Sob esse ponto de vista, (FERRARI;
CRIBARI-NETO, 2004). (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO, 2008) propoem
residuos para o modelo de regressao beta. Dessa forma, adaptamos o residuo ponderado
padronizado proposto por (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO) 2008) ao modelo

de regressao gama unitaria.
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Para o modelo de regressao gama unitaria, iremos observar que em muitas situacoes
as distribuigoes dos residuos nao se aproximam da distribuicdo normal padrao. Esse fato
implica que os usuais limites —2 e 2 usados para a deteccao de pontos aberrantes nos
graficos de residuos contra elementos do modelo (indice das observagoes, valores preditos,
valores das covariadas) nao sdo adequados. Neste sentido, vamos utilizar como limites
de deteccao de pontos aberrantes os quantis empiricos dos residuos gerados com base em
suas distribuicoes estimadas por processo de reamostragem para a construcao das bandas
do envelope dos graficos normais de probabilidade; para mais detalhes, recomendamos
(ESPINHEIRA; SANTOS; CRIBARI-NETO, [2017)).

Um dos métodos mais modernos de diagnéstico foi proposto por (COOK]| 1986]).
A ideia basica consiste em estudar o comportamento de alguma medida particular de
influéncia segundo pequenas perturbagoes (influéncia local) nos dados ou no modelo. Isto
é, deseja-se identificar pontos que, sob modificagoes modestas no modelo, causam variagoes
desproporcionais nos resultados inferenciais. O interesse é estudarmos a influéncia local
das observagoes no ajuste. A sugestao de Cook é perturbarmos as covaridveis ou a variavel
resposta e utilizarmos alguma medida adequada para quantificarmos a influéncia das
observacoes.

A anaélise de influéncia local, que visa avaliar conjuntamente o impacto das observacoes
sob pequenas perturbacoes no modelo ou nos dados, representou um grande avango para
a analise de diagnédstico. Se modificagoes infinitesimais na formulacao inicial do modelo
causam efeitos desproporcionais nos resultados inferenciais, existem fortes indicios de falta
de qualidade no ajuste ou violagao das suposigoes iniciais, sugerindo a escolha de um
modelo mais adequado aos dados.

Nesta tese agregamos diversas contribuicoes ao modelo de regressao proposto por
(MOUSA; EL-SHEIKH; ABDEL-FATTAH, 2016). Uma contribuicao foi a demonstracao
que se Y pertence a familia exponencial de distribuigoes gama unitéria, entao a variavel
1 — Y também pertence a mesma familia (ver Apéndice C). Ainda apresentamos um
estudo comparativo das variancias de variaveis aleatorias gama unitaria e beta em fungao
de diferentes valores para os parametros p e ¢ que indexam ambas distribuigoes e que
representam respectivamente a média da variavel resposta Y e o parametro de precisao do
modelo.

Adicionalmente, com relagdo ao modelo de regressao gama unitaria propomos trés
residuos baseados nos processos iterativos escore de Fisher, com base em estudos de
simulagoes avaliamos as distribui¢oes empiricas destes residuos. E por fim, propomos duas
novas perturbacoes que podem ser estudadas na analise de influencia local.

1.1 ORGANIZACAO DA TESE

A tese estd dividida em seis capitulos da seguinte forma; no segundo capitulo, na
primeira secao, exibiremos o vetor escore e a matriz de informacao de Fisher para o

modelo de regressao gama unitaria com o parametro de precisao fixo. Na segunda se¢ao
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propomos dois residuos: ponderado e ponderado padronizado. Na terceira se¢ao estudamos
o modelo de regressao gama unitaria com o parametro de precisao variavel. Na quarta
secao propomos trés residuos, a saber: ponderado, ponderado padronizado e combinado.

No terceiro capitulo analisamos as distribui¢oes empiricas dos trés residuos propostos
no capitulo anterior através das simulagdes de Monte Carlo. No quarto capitulo realizamos
a andalise de influéncia local, baseado em quatro tipos de pertubagoes: ponderacao de
casos, perturbacao da variavel resposta, perturbacao individual de covariadas e pertubagao
conjunta das covariadas. Estudamos o modelo de regressao gama unitaria com o parametro
de precisao fixo e variavel, na primeira e segunda secao, respectivamente.

No quinto capitulo, estudamos as medidas de predi¢ao no modelo de regressao gama
unitaria, através de duas secoes, na primeira secao, definimos as medidas de prediciao P?,
P?, Rye, Ry, Rig, R}p. e apresentamos algumas propriedades das mesmas.

Na segunda secao analisamos as simulagoes das medidas de predi¢cao usando diversas
funcgoes de ligacoes para o submodelo da média, para que desta forma possamos identificar
qual fungao de ligacao é mais apropriada quando a média da variavel resposta se encontra
préoxima de zero, préoxima de meio e proxima de um. Em seguida, com base nesta
informacao, estudamos trés tipos de cenarios, a saber: omissao de covariadas no submodelo
da média, comparagao dos modelos de regressao gama unitaria usando o parametro de
precisao fixa e variavel e o estudo da geracao dos dados no modelo de regressao gama
unitaria ao estimamos com o parametro de precisao fixa.

No sexto capitulo estudamos uma aplicacdo a dados reais (Dados da Linha de pobreza).
Na primeira secao estudamos esta aplicagao usando a funcgao de ligagao logito para o
submodelo de média, inicialmente realizamos uma analise descritiva dos dados, em seguida,
o estudo das medidas de AIC e BIC, analise dos residuos e influéncia local. Na segunda
secao utilizamos para a modelagem do submodelo da média a funcao de ligagdo Clog-log.
E, a partir dai, realizamos todo o estudo da se¢ao anterior incluindo as medidas de predicao.
No final de cada secao, destacaremos as descobertas realizadas ao analisamos os dados da

Linha de Pobreza comparando os modelos de regressao beta e gama unitaria.

1.2 SUPORTE COMPUTACIONAL

A linguagem de programacao utilizada na tese foi, a linguagem de programacao matricial
Ox. Criada por Jurgen Doornik em 1994. Detalhes sobre esta linguagem de programacgao
podem ser encontrados em Doornik (2001). As andlises graficas foram produzidas utilizando
o programa R em sua versao 3.3.2 que se encontra disponivel gratuitamente no enderego
http://www.r-project.org.
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2 MODELO DE REGRESSAO GAMA UNITARIA

2.1 MODELO DE REGRESSAO GAMA UNITARIA COM PRE-
CISAO FIXA

Sejam 1, o, . . . , Y, variaveis aleatérias independentes, em que cada y;, comt =1,...,n,
segue a densidade dada em (1.4), com média y; e precisio desconhecida ¢. Considere o
seguinte modelo de regressao:

p
g1(pe) = Z TS = N, (2.1)

i=1
em que = (f1,...,3,)" é um vetor de parametros da regressiao desconhecido (3 € R?),
Ty, . .., Tty sA0 observagoes de p covariadas (p < n), assumidas fixas e conhecidas e a fungao

91(+), que é estritamente monétona e duas vezes diferencidvel, tem dominio no intervalo
(0,1) e imagem que compreende todos os reais. Como exemplo de fungdes de ligagao
podemos citar: a ligacio logito, gi(u) = log (1/(1 — p)), a probito, g1(p) = ® (i), em
que ®(-) é a funcao de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatéria com distribuigao
normal padrao, a log —log, ¢1(-) = —log (—log(u)) entre outras. Assim, de acordo com

este modelo, temos que

pe =gy () e Var(ye) = g1 ' (%) j — g1 (m) |- (2.2)
{2—[g (m)]?}?

Note que, a variancia da resposta depende de p, mesmo quando parametro de precisao
sendo constante para todas as observagoes, as variancias nao sao constantes.
Considerando uma amostra de n observagoes independentes de uma populacao gama

unitaria, o logaritmo da func¢ao verossimilhanca é dado por

6(67 (rb) = Z gt(:uta ¢)7
t=1
€ que

Ce(pae; ) = log (ug(ye; e, @) = dlog(ar) —log(I'()) + (ar — 1) log(y) + (¢ — 1) log (= log (1)) ,

i/¢>) € Uy = gfl(m)-

Observe inicialmente, que a densidade gama unitaria pertence a familia exponencial

com q = ui/‘z’/(l —
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biparamétrica (bidimensional):

-1
ug(ye; e, @) = exp{nTy + To — A(7)} [yt log(yt)] :

em que 7 = (11,7)" = (ay,¢)" onde (T1,Tp) = (log(y;),log(—log(y;))) e A(r) =
log(I'(¢)) — ¢log(ay) = log(I'(m)) — melog(my). Utilizando este fato, podemos afirmar
que sao validas as condigoes de regularidades associadas ao processo de estimagao por
maxima verossimilhanca que serao utilizadas neste trabalho, para mais detalhes, reco-
mendamos (LEHMANN; CASELLA| 1998). Adicionalmente, segue que Var(T}) = ¢/a?
e E(T1) = —¢/ay. Faremos as estimagoes dos nossos parametros, através do método de
maxima verossimilhanga.

A fungdo escore para o parametro  é um vetor de dimensao p, que é dado por

Us(B,¢) = X' Ts, em que X ¢ a matriz de covariadas de ordem n x p cuja t-ésima linha é

ol s = (W +yfs o+ yn) T e T = diag {1/g(n), .. /g ()}, em que

2

* Q' * a; log(yt)

P =5 €Y = (2.3)
Tias oy’

A fungéo escore para o parametro de precisao ¢ ¢ um escalar, que é dado por Uy (53, ¢) =
Dy ug, onde

B 1 oy log(y:) '
up = log(—log(y:)) — [qﬂt log(ut)] ll + o | log o | (o),  (2.4)
sendo ¥(+) a funcao digama, isto é, 1(¢) = dlog(T'(¢))/d¢.
A matriz de informagao de Fisher é dada por

K K
K = K(5,6) - ( o ) 25

em que Kgﬁ = XTW55X, Kﬁqg = K¢5 = XTW5¢1 e K¢¢ = 1TW¢¢1, onde 1 é um ve-
tor com todos os elementos iguais a 1, de ordem n x 1, Wgs = diag{(af/qﬁ) [1/g’1(ut)]2},
Wi = ding {(be/9) (ct/+ 1) [1/g5 (ue)]} € Wos = ding [ (260/6%) + (2/6%) + /()] sto matri-
zes diagonais de ordem n x n, sendo a; = ay/(1’*™), by = —ar, ¢ = [c log()]/(1’?) e

Y'(+) é a fungdo trigama. Note que podemos escrever a matriz de informacao de Fisher de
ordem (p + 1) x (p + 1) da seguinte forma: K = K(8,¢) = XWX, onde

o anp Onx1 37 Wﬁﬂ Wﬂ¢
Xo 1) = e Wapxon = :
nx(p+1) ( 0n><p 1 ) nx2n ( quﬁ W¢¢
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Sob certas condigdes de regularidades e em grandes amostras,

(5) =2 ((0) )

aproximadamente, em que Be QAS sao os estimadores de maxima verossimilhanca de 3
e ¢ respectivamente. Diferentemente do que ocorre em modelos lineares generalizados,
aqui os parametros de 3 e ¢ nao sao ortogonais, portanto, B e gg nao sao assintoticamente
independentes. Estes estimadores sao obtidos como solugao do sistema

{ Us(B,6) = 0
Us(B,¢) = 0.

Como eles ndao possuem forma fechada, devemos obté-los numericamente utilizando
algum algoritmo de estimagao nao linear, como por exemplo, Newton-Raphson, Escore de
Fisher, BHHH, BFGS. Para mais detalhes, sobre o vetor Escore e a matriz de informagao
de Fisher, recomendamos (MOUSA; EL-SHEIKH; ABDEL-FATTAH]| 2016).

A proposta de chute inicial para o modelo de regressao gama unitaria com o parametro
de precisao fixo, baseia-se na estimacao dos parametros de uma regressao de X contra
g(y) a partir do método dos minimos quadrados ordinarios. Desta forma temos que
B=(XTX) 'XTg(y). Quanto ao chute inicial de ¢ ¢ importante relacionar a variancia da
resposta com o parametro ¢. Com base na Figura [2/ temos que a medida que ¢ aumenta a

variancia diminui, onde observamos que ¢ é um parametro de precisao.

2

Considerando 02 = Var(y) temos que o2 ~ p de onde surge a proposta de chute inicial

para ¢ dada por
1

n
2.7
i=1

em que 7; é o residuo de minimos quadrados ordindrio da regressao de X contra g(y), tal
que 3 = (XTX)"'XTg(y) e 7 = g(y) — XB.

¢(0) _

Y

EANY

2.2 RESIDUOS

2.2.1 Residuo ponderado

Utilizaremos a ideia proposta por (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO, 2008])
para obtencao de residuos para o modelo de regressao beta com dispersao constante, que é
baseada no processo iterativo Scoring de Fisher para o vetor 5.

Para o modelo de regressao gama unitaria, com precisao constante e usando 0 Processo
iterativo Scoring de Fisher para 3, temos que ™! = g™ + [Kﬁﬁ I lUﬁ (ﬂ ¢), em que

m indexa as iteragoes até convergéncia do processo, o qual acontece quando a distancia
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entre 3"t ¢ B™) torna-se menor que uma constante pequena pré-estabelecida. Obtemos

assim a seguinte expressao:
5m+1 _ /Bm + [XTW,égL)X]leTT(m)S(m)

O processo acima pode ser representado como um processo iterativo de minimos

quadrados reponderados, ou seja,
-1

Bm-‘rl _ [XTWB(Z?)X] XTW,BBa(m)7 (26)

em que a(™ = 5™ 4 Wég)_lT(m)s(m) comn = (ny,...,n.)" = XB. Apos convergéncia,

temos que 3 = [XTWB(?)X]_lXTWBBa, com a = ) + W3 T8, que pode ser visto como

um estimador de minimos quadrados considerando a regressao linear de Wﬁlfa em Wﬁll/fX :

O residuo de minimos quadrados dessa regressio é dado por r° = Wgéz(a —17) =

Wgﬁl/ *T'3. Assim, o residuo da t-ésima observagio ¢ dado por r} = (1 /@Dé{;)[l/ g1(f)]8, o

qual denominamos de residuo ponderado. Com base nas definicoes de Wz em ([2.5)), ele

pode ser expresso como

s 11 8
T AR oA 12 (2.7)
w5 91(A) {( {)2] /
¢
onde s = (uf +yf, ..., u5 +y)7 é um vetor com uf e yf definidos em (2.3).

2.2.2 Residuo ponderado padronizado

Uma possivel padronizacao de (2.7), também proposta por (ESPINHEIRA; FERRARI:
CRIBARI-NETO, |2008), baseia-se na matriz de variancias e covariancias de a. Para isso,
a equagao ([2.6) pode ser escrita como

(XTI//I\/gﬁX)B = XTW@BG. (28)

Assuma que Cov(f) =~ (X TWsX)™ ! e WBB ~ Wpss. Note que, ao consideramos
isto, implicitamente, sempre estamos considerando também que (ZS X~ ¢, j& que a ex-
pressao Wpss depende de ¢. Substituindo essas aproximacoes e usando a propriedade
Cov(Ay) = ACov(y)AT na Expressao (2.§), temos Cov[(XTW35X)f3] ~ Cov(XTWygsa).
Entdo Cov(a) ~ Wy .

Com base em ([2.8)), o residuo dado em pode ser expresso como

= Willa — Wi X (X TWssX) "X TWga = WSS — WX (XTWssX) ' X Wpla.
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Assim, mais uma vez considerando Wy ~ Wss, segue que

Cov(r?) ~ Cor{[W, — Wi X (X TWssX) ' X T Wigla}
1/2 — 1/2
~ [ - WX (X T Wes X)X "W
~ (I — H).

Logo, Cov(r?) ~ (I—H), onde H = WX (X "W X) ™ XTWS ¢ uma matriz simétrica
e idempotente.
Portanto, a padronizacao do residuo é dado por

8 . .
8 Tt _ S _ S
rpt - —— ﬂ o a2 N o (A*)Q ' (29)
\/COV(rt ) — (1 —hy) (1 — hy)
1/¢+1)2 & "
¢ (Ht )
onde hy é o t-ésimo elemento diagonal de H, s = (uf + y¥,...,pu* + y*)7 com puf e y*

definido em ([2.3). O residuo em (2.9) é nomeado como residuo ponderado padronizado.

2.3 MODELO DE REGRESSAO GAMA UNITARIA COM PRE-
CISAO VARIAVEL

Consideremos agora que 1, ...,¥y, sao variaveis aleatorias independentes, onde cada y;
comt =1,2,...,n, segue a densidade (|1.4]). A média e o parAmetro de precisio satisfazem

as seguintes relagoes funcionais:

p q
gm) = DlwuBi=mu e h(é) =D 2% = o, (2.10)

i=1 Jj=1
em que = (B1,...,8,)" ey = (71,...,7)" sdo vetores de pardmetros de regressio
desconhecidos com 3 € RP e v € RY, xyy,...,24 € 21,..., 2y sao observagoes de p e ¢

covaridas (p < n e ¢ < n), assumidas fixas e conhecidas, as matrizes de covariadas X e Z
possuam posto completo e as fungoes g(-), h(-) sdo estritamente mondtonas e duas vezes
diferenciavéis, com dominios no intervalo (0,1) e em (0, +00), respectivamente, e imagem
que compreende todos os reais.

Considerando uma amostra de n observagoes independentes, o logaritmo da funcao

verossimilhancga é dado por

B,v) = Z G, dr),
t=1



29

em que

et(,uta ¢t) = log (ug(yt; Mt ¢t))
= ¢y log(ay) —log(I'(¢r)) + (o — 1) log(y:) + (¢ — 1) log (—log (y)), (2.11)

i/@)’ e =g~ () € ¢ = h™ (1ar).

A fungdo escore para 3 é um vetor de dimensdao p, que é dado por Uj(83,¢)

onde oy = ui/d)t/(l —

XTTb, em que X é a matriz de covariadas de ordem n x p cuja t-ésima linha é z;

b= (uf+yf,....pui+ys)T e T =diag{l/g'(11),...,1/9' (un)}, com

Y

M* _ Qi e y* _ CY? log(yt)
t T 1/pp+1 t 1 1
Nt/¢ " ¢tﬂt/¢t+

(2.12)

A fungao escore para v ¢ um vetor de dimensdo ¢, que é dado por U} (8,7) = Z"He,
em que Z é a matriz de covariadas de ordem n x ¢ cuja t-ésima linha é 2, e = (eq,...,¢e,)"

e H = diag {1/h'(¢1),...,1/h (¢,)} com

Oy t tl/d)t
er = log(~1og(y)) — | S lom(u) | [ 1+ “LBU o (F1) i) (213)
Pt ¢tut/ Qt

Observe que a funcao de densidade gama unitaria pode ser escrita na forma exponencial

biparamétrica como

—1
ug(ys; pe, @) = exp{nTy + 7Ty — A(7)} [yt log(yt)] ;
em que f(y:) = (=1/(yelog(r))), 7 = (11, 72) = (o, 1), (11, T2) = (log(yr), log(—log(y:)))
e A(1) = (log(I'(¢¢)) — ¢¢log(ar)) = (log(I'(72)) — 2 log(m)).
Utilizando este fato, podemos afirmar que sao validas as condi¢oes de regularidades
associadas a estimagdo por méaxima verossimilhanca que serdo utilizadas neste trabalho,
para mais detalhes, recomendamos (LEHMANN: CASELLA||1998]). Adicionalmente, segue

que

B(T)= "5 0= 2= (2.14)
vary = 20 - (SR) 2 - 2 2.15)
B = B0 = () ~ tog(n) = ¥(0) ~ Tog(a), (2.16)
Var(s) = S5 — () = v/, 217)

Cou(Ty, Ty) = CA) _ 0 (_72) S — (2.18)
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A matriz de informacao de Fisher é dada por

K%, K%
K*=K*(B,’y)=< v Ki’Y), (219)
7B vy

onde Kj; = XV X, K;, = Kjz = XTVseZ e K3, = Z"WyoZ, em que Vzg =
diag { (i3/01) [1/g' ()]}, Viy = diag { | (be/60) (@/n + 1) | (1/g/ () (/R (@) } € Vi =
diag {[(261/67) + (/68) + ¥/ (60)] (1/H(

ot)) } sao matrizes diagonais de ordem n x n, sendo

1/¢¢+1 gt

ar = o/ =—a e ¢ =y log(ut)]/ut/@. (2.20)

Note que podemos escrever a matriz de informagao de Fisher de ordem (p+ q) % (p+ ¢q),
da seguinte forma: K* = K*(§,v) = RTVR, onde

> Xnxp  Onxq 7 Ves Vay
R2n><(p+q) = ( 0 7 ) e Vopxon = ( V. V. .
nxp nxq 7B Y

Sob certas condigdes de regularidades e em grandes amostras,

(5) = () ),

aproximadamente, em que 5’ e 4 sdo os estimadores de méxima verossimilhanca de (8
e v, respectivamente. Diferentemente do que ocorre em modelos lineares generalizados,
aqui os parametros de § e v ndo sao ortogonais, portanto, B e 4 nao sao assintoticamente
independentes. Estes estimadores sao obtidos através do sistema

Eles nao podem ser expressos de forma fechada. Eles devem ser obtidos numericamente
utilizando algum algoritmo de estimacao nao linear, como por exemplo, Newton-Raphson,
Escore de Fisher, BHHH, BFGS. Para mais detalhes, sobre o vetor escore e a matriz de
informacao de Fisher, recomendamos (MOUSA; EL-SHEIKH; ABDEL-FATTAH, 2016]).

A proposta de chute inicial para o modelo de regressao gama unitaria com o pardmetro
de precisao variavel, baseia-se na estimacao dos parametros de uma regressao de X contra
g(y) e de Z contra h(¢) a partir do método dos minimos quadrados ordinérios. Desta forma
temos que /@ = (XTX) X Tg(y) e v = (ZT2) 1 ZTh(¢D), respectivamente. Quanto ao
chute inicial de ¢, é importante encontrarmos uma relagao entre a variancia da resposta
com o parametro ¢. Com base na Figura [2| temos que a medida que ¢ aumenta a variancia
diminui, observando que ¢ é um parametro de precisao.
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Considerando 0? = Var(y) temos que 02 ~ 1/¢ de onde surge a proposta de chute

inicial para ¢; dada por
©_ 1
¢t - Fg?
em que 74 ¢ o residuo de minimos quadrados ordinario da regressao de X contra g(y), tal

que B3O = (XTX) 1 X Tg(y) e ¥ = g(y) — XSO,

2.4 RESIDUOS

2.4.1 Residuo ponderado

Para calcularmos os residuos do modelo gama unitaria, com parametro de precisao
variavel, iremos utilizar a ideia proposta por (ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO),
2008) para modelos de regressao beta com dispersao constante, a qual foi adaptada para
os casos em que a dispersao pode ser variavel ao longo das observagoes.

Utilizando o modelo de regressao gama unitaria, com precisao variavel e o processo
iterativo Scoring de Fisher para estimar 3, temos ™! = ™ + [K Eém)] *(m) (B,0), e
que m indexa as iteragoes até convergéncia, o qual acontece quando a dlstanma entre
B+ e B0 torna-se menor que uma constante pequena pré-estabelecida. Obtemos a

seguinte expressao para o método iterativo:
-1
ﬁm-H _ Bm + [XTVB(ZL)X] XTT(m)b(m)

O processo acima pode ser representado como um processo iterativo de minimos
quadrados reponderados, ou seja, 31 = [X TVB(?)X I7tx TVggtgm), em que ™ =™ 4+

Vﬁ(gl)flT(m)b(m) com Ny = (M1, ---,Mm) = XB, o qual. Apds a convergéncia, temos que
5 [XTV(m)X]_lXT‘?ﬂBtI; (221)

com t; = 17, + ‘A/B_Blfl;, que pode ser visto como um estimador de minimos quadrados
considerando a regressao linear de Vﬁlﬁ/ztl em Vl/ °X.
O residuo de minimos quadrados dessa regressao é dado por

r1/2 A~ —-1/2/7

Assim, o residuo da t-ésima observacao é

1 1 -

5 _
h 0Y29 ()

ty

o qual denominamos de residuo ponderado. Com base nas defini¢oes de Vs em ([2.19)), ele
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pode ser expresso como

s 11 by
= b= — , (2.22)
o2 /(i) [(M;)Q} 12
bt

onde b= (u* +yf,...,u* +yf)' é um vetor com pf ey definido em (2.12)).

2.4.2 Residuo ponderado padronizado

Uma possivel padronizagao de ([2.22)), também considerada por (ESPINHEIRA; FER4
RARI; CRIBARI-NETO, 2008), baseia-se na matriz de varidncias e covariancias de ;.
Para isso, a Equacao ([2.21]) pode ser escrita como

(X TV3sX)53 = X Vst

Dado que Cov(B) ~ (X V35X) ! e Vis & Vig. Note que ao considerarmos isto, impli-
citamente, estamos considerando também que qgt ~ ¢4, j& que a expressao de Vg depende
de ¢;. Substituindo essas igualdades e usando a propriedade Cov(Ay) = ACov(y)AT na
expressao acima, temos Cov[(X T VssX)B] & Cov(X Vssty). Assim, Cov(ty) ~ Vig'.

Logo, o residuo anterior pode ser expresso como

ﬁ o Vl/2 Vl/QX (XTVﬁﬁX)il XTVﬁﬁtl _ |:V1/2 V1/2X (XTVI@ﬁX)il XTV,gﬁ] tl

Assim, mais uma vez considerando ng ~ Wpsga, segue que
- 1/2 1/2 T -1 7
Cov(r?) ~ Cov {| V31 = V35X (X TVieX) " X Vs | 11}
~ 1= VX (X TV X) T X TV
~(I—-H").

Logo, COV(?”B) (I — H*), onde H* = V1/2X (XTVﬁ/@X)il XTVﬁlﬁ/z ¢ uma matriz de

projecao de Vﬁﬂ t; contra Vﬁﬂ/ X, e além dlsso, ¢ uma matriz simétrica e idempotente.

Portanto, o residuo padronizado é dado por

8 . .
b= ——— = D - be , (2.23)
— - —
\/Cov(rtﬁ) s (1 — hy) () 1_
e\ 2 —( i)
on (Mt ‘ ) Pt

onde b = (uf + y¥,...,pu* +yF)" é um vetor com p¥ ey definidos em e hf éo
t-ésimo elemento diagonal de H*. O residuo acima é nomeado como residuo ponderado

padronizado.
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2.4.3 Residuo combinado

A construcao do residuo combinado é em parte similar a construgao do residuo ponderado,
que é baseado no processo iterativo Scoring de Fisher para estimar §. No entanto, para a
construgao do residuo combinado, considera-se adicionalmente o processo iterativo para -y

que é dado por
m m *(m -1 *(m
Y=y [KE] U3, ),

em que m indexa as iteracoes até convergéncia. Portanto, obtemos a seguinte expressao
para o método iterativo: 7"+ = 4™ + [ZTVﬁ‘)Z]_lZTH(m)e(m), em que e = (€1,...,¢,)"
com ¢; definido em ([2.13]).

O processo acima pode ser representado como um processo iterativo de minimos

quadrados reponderados, ou seja, vy = [ZTVW(A’/")Z]AZTV%J&T”), em que tgm) = ném) +
Vv(gl)*lH(m)e(m) com 7y = (No1,...,M2m) = Z7. Apds convergéncia, temos que 4 =

[ZTVAM Z) 1 ZTV s, com ty = 1j, + V. L HE, que pode ser visto como um estimador de
minimos quadrados considerando a regressio linear de V./?ty em V{2 Z.
O residuo de minimos quadrados dessa regressao é dado por

P = VI2(ty, — 1) = V.. V2 He. (2.24)

Assim, o residuo da t-ésima observacao é dado por

S
t

- ~

r —75 =t
’U%Q hl(@)

Logo o residuo ponderado é dado por

Y h/(¢t) 1 ét (2'25)

= é% ) 1/2”
<¢A)?> + W(@)] }

r] = —ép =
¢ {l(gét> N (é?) G )1}1/2 R (¢1) {l(?’é}) N
o o t —_
o7 o} o
onde ¢ e e; estdo definido em (2.20) e (2.13]), respectivamente.
Vale a pena lembrar que o residuo para t-ésima observacao pode ser definido como

R, = Tt(ynﬂnﬂgt)-

Ele mede a discrepancia entre o valor observado ¥, e o valor ajustado fi; da t-ésima
observagao ((COX; SNELL, 1968))).

O residuo combinado é construido baseando-se nos processos iterativos Scoring de
Fisher de g e v, e assim contém a informacao sobre todos os pardmetros do modelo. Assim

baseando-se na definicdo de residuo acima, o residuo combinado, que tem componentes

dos residuos (2.22) e (2.25)) é dado por

T’f’y = Bt‘i‘ét.
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Calcularemos agora, a variancia de b; + e;. Temos que

1+1 1

Var(bt + et) = Var {Oé?log(yt) + log[— 10g(yt)] _ Oé% log(ﬂt) log(yt) }

oo D
of / o?[log(pe)]? l oy a? log () ay IOg(Mt)]
= ——— +t¥(o) + -2 I -
s (o) o™ e ek an™)

:dt7

(07

t
o

em que d; = ¢/ (¢) + {( o a[log ()] Ly [( 1 L log(pe) 1og(m)] }

R 7S L (G BRI TAGR E

Assim, o residuo combinado padronizado é definido como

b+ ¢é
A A T (2.26)
dy

em que b= (uf +y¥, ..., ut +y)' é um vetor com pf ey definidos em (2.12), e; estd
definido em ([2.13]) e d, 6 obtido avaliando d; em fi; e ¢. Para o modelo de precisio
constante, considera-se ¢1 = o = --- = ¢, = ¢.

Neste capitulo estudamos a densidade gama unitaria, verificamos que esta pertence
a familia exponencial, estudamos também o modelo de regressao gama unitaria com o
parametro de precisao fixo e variavel, exibimos o vetor escore, matriz de informacao de
Fisher e o estudo do chute inicial para o parametro de precisao e por fim propomos trés
residuos, a saber: ponderado, ponderado padronizado e combinado.
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3 ESTUDO DE SIMULACAO DOS RESIDUOS

Para avaliar a distribuicao empirica dos residuos ponderado, ponderado padronizado
e combinado, definidos na Segao 2.3 realizamos simula¢oes de Monte Carlo com 5.000
réplicas sob diferente cenarios. Os resultados das simulacoes foram obtidos através do
programa de linguagem matricial Ox, para mais detalhes ver http://www.doornik.com.
Inicialmente, consideramos o modelo de regressao gama unitaria com precisao constante

dado por

- Mt

log (1 'utlu ) = 01+ Boxyo + B3x43 + Baxes + Bsxes, t=1,...,n.

Os valores das covariadas foram obtidos de forma independente através da distribuicao
uniforme padrao, x; ~ U(0,1), i = 2,...,5, e mantidos fixos para cada réplica. Tomamos
as covariadas geradas da distribui¢ao uniforme, pois queremos analisar as distribuigoes
dos residuos considerando os cenarios mais simples possiveis, porém se gerarmos as
covariadas de outras distribuigoes, estas podem gerar outliers, dificultando assim as nossas
interpretagoes. Esse procedimento é tipicamente realizado para avaliagao de distribuicoes
de residuos ((ESPINHEIRA; FERRARI; CRIBARI-NETO;, [2008))).

Iremos exibir os resultados em relacao a média, desvio-padrao, assimetria e curtose

das 5.000 réplicas relativo aos residuos ponderado, ponderado padronizado e combinado,

definidos nas Secoes [2.2.1] [2.2.2] e [2.4.3] respectivamente, considerando n = 20 observacoes.

Assim, é possivel avaliar o comportamento das distribui¢oes dos residuos quando a amostra
¢ consideravelmente pequena e adicionalmente facilita a apresentacdo dos resultados
tabelados.

Como nao existe na literatura nenhum estudo relativo ao parametro de precisao da
distribuicao gama unitaria, com base no estudo que fizemos consideramos inicialmente
¢ = 1.5 como um valor pequeno, pois valores menores que estes acarretavam problemas
de convergéncia e estimagao gerando assim impecilios para o estudo com ¢ < 1.5. Em
seguida, consideramos ¢ = 10 como um valor intermediario e por fim consideramos ¢ = 30
como um valor grande para o parametro de precisao fixo. E importante ressaltar que para
valores de ¢ > 30 nao ha alteracoes importantes nas distribui¢oes dos residuos.

Nas Tabelas e 4| a média da varidvel resposta pertence aos intervalos (0.0107;
0.3723), (0.3709;0.8507) e (0.8212;0.9903), respectivamente, e ¢ = 1.5. Os valores
verdadeiros dos parametros sao [, = —2.5,0, = —1.8,083 = 22,6, = 3.0 e 5 = —2.5
quando p € (0.0107;0.3723), 81 = —1.9,8, = 1.2, = 1.3, 84 = 2.0 e 5 = 1.3 quando
p € (0.3709;0.8507) e B = 2.0,0, = 14,083 = 18,84 = —1.3 e 5 = 1.4 quando
p € (0.8212;0.9903).
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Observa-se nas Tabelas e [] que para os trés residuos, a média estd proxima de zero
e o desvio-padrao esta préximo de um. Além disso, observa-se que ha assimetria negativa
(proxima de —1), para os trés cendrios da média da varidvel resposta e a curtose também
esta distante de trés, valor de referéncia da distribui¢cdo normal padrao.

Tabela 2 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r)) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 1 +
521}2 + 631}3 + 54517154 + 651’155, t = 1, c. ,20, (b =15e u e (00107, 03723)

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t rP 7"5 rh¢ rP rg rP¢ rP 7"5 rP¢ rP rg rP¢
1 0.001 0.001 0.000 0.962 | 1.034 | 0.961 | —1.075 | —1.074 —1.113 | 4.539 | 4.536 | 4.636
2 0.015 0.018 0.016 0.858 | 1.012 | 0.855 | —0.804 | —0.794 —0.883 3.757 | 3.682 | 3.904
3 0.014 0.015 0.013 0.910 1.021 0.909 —0.901 —0.907 —0.927 3.878 | 3.885 | 3.940
4 —0.005 —0.006 —0.006 | 0.913 1.029 | 0.916 —0.877 | —0.871 —1.000 3.684 | 3.671 3.945
5 0.002 0.003 0.002 0.908 | 1.014 | 0.907 | —0.898 | —0.899 —0.964 | 3.812 | 3.807 | 3.946
6 0.025 0.038 0.038 0.677 | 1.017 | 0.675 | —0.436 | —0.388 —0.603 3.060 | 3.065 | 3.233
7 0.008 0.010 0.008 0.894 | 1.011 | 0.893 | —0.878 | —0.877 —0.893 3.859 | 3.834 | 3.889
8 0.016 0.018 0.016 0.890 | 0.983 | 0.889 | —0.895 | —0.897 —0.909 3.922 | 3.913 | 3.957
9 —0.021 —0.022 —0.027 1.014 1.064 1.025 —1.259 —1.259 —1.434 5.213 | 5.211 5.803
10 | —0.032 | —0.035 | —0.035 | 0.942 | 1.053 | 0.951 | —0.887 | —0.887 —1.063 3.682 | 3.685 | 4.054
11 0.014 0.018 0.016 0.807 | 1.004 | 0.804 | —0.618 | —0.615 —0.698 3.220 | 3.212 | 3.329
12 0.010 0.017 0.026 0.616 | 0.999 | 0.613 | —0.288 | —0.216 —0.448 2.983 | 2.924 | 3.087
13 0.007 0.007 0.007 0.876 | 0.997 | 0.875 | —0.883 | —0.887 —0.922 3.924 | 3.906 | 4.003
14 | —0.003 —0.003 —0.003 | 0.937 1.037 | 0.936 —1.031 —1.030 —1.078 4.303 | 4.281 4.415
15 —0.016 —0.017 —0.017 | 0.992 1.056 | 0.991 —1.097 | —1.099 —1.1405 | 4.458 | 4.461 4.577
16 | —0.023 | —0.025 | —0.023 | 0.965 | 1.048 | 0.965 | —0.971 | —0.974 —0.993 3.964 | 3.967 | 4.014
17 0.025 0.036 0.034 0.740 | 1.016 | 0.740 | —0.600 | —0.567 —0.763 3.267 | 3.233 | 3.503
18 | —0.012 | —0.013 | —0.015 | 0.938 | 1.041 | 0.941 | —0.948 | —0.947 —1.085 3.906 | 3.903 | 4.230
19 | —0.022 | —0.023 | —0.027 | 0.988 | 1.055 | 0.994 | —1.058 | —1.059 —1.199 | 4.198 | 4.197 | 4.546
20 | —0.006 | —0.007 | —0.005 | 0.855 | 1.016 | 0.854 | —0.726 | —0.732 —0.755 3.401 | 3.405 | 3.450

Fonte: O autor (2020).

Tabela 3 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r)) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 51 +
521}2 + ﬁgl'tg + 541}4 + ﬁ53§'t5, t = 1, Ce ,20, (b =1b5e u e (03709, 08507)

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose

rP rg rBe rP rg rBe rP rg rBe rP rg rB>
—0.011 | —0.012 | —0.016 | 1.014 | 1.0915 | 1.026 | —0.991 | —0.991 | —1.195 | 3.888 | 3.887 | 4.436
0.006 0.007 0.009 0.882 1.070 0.878 | —0.640 | —0.637 | —0.782 | 2.946 | 2.941 | 3.172
0.042 0.048 0.042 0.934 1.070 0.938 | —0.849 | —0.852 | —1.042 | 3.372 | 3.379 | 3.797
—0.013 | —0.015 | —0.015 | 0.984 1.091 0.984 | —0.865 | —0.864 | —0.986 | 3.341 | 3.341 | 3.586
0.008 0.010 0.008 0.945 1.065 0.944 | —0.825 | —0.825 | —0.966 | 3.283 | 3.283 | 3.569
0.059 0.081 0.065 0.771 1.069 0.764 | —0.521 | —0.520 | —0.621 | 2.745 | 2.756 | 2.858
0.002 0.002 0.002 0.937 1.096 0.939 | —0.803 | —0.803 | —0.964 | 3.267 | 3.266 | 3.594
—0.001 | —0.001 | —0.000 | 0.935 1.083 0.935 | —0.838 | —0.837 | —0.990 | 3.449 | 3.447 | 3.772
9 —0.047 | —0.049 | —0.055 | 1.078 1.135 1.092 | —1.125 | —1.125 | —1.317 | 4.342 | 4.340 | 4.942
10 | —0.028 | —0.031 | —0.032 | 0.997 1.108 1.002 | —0.839 | —0.840 | —1.008 | 3.326 | 3.329 | 3.684
11 0.038 0.049 0.041 0.824 1.054 0.817 | —0.571 | —0.572 | —0.662 | 2.767 | 2.775 | 2.879
12 0.019 0.024 0.029 0.814 1.078 0.814 | —0.570 | —0.573 | —0.749 | 2.843 | 2.823 | 3.106
13 0.005 0.005 0.007 0.915 1.055 0.919 | —0.761 | —0.766 | —0.950 | 3.232 | 3.233 | 3.599
14 0.011 0.013 0.009 0.952 1.080 0.960 | —0.890 | —0.891 | —1.091 | 3.516 | 3.515 | 3.976
15 | —0.017 | —0.019 | —0.023 | 1.031 1.110 1.038 | —0.993 | —0.993 | —1.166 | 3.799 | 3.800 | 4.249
16 | —0.019 | —0.021 | —0.022 | 0.997 1.107 1.001 | —0.867 | —0.866 | —1.015 | 3.347 | 3.347 | 3.660
17 0.023 0.029 0.030 0.858 1.076 0.859 | —0.660 | —0.661 | —0.834 | 2.983 | 2.979 | 3.281
18 | —0.026 | —0.029 | —0.029 | 0.996 1.102 0.996 | —0.867 | —0.866 | —0.991 | 3.405 | 3.403 | 3.674
19 | —0.042 | —0.045 | —0.047 | 1.036 1.116 1.038 | —0.907 | —0.907 | —1.032 | 3.408 | 3.409 | 3.675
20 0.005 0.005 0.008 0.884 1.070 0.883 | —0.647 | —0.649 | —0.810 | 2.878 | 2.879 | 3.140

Fonte: O autor (2020).
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Tabela 4 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r})) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 51 +

ﬂgl’tg + ﬁg.’lﬁtg + 541'154 + 55.’13',55, t = 1, Ce ,20, ¢ =1b5e u e (08212, 09903)

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
| B e | P | | 0| P B e | B [ | P
1 —0.020 | —0.022 | —0.020 | 1.011 | 1.092 | 1.011 | —0.970 | —0.970 | —0.983 | 3.811 | 3.811 | 3.842
2 0.001 0.002 0.002 0.894 | 1.071 | 0.891 | —0.664 | —0.664 | —0.709 | 2.984 | 2.983 | 3.050
3 0.043 0.050 0.043 0.920 | 1.067 | 0.919 | —0.827 | —0.827 | —0.838 | 3.326 | 3.326 | 3.346
4 —0.011 | —0.012 | —0.011 | 0.984 | 1.088 | 0.982 | —0.877 | —0.877 | —0.902 | 3.378 | 3.378 | 3.426
5 0.005 0.005 0.005 0.944 | 1.064 | 0.943 | —0.821 | —0.821 | —0.847 | 3.275 | 3.275 | 3.323
6 0.070 0.094 0.071 0.796 | 1.064 | 0.794 | —0.597 | —0.597 | —0.609 | 2.852 | 2.853 | 2.866
7 0.001 0.001 0.001 0.938 | 1.094 | 0.937 | —0.806 | —0.806 | —0.816 | 3.272 | 3.272 | 3.289
8 —0.005 | —0.006 | —0.005 | 0.942 | 1.085 | 0.942 | —0.848 | —0.848 | —0.856 | 3.461 | 3.460 | 3.476
9 —0.062 | —0.065 | —0.063 | 1.085 | 1.140 | 1.085 | —1.111 | —1.111 | —1.145 | 4.282 | 4.281 | 4.380
10 | —0.034 | —0.038 | —0.034 | 0.993 | 1.105 | 0.992 | —0.823 | —0.823 | —0.845 | 3.288 | 3.288 | 3.328
11 0.050 0.063 0.051 0.835 | 1.048 | 0.831 | —0.625 | —0.626 | —0.662 | 2.867 | 2.868 | 2.914
12 0.008 0.010 0.013 0.814 | 1.082 | 0.809 | —0.549 | —0.551 | —0.653 | 2.782 | 2.776 | 2.918
13 0.025 0.030 0.026 0.883 | 1.047 | 0.880 | —0.738 | —0.738 | —0.772 | 3.184 | 3.185 | 3.240
14 0.009 0.010 0.008 0.939 | 1.075 | 0.937 | —0.865 | —0.865 | —0.909 | 3.449 | 3.450 | 3.537
15 | —0.030 | —0.032 | —0.030 | 1.037 | 1.114 | 1.036 | —0.989 | —0.989 | —1.001 | 3.784 | 3.784 | 3.811
16 | —0.023 | —0.025 | —0.023 | 1.002 | 1.108 | 1.002 | —0.875 | —0.875 | —0.882 | 3.364 | 3.364 | 3.378
17 0.027 0.034 0.027 0.841 | 1.072 | 0.840 | —0.625 | —0.625 | —0.639 | 2.902 | 2.902 | 2.921
18 | —0.023 | —0.025 | —0.024 | 1.000 | 1.101 | 0.998 | —0.892 | —0.892 | —0.934 | 3.487 | 3.487 | 3.575
19 | —0.038 | —0.041 | —0.039 | 1.038 | 1.115 | 1.038 | —0.929 | —0.929 | —0.945 | 3.473 | 3.473 | 3.505
20 0.009 0.012 0.010 0.871 | 1.065 | 0.870 | —0.633 | —0.633 | —0.650 | 2.851 | 2.851 | 2.872
Fonte: O autor (2020).

Nas Tabelas 5] [6] e[7] sdo apresentados as medidas baseadas nos momentos da distribuigao

empirica dos residuos quando o parametro de precisao é igual a ¢ = 10. E possivel notar

que nos trés cenarios as médias dos residuos sao proximas do valor zero, os desvios-padrao

estao proximos de um e os valores da assimetria e curtose estao consideravelmente proximos

dos valores relativos a distribuicao normal padrao.

Tabela 5 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado

(r?), ponderado padronizado (r5) e combinado (rJ7). Modelo: log[pu/(1 — )] = 1 +
625L‘t2 + 63.17,53 + 641}4 + 6517,55, t = 1, e ,20, QZS =10e JIRS (00107, 03723)
Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t TB ’I“g T’E’¢ T’ﬁ T’g T’B’¢ T’ﬁ 7”5 ’I"B’¢ T’B 7"5 Tﬁ’qb
1 —0.014 —0.015 —0.014 1.059 1.140 1.059 —0.445 —0.444 —0.450 2.879 2.879 2.885
2 0.050 0.058 0.050 0.976 | 1.147 | 0.978 —0.426 | —0.428 | —0.437 | 2.903 | 2.904 | 2.914
3 0.003 0.004 0.003 1.040 | 1.136 1.040 —0.379 | —0.380 | —0.382 | 2.798 | 2.803 | 2.802
4 —0.022 —0.026 —0.022 | 0.983 | 1.129 | 0.988 —0.350 | —0.351 —0.364 | 2.772 | 2.772 | 2.782
5 0.022 0.024 0.022 1.028 1.142 1.030 —0.398 | —0.397 | —0.407 | 2.798 | 2.797 | 2.805
6 —0.015 —0.027 | —0.013 | 0.686 1.134 | 0.691 —0.090 | —0.089 | —0.104 | 2.748 | 2.688 | 2.750
7 —0.004 | —0.004 | —0.004 1.047 | 1.148 1.047 | —0.359 | —0.360 | —0.361 | 2.762 | 2.763 | 2.764
8 —0.039 | —0.042 —0.039 1.078 1.154 | 1.078 —0.353 | —0.355 —0.356 | 2.688 | 2.689 | 2.690
9 —0.005 —0.005 —0.005 1.097 | 1.151 1.104 | —0.482 | —0.482 —0.499 | 2.891 | 2.892 | 2.909
10 —0.004 —0.005 —0.004 1.006 1.129 1.014 —0.348 —0.348 —0.367 | 2.822 2.823 2.839
11 —0.007 —0.009 —0.007 | 0.921 1.131 0.923 —0.268 —0.267 —0.277 | 2.675 2.672 2.679
12 | —0.018 | —0.035 —0.016 | 0.592 | 1.137 | 0.597 | —0.024 | —0.006 | —0.038 | 2.729 | 2.663 | 2.728
13 | —0.006 | —0.006 —0.006 | 1.029 | 1.145 1.030 —0.382 | —0.379 | —0.387 | 2.736 | 2.734 | 2.741
14 0.005 0.006 0.005 1.047 | 1.136 1.048 —0.428 | —0.427 | —0.435 | 2.938 | 2.933 | 2.946
15 0.003 0.003 0.003 1.089 1.154 | 1.090 —0.409 | —0.409 | —0.416 | 2.916 | 2.917 | 2.924
16 0.003 0.003 0.003 1.077 | 1.156 1.077 | —0.414 | —0.415 —0.418 | 2.861 | 2.862 | 2.866
17 0.021 0.032 0.022 0.774 1.140 | 0.779 —0.221 —0.202 —0.236 | 2.788 | 2.734 | 2.795
18 0.003 0.003 0.003 1.019 1.138 1.024 | —0.346 | —0.346 | —0.360 | 2.733 | 2.733 | 2.743
19 0.027 0.029 0.027 1.078 1.151 1.083 —0.433 | —0.433 | —0.449 | 2.847 | 2.848 | 2.865
20 | —0.002 —0.002 —0.002 | 0.977 | 1.134 | 0.978 —0.357 | —0.357 | —0.361 | 2.777 | 2.772 | 2.780
Fonte: O autor (2020).
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Tabela 6 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r})) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 51 +
ﬂgl'tg + ﬁgl'tg + 541}4 + 55.’13',55, t= 1, R ,20, ¢ =10¢e n e (03709, 08507)

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
v | P P B8 | B | B | PP | P B | PP | B | P | B
1 —0.038 | —0.041 | —0.039 | 1.066 | 1.144 | 1.074 | —0.431 | —0.431 | —0.451 | 2.872 | 2.872 | 2.893
2 0.028 0.034 0.028 0.940 | 1.151 | 0.943 | —0.337 | —0.337 | —0.349 | 2.741 | 2.741 | 2.749
3 0.023 0.026 0.023 0.994 | 1.130 | 1.001 | —0.353 | —0.353 | —0.371 | 2.766 | 2.767 | 2.783
4 —0.032 | —0.035 | —0.032 | 1.016 | 1.128 | 1.018 | —0.390 | —0.390 | —0.400 | 2.815 | 2.815 | 2.823
5 0.022 0.025 0.022 1.012 | 1.142 | 1.015 | —0.389 | —0.389 | —0.400 | 2.792 | 2.792 | 2.801
6 0.002 0.002 0.002 0.795 | 1.138 | 0.796 | —0.183 | —0.182 | —0.189 | 2.695 | 2.689 | 2.698
7 0.018 0.021 0.018 0.977 | 1.146 | 0.981 | —0.315 | —0.315 | —0.328 | 2.715 | 2.715 | 2.725
8 0.002 0.002 0.002 0.980 | 1.144 | 0.984 | —0.319 | —0.319 | —0.331 | 2.668 | 2.669 | 2.677
9 —0.015 | —0.016 | —0.016 | 1.093 | 1.152 | 1.098 | —0.473 | —0.473 | —0.488 | 2.880 | 2.880 | 2.897
10 0.000 0.000 0.000 1.017 | 1.128 | 1.022 | —0.370 | —0.370 | —0.387 | 2.867 | 2.868 | 2.883
11 0.000 0.000 0.000 0.872 | 1.131 | 0.873 | —0.226 | —0.227 | —0.233 | 2.655 | 2.657 | 2.657
12 0.010 0.014 0.011 0.872 | 1.138 | 0.878 | —0.266 | —0.265 | —0.283 | 2.743 | 2.742 | 2.753
13 | —0.017 | —0.019 | —0.017 | 1.005 | 1.139 | 1.014 | —0.331 | —0.330 | —0.350 | 2.700 | 2.698 | 2.715
14 0.003 0.004 0.003 1.008 | 1.135 | 1.016 | —0.369 | —0.368 | —0.388 | 2.823 | 2.821 | 2.843
15 | —0.004 | —0.005 | —0.005 | 1.071 | 1.155 | 1.076 | —0.384 | —0.384 | —0.400 | 2.857 | 2.857 | 2.873
16 | —0.001 | —0.001 | —0.001 | 1.039 | 1.157 | 1.043 | —0.363 | —0.363 | —0.376 | 2.760 | 2.760 | 2.773
17 0.023 0.029 0.024 0.923 | 1.145 | 0.928 | —0.298 | —0.298 | —0.315 | 2.774 | 2.770 | 2.786
18 | —0.014 | —0.016 | —0.014 | 1.029 | 1.141 | 1.031 | —0.342 | —0.343 | —0.352 | 2.722 | 2.723 | 2.730
19 0.003 0.003 0.002 1.067 | 1.152 | 1.070 | —0.390 | —0.390 | —0.400 | 2.766 | 2.766 | 2.776
20 | —0.014 | —0.017 | —0.013 | 0.944 | 1.135 | 0.949 | —0.299 | —0.299 | —0.314 | 2.685 | 2.685 | 2.695

Fonte: O autor (2020).

Tabela 7 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r}) e combinado (r57). Modelo: log[u/(1 — )] = 1 +
ﬂgxtg + Bg.’lftg + ﬂ4xt4 + B5.’Et5, t= 1, Ce ,20, ¢ =10¢e JYRS (08212, 09903)

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
v | P 2 B8 | B | B | PP | P B | PP | B | P | B
1 —0.044 | —0.048 | —0.044 | 1.059 | 1.144 | 1.059 | —0.420 | —0.420 | —0.421 | 2.853 | 2.853 | 2.854
2 0.026 0.032 0.026 0.962 | 1.152 | 0.963 | —0.363 | —0.363 | —0.366 | 2.777 | 2.778 | 2.780
3 0.025 0.029 0.025 0974 | 1.131 | 0.974 | —0.339 | —0.339 | —0.340 | 2.759 | 2.760 | 2.760
4 —0.032 | —0.036 | —0.032 | 1.020 | 1.129 | 1.020 | —0.394 | —0.394 | —0.396 | 2.824 | 2.824 | 2.825
5 0.019 0.021 0.019 1.014 | 1.142 | 1.014 | —0.384 | —0.384 | —0.386 | 2.789 | 2.789 | 2.791
6 0.008 0.011 0.008 0.848 | 1.136 | 0.848 | —0.236 | —0.236 | —0.237 | 2.715 | 2.714 | 2.715
7 0.018 0.021 0.018 0.981 | 1.146 | 0.981 | —0.321 | —0.321 | —0.321 | 2.726 | 2.726 | 2.727
8 0.000 0.000 0.000 0.991 | 1.144 | 0.991 | —0.329 | —0.329 | —0.330 | 2.678 | 2.678 | 2.678
9 —0.025 | —0.026 | —0.025 | 1.097 | 1.154 | 1.097 | —0.469 | —0.469 | —0.471 | 2.877 | 2.878 | 2.880
10 | —0.004 | —0.004 | —0.004 | 1.013 | 1.128 | 1.013 | —0.359 | —0.359 | —0.360 | 2.852 | 2.852 | 2.853
11 0.005 0.006 0.005 0.901 | 1.130 | 0.901 | —0.258 | —0.258 | —0.260 | 2.672 | 2.673 | 2.673
12 0.006 0.008 0.007 0.868 | 1.139 | 0.869 | —0.252 | —0.253 | —0.260 | 2.729 | 2.729 | 2.732
13 0.000 0.000 0.000 0.955 | 1.133 | 0.955 | —0.297 | —0.297 | —0.299 | 2.660 | 2.659 | 2.661
14 0.003 0.004 0.003 0.991 | 1.134 | 0.992 | —0.343 | —0.343 | —0.346 | 2.787 | 2.787 | 2.790
15 | —0.012 | —0.013 | —0.012 | 1.075 | 1.156 | 1.075 | —0.381 | —0.381 | —0.382 | 2.853 | 2.853 | 2.854
16 | —0.003 | —0.003 | —0.003 | 1.046 | 1.158 | 1.046 | —0.369 | —0.369 | —0.370 | 2.768 | 2.768 | 2.769
17 0.027 0.034 0.027 0.896 | 1.143 | 0.896 | —0.270 | —0.270 | —0.271 | 2.740 | 2.740 | 2.740
18 | —0.012 | —0.013 | —0.012 | 1.036 | 1.141 | 1.036 | —0.353 | —0.353 | —0.356 | 2.733 | 2.733 | 2.735
19 0.004 0.004 0.004 1.072 | 1.152 | 1.072 | —0.400 | —0.400 | —0.401 | 2.789 | 2.789 | 2.790
20 | —0.009 | —0.012 | —0.009 | 0.927 | 1.134 | 0.927 | —0.282 | —0.282 | —0.284 | 2.672 | 2.673 | 2.673

Fonte: O autor (2020).
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As Tabelas [8], [9] e [I0] apresentam os valores das estatisticas descritivas para os trés
residuos considerando ¢ = 30 sob os trés cenarios apresentados anteriormente. Nota-se
que a assimetria, curtose, média e desvios-padrao estdo proximos dos valores de referéncia

da distribui¢do normal padrao, de forma mais acentuada que os dois cendrios anteriores.

Tabela 8 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (rJ) e combinado (rf"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 1 +
52.73152 + ﬁgxtg + 54.73154 + 55.%55, t = 1, . ,20, 925 =30e JIRS (00107, 03723)

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t rP rg rh¢ rP rg rh¢ rP rg rh¢ rP 7‘5 rP¢
1 0.003 0.003 0.003 1.076 | 1.1595 | 1.076 | —0.241 | —0.241 | —0.242 | 2.717 | 2.717 | 2.717
2 0.000 0.000 0.000 0.976 1.146 0.977 | —0.216 —0.216 —0.219 | 2.684 | 2.685 | 2.685
3 0.007 0.008 0.007 1.044 1.137 1.044 | —0.261 —0.260 —0.262 | 2.686 | 2.685 | 2.686
4 —0.000 0.000 —0.000 | 0.995 1.145 0.996 | —0.188 | —0.186 | —0.191 | 2.736 | 2.738 | 2.737
5 —0.008 | —0.009 | —0.008 | 1.031 1.144 1.031 | —0.196 | —0.196 | —0.197 | 2.712 | 2.711 | 2.712
6 0.022 0.036 0.022 0.687 1.153 0.689 | —0.030 | —0.041 | —0.032 | 2.660 | 2.647 | 2.660
7 0.001 0.002 0.001 1.049 1.146 1.050 —0.191 —0.191 —0.191 2.660 | 2.661 2.661
8 0.003 0.003 0.003 1.078 1.149 1.078 | —0.260 | —0.260 | —0.261 | 2.786 | 2.788 | 2.787
9 —0.020 | —0.021 | —0.020 | 1.092 1.146 1.094 | —0.287 | —0.287 | —0.290 | 2.872 | 2.872 | 2.875
10 | —0.002 | —0.002 | —0.002 | 1.034 1.159 1.037 | —0.172 | —0.172 | —0.176 | 2.656 | 2.656 | 2.658
11 | —0.001 | —0.002 | —0.001 | 0.931 1.140 0.931 | —0.160 | —0.159 | —0.162 | 2.682 | 2.676 | 2.682
12 0.002 0.004 0.002 0.580 1.141 0.582 | —0.019 | —0.023 | —0.021 | 2.622 | 2.600 | 2.621
13 0.002 0.003 0.002 1.032 1.145 1.032 —0.202 —0.201 —0.203 | 2.688 | 2.686 | 2.689
14 0.035 0.038 0.035 1.052 1.139 1.052 —0.238 —0.238 —0.239 | 2.727 | 2.727 | 2.728
15 0.009 0.010 0.009 1.107 1.172 1.107 | —0.2563 | —0.252 | —0.254 | 2.669 | 2.668 | 2.670
16 | —0.016 | —0.017 | —0.016 | 1.069 1.146 1.069 | —0.2563 | —0.253 | —0.254 | 2.770 | 2.770 | 2.770
17 | —0.012 | —0.018 | —0.011 | 0.763 1.138 0.765 | —0.081 | —0.079 | —0.083 | 2.678 | 2.658 | 2.678
18 | —0.003 | —0.003 | —0.003 | 1.036 1.159 1.038 | —0.252 | —0.252 | —0.255 | 2.822 | 2.821 | 2.824
19 0.000 0.000 0.000 1.084 1.158 1.087 | —0.226 | —0.226 | —0.229 | 2.654 | 2.654 | 2.655
20 —0.021 —0.025 —0.021 1.014 1.173 1.014 | —0.194 —0.194 —0.195 | 2.632 | 2.632 | 2.633

Fonte: O autor (2020).

Tabela 9 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r5) e combinado (rJ"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 1 +
521}2 + [331}3 + 541}4 + 6517155, t = 1, ce ,20, QZS =30e JIRS (03709, 08507)

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
rB r,{f rB.® rB rﬁ B, B 7"5 B, B r,’? B,

—0.010 | —0.011 | —0.010 | 1.081 | 1.160 | 1.084 | —0.236 | —0.236 | —0.240 | 2.706 | 2.706 | 2.707
—0.004 | —0.005 | —0.003 | 0.939 | 1.150 | 0.940 | —0.159 | —0.159 | —0.161 | 2.625 | 2.625 | 2.625
0.013 0.015 0.013 0.993 | 1.129 | 0.996 | —0.226 | —0.226 | —0.230 | 2.689 | 2.688 | 2.691
—0.007 | —0.007 | —0.007 | 1.031 | 1.146 | 1.032 | —0.211 | —0.211 | —0.213 | 2.756 | 2.756 | 2.756
—0.011 | -0.013 | —0.011 | 1.015 | 1.145 | 1.016 | —0.189 | —0.189 | —0.192 | 2.691 | 2.691 | 2.693
0.036 0.051 0.036 0.802 | 1.151 | 0.802 | —0.087 | —0.090 | —0.089 | 2.657 | 2.656 | 2.657
0.014 0.017 0.014 0.975 | 1.144 | 0.976 | —0.161 | —0.162 | —0.164 | 2.640 | 2.640 | 2.640
0.019 0.023 0.020 0.980 | 1.145 | 0.982 | —0.226 | —0.225 | —0.228 | 2.778 | 2.777 | 2.779
9 —0.026 | —0.027 | —0.026 | 1.087 | 1.146 | 1.089 | —0.273 | —0.273 | —0.276 | 2.860 | 2.859 | 2.862
10 0.002 0.002 0.002 1.048 | 1.162 | 1.050 | —0.185 | —0.184 | —0.188 | 2.673 | 2.673 | 2.675
11 0.005 0.007 0.005 0.878 | 1.140 | 0.878 | —0.132 | —0.133 | —0.134 | 2.686 | 2.685 | 2.686
12 0.018 0.024 0.019 0.876 | 1.140 | 0.878 | —0.158 | —0.157 | —0.161 | 2.610 | 2.606 | 2.610
13 | —0.007 | —0.008 | —0.007 | 1.013 | 1.145 | 1.016 | —0.165 | —0.164 | —0.169 | 2.667 | 2.667 | 2.669
14 0.033 0.037 0.033 1.009 | 1.136 | 1.012 | —0.200 | —0.200 | —0.204 | 2.734 | 2.734 | 2.737
15 0.000 0.000 0.000 1.084 | 1.169 | 1.086 | —0.243 | —0.243 | —0.246 | 2.651 | 2.651 | 2.654
16 | —0.020 | —0.022 | —0.020 | 1.031 | 1.148 | 1.033 | —0.218 | —0.218 | —0.221 | 2.750 | 2.750 | 2.751
17 | —0.011 | —0.014 | —0.011 | 0.917 | 1.137 | 0.919 | —0.132 | —0.131 | —0.135 | 2.686 | 2.684 | 2.687
18 | —0.008 | —0.009 | —0.008 | 1.044 | 1.158 | 1.044 | —0.242 | —0.242 | —0.244 | 2.798 | 2.798 | 2.800
19 | -0.013 | —-0.014 | —0.013 | 1.076 | 1.161 | 1.076 | —0.210 | —0.210 | —0.212 | 2.670 | 2.670 | 2.671
20 | —0.021 | —0.025 | —0.021 | 0.977 | 1.174 | 0.979 | —0.157 | —0.157 | —0.160 | 2.596 | 2.595 | 2.597

Fonte: O autor (2020).
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Tabela 10 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r})) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 51 +
ﬂgl'tg + ﬁg.’ﬁtg + 541'154 + 55.’13',55, t= 1, Ce ,20, ¢ =30 e n e (08212, 09903)

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
v | P P B8 | B | B | PP | P B 0 | P | L | PP
1 —0.014 | —0.015 | —0.014 | 1.074 | 1.161 | 1.074 | —0.230 | —0.230 | —0.230 | 2.701 | 2.701 | 2.701
2 —0.006 | —0.007 | —0.006 | 0.961 | 1.149 | 0.961 | —0.176 | —0.176 | —0.177 | 2.640 | 2.640 | 2.641
3 0.012 0.014 0.012 0972 | 1.128 | 0.972 | —0.209 | —0.210 | —0.210 | 2.673 | 2.673 | 2.673
4 —0.007 | —0.007 | —0.007 | 1.036 | 1.146 | 1.036 | —0.214 | —0.214 | —0.215 | 2.761 | 2.761 | 2.761
5 —0.013 | —0.014 | —0.013 | 1.017 | 1.146 | 1.017 | —0.190 | —0.190 | —0.190 | 2.687 | 2.687 | 2.687
6 0.041 0.055 0.041 0.857 | 1.148 | 0.857 | —0.126 | —0.126 | —0.126 | 2.654 | 2.654 | 2.654
7 0.015 0.017 0.015 0979 | 1.144 | 0.979 | —0.164 | —0.164 | —0.164 | 2.635 | 2.635 | 2.635
8 0.019 0.022 0.019 0.993 | 1.146 | 0.993 | —0.229 | —0.229 | —0.229 | 2.776 | 2.775 | 2.776
9 —0.032 | —0.033 | —0.032 | 1.090 | 1.147 | 1.090 | —0.271 | —0.271 | —0.272 | 2.859 | 2.859 | 2.860
10 0.000 0.000 0.000 1.043 | 1.161 | 1.043 | —0.179 | —0.179 | —0.179 | 2.668 | 2.668 | 2.668
11 0.009 0.011 0.009 0.908 | 1.139 | 0.908 | —0.156 | —0.156 | —0.156 | 2.698 | 2.698 | 2.699
12 0.015 0.020 0.015 0.870 | 1.141 | 0.871 | —0.154 | —0.154 | —0.155 | 2.608 | 2.607 | 2.608
13 0.000 0.000 0.000 0.965 | 1.146 | 0.965 | —0.138 | —0.138 | —0.138 | 2.645 | 2.645 | 2.645
14 0.031 0.036 0.031 0.993 | 1.136 | 0.993 | —0.191 | —0.191 | —0.191 | 2.741 | 2.741 | 2.742
15 | —0.004 | —0.005 | —0.004 | 1.087 | 1.169 | 1.087 | —0.243 | —0.243 | —0.243 | 2.647 | 2.647 | 2.647
16 | —0.020 | —0.023 | —0.020 | 1.037 | 1.148 | 1.037 | —0.223 | —0.223 | —0.223 | 2.755 | 2.755 | 2.755
17 | —0.007 | —0.009 | —0.007 | 0.890 | 1.136 | 0.890 | —0.120 | —0.120 | —0.120 | 2.675 | 2.675 | 2.675
18 | —0.008 | —0.009 | —0.008 | 1.051 | 1.158 | 1.052 | —0.250 | —0.250 | —0.250 | 2.807 | 2.807 | 2.807
19 | —0.011 | —0.012 | —0.011 | 1.081 | 1.161 | 1.081 | —0.219 | —0.219 | —0.219 | 2.673 | 2.673 | 2.673
20 | —0.018 | —0.022 | —0.018 | 0.958 | 1.173 | 0.958 | —0.148 | —0.148 | —0.148 | 2.587 | 2.587 | 2.587

Fonte: O autor (2020).

Portanto, a distribuicao dos residuos é bem aproximada pela distribuicao normal padrao
quando o valor do pardmetro de precisao é grande.

Com o objetivo de comparar os quantis empiricos dos residuos com os quantis da
distribuicao normal padrao, construimos graficos normais de probabilidade, que sao
apresentados nas Figuras Para tanto, consideramos dois tamanhos amostrais (n = 40
en = 120) e trés valores para o parametro de precisao (¢ = 1.5, 10, 30). Foram considerados
trés cenarios para a média da variavel resposta como definidos anteriormente.

Com base na Figura [4] é possivel notar que os graficos dos residuos ponderado, pon-
derado padronizado e combinado se comportam de maneira semelhantes para os trés
cenarios relativos a média da variavel resposta, embora observamos uma ma aderéncia da
distribuicao dos trés residuos a distribuicao normal padrao. No entanto, na Figura [5| os
graficos dos residuos ponderado, ponderado padronizado e combinado continuam sendo
semelhantes entre si, porém mostram uma maior aderéncia a distribuicao normal padrao,
independentemente do valor da média da variavel resposta esteja localizada. Observe o
seguinte: a medida que o valor da precisao aumenta a aderéncia da distribui¢ao dos trés
residuos a distribui¢ado normal padrao se torna melhor, tanto para n = 40 quanto para
n = 120.

De fato, o tamanho da amostra nao parece interferir na distribuicao dos residuos
diferentemente do valor da precisdo de acordo com as Figuras {9, Quando ¢ = 10 e
n = 40, Figura , a concordancia dos quantis da distribuicdo normal padrao com os

quantis empiricos ja pode ser considerada boa.



Figura 4 — Gréaficos normais de probabilidade; Modelo: log[u:/(1 — )] = 1 + Boxs +

B33 + Baxes + Bsxys, t =1,...,40, ¢ = 1.5.
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Figura 5 — Gréaficos normais de probabilidade; Modelo: log[u:/(1 — )] = 1 + Boxs +
B33 + Paa + Psaes, t = 1,...,40, ¢ = 10.

Ponderado

Ponderado Padronizado

Combinado

=10

1
I

-1

[0(0.0058; 0.2453), @
quantil empirico
0
1

u

quantil normal
a

quantil normal
b

T T

-1 0
quantil normal

C

10

1
I

[0(0.2039; 0.8958), ¢
quantil empirico
0
1

-1

u

quantil normal
(d)

quantil normal
e

quantil normal
®

10

quantil empirico
0 1
1 1

-1

10 (0.8388; 0.9962), ¢

T T T

-2 -1 o
quantil normal

g

quantil normal
(h)

Fonte: O autor (2020).

T T

-1 0
quantil normal

i



Figura 6 — Graficos normais de probabilidade; Modelo: log[u:/(1 — )] = 1 + Boxsa +

B3z + Baxea + Bsays, t = 1,...,40, ¢ = 30.
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Figura 7 — Gréaficos normais de probabilidade; Modelo: log[u:/(1 — )] = 1 + Boxso +
631'753 + B4:I;t4 + ,651'755, t= 1, e 120, qb = 1.5.
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Figura 8 — Graficos normais de probabilidade; Modelo: log[u:/(1 — )] = 1 + Boxs +
/831'753 + B4$t4 + /851'755’ t= 17 ) 12()’ Qb = 10.

=10

1

-1

[0(0.0058; 0.2453), @
quantil empirico
0

u

10

1

[0(0.2039; 0.8958), ¢
quantil empirico
0

-1

u

10

quantil empirico
0 1

-1

10 (0.8388; 0.9962), ¢

Ponderado

Ponderado Padronizado

quantil normal
a

quantil normal
(d)

quantil normal
g

T T T T
-2 -1 0 1
quantil normal
b
o
4
- 4
l-'
4
6
8
T T T T
-2 -1 0 1
quantil normal
e
e
o
- 4
l-
3
6
8
N o
i
T T T T
-2 -1 0 1
quantil normal
(h)

Fonte: O autor (2020).

Combinado
T T T T T
-2 -1 0 1 2
quantil normal
C
T T T T T
-2 -1 0 1 2
quantil normal
®
T T T T T
-2 -1 0 1 2

quantil normal
i



46

Figura 9 — Gréficos normais de probabilidade; Modelo: log[u:/(1 — )] = 1 + Boxs +
/831'753 + B4$t4 + /851'755’ t= 17 ) 12()’ Qb = 30.
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Para avaliar o comportamento das distribui¢oes dos residuos sob a modelagem do
parametro de precisao, foram realizadas simulacoes de Monte Carlo com 5.000 réplicas.
Para tanto, consideramos o modelo de regressao gama unitaria, dado por

log <1Mtu> = B1 + Batiz + B33 + fazia + PsTis,
- Mt

log(pr) = 71 + Y2212 + V3213 + Yazea + V525 com t=1,...,n.

Inicialmente, consideramos o tamanho da amostra n = 20 e trés cenarios para a
média da varidvel resposta: p € (0.0167;0.2055) onde 3 = (—2.5,0.8,—0.8,1.5,—2)",
p € (0.2048;0.8712) onde B = (—3,1.4,2.3,1.3,2.5)T e pu € (0.8172;0.9908) onde 3 =
(1.9,1.4,1,—1.3,2)". Os valores das covariadas foram obtidas como realizacdes indepen-
dente das seguintes distribuigoes: x; ~ U(0,1) e z; ~ U(0, 1) e foram mantidos fixas para
cada réplica. Além disso, consideramos trés valores para o grau de precisdo nao constante,
A =30onde v = (—1.4,2.1,1.7,1.7,1)", A\ = 100 onde v = (—2.1,2.2,2,2.1,2.14) e
A = 530 onde v = (2.5062,2.7,—2.7,—2.2,2.4)", em que A = max(¢;)/ min(¢;), com
t =1,...,n. Consideramos estes valores para o parametros de precisao plausivéis de
acordo com aplicagoes realizadas.

As Tabelas [11] [12] e [[3] mostram as médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses dos
residuos (r7), (r2) e (r57), considerando os trés cendrios da média da varidvel resposta e

A = 30.

Tabela 11 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r})) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 51 +
Boty + Bstyz + Baves + Pss € log(@r) = 11 + Yazee + V323 + Yazu + Y525, t = 1,..., 20,
A =30e pe (0.0167;0.2055).

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose

t P 7’5 B 8 rg A 8 7‘5 P P T‘g By
1 0.044 0.046 0.044 0917 | 0.945 | 0.916 | —0.117 | —0.121 | —0.127 | 2.257 | 2.259 | 2.264
2 —0.002 | —0.003 0.002 0.803 | 0.874 | 0.796 | —0.205 | —0.206 | —0.259 | 2.319 | 2.325 | 2.384
3 —0.026 | —0.030 —0.027 | 1.096 1.195 1.099 —0.172 | —0.162 —0.189 | 2.325 | 2.302 | 2.339
4 0.029 0.047 0.029 1.071 1.490 1.073 —0.042 | —0.029 | —0.044 | 1.807 | 1.679 | 1.811
5 0.033 0.053 0.034 0.919 | 1.472 | 0.920 | —0.121 | —0.115 | —0.124 | 2.075 | 1.709 | 2.078
6 0.045 0.062 0.045 0.851 | 1.289 | 0.851 0.035 —0.045 0.034 2.746 | 2.170 | 2.748
7 —0.001 0.014 —0.001 | 0.928 | 1.187 | 0.928 0.029 0.031 0.026 2.628 | 2.284 | 2.630
8

0.001 0.005 0.000 0.962 | 1.121 | 0.963 | —0.094 | —0.064 | —0.103 | 2.488 | 2.290 | 2.496
9 —0.027 | —0.028 | —0.027 | 1.022 | 1.051 | 1.023 | —0.172 | —0.168 | —0.199 | 2.077 | 2.078 | 2.090
10 | —0.044 | —0.045 | —0.045 | 1.110 | 1.153 | 1.112 | —0.271 | —0.263 | —0.286 | 2.503 | 2.474 | 2.518
11 | —0.176 | —0.184 | —0.183 | 1.173 | 1.261 | 1.189 | —0.446 | —0.400 | —0.514 | 2.456 | 2.349 | 2.550
12 | —0.044 | —0.051 | —0.036 | 0.877 | 1.052 | 0.879 | —0.552 | —0.405 | —0.644 | 3.350 | 2.889 | 3.590
13 0.074 0.146 0.074 0.750 | 1.383 | 0.751 | —0.083 | —0.114 | —0.086 | 3.058 | 2.147 | 3.064
14 | —0.089 | —0.100 | —0.090 | 1.290 | 1.452 | 1.293 | —0.026 | —0.011 | —0.030 | 2.176 | 2.029 | 2.176
15 | —0.029 | —0.031 | —0.030 | 1.111 | 1.161 | 1.113 | —0.220 | —0.213 | —0.233 | 2.218 | 2.187 | 2.229
16 | —0.150 | —0.155 | —0.151 | 0.998 | 1.027 | 0.998 | —0.071 | —0.062 | —0.085 | 2.412 | 2.390 | 2.420
17 | —0.091 | —0.109 | —0.092 | 0.961 | 1.244 | 0.964 | —0.129 | —0.058 | —0.145 | 2.802 | 2.363 | 2.823
18 0.021 0.022 0.026 0.830 | 0.862 | 0.818 | —0.470 | —0.460 | —0.571 | 2.467 | 2.453 | 2.616
19 0.129 0.131 0.129 0.894 | 0.921 | 0.892 | —0.430 | —0.428 | —0.454 | 2.585 | 2.601 | 2.616
20 0.031 0.033 0.031 0.911 | 0.977 | 0.911 | —0.080 | —0.083 | —0.088 | 2.368 | 2.383 | 2.374

Fonte: O autor (2020).
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Tabela 12 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r})) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 51 +
Baia + B3tz + Baria + Bsris € log(dy) = 1 + Y2z + 323 + Va2 + Y525, t =1, 20,
A =30e pe (0.2048;0.8712).

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t rB 7’5 B rB 7"5 rB rP 7‘5 rB rP 7’5 B
1 0.038 0.042 0.058 0.919 | 0988 | 0.931 | —0.518 | —0.444 | —0.609 | 2.794 | 2.740 | 2.868
2 0.026 0.028 0.037 0.931 | 1.001 | 0.923 | —0.931 | —0.850 | —1.090 | 3.602 | 3.423 | 4.000
3 0.016 0.015 0.019 1.070 | 1.181 | 1.079 | —0.382 | —0.339 | —0.427 | 2.580 | 2.503 | 2.635
4 0.020 0.026 0.020 1.179 1.573 1.180 —0.096 —0.070 —0.098 1.658 1.539 1.660
5 0.004 —0.001 0.008 1.042 | 1.550 | 1.045 | —0.109 | —0.053 | —0.121 | 1.954 | 1.552 | 1.952
6 —0.021 | —0.039 | —0.021 | 0.704 | 1.362 | 0.705 | —0.275 | —0.021 | —0.281 | 4.329 | 2.245 | 4.341
7 —0.009 0.005 0.000 0.743 | 1.147 | 0.748 | —0.545 | —0.134 | —0.585 | 4.061 | 2.715 | 4.090
8 0.009 0.030 0.027 0.812 | 1.068 | 0.819 | —0.682 | —0.286 | —0.747 | 3.854 | 2.790 | 3.918
9 0.011 0.009 0.018 1.033 | 1.077 | 1.042 | —0.424 | —0.397 | —0.487 | 2.305 | 2.289 | 2.370
10 0.023 0.023 0.026 1.102 | 1.148 | 1.110 | —0.489 | —0.467 | —0.527 | 2.783 | 2.719 | 2.830
11 | —0.024 | —0.023 | —0.022 | 1.077 | 1.160 | 1.084 | —0.595 | —0.509 | —0.662 | 2.655 | 2.477 | 2.786
12 0.043 0.044 0.048 0.863 | 0.976 | 0.862 | —0.463 | —0.404 | —0.532 | 2.663 | 2.703 | 2.773
13 0.005 0.017 0.005 0.773 | 1.279 | 0.775 | —0.087 0.008 —0.098 | 3.489 | 2.363 | 3.504
14 —0.047 —0.052 —0.047 | 1.267 1.375 1.271 —0.159 —0.130 —0.166 | 2.230 | 2.070 | 2.233
15 —0.010 —0.012 —0.005 1.116 1.177 1.124 —0.378 —0.347 —0.413 | 2.381 2.325 2.405
16 | —0.054 | —0.056 | —0.036 | 1.130 | 1.165 | 1.137 | —0.606 | —0.580 | —0.682 | 2.859 | 2.801 | 2.947
17 0.009 0.020 0.009 0.931 | 1.202 | 0.938 | —0.460 | —0.268 | —0.497 | 3.328 | 2.617 | 3.405
18 0.015 0.014 0.038 0.948 | 0.981 | 0.939 | —0.836 | —0.795 | —1.001 | 3.138 | 3.084 | 3.497
19 0.017 0.018 0.046 0.950 | 0.994 | 0.959 | —0.584 | —0.538 | —0.683 | 3.140 | 3.055 | 3.200
20 | —0.002 0.000 0.008 0913 | 1.036 | 0.922 | —0.649 | —0.474 | —0.725 | 3.408 | 3.136 | 3.553

Fonte: O autor (2020).

E possivel notar que as médias para cada uma das vinte observacoes dos trés residuos
estao bem proximas de zero nos trés cenarios, nos desvios-padrao temos uma maior variagao
de valores principalmente no residuo ponderado padronizado quando comparamos com o
valor de referéncia da normal padrao que é igual a um.

Com relagao aos valores de assimetria na Tabela [11] temos assimetria negativa exceto
para a observagao 6, no residuo ponderado e combinado e para observagao 7 com relagao
aos trés residuos; na Tabela [12] temos assimetria negativa, exceto para a observagao 13,
no residuo ponderado padronizado, e na Tabela [I3] temos assimetria negativa para todos
os residuos, nas vinte observagoes.

Nos valores da curtose, na Tabela temos em geral valores relativamente préximos de
trés, embora ainda existam observacdes com valores superiores a este valor de referéncia.
O mesmo fato também pode ser observado principalmente nas Tabelas [12] e [13]

As tabelas [14] [15] e [I6] contém os valores das estatisticas referentes aos trés residuos
quando A = 100. Os valores das médias nos trés cenarios para as vinte observacoes estao
relativamente préximas de zero, os valores dos desvios-padrao estao relativamente proximos
de um.

Com relacao a assimetria de modo geral, podemos afirmar que é negativa, embora
existam algumas observagoes com assimetria positiva e é possivel notarmos ainda que no
primeiro cenario esta medida esta proxima de zero e nos demais cenarios isso nao ocorre.
Sobre os valores da curtose, na Tabela [14] os valores estao razoavelmente préximos de trés,

embora existam observagoes com valores acima deste valor, como a observacao 12.
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Tabela 13 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r})) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 51 +

Baig + P33 + Pati + Psris € log(dr) = 71+ V22 + Y323 + Yazu + V2.t = 1,..., 20,
A =30e pe (0.8172;0.9908).
Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t rB 7’5 B P rg B rP 7‘5 B rP 7’5 B
1 0.003 0.001 0.015 0.912 | 0.984 | 0.915 | —0.592 | —0.461 | —0.625 | 3.177 | 3.026 | 3.184
2 0.010 0.011 0.019 0.935 | 0.983 | 0.935 | —1.142 | —1.058 | —1.206 | 4.494 | 4.235 | 4.679
3 0.019 0.018 0.019 1.026 1.153 1.026 —0.526 —0.436 —0.530 | 3.115 | 2.882 | 3.120
4 —0.001 0.001 —0.001 1.185 1.573 1.186 —0.104 —0.064 —0.105 1.736 1.586 1.736
5 —0.005 —0.015 0.006 1.015 1.538 1.019 —0.120 —0.031 —0.145 | 2.134 1.629 | 2.109
6 —0.032 | —0.039 | —0.032 | 0.783 | 1.350 | 0.783 | —0.358 | —0.047 | —0.359 | 3.924 | 2.295 | 3.926
7 —0.013 0.005 —0.009 | 0.722 | 1.123 | 0.723 | —0.561 | —0.144 | —0.570 | 4.244 | 2.899 | 4.236
8 —0.008 0.000 0.000 0.782 | 1.029 | 0.785 | —0.670 | —0.289 | —0.691 | 4.027 | 2.983 | 4.010
9 —0.018 | —0.018 | —0.009 | 1.034 | 1.081 | 1.035 | —0.466 | —0.422 | —0.495 | 2.568 | 2.550 | 2.591
10 | —0.001 0.000 0.000 1.088 | 1.138 | 1.089 | —0.498 | —0.466 | —0.505 | 2.926 | 2.874 | 2.935
11 | —0.000 0.000 0.005 1.051 | 1.112 | 1.053 | —0.715 | —0.638 | —0.742 | 2.975 | 2.807 | 3.013
12 0.024 0.028 0.060 0.837 | 0.983 | 0.843 | —0.798 | —0.556 | —0.926 | 3.830 | 3.375 | 3.993
13 | —0.025 | —0.030 | —0.025 | 0.689 | 1.268 | 0.689 | —0.344 0.080 —0.346 | 4.457 | 2.490 | 4.459
14 —0.011 —0.013 —0.010 1.201 1.328 1.201 —0.285 —0.234 —0.288 | 2.509 | 2.242 2.510
15 —0.011 —0.013 —0.008 1.111 1.165 1.112 —0.426 —0.396 —0.433 | 2.495 | 2.413 | 2.497
16 | —0.031 | —0.033 | —0.026 | 1.109 | 1.137 | 1.110 | —0.632 | —0.620 | —0.646 | 3.030 | 2.992 | 3.040
17 0.000 0.010 0.000 0.874 | 1.159 | 0.874 | —0.634 | —0.301 | —0.641 | 3.923 | 2.859 | 3.934
18 0.000 0.000 0.027 0.940 | 0.962 | 0.943 | —1.064 | —1.025 | —1.161 | 4.110 | 4.013 | 4.314
19 | —0.013 | —0.014 | —0.001 | 0.936 | 0.991 | 0.938 | —0.568 | —0.482 | —0.601 | 3.323 | 3.316 | 3.332
20 | —0.040 | —0.042 | —0.038 | 0.898 | 1.011 | 0.898 | —0.700 | —0.494 | —0.711 | 3.827 | 3.424 | 3.846
Fonte: O autor (2020).

Tabela 14 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r}) e combinado (r57). Modelo: log[u/(1 — )] = 1 +

Batig + Baes + Bazps + B5xys € log(dy) = v + Y222 + V323 + Yazu + V525, t = 1,..., 20,
A =100 e p € (0.0167;0.2055).
Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t rB 7’5 B rP ’I‘g B rP 7‘5 B rP rg B
1 0.028 0.030 0.027 0.950 | 0.975 | 0.949 | —0.112 | —0.109 | —0.119 | 2.319 | 2.314 | 2.323
2 —0.076 | —0.082 | —0.069 | 0.793 | 0.854 | 0.786 | —0.239 | —0.237 | —0.298 | 2.339 | 2.319 | 2.378
3 —0.061 | —0.070 | —0.062 | 1.107 | 1.243 | 1.109 | —0.166 | —0.151 | —0.174 | 2.423 | 2.386 | 2.429
4 0.005 0.014 0.005 0.995 | 1.524 | 0.995 0.004 0.014 0.003 1.777 | 1.626 | 1.778
5 0.046 0.081 0.046 1.047 1.524 1.048 —0.143 —0.130 —0.144 1.874 1.622 1.876
6 0.061 0.117 0.061 0.677 1.274 | 0.677 0.068 —0.050 0.068 3.442 | 2.251 3.442
7 —0.095 | —0.101 | —0.095 | 0.996 | 1.151 | 0.997 0.049 0.066 0.045 2.486 | 2.284 | 2.487
8 0.026 0.039 0.026 0.910 | 1.195 | 0.911 | —0.016 | —0.003 | —0.022 | 2.764 | 2.269 | 2.773
9 0.002 0.002 0.002 0.943 | 0.954 | 0.942 —0.234 —0.230 —0.277 | 2.211 2.210 | 2.241
10 —0.107 —0.111 —0.108 1.166 1.211 1.168 —0.222 —0.211 —0.228 | 2.400 | 2.364 | 2.405
11 —0.241 —0.251 —0.250 1.205 1.274 1.224 —0.389 —0.355 —0.459 | 2.386 | 2.305 2.481
12 0.024 0.028 0.037 0.812 | 0.899 | 0.804 | —0.964 | —0.839 | —1.105 | 6.429 | 5.277 | 6.921
13 0.057 0.142 0.057 0.593 | 1.393 | 0.593 0.018 —0.081 0.016 3.627 | 2.171 | 3.630
14 | —0.096 | —0.106 | —0.096 | 1.329 | 1.476 | 1.330 | —0.001 0.011 —0.003 | 2.172 | 2.025 | 2.172
15 —0.043 —0.044 —0.044 1.138 1.185 1.141 —0.160 —0.154 —0.170 | 2.223 | 2.198 2.23
16 —0.002 —0.003 —0.003 | 0.856 | 0.872 | 0.853 —0.338 —0.332 —0.363 | 2.752 | 2.732 2.786
17 | —0.147 —0.174 —0.148 1.015 1.217 1.018 —0.114 —0.079 —0.130 | 2.699 | 2.450 | 2.714
18 | —0.017 | —0.017 | —0.012 | 0.813 | 0.838 | 0.797 | —0.516 | —0.511 | —0.634 | 2.546 | 2.528 | 2.730
19 0.082 0.082 0.083 0.922 | 0.942 | 0.923 | —0.383 | —0.377 | —0.399 | 2.602 | 2.591 | 2.614
20 0.031 0.032 0.031 0.917 | 0.988 | 0.917 | —0.172 | —0.178 | —0.178 | 2.430 | 2.473 | 2.435
Fonte: O autor (2020).
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Tabela 15 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r})) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 51 +

Batig + Baes + Bazea + Bsxys € log(dy) = 1 + Y222 + V323 + Va2 + V525, t = 1,..., 20,
A =100 e p € (0.2048;0.8712).
Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t rB 7’5 B P rg B rP 7‘5 B rP 7’5 B
1 0.017 0.014 0.031 0.944 | 1.019 | 0.955 | —0.418 | —0.364 | —0.480 | 2.610 | 2.596 | 2.639
2 —0.006 | —0.005 0.006 0.950 | 1.001 | 0.942 | —0.938 | —0.870 | —1.104 | 3.437 | 3.295 | 3.848
3 —0.001 —0.002 0.000 1.091 1.243 1.098 —0.288 —0.241 —0.309 | 2.539 | 2.403 | 2.555
4 —0.012 —0.023 —0.012 1.088 1.597 1.088 —0.046 —0.007 —0.048 1.742 1.528 1.745
5 0.013 0.023 0.017 1.176 1.582 1.178 —0.107 | —0.069 —0.117 1.699 1.463 1.696
6 0.001 0.008 0.001 0.566 | 1.360 | 0.566 | —0.288 0.002 —0.291 | 6.399 | 2.264 | 6.411
7 —0.022 | —0.026 | —0.009 | 0.788 | 1.050 | 0.795 | —0.529 | —0.264 | —0.574 | 3.674 | 2.872 | 3.681
8 0.011 0.038 0.020 0.728 | 1.101 | 0.733 | —0.513 | —0.129 | —0.546 | 3.997 | 2.513 | 3.998
9 0.034 0.034 0.043 0.976 | 0.994 | 0.985 | —0.575 | —0.557 | —0.666 | 2.581 | 2.588 | 2.702
10 —0.011 —0.012 —0.009 1.191 1.242 1.197 —0.364 —0.346 —0.381 2.45 2.420 | 2.468
11 | —0.056 | —0.056 | —0.056 | 1.121 | 1.182 | 1.129 | —0.547 | —0.493 | —0.612 | 2.438 | 2.326 | 2.543
12 0.111 0.114 0.117 0.776 | 0.831 | 0.769 | —0.777 | —0.699 | —0.896 | 3.410 | 3.516 | 3.723
13 0.005 0.003 0.005 0.650 | 1.293 | 0.651 0.046 0.042 0.039 4.523 | 2.314 | 4.535
14 —0.013 —0.014 —0.013 1.300 1.407 1.302 —0.127 | —0.107 —0.129 | 2.152 1.984 | 2.154
15 —0.010 —0.012 —0.006 1.154 1.209 1.161 —0.344 —0.326 —0.370 | 2.307 | 2.257 | 2.325
16 0.009 0.009 0.038 1.019 | 1.036 | 1.023 | —0.790 | —0.778 | —0.919 | 3.401 | 3.371 | 3.614
17 0.005 0.009 0.006 0.986 | 1.174 | 0.993 | —0.414 | —0.317 | —0.448 | 3.029 | 2.669 | 3.089
18 0.009 0.008 0.032 0.927 | 0.950 | 0.914 | —0.884 | —0.852 | —1.070 | 3.238 | 3.194 | 3.679
19 0.006 0.009 0.026 0.986 | 1.029 | 0.994 | —0.502 | —0.447 | —0.567 | 3.072 | 2.997 | 3.086
20 | —0.017 | —0.008 | —0.006 | 0.888 | 1.026 | 0.896 | —0.529 | —0.375 | —0.584 | 3.106 | 2.968 | 3.170
Fonte: O autor (2020).

Tabela 16 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r}) e combinado (r57). Modelo: log[u/(1 — )] = 1 +

Batig + Baes + Bazps + B5xys € log(dy) = v + Y222 + V323 + Yazu + V525, t = 1,..., 20,
A =100 e p € (0.8172;0.9908).
Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t rB 7’5 B rP ’I‘g B rP 7‘5 B rP rg B
1 —0.021 | —0.027 | —0.014 | 0.941 | 1.015 | 0.943 | —0.472 | —0.405 | —0.489 | 2.842 2.76 2.841
2 0.004 0.005 0.013 0.943 | 0.980 | 0.942 | —1.149 | —1.081 | —1.211 | 4.248 | 4.068 | 4.414
3 0.009 0.010 0.009 1.020 | 1.208 | 1.020 | —0.400 | —0.308 | —0.402 | 2.979 | 2.687 | 2.981
4 —0.022 | —0.031 | —0.022 | 1.087 | 1.593 | 1.087 | —0.026 0.010 —0.026 | 1.765 | 1.582 | 1.765
5 0.002 0.008 0.015 1.173 1.581 1.177 —0.109 —0.058 —0.136 1.803 1.515 1.787
6 —0.015 —0.010 —0.015 | 0.635 1.356 | 0.635 —0.447 0.005 —0.448 | 6.006 | 2.338 | 6.008
7 —0.014 | —0.017 | —0.010 | 0.743 | 1.002 | 0.744 | —0.528 | —0.243 | —0.541 | 3.920 | 3.180 | 3.916
8 —0.004 0.003 —0.001 | 0.704 | 1.082 | 0.706 | —0.526 | —0.129 | —0.536 | 4.300 | 2.686 | 4.286
9 0.009 0.011 0.021 0.949 | 0.971 | 0.950 | —0.634 | —0.599 | —0.675 | 2.900 | 2.887 | 2.947
10 | —0.022 | —0.022 | —0.022 | 1.190 | 1.243 | 1.190 | —0.376 | —0.351 | —0.378 | 2.535 | 2.494 | 2.537
11 | —0.020 | —0.021 | —0.015 | 1.091 | 1.136 | 1.092 | —0.668 | —0.626 | —0.692 | 2.798 | 2.678 | 2.825
12 0.056 0.060 0.121 0.771 | 0.848 | 0.776 | —1.005 | —0.802 | —1.215 | 4.380 | 4.241 | 4.719
13 | —0.024 | —0.038 | —0.024 | 0.575 | 1.300 | 0.575 | —0.389 0.099 —0.391 | 5.812 | 2.356 | 5.812
14 0.011 0.013 0.011 1.233 | 1.362 | 1.234 | —0.234 | —0.197 | —0.235 | 2.406 | 2.166 | 2.406
15 —0.020 —0.023 —0.019 1.133 1.179 1.133 —0.383 —0.366 —0.387 | 2.431 2.376 | 2.433
16 0.014 0.015 0.024 0.993 1.010 | 0.993 —0.859 —0.832 —0.887 | 3.916 | 3.889 | 3.945
17 0.007 0.013 0.008 0.927 | 1.115 | 0.927 | —0.571 | —0.396 | —0.579 | 3.474 | 2.931 | 3.483
18 0.005 0.004 0.034 0.932 | 0.948 | 0.932 | —1.089 | —1.058 | —1.191 | 4.002 | 3.931 | 4.221
19 | —0.022 | —0.020 | —0.014 | 0.980 | 1.024 | 0.981 | —0.482 | —0.393 | —0.504 | 3.191 | 3.120 | 3.190
20 | —0.024 | —0.019 | —0.022 | 0.872 | 1.001 | 0.872 | —0.553 | —0.382 | —0.561 | 3.328 | 3.147 | 3.332
Fonte: O autor (2020).



ol

Nas Tabelas [T5 e [I6] hé valores préximos de trés, porém existem observagoes, como por
exemplo a observacao 6 em ambas as tabelas, que possuem valores superiores a seis, sendo
estes valores muito superiores ao valor de referéncia da distribuicdo normal padrao. Este
fato ocorre para os residuos ponderado e combinado.

A seguir, apresentamos as Tabelas [I7], [I§] e que mostram o comportamento dos
residuos ponderado, ponderado padronizado e combinado para os trés cenarios da média
da variavel resposta com A = 530. Os valores das médias nos trés cendarios para as
vinte observagoes sao préximas de zero, os valores dos desvios-padrao estao relativamente
proximos de um. Em geral, hd assimetria negativa, embora existam algumas observacoes
com assimetria positiva, esta medida estando razoavelmente préoxima de zero.

Quanto a medida de curtose, na Tabela [17] se destacam as observacoes 11, 19 e 20,
apresentando valores superior a trés, para os residuos ponderado e combinado. Também em
relacao a esses dois residuos nas Tabelas[18]e temos observagoes cujas curtoses excedem
muito o valor trés, como por exemplo as observagoes 19 e 20, com valores superiores a
oito, ou seja, os valores das medidas de curtose estao em geral distantes de trés e ainda
existem observagoes que excedem esse valor.

De forma geral, quando a precisao do modelo nao é constante a medida que o grau de
heterogeneidade da precisao aumenta as distribui¢oes dos residuos ponderado e combinado
apresentam progressivamente pior aderéncia a distribui¢ao normal padrao, em especial
com relacdo & curtose. E interessante notar que este fato é muito mais acentuado quando
as médias da variavel resposta estdo proximas do extremo superior do intervalo unitario,
ou seja, quando u =~ 1.

Para comparar os quantis empiricos dos residuos com os quantis da distribuicao
normal padrao, foram construidos os graficos normais de probabilidade apresentados
nas Figuras [[0HI5] Consideramos os tamanhos amostrais n = 40 e n = 120, os trés
cenérios para a média da varidvel resposta e A = (30,100, 530)". Com base nessas figuras
notamos que as distribui¢oes dos residuos ponderado, ponderado padronizado e combinado
se comportam de maneira semelhante considerando todos os valores de A e tamanhos
amostrais, apresentando em muitos casos certa falta de aderéncia a distribuicao normal
padrao.

Este fato, para o modelo de regressao gama unitaria, implica que os limites usuais —2
e 2 usados para deteccao de pontos aberrantes nos graficos de residuos contra elementos
do modelo (indice das observagoes, valores preditos, valores das covariadas) nao sao
adequados. Neste sentido, propomos aqui utilizar como limites de deteccao de pontos
aberrantes, os quantis empiricos dos residuos gerados com base em suas distribuigoes
estimadas por processo de reamostragem para a construcao das bandas do envelope dos
graficos normais de probabilidade, para mais detalhes, recomendamos (ESPINHEIRA;
SANTOS; CRIBARI-NETO, 2017)).
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Tabela 17 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r})) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 51 +

Batig + Baes + Bazea + Bsxys € log(dy) = 1 + Y222 + V323 + Va2 + V525, t = 1,..., 20,
A =530 e e (0.0167;0.2055).
Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t rP Tg B rP rg B rP 7"5 B rP 7’5 B
1 —0.046 | —0.049 | —0.047 | 1.159 1.217 1.159 0.059 0.066 0.058 1.803 | 1.801 | 1.804
2 —0.038 | —0.037 | —0.037 | 0.934 | 0.955 0.934 | —0.054 | —0.049 | —0.070 | 2.177 | 2.173 | 2.179
3 0.025 0.031 0.025 1.162 1.405 1.163 —0.061 —0.059 —0.062 | 2.250 | 2.095 | 2.250
4 —0.000 —0.001 0.000 0.959 0.988 0.966 —0.396 —0.375 —0.444 | 2.517 | 2.532 | 2.562
5 0.140 0.143 0.145 0.669 0.700 0.651 | —0.619 | —0.611 | —0.731 | 3.229 | 3.452 | 3.551
6 —0.127 | —0.129 —0.127 | 1.126 1.168 1.126 0.011 0.028 0.009 2.308 | 2.274 | 2.308
7 —0.166 | —0.168 | —0.166 | 0.978 0.993 0.977 0.195 0.200 0.188 2.317 | 2.321 | 2.316
8 —0.030 | —0.031 | —0.030 | 1.105 1.200 1.105 | —0.034 | —0.020 | —0.034 | 2.328 | 2.221 | 2.328
9 —0.041 | —0.050 | —0.041 | 1.223 1.343 1.223 0.009 0.016 0.008 1.829 | 1.795 | 1.828
10 0.092 0.149 0.092 0.864 1.305 0.864 | —0.102 | —0.102 | —0.102 | 2.910 | 2.291 | 2.910
11 0.152 0.157 0.167 0.631 | 0.6574 | 0.598 | —0.856 | —0.824 | —1.074 | 3.650 | 3.671 | 4.446
12 | —0.012 | —0.016 | —0.013 | 0.812 1.289 0.814 | —0.106 | —0.005 | —0.119 | 2.986 | 2.303 | 3.017
13 | —0.019 | —0.019 | —0.019 | 1.060 1.122 1.062 | —0.157 | —0.132 | —0.163 | 2.332 | 2.310 | 2.335
14 | —0.053 —0.063 —0.054 1.046 1.233 1.048 —0.051 —0.032 —0.055 | 2.496 | 2.284 | 2.499
15 0.034 0.052 0.034 0.940 1.345 0.940 —0.047 | —0.047 —0.047 | 2.385 | 2.059 | 2.386
16 —0.240 —0.241 —0.240 1.171 1.180 1.172 —0.017 | —0.014 —0.023 | 2.252 | 2.248 | 2.252
17 | —0.037 | —0.041 | —0.037 | 1.043 1.246 1.044 | —0.096 | —0.075 | —0.099 | 2.452 | 2.262 | 2.453
18 | —0.061 | —0.063 | —0.061 | 0.997 1.022 1.001 | —0.173 | —0.166 | —0.198 | 2.245 | 2.224 | 2.259
19 0.007 —0.007 0.007 0.599 1.206 0.600 0.059 —0.020 0.058 4.418 | 2.376 | 4.420
20 0.058 0.169 0.058 0.552 1.192 0.552 | —0.116 | —0.106 | —0.118 | 4.786 | 2.560 | 4.791
Fonte: O autor (2020).

Tabela 18 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r}) e combinado (r57). Modelo: log[u/(1 — )] = 1 +

Batig + Baes + Bazps + B5xys € log(dy) = v + Y222 + V323 + Yazu + V525, t = 1,..., 20,
A =530 e p € (0.2048;0.8712).
Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t rB 7’5 B rP ’I‘g B rP 7‘5 B rP rg B
1 —0.017 | —0.012 | —0.010 | 1.180 | 1.269 | 1.185 | —0.170 | —0.143 | —0.189 | 1.882 | 1.886 | 1.877
2 0.011 0.015 0.014 0.902 | 0.940 | 0.910 | —0.493 | —0.440 | —0.544 | 2.704 | 2.696 | 2.779
3 —0.001 0.000 —0.001 | 1.188 | 1.404 | 1.189 | —0.121 | —0.099 | —0.122 | 2.350 | 2.148 | 2.350
4 0.025 0.026 0.035 0.887 | 0.916 | 0.894 | —0.556 | —0.506 | —0.628 | 3.023 | 3.054 | 3.117
5 0.104 0.105 0.160 0.720 | 0.755 | 0.715 —0.961 —0.882 —1.207 | 4.277 | 4.345 | 4.801
6 —0.039 —0.035 —0.039 1.041 1.136 1.042 —0.352 —0.275 —0.356 | 2.881 2.700 | 2.885
7 0.007 0.006 0.030 1.018 | 1.047 | 1.027 | —0.558 | —0.519 | —0.638 | 2.863 | 2.828 | 2.912
8 —0.010 | —0.013 | —0.008 | 0.994 | 1.145 | 0.995 | —0.175 | —0.129 | —0.181 | 2.563 | 2.263 | 2.562
9 —0.014 | —0.015 | —0.014 | 1.130 | 1.305 | 1.132 | —0.044 | —0.033 | —0.046 | 1.990 | 1.950 | 1.990
10 0.023 0.046 0.023 0.812 | 1.306 | 0.812 | —0.115 | —0.045 | —0.116 | 3.730 | 2.464 | 3.731
11 0.068 0.070 0.149 0.717 | 0.740 | 0.705 | —1.192 | —1.104 | —1.530 | 4.798 | 4.705 | 5.829
12 0.006 0.003 0.006 0.927 | 1.239 | 0.929 | —0.068 | —0.042 | —0.074 | 2.356 | 2.243 | 2.360
13 | —0.018 | —0.014 | —0.017 | 0.996 | 1.044 | 1.001 | —0.181 | —0.158 | —0.192 | 2.436 | 2.433 | 2.439
14 | —0.036 | —0.034 | —0.036 | 1.087 | 1.223 | 1.090 | —0.105 | —0.076 | —0.110 | 2.441 | 2.319 | 2.442
15 0.006 0.016 0.007 0.894 1.309 | 0.894 —0.070 —0.023 —0.071 2.706 | 2.201 2.707
16 0.008 0.008 0.012 1.101 1.113 1.105 —0.528 —0.519 —0.562 | 2.858 | 2.843 | 2.894
17 | —0.013 —0.022 —0.012 1.035 1.207 1.038 —0.201 —0.165 —0.207 | 2.729 | 2.520 | 2.731
18 | —0.026 | —0.030 | —0.021 | 0.941 | 0.985 | 0.949 | —0.403 | —0.374 | —0.443 | 2.494 | 2.462 | 2.533
19 | —0.014 | —0.028 | —0.014 | 0.548 | 1.218 | 0.549 | —0.254 | —0.026 | —0.255 | 6.625 | 2.602 | 6.626
20 | —0.007 | —0.004 | —0.007 | 0.506 | 1.189 | 0.507 | —0.526 0.033 —0.541 | 8.362 | 2.858 | 8.449
Fonte: O autor (2020).
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Tabela 19 — Médias, desvios-padrao, assimetrias e curtoses empiricas dos residuos ponderado
(r?), ponderado padronizado (r})) e combinado (r)"). Modelo: log[pu/(1 — )] = 51 +
Baia + B3tz + Baria + Bsris € log(dy) = 1 + Y2z + 323 + Va2 + Y525, t =1, 20,
A =530 e p € (0.8172;0.9908).

Média Desvios-Padrao Assimetria Curtose
t rB 7’5 B rP 7”5 rB rP 7‘5 rB rP 7’5 B
1 —0.017 | —=0.015 —0.011 1.201 1.277 1.203 —0.208 —0.179 —0.221 1.949 1.913 1.944
2 0.014 0.015 0.015 0.856 | 0.879 | 0.856 | —0.604 | —0.573 | —0.614 | 3.138 | 3.105 | 3.155
3 0.004 0.010 0.004 1.100 | 1.342 | 1.100 | —0.154 | —0.124 | —0.154 | 2.712 | 2.415 | 2.712
4 —0.001 —0.002 0.002 0.839 | 0.863 | 0.839 —0.634 —0.605 —0.651 3.457 | 3.451 3.480
5 0.033 0.035 0.137 0.751 | 0.778 | 0.776 | —1.063 | —0.960 | —1.258 | 4.986 | 4.892 | 5.025
6 —0.013 | —0.009 | —0.013 | 1.011 | 1.077 | 1.011 | —0.361 | —0.305 | —0.363 | 3.016 | 2.907 | 3.016
7 —0.004 | —0.004 0.008 0.977 | 0.997 | 0.981 | —0.616 | —0.590 | —0.642 | 3.099 | 3.050 | 3.089
8 —0.006 | —0.007 | —0.006 | 0.956 | 1.072 | 0.956 | —0.204 | —0.159 | —0.205 | 2.718 | 2.472 | 2.718
9 —0.032 | —0.039 | —0.032 | 1.140 | 1.274 | 1.140 | —0.050 | —0.039 | —0.050 | 2.104 | 2.075 | 2.104
10 0.006 0.008 0.006 0.757 | 1.237 | 0.757 | —0.034 | —0.020 | —0.034 | 4.132 | 2.793 | 4.132
11 0.000 0.000 0.073 0.729 | 0.746 | 0.738 | —1.254 | —1.168 | —1.419 | 5.315 | 5.270 | 5.602
12 0.007 0.012 0.008 0.811 | 1.190 | 0.812 | —0.141 | —0.068 | —0.146 | 2.947 | 2.600 | 2.947
13 | —0.011 | —0.008 | —0.011 | 0.925 | 0.985 | 0.925 | —0.365 | —0.306 | —0.368 | 2.900 | 2.826 | 2.901
14 —0.005 0.001 —0.004 | 0.992 1.160 | 0.992 —0.183 —0.108 —0.185 | 2.851 2.654 | 2.851
15 —0.023 —0.022 —0.023 | 0.895 1.270 | 0.895 —0.079 0.009 —0.079 | 2.825 | 2.395 2.825
16 0.005 0.006 0.006 1.027 | 1.036 | 1.027 | —0.581 | —0.572 | —0.584 | 3.190 | 3.178 | 3.193
17 0.002 0.003 0.002 0.979 | 1.134 | 0.979 | —0.257 | —0.178 | —0.258 | 3.126 | 2.810 | 3.126
18 | —0.030 | —0.032 | —0.029 | 0.886 | 0.916 | 0.887 | —0.485 | —0.456 | —0.496 | 2.803 | 2.773 | 2.814
19 0.006 0.016 0.006 0.551 | 1.168 | 0.551 | —0.148 | —0.067 | —0.148 | 6.921 | 2.869 | 6.921
20 | —0.011 | —0.015 | —0.011 | 0.454 | 1.143 | 0.454 | —0.638 0.034 —0.639 | 8.846 | 3.104 | 8.848

Fonte: O autor (2020).

De forma geral, podemos afirmar com base nas Figuras que o tamanho da
amostra (n = 40 e n = 120), os valores atribuidos ao grau de precisao (A = 30, A = 100 e
A = 530) e considerando os trés cendrios relativos a média da variavel resposta, notamos
que nao ocorre grandes alteragoes ao compararmos as distribuigoes dos residuos ponderado,
ponderado padronizado e combinado.

Inicialmente, neste capitulo avaliamos o comportamento dos residuos estudados no
Capitulo [2| do modelo de regressao gama unitaria com precisao fixo. E notével que
para valores entre 1.5 e 10 as distribuig¢oes dos residuos apresentam comportamentos
eventualmente diferentes, com alguma assimetria. No entanto, a partir de ¢ = 30 as
distribui¢oes empiricas dos residuos sao simulares e se aproximam melhor da distribuicao
normal padrao. No geral, quando o parametro de precisao é variavel, independentemente
do valor atribuido a ele, temos uma melhor adequacao da distribuicao empirica dos residuos
a distribuicdo normal padrao. Contudo, é mais adequado utilizarmos os quantis empiricos
gerados a partir da construcao do envelope, para a construcao dos graficos de residuos
contra elementos do modelo ((ESPINHEIRA; SANTOS; CRIBARI-NETO, 2017)), ou
seja, nao usaremos os tradicionais limites —2 e 2 para deteccao de pontos aberrantes nas

nossas aplicagoes.
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Figura 10 — Graficos normais de probabilidade; Modelo: log[ju:/(1 — u¢)] = B1 + Boxso +
Btz + Bazea + Psis € log(dr) = 11 + Yoz + 1323 + Yazea + Vo5, £ = 1,...,40, A = 30.
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Figura 11 — Graficos normais de probabilidade; Modelo: log[pu:/(1 — )] = B1 + Boxo +
Bsiz + Baea + Btz € log(de) = 11 + V222 + V323 + Yazea + Yp2e5, t = 1,...,40, A = 100.
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Figura 12 — Graficos normais de probabilidade; Modelo: log[ju:/(1 — u¢)] = B1 + Boxo +
Bsiz + Baea + Bz € log(de) = 11 + V222 + 1323 + Yazea + Ys2e5, t = 1,...,40, A = 530.
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Figura 13 — Graficos normais de probabilidade; Modelo: log[pu:/(1 — u¢)] = B1 + Boxo +
Bsiz + Baea + Bz € log(de) = 11 + Y2z + 3263 + Yazea + Yp2e5, £ = 1,...,120, A = 30.
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Figura 14 — Graficos normais de probabilidade; Modelo: log[pu:/(1 — u¢)] = B1 + Boxo +
Btz + Pata + B52e5 € log(dr) = 1 + 222 + Y323 + Yazea + Y525, £ = 1,...,120, A = 100.
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Figura 15 — Graficos normais de probabilidade; Modelo: log[pu:/(1 — u¢)] = B1 + Boxo +
Btz + Pata + B52es € log(dr) = 1 + 222 + V323 + Yazea + Y525, £ = 1,...,120, A = 530.
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4 INFLUENCIA LOCAL

Para um certo conjunto de dados observados, seja £(0) o logaritmo da fungao de veros-
similhanca correspondente ao modelo postulado, em que € ¢ um vetor s x 1 desconhecido;
Considere agora uma perturbacao neste modelo postulado, realizada através de um vetor
0, em geral de dimensao n x 1, o qual é restrito a algum subconjunto aberto D de R™.
Seja £5(0) o logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado para um dado
0e€D.

Sejam 6 e 05 os estimadores de méxima verossimilhanca de 6 para o modelo postulado
e para o modelo perturbado, respectivamente. O deslocamento pela verossimilhanca, que

neste caso mais geral é definido por
LDs = 2{0(0) — ¢(0y)}, (4.1)

pode ser utilizado como uma medida para avaliar a influéncia sobre a estimativa de 6 ao
se variar ¢ através de D.

No entanto, avaliar o comportamento de LDs para todo d € D pode ser inviavel. Neste
sentido, (COOK] 1986) propos estudar o comportamento local de LDs em uma vizinhanga
de 6y, de modo que devemos escolher § pertencente a vizinhanca de dy, onde dy representa
o vetor de auséncia de perturbacdo do modelo postulado, de tal forma que LDs, = 0. Pela
forma como definimos , temos que LDs > 0.

Uma vez que tomamos qualquer vetor § que pertenca a vizinhanca de ¢, isso ira
representar um incremento em LDs,, este procedimento descreve a sensibilidade de £(6)
com respeito a uma leve perturbagao introduzida em ¢(6). Para estudar esta sensibilidade,
(COOK], [1986)) propds trabalhar com curvaturas normais.

O procedimento proposto por Cook, consiste em avaliar como a superficie geométrica
a(d) = (6, LDs)" desvia-se de seu plano tangente em dy & medida que J se afasta levemente
de dg, ou seja, quando pequenas perturbagoes sdo introduzidas no modelo. Tal descri¢cao
pode ser obtida pelo estudo das curvaturas das se¢oes normais da superficie a(d) em dy,
que sao chamadas de curvaturas normais.

Para definir o que é uma se¢ao normal da superficie () em dy, consideramos o plano
tangente a «(d) em dy, denotado por Ty, e o vetor que é ortogonal a 7y, que denotamos
por (7).

Na Figura |16 apresentamos a curva a(d) = (6, LDs)", o plano tangente a esta curva
em & e o vetor 7(7Ty). Para esta ilustragdo, estamos admitindo que § = (0;,d2) ", assim
do = (do1,002) -

Os planos que contém o vetor normal 7(75) sdo chamados de planos normais a ()
em dg. As secoes normais em dy sao definidas como as intersecgoes desses planos normais

com a superficie a(9).
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Figura 16 — A curva a(d) = (6, LD;s)", o plano tangente Ty e o vetor 7(7y).

LD,

Fonte: O autor (2020).

Consideremos agora um deslocamento ao redor de Jy, ou seja, introduziremos uma
pequena perturbagdo no modelo. Escolhemos uma direcao I, de modo que ||| = 1 e
tomamos 0 = dg + . Dessa forma, teremos o ponto LDs,.; > 0. Por esse ponto passa o
plano que contém os vetores I e w(7y) e a intersec¢ao desse plano com «(d) forma uma

secao normal, como podemos observar na Figura

Figura 17 — Se¢ao normal.

LD& 'y

Fonte: O autor (2020).
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De fato, cada dire¢ao I escolhida, de modo que || I ||= 1, associada ao vetor 7(7p),
especifica uma secao normal e define um valor de curvatura normal. Cada secdo normal é

equivalente ao grafico LDs, 41 x a, que a € R. Esse grafico é chamado de linha projetada.

Figura 18 — Linhas projetadas.
LDs,

\ , LI),;U + als

N , , D5, +ali

[ .
LY 7

’
ASY L,

Fonte: O autor (2020).

Na Figura [18|ilustramos o comportamento de duas linhas projetadas LDs 141, X a €
LDs, a1, % a, relacionadas, respectivamente, as dire¢oes [; e Io. Uma vez que LDs, = 0,
segue que LDs,.,; tem minimo local em a = 0. E possivel notar que a direcio I» é a que
provoca os maiores deslocamentos pela verossimilhanca, a medida que os valores de a se
afastam de zero.

A ideia de (COOK] 1986) é analisar a dire¢ao I, tal que a linha projetada resultante
apresente a maior curvatura normal (Chax). Segundo (COOK] [1986)), este vetor, denotado
por I.., indica que valores atribuir aos componentes de ¢ para obter a maior mudanca
local no deslocamento pela verossimilhanca. Ele mostra ainda que a curvatura normal na
direcao I, em que estamos interessados, fica resumida ao médulo da segunda derivada de

LDs, . q; com respeito a a, que avaliada em a = 0 é dada por
C; = |ITLDsl|,
em que
_ 0L D;
* T 06067

¢ avaliada em 6 = &y ¢ § = . Note que LD;(-) ¢ uma matriz simétrica e positiva definida.

Pela definicao do deslocamento pela verossimilhanga, segue que
LDs = —2ATi A,

em que

- 0%0(0) 0*05(0)
== A ==
£= 200670z © 20067 lo—s’
é avaliada em § = §y. Ressaltamos que estamos considerando § = (dy,...,8,)" e, dado

que # é um vetor s x 1, temos que A é uma matriz de ordem s x n.
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Finalmente, chegamos a expressao da curvatura normal:
Cr(0) = 2ITATI AL,
que também pode ser expressa como
Cp =20 (=F)I,

em que F=ATI"A. E possivel também avaliar a influéncia local apenas para parte do
vetor de parametros. Suponha que particionamos o vetor de parametros como 6 = (6,65 )".

Zz galel 59192
Coo, Loyo, |
em que lpg, = 020(0)/00,00], ly.9, = 020(0)/00,00], lo,9, = 020(0)/00200] ¢ lgg, =

020(0) /005067 .

Segundo (COOK, |[1986), se o interesse é calcular a influéncia local apenas para 6;, o

Seja

afastamento pela verossimilhanca é dado por
LDsg, =2 {f(éh 02) — £(015, 5(915))} ;
em que J(015) é uma funcdo que maximiza ¢(6y,60;) para cada 6; fixo, 0,5 é obtido da

particao (éw, §25)T e U(015, T (bh5)) ¢é o logaritmo da funcao de verossimilhanga perfilada
para #,. Neste caso, a curvatura normal na direcao do vetor I é dada por

Cro, = |[I"AT({71 = Iy) A,

. 0 0
lyy = . ,
g (0 %)

e Iaxe, € 0 autovetor de norma igual a um correspondente ao maior autovalor da matriz

em que

—AT(7' — £y)A. O mesmo procedimento pode ser utilizado para avaliar a influéncia
local apenas para 6.

Uma vez que o vetor Iy, mostra como perturbar o modelo postulado (o modelo para
d = &) no sentido de obter a maior mudanca local no deslocamento pela verossiminhanga,
(COOK, [1986) propde inspecionar Iy, independentemente da magnitude de Cl,ay, porque
isto pode revelar observagoes que sao simultaneamente influentes.

No entanto, podem existir casos individualmente influentes e que sao revelados através
da anélise dos componentes de I,,c. Neste sentido, os autores (LESAFFRE; VERBEKE]
1998)) sugerem avaliar a curvatura na dire¢ao do i-ésimo individuo, isto é, o vetor em que o

1-ésimo componente assume o valor um e os demais o valor zero. Neste caso, a curvatura
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normal é dada por
Ci = 2|AT I A,

em que A; é a i-ésima coluna de matriz A.

Uma vez que atribuimos a C; o maior valor (o valor total) possivel da i-ésima coordenada
de |I]| = 1, estes autores denotam tal curvatura por influéncia local do i-ésimo individuo.
Também é possivel calcular a influéncia local total do i-ésimo individuo na estimacgao de
parte do vetor 6. Por exemplo, se o interesse recai em 6; temos que

Cio, = 2|AZ*T(Z_1 — E22)Az‘|,

(LESAFFRE; VERBEKE, |1998)) argumentam que os componentes de I;,., e as medidas
de influéncia C; com I = 1,...,n, contém informacoes diferentes. Os autores mostram

que podemos expressar C,L como
s
Ci=2 Z G2
¢ P ~pis
p=1

em que ¢, com p = 1,...,s, sdo os autovalores diferentes de zero da matriz —AT/(7'A,
: T

tals que Cl >C2 ><3> >Cs >Cs+l = :anoevp: (Upla-"avpn) y P = 17"'737

correspondentes autovetores ortonormais, tal que uma base ortonormal da imagem de

—AT/'A ¢é dada pelas colunas da matriz

V11, ..., VUs1

Viny -+ - Usn

Assim, Cmax/2 = Cl [§ Imax = (UH, V125« + - s Utlty - - - ,Uln)T

Note que podem existir casos individuais com curvatura total C; grande sem ter o
1-ésimo componente na direcao I, de maxima curvatura. Isto ocorrera com casos com
um valor expressivo em qualquer autovetor v,, com p # 1, correspondente a um autovalor
relativamente grande, digamos (s ou (3.

Assim, parece razoavel considerar em uma analise de influéncia o estudo dos componen-
tes de I ,ax € adicionalmente a medida de influéncia total referente a i-ésima observacao, C;.
Graficos dos componentes de I, contra os indices das observagoes podem sugerir quais
observagoes sao conjuntamente influentes, enquanto os graficos de C; contra os indices das
observagoes destacam casos individualmente influentes.

Ressaltamos ainda que (LESAFFRE; VERBEKE, [1998)) sugerem utilizar como ponto
de corte nos graficos de C;, duas vezes o valor médio desta medida, ou seja, observagoes
com C; maior que 2" | C;/n podem ser classificadas como influentes.

O método de influéncia local fica bem definido a partir da obtengdo da matriz A, a

qual depende do esquema de perturbagao adotado e da matriz de informacao observada.
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4.1 INFLUENCIA LOCAL COM PRECISAO FIXA

Considere o modelo de regressao gama unitaria definido em (2.1) e sejam s =p+1 e
0= (8T,¢)". Temos que

.. lan 1
e=e<ﬁ,¢>=(£§ é;) (4.2)

em que g5 = XTQX, U35 = (lyp)T = XTTf e {4y = tr(G), onde

Q = diag{qr, ... qu} em que g = {—v, + (1 +y7) [0"()/g ()]} [L/g' (n)]°, (4.3)

f=(—c,...,—cn)', (4.4)
T =diag [¢" " (1), -, 9" ()], (4.5)
G =diag (—g1,.--,—Gn), (4.6)

onde tr(G) indica o trago da matriz G. As expressoes de pf e y; estdo apresentadas em
(2.3) e v, ¢t e gy, estdo definidas no Apéndice B.

A partir de e usando a férmula da inversa de uma matriz particionada, (RAO)|
1973), tem-se

L 88 B

em que (£99)~! = tr(G) — fTTTX(XTQX)IXTTf, 0P = (199)T = (XTQX)LXTTfi%¢ e
0P8 = (XTQX)™? [1k +X'Tf fTTTX(XTQX)—léW] e 1, é a matriz identidade de ordem
k x k.

4.1.1 Esquema de perturbacao

4.1.1.1 Ponderagao de casos

Considere o seguinte esquema de perturbagao:

l5(8,9) = D 0il(ur, 0),
t=1
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com 0 < ¢; < 1. Para o método de influéncia local discutido anteriormente, temos que
So=(1,1,....,1)T e A, = 6&(9)/59, comt=1,...,n. Entdo, usando o Apéndice B, temos

e
A Do) _[XTE ,
A, a’

& =diag[(uf +yr), s (n + yp)] (4.7)

em que

e T, uf, yi e u; estdo definidos, respectivamente, em (4.5)), (2.3)) e (2.4).

4.1.1.2 Perturbacao da variavel resposta

No esquema aditivo de perturbacio da resposta em que y = (y1,...,y,)" é alterado
através da adicdo de um vetor § de pequenas perturbagoes. Em situacoes em que cada y;
apresentam uma variancia diferente é comum utilizar um fator de escala para padronizar

os componentes de §, por exemplo, a estimativa do desvio padrao de y;, de forma que

Y(6) = ye + 0es(ye),

em que s(y;) = \/,&t(l/[(2 = ,&tl/é)‘ig] — fi;). Para esse tipo de perturbacio, & = (0,0,...,0)"

e, do Apéndice B, temos
A [ 26 _ [ X'Tms,
Ay b'S, ’

em que M = diag(my, ..., m,) com
2
ay
my 9 (48)
v o
S, = diag[s(y1), ..., s(yn)] e b= (51, ,Bn) com
—a?1 1
b= | T (19)
Y1 0g () Y

e lembremos que oy = ui/d)/(l - ui/d)).

4.1.1.3 Perturbacao individual de covariaveis

(THOMAS; COOK, 1989) sugerem modificar a k-ésima coluna da matriz X, denotada
por xi, com k = 2, ..., p, adicionando um vetor 0 de pequenas perturbacoes ponderado
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por um fator de escala s,,, desvio-padrao da coluna modificada zj, de forma que
T (0) = Tep + 01Sq, -
Neste caso, por exemplo, se k # 2 e k # p,
n:(0) = Br + Patso + -+ - + Be(wu + 0¢5a,) + - + Bpyy, (4.10)

e 1(6) é tal que g[us(6)] = n:(9). Para esse tipo de perturbacio, temos &y = (0,0,...,0)"
e do Apéndice B temos

A ( Ap ) _ [ —Sa, (Bk:XTC? —APT5> ] 7
A¢ _63$kaT

em que P é uma matriz p X n de zeros exceto a k-ésima linha, que é composta por uns e

os componentes das matrizes diagonais () e £ e do vetor f estao definidos em (4.3), (4.7)
e (4.4)), respectivamente.

4.2 INFLUENCIA LOCAL COM PRECISAO VARIAVEL

Considere o modelo de regressao gama unitdria definido em (2.10) e sejam s =p+gq e
0= (B",v")". Temos que

0 =10(8,7) = ( “ﬁ “v ) : (4.11)

Cayg Luyy

em que E*B,B = XTQ*X, Z*ﬁv = (lup) = XTF*T*H*Z ¢ E*w = Z"VZ, onde

Q* = diag{q}, ... q}} com g = {—v} + (1 + ;) [9" (1) /9 ()]} [1/9' ()], (4.12)

F*=(=c},...,—c)T, (4.13)
T* = diag [¢' (1) "5, 9" () ], (4.14)
H* =diag [W'(¢1) ", .. B (¢0) '], (4.15)

V* = diag (vi,....vy) em que v = {=ef + e [0 (6)/H (@)} /W (60)],  (4.16)

com i}, yi e e; definidos em (2.12)) e (2.13)), respectivamente, e v/, ¢f e e} definidos no
Apéndice A.
A partir de (4.11]) e usando a férmula da inversa de uma matriz particionada, (RAO,
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1973)), obtém-se

. . /8B By
€*1=€*1(6,7>=< 5 )

0P

em que
. _ -1
(7991 = [XTQ*X ~ X"F*T*H*Z (2'V*Z)" ZTH*T*F*TX] ,
0 = (°T = —iPXTFT*H*Z (2TV*2) "

= (Z"vz)! [Iq + (ZTH*T*F*X) (P X TF*T*H*Z (ZTV*Z)‘l]
onde [, ¢ a matriz identidade de ordem ¢ x g.

4.2.1 Esquemas de perturbacao

4.2.1.1 Ponderagao de casos

Considere o seguinte esquema de perturbagao:

£5(67 7) = Z 5t‘€t(lu’t7 qbt)u
t=1

com 0 < ¢; < 1. Para o método de influéncia local discutido anteriormente, temos que
So=(1,1,...,0)T e A; = 6&(@)/59, comt=1,...,n. Entdo, do Apéndice B, temos

A a0 _ [ xTie
“\a, ) Tz )

E* =diag [(u} +u1). .-, (un +yn)] (4.17)

em que

E* = diag (e1,...,6,), (4.18)
sendo uf, yi e e; definidos em (2.12)) e (2.13)), respectivamente.

4.2.1.2 Perturbacao da variavel resposta

Consideremos o esquema aditivo de perturbagao da resposta em que

Y:(0) = ye + 0:5(ye), (4.19)
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com s(y;) = \/ﬂt(l/[(Q = ,&,}/@)@] — fiy). Para esse tipo de perturbagdo dy = (0,0,...,0)"
e usando o Apéndice B, temos

o (3)-(p)
A, ZTH*B*Sy
T* e H* definidos em (4.14)) e (4.15)), respectivamente, M* = diag(m7,...,m}), com

2
ay

ko
my = yt(bt/il/d)ﬁ_l, (420)
§* = diagls* (), .-, 5*(wa)] © B* = (57, b?) com
2
b= | -2 li’i(“t) T (4.21)
g 03 log (W) v
Lembremos que a; = utl/m/(l — u,}/d’t).
4.2.1.3 Perturbacao individual de covariaveis
Pertubaremos a k-ésima coluna da matriz X, denotada por zp, com k = 2,...,p, de
forma que
wtk(a) = Ty + 51585%. (422)

Neste caso, em que o parametro de precisao e a média da variavel resposta sao modelados
simultaneamente, consideramos trés cenarios para o esquema de perturbagao individual de
uma variavel.

Primeiro: X # Z.

Segundo: X = Z, ou seja, a matriz de regressores para o modelo da média X e a
matriz de regressores para o modelo de precisao Z sao iguais.

Terceiro: Z # X, no entanto, para algum par (k, k'), temos 2y = x4, ou 2y = G(4,),
sendo G uma fungao diferenciavel diferente da funcao identidade. Aqui, nao consideramos
esquemas de perturbacao de covariaveis em que estejam envolvidas apenas na modelagem

da precisao.

4.2.1.3.1 A matriz Z totalmente diferente da matriz X

Iremos analisar duas situagoes, a saber: Pertubacao na matriz X e Pertubacao na matriz
Z.

Situacgao 1: Perturbagao na matriz X
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Neste caso, por exemplo, se k # 2 ou k # p,

nlt(é) = Bl + 52%}2 4+ e+ ﬁk(mtk + 5tscck) 4o+ /Bpa:tp

e p(9) é tal que g(ue(0)) = m(0). Uma vez que os regressores que determinam a média
nio interferem na precisao, ¢;(d) = ¢;. Para esse tipo de perturbagao dy = (0,0,...,0)" e
do Apéndice B temos

A — Sy AXTA*_PT*S*
A= 2P )= 5"?{5’“ QA o ) : (4.23)
A,\/ —BkSIkZTF*T*H*

em que P e uma matriz p x n de zeros exceto a k-ésima linha, que e composta por uns
e os componentes das matrizes diagonais Q* e F* estao definidos em (4.12)) e (4.13),
respectivamente, e o vetor £* esta definido em (4.17)).

Situacao 2: Perturbagao na matriz Z

Consideremos o esquema aditivo de perturbacao na k-ésima coluna da matriz Z, denotada

por zx, com k =1,2,...,q, a saber:
2:(0) = 2z + 1S, -
Neste caso, suponha k£ # 2 ou k # ¢, temos
12(0) = 1+ 222 + -+ Wz + 0esak) + o+ Yprg

e ¢(0) 6 tal que h(¢:(d)) = n(0). Para esse tipo de perturbagao dp = (0,0,...,0) e do
Apéndice B temos

A —Aps X TEFT*H*
A= ( 8 ) _ Tk , (4.24)

A, sk (%ZTQ* - Pﬂ*é*)

em que P e uma matriz ¢ x n de zeros exceto a k-ésima linha, que e composta por uns e as
expressoes F* T* H* Q* e E* estao definidos em (4.13)), (4.14)), (4.15)), (4.12)) e (4.18)),

respectivamente.

4.2.1.3.2 A matriz Z € igual a matriz X
Neste caso,
me(0) = B1 + Patia + -+ + Br(Tek + 6¢Sur) + -+ + Bpup,

772t(5) =7+ Vol + -+ ’Yk:(xtk + 5t3xk) 4 - Yy Tags
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onde 1,(6) é tal que gl (9)] = m1:(0) e ¢4(9) é tal que h[g(d)] = 12:(0). Para esse tipo de
perturbagao, dy = (0,0,...,0)". Do Apéndice B, temos

oo [ XT (307 + BrTrira,) — PTeER
A<A5>{ [[ (5@ ) ]] } w2s)

A, XT (%\7* + F*T*H*Bk) — PH*E*

_Smk

em que P é uma matriz p x n de zeros exceto a k-ésima linha que é composta por uns
e Q% F*,T* H* E* V* e E* estao definidos, respectivamente, em (4.12)), (4.13), (4.14),
(4.15), (4.17), (4.16]) e (4.18).

4.2.1.3.3 A k'-ésima coluna da matriz Z ¢ igual a k-ésima coluna da matriz X

Aqui estamos considerando a situagdo em que algumas covaridveis (nao todas) que
determinam a média também estao envolvidas na modelagem da precisao e pretendemos
perturbar tais covaridveis. Ou seja, consideramos que z;s = xy, para algum par (k, k'),
comk=2,....,pek' =2, ...,q. Neste caso,

mi(0) = B1 + Bazea + - -+ + Br(Ter + 0eSar) + -+ + Bpp.

Suponha que k' # 2 ou k' # ¢,
77215((5) =% + Vol + -+ f)/k’(xtk + 5t5xk) + -+ Y2ty

onde 1(8) € tal que g[p(8)] = me(0) e ¢:(9) é tal que h[p:(6)] = 12 (9), para esse tipo de
perturbagao &y = (0,0,...,0)" e do Apéndice B, temos

A= ( A ) _ ] T
AW — Sy,
em que P é uma matriz ¢ x n de zeros exceto a k-ésima linha que é composta por uns

e Q% F*,T* H* £* V* e E* estao definidos, respectivamente, em (4.12)), (4.13)), (4.14)),
([@15), (@17), [E16) e ([@EI8).

X7 ([S’ké)* + F*T*FI*%,) _ pieén w26)
77 (%,\7* + P fre ,@k) _pirEr| (7 ‘

4.2.1.3.4 A k'-ésima coluna da matriz Z € uma funcao da k-ésima coluna da matriz X

Aqui estamos considerando a situagdo em que zy = G(xy), com k = 2,...,p e
E'=2,...,q, em que G é uma funcdo continua e diferenciavel; se G é a funcao identidade,

temos a situacao tratada na secao anterior. Aqui,

771t(5) = Bl + 521'152 + -+ ﬁk(l’tk + 6t3mk) + -+ ﬁpxtp-
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Suponha que k' # 2 e k' # ¢, temos que
M26(6) = 11 + YaTug + -+ + WG (Tu + OtSur) + -+ + VoZug,

onde 1(d) € tal que g[p(8)] = me(0) e ¢:(9) é tal que h[p:(5)] = 12 (J), para esse tipo de
perturbagao &y = (0,0, ...,0)" e do Apéndice B, temos

Ap — S [XT (BkQ* + F*T*H*nyk) _ Pf*é*]
()1 (27 (¥ + oreiri) - piciec] [

em que P é uma matriz ¢ x n de zeros exceto a k-ésima linha que é composta por uns
Q* F*,T* H* £* V* e E* estao definidos, respectivamente, em (4.12]), (4.13)), (4.14),
(4.15), (4.17), (4.16), (4.18) e G = diag [G'(z1%), ---, G (nr)] com G'(z4) = dG(xy)/dxyy,.

4.2.1.4 Perturbacao conjunta de covariaveis

Neste caso, estamos considerando as matrizes X e Z distintas, pois o caso destas matrizes
serem iguais ja esta sendo analisado na Secao [4.2.1.3.2]. Temos

Me(0) = B + Bowgg + -+ 4 Br(@en + 0¢Saer) + -+ - + By,

N2t(0) = 71+ Yozee + - -+ + V(2 + 01521) + -+ + Vg2tgs

onde 1,(5) é tal que gl (9)] = m1:(0) e p4(9) é tal que hlg(d)] = 12:(0). Para esse tipo de
perturbagao, dy = (0,0,...,0)". Do Apéndice B, temos

A — Sz
A= TP )= ¢
A7 —582,

em que P, e P, sao matrizes p x n e ¢ X n, respectivamente, de zeros exceto a k-ésima linha

XT (@ + F*T* (73 — PaTEx o
z (’%\A/* +F*T*I{I*Bk> — P, ’ ‘

que é composta por uns e Q*, F* T* H* £* V* e E* estao definidos, respectivamente,
em (4.12)), (4.13)), (4.14), (4.15), (4.17), (4.16) e (4.18).
Resumidamente, neste capitulo fizemos o estudo da influéncia local, no modelo de

regressao gama unitaria considerando o parametro de precisao fixo e variavel, no qual
podemos verificar mais detalhes sobre os calculos e as manipulacoes algébricas no Apéndice

B.
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5 MEDIDAS DE QUALIDADE DO MODELO ES-
TIMADO

Na literatura existem diversas medidas para a selecao de modelos e variaveis. Dentre
os principais podemos citar soma de quadrados de residuos(SQR) e véarias fungoes do SQR
tais como R? e o R%ajustado ((BAYER; CRIBARI-NETO, 2017)). E importante destacar
que critérios de tipo R? objetivam selecionar modelos em que a variabilidade da varidvel
resposta seja explicada o maximo possivel pelo modelo de regressao. No entanto, tais
medidas nao oferecem nenhuma visao da qualidade dos valores preditos. Essa informagao
estd muito mais relacionada com o desempenho do modelo de regressao em explicar a
média da varidvel resposta. Assim, todos os elementos do submodelo da média, como por
exemplo, a funcao de ligacao, preditor linear e nao linear sao melhor avaliados a partir de
medidas de selecao de modelos com foco em predigao.

(ALLEN, 1971)) prop6s utilizar a estatistica PRESS, definida como a soma dos qua-
drados preditos, como critério para selecionar o melhor modelo preditivo em modelos
lineares. A PRESS é uma medida que seleciona modelos na perspectiva de predi¢ao, ou
seja, identifica o modelo com a melhor habilidade para predizer. O calculo da PRESS
consiste em ajustar o modelo, repetidamente, excluindo uma observagao de cada vez.
Em cada repeticao o modelo é utilizado para predizer a observacao que ficou de fora. O
melhor modelo para predicao tera o valor da PRESS relativamente pequeno. No entanto,
nao é possivel utilizar a PRESS para comparar modelos competidores. Neste sentido
(MEDIAVILLA; LANDRAM; SHAH, 2008)) propds a estatistica P?, definida como o
complementar do quociente entre a PRESS e a soma de quadrados totais sem a t-ésima
observacao, a estatistica P? mede a qualidade de predicdo do modelo.

Assim, é importante ressaltar que medidas do tipo R? e P? contém informacoes diferentes
sobre o modelo ajustado. Por exemplo, medidas do tipo R? podem selecionar modelos que
explicam bem a variabilidade da variavel resposta para um especifico conjuntos de dados.
Isso nao garante uma boa qualidade de ajuste para novos conjuntos de dados associados
ao mesmo problema de interresse. Quando o ajuste a um novo conjunto de dados nao
se mostra satisfatério, inclusive apresentando valores reduzidos de critérios do tipo R?,
dizemos que ocorreu overfitting.

Overfitting é identificavel quando um modelo ajustado apresenta altos valores para os
critérios do tipo R? e baixos valores para critérios do tipo P2. Quando este fato ocorre
devemos dar uma atencao especial a especificacdo do submodelo da média, o que inclui
uma atencao maior a funcao de ligacao e a auséncia de covariadas importantes.

Outro aspecto importante é que os critérios do tipo R? sdo muito favorecidos quando
os dados apresentam pouca dispersao, independentemente da modelagem da média, o

que nao ocorre com os critérios do tipo P2. Dessa forma, uma abordagem de selecao de
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modelos deve considerar que critérios do tipo P? e R? devem apresentar valores similares,
demonstrando a importancia da proposta do critério de selecao P2.

5.1 MEDIDAS DE PREDICAO: DEFINICOES E PROPRIE-
DADES

Considere o modelo linear, Y = X3 + ¢, em que Y é um vetor n x 1 de respostas,
X é uma matriz conhecida de covariadas de dimensao n x p, 8 é o vetor de parametros
de dimensdo p x 1 e £ é um vetor n x 1 de erros com distribuicio N, (0;021,). Seja
B = (XTX)f1 Xy, e =y — xtTB, = x:ﬁA, em que B(t) e o estimador de (8 sem a t-ésima
observagao e ;) = x) B(t) o valor predito do caso deletado quando a covariavel assume o

valor x;. Assim, a PRESS para o modelo de regressao multipla é dada por
PRESS = Z — 0] (5.1)

que pode ser reescrita como PRESS = > | (y: — 4:)?/(1 — fztt)Z, onde hy é o t-ésimo
elemento da diagonal da matriz X (X TX )71 XT. Para mais detalhes recomendamos
(ALLEN] 1971), (HOCKING, 1972) e (GEISSER; EDDY], (1979)), por exemplo.

Para o modelo de regressao gama unitaria, temos que B em , pode ser visto como

a solucao de minimos quadrados ordinarios da regressao
y= Vl/ t; contra X = Vl/QX,

em que Vs estd definido em ([2.19). Logo, o erro de predigao é g—gﬁ(t) = @;{;ttli—ﬁé/ﬁ%txf ff(t).
Adicionalmente, segundo (PREGIBON et al.| [1981), temos que

—1 ~
s (XTVeX) )
By =8~ = ,
1 — hy

no qual, rf ¢ dado em ({2.22) e neste caso hy ¢ o t-ésimo elemento da diagonal principal de

H = (Vag)” X (XTV3sX) " XT (Viap)".
Podemos escrever o erro predito como
. A R XV X) 2,042 00
.« ¢ ~1/2 ~1/2 ~1/2 ~1/2 BB t t
§ = Gy = Offzitie — Dfsuw By = 0satre — D5y | B — ( ) =

7“%8 — rehy + httrtﬁ _ 7”5

1_iLtt 1_;ltt‘
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Assim, a estatistica PRESS para o modelo de regressao gama unitaria é dada por

PRESS—i[V—C ]2—Z< i >2 (5.2)
_t:1 Y — Y| = 1—}Altt ) .

sendo Tf o residuo ponderado dado em ([2.22)).
Podemos calcular a estatistica P? baseada na PRESS, que é dada por

~ PRESS
SST(t) ’

PZ=1 (5.3)

em que SST( = >3, [yt — g(t)]Q, sendo ¥ a média aritmética de y sem a t-ésima
observagao. Pode-se mostrar que SST() = [n/(n — r)]*SST, em que r ¢ o nimero de
parametros do modelo. Para o modelo gama unitdria SST = 3" | (g]t — yj)2, y é a média
aritmética de g = V%Ztl,t, t=1,...,n,r=p+q, onde p e q sdo os numeros respectivamente
de covariadas no submodelo da média e no submodelo da precisao e Vs esta definido em
(2.19).

Para avaliar a qualidade de ajuste do modelo consideramos a medida de adequacao
R%. proposto por (FERRARI; CRIBARI-NETO), 2004) que é definido como o quadrado
da correlagdo entre g(y) e 7y e 0 R?, que é baseado na razdo de verossimilhangas definida

por (BAYER; CRIBARI-NETO| 2017), da seguinte forma

2 Lnull 2/
Rip=1- L. J (5.4)
fit

em que L,,; é a funcao de verossimilhanca maximizada do modelo sem regressores e
Ly € a fungao de verossimilhanga maximizada do modelo ajustado. Consideramos ainda

as versoes corrigidas definidas para o modelo de regressao beta propostos por (BAYER:
CRIBARI-NETO) 2017), que sdo dados por

Ric, =1— (1 - Ric) [ngl(;i)q)]v (5.5)

n—1

RZ, =1 (1—RZp) [ : , (5.6)

n—(1+a)p—(1—ag

em que a € [0,1] e § > 0. (BAYER; CRIBARI-NETO, 2017)) sugerem o = 0.4 ¢ § = 1.

Similarmente a R%Cc definimos a versao corrigida de P? dada por

Pe=1-(1=P)(n—1)/[n—(p+q] (5.7)

As expressoes (5.3]) e (5.7) podem ser positivas ou negativas, dependendo do conjunto
de valores assumidos por {PRESS e SST(y} e {P?,n,p e ¢}, respectivamente. De fato,
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pela forma como foi definida a expressao da PRESS na equacao , temos que o
seu valor serd sempre positivo e o mesmo acontecerd para o valor de SST(;). Entao a
fracdo PRESS/SST ;) serd sempre positiva, logo o valor de P2 serd positivo , se a fracao
mencionada anteriormente for menor que um, caso contrario, sera negativo.

Note que

PRESS PRESS PRESS
Se () <(> <<) entio P2 > P2 > P,
SSTw) / 40 SSTr) /g SST () / 190

onde o indice 40, 80 e 120 representa o tamanho da amostra. No nosso caso tomamos
n = 40, 80, 120, pois serd onde iremos realizar o nosso estudo.
E as relagdes a seguir das estatisticas P?, P2, R%. e R? ; com o nimero de observagoes
sao obtidas diretamente da definicao.
Pio > Pgso > quo entdao P3, > P3, > P31y,
P3, < P§) < Py entdo P2, < P%, <P |

2 2 2
RFC40 s RFCSO > RFCmo’

2 2 2
RiRri > BLrse > RLRu-

Analisando agora, os possiveis valores de P? observando a expressao ({5.7)), notamos
que o denominador sera sempre positivo e que a expressiao (1 — P?)(n — 1), pode assumir
valores positivo ou negativo devido ao valor de P2, logo o valor de P? serd positivo se a
expressao anterior for menor que um, e serd negativo caso contrario.

Ambas medidas P? e P2 medem a predicao do modelo, o qual analisamos da seguinte
forma: quanto mais proximo de um estiverem essas medidas, melhor sera o poder pre-
ditivo do modelo e quanto mais distante de um (podendo até ser negativo como visto
anteriormente), menor serd o valor preditivo do modelo.

Com relagao as medidas de R%, e R?, sempre serao positivas pelas suas definigoes e
os valores de R%CC e R? r. Podem ser positivos ou negativos dependendo do conjunto de
valores recebidos {R%.,n,p e ¢} e {R?,n,p e ¢}, respectivamente.

As relacoes que podemos encontrar destas estatisticas analisando o nimero de observa-

¢coes sao:

2 2 2 = 2 2 2
RFCC4O > RFCCSO > RFCC120 entao RFC40 > RFCSO > RF0120’
2 2 2 = 2 2 2
RFC40 < RFCgo < RF0120 entao RFCC40 < RFCCBO < RFCClQO’

2 2 2 = 2 2 2
RLRC40 > RLcho > R‘LRC120 entao RLR40 > RLRg() > RLR1207

2 2 2 = 2 2 2
R’LR40 < RLRSO < RLR120 entao R’LRC40 < RLRCSO < RLRClQ()’

As medidas R%., Riz, R e R7; medem a qualidade do ajuste do modelo e
analisaremos da seguinte forma: quando o seu valor se encontra préximo de um, melhor

serd a qualidade de ajuste do modelo e quanto mais distante de um (podendo assumir
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valores negativos, como visto anteriormente), menor serd a qualidade de ajuste do modelo.
Resumindo, as medidas P? e P? assumem valores positivos ou negativos, R%, e RZ,
serdo sempre positivos e os valores de R%.. e R}y podem ser positivos ou negativos.
Em todas as tabelas que serao usadas a seguir, a notagao Pg e ch correspondem as
estatistica de P? e P?, respectivamente, com relacao ao residuo ponderado. De maneira
analoga temos ng e ngc representando o residuo ponderado padronizado e Pg7 e Pg%

representado o residuo combinado.

5.2 SIMULACAO DAS MEDIDAS DE PREDICAO

Nesta secao comecamos o nosso estudo no modelo de regressao gama unitaria com
precisao fixa. Estudaremos este modelo utilizando as fungoes de ligacao Logito, Log-Log,
Complementar Log-Log e Probito, para modelarmos a média da variavel resposta e a partir
deste estudo analisando as medidas de predi¢ao iremos obter qual a funcao de ligacao
mais apropriada, quando a média da variavel resposta se encontra nos seguintes cenarios:
proximo de zero, préximo de meio e proximo de um. Aqui nao iremos utilizar a funcao
de ligacao Cauchy, pois encontramos grandes problemas de convergéncia do algoritmo de
maximizagao scoring de Fisher ao utilizar essa fun¢do, impossibilitando a sua utilizagao
neste estudo. A funcao de ligagdo utilizada na precisao foi a Logaritmo e esta nao foi
alterada em nenhuma simulagao.

Iremos estudar as medidas de predi¢ao em diversos situagoes e cenarios para a média da
variavel resposta, para que dessa forma possamos entender melhor os seus comportamento
no modelo de regressao gama unitaria. Analisamos quatro situagoes. As duas primeiras
situagoes consideramos o modelo com precisao constante; na primeira situagao o modelo
esta corretamente especificado e investigamos a influéncia das func¢oes de ligagdo na
qualidade do modelo estimado e na segunda situacao avaliamos o desempenho das medidas
de predicao diante do problema de omissao de covariadas.

Na terceira situacao investigamos o comportamento das medidas de predicao nos
modelos com precisao constante e variavel a medida que sao introduzidas novas covariadas
importantes nos dois submodelos. Finalmente, na quarta situacao avaliamos os desempe-
nhos das medidas de qualidade do modelo estimado quando o erro de especificagao ¢é a
omissao de covariadas. Para isso os dados sao gerados com precisao variavel e estimados

com precisao constante.

5.2.1 Precisao constante: andlise das fungoes de ligacao

Por definigao temos as seguintes expressoes para as fungoes de ligagao, Logito: log(u/(1—
1)), Probito: @1, que significa a inversa da fungao de distribui¢do acumulada da distribui-
¢ao normal padrao, Complementar Log-Log: log(—log(1 — p)) e Log-Log: — log(—log(u)).

Para encontrarmos qual a funcao de ligagdo apropriada para a média da variavel
resposta, dependendo de onde esta esteja localizada (préxima de zero, préxima de meio
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e proxima de um), iremos analisar as medidas de predigdo da se¢ao anterior no modelo
de regressao gama unitaria com o parametro de precisao fixo. O resultado deste estudo
serd apresentado nas Tabelas [20] 21] e 22 onde informamos a funcao de ligagdo, o modelo
de regressao, os valores atribuidos ao parametro de precisao e os cendarios no qual se
encontra a média da variavel resposta. Vale a pena destacarmos também que, foi feito o
estudo andlogo, para os modelos com 2, 3 e 4 parametros, os quais mostraram o mesmo
desempenho observados nas Tabelas [20] 21] e

Para este estudo, realizamos simulagoes de Monte Carlo com 10.000 réplicas. As
observagoes das covariadas foram gerados de forma independente através da distribui-
¢gao x; ~ U(0,1) com t = 1,...,n e mantiveram-se fixas em todas as réplicas. Foram
considerados os seguintes valores para o parametro de precisao e tamanho da amostra,
¢ = (5.0,15.0,30.0) e n = (40,80, 120), respectivamente.

Analisando a Tabela 20| observamos que a funcao de ligacado Log-Log é a mais adequada
quando a média da variavel resposta esta proxima de zero, pois esta apresentou os melhores
valores nas medidas de predicao.

Na Tabela 21} as fungdes de ligagao que forneceram os melhores valores das medidas
predigdo foram Probito e Log-Log. Quando comparamos os valores de R%., R e suas
corregoes na funcao de ligacdo Probito comparando com a Log-Log, ndo encontramos
grande alteracdo de valores. No entanto, quando comparamos os valores de P? relacionados
a cada residuo e as suas versoes corrigidas notamos que a funcao de ligacao Probito mostra
melhor desempenho quanto ao poder preditivo do modelo. Logo, para dados modelados
com base na regressao gama unitaria a fungao de ligagdo mais adequada, quando a média
da variavel resposta esta proximo de meio é a Probito.

Ao fazermos uma avaliacdo semelhante da Tabela [21] para a Tabela 22, usando as
fungoes de ligagdo Log-Log e Complementar Log-Log, concluimos que a funcao de ligacao
mais adequada quando a média da variavel resposta esta proximo de um é a Complementar
Log-Log.

Ressaltamos que as medidas de qualidade de ajuste e predicdo do modelo sdo muito
altas quando u =~ 1 independentemente da funcao de ligacao utilizada enfatizando assim,
o bom desempenho do modelo de regressao gama unitaria quando a média da variavel
resposta se encontra proximo de um.

Com base nas conclusoes relativas as fungoes de ligacao, nas simulagoes subsequentes,
para cada faixa de p utilizaremos a funcao de ligagdo que se mostrou mais adequada.
Desta forma os valores das medidas irao refletir se existe algum tipo de ma especificacao
do modelo que nao seja a fungao de ligacao.



79

(0207) 10mme () 2juUoq

P¥86L°0 | 9€6L9°0 | 8G087'0 | 96¢6L°0 | 90CLI0 | 9¥CLV'0 | L¥OO8'0 | €0C89°0 | 8VESY'0 | ¥666L°0 | 0GC89°0 | €988%°0 uﬁqm

09208°0 | ¢8489°0 | 90T6V'0 | €TL6L°0 | L98LI0 | OIESY'0 | 6¥VP08°0 | G¥889°0 | 06E67'0 | L6E08'0 | 068890 | S6867°0 m zd

TTT6L°0 | #PL99°0 | 008S¥°0 | 1¢6¥L°0 | €1C19°0 | OL¥6E0 | 96C08°0 | ¢9189°0 | €I1S9¥'0 | TSE8L'0 | GGLG9°0 | LV6VV'0 oohﬁ

COV6L'0 | €0€L9°0 | TTILIP'O | €PEGL0 | G98T9°0 | 88¥VOF'0 | L2908°0 | L698I'0 | CIVLY'O | 9T98L°0 | 0€€99°0 | CLBSYV'O ,w zd

887L9°0 | 988750 | 9L0CV'0 | 689¥C'0 | 9TLLTO | GLIGT'O | €89T8'0 | GGGTL0 | 980LS'0 | 6VEVY'O | 0CSCE0 | 980¥C 0 \HMM&

GE089'0 | ¥¥94G°0 | 0S0EV'0 | G965C°0 | 66061°0 | 0099T°0 | T66T8°0 | €€0CL'0 | 908LG'0 | G8CSV'0 | ¥S9€€0 | 19€4C0 oawm

C6TL9°0 | 929750 | ¢I0Cv'0 | 9T¥PPC'0 | 9E€SLT0 | 90TST'O | L8PI80 | LSETL0 | ¥90LS'0 | €2OVP'0 | ¢0E€CE0 | 850¥C 0 Amwm

E€VLL9°0 | 88€GG0 | LBECY'O | 989GC°0 | ¢C68T°0 | €€SG9T°0 | 86LI80 | 6E8IL0 | 98LLG'O | PI6VF'0 | 6EVEE0 | SEEGTO ,gd

G9GL9°0 | LV0SS'0 | LoVCV'O | 8VLVC0 | €08LT°0 | PPEST'O | TPLIS0 | COLIL'O | GLVLGO | ¥P¥PP'0 | 8L9CE'0 | GLEVCO .mmm

ITT89°0 | €08GG°0 | S6E€¥'0 | €109¢°0 | S8I6T'0 | 99.9T°0 | 87080 | LLTTL'0 | O618S°0 | 8LEGY'0 | OIVEE'0 | 9¥95C°0 zd 0ct

9LL6L°0 | 98LLI0 | L6ILV'O | 6CC6L°0 | LSG0LI0 | 96897°0 | 8L66L°0 | 0S089°0 | PL6LV'O | CO66L°0 | ¥S089°0 | €€S8Y'0 qum

16€08°0 | 99.89°0 | 98¢6¥%°0 | 0986L°0 | 85089°0 | 605870 | 98508°0 | TC069°0 | ¥SS6¥°0 | €1908°0 | GC069°0 | 96005°0 m zd

9806L°0 | 9¥999°0 | €0SS¥°0 | G06¥L°0 | 6C119°0 | C616€°0 | TLZ08°0 | 0L089°0 | 97¢97'0 | CIG8L'0 | 08999°0 | €L8¥¥°0 cor&m

GT96L°0 | 06%L9°0 | €889F°0 | TPSGL'0 | €TTC9°0 | TELOV'O | 0LLO80 | 6L889°0 | LO9L¥'O | ¥9L8L0 | 67599°0 | 6929¥°0 wo zd

€TLL9°0 | LETGG0 | L8CCV'O | 896¥C'0 | 6T6LT°0 | CEEST'O | PISIRO | €CLIL0 | 6€CLS'0 | CCIVP'0 | GPLCED | SOEVCO MMW\.HH

0€989°0 | €4299°0 | 8VLEV'0 | 898IC'0 | L666T°0 | 9LVLI'O | ¥LEC80 | 6EVCL'0 | CGERS'O | ¥CO9¥'0 | 8VFPE0 | €8g9T 0 imnm

GCeL9'0 | LGIVS0 | L6610 | 86¥PC'O | ¥8GLT'0 | €CIST'0 | 68VI80 | 8PETIL0 | L6699°0 | LLOVPO | L2ECE0 | LOTVCO 4 d

¥6089°0 | G08SGG°0 | 99¥€V°0 | 60¥9C°0 | 0L961°0 | TLCLI'O | 8S618°0 | ¥L0CL0 | 98085°0 | €6¥S¥°0 | OVO¥E0 | 8209¢°0 umm

06L1L9°0 | 96¢9G°0 | L¢9¢¥'0 | 810S¢'0 | 800810 | 66VST'0 | CL8I80 | 8IVIL0 | LT9LS'0 | 9TLYP'O | 106¢E°0 | 16S¥VC0 mmm

G0989°0 | 82¥94°0 | 6L0¥F'0 | 9169¢°0 | ¥8002°0 | 6€921°0 | TEECR'0 | 08GCL0 | 0698G°0 | 9TTI9¥'0 | 009¥€'0 | 009920 zd 08

GEY6L0 | SPILO'0 | 6999F°0 | ¥868L'0 | 9I¥99°0 | 688570 | 0E€L6L0 | TOVLI'0 | 66897°0 | ¥8G6L0 | 8LVL9'0 | 60€LV0 umqm

16108°0 | L9169°0 | 1I¥66%°0 | LLCO8'0 | €8789°0 | 61C6¥°0 | LL608'0 | LOV69°0 | LITOS0 | T¥808°0 | 08¥769°0 | ¢SS0S5°0 W zd

0G68L°0 | ¥9T99°0 | €VLYP'0 | 98LVL0 | 9L909°0 | 9248€'0 | LVIO8'0 | L09L9°0 | IPSSY'0 | ¥608L°0 | ¥8¥S9°0 | 9¢EVVO . O%m

62¢008°0 | 668L9°0 | 9LGLV'0 | 6L09L°0 | €69¢9°0 | 6L91¥°0 | G9TT80 | 892690 | PEESY'O | LIC6L'0 | ¥SCLI0 | ISILYO ob zd

VLESY'0 | LGLGG0 | SVOET'0 | 9PLGC'O | 9SP8T'0 | 088SGT'0 | 661¢8°0 | 6600L°0 | OV8LS'0 | LSPSV'0 | GCSEE0 | L88YCO M.mmm

96669°0 | 920850 | 996S7°0 | ¥996C°0 | LE9¢C0 | €610¢°0 | TITE8'0 | OESEL'0 | €0009°0 | PSE8Y'0 | GE69€0 | 6€L8C0 L ed

L8CLI°0 | 88G¥S'0 | 9¥0C¥'0 | ¢e9¥e’0 | 6FVSLT°0 | 8VISTO | LLVISO | 6LITL°0 | €2695°0 | Tecviy'0 | €97¢E0 | SCIve’0 4 QL

G9689°0 | LI699°0 | 8TOST'0 | L8V8C'O | LLLITO | 66V61°0 | LCVC80 | LG9CL'0 | CETI6S'0 | I80LV'0 | 9¢6S€°0 | 9108¢°0 umm

8¥¥89°0 | 0T69G°0 | PSEEY'0 | 808GT'O | 8PSE8T'0 | €V09T'0 | ¥SEC80 | 8ECCL'0 | €8IBG'0 | L¥PSGP'0 | GLI9EE0 | €S914C0 anH

99004°0 | TATI8G'0 | 6G¢9¥°0 | €196C°0 | GCLec0 | 8¥E0C0 | PITER'0 | ¢99€L°0 | 8CE09'0 | OVESF'0 | 9L0LE'Q | T668¢°0 zd or

0°0€ 0°¢t1 0'¢ 0°0€ 0°¢6T 0¢ 0°0€ 06T 0'¢ 0°0€ 0°¢t 0'¢ ¢ u
(982€°0'7020°0) 3 77 (g82€°0'0020°0) 3 1 (982€°0°2020°0) 3 77 (182€°01020°0) 3 77 1
011qo1d Sor3o1-"dwo)) 8or-8or o180 oede31] op ovdunyg

crxeg 4+ 1g = (#)6 O[9POIN

oproyIadse 9)uouIRIoLION
O[PPOIN "(0°0 & 1 ® 9jue)suod ¢ ‘¢ 4 g = (Mf)b :0opoJN ‘0edeSI[ op seodunq :oedipaid op SePIPaUl Sep SOIPIUL SAIO[RA — ()T B[O(R],



80

(0207) 10mme () 2juUoq

0TT98°0 | C88GL'0 | 9€LTS'0 | CTLLGR'0O | TLESGL'O | ¥S0TS0 | 06VL8°0 | 8E08L'0 | LOBGSG'0 | 66¢98°0 | €LI9L°0 | SGETESO uﬁqm

06€98°0 | 89€9L°0 | 689€S°0 | 69098°0 | 898GL'0 | TT0ES0 | CVLL8'0 | I8FY8L'0 | 86999°0 | 9L998°0 | €999L°0 | 080¥<°0 m zd

9L968°0 | 090620 | 1980S°0 | ¥0OSEV'0 | 698IL°0 | T90LV°0 | 08998°0 | LCEIL0 | €L9TS9°0 | P8GR0 | 66CSL°0 | ¢860S°0 oorfm

LT6G8°0 | O8FSGL'0 | LBITG'O | I8LES'O | CVECL'O | TS6LT'0 | 90898°0 | GCLIL0 | G8PCS'0 | 16098°0 | PILGL0 | SOSTISO O zd

G8888'0 | CVI08'0 | OVP8SE'0 | 9L998°0 | ¥PCSL’0 | 80ICS'0 | ¥EBIVO | €C8IL0 | ¥8OEG'0 | T€CVS'0 | 00T6L0 | ¥889S0 MMM&

CLO68°0 | 9L¥08°0 | 8ET6S'0 | LI6S8°0 | 099GL°0 | €16CS°0 | 990L8°0 | €TCLLO | €L8ES'0 | 6C¥88°0 | TSG¥V6L'0 | 809LS°0 oawm

08L88°0 | €9008°0 | ToL8S'0 | L¥PGG8'0 | 8GTIGL0 | €IPCS0 | €0L98°0 | 90L9L°0 | ¢8CES'0 | 0CI8R0 | LTO6L0 | PITLEO amwm

89688°0 | 86080 | SIVP6S'0 | 06LS8°0 | GLSGL0 | €1CES°0 | 92698°0 | 860LL°0 | L90¥S'0 | 0CESR'0 | 69E6L0 | ¥88LE0 ,gd

87688°0 | ¢€E08'0 | 0ET6S°0 | LSLG8'0 | PLYPGL'0 | LEBCS'O | L6898°0 | LO0LLO | €OLES'O | L6G88'0 | 96C6L0 | 9LGLS°0 .mmm

€EI68°0 | €9908°0 | 918650 | 966S8°0 | L88GL'0 | 0€9€SG°0 | LTTIL8°0 | ¥6€LL0 | O8FVPS'0 | €6¥88°0 | ¥P96L°0 | 68C8G0 zd 0ct

TLO98°0 | €8LGL°0 | 6I¥CS'0 | PELGR'O0 | CLCSL'0 | GPLISO | 6EVLR0 | PI6LL'0 | 90GGG°0 | 192980 | GL09L°0 | 6188S0 utqm

¥6798°0 | 6199L°0 | ¥98€G°0 | L9198°0 | ¥C09L°0 | TICES0 | TC8L8'0 | G8G8L'0 | LGRIS'O | 8L998°0 | ¢089L0 | €9¢¥S0 m zd

£9948°0 | 000SL°0 | T090S°0 | 66¥E8°0 | CISTIL'0 | 664970 | 99998°0 | G9¢9L°0 | 0€STS0 | L¥P8G8'0 | ¥¥CGL'0 | CELOSO QO&(M

0€098°0 | €€9GL°0 | TS8IS'0 | LI6EV'0 | 9C9CL0 | SVISY'0 | 96898°0 | 9489L°0 | LSGLCS'0 | G0C98°0 | TLBSLO | 6L61S°0 wo zd

¥L688°0 | ¢8208'0 | L698G°0 | T6LE8'0 | 8IVGL'0 | 6&VCS'0 | 92698°0 | 6969L°0 | LLEES'O | GCEVR'O | 6VC6L0 | EVILSO Mnmm

€4G¢68°0 | ¢8L08'0 | €VL6SG°0 | 0ST98°0 | TP09L0 | €€9€S°0 | LSCL8'O | GPSLL0 | LGSPS'0 | TC988°0 | WLL6L'0 | 82E8S'0 imnm

C8L88'0 | €9008°0 | 0GL8G°0 | €9998°0 | G9T1GL0 | 16¥CS0 | 96998°0 | L8IILO | 9V€EES'0 | PCI8R'0 | 1C06L0 | P6ILSO 4 d

99068°0 | 899080 | S6L6S°0 | 8I698°0 | ¥6LGL'0 | ¥69€S°0 | ¢EOL8'0 | LLTLLO | LTSYS'0 | ¥CV88°0 | ¢GS6L°0 | 8LE8S0 umm

GE068°0 | 0LV08'0 | L9€6S°0 | 0L8G8°0 | ¥P9GL'0 | GETIES'0 | 88698°0 | IVILLO | 6L6€SG0 | 06E88°0 | CVP6L°0 | 9I8LE0 nmm

€1€68°0 | ¥9608°0 | S6€09°0 | LZg98'0 | T929L°0 | TTEYS0 | LATEL80 | 6TLLL0 | PPISGS'0 | #8988°0 | ¢966L°0 | ¥888S'0 zd 08

¥c698°0 | 6€€GL°0 | CISGTS0 | 98G48°0 | 8C8VL'0 | 69809°0 | 69¢L8°0 | T€SGLL0 | S6EVS0 | 9TT98°0 | LEIYSL'O | 8I6ISO umqm

06L98°0 | LG89L0 | 96¥FS°0 | €LV98°0 | LLEIL0 | €88ESG'0 | €¥088°0 | €I68L°0 | TOCLS'0 | TL698°0 | 9€TLLO | LLBYSO ¥ zd

G6GG8°0 | TLIPL'0 | 8E66T'0 | ¢EVES'0 | G8VIL'0 | 89TI9F'0 | LGPI8°0 | L209L°0 | 9980G°0 | 98LG8°0 | €€6¥.L°0 | 901050 uormmm

PEEI8'0 | 0L6GL°0 | S0GCS'0 | ¢8CP8'0 | LV6CL'0 | 686870 | TSIL8'0 | 9GCLL'0 | S8EES'O | GTS98°0 | 61C9L0 | 999CS°0 ob zd

€g68°0 | 80908°0 | €LG6G°0 | €CI98°0 | €E8GL'0 | 98PES'0 | C6IL8'0 | G8ELLO | CETVPS'0 | TO988'0 | 86S6L0 | 8¢08S'0 M.mmm

98L68°0 | ¢0918°0 | 9¥919°0 | GE€8I8'0 | CLOLLO | TLBGS'O | 6V8L80 | GPS8L0 | P8FI9S'0 | 98168°0 | ¥¥908°0 | 08109°0 L ed

GLL88'0 | 9966L°0 | TC68S°0 | 9¥S9G8°0 | 9G0SL°0 | C8LTS'0 | LG998°0 | 9€99L°0 | 96€€G°0 | ¢CI88'0 | €C68L°0 | 0LELSO 4 QL

16€68°0 | €8608°0 | LcOT9°0 | L8CI8'0 | SE€EIL'0 | POCSG'0 | TPELR'O | PEBLL'O | 98LGG°0 | TEL8Y'0 | ¥0O0080 | 95956570 umm

€6068°0 | L8LO8'0 | I8T09°0 | 66198°0 | 8%09L°0 | TEI¥PS'0 | C€SCL8'0 | T9GLL'0 | 069%S°0 | €9988°0 | €8L6L0 | 6€98S°0 mmm

CV868°0 | ¢LLI8'0 | €2¢C9°0 | L0698°0 | 9LTLLO | PL¥P9S°0 | 906L8°0 | TTL8L0 | ¥I0LS'0 | ¥#¥¢68°0 | 028080 | 09L09°0 zd or

0°0€ 0°¢t1 0'¢ 0°0€ 0°ST 0¢ 0°0€ 06T 0'¢ 0°0€ 0°¢t 0'¢ ¢ u
(146L°0'281€°0) 377 (126.°0181€°0) 3 1 (126L°0°181€°0) 377 (126.°0'281€°0) 377 1
011qo1d Sor3o1-"dwo)) 8or-8or o180 oede31] op ovdunyg

crxeg 4+ 1g = (#)6 O[9POIN

oproyIadse 9)uouIRIoLION
O[PPOIN "G'() & 1 ® 9jue)suod ¢ ‘¢ 4 g = (Ml)b :0poJN ‘0edeSI[ op seodunq :oedipaid op SepPIPall Sep SOIPIUL SAIO[RA — g B[O(R],



81

(0207) 10mme () 2juUoq

GCIL6°0 | 80¥¥6°0 | TL8YR'0 | 8C0L6'0 | STTV6'0 | SEVPR0 | G9€L6°0 | 09876°0 | 89648°0 | 99€L6°0 | ¥¥8V6'0 | 60648°0 uﬁqﬁ

€8TL6°0 | 0CS¥6'0 | 9LTS8'0 | 880L6°0 | &¥EV6'0 | 6VLY80 | 8IVL6°0 | 96760 | 19C98°0 | 607L6°0 | 8V6¥6°0 | €1898°0 m zd

GT0L6°0 | 9¥I¥6°0 | ¥9LER'O | 61¥96°0 | OV0€6°0 | TEEIV0 | TEVLE6'0 | 9T676°0 | PLESR'O | 8OVL6'0 | 9L8V6'0 | €CESS0 oohﬁ

G90L6°0 | ¥¥e¥6'0 | LEOPS'0 | 6L796°0 | LGTE6°0 | SPII8'0 | SL¥VL6°0 | €0096°0 | 0C9S8°0 | ¢S¥L6°0 | C€96¥6°0 | 0LGS80 O zd

870660 | €T186°0 | €IG¥6'0 | LSV66°0 | 0C686°0 | LI896°0 | LOSL6°0 | LCTIS6°0 | 89%98°0 | 06LL6°0 | 0L9%6°0 | 6S96.8°0 MMM&

¥9066°0 | SG¥VI86'0 | S09¥6°0 | 99766°0 | 8E686°0 | 0L896°0 | 6¥SL6°0 | 60CS6°0 | ¥6L98°0 | LC8LE6'0 | €VLS6°0 | 191880 oawm

€€066°0 | €8086°0 | SEVY6'0 | 8¥¥66°0 | ¢0686°0 | TLLI6°0 | 997L6°0 | 0S0S6°0 | 68€98°0 | PEGLL6'0 | ¢0996°0 | L6LLSO mmwm

67066°0 | STI86°0 | 68S¥6°0 | LSV66°0 | 1¢686°0 | 9¢896°0 | 60GL6°0 | PEIS6°0 | 8T998°0 | C6LL6°0 | 9L996°0 | 00880 ,gd

67066°0 | STI86°0 | €CS¥6°0 | LSV66°0 | 1¢686°0 | ¥¢896°0 | 80GL6°0 | OETS6°0 | 98G98°0 | T6LL6°0 | €L996°0 | LL6LSO .mmm

G9066°0 | 9¥186°0 | 9T9¥6°0 | 997660 | 6E€686°0 | LL896°0 | 67SL6°0 | TTCG6°0 | CI898°0 | 8¢8L6°0 | SGPLS6°0 | 6L188°0 zd 0ct

6TTL6°0 | €6€76°0 | ¢O8¥8'0 | ¢C0L6'0 | OTCV6'0 | 89EVR'0 | 69€L6°0 | 9V8V6'0 | 86848°0 | TSEL6'0 | 0E8V6'0 | 198480 qum

L0CL6°0 | €9G76°0 | €9298°0 | €ITL6°0 | 98€¥6°0 | €V8Y80 | 6EVL6°0 | €00S6°0 | 92€98°0 | T€VL6°0 | L86V6°0 | 06C98°0 m zd

LT0L6°0 | OVI¥P6°0 | €TLERO | €C¥96°0 | G€0E6°0 | TLTI®O | CEVL6'0 | €I6¥6°0 | ¥PESR'0 | 60VL6°0 | €L876°0 | 16CS8°0 uOhm

C¢60L6°0 | 68¢V6°0 | 9CT¥8'0 | €1996°0 | TTCE60 | SPLIVO | L6VL6°0 | C¥0S6°0 | STLGR8'0 | GLVL6°0 | €0096°0 | ¥9948°0 wo zd

LG066°0 | 0€186°0 | 09S¥6°0 | CIV66°0 | 6C686°0 | SG¥8I6°0 | 685GL6°0 | 89TG6°0 | 18998°0 | 0I8L6°0 | L0LG6°0 | 09088°0 MMW\.HH

T8066°0 | LLI86'0 | 869¥6°0 | GL¥66°0 | 996860 | GC696°0 | 169L6°0 | 16CS6°0 | 8T0L8'0 | G98L6°0 | 918G6°0 | CIERR0 imnm

€€066°0 | €8086°0 | LEVY6'0 | 8¥¥66°0 | ¢0686°0 | TLLI6O | L9VL6°0 | ©S0S6°0 | ¢OPI8°0 | GSLL6°0 | €0996°0 | 908L8°0 4 d

LG066°0 | CEI86°0 | 8LS¥6°0 | ¢9¥66°0 | 0€686°0 | ¥9896°0 | T€SGL6°0 | LLIG6°0 | 9VL98°0 | CI8L6°0 | SGTLG6°0 | STISS0 umm

LG066°0 | T€IB6'0 | TLEV6°0 | €IV66°0 | 0€686°0 | €4896°0 | 0€GL6°0 | TLTIS6°0 | 66998°0 | O0I8L6°0 | OTLS6°0 | LLOSSO mmm

180660 | 8LT86°0 | 80L¥6°0 | 9.¥66°0 | LS686°0 | C€696°0 | ¢65GL6°0 | €6856°0 | GE0L8°0 | 998L46°0 | 8I8G6°0 | 6LE8R8°0 zd 08

960L6°0 | 9T€V6°0 | 865¥8°0 | 66696°0 | CEIV6'0 | CLIPS'0 | 8EEL6'0 | €LLV6'0 | C6998°0 | 6CEL6°0 | LGLV6'0 | 89948°0 omqm

GLCL6'0 | 99976°0 | 9¥SG8°0 | ¥8IL6'0 | ¥6¥F6°0 | 9¥IG8°0 | ¢0SL6°0 | S60S6°0 | €L998°0 | ¥6¥L6°0 | 080S6°0 | 0¥S98°0 ¥ zd

IT0L6°0 | 16076°0 | 169€8°0 | 8I¥96°0 | 6L6¢6°0 | LVII8'0 | L&PL6'0 | GL8Y6'0 | 990580 | GOVL6°0 | SE8V6°0 | ¢0CS8°0 UUMM

V9TL6°0 | ¥6EV6°0 | €EVPR'0 | €0996°0 | 6EEE6°0 | PITC8'0 | 69GL6°0 | 8ETS6°0 | ¢T098°0 | 8E€SL6°0 | 00TS6°0 | T19648°0 ob zd

C¢8066°0 | 0LI86°0 | LILV6'0 | 9L¥66°0 | ¢SG686°0 | 8€696°0 | €6GL6°0 | €LCS6°0 | €G0L8°0 | L98L6°0 | 00856°0 | ¥6€88°0 M.mmm

6C166°0 | 79¢86°0 | 886¥6°0 | €0966°0 | 90066°0 | S60L6°0 | LTLL6°0 | GTSS6°0 | LTLL8'0 | 9L6L6°0 | ST096°0 | 68688°0 L ed

¢€066°0 | €L086°0 | SGSTP6°0 | L¥VP66°0 | 96886°0 | TI8L96°0 | 89%L6°0 | €€0S6°0 | 89798°0 | GGLLE'0 | 98GG6°0 | C98L8°0 4 QL

¢8066°0 | ¢LI86'0 | OVLV6'0 | GLV66°0 | ¢S686°0 | 9V696°0 | L6SL6°0 | 88CG6°0 | CITL8'O | 0L8LE'O | CIBS6'0 | G8¥880 umm

C¢8066°0 | TLIB6'0 | 9TLY6'0 | 9L¥66°0 | €5686°0 | ¥¥696°0 | ¥6SL6°0 | 9LCS6°0 | 890L8°0 | 898L6°0 | ¢0856°0 | 80¥88°0 Qmm

6¢166°0 | G9¢86°0 | L66¥6°0 | €0966°0 | L0066°0 | TOTL6°0 | 8TLL6°0 | 8TSGG6°0 | TELL8'0 | LL6L6°0 | 8T096°0 | £0068°0 zd or

0°0€ 0°¢t1 0'¢ 0°0€ 0°¢6T 0¢ 0°0€ 06T 0'¢ 0°0€ 0°¢t 0'¢ ¢ u
(#966°08€62°0) 3 7 (2966°0°8€6L°0) 377 (9966°0°8€62°0) 3 7 (9966°0°8€62°0) 3 77 il
011qo1d Sor3o1-"dwo)) 8or-8or o180 oede31] op ovdunyg

crxeg 4+ 1g = (#)6 O[9POIN

opeoy1adse 9juauIe)aLI0)
O[PPOIN T =~ 1 o ajue)suod *¢ ‘erig 4 g = (M) :0[PPOJN 0edeSI] ap se0dun,] :0edIpald op SePIPaW Sep SOIPIW SAIO[RA — 77 ®B[O(R],



82

5.2.2 Precisao constante: omissao de covariadas no submodelo
da média

Nesta secao realizamos simulagoes Monte Carlos com 10.000 réplicas para verificar
o comportamento das medidas de predicao sob omissao de covariadas, consideramos os
cenarios 1,2 e 3 , na qual sdo omitidas 3,2 e 1 covariadas, respectivamente. No cenério
4, o modelo esta corretamente especificado, ou seja, é gerado e estimado corretamente.
Os resultados desta simulagao sao apresentados nas Tabelas e 25| em que a média
da variavel resposta p, se encontra préximo de zero, préximo de meio e préximo de um,
respectivamente.

Observando as Tabelas [23] 24 ¢ [25] ¢ possivel notar que o valor das medidas de predigao
aumentam a medida que inserimos as covariadas (fato esperado), até obtermos o modelo
gerado e estimado corretamente. Além disso, quando o valor de ¢ aumenta obtemos uma
melhora nas medidas de predicao, pelo fato de ¢ ser um parametro de precisao, ou seja,
quando maior o valor do parametro menor é a variancia, logo, mais preciso sera os valores
das medidas de predicao.

E possivel notar ainda que os valores dos coeficientes de predicdo sio maiores em p = 1
quando comparados com g ~ 0 e =~ 0.5. Notamos uma maior dificuldade de predi¢ao do
modelo quando p assume valores na extremidade esquerda e central do intervalo (0, 1).
Encontramos em p ~ 0 a menor predigao do modelo corretamente especificado e 1 =~ 0.5
detectou mais fortemente as omissoes das covariadas, mas esta nao ultrapassou o valor de
predi¢ao do modelo gerado e estimado corretamente em ;o &~ 1.0. Dessa forma, podemos
ver neste intervalo a maior adequacao do modelo de distribui¢ao gama unitaria, a ponto
de nao sentir drasticamente a omissao de covariadas e também, os valores das medidas de
predicao encontram-se relativamente mais proximos uns do outros, quando comparados
com =~ 0ep=~0.5 o0queé um forte indicio de melhor adequacao do modelo.

Observe que, quando a média da variavel resposta p se aproxima de zero a qualidade
do ajuste nao é boa, mesmo no cenario 3, com o parametros de precisao 30; quando pu se
aproxima de meio, os valores das medidas de predi¢ao possui o pior valor no cenario 1,
comparando com todos os cenarios de p ~ 0 e p ~ 0.5. Porém, quando p =~ 1, temos os
melhores valores das medidas de qualidade de ajuste, em todos os cenarios incluindo no
cenario 5, cujo o modelo é gerado e estimado corretamente, dessa forma, comportando-se
semelhante aos valores das medidas de predicao, donde, podemos observar nas Tabelas,
e . Além disso, notamos que o valor da qualidade de ajuste é razoavel, mesmo no
cenario 2, mostrando assim a melhor adequagao e nao sensibilidade do modelo de regressao
gama unitaria a omissao de covariadas, quando a média da variavel resposta se aproxima
de um.

Na anélise das tabelas de omissao de covariadas, quando p ~ 0, u ~ 0.5 e u =~ 1 foi
possivel observamos que a regressao gama unitaria mostrou-se mais adequada quando
i~ 1, pois os valores das medidas de predi¢ao se assemelham e estao muito proximos de
um, que € o valor desejado.



83

'(020g) 1090% O PUoq

TS6LL°0 | 097G9°0 | 96£S7°0 | 6S9€9°0 | PSVESOD | STILED | 69089°0 | SGLEV'O | LOEOE0 | TITHE0 | 99060 | STEVT'O Ty
VLI6L0 | 99€L9°0 | GTFSV0 | LVTGO'0 | SSPGS0 | GL86€°0 | 669€S0 | TTSSHO | €€9CE0 | 6ELGTO | TI6TZO | 990910 L
VOT8L'0 | T6299°0 | TSVEV'0 | YOTFO'0 | T89ES'0 | G8LGE°0 | €0STS'0 | €I6EV0 | STT6T0 | LT0ST'0 | TO60Z0 | 6I6ET0 Uomm
PZ06L°0 | 0SL99°0 | LS8SV0 | SOVGO'0 | SE€TIL0 | PP6LEO | 00LEG'O | LZESHO | 600TE0 | LLGIT'0 | TELLLO | S9ESTO 2%y
TrL6L’0 | 86T69°0 | 86TSG'0 | T99S9°0 | €L0L9°0 | SESSP'O | 909¥G°0 | SLELV'O | G88LE'0 | €TTTT0 | TT6ST'O | EESVT0 ﬁmm
€6908°0 | 26V0L0 | LLTILS0 | ST899°0 | 9TS8G°0 | 999LV°0 | TGLSG'0 | SOL8V'O | TSPEED | OESEC'0 | ¥820T0 | V92910 Ny
7606L°0 | OTV890 | 98SFS0 | TELPO'0 | €9T99°0 | GEISP'O | GISES0 | GLEIVO | TEILE0 | 8OVIZ'0 | L6ZST'0 | PPSVIO Led
TL66L°0 | LEL6YO | €6V9G°0 | 9T6S90 | 9€9LG0 | LL69V'0 | L89VG'O | LELLY'O | OTLSE0 | 62LTC0 | 0L96T°0 | T86GT°0 .51
0086L°0 | ZV€69°'0 | 999950 | F08Y9'0 | 60ELG'0 | L8ZIV'O | E8LYS'O | SEILV'O | 6TE8E0 | TI9TL'0 | 89€6T°0 | STVSTO 7
67908°0 | 0£90L°0 | 62SL50 | £9699°0 | ¥WL8G°0 | €6087°0 | £269S'0 | SS687°0 | PLS6E0 | TI6ET'0 | €2L0Z0 | 9¥89T0 zd 0zT
G0LLL'0 | 8€0S9°0 | 99977°0 | €80£9°0 | 07820 | 8SE9E0 | 8IVIGO | €VOSV'O | 229620 | SISET0 | T996T°0 | 90LET'O Ty
8996L°0 | 696L9°0 | 68TEV0 | £1999°0 | GT69S°0 | LPGOV'0 | €08€S0 | €8LSF°0 | SO0ELE'0 | 8E8GC'0 | T60TEO | LZEITO Ty
8208L°0 | PSTSY°0 | GLTEVO | €FSEL90 | 9TEET'0 | TLEGE'0 | GLOTG'O | SEVEV'O | G0SST'0 | €9FFE'0 | 6VE0Z0 | S9VETO Ody
8TP6L'0 | 6S€L9°0 | TLLOV'O | $L9S9°0 | 6L99G°0 | PPISE'0 | G68ES0 | €8SSH0 | 60STE0 | 99€92°0 | 99€2C°0 | 699ST0 294
8G86L°0 | 09£69°0 | €899S°0 | 6STS90 | €2999°0 | L6VSP'0 | 6VGES0 | GLEIV'O | LLSYED | TFIETO | ¥TVIT'O | OV9ZI'0 mg d
GETIR'0 | 00ETL0 | V6E8S0 | €2699°0 | 61889°0 | 99G8V°0 | €1€GS°0 | GIESV'O | PLT6E0 | LLI9TIG0 | OVSS8T'0 | &SSYI'0 o
T€88L°0 | 0L089°0 | ©LEYS'0 | ¥29€9°0 | 0080 | OFIFFO | LTLIGO | 9PSPP'O | LEPSE'0 | TTISTO | 99TST'0 | STISTT'O B
TLT08°0 | T600L°0 | 99TLE'0 | 99¥S9°0 | SPELS0 | 896970 | 09SES'0 | €G997°0 | 688LE°0 | PSTOZ0 | €TELTO | TGOPT'O .51
GT66L°0 | T0S69°0 | 9£69G°0 | POES0 | 698990 | 6E6SF'0 | STLEG'O | 0ESOV'0 | POELED | €P00Z0 | 6L89T°0 | TETET'O 74
98T18°0 | 2EVIL0 | $2L8S0 | 090L9°0 | €706S°0 | 9L987°0 | G8VSS0 | 09S8V°0 | S896E0 | 290660 | ¥868T0 | 8T¥ST0 zd 08
T789L°0 | 069€9°0 | 9€TEY'0 | 992190 | 60090 | THLEE'D | STL6V'0 | 6TOTY'O | 09€LE°0 | €TETT0 | SFPGLT'O | T0O9TT'O ummm
09L08°0 | 2SL69°0 | 6T6TS0 | 0£FV990 | TSTLY'O | 9LGEY'O | LEVPS'O | 99L9%°0 | SEPFED | G9T92°0 | 619220 | TPOLTO Yy
0LLLLO | 9P9P9°0 | 9L0TF0 | TG990 | LOTES'0 | POBEE0 | 80L0S'0 | 090ZF0 | S0ELT0 | TILGE'O | LOLST'O | 9VSITO Ody
02908°0 | 6L169°0 | €0S67'0 | 18999°0 | 6T0LG'0 | €8907°0 | 00SPS0 | LIS9V'0 | 006ZE0 | 92992°0 | GL82C’0 | LIEITO w&m
61208°0 | L¥869°0 | 607990 | TS990 | €109S°0 | 90C¥¥'0 | €686V°0 | 89SCH0 | OLELE0D | SIFOT'O | 0¥99L0°0 | 612LV00 ed
99L28°0 | ELLELO | LGGLO'0 | 682L9°0 | LEI6C'O | STEEY'0 | LVLESO | O8697°0 | SIPSE'0 | 000ST'O | 66810 | 0809600 | zd
8€6LL°0 | 818990 | 060£S°0 | LT8G0 | GSTTS0 | SEGOV'0 | €EESY'O | 9STSE0 | 09€6Z°0 | 995090°0 | FSP8EO'0 | 6LGLTO0 471
L9L08°0 | PEITL0 | VOT6S0 | SV6E90 | G9TIL0 | SE99V°0 | 8ES6V'0 | PI6LHO | PELVED | €480T°0 | ¥9LLSO'O | 096190°0 zd
€L208°0 | 8L669°0 | €TL9S0 | 869£9°0 | 8VEIYO | LIIPP'O | 6L00S°0 | €€8TH0 | GELEED | OT60T'0 | 899T80°0 | GLOESO0 . wm
08280 | LE8€L0 | 1,229°0 | 127,90 | 8€869°0 | 268090 | 616850 | 0£2LV°0 | 2€88E0 | 6LVST'0 | 298%1°0 | €9T01°0 | ov
0°0¢ 0T 0¢ 0°0€ 0¢t 0¢ 00¢ 0¢1 0g 0°0¢ 0gt 0¢ ¢ u
(482£°0°2020°0) 2 71 i
Strsg + Vixvy 4 €rreg+ Vixvg + €rxeg+ €rreg+ opewr)so
cireg + 1g = Awivm cireg + Ig = Tiv% cireg + 1g = Aﬂivm cireg + 1g = A“ivm O[9POIAl
§ oLIgua)) € oLRue)) 7 oLgua)) T ougue)) SOLIRUD))
(g @ g ‘T SOLIRUL))) SRPRLIBAOD 9P ORSSIWO :0peoyIdadse [eUl O[PPOJN “() & 71 @ 9Jue)suod ¢ ‘u‘ ‘1 =726y 'e¢‘c =1(1°0)Q ~ "v ‘Swig

+ &lxVg + Sty + Sty 4 Tg = (M) :olepeplsA O[opOJN :3077-807T ovdRSI] op ordun :0edIpald op SEPIPAUT Sep SOIPIUL SAIO[RA — €7 B[O(R],



84

'(020g) 1090% O @U0q

G6LG8'0 | L8ESL'0 | POLIGO | CPLLSO | TI80S°0 | TS0SE'0 | 0S90€°0 | §2692°0 | €SS8T'0 |  LOWOVO'O 9¥erE0’0 LEY0Z0'0 Ummm
T8G90 | TGLIL'O | LOVPGO | 68G6G°0 | T96TS°0 | 068LE°0 | S98CE0 | 83T6T'0 | €SIIZ'0 | 09L650°0 €2LES0°0 68£070°0 4
TPESR'0 | 96SPL'0 | 600080 | 8E9LE'0 | LILOS'O | LS9LE0 | PII6T0 | 99€SC°0 | 1E89T°0 | 8I8EFO0 TT1LE0°0 TGL120°0 Uowm
8G698°0 | €996.°0 | OLTZS0 | 2906G°0 | S€0TS0 | L88G€'0 | T060€0 | 8¥TLE'0 | 8I6ST'0 | LT66S0°0 ¥62£50°0 T618E0°0 -
G86L8'0 | 8GL8L°0 | €FPIS0 | TOF09'0 | SE0ES0 | TPI9E0 | 8TEIE'0 | PO69T'0 | GEILT'O | G9L6£000— | 8TE6600°0— | ¥L0€C00— Mwm
06¥88°0 | T9962°0 | ¥2E8G°0 | CELI90 | PIOFS'O | 88C8E'0 | 6S0EE°0 | LYLST'O | 8CT6L'0 | L6STIO0 60704000 | T6.8500°0— W
VLSL8'0 | P8ISL'0 | LT6SS0 | 06£6S°0 | LETTSO | 8L9SE'0 | 90L0€°0 | 8€¥9Z'0 | ¥IOLL'O | SPE6F000— | ¥9¥OTO0— | T€8EC00— Lo
96088°0 | TOT6L'0 | 6LLLG0 | SGL09°0 | 9PLESO | TPLED | €SVCE0 | €628C°0 | 90I6L0 GS61T0°0 T8IS900°0 | 60¥9S00°0— zd
8£088'0 | 8T68L°0 | 900LG0 | TIL09°0 | 6LVES0 | 6689€°0 | SFSIE0 | 68F2L8°0 | ST8LI'0 | 612ZL000— | 6691L00°0— | TTHOTO0— mwm
I¥G88°0 | $086L°0 | €I88G°0 | €€0T9'0 | £70SS'0 | 0206£°0 | ¥956€°0 | LIE62°0 | L686T0 | S09SL0°0 €LG2600°0 | 2TLZE00°0— ed 021
GG9G8°0 | LLOGL'0 | GOTTS0 | 8869G°0 | 86670 | 0LIVE0 | TI96T0 | SG26SC0 | 9ZILTO S10T€0°0 €9€920°0 096210°0 Ty
€9898°0 | 6GTLL'0 | GFESG0 | 6I86G°0 | 6LTES0 | £0G8E'0 | 866TE0 | 88V6T'0 | 88SIT0 Ter090°0 T96%50°0 9€6210°0 L
POES8'0 | 8SPPL'0 | TEL6V'O | CILLG0 | 96L6F°0 | SOTEE'0 | L8T8T'0 | €8SHE'0 | LITIT'O | 9S09€0°0 69L620°0 687S10°0 24y
VETIR'0 | GL09L°0 | €162S0 | €8T6S°0 | 8€€TL0 | T6YIL0 | OTOTE0 | 9¥PLE’0 | COEEL'0 | 6S7090°0 TEEVS0'0 €17070°0 224
88088'0 | 9168L°0 | SE69S°0 | ¥896S°0 | 98€TS0 | L6LSE'0 | S996T°0 | L¥TSC'0 | LELST'O | TPEOVO'0O— | TOPPFO'0— | 9€8€50°0— mf
178880 | 09208'0 | 1996°0 | SCLI90 | 964750 | LYO6E'0 | 0VETE0 | 9808¢°0 | LT68T'0 | €00¥I0°0— | T96L10°0— | 991LT0°0— 2
LTVL8'0 | PP6LLO | S08GS'0 | €68LG°0 | 8690¢°0 | 66GFE0 | 982820 | 89TFT0 | TOIST'0 | STLEVO'0O— | 9STLFO0— | €9€S50°0— aFd
€2288°0 | OPE6L'0 | G098G°0 | S2009°0 | P6IES0 | OT6LE'0 | OTOTE0 | 8Y0LE°0 | STEST'O | TOSLIO0— | 9¥90T0°0— | $€9820°0— zd
6EI88°0 | TL06L°0 | TLVLG0 | 966690 | ¥28TL0 | €699€°0 | 6800€°0 | PE8SC'0 | POVIL'O | 9€VLE0°0— | 86VIFO0— | €TOLS00— mmm
06888'0 | 96£08°0 | ¥9109°0 | 020890 | €129¢°0 | 97L6€0 | €7LE€0 | 09982°0 | 6LG6T°0 | GLITIO0— | TEIST00— | ¥IF¥Pe00— ed 08
9VIGR'0 | TEOPL'0 | €888F°0 | €6TYS0 | 98TLF'0 | L8IIE0 | 6ST92°0 | 8692°0 | SIOFT'O | ¥LIOTO0'0 | 0982200°0— | E€I9TTO0— Emm
09928'0 | 9C¥8L°0 | €69LG0 | L8E0Y'0 | PIEVSO | TIEOV0 | ¥SEEE0 | 0£20E0 | €620 | 0VSE90°0 £6£650°0 0¥9050°0 L
6VIS8'0 | FPOVL'0 | GL98F°0 | 29TGG0 | STOSV'0 | GECIE0 | 809920 | LTITE'0 | SL8ET'0 | 66VI10°0 98102000 | ¢86.7000— | du
€G0L8°0 | TLELL'0 | 99CSG°0 | TS86S°0 | 99€EC°0 | L8C8E0 | TELTE0 | LITSE'O | 00S0Z0 161290°0 I76L50°0 0£L970°0 o> 2t
00788°0 | €I¥6L°0 | S9T8G0 | ¥269S°0 | 9900¢°0 | 66€VE0 | 99€62°0 | ¥TS61°0 | TLLOT'O | 6I69T°0— €YS91°0— 92091°0— . 2d
L8868°0 | €S028°0 | 9T9€9°0 | THEIY0 | L8ISGO | LEIIFO | 192620 | STLGT°0 | ¥€9LT0 | T9601°0— 99501°0— 98001°0— 2
P0698°0 | 660LL°0 | 8909G°0 | SE0TGO | SIESH'O | TLEOE0 | S6Y61°0 | COIIT'O | SIPISO'O | LSPST'0— 026L1°0— SYILT0— ol
€8G88°0 | 9€008°0 | 828090 | SG695°0 | ¥Z60S°0 | €IGLE0 | 08L92°0 | 996TC°0 | 80TSL'0 | €8€TI'0— €L8IT'0— LETIT0— zd
8YF88'0 | 9996L°0 | 0£L8G°0 | S€TLS0 | T6V0S°0 | €£90S€°0 | 01620 | LIT0C0 | TIVPILO | LI99T°0— 90291°0— 92L91°0— Qmm
62668'0 | 92128°0 | Tg0¥9'0 | 12919°0 | 69S5¢°0 | €CLIF0 | €9462°0 | €9298°0 | SEe8T'0 | 9€901°0— L¥20T0— | 606L60°0— zd 0¥
0°0¢ 061 09 0'0g 0°¢T 0'g 0°0¢ 0°¢1 0'g 0'0g 091 0'g ¢ u
(226L°0°181€°0) 3 7 1
StxSg + Vixvg 4 €lreg+ Virvg + €rreg+ €rreg+ opewrso
cireg + Ig = A“ivb‘ cireg + 1g = Awiv% cixeg + Ig = Awivm cireg + Ig = Awivm O[9POIN
§ oLreua)) ¢ oLIRua)) ¢ ouruo)) T ougue)) SOLIRUD))
(g @ g ‘T SOLIRUL))) SRPRLIBAOD 9P ORSSIWO :0peoyIdadse [ewl O[PPOJN “G'() & 1 @ 9jueIsuod ¢ ‘u‘ ‘1 =1'c‘y'e‘c=1(1°0) ~ " ‘v

+ 8lxVg + Sty + Tty 4 g = (W)6 :oIepepIaA O[PPOJN 03101 ORvIRSI[ op 0ordUN, :0RIIPald op SepIpaul Sep SOIPOW SAIO[RA — g R[OqR],



85

'(020g) 1090% O @jUoq

69€L6°0 | TL8V6'0 | L7698°0 | z6zeL0 | LeeeL0 | cevogo | seereo | crgeco | savsyo | seoseo | 9zoLeo | steeeo [ 7T
STGL6'0 | 99TS6°0 | 9ZLOR'O | TLEIL'O | TTGFLO | 868L9°0 | 96€95°0 | L66VS'0 | 6600¢°0 | 8826€°0 | 9628¢°0 | 648¥€0 | Y7u
04896°0 | 806€6°0 | VVTES0 | LVTLLO | PLSPL'O | SE€99°0 | LLPSG'O | T999G°0 | S6T09°0 | SFIFHO | 09LEF°0 | 6¥8LEOQ Uomm
T00L6°0 | POTF6'0 | SV6ES0 | TT08L°0 | 6TLGL0 | L9PL90 | €296G°0 | €GLLG0 | TGPICO | €80SF°0 | CTLEVO | F688E0 | 2%y
0T966'0 | L2066°0 | 9VTLE'0 | GITVE'0 | SOEE6'0 | OTGO6'0 | TLOVS'O | VESTS'0 | ¥8TSL'0 | SEGFI0 | PEOEY0 | TTLLEO Mmmm
T£966'0 | 89066'0 | 99¢L6'0 | OIEF6'0 | OESE6'0 | 6£S06'0 | ELVFS'0 | 992ER'0 | T€88L'0 | PEISY0 | GG9€9°0 | TE¥8S0 | zd
88766'0 | 786860 | STOL6'0 | 86LE6'0 | £96G6°0 | GLL6S'0 | STPESO | PIITS0 | PLSLL0 | €9T1€9°0 | 88919°0 | 06V9S0 . d
0T966'0 | L2066°0 | 0STL6'0 | LOOF6'0 | 00ZE6'0 | 6TTO6°0 | 9€8E8'0 | €1928°0 | OFISL'0 | T8LEQD | TEETY0 | TLLLEO .5
0T966'0 | 820660 | 6VIL6'0 | 6TTVE'0 | LTEE6'0 | LPE06'0 | TETPS'0 | TT6Z80 | 9EVSL'0 | 0Z8FI0 | 6VEEY0 | 6VI8S0 74
T€966°0 | 69066'0 | 692460 | LTEV6'0 | TPSE6'0 | GLG06°0 | TESPS'0 | GPEES'0 | 0868L°0 | TTPS9'0 | G96£9°0 | £988G°0 zd 0z1
LVEL6'0 | T28V6'0 | 961980 | €9LVL0 | 6182L0 | 128990 | 6T2PS0 | 862690 | SGLLVO | L6ELE0 | ETVOE0 | Tv6ee’0 | 1w
69GL6°0 | €9296°0 | T8698'0 | FTFIL0 | 809FL0 | 8II8Y0 | ITPIS'0 | 690950 | 8IZOS0 | 6626€°0 | SFe8E0 | 6L6v€°0 |  7u
19896°0 | ¢88€6'0 | SSTES0 | ©889L°0 | OTGPLO | TL6SYO | THELE'O | TVIOLO | 689670 | G99€7°0 | 60£ev0 | TevLe0 | 2y
690L6°0 | TLTVG'0 | 6VTPS'0 | TEORL'O | 008SL'0 | G69L9°0 | 6€96S°0 | 80SLE'O | 66SIG0 | T60GH'0 | 69LEF°0 | STO6E0 | %M
GT966'0 | 9£066°0 | LSTLE'0 | 0S6E6°0 | SSTE6'0 | SETO6°0 | T9SES'0 | 09€T80 | €16LL°0 | 67990 | 9TET90 | 690950 w&m
§V966'0 | L60660 | S9EL60 | LSTYE'0 | SOSEE0 | VEGOE'O | GBIFE'0 | 6CLOERO | Z9L8L'O | G6SEY0 | 86LCO0 | EBLLGO | ed
I8V66°0 | 0L686'0 | 666960 | €EVE6'0 | 965T6°0 | STF6S'0 | 8LVES'0 | GPEI80 | GOLIL0 | L6TO90 | GOS8G'0 | TESESO B
PIG66'0 | GE066°0 | 6STL6'0 | G9LE6'0 | TL6T6°0 | ¥S668°0 | €PIES'0 | LI6TS0 | 06SLL°0 | POTIO0 | 8¥86S°0 | 000SS 0 zd
GTG66'0 | LE066'0 | 6STLE'0 | LS6E6'0 | OLTE6'0 | 69T06°0 | TZIES'0 | LEVES'O | T908L'0 | 9¥6TI0 | 9¥GTY0 | 61G9S0 mmm
GPg66'0 | 860660 | L9EL6'0 | €9TV6'0 | STSE6'0 | L9906°0 | €7Z¥S'0 | POTES0 | S688L°0 | ¥88€9°0 | 619290 | 0Z9LE0 zd 08
V92L6'0 | VEIV6'0 | 0€2S8°0 | PT6TLO | 0ZOTL'0 | 686€9°0 | 06LIS0 | 69V0S0 | PLYSHO | €8€9€°0 | GTSPE0 | CEITE0 wmmm
LTLLE'0 | TPSS6'0 | OELLS'0 | PEGIL'0 | PR]FL'0 | 06L89°0 | 88Y9G'0 | G629G°0 | L8L0S'0 | 6S€6£°0 | Prage’o | 19ese’0 | Y7u
72896'0 | 96L£6°0 | 668280 | L99GL°0 | PEEEL0 | £6979°0 | Ser9g0 | 009FS0 | VIOSVO | £4110 | 288010 | 600980 | Oy
T€GL6°0 | T6G76°0 | T60S8°0 | €9T8L°0 | 090920 | FIE89'0 | €£6965°0 | 0008G'0 | €102S°0 | SEISH0 | SIEGEVO | 163680 o> 2d
L2966°0 | 690660 | T6TL6'0 | 98TE6'0 | 099C6°0 | TLL6S'O | TZLISO | LE90S'0 | 8SVIL'0 | GLEGSO | 6VCYSO | 0¥86V0 . d
88966°0 | 0ST6G'0 | GEOLE0 | GLGEE'D | ETEEG0 | 128060 | LTIES'D | OTITEO | OGT8L0 | £99LG°0 | S6Z9S°0 | €TVEL0 | od
TGP66°0 | 80686'0 | 04896°0 | TZST6'0 | ZOOTE'0 | LL8L8'0 | FI68L'0 | 99LLLO | €OVELO | €E6LV°0 | 600LF0 | OVTEVO o4
T2966°0 | 8V066'0 | TLEL6'0 | 099260 | ST6T6'0 | TTI68°0 | 9ES08°0 | 9LV6LO | 6VPSL0 | €090S°0 | 9TLE6VO | TSTINO zd
L2966°0 | 090660 | ¥6TL6°0 | T6TE6'0 | 0LGG6°0 | 00868°0 | €8LT8°0 | STL080 | $T99L°0 | 0£L99°0 | GEIPG'O | TEE0SO mmm
88966°0 | 081660 | TV9L6°0 | 0S6E6°0 | TEEE6'0 | 9¥806°0 | G8TES'0 | 861280 | €ZFSL'0 | 100890 | 196950 | 828250 zd oy
0°0€ 0¢t 0g 0°0¢ 01 0g 0°0¢ 0¢t 0¢ 0°0¢ 0gt 0g ¢ u
(99966°0 °8€6L°0) 2 17 1
StxSg + Vixvg 4 €rreg+ Virvg + €rreg+ €rreg+ opewso
cireg + Ig = Awivm cireg + 1g = Aﬂivm cireg + Ig = Tivm cireg + 1g = A“ivm O[9POIN
§ oLreua)) ¢ oLRua)) 7 olruo)) T ougue)) SOLIRUD))
(g @ g ‘T SOLIRUL))) SRPRLIBAOD 9P ORSSIWO :0peOYIdadse [eml O[PPOJN T & 71 @ 9Jue)suod ¢ ‘u‘ ‘1 =72G'y'e¢‘gc =1(1°0)Q ~ "v ‘<rig

+ 8lxvg + Elrsg + St + Tg = (M1)b :oxepepIaA O[epOy ‘807T-80[) 0rIRSI| op ordUN, :0RIIpald op SPIPaUL SBD SOIPIW SAIO[RA — G7 B[P(R],



86

5.2.3 Precisao constante e variavel: inclusao de covariadas

Nesta se¢ao vamos avaliar o desempenho das medidas de predi¢ao tanto no modelo com
precisao constante quanto variavel. Nos dois modelos serao considerados quatro cenarios,
a saber: uma covariada, duas covariadas, trés covariadas e quatro covariadas. Salientamos
ainda que, para pu =~ 0 utilizamos a fungao de ligacao log-log, para p ~ 0.5 utilizamos a
funcao de ligacao probito e para p = 1 utilizamos a funcao de ligacdo complemetar log -
log.

Assim, para os modelos com precisao constante temos que g(ug) = 51 + Saxo com [y =
—1.369, B, = 1.266, ;1 € (0.0202;0.3285), #1 = —0.480, 5, = 1.316, pu € (0.3182;0.7971),
1 = 0.450,8; = 1.250, p € (0.7938;0.9957); g(uy) = P1 + Porya + P33 com [ =
—0.733, 82 = 0.720, 83 = —0.900, p € (0.0205;0.3285), p; = —0.611, 8, = 0.780, 53 =
0.787, p € (0.3181;0.7972), B = 1.224, 5, = 0.550, 53 = —1.000, u € (0.7936;0.9957);
g(pe) = Pr + Boxyg + Baxig + Baxyy com [ = —1.630, 52 = 0.696, 53 = 0.600, 5, = 0.600,
p € (0.0203;0.3285), 51 = —0.778, B2 = 0.600, B3 = 0.649, 5, = 0.800, u € (0.3181;0.7970),
f1 = 0.799, 5y = 0.600, B3 = —0.720, B, = 0.576, p € (0.7938;0.9953) e g(p) = 1+ Posn+
B33 + PaTis + Pses com B = —0.400, By = —0.493, B3 = 0.752, B4 = —0.490, B5 = —0.500,
p € (0.0202;0.3282), f; = —0.498, 5, = —0.500, 53 = 0.750, 5, = 0.740, 35 = 0.690,
p € (0.3181;0.7973) e 1 = 0.900, 5, = —0.900, 53 = 0.500,5, = 0.530, 55 = 0.500,
p € (0.7935;0.9973).

Para o modelo com precisao variavel os valores dos betas sao os mesmo descritos
acima, e em adicao a um modelo para p consideramos os seguintes modelos para ¢:
h(é:) = Y1 + Y222 com v, = 3.000,7, = —2.723, ¢ € (19.9879;1.3324), v, = 3.800, v, =
—3.420, ¢ € (44.4283;1.4808), 1 = 4.400,v = —4.120, ¢ € (80.8523;1.3433); h(¢;) =
Y+ Yeziz + Y323 com 7y = 1.690, v = —1.600,v3 = 1.464, ¢ € (19.8831;1.3184), v, =
2.149,v = —2.000,v3 = 1.849, ¢ € (44.0290;1.4657), 71 = 2.508,v, = —2.500,73 =
2.143, ¢ € (80.8631;1.3443); h(dr) = 71 + Y222 + Y323 + Yazu com v = 1.260,7, =
1.387,v3 = 1.300,v4 = —1.418, ¢ € (19.8555;1.3233), 71 = 1.893,7, = 1.700,7v3 =
1.300,v4 = —2.03, ¢ € (44.0348; 1.4660), v, = 1.530,v, = 2.100,v3 = 2.300,74 = —1.923,
¢ € (80.8465;1.3455) e h(pr) = 71 + Yozi2 + V32u3 + VaZua + V525 com Y = 3.495,y9 =
—1.300,v3 = 1.300,74 = —1.550,v5 = —2.091, ¢ € (19.8428;1.3193), 71 = 4.232,v, =
—1.400,7v3 = 1.400,7v4 = —1.500,v5 = —2.834, ¢ € (44.0400;1.4656) e vy, = 4.771, v, =
—1.700,v3 = 1.700, v, = —1.550,v5 = —3.416, ¢ € (80.8549; 1.3420).

Nas Tabelas (26 27 e e (29, B0l e apresentamos os resultados das simulacoes
para os modelos com precisdao constante e corretamente especificado, para o modelo gama
unitaria com precisao fixa e variavel, respectivamente. Nestas tabelas iremos analisar
os cenarios onde a média da varidvel resposta encontra-se concentrada préximo de zero,
proximo de meio e proximo de um e o grau de variabilidade da precisao definido por
A = max(¢;)/ min(¢;), t = 1,...,n éigual a 15, 30 e 60 sendo o valor do max(¢;) e do
min(¢;), (19.8555, 1.3233),(44.0348, 1.4660) e (80.8465, 1.3455), respectivamente.

Nas Tabelas [27] e [30} observamos que as medidas de P? com relagao aos trés residuos e
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as suas versoes corrigidas, obtiveram valores semelhantes. E notdvel que o desempenho do
modelo quanto a predi¢do é melhor para o modelo com precisao variavel. O mesmo nao
ocorre com as medidas de qualidade de ajuste.

Dessa forma, podemos afirmar com relacao as medidas de predicao, que o modelo de
regressao gama unitaria possui bons resultados para a modelagem de dados tanto para o
parametro de precisao fixa como o parametro de precisao variavel, ou seja, ird depender
dos dados a serem analisados para escolhermos qual modelo é mais adequado. Vale a pena
ressaltar que em ambos os modelos, os valores da medida de predicao sao mais adequados
quando a média da variavel resposta encontra-se proxima de um, o que é coerente com o
estudo feito na Figura [2|

5.2.4 Precisao variavel: Omissao da modelagem da precisao

Nesta sec¢ao, o modelo é dito corretamente especificado, quando gerarmos e estimarmos
o modelo gama unitaria com o parametro de precisao variavel. No entanto, causamos um
erro na estimacao do modelo proposto considerando que a precisao é constante ao longo
das observacoes, ou seja, a mé especificagao é omissao da modelagem da precisao.

Nas Tabelas [32] e [34] iremos analisar respectivamente, os cenarios onde a média
da variavel resposta encontra-se concentrada proximo de zero, proximo de meio, préximo
de um e em cada tabela informamos os submodelos da média e precisao usados para
gerarmos os dados, usando graus de variabilidade da precisao iguais a 15, 30 e 60, no
qual consideramos o max(¢;) e o min(¢;), (50.1551; 3.3348), (40.2003; 1.3381) e (30.0428;
0.4991), respectivamente. Em seguida exibimos os submodelos da média da varidvel
resposta que usamos para estimacao, faremos o nosso estudo para 40, 80 e 120 observagoes
e em cada tamanho de amostra estudado exibimos o valor estimado para o parametro de
precisao.

Observamos nas Tabelas [32] 33] e B4] que a medida que aumentamos o valor de A, os
valores das medidas de predi¢cao diminuem, este fato nos mostra que essas medidas sao
capazes de detectar o erro que estamos causando na simulagdo, ao gerarmos os dados com
precisao variavel e estimarmos com precisao fixa. Quando o grau de variabilidade aumenta,
os valores estimados para o parametro ¢ diminuem, e como ¢ é uma parametro de precisao,
quanto menor o valor estimado deste parametro maior a variabilidade dos dados e isso
ocorre exatamente para acomodar os casos que se tornam atipicos decorrente do fato das
observacoes terem sido geradas com precisao varidavel e estarem sendo estimadas supondo
precisao constante. Importante destacar o bom desempenho das medidas de predicao que
mesmo neste cenario de dispersao superestimada, conseguem identificar a ma especificagao

do modelo.
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6 APLICACOES

Neste capitulo realizamos uma aplicagdo a dados reais (Dados da Linha de Pobreza).
Para avaliar a qualidade do modelo de regressao gama unitaria realizamos o seguinte
estudo no modelo, a saber: AIC e BIC, andlise de residuos, influéncia local, medidas de
predicao e medidas de qualidade de ajuste. Usando o chute inicial realizado no Capitulo
para obtencao dos parametros da distribuicao através do método dos minimos quadrados
ordinarios obtemos as estimativas para os parametros da regressao através do método de
maxima verossimilhanca (BFGS).

Nas Secoes e estudamos os dados da Linha de Pobreza, onde usamos para o
submodelo da média as fungoes de ligacao logito e clog-log, respectivamente.

Nesta aplicacao decidimos usar inicialmente a funcao de ligagao logito, pois os dados se
encontram concentrados préoximos do limite superior do intervalo unitario e neste cenario,
vimos com base nas simulagoes, que o modelo de regressao gama unitaria apresenta um
desempenho muito favoravel independentemente da funcao de ligagdo. De fato, vimos
através dos resultados de simulagao que ao utilizarmos a funcao de ligacao logito as medidas
de predicao apresentam valores muito préximos o que é favoravel para a qualidade de
ajuste do modelo

Adicionalmente, uma vez que a funcao de ligacao logito apresenta a facilidade da
interpretacao de seus parametros, esse fato nos levou a escolher inicialmente esta fungao
de ligagao para ajustar os dados da linha de pobreza. No entanto, uma vez que também
com base nos resultados de simulagoes, vimos que, a funcao de ligacdo Complementar
Log-Log apresentava valores de P? consideravelmente mais altos do que os demais valores
relacionados as fungoes de ligacao, o seguinte passo em relacao ao ajuste de dados ¢é
considerar a funcao de ligagdo Complementar Log-Log e com base na analise de residuos,
graficos de influéncia local e andalise confirmatoria, verificarmos qual das duas fungoes de
ligacao de fato é a mais adequada para esse conjunto de dados

6.1 APRESENTACAO DOS DADOS

Nas Secoes e apresentamos aplicacoes referentes aos dados sobre o percentual
de pessoas fora da linha de pobreza no cenario mundial. Para o estudo desta variavel
coletamos os dados dos paises do World Bank. O World Bank é um grupo formado por cinco
institui¢des que tem como objetivo reduzir a extrema pobreza e promover a prosperidade.
Neste sentido decidimos investigar como variaveis relacionadas com a educacao explicam o

percentual de pessoas fora da linha de pobreza de um pais.
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A variavel resposta é o percentual de pessoas fora da linha de pobreza, complementar
da variavel percentual de pessoas abaixo da linha de pobreza disponibilizada pelo World
Bank. O calculo desta variavel é feita a partir da quantidade de pessoas cuja a renda é
inferior a U$1.90 por dia. Segundo o World Bank esta medida reflete a profundidade da
pobreza.

Consideramos o complementar desta taxa uma vez que queremos identificar fatores
relacionados as politicas de educagao que contribuem para que as pessoas estejam fora
da linha de pobreza. Neste mesmo sentido consideramos diversas covariadas relacionadas
a educacao como um todo, inclusive investimentos em alta tecnologia, recurso cada vez
mais presente no sistema educacional. As covariadas finais desta investigacao sao todas
percentuais, a saber:

e 1,5 : Alta Tecnologia (Al.Tec.);
e 1,3 : Investimento em Educagao Bésica (Ed.Bas.);

e 15 : Percentual de alunos que terminaram o primério e se matricularam no secundario
(Mat.Sec.),

e 1, : Percentual de alunos que terminaram o jardim da infancia e permaneceram

cursando o ensino primério (Per.Pri.).

6.1.1 Aplicacao I: usando a funcao logito para o submodelo da
média

Agora iremos apresentar a analise descritiva dos dados da linha de pobreza. Na Figura
apresentamos o histograma e o boxplot das observagoes da resposta, sendo que o
histograma considera os valores verdadeiros da resposta e as curvas consideram os valores
ajustados com base nos modelos gama unitaria e beta.

A partir desta figura notamos que a distribuicdo gama unitaria se ajusta melhor a
este conjunto de dados do que a distribuicao beta. Essa assertiva é mais evidente quando
y € [0.7;0.8] e y € (0.9;1.0), uma vez que a curva ajustada gama unitdria apresenta
maior area de cobertura relativa aos dados verdadeiros que a curva ajustada com base na
distribuicao beta; especialmente onde ocorre a maior concentracao de dados, a saber: o
intervalo (0.9;1.0).

O boxplot, Figura (19| (b), enfatiza a forte assimetria negativa da varidvel resposta, ja
evidenciada pelo histograma. Adicionalmente, é possivel identificarmos diversas observacoes
outliers, todas inferiores a 0.75 revelando que essa variavel resposta se caracteriza por
apresentar valores proximos do limite superior do intervalo unitario, de fato, tem-se que a
mediana da resposta é igual 0.985 e a média ¢é igual 0.933.

Na Figura (a) apresentamos os boxplots dos valores das covariadas. Com base nessas
figuras notamos que os percentuais de Investimento em Alta Tecnologia e em Educacao

Bésica sao tipicamente pequenos, tal que, percentuais préximos a 50% ja sao considerados



Figura 19 — Graficos de histograma e boxplot da resposta.
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Modelos gama unitaria com

Figura 20 — Graficos de boxplot e dispersao das covariadas. Dados da Linha de Pobreza.
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outliers. Enquanto que os valores dos percentuais das covariadas Persisténcia no Primario
e Matricula no Secundério sdo altos, ocorrendo inclusive percentuais acima de 90%.

Na Figura [20| (b) apresentamos o grafico de dispersdo entre as covariadas Persisténcia
no Primério e Matricula no Secundario. Esse grafico evidéncia como essas duas candidatas
a covariadas sao correlacionadas e desta forma apenas uma poderia ser considerada em
cada um dos submodelos, o da média e o da precisao.

Investigamos extensivamente diversos candidatos a preditores lineares para o submodelo
da média. Escolhemos entre os candidatos aquele que apresentou a analise de residuos, de
influéncia e as mediadas de selecdo de modelos AIC e BIC mais adequadas. Salientamos
que nesta primeira aplicagao nao vamos aplicar as medidas de predi¢cao o que sera realizado
na segunda aplicagdo. Assim, o modelo final a ser postulado como verdadeiro foi o ja
mencionado na Expressao [6.1]

Inicialmente ajustamos um modelo de regressao gama unitaria com precisao fixa usando
esses dados, em que a variavel resposta é o percentual da populacao fora da linha de

pobreza (y). Usamos o seguinte modelo:

M1 : log (1'utlu) = P+ Botia + Bsxiz + Bazs € log(dy) = 1,
- Mt

comt=1,2...,104. Na Tabela |35 constam as estimativas, erros-padrao e os p-valores

associados aos teste de hipéteses do modelo M1 para os dados da linha de pobreza.

Tabela 35 — Estimativas, erros-padrao e p-valores. Modelo gama unitaria com precisao
fixa. Dados da Linha de Pobreza.

Modelo Gama Unitaria

Parametro B1 B2 B3 Ba Y1
Descricao Const |Al.Tec.|Ed.Bas. | Mat.Sec. | Const.
Estimativa |—0.5690| 4.9790 | 5.3928 | 5.4238 |0.0074

Erros-Padrao| 0.2638 | 1.2452 | 1.5072 | 0.4463 [0.1221
p-valor 0.0310 | 0.0001 | 0.0003 | < 0.0000

Fonte: O autor (2020).

Podemos notar com base na Tabela [35] que todos os parametros sao significativos ao
nivel 5%. Em seguida realizaremos a andlise de residuos do modelo estimado apresentado
na Tabela [35

Na Figura [21] apresentaremos os graficos que se mostraram mais relevantes, a saber: os
graficos dos residuos contra os indices das observacoes e contra os valores da covariada
Persisténcia no Primario e os graficos normais de probabilidade com envelope simulados.
Nesta figura foram utilizados o residuo ponderado, o residuo ponderado padronizado
e o residuo combinado. A analise da Figura revela que o comportamento dos trés
residuos é muito semelhante. Adicionalmente, nota-se com base nos graficos normais
de probabilidades com envelopes simulados, Figura [21] (¢), (k) e (i), que os residuos se
distribuem com forte assimetria negativa, resultado compativel com os estudos de simulacao,

uma vez que ngS = 1.007 e no cenario em que ¢ = 1.5 esse tipo de simetria foi evidenciada.
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Figura 21 — Gréficos dos residuos, covariada e envelopes. Modelo gama unitaria com
precisao fixa. Dados da Linha de Pobreza.
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Outra importante constatacao evidenciada a partir da Figura [2I] é que os residuos
nao se encontram aleatoriamente distribuidos dentro das bandas dos envelopes e o padrao
apresentado sugere a necessidade da modelagem da precisao e ainda, nos painéis (a), (b) e
(c), da Figura [21] destacamos as observagdes aberrantes (mal ajustadas) e notamos que
nem todas as observagoes estao aleatoriamente distribuidas em torno do zero.

Essa assertiva é composta pelo padrao apresentado nos graficos dos residuos contra
os valores da covariada Persisténcia no Primério, Figura [21] (d), (¢) e (f). Com relacao
a esta covariada nota-se que entre os valores 0.4 e 0.6 aproximadamente a dispersao dos
residuos e consideravelmente menor que a dispersao dos residuos entre 0.6 e 1.0. Esses
graficos sugerem que a precisao dos dados apresenta forte relacdo com essa covariada e,
portanto, a mesma deve ser considerada no modelo de precisao. Ressaltamos que varios
outros graficos foram analisados, no entanto, como citado anteriormente, apenas os mais
relevantes foram apresentados. Observemos ainda, que as medidas de AIC e BIC obtidas
do modelo M1 foram —601.56 e —588.33, respectivamente.

Diante das evidéncias de precisao nao constante decidimos investigar diversos modelos
de regressao gama com precisao variavel. Utilizamos os critérios AIC e BIC, analise de
residuos e andlise de influencia e o modelo selecionado foi:

M2 : log (1MM> = B1 + Boxso + P3Tia + Bakss
- Mt

1Og(¢t) =71+ V2T, t= ]-7 27 R 104. (61)

A partir de agora, iremos comparar os modelos de regressdo gama unitaria e beta
com precisao variavel. Em ambas regressoes usaremos o modelo M2. Ao comparamos os
modelos beta e gama unitaria com relacao as medidas de AIC e BIC temos indicios que o
modelo gama unitaria é mais adequado para modelarmos os dados da linha de pobreza,
pois este assume os seguintes valores de AIC e BIC, —611.29 e —595.42, respectivamente,
enquanto que o modelo beta possui os seguintes valores de AIC e BIC, —570.97 e —555.11,
respectivamente.

Na Tabela [30] temos os valores das estimativas, erros-padrao e p-valores associados
ao processo de inferéncia do modelo M2, para os modelos gama unitaria e beta com
o parametro de precisao varidavel. Esta tabela nos revela que para o modelo gama
unitdria todos os pardmetros sao significativos a um nivel superior a 1%, enquanto que na
regressao beta apenas a covariada Matricula no Secundario é considerada importante para
a explicacao da média da varidvel resposta.

Com base nos modelos gama unitéria e beta estimados (Tabela [36) vamos realizar
as andlises de residuos. Nas Figuras 22 e 23] temos a anélise dos residuos dos modelos
gama unitaria e beta, respectivamente. Observamos que o modelo gama unitaria destacou
menos pontos aberrantes e estes estao mais préoximos dos limites usados nos graficos dos
residuos. Os residuos da gama unitaria estao aleatoriamente distribuidos nos graficos dos
valores preditos e seus graficos de envelope se adequaram melhor a todas as observacoes,

mostrando assim uma boa qualidade de ajuste do modelo, ao compararmos com o modelo
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Tabela 36 — Estimativas, erros-padrao e p-valores. Modelos beta e gama unitaria com
precisao variavel. Dados da Linha Pobreza.

Modelos Beta Gama Unitéaria

Parameteros | 1 B2 B3 Ba " 72 B1 B2 B3 Ba gét V2
Descricdo |Const |Al. Tec. |Ed.Bas.|Mat.Sec.| Const. |Per.Pri.|| Const |Alt.Tec.|Ed.Bas.|Mat.Sec.| Const. | Per.Pri
Estimativa |0.295| 0.417 | 1.710 4.740 2.184 | 1.497 ||—0.703| 5.005 | 5.712 5.504 2.218 | —2.644

Erros-Padrao|0.185 | 1.058 | 1.248 0.369 0.596 | 0.764 || 0.223 | 1.270 | 1.599 0.424 0.572 | 0.691

p-valor 0.111] 0.693 | 0.170 | < 0.000 |< 0.000| 0.050 || 0.001 |< 0.000|< 0.000| < 0.000 |< 0.000|< 0.000

Fonte: O autor (2020).

beta.

De fato, no ajuste beta percebe-se mais pontos aberrantes os quais estao mais distantes
dos limites usados nos graficos de residuos. Adicionalmente, os graficos dos residuos versus
os valores preditos apresenta uma tendéncia notavel de aciimulo de observagoes na margem
direita inferior, sugerindo falta de aleatoriedade da distribuicdo dos residuos. Finalmente,
os graficos de envelope destacam muitas observacoes mal ajustadas, mostrando assim a mé
qualidade de ajuste do modelo, ou seja, a falta de ajuste da distribuicao beta aos dados.

Os gréficos de envelopes das Figuras [22] e 23| evidenciam a superioridade do ajuste
do modelo de regressao gama unitaria em relacdo ao modelo de regressao beta a este
conjunto de dados, em particular. As Figuras23|(a) e (c) revelam em que particular duas
observacoes sao muito mal ajustadas a partir da regressao beta, a saber: os casos 95 e 99.
Adicionalmente, no grafico normal de probabilidades com envelopes simulados do modelo
gama unitaria os residuos encontram-se todos dentro das bandas do envelope enquanto
claramente para o ajuste beta os residuos entre os respectivos quantis da distribuicao
normal 0 e 1 estdo abaixo da banda inferior do envelope, enquanto entre os quantis —1
e 0 além de alguns residuos estarem fora do envelope nota-se uma tendéncia linear em
sua distribuicao. Desta forma, a analise de residuos sugere fortemente que a distribuicao
gama unitaria é mais adequada para a modelagem destes dados que a distribuicao beta.
Adicionalmente, as observagoes 13, 17, 21, 32, 45, 77, 83, 95, 97 e 99 sdo considerados
pontos mal ajustados e devem ser investigados cuidadosamente. O que faremos apos
realizarmos as andlises de influéncia local.

Nas Figuras e e e temos o estudo da analise de influéncia local do
modelo gama unitaria, I,., e C;, respectivamente. Destacamos os pontos conjuntamente e
individualmente influentes, respectivamente. De modo analogo, estudamos o modelo beta,
nas Figuras e e e .

Nesta aplicagao todas as covariadas podem ser perturbadas sendo que trés covariadas
pertencem apenas ao modelo da média: Alta Tecnologia, Investimento em Educacao Bésica
e Matricula no Secundario e a outra covariada pertence apenas ao modelo da precisao:
Permanéncia no Primario. Para todos os esquemas de perturbacao foram construidos
graficos para avaliar a influéncia das observagoes sobre as EMV (estimativas de méxima
verossimilhanca) do vetor # = (87,77)T e das particoes 3 e 7.
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Figura 22 — Gréficos dos residuos e envelopes. Modelo gama unitaria com precisao variavel.
Dados da Linha de Pobreza.
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Figura 23 — Graficos dos residuos e envelopes. Modelo beta com dispersao variavel. Dados

da Linha de Pobreza.

Ponderado Ponderado Padronizado Combinado
9 99 <« g9
9_5 < 95 95-
vl
© 13

13 13 B LT ChCETERERe

777777777777777777777777777777 -74 Nf7777777777777777777777777777777‘ . .
. . N . . . - ' .
- - '. . *

. . . . (P * ° ,,T,,-,,,,',,_',,,_L.',,,,,,r,,r,,,
R ..'. . Ve ", - . .'. L '-_ T . Lo
””””” gy T . N 2

21 YA 21 ' 2
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
indices observacdes indices observagdes indices observacdes
(a) (b) (©
. . . .
< .
o
o 4
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, P
o~ te
. * - d ‘. ‘ - . ) -.-
. . . % ‘e . . . ® ., .. . ., *
,,,,,,, . 7:,,,,_,,',,,,;,.,J;r‘:,,,m o o :f—.——f.f””:;rwL,,,:,J,{‘:ﬂfw
et A Ly . LUw, e ey
R A L. . T ‘ .
. L T oL ]
777777777777777777777777777777 o ¥
I
T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

valores preditos
(d)

valores preditos
(e)

valores preditos
()

quantil normal
(9)

-2 -1 0 1 2
quantil normal
(h)

Fonte: O autor (2020).

quantil normal
()



106

Figura 24 — Graficos de I,,x dos indices das observacoes versus a ponderagao de casos,
resposta e Persisténcia no Primario. Modelo gama unitaria com precisao variavel. Dados
da Linha de Pobreza.
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Figura 25 — Graficos de I, dos indices das observagoes versus as covariadas usadas no
submodelo da média. Modelo gama unitaria com precisao variavel. Dados da Linha de

Pobreza.
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Figura 26 — Graficos de C; dos indices das observagoes versus a ponderacao de casos,
resposta e Persisténcia no Primario. Modelo gama unitaria com precisao variavel. Dados
da Linha de Pobreza.
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Figura 27 — Gréficos de C; dos indices das observacoes versus as covariadas usadas no
submodelo da média. Modelo gama unitaria com precisao variavel. Dados da Linha de

Pobreza.
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Figura 28 — Graficos de I ,,x dos indices das observacoes versus a ponderagao de casos,

resposta e Persisténcia no Priméario. Modelo beta com precisao variavel. Dados da Linha
de Pobreza.
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Figura 29 — Graficos de I, dos indices das observagoes versus as covariadas usadas no
submodelo da média. Modelo beta com precisao variavel. Dados da Linha de Pobreza.
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Figura 30 — Graficos de C; dos indices das observagoes versus a ponderacao de casos,
resposta e Persisténcia no Priméario. Modelo beta com precisao variavel. Dados da Linha
de Pobreza.
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Figura 31 — Gréficos de C; dos indices das observacoes versus as covariadas usadas no
submodelo da média. Modelo beta com precisao variavel. Dados da Linha de Pobreza.

Al. Tec.

Ed. Bas.

Mat. Sec.

Cis Cig Cuy
N 0 N D) )
. 9% " % 8 70
- . 8 -
[} [} ©
N N - R 8
] ] g | N
s : s , , 9%
S % 3 % s a3 69 86
33 63 J0 132 6370 i L oo
1.7 99 1 VT g S 18T SR
P P e o e B T Y e Pt e = e I POV N DR MM S T
T T T T T T T T T T T T S T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
indices observacdes indices observacdes indices observagdes
(@) (b) (c)
L . n
o | % o % i %
o
o o | =
] - % °
% 0 ’ 8 0%
94 132 70 ol BA o 70 8 ] - {
° p¥ B i 2y Pmw w57 ¥ gy
L - g = = - - - LR L i b -eg == - - - e b - O Sao v
9 | et s Al 0! W ¥’ 9 | el el i ot N ¥'s’ § | athamdmer At o "t s
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
indices observagdes indices observagdes indices observagdes
(d) (¢) (0
% 1 ) R %
2 - SN o
3 . © ©
% 70 N 3 “ 70
n . . . <A . 70 21 39 . .
| BUmp w5 | o] 1398 Bast % TR EY Sam ®
0 - NN Pt Attt ¢ Sl PN 0 | AN e At £ e ot PR | 0 | e waln A At oo W e et P ' |
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

indices observagdes

(0)

indices observagdes

(h)

Fonte: O autor (2020).

indices observagdes

()



114

Tabela 37 — Estimativas, erro-padrao e p-valor. Observacoes destacadas no residuo e
influéncia local. Modelo beta. Dados da Linha de Pobreza.

Modelo Beta
Parametro 8, By Bs Ba " 72
Descricao Const Al Tec |Ed.Bésica| Mat.Sec. | Const. |Per.Pri.
Observagao mudanca estimativa 21.401 7.066 —16.368 1.423 —0.532 | 8.911
21 mudanca erros-padrao| 0.255 —0.913 —0.680 | —1.484 | 0.153 | —0.137
Deletada p-valor 0.054 0.670 0.248 0.000 0.000 | 0.032
Observagoes mudanga estimativa | —29.613 74.509 —46.412 | 11.811 | —4.790 | 41.702
21, 95, 99 mudancga erros-padrao| —7.162 —5.171 —6.399 —8.922 | —0.036 | —0.864
Deletada p-valor 0.227 0.467 0.432 0.000 0.000 | 0.005
Observacoes mudanca estimativa | —105.098 | 24.113 —12.202 | 14.713 | 16.684 | —5.398
39, 70, 99 mudanga erros-padrao| —6.278 —5.170 —6.825 —6.089 0.983 0.194
Deletada p-valor 0.931 0.605 0.196 0.000 | 0.000 | 0.064
Observagoes mudanga estimativa —8.871 16.171 23.207 —1.5639 | —2.166 | 5.541
103 mudanca erros-padrao 0.067 0.044 0.786 —0.058 0.131 0.220
Deletada p-valor 0.147 0.646 0.093 0.000 0.000 | 0.039
Observacoes mudanga estimativa | —114.533 | 248.056 | —22.000 | 14.674 3.178 | 33.864
13, 63, 70, 95, 99 mudanca erros-padriao| —12.122 —4.080 —9.686 | —12.842 | 0.520 | —0.497
Deletada p-valor 0.792 0.152 0.236 0.000 0.000 | 0.008
Observagoes mudanca estimativa 0.9506 |—100.9928| —14.4946 | 4.7080 |—2.8660|11.3434
25, 36,45 e 77 mudanca erros-padriao| —0.5702 12.5067 | —0.0635 | 2.5708 | 1.8545 | 1.7576
Deletada p-valor 0.106 0.997 0.241 0.000 0.000 | 0.032
Observacoes mudancga estimativa |—169.4770| 252.8880 | —0.7817 | 19.6879 | 5.7660 | 38.4918
13, 39, 63, 70, 95 e 99 | mudanga erros-padrdo| —11.5358 | —5.9223 | —11.7570 | —14.2733| 0.8997 |—0.2934
Deletada p-valor 0.211 0.139 0.123 0.000 0.000 | 0.006

Fonte: O autor (2020).

Desta forma é possivel avaliar o impacto das observacgoes na estimagao conjunto dos
dois submodelo: média e precisdo, (primeira coluna), apenas na estimagao do submodelo
da média (segunda coluna) e apenas no submodelo da precisao (terceiro coluna). Vale a
pena ressaltar que a exclusao dos pontos destacados como aberrantes e/ou influentes no
modelo gama unitaria, nao afetou os p-valores relacionados aos teste sobre os parametros,
diferentemente do que ocorre no modelo beta, o qual mostrou-se sensivel aos pontos
aberrantes e influentes.

Na Tabela [37] exibiremos algumas das observacoes que foram detectadas no estudo de
influéncia local e residuos no modelo beta. Ao analisarmos essa tabela observamos que ao
retirarmos a observacao 21, destacada tanto nos graficos dos residuos quanto no estudo de
influéncia local realizado no modelo beta, o parametro 3; passa a ser diferente de zero a
um nivel préximo de 5%, enquanto que o parametro (33 passa a ser nao significativo ao
um nivel superior a 24%. Assim, a exclusao do caso 21 implica considerar a covariada
Investimento em educagao basica nao importante para a explicagdo do percentual de
pessoas fora da linha da pobreza. Quanto ao submodelo da precisdo quando o caso 21
nao estd no conjunto de dados o pardmetro v, passa a ser significativo (p-valor = 0.032).
A exclusao do conjunto {21,95 e 99} destacado nos graficos de ponderacao de casos no
modelo beta causa um efeito ainda mais impressionante, a nao significincia de todos os

parametros do submodelo da média.



115

Ao tirarmos o conjunto {13,63,70,95 e 99} destacado pelo grafico de influéncia local
sob a pertubacao individual da Alta Tecnologia, observamos uma grande redugdo no p-valor
relacionado ao pardmetro (5 que passa de 0.693 para 0.139. Por outro lado, a exclusao
de {25,36,45 e 77}, destacadas no modelo gama unitaria ao perturbamos o pardmetro de
precisao, aumenta o p-valor para 0.997. Estes fatos analisados na Tabela [37| nos mostra a
grande sensibilidade do modelo beta aos pontos aberrantes e influentes.

Em um estudo mais minucioso sobre os residuos e influéncia local observamos que
ao retirarmos os pontos destacados como aberrantes e influentes no modelo beta, na
gama unitaria, esta continuou sem sofrer alterac¢oes significativas nos valores do p-valor
relacionados aos seus parametros, mostrando assim, um modelo capaz de suportar as
perturbagdes dos pontos aberrantes e influentes de ambos os modelos, Diferentemente do
modelo beta, pois este também foi sensivel aos pontos aberrantes e influentes de ambos os
modelos.

Em resumo, sobre a amostra da linha de pobreza, iniciamos o nosso estudo analisando
o modelo gama unitaria com precisao fixo, onde estudamos as medidas de AIC e BIC,
analise dos residuos e graficos de envelopes; observamos que o modelo mais adequado para
a amostra da linha de pobreza foi o modelo gama unitaria com o parametro de precisao
variavel, pois este nos forneceu os melhores valores de AIC e BIC, graficos de residuos,
graficos de envelopes e nao foi sensivel aos pontos aberrantes nem influentes.

A partir dai, comecamos o nosso estudo da comparacao dos modelos gama unitaria
e beta com precisao variavel, onde analisamos as medidas de AIC e BIC, gréficos dos
residuos, graficos dos envelopes e por fim, estudamos a sensibilidade de cada modelo
através da andlise de influéncia local, foi notavel a melhor adequacdo do modelo gama
unitaria ao modelo beta, pois 0 modelo gama unitaria se mostrou melhor em todos os
estudos realizados.

Assim concluimos que o modelo gama unitaria com precisao variavel é o mais adequado
que o modelo beta com dispersao variavel, no cenario onde a média da varidvel resposta
se encontra concentrada proxima de um. Nesta aplicacao utilizamos a funcao de ligacao
logito. Na proxima aplicagao vamos investigar o uso da funcao de ligagao complementar
log-log, uma vez que essa ligacao apresentou nos estudos de simulagao tanto as medidas
de predi¢ao quanto as de qualidade de ajuste mais altas quando u ~ 1.

6.1.2 Aplicagao II: usando a funcao cloglog para o submodelo
da média

Nessa aplicagdo vamos investigar modelos de regressao considerando transformacoes
para as covariadas e a fungao de ligacdo complementar log-log para o submodelo da média.
Iniciamos o nosso estudo ajustando um modelo de regressao gama unitaria com precisao
variavel usando esses dados, em que a variavel resposta é o percentual da populagao fora
da linha de pobreza (y). Para escolhermos o modelo mais adequado para esses dados
fizemos uso das medidas P?, P?, Ry, Ry, Ry e Rjy apresentadas na Tabela [40|e o
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modelo selecionado foi:

M3 : log (—log(1 — py)) = 1 + Bowso + Balog(xss) + Balog(xu) e
log(¢) = m + 72 exp(as),

comt=1,2,...,104. Para que possamos comparar os modelos de regressao beta e gama
unitaria utilizamos em ambos os modelos o modelo M3. Os resultados da Tabela
consideram os modelos logito apresentados na secao anterior e os modelos complementar
log-log definidos a partir dos preditores lineares M 3.

Nossa proposta nesta aplicagdo é comprovar através da analise de residuos e de influéncia
local que os modelos selecionados com base nas medidas P?, P?, R, R}, Rip e Rip
de fato apresenta um bom desempenho, em especial quanto a distribui¢ao gama unitaria.

Na Tabela [38| constam as estimativas, erros-padrao e os p-valores associados aos teste
de hipoteses do modelo M3 para os dados da linha de pobreza do modelo de regressao
gama unitaria e beta, respectivamente. Note que a nivel de significancia de 1% todos os

parametros sao significativos do modelo gama unitaria.

Tabela 38 — Estimativas, erros-padrao e p-valores. Funcao de ligacao cloglog. Modelos
beta e gama unitaria com precisao variavel. Dados da Linha Pobreza.

Modelos gama unitaria beta
Parameteros 51 B2 B3 Ba 71 Y2 B£1 B2 B3 Ba Y1 Y2
Descrigdo | const. zt2  |log(wis) |log(zea)| const. exp(z?Q) const. | zt2 |log(zis)|log(zea)| const. exp(zt22)

Estimativa | 2.142 | 1.029 | 0.238 | 0.795 | 1.870 | —0.885 || 1.718 |0.304| 0.061 0.668 | 2.131 0.629
Erros-Padrao| 0.104 | 0.228 | 0.057 | 0.066 | 0.505 | 0.239 0.085 |0.256| 0.037 | 0.047 | 0.527 | 0.266
p-valor < 0.000|< 0.000| < 0.000 | < 0.000|< 0.000| < 0.000 || < 0.000{0.234| 0.098 |< 0.000|< 0.000( 0.018

Fonte: O autor (2020).

Observe na Tabela |38| o parametro 5 s6 poderia ser considerado significativo ao nivel
de significancia de 24%. Para entendermos melhor os valores fornecidos nesta tabela, com
relacao aos parametros (3, e (33 iremos estudar a analise de residuos e influéncia local.

Nas Figuras [32] e [33| notamos que os graficos de residuos e envelopes se comportam de
maneira semelhantes para o modelo beta e 0 modelo gama unitaria. Nas letras (a), (b) e
(c) das Figuras |32 e |33 notamos uma semelhanga das observagoes na aleatoriedade em
torno do zero e em ambas as figuras sdo destacadas cinco observagoes como aberrantes,
porém na Figura [33] é possivel notamos um maior distanciamento dos pontos aberrantes
dos limitantes dos residuos, indicando uma menor qualidade de ajuste do modelo.

Nos painéis (d), (e) e (f) das Figuras [32] e |33 também observamos aleatoriedade nas
distribuicoes das observacoes em torno do zero, porém na Figura |33| os casos destacados
como aberrantes estao mais distantes dos limitantes dos residuos. Observando os painéis
(9), (h) e (i) da Figura |32 notamos uma melhor qualidade de ajuste, pois nenhuma
observacao sai completamente do envelope e uma melhor aleatoriedade das observagoes
em torno da mediana com relagao as observagoes da Figura [33, mostrando assim uma

melhor adequacao da distribuicao ao modelo.
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A seguir relatamos o estudo de influéncia feito nos modelos de regressao gama unitaria
e beta.

Da Figura [34] a Figura [3§] apresentamos os graficos de influéncia em relagao ao ajuste
gama unitaria. Enquanto, da Figura 39| a Figura [42| apresentamos os graficos de influéncia
em relacao ao ajuste beta.

Apresentamos inicialmente os graficos de valores de I, e C; contra os indices das
observagoes considerando os esquemas de ponderacao de casos, perturbagao da variavel
resposta e perturbagao individual das covariadas da média e da precisao Figuras [34] [35]
[36] e [37], respectivamente. Em seguida, na Figura [38] geramos os graficos de Ipay obtido da
perturbacao conjunta de covariadas. Todos relativos com citado acima ao ajuste gama
unitaria. Esse mesmo script foi considerado para a construgao dos graficos do ajuste beta,
Figuras 39 [40] [41] e

Em uma analise mais detalhada ao tirarmos os pontos destacados como aberrantes
e influentes, no modelo gama unitaria nao foi possivel observamos nenhuma alteracao
nos p-valores, mostrando que este ajuste nao apresentou instabilidade no processo de
estimagao na presenca dos pontos aberrantes nem possivelmente influentes, diferentemente
do que ocorre no modelo beta. Na Tabela [39] exibimos algumas das alteracgoes sofridas
pelo modelo beta ao tirarmos as observagoes destacadas como aberrantes e possivelmente
influentes.

Na Tabela ¢é possivel notarmos alteracoes no aumento ou na reducao do valor
assumido pelo p-valor, ao tirarmos as observagoes aberrantes e influentes. Por exemplo, o
pardmetro 7, que tornou-se nao significativo a nivel de 5%, ao tirarmos conjuntamente as
observagoes {21,32 e 62} que foram destacadas na anélise de residuos.

Observe também que ao tirarmos conjuntamente as observagoes {26, 27, 71,95, 99,100 e
103} notamos grande mudanga assumida nos p-valores associadas aos pardmetros [y, 33 e
72, pois obtemos todos os pardmetros significativos a nivel de 4%. Dessa forma, notamos
que o processo de estimacao do modelo beta é sensivel a pontos aberrantes e influentes.

Com relacao as medidas de AIC e BIC obtivemos os seguintes valores para o modelo
gama unitaria —606.86 e —590.99, respectivamente e os seguintes valores para o modelo
beta —574.53 e —558.67, respectivamente. Assim, o modelo gama unitaria com relacao
a esta medida é mais adequado para modelarmos os dados da Linha de Pobreza que o
modelo beta.
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Figura 32 — Graficos dos residuos versus. Funcao de ligacao Cloglog. Modelo gama unitaria
com precisao variavel. Dados da Linha de Pobreza.
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Figura 33 — Graficos dos residuos. Funcao de ligacao Cloglog. Modelo beta com dispersao
variavel. Dados da Linha de Pobreza.
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Figura 34 — Graficos de I ,,x dos indices das observacoes versus a ponderagao de casos,
resposta e a covariada usada no submodelo da precisao. Funcao de ligacao Cloglog. Modelo
gama unitaria com precisao variavel. Dados da Linha de Pobreza.
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Figura 35 — Graficos de I, dos indices das observagoes versus as covariadas usadas no
submodelo da média. Funcao de ligacao Cloglog. Modelo gama unitaria com precisao
variavel. Dados da Linha de Pobreza
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Figura 36 — Graficos de C; dos indices das observagoes versus a ponderacao de casos,
resposta e a covariada usada no submodelo da precisao. Funcao de ligacao Cloglog. Modelo

gama unitaria com precisao variavel. Dados da Linha de Pobreza.
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Figura 37 — Gréficos de C; dos indices das observacoes versus as covariadas usadas no
submodelo da média. Funcao de ligacao Cloglog. Modelo gama unitaria com precisao
variavel. Dados da Linha de Pobreza
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Figura 38 — Graficos de I, dos indices das observagoes versus as covariadas usadas no
submodelo da média e precisao. Perturbagao conjunta. Funcao de ligacao Cloglog. Modelo
gama unitaria com precisao variavel. Dados da Linha de Pobreza
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Figura 39 — Graficos de I,,x dos indices das observacoes versus a ponderagao de casos,
resposta e a covariada usada no submodelo da precisao. Funcao de ligacao Cloglog. Modelo

beta com precisao variavel. Dados da Linha de Pobreza.
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Figura 40 — Graficos de .« dos indices das observagoes versus as covariadas usadas no
submodelo da média. Funcao de ligagao Cloglog. Modelo beta com precisao variavel.
Dados da Linha de Pobreza
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Figura 41 — Graficos de C; dos indices das observagoes versus a ponderacao de casos,
resposta e a covariada usada no submodelo da precisao. Funcao de ligacao Cloglog. Modelo
beta com precisao variavel. Dados da Linha de Pobreza.
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Figura 42 — Gréficos de C; dos indices das observacoes versus as covariadas usadas no
submodelo da média. Funcao de ligagao Cloglog. Modelo beta com precisao variavel.
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Tabela 39 — Observagoes aberrantes e influentes. Funcao de ligacao Cloglog. Modelo beta
com precisao variavel. Dados da Linha Pobreza.
Modelos beta
Parameteros 8, 85 Bs Ba " o
Descricao const. Tt2 log(z¢s) |log(zea)| comst. |exp(zZ)
Observagoes Mudanca Estimada | —0.2574 | —2.5760 |—10.0631|—3.7644| 19.6281 |—21.6525
21, 32 e 62 Mudanga Erros-padrao| —2.3321 | —2.2023 | —2.1590 |—5.7017| 3.2266 1.7121
Deletadas Mudanga p-valor 0.0000 | 0.2367 | 0.1290 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0684
Observagoes Mudanca Estimada 0.0127 2.2286 6.3344 |—0.2853| 5.6544 |—13.2596
6, 48, 89 e 93 Mudanca Erros-padrao| 7.5266 1.8165 5.4199 | 2.5257 | 2.3460 3.1828
Deletadas Mudanga p-valor 0.0000 | 0.2330 | 0.0958 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0467
Observagoes Mudanca Estimada | —1.0275 | —25.9047|—10.4964|—1.2336|—10.0905| 19.3250
26, 27, 33, 34,47 e 75 Mudanga Erros-padrao| —0.2870 | 3.6869 | —0.9241 | 0.8359 | 2.0325 3.1222
Deletadas Mudanca p-valor 0.0000 | 0.3960 | 0.1358 | 0.0000 | 0.0004 | 0.0062
Observagoes Mudanga Estimada 2.1451 | 85.9886 | 11.7353 | 6.5553 |—32.2191| 85.2217
26, 27, 71, 95, 99, 100 e 103 |Mudanga Erros-padrao|—13.5199| —9.1217 |—13.4467|—7.3467| 1.7910 2.2746
Deletadas Mudanga p-valor 0.0000 | 0.0151 | 0.0330 | 0.0000 | 0.0071 | 0.0000
Observagoes Mudanca Estimada 3.4224 | —19.1955|—20.2589| 18.9820 | 10.5279 | 5.4492
39, 70, 74 e 99 Mudanga Erros-padrdao| —6.9876 | —5.1386 | —6.2176 | 3.3666 | 2.5599 1.6289
Deletadas Mudanga v-valor 0.0000 | 0.3116 | 0.1603 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0141

Fonte: O autor (2020).

Na Tabela [40| informamos os valores obtidos das medidas P?, P?, R%¢, R¢. , Rig e
R} . com relagdo aos dados da Linha de pobreza. Os resultados consideram os modelos

logito apresentados na secao anterior e os modelos complementar log-log.

Notamos um melhor valor assumido destas medidas na distribuicao gama unitaria em

comparagao a distribuicao beta.

Tabela 40 — Medidas de predi¢ao. Funcao de ligagdo Cloglog. Modelos beta e gama

unitaria com precisao variavel. Dados da Linha Pobreza.

Modelo Clog-Log

Modelo Logito

Medidas|Gama Unitéria|Beta Gama Unitaria|Beta
P% 0.93950 0.86533 0.65406 0.46619
PQC 0.93641 0.85846 0.63641 0.43896
ng 0.93514 0.85924 0.62928 0.42983
P%pc 0.93183 0.85205 0.61036 0.40074
P%7 0.93999 0.86776 0.65751 0.47322
P%% 0.93693 0.86101 0.64004 0.44635
R%o 0.76512 0.76394 0.66484 0.66698

RQFCC 0.75314 0.75189 0.64774 0.64999
RZ, 0.78245 0.70312 0.71845 0.66894
R%RC 0.76463 0.67880 0.69539 0.64181

Fonte: O autor (2020).

Na Tabela é possivel observarmos uma maior diferenca nos valores de P? e

P2

C

em relagao aos valores de R}, R}, R € R em comparacio a distribuicdo gama
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unitaria e beta, mostrando que a distribuicao gama unitaria possui uma melhor qualidade
de predicao e ajuste em relacao a distribuicao beta. Observe que a analise das medidas de
predicao sao coerentes com todo o estudo feito da analise de residuos e influéncia local.

Em um estudo mais aprofundado na analise de influéncia local, ao tirarmos os pontos
que foram destacados com influentes na distribuicao beta na distribuicdo gama unitaria,
esta nao foi sensivel a estes pontos influentes, porém ao tirarmos os pontos influentes
da gama unitaria na beta, esta foi sensivel a estes pontos influentes, como é possivel
observamos na Tabela A1l

Em resumo, sobre o estudo feito nos dados da Linha de Pobreza, iniciamos modelando
estes dados usando o modelo M3 e através deste modelo comparamos o modelo gama
unitaria e beta, a parti dai, observamos o melhor graficos dos residuos, uma melhor
adequacao das observagoes aos graficos de envelopes, uma nao sensibilidade aos pontos
aberrantes e influentes, os melhores valores obtidos para as medidas AIC, BIC, P?, P2,
Ric: Ric.. Rig € Rp, no modelo gama unitéria em comparagao ao modelo beta. Assim,
podemos afirmar que o modelo gama unitaria com precisao varidvel é mais adequado para
modelarmos dados onde a média da variavel resposta se encontra proxima de um, do que

o modelo beta com precisao variavel.

Tabela 41 — Observagoes influentes. Fungao de ligagdo Cloglog. Modelos beta com precisao
variavel. Dados da Linha Pobreza.

Modelos beta
Pardmeteros 8, Bs B3 Ba " 72
Descrigao const. Tt2 log(z¢s) |log(zea) | const. | exp(zZ)
Observagoes Mudanca Estimada 1.9346 |—24.2057| 6.4605 | 1.4391 | 0.9248 1.8779
24, 25, 49, 59, 66 e 77| Mudanca Desvios-padrao| 2.7316 | 35.4178 | —0.5294 | 2.3897 | 1.9272 2.5222
Deletadas Mudanca p-valor 0.0000 | 0.5061 | 0.0772 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0187
Observagoes Mudanca Estimada 2.5212 |—20.4641| —2.0193 | 2.6596 |—10.1298| 27.5271
24,45 e 77 Mudanca Desvios-padrao|—4.0342| —2.5619 | —4.6524 | —2.6792| 1.8866 1.4169
Deletadas Mudanca p-valor 0.0000 | 0.3322 | 0.0897 | 0.0000 | 0.0004 | 0.0029
Observagoes Mudanca Estimada —0.4481| 20.1903 | 6.7164 |—1.7669| —6.4109 | 15.3715
26, 27, 58 e 103 Mudancga Desvios-padrao|—1.0517| —0.9439 | —0.8888 | —0.8096| 1.0565 1.4853
Deletadas Mudanca p-valor 0.0000 | 0.1495 | 0.0754 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0072
Observagoes Mudanca Estimada 1.6910 | —17.1684| —7.6880| 2.6589 | —7.7156 | 20.6392
36, 45 e 77 Mudanca Desvios-padrao|—3.1178| —1.7860 | —3.2267 | —1.2712| 2.1439 1.9702
Deletadas Mudanca p-valor 0.0000 | 0.3164 | 0.1152 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0051
Observagoes Mudanca Estimada —1.5467| 0.2300 | 0.4970 |—1.6364| 13.3252 |—25.9910
17, 58, 67, 83 ¢ 97 |Mudanca Desvios-padrao| 4.2021 | 6.1131 | 3.7612 | 0.5138 | 6.9047 6.1675
Deletadas Mudanca p-valor 0.0000 | 0.2619 | 0.1097 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0991
Observagoes Mudanca Estimada 8.1970 | 5.6146 |[155.9751|—6.9888| 10.1665 |—14.9124
17, 52, 67, 103 e 104 |Mudanca Desvios-padrao| 39.3712 | 4.1049 | 61.2016 | 5.0022 | 4.8628 5.2626
Deletadas Mudanca p-valor 0.0000 | 0.2282 | 0.0087 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0558

Fonte: O autor (2020).
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APENDICE A - DERIVADAS SEGUNDAS

As derivadas segundas da expressdo (2.11]) com relagio aos pardmetros da distribuigao

gama unitaria sao
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Considerando nas expressoes acima ¢; = ¢, ou seja, tornando o parametro de precisao

fixo, temos que v} = vy, ¢f = ¢ e €f = gy.
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APENDICE B - INFLUENCIA LOCAL

Agora, estudaremos em detalhes a influéncia local com precisao variavel; o caso de

precisao fixa é analogo.

ESQUEMA DE PERTURBACAO

Ponderacao de casos
Considere o seguinte esquema de perturbagao:
65(67 7) = Z 5t€t(:u’t7 ¢t)7
t=1

com 0 < ¢; < 1. Para o método de influéncia local discutido anteriormente, temos que
do=(1,1,...,1)T e, assim, a t-ésima coluna de A, t = 1,...,n ¢ dada por

0006, 00

A 2s5(0) @ [ots(8)] _ o6(6)  [o4u(6) 00,(0) 04,(6) o0,0)1"
b [ EXS ]_ o0 _[ B T By, T o T 0 }

9=0
Com base em (2.11), parai=1,...,pe j=1,...,¢q, obtemos

o)y ., .1 0,(0) 1
= (y + /) i = I
o I gy e T i)™

em que, os t-ésimos elementos de pf, y; e e; estdo definidos em (2.12)) e (2.13)), respectiva-
mente. Entdo, temos que a i-ésima linha Ag, ¢ = 1,...,p ¢é dada por

9

=0

1 1
Ag = [ (ul +yf)——z1iy ..., (5 + 1y x]
Bi |:(:u’1 yl)g,(,ul) 1z (Mn yn)g,(un) ni

e a j-ésima linha de A,, com j =1,...,¢, é dada por

A [ 1 1 }
= le1—<21j,. -y EnT2n;i
(o) Y W)™,
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Dessa forma, podemos escrever Ag = X TT*E* ¢ A, = ZTH*E*. Logo,

o[ D) xTTeE
“\a, ) \zme )

onde £* e E* estao definidos em (4.17)) e (4.18]), respectivamente.

Perturbacao da variavel resposta

Consideremos o esquema aditivo de perturbagao da resposta em que

Y(6) = ye + 6es(e), (B.2)

com s(y;) \/ut (1/[(2 — A1/¢) ] — fir). Para esse tipo de perturbagao dy = (0,0,...,0)"
e com base na definigdo da varidvel resposta sob perturbagao aditiva apresentada (B.2))

e considerando (22.11]), temos que o logaritmo da fungao de verossimilhan¢a do modelo
perturbado é

Z ¢t log(a) —log(T'(¢¢)) + (e — 1) log(ye + e s(yr)) + (¢ — 1) log (—log (y¢ + des(wr))) -

Entao,
065(,8,’}/) _ (at - 1)S(yt) + ((b _ 1) S(yt)
90, Y + 0¢s(yt) ! log (yt + 0es(yt)) [ye + Ses(yt)]
_ ats(yt) . s(yt) )
Ye +0es(ye)  yr +0es(ye)  log (v + des(ye)) [ye + 0es(ye)]
3 s(ye)
log (y¢ + 0¢5(ye)) [ye + 0es(ye)]
Assim, para ¢ =1,2,...,p, temos

?5(8,y) 0 [515(5,7)} _5[516(577)]65/%5"%
06:0B; OB 00y O 00y dn; 05;

L¢) ! LI 7) of 1
Vet 0es(Ue) (1 — pt/®)2, 9" (1e) ™t + 05 (W) gt/ ' (e)

T -

0*5(8,7) :0[015(6,7)] _6[815(6,7)} doy Oy

_ () L s " log(pe) || dor one
log (ye + 0rs(ye)) [y + Ses(u)] e+ 0es(ye) | (1 — /9" )292 | | dnae 07



137

_ s(yt) __ s(y) | oflog(m) L
log (ye + 0es(ye)) [ye + 0es(ye)] e + 0es(ye) | /% 2 W (g) ™

N

Avaliando as expressoes acima em &y = (0,0,...,0)T e = (87,47)T, podemos escrever
Ag = XTT*N*S} e A, = ZTH*B*S}, onde

T Ar# Q%
an (2o
A, ZTH*B*S; )’

com M* = diag(mj,...,m}), Sy = diag(s*(y1),...,5"(yn)) e B* = (b*,...,b*) em que
my e by estdo definidos, respectivamente, em (4.20)) e (4.21)).

Perturbacao individual de covariaveis

Matriz Z totalmente diferente da matriz X

Perturbacao na matriz X
Neste caso, por exemplo, se k # 2 ou k # p,

me(0) = B1 + Patioa + -+ - + Br(Tek + 6¢Sur) + -+ + Bpap,

e u(0) é tal que g(j1:(8)) = n1¢(9), para esse tipo de perturbagao dy = (0,0,...,0)".

O logaritmo da funcao de verossimilhanga do modelo perturbado é

Cs(p, @) = Zn: ¢rlog(a(9)) — log(I'(¢r)) + (ax(0) — 1) log(ye) + (¢ — 1) log (—log () -

Assim, temos que

= = (uf +y')——BrSz, B.3
a5, onn dm 06, — TV Gy Pk (B:3)

em que s,, ¢ o desvio padrao de xy.
De (B.3]) segue que, para i =1,2,...,p com i # k

0%5(8,7)
00403;

o . . 177
= aTLt(Mt +yi) L] } BrSa), Tti
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ou, ainda,
azggt(géj) = —5u, BrTriq; - (B.4)
Quando ¢ = k, temos que
PO o Lot + o0 [ZU T T o ) + ) [ b
Simplificando a expressao acima, temos
B L T et (B:5)

Ainda, de (B.3)), segue que, para j =1,...,q,

*s(B,y) 0 [ﬁla(ﬁﬁ)} doy one . 1 1

é’été"y] - M 00, d,r}% 0’7] Cy g,(,ut) m/@ksxk&fj.

Adicionalmente,

5255(@7)__ . 1 1 ,
36,08, eI G gy

(B.6)

Avaliando as expressoes (B.4), (B.5) e (B.6) em d, = (0,0,...,0)" e 8 obtemos Ay =
—Sak (BkXTQ* —PT*é*) e Ay = —Bpser ZTE*T*H* em que Q*, T*, £*, F* e H*, estio
definidos em (4.12), (4.14)), (4.17), (4.13) e (4.15)), respectivamente. Assim, a matriz A

fica expressa na forma

A — 8y 3.XTO* — PT*E*
Ao D) Sk(ﬁk @ - Pl )| (B.7)
A, —BrsppZ VFFT*H*

Perturbag¢ao na matriz 7
Suponha que k # 2 ou k # q,

N2:(0) = 11 + Yozia + -+ + V(2 + 0eS2k) + - - + Vp2igs
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e ¢(0) & tal que h(p:(d)) = 12 (d), para esse tipo de perturbacio d = (0,0,...,0)".

O logaritmo da fung¢do de verossimilhanca do modelo perturbado é

i 5) log (s (8))—log(D(64(8))) +[ats (5)— 1] og(ye) + [4(5)— 1] log (~ log (1) .

Assim, temos que

ol(B,y) ol(B,y) dpy O 1

5@ 5@ dT]gt 6& N thl(QS)’YkSZk’

(B.8)

em que S, ¢ o desvio padrao de z.
De (B.8)) segue que, para i = 1,2,...,p, temos

*5(B,y) _ @ {04(5,7)]: 0 [95(677)} dpe Ome _ o L1
06:08; oBi | 06 opi | 06 | dmy 0B; PR() g ()T

ou seja,

*ts(B,7) _ L1

P e T P (B.9)

Ainda, de (B.8)), segue que, para j =1,...,q com j # k, temos

o e e | [h«ZJM%'

Portanto,

8255 (67 ’7) _

36,00, — 52, VK2t V} - (B.10)

Quando j = k, temos que

= f e [} ] e

Simplificando a expressao acima, temos

5(8,7) _

1
36,05, —S2, [”}%(Ztk + 082, )Vi — et] . (B.11)

h'(¢1)

Avaliando as expressoes (B.9), (B.10) e (B.11) em &, = (0,0,...,0)T e 8 obtemos
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Ap = —Auso XTET*H* ¢ A, = —s, (&kZT\A/* —PFI*E*) em que F*, T* H* V* ¢ E*
estdo definidos em (4.13)), (4.14)), (4.15)), (4.16) e (4.18). Assim, a matriz A fica expressa

na forma

A —Apse, X TF*T*H*
A= 7= o PR (B.12)
A, —s (W2 TV~ PH*E?)

Matriz Z igual a matriz X

Neste caso,
me(0) = B1 + Patia + - - + Br(Tek + 6¢Sur) + -+ + Bpup,

Me(0) = 71 + Yoaa + -+ Y(@u + GeSan) + 00 + YTy,

onde 1(d) € tal que g[p(8)] = me(0) e ¢:(9) é tal que h[p:(6)] = 12 (9), para esse tipo de
perturbagao &y = (0,0,...,0)7.

O logaritmo da funcao de verossimilhanga do modelo perturbado é
Z 6) log(a(6))—log(I'(¢+(0))) +[c(0)—1]1og(ye) +[#+(0) —1]log (— log (1)) -

Assim, temos que

oU(B,v)  Ols(pt, @) dpe Ome . Ols(pe, dr) dde Ona e, w1 1
— + = —+ 2, T € 2k
28, Oue dmi 08 T 06 dny 08 MY Gy ke T eggy o
(B.13)
em que S, € s, sao os desvio padrao de zj, e 2, respectivamente.
De (B.13]), segue que para i =1,2,...,p com i # k
0*5(5,7) [ } . { 9" (11t) } 1
= x 7 + - 3 RN )
5(5@@ Bk’s ke Lti (iut yt) [gl(ﬂt)]Q /Bks kg/(/.l,t)xt
+cf Sy, Titi-
‘g <ut> e <¢t>'”“ L
Dessa forma, obtemos para i # k,
0*5(B,~ d [als(B,~ 1
sh | ) e o, R
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Parai=1,2,...,p com i = k, temos
0°(5(8,7) 11 1
Y = s, + 8t82,) — G5 Brsa + 6Say) + (U5 + YF)—— Say.-
a5taﬁk,‘ t g/(ﬂt) h'(gbt)yks k(xtk tS k) qt 5k8 k(xtk tS k) (ut Yt )gl(,ut)s k
(B.15)

Observe agora que para calcular as segundas derivadas com relagdo ao vetor v, também
teremos que considerar j = k e j # k. Assim, com base em (B.13|) para j =1,...,¢, com
Jj # k, temos que

8266(677) K 1 1 ‘ x |::|2 ' [_ hﬂ(¢t):| ; |
20,07 ) Wlgn) T g | e O | gz | gy e
L1
- T Jt

- R S h”(d)t):| |: 1 :|2 .
g (1) B () BrSu, Tt [ e + et 1 (ér) 77 (60) Vi Sz, Tty -

Dessa forma, temos

62&5(67 7)

1 1
36,07; '

————BrSap Ttj — ViV Sy Ttj- (B.16)

= G ey

Finalmente, quando j = k, temos que

6265(6)7) _ _f* 1 1
05:0v; g () B ()

1
h’(qﬁt)smk' (B.17)

ﬁkszvk (xtj + 5t838k) - V?Pyksﬂﬁk (xt] + 5t3413k) + et

Avaliando as expressoes (B.14)-(B.17) em &, = (0,0,...,0)" e § = (37,47)T, obtemos
Ag = —sg, [XT (BkQ* + F*TA*}AI*%) _ PT*E‘*] e A, =—s,, [XT (%\7* + F*T*H*ﬁk) _ Pﬁ*E*].
Logo,

(2] X7 (Bkéz* + FTH7k> _ pTé B
A, sy [XT (0% + BT A5, ) - PRPE*| [ ‘

em que P é uma matriz p x n de zeros exceto a k-ésima linha que é composta por uns e as
expressoes Q*, F*, T*, H* E* V* e E* estdo definidas em , (4.12), (4.13)), (4.14)), (4.15),

(4.17) e , respectivamente.

A K'-ésima coluna da matriz Z é igual a k-ésima coluna da matriz X

Aqui, estamos considerando a situacdo em que algumas covaridveis(nao todas) que
determinam a média também estao envolvidas na modelagem da precisao e pretendemos

perturbar tais covaridveis. Ou seja, consideramos que z;s = Ty, para algum par (k, k'),
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comk=2,....,pek' =2, ...,q. Neste caso,

nlt((;) =01+ Pozpo + -+ - + 5k(=77tk + 5t39ck:) I Bpxtp’

Suponha que se k' # 2 ou k' # ¢
M2t(0) = 71+ Yoze2 + -+ Ve (Ten + OiSak) + -+ + Vgigs

onde 1(8) ¢ tal que gli()] = me6) ¢ 6,(6) & tal que A[By(8)] = 7(6), para esse tipo de
perturbagao &y = (0,0,...,0)".

O logaritmo da fung¢ao de verossimilhanca do modelo perturbado é

Zi] 0) log((9)) ~1og(I'(¢:(0))) + [ () 1] log(ye) +[¢:(6) —1] log (— log (y1)) -

Assim, temos que

ol(B,y)  Ols(pe, 1) dpy Ome  Ols(ue, 1) ddy Onay | 1
= + = + Sz, + € Sz
a6y o dny 06 Oor dimag 80, TR Gy P T gy s,

(B.19)

em que s,, ¢ o desvio padrao de xy.
Note que a tnica diferenga entre as expressoes (B.13]) e (B.19) é que na primeira aparece
7k, € na segunda aparece ;. Ocorre o mesmo com a expressao de Ag em (B.26]) e a referén-

cia ao esquema de perturbagdo atual, em que Ag = —s,, [XT (BkQ* + F*T*FI*%,) - PT*S*].

Quanto as derivadas com relagao ao vetor v, temos que para j =1,...,q com j # k,
temos que
*t5(8,7) 1 1
— 2 = —ff ——— 2 PrSe, — Vi 2V S, - B.20
aétary] ft g,(,ut) h/(¢t) t]ﬁk k Vi t]f)/k k ( )

e quando j = k, temos que

6266(5 7) 1 ® 1
W =—f ,( )mﬁk%k (T4 + 0t82;,) — Vi (Ter + 6452, )Yk Sz, + €1 h,(¢t)siﬂk'

No entanto, considerando que x;, = 24, a expressao anterior pode ser escrita como

azgé(ﬂa’V) _ * 1 1

060y Tt g () W ()

BrSay, (Zeir + 0485,.) — Vi (2err + 048w, ) Vit Sy, + €1 (B.21)

b
W () ™"

Avaliando as expressoes (B.20) e (B.21) em &, = (0,0,...,0)T e = (57,477, obtemos
A= s |77 (36 + BoeoRy) — pioE]|
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Logo,

—so. | XT(BLO* + E*T*H*4;, ) — PT*E*
A<Aﬁ>{ k{ (kA g [ A:)/k) £ A}}’ (B'22)

A —83, | ZT (A V* + F*T*H*B;, ) — PH*E*
Y k v

em que P é uma matriz ¢ x n de zeros exceto a k-ésima linha que é composta por uns e
V* Q*, F*, T*, H* £*, E* estdo definidos em (4.16)), (4.12)), (4.13)), (4.14)), (4.15), (4.17)

e (4.18)) respectivamente.

A K'-ésima coluna da matriz Z é uma funcido da k-ésima coluna da matriz X

i e ide ' ao e € Zyy = th = 4,...,p ¢
Aqui estamos considerando a situagao em que z Gz com k 2

Y Y 7
K =2,...,q,em que G é uma funcao continua e diferenciavel; se G é ua funcao identidade,

temos a situacao tratada na secao anterior. Aqui,
me(0) = B1 + Patia + -+ - + Br(Tek + 6¢Sur) + -+ + Bpup.
Seja k' # 2 e k' # q. Temos que
Not(0) =y + Yoz + - - + WG (T + 0eSak) + -+ + Vo2tqs
onde 14(0) é tal que g (6)] = m1(9) e ¢:(d) é tal que h[p:(d)] = 1 (d), para esse tipo de

perturbagao &y = (0,0,...,0)7.

O logaritmo da fung¢do de verossimilhanca do modelo perturbado é

Zn] 6) log((9)) ~1og(I'(¢:(0))) + [ () 1] log (ye) +[¢(6) —1] log (— log (u1)) -

Assim, temos que

ol(B,) _ Ols (e, or) dpe Oy Ols(pue, dr) dope Omoy
55,5 8ut d771t 55,5 aqbt d772t 86t

1 1
= (Ui +y Bz, + et~ G (e + OtSak)Say»
U U gy P ) S
em que s € o desvio padrao de z;. Com base na expressao acima, chegamos a
Ag = —54, [XT (BkQ* + F*T*FI*G%,) - PT*E*], em que G = diag [G'(z1x), - . ., G (#n1:)] com

g/(xtk) = dg(xtk)/d%k-

Quanto as derivadas com relagao ao vetor v, temos que para j = 1,...,q com j # k,
temos que
0%s(5, 1
M —f ( )mztjﬁksxk — Vi 2 G (T + 04Suk) Suy (B.23)
J
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e, quando j = k, temos que

6266(ﬁ77) 1 1 !
65t0’yj = _ft* g/(/-//t) h,(¢t)ﬁksmkg(xtk + 5t5:6k) - V?g(‘rtk + 5t3mk)’yk’g (xtk + 5t313k)sibk
1 ’
+ €tmg (Ter + 0¢Sa,) S0y - (B.24)

Avaliando as expressoes e em dy = (0,0,...,0)T e 6 = (BATﬂT)T. Consi-
derando que G(zy, + 6154,) = G(a) = 2, Obtemos A, = —s,, [ZT (%GV* + F*T*ﬁ[*ﬁk)
—Pﬁ*E*G'].

Logo,

A, —Say [ZT (%G'\?* + FTH6k> — PH*E*G

T ( Y > ) { o [XT (B’“Q* +F*T*ﬁ*é%') - PT*c‘f*]
_ _ 1

em que P é uma matriz ¢ x n de zeros exceto a k-ésima linha que é composta por uns e
V* QF, F*, T* H* £* E* estao definidos em (4.16)), (4.12)), (4.13]), (4.14), (4.15), (4.17)

e (4.18)), respectivamente.

Perturbacao conjunta de covariaveis

Neste caso,
Mme(0) = Bi + Bowiz + - + Be(@e + 6tSur) + -+ + Bpp,

N2t(0) = Y1+ Yozez + -+ V(2w + 0:52,.) + - F Vo2ug,

onde 1,(9) é tal que g[u(8)] = me(0) e ¢4(9) é tal que h[py(d)] = 12 (J), para esse tipo de
perturbagao &y = (0,0,...,0)".

O logaritmo da fung¢do de verossimilhanca do modelo perturbado é

Cs(p, @) = iaﬁt@) log(e(0)) ~log(I'(6:(0))) + [ () 1] log(y:) +[¢:(6) —1] log (- log (y1)) -

Assim, temos que

ol(B,7) Ols(pue, b)) dpe Oy Ols(pe, o) dpy Omoy ® % 1 1
= + = + ——— PkSz;, T €757 VkSzys
00y O dmy 06 Opy  dnoy 00y (v yt)gl(ﬂt)ﬂk g th'(¢t)% g
(B.25)

em que sy, € S, sao os desvios padrdes de zj e 2, respectivamente.
A matriz A ¢é semelhante a matriz encontrada na Se¢ao , onde a matriz Az encontrada
da Secdo ¢ idéntica, enquando que na matriz A, ¢é suficiente trocarmos s,,, X' e P por

S.., Z e P,, respectivamente. Dai obtemos a seguinte expressao para a matriz A:
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A — Sz
A= P )= ¢
A’Y —Sz,

em que P, é P, sao matrizes p x n e ¢ x n, respectivamente, de zeros exceto a k-ésima

XT (3@ + BT [74) — PaTéx 5.26)
Z7 (V4 BT By) - Rt B | [ ’

linha que é composta por uns e as expressoes Q*, F*, T* H* &* V* e E* estao definidas
respectivamente em (4.12)), (4.13)), (4.14), (4.15)), (4.17), (4.16]) e (4.18)).
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APENDICE C - PROPRIEDADE

Neste apéndice provaremos uma propriedade importante descoberta nesta tese para a
distribuicao gama unitaria.
Propriedade 1. Se X ~ ug entio (1 — X) ~ ug.

Demonstragdo. Se X ~ ug entio Fx(x) = {*_ug(s,o, ¢)ds = { ug(s, o, ¢) ds.

Entao, a fungio acumulada de X é dada por

0, se x <0
Fx(z) =3 {jug(s,a,¢)ds, se xe[0,1)
1, se rz=>=1

Logo, a funcao de densidade é

0, se  caso contrdrio

fx(@) = { ug(z, o, @) se x € (0,1)

Observe que

Fi_x(z)=P(1-X < z)

—P(X >1-2)
1—2
= 1—J ug(s, o, @) ds

Dai, concluimos a funcao acumulada de 1 — X é

0, se l—z>1
Fi_x(x)y=+4 1- S(l]fx ug(s,a,¢)ds, se 1—xzel0,1)
1, se 1—-2<0
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Entao, a sua funcao de densidade €

0, se  caso contrdrio

fle(x) = { ug(l—w,@7¢) se l1—-z¢€ [O? 1]

De onde seque que 1 — X ~ ug.
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