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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é gerar uma fonte acessivel de informacgdes e ferramen-
tas para dar suporte a elaboracdo de modelos envolvendo difusdo em espacos Riemannianos.
Trataremos difusdo sob a perspectiva de um processo de Markov. Estes envolvem coeficientes
de drift e de difusdo, e uma fun¢do de densidade de probabilidade f(s,x,,y) chamada de funcéo
de transi¢do do processo de Markov, que fornece a probabilidade de encontrar uma particula no
ponto y em um tempo ¢, dada a posi¢do x em um tempo s < . Numa abordagem local de uma
geometria diferencial Riemanniana, tratamos tépicos como: gradiente, divergente, laplaciano,
simbolos de Levi-Civita, derivada covariante, geodésicas e transporte paralelo. Discutimos en-
tao a existéncia de uma geometria associada a difusdo, cuja métrica € dada pelo coeficiente de
difusdo do processo de Markov. Apresentamos ainda conceitos que sio caracteristicos de um
espaco Riemanniano, tais como conexdo e curvatura, além de resultados de aproximacdo da
funcdo de transicdo de um processo de difusdao que satisfaz condi¢des especificas, utilizando
como ferramenta o desvio geodésico relacionado a trajetéria mais curta que une os pontos x €

y. Ao final, sdo apresentadas informagdes sobre difusdo em espagos de curvatura constante.

Palavras-chaves: Difusdo. Drift. Processos de Markov. Geometria Diferencial.



ABSTRACT

The main objective of this work is to offer an accessible source of information and tools
to support the construction models of diffusion in Riemannian spaces. We shall treat diffusion
under the perspective of Markov processes. These involve drift and diffusion coefficients, and
a probability density function f(s,x,7,y) called the Markov process transition function, which
gives the probability of finding a particle at a point y in a time ¢, given the position x in a time
s < t. In alocal approach of a Riemannian differential geometry, we address topics such as: gra-
dient, divergent, Laplacian, Levi-Civita symbols, covariant derivative, geodesics and parallel
transport. We discuss the existence of a geometry associated with the diffusion process, whose
metric is given by the diffusion coefficient of the Markov process. We also present characteristic
concepts of a Riemannian space, such as connection and curvature, as well results on approxi-
mations of the transition function of a diffusion process that satisfies specific conditions, using
as a tool the geodetic deviation related the trajectory more short that joins the points x and y. In

the end, we present information about diffusion in spaces of constant curvature.

Keywords: Diffusion. Drift. Markov Process. Differential Geometry.
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1 INTRODUCAO

A matematica € de fato uma ci€ncia que ocupa lugar cativo no mundo contemporaneo, pois
ela permite estabelecer relagdes diretas com outras dreas do conhecimento, como por exemplo,
fisica, quimica, engenharia, biologia, entre outras.

De acordo com (CRANK, 1975, p. 1, tradugado noss, “Difusdo € o processo pelo qual a
matéria € transportada de uma parte de um sistema para outra como resultado de movimentos
moleculares aleatérios.”. Dessa forma, um processo difusivo influencia na organizacao espacial

de substancias ou espécies.

Em termos fisicos, sdo problemas que envolvem movimento ou transporte de
particulas (fons, moléculas, etc) de dreas de maior concentracao para dreas de
menor concentragdo. Exemplos simples sdo a propagacdo de uma gota de tinta
na agua e o derretimento de um cubo de gelo. (HOLMES, 2007, p. 83, traducdo
nosszﬂ).

A difusdo em espagos Riemannianos ainda é uma drea ativa de pesquisa em matematica
pura e em aplicagdes em que a matemdtica usa geometria e topologia, bem como a probabi-
lidade. Os processos de difusdo proporcionam uma estrutura matematica bastante satisfatoria.
Muitos trabalhos tratam este tema sob uma perspectiva do cdlculo estocdstico, aqui, vamos in-
serir uma abordagem geométrica aos processos difusivos, no sentido que serd possivel descobrir
se alguns elementos presentes em um processo de difusio sdo ou nao objetos geometricamente
invariantes.

Nosso principal objetivo € gerar uma fonte acessivel de informacdes e ferramentas para
facilitar a elaboracdo de modelos envolvendo difusdo em espacos Riemannianos. Os materiais
utilizados variam entre livros e artigos cientificos. Ao longo deste trabalho, vamos apresentar
toda teoria sobre geometria Riemanniana que fora necessdria para o nosso contexto, trataremos
estes espagos a partir de uma abordagem diferencial de um determinado sistema de coordenadas
locais.

@) consiste em fundamentar as no¢des mateméticas de um processo de difusdo
denominado de Processo de Markov, trabalhado sob a perspectiva de (KOLMOGOROYV, 1931).
Trataremos sobre os coeficientes de drift ' e de difusdo ¢/ que se constituem como pecas
fundamentais para este processo e sobre a fungio de transicdo f(s,x,t,y) de um processo de
Markov, que nos oferece a probabilidade de que uma particula que partiu do ponto x no mo-
mento s, esteja no ponto y em um tempo ¢ > s. Iremos apresentar o Processo WFK, um estudo
que trata sobre o desenvolvimento da teoria da difusdo em genética de populagdes. Traremos

ainda, alguns conceitos de calculo tensorial como mudanga de coordenadas e transformacao de

' “DIFFUSION is the process by which matter is transported from one part of a system to another as a result of

random molecular motions.”

“In physical terms these are problems that involve motion or transport of particles (ions, molecules, etc.) from
areas of higher concentration to areas of lower concentration. Simple examples are the spread of a drop of ink
dropped into water and the melting of an ice cube.”
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vetores e tensores a partir destas mudancas, a fim de caracterizar o comportamento dos coefici-
entes de drift e de difusdo diante das mesmas.

No [Capitulo 3| traremos alguns conceitos de cdlculo tensorial como mudanca de coorde-
nadas e transformacao de vetores e tensores a partir destas mudangas, a fim de caracterizar o
comportamento dos coeficientes de drift e de difusdo diante das mesmas, discutiremos sobre a
existéncia de uma geometria associada a difusio cuja métrica é dada a partir do coeficiente de
difusdo a'/ do processo de Markov, introduziremos neste espaco uma férmula de distincia esto-
céstica, o que caracteriza a geometria Riemanniana de difusdo como um espago métrico. Trata-
remos ainda o desenvolvimento de alguns conceitos relacionados a uma geometria de Riemann,
topicos como gradiente, divergente, Laplaciano e simbolos de Levi-Civita sdo apresentados
numa abordagem diferencial local de uma variedade munida de uma métrica Riemanniana g;;,
a fim de finalizar o capitulo apresentando a forma invariante da equacdo backward de Kolmo-
gorov, que recebe este nome pois explicita invariantes geométricos presentes em um processo
de difusao.

O aborda conceitos que sdo caracteristicos de um espaco Riemanniano, tais
como, geodésicas, transporte paralelo, conexao e curvatura. Apresentaremos a constru¢ao do
tensor de curvatura de Riemann, o qual é fundamental no contexto de uma geometria Rieman-
niana, além de algumas propriedades relacionadas ao mesmo. Abordamos o conceito de espagos
de curvatura constante, usaremos vdrias informacodes apresentadas durante a se¢do para realizar
a construcdo da pseudoesfera, um espaco de curvatura constante negativa. Traremos resulta-
dos de aproximag@o da fung@o de transicdo f(z,x1,x;) de um processo de difusdo que atende
a condicdes especificas em uma geometria Riemanniana, utilizando como ferramenta o desvio
geodésico relacionado a %,,,,, a trajetdria mais curta que une 0s pontos xj € xp, analisaremos

ainda tais informagdes sob o contexto de alguns espagcos que tem curvatura constante.
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2 PROCESSOS DE DIFUSAO

Neste capitulo, iremos discutir um pouco sobre um processo de difusio relacionado ao mo-
vimento aleatdério de uma particula em R”. Apresentaremos alguns conceitos que dao alicerce
a toda uma discussao que serd feita sobre difusdo em um espaco Riemanniano. Ao término da

se¢do, traremos um tipo de processo de difusdo em R que se aplica a genética de populacdes.

2.1 PROCESSO DE MARKQOV

Em probabilidade, dizemos que uma variavel aleatdria € continua se toma um nimero nao-
enumeravel de valores em algum conjunto Q. Se X € uma varidvel aleatéria continua, a pro-
babilidade de X tomar exatamente um determinado valor € zero. Todavia, podemos falar na
probabilidade de X estar entre valores de um determinado subconjunto A C Q.

Sendo assim, podemos definir a existéncia de uma fun¢do nio negativa f tal que

/Qf(x)dx: 1, (2.1)

onde (2.1)) nos indica um evento certo de que a varidvel esteja em algum lugar do espago amos-

tral. Definimos entdo a probabilidade de X estar dentro de um subconjunto £ C Q da forma

P(X €E)= / Fx)dx, (2.2)
E
onde f(x) é chamada de funciio de densidade de probabilidade.

Suponha entdo que uma “particula” em R” esteja se movendo aleatoriamente. Além disso,
suponha que a probabilidade P(s,x,t,E) de encontrar tal particula em um conjunto (digamos,
aberto) arbitrario £ C R em um instante ¢ também arbitrario, € unicamente definida se a posicao
x = (x1,...,X,) é dada no instante s < ¢t. Tal movimento é chamado um processo de Markov.
A completa caracterizacdo deste movimento aleatdrio é dada pela fun¢do densidade de proba-
bilidade f(s,x,t,E) correspondente a P(s,x,t,E), que neste caso, serd chamada de funcio de

transicao do processo de Markov, e que obedece

P(s,x,1,E) = / Fls,x,1,y)dy, 2.3)
ECRn
com
f(s,x,2,y) >0 e / f(s,x,t,y)dy =1, (2.4)
Rn

sendo valida a igualdade de Markov
fsxay) = [ o) (zzny)dz 2.5)

Isto quer dizer que podemos considerar que a probabilidade de ir de um estado (s,x) para

um estado (¢,y) pode ser encontrada por meio das probabilidades de ir de (s,x) a um estado
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intermedidrio (7,z) e de ir do estado (7,z) para o estado final (z,y) e isto € feito considerando
todos os estados intermedidrios possiveis.
Vamos considerar que seja vélida a condi¢do de continuidade forte para o processo de

Markov, ou seja,

AlsigloAis /|x_y|>rf(s —As,x,s,y)dy =0, ¥Yr>0. (2.6)

Note que a integral de representa a probabilidade de encontrar a particula fora da
bola de centro x e raio r num tempo s, dado que no tempo s — As, a particula se encontra na
posicdo x. Usando a definigdo de limite, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se As < § entdo,
P(s—As,x,s,B(x,r)¢) < €As. Dai, concluimos que a probabilidade de que a particula fuja de um
determinado raio de convergéncia em um pequeno intervalo de tempo € pequena. Isso equivale
a dizer que a probabilidade da posic@o y se distanciar de x por um valor maior que € é uma
fun¢do ordem de As, ou seja, tal probabilidade vai pra zero mais rdpido que o incremento de
tempo. Esta propriedade também pode ser chamada de continuidade do caminho da particula.

Também serdo consideradas as seguintes condi¢des:

1. As fungdes

Af(s,x,t,y) df(s,x,t,y)  If(s,x,t,y)

: e 2.7
ds ’ dx © T Oxioxn @.7)
existem e sdo continuas para todo i,j € {1,...,n}, para todo x,y € R" e para todo s,7 €
RT, s <t.
2. Paratodo i,j € {1,...,n} existem os seguintes limites
: 1 o
1 _ s _ [ 2N _
bi(s,x) = lim = /R O =X (s = As,x, 5,y)dy, (2.8)
ij -1 i iN(w
a’(s,x) = lim —/ (V' =x") (! = X)) f(s — As,x,s,y)dy. (2.9)
As—0 As JRn

3. a"/(s,x) é uma matriz definida positiva para cada (s, x).

Os valores b'(s,x) e a'/(s,x) sdo chamados respectivamente de coeficiente de drift e coefi-

ciente de difus@o do processo de Markov. O b é por vezes chamado de campo de drift.

Observacio 2.1 A matriz (a”(s,x)) é simétrica para cada (s,x) por . Se esta matriz é
independente de s, entdo a matriz inversa a;j, define um funcional de comprimento de arco em
R", dado por

ds* = a;;(x)dx'dx’ .
Por exemplo, se a'/ = 8", entdo ds* = (dx')? +--- + (dx")%, que é o comprimento de arco

Euclidiano em R".

Definicao 2.1 O processo de Markov serd dito homogéneo no tempo se a fungdo de transicdo

f(s,x,1,y) € estaciondria, ou seja, se s < t, entdo

f(s,x,t,y) = f(s+T,x,t4+1,y).
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Observacao 2.2 Ao longo do texto, sempre estaremos lidando com processos homogéneos no

tempo.

Observacao 2.3 Vale destacar que neste trabalho, apresentamos uma descrigcdo informal do
processo Markoviano. Para intuito de exemplo, a probabilidade discutida anteriormente ndo
pode ser definida para qualquer E, hd algumas questoes de mensurabilidade sobre o conjunto
que podem ser discutidas. Uma referéncia que pode ajudar o leitor a buscar algo mais deta-
lhado é (HORSTHEMKE, LEFEVER, 1984).

(KOLMOGOROV, 1931, p. 458) conclui que sob as condigdes 1 e 2 acima, f (s, x,#,y) como
funcdo de s e x satisfaz a equacao backward de Kolmogorov,

azf
iZb + Z X) 5 (2.10)

Este € um resultado de Andrei Kolmogorov (Figura IJ), uma generalizagdo para o caso em
que x,y € R, apresentada no trabalho Uber die analytischen Methoden in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung que data do ano de 1931 e cuja versdo traduzida para o inglés e intitulada On
analytic methods in the theory of probability pode ser encontrada em (KOLMOGOROYV, 1992,
p- 62-108). Neste trabalho, para processos de Markov de tempo continuo, sdo apresentadas a
first fundamental differential equation e a second fundamental differential equation. Segundo
(AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY, 2000, p. 25) as equacdes sdo denominadas de

backward differential equation e forward differential equation, e dadas respectivamente por

—= X = B(s,x) = X +—1A2 X i X 2.11
9sf<s7 ;t7y) (S, )9 f(S, at7y) (S )9 zf(s7 at7y); ( . )
€
= X, =——|B(¢ X,t —|——1—2 A% (1 X, 2.12
Qtf(S7 ’ ay) ay[ ( 7y>f<sa ) 7)’)] 2 9y2[ ( 7y)f(S7 ) 7)’)], ( . )

onde A e B sdo respectivamente os coeficientes de difusdo e drift.
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Figura 1 — Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) - Matemético Russo.

Fonte: Site Pinterest (2020).

Uma curiosidade € que segundo (DYNKIN, 1989, p. 823), a equacdo forward apareceu an-
teriormente em trabalhos de Adriaan Fokker (Figura 2)) e de Max Planck (Figura 3)), respectiva-
mente nos anos de 1914 e 1917. Em 1931, tais trabalhos ndo eram familiares para Kolmogorov,
porém, um tempo depois, o russo chamou (2.12) de equacio de Fokker-Planck. A equagio

backward (2.11)) ndo havia aparecido anteriormente, nem mesmo na literatura da fisica.

Figura 2 — Adriaan Daniel Fokker (1887-1972) - Fisico Indonésio.

Fonte: Site Huygens-Fokker Foundation (2020).
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Figura 3 — Max Karl Ernst Ludwing Planck (1858-1947) - Fisico Alemao - Nobel de Fisica em 1918.

Fonte: Site Info Escola (2020).

As equagdes se diferenciam por estes nomes pelo fato de que a palavra backward indica o

termo para trds e quer dizer que as derivadas sdo calculadas nas varidveis (s,x), o primeiro es-

tado do processo, enquanto que forward indica o termo para frente e quer dizer que as derivadas

sdo calculadas nas varidveis (,y), o segundo estado do processo.

Exemplo 2.1 Se nas equacées e temos B(s,x) = B(t,y) =0e A(s,x)

a fungdo de distribui¢do

1 (y—x)?
f(s,x,t,y) = mexp {_Z(t—s)}’ t>s,

é solucdo das equagoes
2

0 1
_8Sf(s X,t,y) 28 zf(s,x,t,y),

d 1 97
5, (s x1.y) = 282f@JJJ)

Soluc¢ao. Com efeito, calculando as derivadas separadamente, temos

a1\ [
5_8S< 27r(t—s)> p{ 2(f—3)]

T o[ (5 )

|

(¢]
>
o
|—|
/QQ
~

|

QH
~ N
—_
/_\

1 b2 )
22Vt —5)7  2V2VA(t—s)})

=A(t,y)=1,

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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- ()
—X —x)? —x)*
mexp EElie=) o

Multiplicando a expressao (2.16

por —1, e a expressdo (2.17
backward (2.14). Além disso, temos

por = temos a equacio

e L
ot d1\ \/2m(i—s) p 20 —s)
! (y_x)Z 0 (y—x)z
BN {_ 2(t—s)] o1 (_ Z(I—S)) (2.18)

:exp[_(y—xz} O-x?> 1
20t=s5) | \2v2ym(t—s)? 2vV2ym(t—s)i)’

%: 2n1r—s>exp[_(2y< )i] 2< 20t - )j)
- o) (0

Ry

Pr_o( _xy ) [_M}
dy* 9y \V2y/m(t —s)? 2(t—s)

e )

:exp{_@ w( b-x? 1 )
2e=59) I \V2ya(t—s)}  Vaya(i—s)

(2.19)

(T[98}
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1
Multiplicando (2.19) por 3 e comparando com (2.18)), temos a equagdo forward de (2.15).

Observacao 2.4 Ademais, pode-se observar que no Exemplo a funcdo f(s,x,t,y) é a den-

sidade de uma varidvel aleatoria com distribuicdo Normal com média y — x e varidncia t — s.

De acordo com (HORSTHEMKE, LEFEVER, 1984, p. 67), a fungdo f(s,x,z,y) assume o

carater de uma func¢do de distribui¢do delta de Dirac, no momento em que s — ¢, ou seja,
lim f(s,x,2,y) = 8(x—y). (2.20)
s—t

Devemos assumir este comportamento para a nossa situagao. Neste sentido, considere que

parar > 0e ||x—y|| < r, afungdo de transi¢do f(s,x,7,y) satisfaz

lim lim f(s,x,t,y)G(y) dy = G(x), (2.21)

r=0J]lx—yl|<r st

onde G € uma fungdo continua e limitada. Isto € feito aplicando o Teorema do Valor Médio para

Integrais para a funcdo G.

Proposicdo 2.1 f(s,x,t,y) € solucdo fundamental da equagdo . Isto significa que qual-
quer solugdo u(s,x) de (2.10) é da forma

u(s. )= [ flsx3)G0) do. (2.22)
sendo vdlida a condig¢do inicial (pré-atribuida)
£1_r>rt1u(s,x) = G(x). (2.23)

Demonstracao. Diferenciando a equagao (2.22)) com respeito a s e x,

_w — /n _WG@) dy, (2.24)
Y b(s.) a”;f;-x) =Y [ pen OG0 4y (225)
i=1 i=1
1 & 82f (s8,x,1,y)
_ Ly — )
5 i,jz—la (s, ) 8x‘ axf Z / L@ (s,0) =5 557=G(y) dy. (2.26)
Agora, somando (2.25)) e (2.26), usando @) e a equacdo (2.24)), obtemos
; du(s,x) 1 & d%u(s,x)
lz{b (S’x)—8xi + EWZI a (s’x)—axiaxj
_ - i af(srxvt?y) l ‘ ij 82f(svxat7y) (227)
- /. [gb g e ) " g | OO
[ ety duls

R~ a S
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Portanto, u(s,x) como definida, realmente satisfaz (2.10). Vamos agora provar a condi¢éo
inicial (2.23)). Para isto, particionaremos a integral do lado direito da igualdade (2.22), em duas
regides, ||x —y|| < re ||x—y|| > r, com r fixo. Ou seja,

limu(s,x) = lim f(s,x,1,y)G(y) dy+lim fls,x,t,9)G(y) dy.  (2.28)

s S= =yl zr S le—yll<r

Na regido ||x —y|| > r, temos

li —A -0
A;gof(s $,%,8,y) =0,

pois, caso contrdrio, o limite aqui seria positivo, o que nos levaria a uma contradi¢do com a
continuidade do caminho do processo. Dessa forma, usando que o processo é homogéneo no

tempo e a substituicdo t — s = As,

lim s,x,t,y)G(y) d :/ G(y)lim f(s,x,t,y) d
lim ) o, TEtCO dy= | CO)lmf(sx0,) dy
= G(y)lim f(s — As,x,t — As,y) dy (2.29)
[lx—zl|=r st
= G(y) lim f(s—As,x,s,y) dy=0.
|lx—z|[>r As—0
Sendo assim,
limu(s,x) = lim 5,x,t,y)G(y) dy. 2.30
limu(s, x) = lim Hx—zH<rf( Y)G(y) dy (2.30)

Agora, tomando o limite quando r — 0 em (2.30) e usando (2.21J),

limu(s,x) = limlim \|H\|<rf (5,x,2,y)G(y) dy = G(x), (2.31)
0 que prova o resultado. |

2.1.1 Processo WFK

O Processo WFK refere-se aos geneticistas Sewall Wright (Figura 4)), Ronald Fisher (Fi-
gura ) e Motoo Kimura (Figura 6)), ele trata do desenvolvimento da teoria da difusdo em gené-

tica de populagdes. Neste caso, a equagdo de Kolmogorov em genética € dada por

df x(1—x)d*f
ds 2 ox¥’
com x € (0, 1), uma vez que (KIMURA, 1964, p. 192) apresenta A(x) = x(1 —x). Esta equagdo é

(2.32)

chamada de frequéncia de 2-aletas. A funcdo f(s,x,7,y), neste caso, é chamada de densidade
de transicao da difusao de Markov. Note também que neste momento da abordagem, temos
coeficiente de drift B(x) = 0.
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Figura 4 — Sewall Green Wright (1889-1988) - Geneticista Estadunidense.

Fonte: Site Genetics (2020).

Figura 5 — Ronald Aylmen Fisher (1980-1962) - Geneticista e Estatistico Britanico.

Fonte: Site The Famous People (2020).
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Figura 6 — Motoo Kimura (1924-1994) - Geneticista Japonés.

Fonte: Site Quanta Magazine (2020).

Fisher entdo, teve a ideia de transformar o processo e introduzir a frequéncia angular de
Fisher, dada por z = arccos(1 — 2x). A partir disto, podemos reescrever a frequéncia de 2-aletas

(2.32) em termos da varidvel z. Vamos verificar isto em mais detalhes. Pela regra da cadeia,

df dfdz 1 df
ox  dzdx dx/dz 9z

em que,
1 —cosz dx sinz
x= —.
2 dz 2
Assim,
af 2 af
dx sinz dz’
A partir daf,

% _ 0 (2 0f\_dzd (2 9f\_ 2 9 (2 9f
dx2  9dx \sinzdz ) dxdz \sinzdz ) sinzdz \sinz dz

2.33
2 ( 2 af 2 82f> 4cotz8f+ 4 9*f (2-33)
=— |- cosz—— —5 =55
sinz \| sin’z 9z Tsinz 022 sin?z dz  sin’z 9z°
Além disso,
x(1-x) 1 (1-cosz\ (1+cosz) 1—cos’z _ sinzz' (2.34)
2 2 2 2 8 8

De (2.33)) e (2.34), temos entdo,
x(l—x)azf_sinzz<_4cotz8f+ 4 8_2f>__1 af 192%f

2 ox2 8 sin?z dz sin?z 07> 2 2z 292

Bz 2 072"
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Portanto, substituindo em (2.32)), obtemos a equacdo

RIETIY
ds 207 ZCOZ&z7

que é conhecida como difusao de 2-aletas em termos da frequéncia angular de Fisher.

(2.35)

Note que a partir da introducao da frequéncia angular de Fisher, obtemos novos coeficientes

de difusdo e drift, respectivamente, A(z) = 1 e B(z) = —Ecotz. Perceba também que o coefi-
ciente de drift sofre uma dréstica altera¢do durante a transformacao do processo. Discussoes

sobre este acontecimento serdo feitas no préximo capitulo.
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3 A GEOMETRIA DOS PROCESSOS DIFUSIVOS

Este capitulo € destinado a apresentar a natureza geométrica que estad presente nos processos
que estdao sendo abordados neste trabalho. Vamos investigar a existéncia de uma geometria de
difusdo, introduzir alguns conceitos de geometria Riemanniana, abordar a aleatoriedade dos

processos difusivos, além de explicitar invariantes geométricos dos mesmos.

3.1 TRANSFORMACAO DOS COEFICIENTES DE DRIFT E DE DIFUSAO

Nesta secdo, vamos apresentar alguns conceitos relacionados ao cdlculo tensorial. E im-
portante destacar que a partir deste momento, ao longo do texto, usaremos constantemente a
notacdo de Einstein. Lembrando que, se um indice for repetido em um termo, tanto subscrito
como sobrescrito, ali estard implicito um somatorio em relacdo a esse indice. Uma referéncia
principal para esta secdo ¢ (LAUGWITZ, 1965). Toda a discussdo feita, culmina nas leis de
transformacao dos coeficientes de drift e difusdo apresentados anteriormente.

Em célculo tensorial, dado V um espaco vetorial real, seus elementos sdo chamados de
vetores contravariantes e os elementos do espago vetorial dual V* sdo chamados de vetores
covariantes. No que se trata de notacdo, as componentes dos vetores contravariantes carregam
indices sobrescritos e as componentes dos vetores covariantes carregam indices subescritos. Em
relagcdo aos vetores da base, os elementos de V' carregam indices subescritos e os elementos de
V* carregam indices sobescritos.

Considere um vetor u € V tal que u = x'u;, este vetor contravariante se transforma medi-
ante uma mudanca de base, da forma

= akx

No caso de f € V* tal que f =y; £/, a transformacio por mudanca de base deste vetor

covariante, ¢ dada por
o !

Definicdo 3.1 Considere C : V xV — R uma forma bilinear e u,v € V tais que u = x'u; e
V= ijj. Neste caso
C(u,v) = C(xiui,ijj) = xiijij,

onde C;j = C(u;,v;). Fazendo uma mudanga de base do tipo i = aiu; e ¥; = ajv;, segue que
A (i 5 — ] oy —
Ckl = C(uk,vl) = C(a}cui,al Vj) = a}calB,-j.

Esta forma bilinear é chamada de tensor covariante de ordem 2 ou de posto 2.

Exemplo 3.1 Considere L:V — R e M :V — R funcionais lineares. O produto C: V xV — R

dado por C(u,v) = L(u)M(v) € um tensor covariante de ordem 2.
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Definicdo 3.2 Considere C: V x V* — R uma forma bilinear, u €V e f € V* tais que u = x'u;
ef= yjfj. Neste caso
Clu,f) = C(xiui,yjfj) = xiiji],
onde Cl.j = C(u;, 7). Fazendo uma mudanga de base do tipo iy, = af(u,' e fl = b_l]. £/, segue que
Ci = Clity, ') = C(aju;, b f7) = ai b

Esta forma bilinear é chamada de tensor misto de ordem 2, ou mesmo, de ordem (1,1).

Definicao 3.3 Considere C: V* x V* — R uma forma bilinear, u € V e f € V* tais que g = x;g'
ef= yjfj. Neste caso
C(gaf) = C<xigl>yjfj) = xiijlJ7
ij _ i £ sk pkoi o, Fl gl )
onde C"V = C(g', f/). Fazendo uma mudanga de base do tipo §* =b;g' e f* = bjf/, segue que
~kl ~k 7l k i 1l pj kyl ~ij
CH = (g, ') = C(bkg! bl f7) = bvlC.
Esta forma bilinear é chamada de tensor contravariante de ordem 2 ou de posto 2.
Um dos principios basicos do célculo tensorial é que ndo fiquemos restritos a um tinico

sistema de coordenadas, a fim de desenvolvermos relacdes que sejam vdlidas em qualquer sis-

tema. Sendo assim, se estamos trabalhando em um sistema n-dimensional que tem coordena-

das (x',---,x"), podemos pensar em trabalhar com um sistema que tem novas coordenadas
(%',---,#"). Para isto, devemos considerar fun¢des continuas e diferencidveis g’ de forma que
i ig.l ny s
=g, X", i=1,--n, (3.1)

& :
—— | tenha determi-
dxJ
nante diferente de zero. Esta condi¢@o permite inverter (3.1]), de forma a obter

seja uma transformacao nao-singular, no sentido que a matriz jacobiana

X =hE 7, i=1,- 0. (3.2)

E importante destacar que sob uma mudanca de coordenadas deste tipo, a partir das defini-
¢des que ja foram dadas, um conjunto de n” grandezas, D'/ e D; j sdo respectivamente, tensores
contravariante € um covariante se, € somente se, transformam-se respectivamente, da forma

< Jzj k 3,1
~l.j_8x oxl 4 D”_ax 8xD 33
= S%ad ij = 35 3= Pk (3.3)
dxk dx dx 0%

De modo andlogo, um conjunto de n grandezas D' e D; s@o respectivamente, vetores contra-

variante e covariante se, e somente se, transformam-se sob mudanga de coordenadas, da forma
L OF ~ Xt

k
Di=gal e bi=53

Dy.
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Até agora, foram apresentadas discussoes sobre tensores de ordem 2, de trés tipos, covari-

ante, misto e contravariante. Vale destacar que isto pode ser generalizado de forma a conside-

rarmos, por exemplo, um tensor Dgl'ff.'cﬁ,’ de ordem (r,s), ou seja, contravariante de ordem r e

covariante de ordem s.

Com posse de ferramentas suficientes, chegamos a principal discussdo desta se¢do. Con-

sidere uma mudanga de coordenadas do tipo (3.1). Vamos reescrever os termos b"(x)ﬁ e
X
) |
%aij (x )aal 8f 5 da equagdo de Kolmogorov (2.10). Usando a regra da cadeia,
A _ o | P ¥R 2 oy ¥
oxi R ox) - Oxidxl  0xi o) ORI | IR dxidn)
Dessa forma,
1,.].() ’*f 1 ()a Logk 2%f 1 ()8]‘ 92
24 Y Oxign 2a oxi dx/ OF O~ a Yo% axigx’
) d df 9xk
f i\ 0f 0%
P50 =055 50
Somando as duas equagdes,
1 .. . 9*f of
) i) =L
290 5 TP 5
B ()axl8xk 0’ f ()8f 927 i )ﬁﬁ
- “ Jx' 9x) OOk “ O Oxi o) I ot
Como os indices i, j, k,, variam em {1, -- ,n}, podemos fazer uma troca de indices, e assim,
1. . 9%f of
—aY(x)———
2¢ (x) dxidxi T )8x’
V(2808 P (1 PR 08 of
=2 (“ Mo an ) azom T\ 2% Waaa PP W5z ) o
1~, 02 - 0
= a0 i m L,
onde S 95
3 (7) = g (x) 25 X
a’(x) =d"(x) 5 3] (3.4)
) d°% d
sy Loy x i
b'(%) = 5a (x) NN + bk (x )axk. (3.5)
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Note que de acordo com (3.4)), o coeficiente de difusdo @’/ é um tensor contravariante de

ordem 2. Dessa forma, o seu inverso a;; (x) é um tensor covariante de ordem 2, pois, teremos

oxk ox!
(%) = au (1) 555 - (3.6)

Agora que sabemos como o coeficiente de drift se comporta sob mudanca de coordenadas
e notando que a alteragc@o de Fisher para o Processo WFK € uma mudanca deste tipo, podemos
realizar uma nova investigacdo para o que acontece na transformagao de (2.32) para (2.35), via
frequéncia angular de Fisher z = arccos(1 — 2x), usando os valores como na|Figura 7]

Figura 7 — Frequéncia angular de Fisher.

1
z

1 — 22

2/z(1 —x)

Fonte: Fonte prépria (2020).

Perceba que de acordo com (2.32)), B(x) =0 e A(x) = x(1 —x). Agora, usando (3.5)), para

€ssa transformagﬁo, temos
B ( ) : JC( 1 JC) ZZ
¢ 2 dx?

Por outro lado,

% (arccos(1 —2x)) = ﬁ
e
d’z d 1 1—2x
e | ——]=-——— (3.7)
ax dX< x<1—x>) 2x(1—x)?

Logo, obtemos

~ 1 1—2x 1 1 —2x 1
B(z) = —ix(l —x)m =3 (W) = —5cotz,

0 que corrobora com o que foi visto anteriormente.

Vale destacar também que a expressdo (3.5) ¢ justificativa para que o coeficiente de drift
bi(x) ndo seja um verdadeiro campo de vetores. Uma outra justificativa é a alteracio que te-
mos do drift dentro do processo WFK, uma vez que um vetor que se anula em um sistema de

coordenadas, deve também se anular em qualquer outro sistema.
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3.2 GEOMETRIA RIEMANNIANA DE DIFUSAO

Nesta se¢do, vamos realizar algumas investigacdes a cerca de uma geometria Riemanianna
motivada pelo coeficiente de difusdo a'/, que se comporta como um tensor contravariante de

ordem 2, como discutido na secdo anterior.

Definicao 3.4 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia de

aplicacoes biunivocas fy : Uy C R" — M de abertos Uy de R" em M tais que:

1. M= fa(Ua);

2. Paratodo par &, 3, com fo(Ua) N fg(Ug) =W # 9, os conjuntos fol(W)e fEI(W) sdo

abertos em R" e as aplicagoes f, Lo fo sdo diferencidveis;
3. A familia (Uy, fo) é mdxima relativamente as condigdes (1) e (2).

Definicao 3.5 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em M é um
campo de tensores covariantes de grau 2, simétrico e definido positivo em cada ponto de M,

geralmente denotado por g;;.

Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana é chamada de variedade
Riemanniana. Costumeiramente, o par (M, g;;) ¢ denominado de uma geometria Riemanni-
ana.

Foi visto anteriormente que a;;(x) ¢ um tensor covariante de ordem 2. Além disso, ele é
definido positivo e pela Observacao @), € simétrico. Dessa forma, o inverso a;; constitui
uma métrica Riemanniana. Nessas condicdes, dada uma variedade M de dimensao n, podemos
considerar uma geometria Riemanniana de difusdo (M, q;;).

Vamos agora introduzir a chamada distancia estocastica associada ao coeficiente de difusao
a'/. Com efeito, dados dois pontos py, p2 € (M, a;;), considerando u(t) um caminho suave que

liga p1 e po, tal que u(t)) = py e u(ty) = p», definimos

. oL
2 du' du \ ?
d — mi A 38
u(plap2) rlil(?)‘l/tl (alj dt dt) ) (3.8)

cujo minimo ¢é tomado sobre todos os caminhos suaves e a;; = (a'/ )71

¢ considerada indepen-
dente do tempo.
Uma observacdo € que a distancia estocéstica pode ser definida ndo apenas para caminhos

suaves, como também, para caminhos que sejam diferencidveis por partes.

2 du' du’ 2 J
/n (a” dt dt) ’

¢ o valor do comprimento do caminho u(t). Isto serd visto com mais detalhes e com maior

generalidade nasubsecao 4.1.

O valor da integral
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Observe que a distancia estocdstica para uma dada equacdo de difusdo € in-
dependente dos termos de drift linear. Ou seja, existe uma grande familia
de equagdes de difusdo, todas com a mesma férmula de distancia estocds-
tica.(ANTONELLLI, 1997, p. 106, tradugdo nosseﬂ)

Exemplo 3.2 A distdncia estocdstica para o processo WFK d,,(0,x) é exatamente igual a frequén-

cia angular de Fisher arccos(1 — 2x).

Solucio. Considere o processo WFK dado pela equacao (2.32). Como este € um exemplo uni-

dimensional, temos que i = j = 1 e vemos que neste caso,
1
x(1—x)

Assim, dado x; € (0,1), se u(tg) =0 e u(t;) = x1, segue que

aij=(a")"" =

du

11 u 2 2
won= | s (@) | =L a=a

Considerando a substituicao u(f) = x com x € (0, 1), teremos

(arcsm(2x1 —1)+ g)

dy(0,x1) / \/T

— <§ —arcsin(1 — 2x1)> = arccos(1 — 2xp).

|

Por este motivo, (ANTONELLI, 1997, p. 102) afirma que a frequéncia angular de Fisher

tem uma extensdo natural, através de técnicas da geometria de difusdo Riemanniana. Esse ¢ um

ponto que pode ser tratado a partir do momento em que conseguimos generalizar para dimensoes
maiores o que € feito no Processo WFK.

Podemos investigar uma mudanga de pardmetro no caminho entre p; e p,, digamos 7 = g(t).

Pela regra da cadeia,

du'  du'df

@ drar TN
Dai, se fj = g(t1) e f, = g(r2), temos

1

du’ du’ n duldul (di 2\ 2
du(p1,p2) = mi di = mi s di
(p1,p2) %‘/tl {a dr dt} %‘/t, a! df di <dt)

du' du’ .
=mi —— | df=d
rp%?/zl (a F ) u(plaPZ)a

pois u' (7}),--- ,u"(f}) sdo as coordenadas de p; e u'(f;),--- ,u"*(f>) sdo as coordenadas de p».
Portanto, esta provado que a d,, € invariante por mudanga de parametros.
Além disso, podemos provar que d,, é definida positiva, reflexiva e também que cumpre a

desigualdade triangular, ou seja, (M, a;;) é um espago métrico. Com efeito,

I “Notice that the stochastic distance for a given diffusion equation is independent of the linear drift terms. That

is, there is a large family of diffusion equations all with the same stochastic distance formula.”
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i

i

1l

(Definida Positiva) Pela defini¢do, segue que d,(p1,p2) > 0 e d,(p1,p2) = 0O se, e so-

mente se, p| = p».

(Reflexiva) Para provar que d,(p1,p2) = dy(p2,p1) consideramos primeiramente que
u(t]) = p1 e que u(tr) = py. Agora, fazemos uma mudanga 7 = g(t) de forma que 7} = g(1,)
e que f, = g(t1). Assim, pondo u(f,) = py e u(f;) = p; e usando que d, € invariante por

mudanca de parametros, segue o desejado.

(Desigualdade Triangular) Considere pontos pi, p2, p3 € M. Note que, como a distan-
cia entre pontos € dada pela minimiza¢do dos caminhos que os ligam, pela defini¢dao de
infimo, para todo € > 0, existe um caminho u;(¢) que liga p; e py, ou seja, uj(t;) = p e
ui(t2) = pa, tal que

. N . 1
oo duldul \? . (2 duldu/\? € €
/H(a,, 0 dt) —rffé?/,l aij +5=dulprp2)+5. (39

onde u(t) é qualquer caminho que liga p; e p».

Analogamente, para todo €, existe um caminho u;(¢) que liga p; e p3, ou seja, ux(t2) = p2
e up(t3) = p3, tal que

. o\ L . .1
f du’, dué g L[ du' du’\ ? € €
ARy < il PPN AT
/,2 (“’f di dr = Té?/tl “War at +3 = dulp2p3) 45 (10)

Perceba agora que podemos unir os caminhos u; e up, de forma a obter um caminho

uz que liga p; e p3, passando pelo ponto py, tal que u3(f;) = p1, uz(t3) = p3 e ainda,

u3(t2) = ul(l‘z) = uz(l‘z) = p2. Assim,

1 . AR S

13 du' du/\ 2 13 dut dul \ *
d = mi i—— | dr < =3 . 3.11
u(plap3) rtltl(gl/tl (alj dr dt) _/t1 (alj dt dt) ( )

Por outro lado, o comprimento de u3, serd a soma dos comprimentos de u; e u», dai,

L N L
13 dué dué ’ 2 du‘i du{ : 3 dué dué ’
i—— | dt= i——— | dt i——=] dt
/t1 (“’f dr di ) /,l “War i L\ @
Usando (3.9),(3.10) e (3.11)), para todo € > 0,
du(p1,p3) < du(p1,p2) +du(p2,p3) + €.

Como € € qualquer, segue que

du(p1,p3) <du(pi1,p2) +du(p2, p3).



29

Além disso, € possivel, porém mais complicado, mostrar que d,, também € invariante por
mudanca no sistema de coordenadas usado. Para isto, devemos considerar uma mudanca de

coordenadas do tipo (3.1), que valha em todo ponto p de uma vizinhanga coordenada U C R”
da variedade M.

Exemplo 3.3 Vejamos um exemplo de mudanca de coordenadas cartesianas para polares em

R2. Vamos também investigar como se comportam diante desta transformacdo, o coeficiente a; j

oF'
e o determinante da matriz de mudanga < 57 )
X

Solucdo. Considere o exemplo Euclidiano a/ = §/. Escreva a partir de (3.2)),

x=rcosO e y=rsinf.

Note que neste caso X =xx*= v, P =rei=6. Assim,
ox' _ dx cos 6 ox' 9x sin 0
—_— = — = _— = -7
axl  adr ’ 02 086 ’
ox> dy . 0 ox>  dy 0
—— — —— =381n —= — = =FrcosSvu.
axl  adr ’ o2 06

Expandindo o somatdrio, como ag;; = d;;, obtemos

EE5( - dx! 0x! N dx2 0x?
ofk o Y T oF od T o of

Dessa forma, conseguimos em termos das novas coordenadas, os coeficientes

r = Ou(X) =

S =1, 8120 =81 =0, 8 =12

Vale destacar que a matriz jacobiana

dx! dx!
(aii> il o2 cos@® —rsinf
Ix ) x> Ix? sin@ rcosO
ox! dx2
tem determinante igual a r e portanto é diferente de zero em todo ponto menos a origem
(x!,x%) = (0,0). |

Durante as proximas se¢des, vamos tratar de conceitos que estdo relacionados a uma geo-
metria com uma métrica riemanniana g;; qualquer, quando necessdrio, indicaremos se estamos
utilizando a métrica de difusdo a;;.

Ademais, consideraremos (U, g;;) como uma geometria Riemanniana local, onde U ¢ uma
vizinhanga coordenada de uma variedade M, na qual € possivel realizar mudanga no sistema de

coordenadas, como discutido anteriormente.
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3.3 INVARIANTES DE UMA TEORIA GEOMETRICA DE DIFUSAO

Nesta secdo, vamos apresentar alguns conceitos de geometria Riemanniana que serdo sufici-
entes para a discussao desejada. O objetivo principal é obter ferramentas suficientes para poder
reescrever a equagdo de difusdo backward de Kolmogorov e explicitar invariantes geométricos
presentes em um processo de difusdo. A partir deste momento, no texto, dada uma métrica

Riemanniana (g;;), denotaremos g = det(g;;).

3.3.1 Operadores

Definiciio 3.6 Em uma geometria Riemanniana (U,g;j), definimos as coordenadas do vetor
gradiente de uma funcdo f: M — R, da forma

j0f

Grad(f) =g 5L, j=1.

(3.12)

Exemplo 3.4 No caso em que n =2 e g/ = 8, temos
1 2( 1j 52 af
Grad(f) = (Grad (f),Grad"(f Z 0 ] Z J —

df df df 3f 9f 3f
11 12 21 22
(5 5 0 e ga T 5e) TG ae

que € o vetor gradiente no espago Euclidiano R>.

Definicdo 3.7 Considere (U, g;;) uma geometria Riemanniana. Definimos o divergente de um

campo de vetores A(x) = A’ (x) como sendo o escalar

Dm4———ii{J%Q,j:L~n. (3.13)

\/_8xl

Exemplo 3.5 Considere n=3 e g/ = §'. Dai, se F = (F',F? F?) é um campo vetorial, segue

que

309 .9 JF! an JF>
—— N Y Y 2 3 -
Dva—jE_l—axj(F )_axl(F) 8x2(F) 2.3 S (F7) = 9 x! 8x2 03’

que é o divergente na sua forma mais usual, no caso R>.

Com posse das defini¢des de gradiente e divergente, podemos também generalizar o opera-

dor Laplaciano.

Definiciio 3.8 Em uma geometria Riemanniana (U,g;;), definimos o Laplaciano de uma fun-

cdo f, da forma

e,
Agf:: T =7 (\/gg]la_){l‘)a JiI=1,--n (3.14)
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Exemplo 3.6 Consideremos novamente o caso em que g/* = 8/'. Dai

Z 10f\ |9 19 f d n0f
ar= ¥ 50 (050) <& [ (075) 50 (0753

J 11 af J nnaf _ azf azf

“5a (#55) o 5a (2 8x")_a<x'>2+"'+a<xn>2’

que agora nos remete ao Laplaciano usual do espaco Euclidiano R".

De acordo com (HOFRICHTER; JOST; TRAN, 2017, p. 74), o operador Laplaciano gera
um movimento denominado de movimento Browniano, para a métrica g;;. Neste caso, a den-
sidade de probabilidade f(x,#,y) do movimento de uma particula que assume uma posi¢o y no
tempo ¢ e que inicia movimento em x no tempo 0, satisfaz a equacao

d f 1

Frie gf, (3.15)

onde A, opera na variavel y.

Exemplo 3.7 No caso Euclidiano em que g;j = 0;j, a fungdo

1 Hx—yllz}
) 7t7 X 3.16
o) = e |~ 3.16)
€ solugcdo da equacdo
af 1
5 = plefs (3.17)

com A, f sendo calculado na varidvel y.

Soluc¢ao. Com efeito, derivando com relacdo a ¢, temos:

Jdf d < 1 ) { ||x—y||2] 1 J ( [ |]x— ylFD
—=—|———|exp|— + —— | ex

Jdt  dt \ (2zm(t—s))2 2(t —s) (27(t —s))2 Ot 2(t—s

(ﬁ)p [‘Hzxo_—yls')z]*(znul—s»%e"p[ M} ( er—yL')

_ —nrw ox =yl ||x—yl? ox [|x —y|[?
_(27r(t—s))% p[ 2(l—S)] 2027(t —5))2(t —5)2 { t—s)}

S TS
20t=s) ]\ 2" ni(r—5)"r 2"z % (t—s) %
3.18

Perceba que, calculando A, f na varidvel y,

2 2
°f °f
el = 53toyt T Gynayn
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Assim , derivando primeiramente com relacio a y',

= G (0 [ 5g])

O (P _ 1
a7 ()~ zap (kP

Note agora que,

1 0 P n
:—ma—};i[(xl—yl)er"'ﬂL(x =Y+ (=)
_ 1 i AN (xi_yl)
=2 Y T Ty
Dai,
1 [P ) @y [ felP
Iy (2m(r—s))* p[ 2(t—s)} (=) 28mb(—s)™ P[ 2(t_s)}'

Calculando a derivada de segunda ordem, com relacio a y',

’f 0 (x' =) [_le—sz]
- e Y i i a— exXp
dy'dy' 9y \23xi(r—s)"T 2(t—s)

(—y) 9 ( { Hx—yHZD
+ — -
i —s) By \ P 20 )

1 2 i i 27 (i i
S Mexp[_l\x vl }Jr : (f y)mexp[_llx vl }(X )
28mi(t—5)"T 20t—=s) ] 23pi(r—s)"T 2(t—s) ] (t—s)
:exp[_llx—yﬂ (' —y)? 1 eXp[_llx—qu
20t=s) [25n5(t—s5)"F  2inmi(r—s)"T 2(t—s)
Dessa forma,
1 1 9%f 1 9%f
Af=—— L4
2 e 28y18y1+ +28y”8y”
:expl_ll —y||2] (' =y 1 exp[_Hx—yllz}
20t=s) [ 2" it —s5)"F 2T ri(t—s)"T 2(t—s)
||x—y||2] (" =y")? 1 [Hx—yllz]
+---+ex - Xp|l————
p[ 20t=s) [2" it —s5)"T 2T ri(t—s)"T 2(t—s)
| —yllz] (' —y1)? [ Hx—y||2] (" —y")?
= eX +...+ex —
p[ 20t =5) 125 15 (1 — )" P2 [

— ex
Zﬂzzﬂ%(t—s)# Z%E%(t—s)%

S | (= |
20—s) | \ 2" i1 —s5)"T" 2" ri(r—s)"T

(3.19)
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Comparando (3.18) e (3.19), segue o desejado. |
(ANTONELLI, 1997, p. 108) aborda a aleatoriedade de um processo em R" gerado por

um operador eliptico G a partir do grupo de transformagdes que preservam distancia (rotacoes e
translacdes) denominado grupo de isometrias de R". Nesse contexto, dado um operador eliptico
G, podemos falar no grupo de isometrias no qual G € invariante. Se isto acontece, dizemos que

o processo de difusao correspondente € espacialmente homogéneo.

Para tais difusdes invariantes, nenhuma direcéo especifica é preferida em rela-
¢80 a qualquer uma outra e € natural falar de 6tima aleatoriedade da difusao.
Assim, o movimento Browniano € o processo de difusdo essencialmente tinico
em R", que é espacialmente homogéneo ou perfeitamente aleatério. (ANTO-
NELLI, 1997, p. 109, tradugao noss.

Isto € possivel pois (HELGASON, 1962, p. 397) prova que dado M um espac¢o Riemanniano,
o operador diferencial Laplace-Beltrami Ag, a menos de multiplicagdo por uma constante, €
invariante em relacdao ao grupo de isometrias de M.

Sendo assim, além do caso Euclidiano, 0 movimento Browniano para a métrica g;;, s€ cons-

titui como um processo espacialmente homogéneo ou perfeitamente aleatorio.

3.3.2 Simbolos de Levi-Civita

Definiciio 3.9 Seja (g;;) uma métrica Riemanniana, definimos os simbolos de Levi-Civita,

como sendo os elementos da forma

k 1 4 (98is  9dgjs Igij
— . 5 _ —1,--n. 3.20
ij 28 (8xl + oxt 8xs)’ ST (3:20)

8

Note que, sendo (g; j) simétrica, também teremos simetria para os simbolos de Levi-Civita,
ou seja,
k k
ij Jji
8 8
Vale destacar que os simbolos de Levi-Civita sao funcdes infinitamente diferencidveis em

(U, gij), ou seja, dado um ponto p € (U, g;;) os coeficientes dependem de forma infini-
iy
8
tamente diferencidvel das coordenadas (x!,---,x") do ponto p. Por simplicidade, calcularemos

os coeficientes em p.

2 “For such invariant diffusions, no specific direction is preferred over any other one and it is natural to speak of

optimal randomness of the diffusion. Thus Brownian motion is the essentially unique diffusion process in R”
which is spatially homogeneous or optimally random.”
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Considere entdo um ponto qualquer p em (U, g;;), na vizinhanga coordenada U deste ponto,

existem as chamadas coordenadas normais em p, tal que

k
(p)=0.

ij ).
g

Estas coordenadas sdo definidas considerando uma aplica¢do denominada de aplicacao ex-

ponencial. Adentrar nessa questdo nao € o nosso objetivo, entdo, para mais informagdes, con-
sulte a referéncia (LEE, 1997, p. 76-81).

Figura 8 — Coordenadas normais em p.

XK

Fonte: Fonte prépria (2020).

Denote estas novas coordenadas por (&!,---,#) em W. Assim, transformando localmente
X — X temos
k k k
— e (p)=0
ij i, ij ).
g g g
Considerando agora uma mudanca de coordenadas do tipo & = g’(x!,--- x"), podemos

escrever os simbolos de Levi-Civita do novo sistema de coordenadas em termos dos simbolos

do sistema original, através da lei de transformacao para os simbolos de Levi-Civita

k B ok oxP oxY (07 axx 9%xY

= 5 MPFFrEFEE (.2

ij ) 8xaﬁﬁ ﬁy

§ 8

onde os simbolos com letras gregas sdo do sistema x' e os simbolos com as letras i, j,k sdo do
novo sistema ¥'.

Esta lei ainda pode ser reescrita, de modo a isolar o termo de derivada de segunda ordem,

- . ox*
multiplicando a equagao (3.21) por FI
X

02x* B k oxt B oxB oxY A
oxiox/ i . oxk  Ixt Jx/ By g’

(3.22)
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ou ainda, invertendo x por %, ou seja, fazendo x' = hi(&!,--- &),
925+ k ot 9P oxr | A
Ny ig -= = axl, 8xf (3.23)
X ox i . ox X 0x By |

Note que, pela equagdo (3.21), podemos ver que o segundo termo do lado direito, impede
que os simbolos de Levi-Civita constituam um tensor de ordem (1,2). Outra justificativa para
isto, segue do fato de que qualquer tensor de ordem (r,s) que se anula em algum sistema de
coordenadas, deve se anular em qualquer outro sistema. Logo, os simbolos de Levi-Civita ndo

k
sdo tensores, pois, = ( para o espag¢o Euclidiano com n = 2, entretanto, fazendo uma

Ly
g
mudanga para coordenadas polares e usando (3.21)), segue que

1 2 2

22 12 21
g g g

2 1 1 1 2

— —= et = — O.
11 12 21 11 22
g g 8 g 4
Afirmacdo 3.1 Para uma geometria com métrica (g;;), vale
n 101 dln
:_anrg: a\r/g7 I’lzl,n
m 2 dx X
g
Demonstracio. Pela defini¢do dos simbolos de Levi-Civita (3.20),
n 1 ts ag ts
=—g ~. (3.24)
m 2° dx
8

Agora, relembre alguns fatos sobre determinantes. A saber, o (i, j)-cofator de (g,s) é defi-
nido como (—1)"/M;;, em que M;; é o (i, j) menor de (g,s), ou seja, o determinante da subma-
triz de (g,s) obtida retirando-se a i-€sima linha e a j-ésima coluna desta matriz. Assim, temos a

famosa expanséo de Laplace para det(g,):

(—1)0* g iM;,; (ao longo da linha i)

ngE

det(grs) =

.
Il

(—1)*Jog;; M;j, (ao longo da coluna j).

I

I
—_

Além disso

dJg

98 _(_yi+ipg
S (—1)*iM;;. (3.25)
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Para ver isso, considere g como uma fun¢do dos n? termos de (gi j), assim, a partir da jo-

ésima coluna (por exemplo), temos a expansao:

g=(—1)"Togy  Myjy+ (=) ogoi Myj + -+ (= 1) og, . Myjo.

Relembre agora que em termos da matriz inversa,

1 .
O CaA )
8
Assim, a partir de (3.25)) e (3.26) temos:
gg7 =28
98rs
Reescrevendo isto,
ding _
agij

Pela regra da cadeia e por (3.27)), vem

0 _ (dlng\ dgim ,maglm
8x’(lng)_ (8g1m) ox S oxr

Portanto, por (3.24) e (3.28)), temos

n 1 ,0g¢° 1dIng Jdln,/fg
- 28 o T 2o ox
g

Afirmacao 3.2 Com relacdo aos simbolos de Levi-Civita, vale a expressdo
dg" ! K i)k
Er g =8"
It ij
8 4

Demonstracao. Pela equagao (3.28)), temos

dlng _ gij8gij
ox! ox!’
Dai,
il BV (98 8t 08
ij 2 axj axi 8)61

8
RN dgi | 98ji 1 ijagij
=288\ ot on ) 28 8 o

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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Pelo mesmo motivo de (3.24)), segue que

gl k :gklgij@ _lgklgijagij
i ] 8xj 2 8)61 .
8
Usando a regra da cadeia para derivada parcial em j de g¥g;;, temos

0 . d i 0gh
ki ,ij98il
¢8> =8 (g gu) ¢ glza - (3.31)

Assim, por (3.30) e (3.31), teremos

ij k B 0 ( - ij agkl 1 9dIlng
AR = 8o (e"u) — Vi~ 5 — 58" -
g
Perceba agora que g¥g; = 51-]‘ egligy= 61j , e usando a Afirmacéo 1} segue que
gi Jj k — aglzl kI d
ij Jx It
8 g
|
Afirmacao 3.3 Podemos escrever uma nova equagdo do Laplaciano,
9% f |k of
Af =g —=——g" —. 3.32
gf & oxidx/ § ij dxk ( )
g

Demonstracao. Com efeito,

7= Jr (V' 58) = G5 3 o B
Usando agora a Afirmagdo (3.1)), temos
Wi ot %l% g’ 8?12(;;1
g
=g’ aif'zgxl " % %l ! ;r ¢
g

=g afgxl " % aaixlfj +e! jt

8

Fazendo k =1, j = h e [ = j na equacgdo (3.29) da Afirmacio (3.2)),
. 0%f )l of
A — ]l.— ih -
o/ =8 oxJox! +8 ox!
8
Note que os indices j,/,i,h se repetem em cada parcela, portanto, temos um somatorio de 1

a n em cada indice, dai, podemos realizar uma troca de indices, e assim, segue a equacao (3.32)).
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3.3.3 Forma Invariante da equacao backward de Kolmogorov

Para concluir esta se¢io, considere a geometria com tensor métrico de difusdo a;;. Podemos
reescrever a equagdo backward de Kolmogorov para a funcio de transicao de um processo de
Markov f(s,x,t,y). Com efeito, usando as equagdes (2.10) e (3.32)), temos

af:biaf 1 9 f lkl i af 1 ij k of

EREZAENETTAE N BYE TR I
8 g
= 1 a'l azf N k a_f _|_bia_f_ + lakl I a_f (3.33)
2 dxidx/ . Ok o5 2 B
L kl
§ g
1 . - df
EAaf‘i‘ (bl + Chl)w
| i
onde ch' = Eakl € chamado o “‘campo” de Christoffel, e ndo é um vetor contravari-
kl
g

ante.
A equagdo (3.33]) € chamada de forma invariante da equacao backward de Kolmogorov
e recebe este nome pois explicita invariantes geométricos presentes em um processo de difusao.

O teorema a seguir € peca fundamental para a constatacio deste fato.

Teorema 3.1 O termo (b' + ch') transforma sob mudanca de coordenadas como vetor contra-

variante.

Demonstracao. Usando a defini¢do do campo de Christofel e as transformacdes (3.4)) e (3.21)),

temos

~ 1 Kkl 1
ch = —a
2 k|
g
i [(arary (o oo [ a ) ar o
2 dxs dxt dx% dxk Jil By oxY oxkax!
g

1
2

70T 0\ [ ox oxP ot | o n @ OFOF (0% 9%
T ovox ) | 9x% 9%k of By C o ox ) \ 9x? oo
8
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Trocando B3, por s,t,

i L (o% o= [oF oxox | o | )
T2\ owox ) | oxeamad | .
8

[ 08 [ a
2 ox* | &
g

Trocando « por j,

0%k 9% IF

Dessa forma, usando (3.5)),

o~ 1, 0%
bl hl — 8t
te 2a oxsdx!

o7 oF [1
— N _ _
b ox/ + ox/ (2

i 8)?’:
dx/

i
St

N L d%x N
2 oxsdx!

)

ox  ox .1 J%i
=bl— ch! + —a" | ——=—
dx/ * 9xi * 2 (8x58x’ *
Logo, temos
L N % oxk o
b +ch' = (b +chl) 2=+ 50" | 55 —
te (b7 +c >8xJ * 2¢ (ax‘&xt + dx’s dx!

Agora vamos calcular o valor do termo,

L (P oRadar o
27 \ 9xox' | 9x' ox Oxf OFFOF

, ox 8_)?1 % 2%
oxS dx! ox! oxkodx!
i [otasovavar [ |

2 Jx* dx! dx* Ixk dxl |
g

}+a
g

Ix* dx! Ix! afkaxl} '

1 Jox | J 1
+ g +-a
2 axl{ st } 2

8

o, 0% 8_)21 ﬁ 0%
a ox5 dx! dxt dxkdx!

, oF 8_)?1 ﬁ 22
oxs dx! dx! dxkoxl |-

0%x

0 &_)El % 0%
ox5 dx! dx! dxkdx!

o o o
dx5 dx! dx! dxkox!

ik 8_)?1 E 0%x
dx5 dx! dx! dxkox!

%
ox! dxkdx! )

(3.34)
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Usando (3.23)) e (3.22)) no primeiro e no segundo termo de segunda ordem,

l o 025 N 8)?]‘8_3218_)? 0%
2 oxsdxt  Ix’ Ixf dx! dxkIx!

oF  ox IR ) i
ax“ oxs dx' | )
g

+—a 0ik 9f oF oxt  dx¥ ox" t
2 Ix% dx' Ix' 8x” ik oxl W .

axt 1 (%ZVE i
8x” 2a oxs ox' | L )
g

gefotaraor [u ) ae] 1 [avavarovan [

27 | 9% oxt ot kl 8x” 2a dx* dx' dx! dxk Ix' | .,
g .

Nesta ultima equag@o, vamos trabalhar com o termo do lado direito. Do primeiro ao quarto

termo, faca respectivamente, u =, v,w = k,l, u =1 e v,w = s,t. Dessa forma,

1 %5 N oxk 8_)?1 @ 0%x
oxsox!  Ixs dx! dx! dxkIX!

3
o 1 ok oz | i
8xf 2 ox* ox' kl
g
ot [ 1) o) 1 fatomararon|
I ox' x| 4 axl z“ 9%’ 0x' Jxt I JF
g o
Gt ox| 1, |oFkod | i
a — | —=zd" | =—=—
st ax! 2 oxs ox' | g )
8
+1 o | 0% 0 ) I B ox |t
2% | 9w ax kl @ ox' sf ’
g g
Ou seja,
Lo atarar vy 1 [ (or [ 1) oe [
2% \Oxox " ox ox ox oo ) ~ 27 | 9x | on kl ox | '
g
Agora, substituindo em (3.34),

- a)zl 1 |o#t (o) 1 ox | i
g

—da

2

| =
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ou ainda,
ozl i 1 ok [ox ] I ox ) i
b' 4 ch/ =D +ch' — ~a" = - = . 3.35
(bl +e >8x te 2% | ox | ox ox! (3-35)
kl | kl |
g g
Usando a regra da cadeia e a equagfo (3.35)), vamos reescrever o termo (b’ + ch') %,
x
of of d : L dF\ of
J J J J J J =L
(b +Ch>8x = (b +c h)a 81 ((b +Ch)8xj) Er
of 1 ,of |oxk [ox | 1 oxt ) i
bl h St —L i -
= )55 5" 55 |5 | o AN E
g g

Agora, na dltima equagdo, no segundo termo da direita, troque i por /. Obtemos,

bt el
(b )5y = )57 2 5% |aw | an | o T w [
8 8

~ ~] =l

Assim, o ultimo termo da direita de (3.36)) se anula e estd provado o teorema.
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4 MAIS ALGUMAS ABORDAGENS

4.1 GEOMETRIA EM COORDENADAS LOCAIS

Em uma geometria mais familiar, como por exemplo, o espaco Euclidiano de trés dimen-
soes, facilmente podemos realizar adi¢do e subtracdo entre vetores, como também, transporta-
los paralelamente, além de discutir o que caracteriza a menor distincia entre dois pontos. Ve-
rificar estas propriedades em uma geometria Riemanniana geral € parte do que veremos nesta
secdo. Apresentaremos ainda alguns conceitos que caracterizam completamente um espago Ri-

emanniano como conexao e curvatura.

4.1.1 Derivada Covariante

Definicao 4.1 Definimos a derivada covariante de um vetor contravariante V', da forma

DV’ A% r
Vn - Ln+ v, 4.1)
Dx ox mn

8

Se gij = 0; j» como os simbolos de Levi-Civita dependem das derivadas da métrica, eles se
r

anulam e a derivada covariante € apenas 5y com (x!,...,x") sendo as coordenadas cartesia-
X

nas.

Afirmacao 4.1 A derivada covariante de um vetor contravariante transforma sob mudanca de

coordenadas como tensor misto de ordem 2.

Demonstracio. Com efeito, note que

o ox"

- ox

av! d [dx R ax! j ox  9VJ oz ox Y 227 ox
dx  dxi dx/ IF" oxidx] dx"

dxi dxi B

Usando a lei de transformagdo (3.23)), podemos reescrever o termo de segunda derivada, daf

vl 9V of ox  Ox! k ozl 9P axr | I

— _ J_ -
¥ odaxax  ox ) EN |y |
Vi gx oxt _ .ox 9F | k %Y 9P ox' | 1
=ovovow TV owmak) .. ( Vovorow
X X X X X ij . X X X B/}/ )

Agora, na primeira parcela da ultima equacgao fagca j = k, e além disso, perceba que

;O 77 oiP oxi

oxr _ Y
Oxi ¢ Sxiom o

Vv
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Dessa forma,

ov' _ o ox vt o5l ox' | k orsp) !
o dxk o oxt oxk gz ij . " By |
dx! dx' [ 9vk i)k )1
oo \ae VY ()Y
ij ny | .
8 8
ozl dx' DVK . I
= - - __y7
oxk 9z Dxi ny |
Portanto,
pv! oV L I\ 0% ox' DV*
D" 9" ~ oxk o Dxt’

ny
|

O termo que contém os simbolos de Levi-Civita na defini¢do da derivada covariante (4.1,
serve como uma espécie de “termo corretivo” para que tal derivada se comporte como um
tensor. Podemos generalizar a derivada covariante para um tensor de ordem maior, para isto,
basta acrescentar um termo com simbolos de Levi-Civita conforme aumentamos a ordem do
tensor. Vamos entdo apresentar a lei de diferenciacdo covariante de um tensor misto de ordem
maior. Considere, por exemplo, um tensor BZ?”‘ contravariante de ordem 3 e covariante de ordem

2, o modelo para a sua derivada covariante sera

Imk Imk
Dx” ox" pr 1 pr 1
& & (4.2)
k K Ry
+ LA I T I
pr ir jr
g g g

Um fato importante € que a derivada covariante satisfaz a regra do produto

P, 4.3)

A justificativa disto, deve-se simplesmente ao fato de que podemos usar as coordenadas
normais em qualquer ponto p, assim todos os simbolos de Levi-Civita se anulam em p. Redu-
zimos o argumento para a regra do produto para diferenciacio ordindria, que como sabemos, é

verdadeira.

Afirmacao 4.2 A derivada covariante do tensor métrico g;;j e de seu inverso g' em relagdo a

k € nula, estas condigoes sdo conhecidas como condigdes de Ricci.
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Demonstracdo. Vamos mostrar primeiramente para g;;, note entdo que a partir de (3.20),

k 1 (dgis | dgjs  9gij
— - (28 5 _ : 4.4
8ks ij 2 (E)xl T od T ow ) “4)

g
Agora, por (4.2),
Dgij 9gij p p

— 28 - - 45
Dk ik i 8pj ik 8ip (4.5)

g 8

Fazendo k= p,s= je j=kedepoisk = p,s =iei=kem @.4), temos respectivamente

p 1 (dgij  dgkj g p 1 (dgri | 9gji I8k,
w [ 572 (axk o Taw ) O g (S 2\aw T x ) O
g g
Substituindo em @.5)),
Dgij _dgij 1(dgij 98 g N Igki  98ji 98\ _ 0
Dxk  oxk 2\ dxk  dx  dxi  dx/  Ixk  Ix ’
- . . J
Agora, mostraremos a condicao para g'/. Perceba que 6{ = gipg"’ e que D ’k = 0. Dai,
X

usando a regra do produto para a derivada covariante,

o_ P8 _Dsis"” _Dgip ,; Dg" _  Dg"
Dxk Dxk Dxk & T8RPk T8 g

usando a primeira condicao.

Dessa forma, ' . ,
DgPl _ , DgPJ _ Dgli
Dxk P Dxk  Dxk’

0 :gligip

4.1.2 Geodésicas

Primeiramente, vamos esclarecer algumas ideias. Trataremos uma curva em uma geometria
Riemanniana, como uma fungdo y: I — (U, g;;) definida em um intervalo / C R cujos pontos
sdo dados ou descritos por x(¢) = (x'(z),--- ,x*(t)) em U parat € I, posicdes que sio identifica-
das na geometria a partir de uma relagéo 1-1. Se uma curva Yy passa por um ponto p € (U, g;;),
diremos que ¥(t9) = p, cuja posicio é dada ou descrita por x(to) = (x'(to),--- ,x"(to)) em U
para um determinado 7y € 1.

Um vetor tangente em p € (U, g;;) ¢ um vetor tangente a alguma curva y que passa por p
em um determinado tempo #p. O conjunto de vetores tangentes em p forma um espaco vetorial

de dimensao n que € isomorfo a R" e serd denominado de espaco tangente em p.



45

Os vetores velocidade ¥/(¢) ao longo de uma curva 7y descrita por x(¢) = (x'(¢),--- ,x*(¢)) é

dx B dx! dx"
d  \dt’ dt )’
dxk

ele € um campo de vetores tangentes a y e serd denotado simplesmente por I

visto em coordenadas como

Definiciio 4.2 Em uma geometria riemanniana (U, g;;), definimos as geodésicas como curvas
y(s) descritas por x(s) = (x'(s),---,x*(s)), que minimizam distdncia entre pontos suficiente-

mente proximos.

Exemplo 4.1 As geodésicas do plano sio as retas e as geodésicas da esfera S* sdo os grandes

circulos, ou partes deles.

Refletindo um pouco sobre o que significa o termo “suficientemente proximos” visto an-
teriormente, imagine um arco de grande circulo sobre a esfera como mostrado na [Figura 9]
que vai do podlo sul em direcdo ao pélo norte, descendo para o equador, no outro lado da es-
fera. Isto é uma geodésica, mas ela ndo € o caminho mais curto de S para Q. Neste exemplo, o
termo “suficientemente préximos” indica quaisquer dois pontos distintos contidos em alguma
das regides hemisféricas da esfera. A distancia mais curta de S para O, neste caso, seria a “ge-
odésica complementar” que conecta estes dois pontos e que também pertence a mesma regiao

hemisférica.

Figura 9 — Geodésica na esfera.

N

S

Fonte: Fonte prépria (2020).

A partir de agora, nesta subsecdo, nosso objetivo € provar que as curvas que minimizam
distancia de pontos suficientemente préximos em uma geometria (U, g;;), satisfazem o sistema
de equacgdes

d’xk k dx' dx’
——> + —— =0, 4.7)
ds ij ds ds

g

emque i, j, k€ {1,2,--- ,n}.
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As equagdes (4.7)) sdo conhecidas como equacoes das geodésicas.

Para cumprir com nosso objetivo, vamos usar algumas técnicas de calculo variacional. Por
i

. dx ..
um momento, adotaremos a notagao i x(1).

Em uma geometria (U, g;;), a métrica Riemanniana g;; tem o papel de associar a cada espaco
tangente, uma estrutura de produto interno, e portanto, uma norma entre os vetores tangentes.

Isto motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 4.3 Definimos o comprimento de uma curva diferencidvel 7y, dada por
x(t) = (x'(t),--- ,x"(t)), definida em um intervalo de tempo [t ,12] e que liga dois pontos py, p> €

(U, gij), como sendo o valor
15}
L) = [l dr. @8
1

Neste caso, L serd denominado de funcional de comprimento.

Esta nocdo de comprimento pode ser estendida para curvas que sejam diferencidveis por
partes, basta considerar de forma conveniente uma particdo t; =59 < 51 < -+ < Sp_1 < Sp =1

do intervalo [t;,1;], e neste caso, teremos

n=l rspqn
= y dt.
un=x [ ol d

Vale destacar que neste sentido, (U, g;;) se comporta como um espago métrico, onde a dis-
tancia entre dois pontos pp, p; € dada pela minimizacdo do comprimento das curvas que os
ligam. Desenvolvimento semelhante ¢ feito nafse¢ao 3.2|para a distancia estocdstica. Também ¢é
importante lembrar que este comprimento pode ser obtido de forma global, ou seja, para curvas
que ligam dois pontos quaisquer de uma variedade Riemanniana. Todavia, em um sistema de

coordenadas locais, a equacdo (4.8]) pode ser escrita da forma,

15}
L :/ X0 d.
= [ s

Com o intuito de usar teorias de célculo variacional, o funcional de comprimento, pode ser

escrito em termos da fun¢do Lagrangiana,

g(’ﬂt)a’ﬂt)) :g(xl([)7.-. ,x"(t),xl(t),--- 7xn(t)) = \/gij(xl(t%"' 7xn(t)) xi(t) Xj(t).

Definiciio 4.4 Considere {7} uma familia de curvas em (U, g;;). Se para cada s € (—€,€) a
curva Y¥(t) € definida em um intervalo [t|,1,] e se a aplicacdo
(—&,&)x[t,0] — (U,gi))
(s,1) — %)

é diferencidvel, dizemos que {7;} é uma familia diferencidvel de curvas. Quando v;(t;) = p; e

Ys(t2) = pa, para todo s € (—¢,€), dizemos que a familia {7} tem extremidades fixas em p, e
D2.
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Quando Yy = 7, trataremos Y, como sendo uma variagdo da curva y. Note também que,
se estamos interessados em tratar do comprimento de curvas, podemos supor, sem perda de
generalidade, que todas as curvas da familia estdo definidas no mesmo intervalo [f1,7,], uma vez

que o comprimento ndo sofre alteracdo por mudangas no parametro.

Figura 10 — Familia de extremidades fixas em p; e p;.

vs(t2) = p2

g———=

Ys(t1) = p1
Fonte: Fonte prépria (2020).

Definicao 4.5 Dizemos que y é extremo do funcional L quando para toda familia diferencidvel

{7} de curvas v : [t1,62) — (U, gij) com extremidades fixas, tal que Yy = ¥, vale

dL(ys)
ds

s=0

Afirmacio 4.3 Se uma curva minimiza distincia em (U, g;;), entdo ela é um extremo do funci-

onal de comprimento L.

Demonstracdo. Com efeito, considere dois pontos py,p> € (U,gij). Suponha que uma deter-
minada curva ¥ minimiza o comprimento de arco entre estes dois pontos. Considere variagdes

{7} de Y=y, com s € (—¢,¢€). Note que de imediato, teremos

L(ys) = L().

Agora, construa uma fungdo real,

h: (—ee) — R
s —  L(7%).
Nessas condigdes,
h(s) = L(¥%) = L(1) = h(0).
Dai, segue que s = 0 é um ponto critico da fung¢@o A, ou seja, #'(0) = 0. Sendo assim,

dL(¥)

=1 (0) =0.
s (0)

s=0

Portanto, ¥ = 9 é um extremo do funcional L. |
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Proposicao 4.1 Se uma curva y que liga dois pontos py e pa é extremo do funcional L, escrito

da forma t
L) = [ 2 (r0).50) a1,

entdo sdo satisfeitas as equagoes de Euler-Lagrange

d (83) % .
= =1, n,
dr

i ) ox !

Demonstracio. Suponha que ¥: [t1,72] — (U, g;;) é uma curva dada por x(¢) = (x'(¢), - --

(4.9)

X"(1))

que é extremo do funcional /. Agora, considere uma curva diferencidvel arbitraria p : [t1,t,] —

(U,gi;) descrita por y(t) = (y'(t), - ,)"(t)) e que obedece a condigdo y(¢;) = y(t2) = 0. Dessa

forma, obtemos uma variagdo da curva 7,

Fy(t) = F(s,1) = (1) + sB (1),
que é dada por z(r) = x(t) 4+ sy(t), para s € R.

Figura 11 — Variagdo da curva 7.

F(Sl,t)

P2 = F(s,t2) = (t2)

Y(t1) = F(s, t1) = p1 «

Fonte: Fonte prépria (2020).

Agora, considere a fung@o real diferencidvel f : (—¢g,€) — R definida por

f6) =L(E) = [ 2 (R ) dr

3]

Como y = Fj € extremo de L, segue que 0 € extremo de f, de modo que,

Agora, derivando f sob o sinal de integragdo,

f®:£g2:fqggﬁﬁmzimg@WWngwawﬂm

Usando a regra da cadeia,

L (1), 20,2 0), - 80) L dd | 0L dd
ds 97 ds 9% ds’

dt.
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Note ainda que

d7  d(x'+sy)) . di  dE+sy)
_—__ = c —=——— = .
ds ds Y ds ds Y
Dai,
oY ; JdZL 2 8.,2” 9%
f(s) = y dt = Ldt +/ - ' dt.
ty aZ dz 4 | I
Usando integracdo por partes,
15)
2oL . 07 . d (9L .
dt = - / — - |y dt.
1 aZ y 81’ FrRd . 1 dt ( 07 )y
1

Porém, y(t;) = y(t2) = 0. Dessa forma,

;o [0 g /lz d ; /tz /fz d (dZL)]
)= f aZ n dt B f nodt \ 97 v

Perceba agora que quando s = 0, temos 7' = x' e f/(0) = 0, daf,

ro= [F G- [ (5=

Como y' ndo € identicamente nula, temos as equagdes de Euler-Lagrange,

0% d (9% o
dxi  dt \ dx )

(4.10)

|

Diante do que foi apresentado até o momento, concluimos que se uma curva ¥ minimiza dis-

tancia para pontos suficientemente proximos, entao ela obedece as equacdes de Euler-Lagrange.
Sendo assim, a partir de (4.9), vamos obter equagdes para tais curvas minimizantes.

Com efeito, vamos calcular algumas derivadas separadamente,

¥ 0 o 1 d -
- - ...l"] - - -..l.‘]
e = 3 (Vo) N
1 - d
“27 [’”ﬁ(glfxl+"‘+gkka+"'+g"f*”>]
1 [0
X7 {xa—xk (gnxl +-~~+g,-kxk+~-~+g,-nx”>]

1 1 ¥ | R
23 [x 8kj+X glk] X2 [2 (x gik)] = 7 (x gik) )

0% 9 L9, L1, 0
—_— ,] l ] ij
IF o <V i x’) 57 onk i) = 58T

Agora, para melhor comodidade, voltemos a notag¢do de Leibniz para derivadas. Assim, das

e ainda,

equacoes de Euler-Lagrange, temos

d(1a 1 avavdg,
di \ 2 ar 8

2.2 dt dt Ixk’ “.10)
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Reparametrizando a curva pelo comprimento de arco, considere um novo parametro

dx dxi
80
. ds 1 t . . .
Assim, — = .2 e — = —. Usando entdo a regra da cadeia, vamos analisar separadamente

T dt e.f ds’

os termos de (4.11),
d 1 dx d (dtdx'ds d (dx'
di\ 2 dt %) T ai \ds ds di®*) T ar \ ds B*

d [dx d'dgy d (dx dx' dgiy dx!
. ar doudx 4.12
dt(d )g'k+d i ds (dt)g’k+ds ox dt 12

_d (dx'ds +dx8g,kdxds d*x! ds +d_xi@d_xl§
~ds \ ds dt ds oxl ds di  ds2 di®* " ds ox ds di’

e ainda,

I dxide dgi; Ldidd'dsdxldsdgi; 1dxidxl dsdgi; (4.13)

22 dr dt 9xk  2dsds dt ds di dx* ~ 2ds ds dt oxk’
Substituindo (.12) e (@.13]) em @.11]), obtemos

d’x' ds +d_f@dlﬂ_ld_fdijﬁaglf
A2 diS T ds oxl ds di 2ds ds di oxk

- L ~ dt . -
Multiplicando a dltima expressdo por 75 trocando [/ por j, e i por ¢t apenas no primeiro
s

termo da esquerda, temos

ngk—i_ ds dx/ ds 2ds ds dxk Wgtk oxi 2 ds ds

d*x! dx gy dx/  ldxidx/ dgi; d*X dgi  10gi;\ dx'dx/
- ———=0. “4.14)
dx/ 2 dxk

Agora, multiplique (4.14) pelo inverso da métrica g'*,
x| (8g,-k 186’1‘1‘) dx'dx/ d’x <1 dgic  19gu 18gij> dx' dx/

ds? oxi 2 9xk ) ds ds ds? 20x)  29x) 20x% ) ds ds

dgik
Trocando a ordem de i e j de forma conveniente em agl/
x

dx (1 dgik 98k 1 9gij> dx' dx/  d*x! t | dxidx

a8 \29u T ax 20wk )dsds  av | g [ ds ds

8

Estas s@o as equagdes das geodésicas, como afirmado anteriormente.

4.1.3 Transporte Paralelo

Para discutir sobre transporte paralelo, considere o uma curva suave em (U, g;;) dada por
x(s) = (x!(s),...,x*(s)) com o ponto p em & dado como x(sp) € com o ponto g em & dado

como x(s1). Além disso, seja A¥ um vetor contravariante em (U, g;;). O transporte paralelo de
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VK ou seja, a obtencdio em cada ponto da curva, de um vetor de mesmo tamanho e direcio de

VK, portanto, em particular, na extremidades p e ¢, estd definido quando, e somente quando

k .
ds ij ds
8

0, (4.15)

emque i, j, k€ {1,2,--- n}.

Figura 12 — Transporte paralelo de vetores.

Fonte: Fonte prépria (2020).

DAk
Afirmaciio 4.4 Se A* é transportado paralelamente ao longo de uma curva o, entdo D 0.
X
Demonstracao. Com efeito, usando a regra da cadeia, temos
dA*  9AF dxi
ds  oxi ds’

Agora, como AX é transportado paralelamente, temos

DAKdxi  JAkdxi k dx dAR |k dxi

e _m e, Al 4 AT . (4.16)

Dxi ds  dx' ds ij ds ds ij ds

8 8
|
Proposicao 4.2 O campo de velocidades ao longo de uma geodésica v,
dx dx! dx"
ds \ds’ ’ds)’
é transportado paralelamente ao longo de 7.
~ ~ podxr ~
Demonstracao. A equacao de transporte paralelo (4.15) com A* = s coincide com a equagao
s

das geodésicas (4.7). |

Perceba que examinando a Proposi¢ao (4.2)) e as equacdes (4.7) e (4.15), segue que, em uma
geodésica, temos automaticamente, o transporte paralelo dos vetores tangentes.
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Defini¢do 4.6 Definimos o dngulo 0 entre dois vetores A'(s), B'(s), ao longo de uma curva Q,

em um ponto (sg), por meio de

gijA'B/

cosf = ———,
1A]lgllBllg

(4.17)

em que [|A(so) |13 = gijA"(s0)A7 (s0) e [|B(s0)|I3 = giB'(s0)B (s0).

Proposicio 4.3 Se A'(s) e Bi(s) sdo ambos transportados paralelamente ao longo de o, entdo

0 ¢ constante ao longo de q.

Demonstracao. Note que, usando a regra do produto da diferenciacdo covariante,

.. l J
l%(giinBj )= %AW +gile)—3€Bj -l-giin% =0, (4.18)
- 3 DA! DB/ _
pois, pela Observagdo (4.4), — = —- = 0, uma vez que, os vetores sao ambos transportados
Dx*  Dxk
paralelamente, e ainda, pela condicao de Ricci, Zi;kj =0.
Dessa forma, teremos
% (cosB) =0.
Mas, como a derivada covariante de um escalar (isto €, cos 8) é apenas a derivada parcial,
temos que
8;%9 =0, Vke{l,2,...,n}.
E ainda, .
dcosb _ 80056@ _o
ds oxi ds ’
Assim cos 0 € constante ao longo da curva . |

4.1.4 Conexao

Considere um conjunto de n? quantidades infinitamente diferencidveis Fj.k definidas em

U C R", que transforma por mudanca de coordenadas de acordo com a equagao (3.23)), ou seja,

Uoxk ™ oxi dxi BY " Qxiox)’

Nessas condi¢oes, I' = [Ff.‘j] constitui uma conexao linear sobre U. Os coeficientes Ff.‘j serdo

(4.19)

chamados de coeficientes da conexao I, podendo ser encontrados em algumas literaturas como
simbolos de Christoffel.
Se
If(x) =T%(x), Vi je{l,-- n}, (4.20)

I" é chamada conexdo linear simétrica sobre U.
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O transporte paralelo pode ser definido tal como em (#.13)), isto é, um campo de vetores con-

travariantes A*(x) é transportado paralelamente ao longo da curva y dada por x'(s),i = 1,...,n,
de acordo com L _
dA dx'
— 4+T*(x)A/ = =0. 421
ds +13(%) ds 4.2
: k : . :
Além disso, se I" € usado no lugar de em (4.1]), a diferenciacdo covariante de um
ij
4
vetor contravariante V" é definida por
DrV" 9V’

No caso de um tensor mais geral Bg?’k, para termos a diferencia¢do covariante, basta seguir
a equacdo (4.2)), ou seja,

DrBImk gBlmk . ok .
! ! [ k Imk Imk
Dx’J = ax]r +T, Bl + T B +T,B " — 5B — T, B (4.23)

De acordo com (4.22), a condigio de Ricci é generalizada para

Drgij _ 98ij _
Dxk  dxk

Se € valida a condicao de Ricci (4.24), dizemos que I' ¢ uma conexao compativel com a

egnj —Thgin=0. (4.24)

métrica g;;, ou simplesmente, uma conexdo Riemanniana.

Proposicio 4.4 Se uma geometria Riemanniana tem conexdo que obedece e ([{.24), en-

tdo
k
k
Li=y .
Ly
g
Demonstracdo. Usando (4.24), temos
Drgi; ag“
Dok = o~ Lirsi— ngis =0, (4.25)
Drgyj 98k h h
D = g~ Lt~ Tjigkn =0, (4-26)
Drgvi _ 98k h
ijl - ale — 1% j8ni —'ij8kn = 0. 4.27)

Manipulando (4.23)), (¢.26) e (@.27)) e usando a simetria de (#.20),

dgij , 98k 9w
oxk  oxi ox/

= zrzhkghj'

Dai,

= Lohi (ag"f+ag"f - ag’“’) _)h

2 & oxk  oxi OxJ ik
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|

Um fato por vezes conhecido como Lema Fundamental da Geometria Riemanniana

afirma que: “Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tvinica conexdo I" simétrica e

compativel com a métrica.”. Detalhes sobre este resultado podem ser consultados em (CARMO,
2011, p. 61).

Unindo o resultado da Proposi¢ao com o Lema Fundamental da Geometria Riemanni-

ana, segue que dada uma variedade Riemanniana qualquer, sempre podemos considerar uma

conexao que tem l"f?j como sendo os simbolos de Levi-Civita.
4.1.5 Tensor de curvatura

d
A partir daqui, para a derivada parcial, adotaremos a notagdo d; = e Além disso, denote
X
i dxk
j k ds '
g
Vamos introduzir o operador de Berwald, dado por

8 == d;— Glor, (4.28)
: ) dx"
em que d, := 3 ex = .
Seja f uma fungao suave de x e X, desejamos calcular o chamado colchete de Lie,
61, 6;](f) := 6:i(8;f) — 8;(6if)- (4.29)
Considere entdo, cada termo de (4.29) separadamente,
5(8;f) = 8:(9;f — Gi0nf) = 8(0;) — [8:(G))0rf — GS[8:(,1). (4.30)
Temos ainda,
G'[8(0,f)] = G}0:(rf) — G} (In(9r))] = G[i(0,f)] — GG On(9r 1), (4.31)
e
8:(9;f) = 9(9;f) — G[05(9;)]- (4.32)

Usando (@.30), (#.31) e (@.32)), temos entdo,
8(6:6) = 3(0,F) — GlIV(3,) — 3G f
—G'[0:(0,)] + GG} [9h(0,)]-
O termo &;(J;f) é encontrado apenas trocando as posi¢des de i e j em (4.33). Da,

(4.33)

(61, 8;](f) = 9i(9;f) — G} [05(9;f)] — [8i(G))]0r.f
—G5[0:(0f)] + GSGHO4(0f)] — 9j(0if ) + GS[0s (9 )]
+[8;(G))]0rf + G} [9j(9-f)] — GG [04(9:.f)]

= (8,G; — 6:G}),f.
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pois f € uma fungdo suave.

Vamos entdo, usar a seguinte notacao

(61, 8/](f) =R} f.

Sendo assim, o tensor R}; = 6,G} — 6;G"; € chamado de tensor fundamental de curvatura

d
de Berwald a 3 indices. Vale destacar que ele depende de x = d_x
s

Agora, defina o tensor misto de ordem (1, 3),

k . )mk

Claramente, temos

R};; = 0,8,G; — 0,6,G". (4.34)
Considere agora a seguinte notacao
Iremos calcular Rf‘i i analisando separadamente os termos de (4.34). Com efeito, a partir de

(4.28)),
915j = 918]' — 81Gj8s = 9,8]- — Gj'l 95.

Dai,

9,8,G; = 9,9,G} — G, 0,G} = 9,G; — GG (4.35)
Trocando as posigdes de i e j em (4.35), obtemos o segundo termo de (#.34). Dessa forma,

R};; = 9;Gy — G, G, — ,GY + G} Gy (4.36)
A expressdo em ({.36) representa a notacdo padrdo para o tensor fundamental de curva-
tura de Berwald a 4 indices.

Agora, note que

¢=aci=2 (1 Va)=)
Ji= oY) =55 (T ’
JU JU
8 g
s . y
uma vez que € independente de x'.
Ji
g

Assim, chegamos a expressao do tensor de curvatura de Riemann a 4 indices,

ERP L O CL5E ' ¢ 4.37

lij =%y . : ) L Ty . : : (4.37)
il jl is jl il Jjs

4 8 8 8 8 8
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Observacao 4.1 O 4-tensor de Berwald para curvatura foi publicado muito depois que o de Ri-
emann. Berwald estava procurando uma generalizacdo da geometria de Riemann. Esta genera-
lizagdo permitia que g;; e l"f-‘j dependessem de x e x. Tais geometrias sdo conhecidas hoje como
geometrias de Finsler, devido a Paul Finsler (1894-1970), que escreveu sua tese de doutorado
sobre o topico. A esse tipo de geometria, estd associada a métrica Finsler que diferentemente

da Riemanniana, ndo necessariamente é definida positiva.

Observe que a partir de (4.37), concluimos que o tensor de curvatura de Riemann, possui a

propriedade de antisimetria, ou seja,

Rk = —Rfﬁ. (4.38)

Podemos também, baixar o indice contravariante de ]R’l‘l. ; para obter Ryy;;, ou seja, um versdo

covariante pura do tensor de curvatura de Riemann, isto € feito da seguinte maneira
Ruij = rsRy;;- (4.39)
Neste caso, também vale a antisimetria,
Ruij = —Rygji- (4.40)
Vamos agora obter algumas propriedades do tensor de curvatura de Riemann. Considere um

sistema de coordenadas normais em um ponto p. Sabemos que em p, = 0. Perceba
ij ).

. . ~ o .8 .
que em contra partida, suas derivadas ndo podem ser anular. Uma justificativa € que caso isso
ocorra, o tensor de curvatura de Riemann se anula em p. Por se tratar de um tensor, teriamos
RZ ;= 0 em qualquer sistema de coordenadas. O que ndo pode acontecer.

Afirmacao 4.5 Para o tensor de curvatura de Riemann, vale a primeira identidade de Bianchi

ou identidade de Bianchi algébrica,

Ry +Ri; + RS, =0. (4.41)

Demonstracao. Usando coordenadas normais, temos:

~ k k
Rlij =0; . — 0 ) )
il | jl | .
g g
. k k
Rip=aq ¢ =9y . (-
Ji | . i |
g g
~ k k
lj ij

o
o
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Assim,
Rj; + R + RS, =0, (4.42)
em coordenadas normais.

Como (4.42) é uma equacdo tensorial, serd valida em qualquer sistema de coordenadas. W

Afirmacao 4.6 Para o tensor de curvatura de Riemann, vale também a segunda identidade de

Bianchi ou identidade de Bianchi diferencial,

k k k
DRiij | DRjy  DRijn _

4 : 4.43
Dx Dx/J Dx! ( )
Demonstracao. Com efeito, usando novamente cordenadas normais em p,
RK . mk DRk
lij _ 5 ok DRy, _ 3k Ljih _ 5ok
Dai, teremos
mk Sk ok
DRHJ. DR}, Dleh _ala k P k
h + —+ — — 0Oh j i
Dx DxJ Dx! il ]l
§ § (4.44)
k k k k
+8j &i —ah +<9,- 8}1 —8j =0.
hl | _ il | jl | . hl | _
g g g g

Assim como na primeira identidade, a equagdo (4.44) ¢ tensorial, logo, vale em qualquer
sistema do coordenadas. Portanto, estd provada a segunda identidade. |

As identidades de Bianchi também sdo vélidas para o tensor de curvatura de Riemann em
sua forma covariante pura Ry;;. Uma maior generalizagdo pode ser vista em (LEE, 1997, p.
121-124).

Vamos introduzir os assim chamados simbolos de Christoffel de primeiro e segundo tipo.

O primeiro tipo € dado por

. 1
[ij,K] == 5 (9@ + dig jk — ki) (4.45)
enquanto que o de segundo tipo é
B =g [iJ,k|. (4.46)
1J

g
Note que os simbolos de Christoffel sdo simétricos, ou seja, [ij, k| = [ji,k]. Além disso,
perceba os simbolos de Christoffel de segundo tipo sdo exatamente os simbolos de Levi-Civita.

Podemos reescrever (4.45)), da seguinte forma,

[
[ij, k] = 8ilij,s] = gug®lij.sl =gus ¢ (4.47)
ij
8

isto serd importante na demonstragdo da préximo resultado.
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Proposiciio 4.5 Em todo lugar de (U, gi;), temos que
1 R -
Ruij = > (0018 + 0ikg ji — 0jokgi — 9idigjx) + & ([ki, pl[jl,t] — [kj, p]lil,t]).  (4.48)
Também, Ry;j = —Ryij = Riju-

Demonstracio. Primeiramente, usando a lei (4.39),

p p
Ruij = gipR};; = 8kp0j — 8kp0i
il jl
g g
s p s V4
+8kp ) — 8kp
il Jjs jl is
g g g g

Porém, pela regra do produto,

% | o 1 1
1 1
8 8

il

Dai, usando (4.47)),

= aj 8kp p } - aj(gkp) IZ = aj[ilak] - aj(gkp)

p p
8kp9j
il il i il
g g g g
e
. p
gkpOi = 0;[jl, k] — 9i(8kp)
Jl Jl
g g
Substituindo em #&.1.5)),
. . p p
Ryij = 9jlil, k| — 9;[j1,k] — 9j(gkp) ] + 0i(8kp) ;
i J
8 8 (4.49)
. s . s
+[]S,k] —[lS,k]
il jl
g g
Agora, calculando d;[il, k] e ;[ jl, k], temos
. 1 1
d;lil k] = Eaj (algik + digik — akgil) =5 (ajalgik +d;digik — ajakgil) ;
. 1
di[jl, k] = 3 (0:9ig jx + 0i0;gik — 9idkg i) -
Logo,
. . 1
d;lil, k] — d;[jl, k] = 5 (0018 — 0j0kgit — 0iig jk + 0idkg 1 )- (4.50)
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Pela condi¢do de Ricci,

h h
9;(8kp) = 8np ¢ T 8kn ¢ =Ikj.p]+[pj.k (4.51)
kj pJ
8 8
h h _ '
9i(gkp) = &np + gkn = [ki, p] + [pi, k]. (4.52)
ki . pi .

Substituindo #.50), @.51) e (4.52)) em (4.49),

1 . . p
Ryij = 3 (0018 — 9j0kgit — 9iig jk + 9idkg 1) — ([kj, p)+ [pJj.k]) ,
")
. . p . s . s
+([ki, p] + [pi,K]) + [js, k] — [is, k]
il il il
g 8 g
1 ) p ) p
=3 (0j01gik — 0jOkgit — 9i9ig jx + 9idkg j1) — [kj, P] i [pj, k| ,
") ")
S )
il T +likd T sk ~ Jis.A]
il il il jl
g g g g

Na ultima equagdo, troque s por p nos dois ultimos termos da direita. Obtemos entao,

1 . 4 . p
Ryij = 5 (0j01gix — 9j0kgi1 — 0id1g jx + idkg ji) — [k p) i [pJ, k] ;
1 1
g g
. p . p . p . p
+[ki, p] + [pi K] +[ip.k] —[ip,] (4.53)
il il il il
g g g g
1 . p .
=3 (0j01gik — 9jOkgi — 0idhg ju + iokg ji) — [kj, p] ; + [ki, p] ;
i J
g g

Para finalizar, usando (4.46)) em (4.53]), obtemos

Ryij = = (9j0i8ik — 0;0kgit — 9idig jx + 9idkg ji) — [kj, p] (8" [il,1]) + [ki, p] (8" [jl,1])

1
=3 (9;01gik + 0iokg ji — 9j0kgi — 0idhg ) + & ([ki, p][jL. 1] — [kj, p][il,1]).

1
2

As afirmagdes sobre simetria e antisimetria de Ry;;; seguem diretamente. |
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4.1.6 Espacos de curvatura constante

Considere um ponto p € (U,g;;), & um subespago bidimensional do espaco tangente em
P, {A,B} uma base qualquer de a. Podemos definir um niimero real K,(A,B) = K, (&) que é
chamado de curvatura seccional em p com relacdo a «.

A curvatura seccional é escrita a partir do tensor de curvatura, foi introduzida por Gauss,
extendida por Riemann e coincide com a curvatura Gaussiana para o caso de superficies em R3.
Para efeito de exemplo, no caso da esfera S” de raio r, temos K p(oc) = lz para todo p e o. Mais
informacdes sobre esta discussao podem ser consultadas em (LEE, 1997, p. 145-149).

Quando K,() nio depende de o, denotamos K,(¢t) = K(p). Neste caso, o tensor de cur-

vatura de Riemann em sua forma covariante pura é dado por

Ryiij = K(p)(8kj&ii — 8rigl))- (4.54)

Observe que usando (4.39)), a equacdo (4.54) nos da para a forma mista do tensor de curva-

tura de Riemann,
Rj;; = K(p)(8}gi— 6 g1j).
Quando n =2, o plano o € o proprio espaco tangente, desta forma, temos automaticamente
Kp(a) =K(p).

2

Definicdo 4.7 Em uma geometria Riemanniana (U,g;j), se a curvatura seccional K,(a) é
constante, ou seja, ndo depende do ponto p nem do plano «, diremos que (U,g;;) é um es-

pago de curvatura constante.

Perceba entdo que a esfera S” de raio r € um espaco de curvatura constante. Podemos agora
pensar em ferramentas para definir quais espacos Riemannianos tem esta caracteristica, para
isso, apresentaremos o Teorema de Schur, também conhecido em algumas literaturas como
Lema de Schur. Uma outra versao pode ser vista em (PETERSEN, 2006, p. 39-40).

Teorema 4.1 Se K, (o) ndo depende de o e (U,g;;) tem dimensdo n > 3, entdo K(x) é cons-

tante.

Demonstracao. Primeiramente, note que pela condi¢ao de Ricci,

DRk DK (x)
! X) sk k
Dx,jf = (8781i— 6g1))- (4.55)
: . ~ . . . . K (x)
Mas, a derivada covariante de uma fungdo escalar € a derivada parcial, assim, i =
X

d,K (x). Sendo assim, pela segunda identidade de Bianchi,

OnK (x) (85 g1i — 87 81) + 0K (x)(8 gin — 84 811) + K (x) (85817 — 87 gun) = 0.
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Somando sobre o indice k e em seguida fazendo k = j, temos a equacdo

9hK(x)(5]j81i — 8/ 21,) + K(x) (8 gin — 8] g11) + K (x)(8] 1 — 5fg1h) =0, (4.56)

que fornece em cada parcela, respectivamente,
(n—1)g10,K(x), gndiK(x)—gii0nK(x) e (1 —n)gdiK(x).
Substituindo esses valores em e multiplicando por g%, temos
g(n—1)gi 0K (x) + " (21n0iK (x) — 210K (x)) + g"'(1 — n) g1 0K (x) = 0.
Ou seja,
8 (n— 1)K (x) + 8} 9K (x) — 8!9,K (x) + & (1 —n)diK (x) = 0. (4.57)
Somando (4.57) sobre o indice i, temos
n(n—1)9,K(x) + K (x) —ndpK(x) 4+ (1 —n)dyK(x) = 0.

Dai,
hK(x)(n(n—1)+1—n+(1—n)) =dK(x)(n—1)(n—2) =0.

Assim, se n > 3, segue que d;,K(x) = 0. Portanto, K(x) é constante. [

Em todo ponto da esfera S" de raio r, a curvatura é constante e positiva. Outro exemplo de
espaco de curvatura constante € a pseudoesfera, neste caso, a curvatura é constante e negativa.
No que segue, faremos essa construcao, usando conceitos até aqui apresentados.

Considere a superficie de revolugdo de uma curva C(t) = (r(¢),h(t)). Introduziremos o
parimetro u' como sendo o parimetro da curva C e u*> como sendo o angulo de rotacio do plano

P em torno do eixo x>. Para pontos sobre a superficie de revolucio S, obtemos a representacio

¥ =%u',u?) = (r(u')cos(u?), r(u') sin(u?), h(u")). (4.58)
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Figura 13 — Superficie de revolucao.

A

S

N: ’y

d

Ty =2
Fonte: Fonte prépria (2020).

A tractriz (do latim trahere que significa puxar, arrastar) funciona da seguinte maneira.
Considere uma corda de comprimento AB = 1. Em A, uma pessoa puxa a corda com um peso
em B, apontando na direcdo x3. A trajetéria de B forma a curva que chamamos de tractriz. AB é
tangente.

Vamos parametrizar a tractriz de forma conveniente por

1
u
r(ul):€u17 h(ul)Z/ V1 —e% dy.
0
Assim,

Fu')=e", B(u')=+1-—e2,
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Figura 14 — Tractriz.

ﬁ

X3

Fonte: Fonte prépria (2020).

A superficie resultante € denominada pseudoesfera e sua métrica Riemanniana € dada por

1 0 1 0
g~ Ny =
N 0 2 0 2

Note que g = det(g;;) = g2 = e~ > (0. Sabemos ainda que n =2, logo, K,(a) = K(p).
Dessa forma,
Ro112 = K(p)(g22811 — &21812) = K(p) det(gij).

Ou seja,

Ro112
K(p) = :

8

Por outro lado,
_ I | Y
Ro112 = Ry = g21R 15 + 82oR7 1 = gR7p,-

Sendo assim,

Ror12 gR?
K(p) = ¢ =K(p) = gm:R%lz-

Afirmamos que K(p) = —1. Com efeito,

2 2 1 2
K(p) =0 —d —
11 21 21 11
8 8 8 8
2 2 1 2 2 2
- + +
21 12 11 21 11 22
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Calculando os simbolos de Levi-Civita, temos

2 1 2 1

11 11 21 2
8 8 8

Dessa forma,
1 1 2
K(p)=— [91 (5822315’22) + (582231822> ] - (4.59)

Calculando separadamente, temos

1 1 1
J| (582231g22) =0 (562”1316_2"‘) =5 (d1e*101e™ 2 + 219 dye 1)
(4.60)

(2e2“1 (—2)6_2”‘ + 62”14e_2”1) =0,

1 2 1 2 1 2
(Egzzalgn) = (562”'3162”‘) = (Eezm(—2)e2”'> =1. (4.61)

Substituindo (4.60) e (4.61) em (4.59)), segue que K(p) = —1. Como desejado.

| =

4.2 DIFUSAO EM VARIEDADES DE CURVATURA CONSTANTE

Aqui, vamos construir uma situagdo geométrica que nos possibilite obter informagdes em re-
lagdo a fun¢do de transi¢ao de um processo de difusdo em uma regido geodesicamente convexa
de uma variedade Riemanniana que seja suficientemente pequena em torno de um determinado
ponto inicial. Nossa principal referéncia ¢ (MOLCHANOV, 1975), trabalho que faz uma anélise
do comportamento de f(¢,x;,x;) sob algumas suposi¢des em relagdo ao conjunto de geodésicas
que unem os pontos xj € xp. Apresentamos resultados para tais processos em geometrias que

apresentam mesma curvatura para todo ponto.

Definicdo 4.8 Definimos a derivada absoluta de um campo de vetores contravariante T' ao

longo de uma curva suave vy, por

8T!  dT! i -dxk

Sl Ti4 4.62
Su du + jk du’ ( )
g

dxt . .
onde Tn € o campo velocidade ao longo da curva suave y parametrizada por u.
u

d . .
Note que £ um verdadeiro campo de vetores contravariantes, € que
u

8T! 9T dxt L) Tjdxk _ DT'dx*
Su  Ixk du jk du  Dxk du’
g
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Dessa forma, vemos que a derivada absoluta ao longo de y € um campo de vetores contra-
i

€ um tensor misto de

variante, uma vez que, pela Afirmagao li a derivada covariante Dok
X
ordem 2.

Definicio 4.9 Um campo de vetores J(s) ao longo de uma geodésica y é chamado de campo

de Jacobi se satisfaz a equacdo

82J7 i
52 TB =0,
5 , ) . .
em que 55 é a derivada absoluta (4.62)), s é o parametro de comprimento de arco e
s
; - dx! dx"
Jo_mJ
B =R g5 s

é chamado de tensor de desvio do campo de Jacobi J(s), campo este que é tomado como

ortogonal a Y(s), ou seja, ortogonal ao campo velocidade ao longo de .

Definicio 4.10 Seja y: [t1,t2] — M uma geodésica tal que y(t;) = p e Y(t2) = q. O ponto q é
dito conjugado a p ao longo de 7y se existe um campo de Jacobi ndo-trivial ao longo de y que

se anula em p e q, ou seja, J(t1) = J(r) = 0.

Exemplo 4.2 Segundo (LEE, 1997, p.181), todo campo de Jacobi na esfera S" de raio r que
se anula em um ponto p, tem seu primeiro J = 0 a uma distdncia igual a r, ou seja, dado um
ponto p € S", seu antipoda —p é conjugado a p ao longo dos grandes circulos de S". Nesse
caso, para que dois pontos sejam ndo conjugados, a distancia entre eles deve ser menor que

r.

Considere x; um ponto em uma variedade Riemanniana e x; pertencente a uma vizinhanga
U geodesicamente convexa de x1, onde ¥ € a tunica geodésica que liga x; e xp, parametrizada
pelo comprimento de arco € que denotaremos por Yy, x, -

Agora, seja N uma hipersuperficie que € ortogonal a 7y, ,. Naturalmente, podemos atribuir

coordenadas u# a N. Além disso, considere que:
1. 7 € o comprimento de arco em ¥y, x,;
2. N intercepta ¥ no ponto x; quando 7 = 0;
3. Sex € ¥,x, ex €N, entdo u(x) =0.

Como o vetor velocidade ao longo ¥;,x, € transportado paralelamente ao longo da mesma,
e N € ortogonal a ¥;,x,, entdo N pode também ser transportada similarmente para o ponto x;.

Assim, podemos relacionar N com os campos de Jacobi e o desvio geodésico ao longo deyy, x, -
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Teorema 4.2 Considere que M é uma variedade simétrica, f(t,x1,x2) é a fungdo de transi¢do

de um processo de difusdo sobre compactos D C M que satisfaz a equagdo

af 1 0f
L af+GEL (4.63)

onde G é um campo vetorial, x| e xp sdo pontos ndo conjugados ao longo de Yy, x,, que estdo
em uma regido geodesicamente convexa e suficientemente pequena em torno de xi, de modo
que exista uma constante & > 0 tal que p(x1,x;) < 8, onde p é a distdncia Riemanniana em M.

Nestas condigoes,

1 2 n—1 dS 7%
R e -2 A e () s
em que p = p(x1,x2),
p
Ax1,x2) = /0 (B,Y(s)) ds (4.65)

ds . . .
é o trabalho do campo G ao longo de Yy, e 70 € um objeto geométrico que caracteriza a

divergéncia do fluxo geodésico proximo a Yy, x,, dado por

k sin )Ll%p k_ | sinh —).-_p
9B T ( ) (y=A7e) , (4.66)
A

et e L e

onde 7Ll-+ e 7Lj_ sdo autovalores da matriz que representa o tensor de desvio dos campos de

Jacobi ao longo de Yy, x,, tais que IB%{ = 51'] 7Lj. Além disso, ko, ki, k_ sdo respectivamente, o
nimero de autovalores nulos, positivos e negativos, tais que ko+ k4 +k_ =n— 1. Estes valores
se relacionam com a curvatura da variedade e se M é um espago de curvatura constante K(p)

para todo p € M, teremos

. o ds o .
Para entender geometricamente o que significa o termo 16" emitimos a partir do ponto xi

um feixe de “raios” de geodésicas em um angulo sélido d¢, que “illumina” uma area dS na

hipersuperficie geodésica N.
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Figura 15 — Raios de geodésicas.

Fonte: Fonte prépria (2020).

Para o caso da pseudoesfera construida na se¢@o anterior, vamos cortar o pico infinito da

tractriz revolucionada. Temos entdo uma superficie com bordo em duas componentes disjuntas.

Figura 16 — Pseudoesfera com bordo em componentes disjuntas.

\
J

Fonte: Fonte prépria (2020).

Neste caso, ndo estamos aptos a usar diretamente os resultados do Teorema.2] As hipéteses
requeridas nao sdo satisfeitas por exemplo para pontos pertencentes as componentes do bordo.
No entanto, podemos esperar que para um regido geodesicamente convexa e pontos fora do

bordo, a densidade de transi¢do serd aproximada da forma

VP { p’ ]
£ox1,x0) ~ —Y—exp |~ +A(x,x2) | -
fltxx)~ oo sinhp P (x1,x2)
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Para um processo de difusdo que satisfaz as hipéteses do Teorema[d.2|com M sendo a esfera

S" de raio r, temos ko =0, k_ =0, k4 zn—leli:—zparatodoi: 1,---,n—1. Assim, a
r
partir de (4.66),
. n—1
ds [sm(%)]
= _ : ,
do =

e teremos para a fungdo de transi¢do, a aproximagao,

ft,x1,x2) ;ex [—p—2+A(x x2) p|7
s X5 A2 (27”)% p 27 1,42 rsinp .

Para a esfera S?, fazendo n = 2, temos entdo

VP

27t/ rsin(E)

2

exp {—p— —|—A(x1,x2)] .

f(l,.X],)Q)N 77
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Concluimos que dentro da teoria dos processos de difusdo, podemos identificar a presenca
ou auséncia de propriedades geometricamente invariantes de determinados elementos. Esse ra-
ciocinio € baseado em alguns fatos, como por exemplo: a obtencao de uma métrica Riemanniana
a partir do coeficiente de difusdo a'/, a constatacio de que isoladamente o campo de drift b’ ndo
se constitui como um verdadeiro campo de vetores e a certificacdo de que com a introdugdo do
campo de Christoffel ch’, o termo b’ 4 ch' nos entrega um invariante geométrico.

A partir da teoria apresentada, podemos investigar a aleatoriedade dos processos. Consi-
derando o movimento Browniano como perfeitamente aleatério, basta designar o quanto um
determinado processo de difusdo se aproxima do mesmo. De modo geral, é possivel apontar
também quais elementos geram efeitos sobre o movimento de difusao a ser abordado.

Acreditamos que o nosso principal objetivo foi alcancado, uma vez que foi possivel criar
uma fonte de ferramentas que podem ser utilizadas para a construcao de um modelo analitico
para o estudo de processos de difusdo em variedades Riemannianas.

O desenvolvimento deste trabalho contribuiu para o estudo de boa parte dos contetidos vis-
tos em um curso de Geometria Riemanniana, visto que tratamos de conceitos como: métrica,
conexao, geodésicas e curvatura. Além disso, ajudou no estudo de vérios conceitos relacionados
ao calculo tensorial.

Vale destacar a relevincia no ambito da matematica aplicada, no sentido de que a possibi-
lidade de propor modelos para processos difusivos € um convite para relacionar a matemética
com outras ciéncias.

Ideias de projetos futuros podem ser construidas visando uma extensao desse trabalho para
uma geometria mais geral e também aplicada a modelos em biologia, fisica e engenharia, por
exemplo, geometrias tipo Finsler. (ANTONELLI; LACKEY, 1998) e (ANTONELLI; ZAS-
TAWNIAK, 1999) sdo referéncias para este tipo de abordagem.

Além disso, ferramentas que aqui foram apresentadas, proporcionam o estudo de aplicagdes
da difusdo em biologia. Com base na generalizacdo de conceitos vistos no Processo WFK,

uma geometria de drift genético aleatdrio pode ser explorada a partir do caso n-dimensional do

coeficiente de difusdo A(x) = x(1 —x) visto na|subsecao 2.1.1
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