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RESUMO

O objetivo deste trabalho de pesquisa foi estudar como autores de livros didaticos de
Célculo Diferencial e Integral propdem situac6es visando a transformacéo de um estado de néo-
saber para um estado de saber no que se refere ao objeto matematico limites de funces reais
de uma variavel real. A realizacdo deste estudo se baseou em elementos teoricos e
metodologicos da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), proposta por Yves Chevallard e
colaboradores (1991, 1999). A metodologia que foi adotada nesta pesquisa, trata-se de uma
abordagem qualitativa de cunho documental. As duas obras submetidas a analise foram: O
Célculo com Geometria Analitica de Louis Leithold (1977) e Calculo de James Stewart (2017).
Para auxiliar nesta investigacdo, foram propostas as seguintes questdes (mais gerais): Como
vivia e como vive 0 objeto matematico limites de funcdes de uma variavel nos livros didaticos
selecionados? Quais eram e quais sdo (e como se caracterizam) as organizagdes matematicas
e didaticas relativas aos limites que aparecem nas obras escolhidas? Qual era e qual é a razdo
de ser do conteudo limites de funcdes nos referidos livros texto? Apos analisar cada um dos
dois livros e comparar os resultados, foram encontradas algumas diferencas nos modos de viver
dos limites considerados. Partindo-se da analise das organizagdes praxeoldgicas constituidas
em torno dos subtipos de tarefas relacionadas a determinacdo desses limites, constatou-se que
existe uma diferente distribuicdo (ndo muito grande) da representatividade de tais tarefas.
Observou-se ainda, a ndo-presenca (no livro mais antigo) e presenca (no livro mais recente)
das praxeologias a serem transpostas relacionadas a atividade de conjecturar limites
numericamente; e também; das abordagens histérico-epistemoldgicas; do uso de calculadoras,
computadores e sistemas de computacdo algebrica; e das aplicacdes aos demais campos do
conhecimento humano. As organizagdes matematicas sao praticamente as mesmas (apenas com
diferengas em relacdo a variedade das técnicas elaboradas). As praxeologias didaticas ocorrem
(basicamente) em trés momentos, a saber: (i) exploracédo do subtipo de tarefa/elaboracéo da
técnica, (ii) avaliacdo do ambiente técnico-tecnoldgico e (iii) trabalho da técnica. As razoes
de ser para tais limites sdo essencialmente as mesmas, ou seja, estudam-se limites para explicar

e justificar todo o resto do Célculo Diferencial e Integral.

Palavras-chave: Livros didaticos de célculo diferencial e integral. Limites de funces reais de

uma variavel real. Teoria antropoldgica do didatico.



ABSTRACT

The objective of this research work was to study how authors of Differential and Integral
Calculus textbooks propose situations aiming at the transformation from a state of not knowing
to a state of knowledge regarding the mathematical object real function limits of a real variable.
This study was based on theoretical and methodological elements of the Anthropological
Theory of the Didactic (ATD), proposed by Yves Chevallard and collaborators (1991, 1999).
The methodology that was adopted in this research, is a qualitative approach of documentary
nature. The two works submitted for analysis were: Louis Leithold's Calculus with Analytical
Geometry (1977) and James Stewart's Calculus (2017). To assist in this investigation, the
following (more general) questions were proposed: How did the mathematical object live and
how do the function limits of a variable in the selected textbooks live? What were and what are
(and how are they characterized) the mathematical and didactic organizations related to the
limits that appear in the chosen works? What was and what is the raison d'étre of the content
limits of functions in those textbooks? After analyzing each of the two books and comparing the
results, some differences were found in the ways of living of the considered limits. From the
analysis of the praxeological organizations constituted around the subtypes of tasks related to
the determination of these limits, it was found that there is a different (not very large)
distribution of the representativeness of such tasks. It was also observed the non-presence (in
the oldest book) and presence (in the most recent book) of the praxeologies to be transposed
related to the activity of conjecturing limits numerically; and also from historical-
epistemological approaches; the use of calculators, computers and algebraic computing
systems; and applications to other fields of human knowledge. Mathematical organizations are
practically the same (only with differences in the variety of elaborate techniques). The didactic
praxeologies occur (basically) in three moments, namely: (i) exploration of the task
subtype/elaboration of the technique, (ii) evaluation of the technical-technological environment
and (iii) work of the technique. The reasons for being for such limits are essentially the same,
that is, limits are studied to explain and justify all the rest of the Differential and Integral

Calculus.

Keywords: Textbooks of differential and integral calculus. Real function limits of a real

variable. Anthropological theory of the didactic.
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1 INTRODUCAO

Durante o periodo de dois anos, o autor do presente trabalho de pesquisa lecionou
Célculo Diferencial e Integral (CDI) no Centro Académico do Agreste da Universidade Federal
de Pernambuco (CAA-UFPE), onde ministrava aulas para os alunos dos cursos de Engenharia
de Producéo e Engenharia Civil. Durante tal experiéncia como docente do ensino superior, teve
a oportunidade de observar de perto as dificuldades vivenciadas nos processos de ensino e
aprendizagem dos assuntos concernentes ao Caélculo, principalmente no que se refere ao
conteddo limites.

Desse modo, o autor resolveu iniciar uma busca por caminhos alternativos que
pudessem auxiliar o seu fazer pedagdgico, objetivando entdo, oferecer aos seus alunos a chance
de transpor os obstaculos e avangar em relagdo aos saberes matematicos relacionados ao CDI,
com destaque para os limites.

No ano de 2017, comegou a participar de um grupo de inicia¢do a pesquisa na propria
UFPE. Grupo, esse, que é voltado para auxiliar futuros pesquisadores em educa¢cdo matematica.
Dessa maneira, a partir das discussdes realizadas no tal grupo, toda essa inquietagdo comecou
a ser melhor compreendida, alguns pontos problematicos (mais superficiais) da pratica docente
puderam ser identificados e corrigidos, e o desejo de investigar o problema mais a fundo surgiu.

O Célculo Diferencial e Integral € também chamado de “a matematica do movimento e
da variacdo”, constituindo algumas das mais tradicionais disciplinas do ensino universitario, e
tendo preservado até os dias atuais bastante da sua estrutura original (SOUZA, 2001).

Segundo Taveira Neto (2016), o Célculo possui aplicagdes nos mais diversos campos
do conhecimento humano e constitui uma ferramenta matematica completa e dindmica. Dessa
forma, pode-se compreender a inevitavel necessidade do estudo do CDI em vaérios cursos de
graduacdo, indo desde Administracdo de Empresas até Matematica Pura, passando por
Engenharia de Producgéo, Engenharia Civil, Fisica, Quimica, etc.

O primeiro curso de Calculo com o qual um aluno se depara apds ingressar no ensino
superior, geralmente € composto pelo estudo de conjuntos numeéricos, intervalos, algebra
béasica, fungdes elementares, limites, derivadas e integrais (atendo-se ao caso de fungdes de uma
Unica variavel real).

Entretanto, segundo Rafael (2017), as aulas de Céalculo Diferencial e Integral costumam
gerar nos alunos inquietacdes, expectativas pessimistas e angustiantes, e até mesmo o repudio
a disciplina. Essa autora afirma que por causa dos elevados indices de reprovagdo e abandono,

o0 Célculo, os seus conteudos e os seus métodos, tem sido alvo de muitas pesquisas académicas.
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Para ilustrar tal afirmacdo, Rafael (2017) cita o exemplo do Calculus Reform (movimento
iniciado na década de 1980 nos Estados Unidos, que visa enfrentar as dificuldades relacionadas
ao ensino e aprendizagem do CDI).

Rafael (2017) ainda afirma que o problema aqui exposto pode ter varias origens, tais
como: a baixa qualidade oferecida no ensino basico, as deficiéncias relacionadas a formacéo
docente, a escolha equivocada de metodologias, a falta da relagdo conteddo-aplicacdo, os
problemas relativos aos livros didaticos produzidos, entre outras.

Segundo Chevallard (1991), em sala de aula, é o professor que serve de mediador para
possibilitar que o aluno faca a construgcdo do seu conhecimento matematico; no entanto, para
que haja tal mediacéo, o docente baseia sua pratica diaria no texto do saber, ou seja, o professor
fundamenta parte das suas a¢des nas informacdes existentes nos livros didaticos.

Desse modo, apoiando-se em Rafael (2017) e Chevallard (1991), escolheu-se fazer uma
pesquisa baseada em uma andlise de livros didaticos de Calculo Diferencial e Integral.

Segundo Stewart (2013), o Calculo é uma matematica que se diferencia de varias
maneiras da matematica elementar. O autor afirma que esse ramo do saber matemaético é menos
estatico e mais dindmico, pois trata de variacdo e de movimento, principalmente quando discute
acerca de quantidades que tendem a outras quantidades. Stewart (2013) diz que € util iniciar o
estudo do CDI através de uma visdo global acerca do mesmo, destacando (ainda) como o
conceito de limite surge naturalmente ao se tentar resolver os problemas que se apresentam.

Stewart (2013) afirma (também) que a ideia de limite é a base dos varios ramos do
Calculo Diferencial e Integral. Para esse autor, a importancia do conceito de limite é tal, que
(para ele), deve-se sempre iniciar o estudo do CDI examinando cuidadosamente os limites e as
suas propriedades.

Dessa forma, pela importancia inerente ao objeto matematico limites, destacada por
Stewart (2013), decidiu-se analisar as maneiras de viver desse conteddo em livros didaticos de
Célculo.

Para Santos (2013), a Teoria Antropolégica do Didatico (TAD) é munida dos
instrumentos suficientes para analisar o conteudo limites de fungdes como sendo um objeto
matematico em si; sendo tal andlise feita a partir da identificagdo e caracterizacdo das
organizac¢Ges matematicas e didaticas que se constituem em torno dos problemas relacionados
ao estudo dos limites.

Um livro didatico ndo € algo desenvolvido no vazio, pois se trata de uma construgéo que

carrega as concepgdes adotadas pelo autor (no tempo e no espago) em relagdo aos saberes ali
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contidos (BARBOSA, 2017). Pode-se afirmar entdo, que autores diferentes geram livros
didaticos distintos.

Chevallard (1999) afirma que a formagdo dos saberes/conhecimentos, assim como as
organizacgdes praxeoldgicas, envelhecem, e que durante tal processo de envelhecimento, 0s
elementos que as constituem podem perder seus créditos. Assim sendo, em uma determinada
instituicdo, podem desaparecer praxeologias ou aparecer novas praxeologias, que serdo
produzidas e reproduzidas, caso passem a existir.

Durante uma conversa particular (em meados de 2018) entre Marianna Bosch Casab6
(que é uma pesquisadora da TAD de destaque), Edelweis Jose Tavares Barbosa (orientador
desta pesquisa) e Leonardo Augusto de Lemos Batista (autor deste estudo) — que ocorreu na
UFPE no municipio de Caruaru-PE — surgiu a ideia de analisar um livro de Calculo antigo e
outro atual, para poder entender como vivia e como vive o0 objeto matematico limites de funcGes
em livros didaticos.

Desse modo, foram escolhidas e analisadas as duas seguintes obras aprovadas e adotadas
como bibliografia basica por varias universidades brasileiras renomadas: O Calculo com
Geometria Analitica de Leithold (1977) e Célculo de James Stewart (2017).

Entdo, baseando-se em Santos (2013), Barbosa (2017), Chevallard (1999), e também,
nas sugestdes enviadas pela banca examinadora durante a qualificacdo do projeto de pesquisa
que deu origem a este estudo, definiu-se que a investigacao realizada consiste em uma pesquisa
qualitativa de cunho documental, que teve por objetivo analisar como autores de livros didaticos
de Calculo Diferencial e Integral propGem situacdes visando a transformacéo de um estado de
ndo-saber para um estado de saber no que se refere ao estudo do objeto matematico limites de
fungdes reais de uma variavel a luz da Teoria Antropoldgica do Didatico.

A Teoria Antropologica do Didatico estuda o0 homem perante as situagfes matematicas.
Nessa teoria, 0s objetos matematicos emergem de sistemas de praticas existentes em dadas
instituicdes. Os elementos primitivos de tal abordagem tedrica séo as pessoas, as institui¢des e
0s objetos, pondo ainda em evidéncia, as suas relacGes. Para Chevallard (1999), os saberes
matematicos sdo fruto da acdo humana institucional. Essa teoria permite a realizacdo de
investigacdes a partir dos conceitos de Organizacdes Matematicas (OM) e de Organizagdes
Didaticas (OD), de que surgem as no¢des de tarefas, técnicas, tecnologias, teorias, e também,
0s chamados momentos didaticos.

A partir das consideracdes relatadas acima, foram propostas as seguintes questdes (mais
gerais) para nortear a pesquisa realizada: Como vivia e como vive 0 objeto matematico limites

de fungdes de uma variavel nos livros didaticos selecionados? Quais eram e quais séo (e como
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se caracterizam) as organizacGes matematicas e didaticas relativas aos limites que aparecem
nas obras escolhidas? Qual era e qual € a razdo de ser do contetdo limites de funcbes nos
referidos livros texto?

Partindo-se (também) das mesmas consideracfes anteriores, foram propostas as
seguintes questdes (mais especificas): As tarefas sdo bem identificadas? Houve a construcao
clara das técnicas apresentadas para resolver as tarefas? As técnicas apresentadas sao
suficientes para as tarefas existentes? Existe a possibilidade de desenvolvimento de novas
técnicas ou mesmo de adaptacdes acerca das mesmas? As tecnologias existentes sdo suficientes
para justificar e esclarecer as técnicas usadas? As teorias sdo explicitadas e capazes de
justificar as tecnologias?

Esta dissertagdo esta dividida em cinco capitulos.

No primeiro capitulo, que tem por titulo Introducéo, foram apresentadas: as motivacGes
gue levaram a pesquisa, a importancia de se estudar os saberes matematicos relativos ao
Calculo, as principais dificuldades enfrentadas nos processos de ensino e aprendizagem do CDI,
a relevancia de estudos acerca de livros didaticos, 0s motivos existentes para se estudar o objeto
matematico limites de funcGes, o delineamento da pesquisa e 0s elementos tedricos basicos
acercada TAD.

No segundo capitulo, que é intitulado por Revisdo de Literatura, sdo apresentados: 0s
principais estudos que forneceram apoio a esta pesquisa, algumas reflexGes acerca dos
elementos desses estudos que foram tomados para dar base ao presente trabalho e o desenho
geral da pesquisa que foi desenvolvida.

No terceiro capitulo, que tem por titulo Sobre a Teoria Antropolégica do Didatico, séo
apresentados: os principais elementos teoricos acerca da Transposi¢cdo Didatica (TD) e da
Teoria Antropoldgica do Didatico, que serviram como aporte tedrico deste estudo.

No quarto capitulo, intitulado por Aspectos Metodoldgicos da Pesquisa e Construgéo
de um Modelo de Referéncia, sdo apresentados: os critérios que foram utilizados na escolha dos
dois livros didaticos analisados, os principais aspectos historicos e epistemoldgicos sobre o
desenvolvimento do conceito de limite, alguns elementos matematicos fundamentais acerca dos
limites de fungdes e 0 modelo de referéncia que foi proposto para servir de base para as analises
realizadas.

No quinto capitulo, que tem por titulo Analise Praxeoldgica de Limite de Funcéo de
uma Variavel Real, sdo apresentadas: a descri¢cdo, organizacéo e distribuicdo dos contetdos de

ambos os livros estudados; a anélise praxeoldgica acerca das situagdes propostas pelos dois
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autores (referentes a determinacdo de limites); a sintese avaliativa de cada um dos livros

investigados; e a sintese conclusiva que comparou 0s principais aspectos das duas obras.
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2 REVISAO DE LITERATURA

Serdo descritas agora, algumas pesquisas que envolvem limites de fungdes, dificuldades
em relacdo ao Célculo Diferencial e Integral, Teoria Antropol6gica do Didatico, construgédo de
modelos de referéncia para analisar praxeologias matematicas, e também, livros didaticos; de
maneira que tais assuntos estejam relacionados com a pesquisa aqui desenvolvida.

Foram encontradas algumas pesquisas existentes nessa area, como as de Santos (2013),
Rafael (2017), Barbosa (2011, 2017) e Araujo (2009). Essas escolhas se devem ao fato de tais
pesquisas estarem, de varias maneiras, relacionadas ao tema desta investigacdo. Os estudos
trazidos aqui, sdo voltados a préatica pedagdgica do professor, tendo contribuicdes dentro do
campo da educacdo matematica, trabalhando com situacdes de sala de aula e o texto do saber
(livro didatico), conforme o que se segue:

2.1 SANTOS (2013)

Em sua tese de doutorado em educacdo matematica pela PUC-SP, Santos (2013)
realizou um trabalho de pesquisa que tinha como objetivo trazer reflexdes novas acerca do
objeto matematico limite de uma funcdo. Essa autora fez questionamentos acerca da origem por
tras da dificuldade de aprendizagem de limites, levantou dados acerca de como vive tal
contetdo do saber matematico em livros didaticos e buscou compreender como sao propostas
as tarefas no tocante a tal assunto. Santos (2013) buscou descobrir em que tipos de fontes dos
professores se baseiam para ensinar limites e investigou 0s aspectos motivacionais por parte
deles. Procurou entender, quais sé&o as definicdes que os professores costumam usar. Essa autora
buscou ainda entender, como os professores veem as dificuldades de aprendizagem dos seus
alunos e procurou compreender o que sentem os alunos em relagéo ao conteudo limites.

Para tal, Santos (2013) se apoiou em quatro pilares, a saber: (1) realizacdo de uma boa
revisdo de literatura para embasar a pesquisa; (2) busca por elementos histérico-
epistemoldgicos acerca da construcdo do conceito de limite; (3) estudo do objeto matematico
limites de funcBes tomando como base a Teoria Antropolégica do Didatico (para analisar as
tarefas, técnicas, tecnologias e teorias), a Teoria dos Registros Semi6ticos (para analise dos
registros das tarefas) e a teoria de Bakhtin (para analise dos discursos dos livros textos de
Caélculo Diferencial e Integral); e (4) compreensao da percepg¢édo do professor universitario e do

aluno acerca do contetdo limites.



23

Para a realizacdo desse trabalho, Santos (2013) fundamentou os aspectos quantitativos
e qualitativos de sua analise, coletando dados por meio de questiondrios, atividade livre e
entrevistas. A autora construiu os instrumentos de coletas de dados, e a anélise dos mesmos,
baseando-se na teoria de Bakhtin e na psicologia cognitiva.

No desenvolvimento do seu trabalho é notavel o esfor¢o para tentar construir um outro
olhar acerca do conceito de limite. Olhar esse, segundo Santos (2013), que néo privilegiasse
aspectos isolados, mas que fosse capaz de fornecer elementos para entender o porqué de tal
contetdo do saber matematico ser tdo desafiador e intrigante. Os resultados atingidos por Santos
(2013) se dividem em trés partes, a saber: (1) confirmou alguns resultados de pesquisas
anteriores; (2) trouxe alguns novos elementos relacionados ao conceito de limite; e (3) gerou
novos questionamentos. A autora destaca que um dos mais notaveis questionamentos que sua

pesquisa gerou foi a respeito da defini¢do formal de limite.

2.2 RAFAEL (2017)

Em sua dissertacdo em educacdo matematica pela UFJF-MG, Rafael (2017) realizou
investigacOes acerca das intervengdes metodoldgicas que sdo realizadas pelas universidades
publicas e privadas em relacdo as estratégias para diminuir o percentual de reprovacdo na
disciplina de Célculo Diferencial e Integral 1. A autora conseguiu elencar os principais fatores
que foram apresentados por professores, alunos e pesquisadores que influenciam no baixo
rendimento na disciplina.

Essa autora relacionou depois, as intervencGes metodoldgicas aplicadas para reducédo
dos indices de reprovacao em Calculo com os problemas desencadeados na vida académica dos
alunos. Para tal, Rafael (2017) realizou levantamentos de dados, através de pesquisa qualitativa,
nas secretarias universitarias, e também, através da aplicacdo de questionarios para professores
e alunos (que estavam envolvidos de forma direta com a disciplina de Céalculo Diferencial e
Integral 1).

A autora constatou que nas universidades privadas pesquisadas, os indices de
reprovacdo eram menores, quando comparados com os indices de mesma natureza nas
universidades publicas que fizeram parte do estudo. Rafael (2017) constatou que o volume de
intervencdes metodologicas para reducdo desses indices era maior nas universidades privadas,

fato esse que pode ter contribuido para reducéo desses indices.
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2.3 BARBOSA (2017)

Em sua pesquisa de doutorado em educacdo matematica pela UFRPE, Barbosa (2017)
realizou um trabalho de pesquisa que consistiu em analisar (comparativamente) as praxeologias
em documentos oficiais, no livro didatico e do professor em relacdo ao ensino de equacdes
polinomiais do primeiro grau (buscando estudar as relacdes de conformidade entre tais
elementos). O referencial tedrico que serviu de apoio para esse trabalho foi a Teoria
Antropologica do Didatico (TAD), que foi proposta por Yves Chevallard. Esse autor construiu
a pesquisa se baseando numa metodologia qualitativa de cunho etnografico. Barbosa (2017)
analisou as organizacdes matematicas e didaticas de trés professores, comparando com as
praxeologias identificadas no livro de referéncia dos mesmos, e também, com o modelo
dominante.

Barbosa (2017) constatou que existe conformidade entre as praxeologias a serem
ensinadas (que sdo propostas pelos autores dos livros didaticos) e as praxeologias efetivamente
ensinadas na sala de aula. O autor ainda observou que as relagcdes pessoais e institucionais
relativas ao objeto matematico equacdes do primeiro grau dos professores, constituiram-se a
partir dos seus equipamentos praxeologicos (EP(X)). Ainda foi constatado, que os proprios
professores foram os organizadores das tarefas, técnicas e tecnologias de complexidade
crescente, que se tornaram rotineiras e problematizadas no dia a dia da sala de aula. A tarefa T,
foi o ponto de interseccdo entre os trés professores, mesmo que os professores 2 e 3 tenham
trabalhado com mais outras tarefas.

O autor identificou procedimentos de resolucdo de equacdes do primeiro grau no
modelo dominante entre os trés livros didaticos estudados, que ndo podem ser efetuados em
raciocinios puramente aritméticos. Barbosa (2017) constatou ainda, que 0 modelo dominante
dos professores que foram analisados séo as equacfes que podem ser resolvidas atraves de
procedimentos aritméticos. Foi também observado, que havia apenas um professor em que
houve coincidéncia entre 0 modelo dominante do livro de referéncia e 0 modelo dominante
efetivamente ensinado em sala de aula.

No tocante as entrevistas, o autor constatou que os professores justificaram néo
trabalharem com o livro Matematica em virtude do que eles classificaram como sendo “nivel
dos estudantes”. A professora 2 disse que usa o livro Matematica, e explicou dizendo que a
cada capitulo, o referido livro faz uma reviséo do que foi visto até aquele ponto, e disse também,
gue isso era algo bom. Enquanto que os outros dois professores que ndo trabalham com o
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referido livro deram explicacdes distintas: um deles afirmou que o livro é muito resumido, ja o
outro disse que o livro era mais adequado para fazer trabalho de casa.

Barbosa (2017) também verificou que a ferramenta que os professores analisados
assumem para construir planejamentos para suas aulas é o livro didatico. O autor ainda
constatou que tanto segundo os professores, como no livro didatico, quanto nos documentos

oficiais, equacdes do primeiro grau tem sua razdo pautada na resolucdo de problemas.

2.4 ARAUJO (2009)

Em sua pesquisa de doutorado em educacdo pela UFPE, Aradjo (2009) buscou
caracterizar, e depois comparar, as transposi¢des didaticas realizadas na Franca e no Brasil
acerca do ensino de equac¢des do primeiro grau com uma incognita. Desse modo, esse autor se
pautou no referencial teérico baseado na Teoria Antropolégica do Didatico (CHEVALLARD,
1991), que destaca a importancia do papel das instituicdes na relacdo com os objetos do saber,
e também, na TAD (CHEVALLARD, 1999) que, trata-se de um método de analise para as
organiza¢Ges matematicas existentes em uma determinada instituicao.

A pesquisa de Aradjo (2009) permitiu a construcdo de um modelo de referéncia acerca
das praxeologias matematicas pontuais referentes a resolucéo de equacgdes do primeiro grau que
forneceu os critérios e as categorias utilizadas para analisar programas de ensino, livros

didaticos e estudos experimentais tocados com alunos nos dois paises.

2.5 BARBOSA (2011)

Em sua dissertacdo de mestrado em educacdo matematica pela UEPB, Barbosa (2011)
buscou analisar as possiveis mudancas sobre a introducéo do conceito de equagdo do primeiro
grau em duas cole¢des de livros aprovadas nas avaliagbes periddicas do PNLD (Programa
Nacional do Livro Didatico). Para tal, esse autor se apoiou na Teoria Antropoldgica do
Didatico.

Segundo Barbosa (2011), a referida teoria considera que 0s objetos matematicos nao
sdo existentes em si mesmos, porém, sdo entidades que emergem de sistemas de praticas
realizadas em instituicdes. Em sua pesquisa, Barbosa (2011) investigou as praxeologias
matematicas e didaticas acerca do objeto matematico equacdes do 1° grau, concentrando-se nos

livros didaticos de duas colegbes (ao longo do tempo).
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2.6 ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE AS PESQUISAS REALIZADAS

Das pesquisas que foram contempladas na revisdo de literatura, ora apresentada,
observa-se que Santos (2013) investigou o objeto matematico limites de funcbes no contexto
da sala de aula, levando em consideracéo o professor, o aluno, o livro didatico e a linguagem.
Quanto ao que se concebe acerca de limite, a autora identificou e classificou varias praxeologias
matematicas adotadas em livros didaticos. Rafael (2017), por sua vez, investigou as
intervengdes metodoldgicas realizadas pelas universidades publicas e privadas para reduzir os
indices de reprovacdo na disciplina de Calculo Diferencial e Integral 1. Os levantamentos feitos
por essa autora expuseram numeros preocupantes. Barbosa (2017), por sua vez, investigou as
relagBes de conformidade entre o professor, o livro didatico e os documentos oficiais acerca da
resolucédo de equacdes do primeiro grau, baseando-se na Teoria Antropoldgica do Didatico, sob
a Gtica das organizagdes matematicas e didaticas.

Araujo (2009) caracterizou e comparou as transposicdes didaticas realizadas na Franca
e no Brasil acerca do ensino de equacdes do primeiro grau com uma incégnita, realizando a
construcdo de um modelo de referéncia que foi utilizado na pesquisa, tomando como aporte
tedrico a Teoria Antropoldgica do Didatico. Barbosa (2011) realizou um estudo baseado na
Teoria Antropologica do Didatico que buscou investigar as mudangas ocorridas nas
praxeologias matematicas e didaticas pontuais constituidas em torno dos subtipos de tarefas
relacionadas a resolucdo de equac@es do primeiro grau em livros didaticos ao longo do tempo.

Enfim, percebe-se que as exposi¢des das pesquisas acima legitimam e justificam as
analises e discussbes dos dados deste trabalho investigativo, em especial: as praxeologias
matematicas acerca de limites de fungdes; a necessidade da realizacdo de estudos que venham
lancar um pouco de luz sobre os problemas relacionados ao ensino e aprendizagem do Célculo,
mais particularmente, do contetdo limites; o referencial tedrico da Teoria Antropoldgica do
Didatico; os métodos para construcdo de um modelo de referéncia para analise de organizacgdes

matematicas; e as formas, baseadas na TAD, de analise de livros didaticos.

2.7 A PESQUISA DESENVOLVIDA

Esta pesquisa teve por objetivo estudar como autores de livros didaticos de Célculo
propdem situacgdes visando a transformacao de um estado de ndo-saber para um estado de saber
em relacdo ao objeto matemaético limites de fungdes de uma varidvel real, dessa maneira,

selecionou-se duas obras aprovadas e indicadas por universidades brasileiras renomadas, a
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saber: O Calculo com Geometria Analitica de Louis Leithold (1977) e Calculo de James Stewart
(2017). Obras, estas, que foram submetidas a anélise.

Para a formacéo do referencial tedrico, a partir da revisao de literatura, decidiu-se (por
causa das adequacdes tedricas e técnicas), basear-se na Teoria Antropolégica do Didatico para
analisar as praxeologias matematicas e didaticas acerca da determinacdo de limites, que foram
identificadas nos livros escolhidos.

As leituras e estudos efetuados na reviséo de literatura conduziram aos seguintes
questionamentos: Como vivia e como vive 0 objeto matematico limites de funcBes de uma
variavel nos livros didaticos selecionados? Quais eram e quais sdo (e como se caracterizam)
as organizacdes matematicas e didaticas relativas aos limites que aparecem nas obras
escolhidas? Qual era e qual é a razéo de ser do contetido limites de fungdes nos referidos livros
texto?

A seguir, é apresentada e discutida a Teoria Antropologica do Didatico, a qual, tornou-

se 0 aporte tedrico deste estudo.
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3 SOBRE A TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO

Neste capitulo, sdo trabalhadas algumas reflexdes teoricas acerca da Transposicao
Didética e da Teoria Antropoldgica do Didatico — propostas por Chevallard (1991, 1999) — no
contexto dos estudos e investigacOes relacionadas a estrutura da didatica da matematica que
busca efetuar analises sobre fenémenos didaticos. Chevallard (1999) destaca na sua abordagem
antropoldgica, a importancia fundamental do papel das instituicbes no que se refere ao sistema
didatico.

3.1 TRANSPOSICAO DIDATICA (TD)

Embora tenhamos percebido o termo transposicdo didatica mais recentemente, pelo
trabalho de Philipe Perrenoud (1993, p. 25), que o define como a esséncia do ensinar,
ou seja, a acdo de fabricar artesanalmente os saberes, tornando-os ensinaveis,
exercitaveis e passiveis de avaliacdo no quadro de uma turma, de um ano, de um
horario, de um sistema de comunicacdo e trabalho, é sabido que o termo foi
introduzido pelo sociélogo Michel Verret, em 1975, e depois encorpado por Yves
Chevallard, pensador e educador francés (ALMEIDA, 2007, p. 9).

Chevallard (1991) afirmou que um determinado contetdo ou assunto do conhecimento,
depois de ser classificado como saber a ensinar, necessita passar por processos de
transformacdes e adaptacdes para se tornar em um objeto de ensino; e completa destacando que
o trabalho de transformar um objeto do saber a ensinar em um objeto de ensino é chamado de
transposicao didatica.

Assim sendo, pode-se compreender que existe a necessidade clara de se efetuar a
transposicdo didatica dos saberes para que 0s mesmos possam ser apreendidos por alunos;
transpondo-se os saberes validados pela comunidade cientifica através de uma série de
elementos relacionados ao sistema de ensino, tais como: livros didaticos, discursos de
professores, exercicios, avaliacoes, etc.

Segundo Araujo (2009), a TD — seguindo a interpretacdo de Chevallard — é baseada nos
conceitos e nas defini¢des, devidamente contextualizadas, de institui¢Oes, pessoas e objetos do
saber, e também, nas nogdes de relagdes pessoais e institucionais com o objeto de estudo. A
transposicdo didatica busca compreender — através do estudo da trajetoria dos saberes — a
distancia e as relacdes que se estabelecem entre o saber efetivamente ensinado e o saber

cientifico, permitindo ainda a efetuagdo de uma vigilancia epistemoldgica sobre os mesmos.

Em seu livro, La transposition Didactique du savoir savant au savoir enseigné
(Editions La Pensée Sauvage, 1998), Yves Chevallard amplia o conceito e diz que a



29

transposicdo didatica € composta por trés partes distintas e interligadas: o savoir
savant (saber do sabio) (...) savoir a enseigner (saber a ensinar) (...) savoir ensigné
(saber ensinado) (...) (ALMEIDA, 2007, p. 9-10).

Savoir savant: Trata-se dos saberes desenvolvidos e sistematizados pela comunidade
cientifica, estando estes relacionados com as descobertas, construcfes, producédo e revisdo de
artigos académicos, e posterior publicacdo destes saberes cientificos validados.

Savoir a enseigner: S&o 0s saberes transpostos e eleitos como saber a ensinar, sendo tal
transposicao realizada por professores, especialistas, pesquisadores, técnicos, entre outros, que
estdo ligados as universidades, redes de ensino, 6rgaos do governo, etc., e que juntos formam o
que Chevallard (1991) designa como sendo a noosfera (esfera pensante invisivel responsavel
pela efetuacdo da transposicdo didatica).

O trabalho que a noosfera realiza [e que inclui a vigilancia epistemoldgica] para
elaborar 0 novo texto do saber se consagra como uma estratégia de ataque as
dificuldades de aprendizagem, (...) definem-se os principios que o aluno deve respeitar
e delimitam-se entdo, em um determinado momento, os erros que o professor podera
identificar e para os quais (...) dispora de técnicas de ataque direto (...)
(CHEVALLARD, 1991, p. 40-41).

Savoir enseigné: Trata-se dos saberes efetivamente ensinados dentro da sala de aula
(transposicdo didatica interna), podendo esta transposicdo ser entendida através da relacdo
triangular descrita a seguir (Quadro 1).

Quadro 1 - Esquema da transposicao didatica interna dos saberes

S Polo epistemologico

Relagdo ao saber do professorl |:> <:| | Relagdo ao saber do aluno

Transposi¢do
didatica interna

Polo pedagdgico P A Polo psicologico

| Relacdo pedagdgica |

Fonte: Adaptado de Brito Menezes (2006, p. 26)

A abordagem antropoldgica proposta por Chevallard (1999) ressalta o papel das
instituigdes no sistema didatico. Esse pesquisador entende o sistema didatico como as
relacGes (...) [entre] sujeito, instituicéo e o saber quanto ao sistema didatico proposto
por Brousseau (professor, aluno e saber) (BARBOSA, 2017, p. 34).
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Na perspectiva trazida por Henry (1991), ainda existe uma outra etapa da transposicéo
didatica designada pelo referido autor como sendo savoir scolaire (saber escolar), sendo tal
etapa intermediéria entre o saber a ensinar e o saber ensinado, podendo, ainda, ser cristalizada
no texto do saber (ou seja, nos livros didaticos).

Desse modo, a representacao a seguir (Quadro 2) mostra a trajetdria da transposicao dos

saberes, partindo do saber cientifico e indo até o saber efetivamente ensinado.

Quadro 2 - Esquema da transposicao didatica dos saberes
Transposigdo

SABER SABIO
Noosfera [——— = didética

y .IA . externa
igilancia ESABERASER ENSINADO]

epistemologica
<:| Texto do saber
SABER ESCOLAR (livro didatico)

Polo epistemologico

e

&

Y

Relagdo ao saber do professorl |:> <::| | Relagdo ao saber do aluno

Transposi¢ao
didatica interna

Polo pedagégico P A Polo psicolégico

| Relacdo pedagdgica |
Fonte: Adaptado Brito Menezes (2006, p. 26)

Chevallard (1991) introduziu o conceito de vigilancia epistemoldgica, que tem por
objetivo evitar crises que possam ser causadas pelo afastamento exagerado entre os saberes
transpostos; ou seja, tal vigilancia busca evitar que o saber efetivamente ensinado se torne
demasiadamente diferente do saber cientifico, pois isto pode gerar obstaculos para a
aprendizagem. A noosfera é a instituicdo responsavel pela efetuacdo desta chamada vigilancia
epistemoldgica.

Segundo Brousseau (1986), a transposicdo didatica pode apagar o contexto historico-
cultural do desenvolvimento dos saberes, ou seja, a transposi¢do desregulada pde de lado todas
as motivacgdes, os problemas geradores, as dificuldades encontradas, entre outros; criando

situacgdes ficticias com o intuito de tornar o ensino mais simplificado, o que termina por isolar
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0s saberes dos seus respectivos contextos. Brousseau completa afirmando que a transposi¢édo

didatica é necessaria e inevitavel, porém, deve ser mantida sob vigilancia.

3.2 TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO (TAD)

Segundo Barbosa (2017), a TAD foi desenvolvida por Chevallard como sendo uma
ampliacdo natural da sua propria abordagem acerca da transposi¢do didatica. Nesta teoria, 0s
objetos matematicos ndo sdo existentes em si mesmos, mas sdo elementos que emergem de
sistemas de praticas adotadas dentro de instituicdes.

Chevallard (1999) construiu uma teoria que estuda o homem diante dos saberes
matematicos, colocando a atividade e o estudo da matematica dentro do conjunto das acbes
humanas desenvolvidas nas instituicbes sociais; portanto, fica dada uma razdo contumaz para
0 uso do termo antropoldgica no titulo da TAD.

Sé&o considerados entes primitivos nesta abordagem tedrica, 0s seguintes conceitos:

e Instituicdo (1) — E um dispositivo social total que impde aos seus sujeitos (individuos e
pessoas) formas proprias de fazer e de pensar, podendo ser ainda uma realidade
constituida, tal como: familia, escola, sala de aula, tempo de vida, etc.

e Pessoa (X) — E o individuo que desde cedo é submetido as ac@es institucionais que o

fazem ser uma pessoa (através das relacdes estabelecidas).

O conceito de pessoa, outro conceito da TAD, é definido como o par formado por um
individuo X e pelo sistema de suas relagdes pessoais com 0s objetos O designadas por
R(X, 0), em determinados momentos da histéria de X (BARBOSA, 2017, p. 63).

e Objeto (0) — E qualquer entidade (material ou imaterial) que é reconhecida por um ou
mais individuos. Para Chevallard (1999), tudo € considerado objeto, incluindo as
pessoas.

S&o nocgodes fundamentais na TAD, as seguintes relacdes:

e Relacdo institucional RI(0) — Sendo o tipo de relacdo estabelecida entre determinada
instituicdo e um objeto considerado.

e Relagdo pessoal R(X,0) — Como sendo o tipo de relacdo definida entre certa pessoa e

um objeto considerado.

Cada saber S é vinculado a pelo menos uma instituicdo, na qual é posto em jogo em
relagdo a um dominio de realidade D. O ponto essencial é considerar que um saber
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ndo existe na vacuidade social: cada saber aparece em uma determinada sociedade
como ancorado em uma ou Vérias instituigdes (CHEVALLARD, 1991, p. 1).

Nesta teoria, existem quatro tipos de instituicbes, a saber: as de producdo (academias),

de utilizacéo, de ensino (escolas) e as transpositivas (noosfera).

A expressdo transposicdo didatica, justifica-se quando uma instituicdo-alvo é uma
instituicdo de ensino (...) o saber cientifico é transformado pela noosfera no saber e no
saber ensinado, o qual é veiculado na sala de aula. Deste modo, os livros didaticos sdo
instrumentos que [norteiam] a elaboracéo do saber ensinado (BARBOSA, 2011, p. 63).

Na TAD, entende-se que um objeto do saber O deve ser reconhecido por pelo menos
uma instituicdo 1. Dessa maneira, O pode ficar estruturado em mais de uma instituicdo; porém,
para viver em I, O é submetido a certas condi¢des (0 que implica em transformacdo para
conformidade). O processo de transposicdo também possibilita que um determinado objeto do
saber possa passar de uma instituicdo para outra.

Nesta abordagem tedrica, o conhecimento é caracterizado atraves da nocao de relacéo.
Determinado objeto é considerado existente, se existir uma relagdo com 0 mesmo, ou seja, se
uma pessoa ou uma instituicdo o reconhece como tal. So as préaticas efetuadas com o objeto
que definem a relag&o institucional RI(0).

Dados um objeto (...) e uma instituicdo, a nocdo de relacdo diz respeito as préaticas
sociais que se realizam na instituicao e que pde em jogo o objeto em questdo, ou seja,
0 que se faz na instituicdo com este objeto (CHEVALLARD; BOSCH; GASCON,
2001, p. 80).

Quando uma pessoa X entra numa instituicdo de aprendizagem I, na qual existe um
objeto do saber O, entdo, estabelece-se ou modifica-se R(X,0), em conformidade com as
praticas usuais da instituicdo considerada em relacdo aquele determinado objeto, ou seja, com
RI(0). Assim sendo, aprender na TAD é um ato entendido através das modificacGes que
ocorrem em R(X, 0) mediante RI(O); portanto, pode-se afirmar que a aprendizagem de uma
pessoa estd ligada a compreensdo das aprendizagens institucionais, segundo a teoria aqui

apresentada.

No momento em que o exame da relacdo pessoal do individuo X com um objeto O
conduz a um veredicto de ndo conformidade, X pode experimentar o sentimento
desagradavel de ser vitima de uma arbitrariedade institucional (...): porque R(X, 0)
foi encontrada ndo conforme, ou pouco conforme, [em consideragdo a] (...) RI(0),
decide-se [entdo] em I, que X ndo conhece ou conhece mal o objeto.
(CHEVALLARD, 1992 apud BARBOSA, 2011, p. 64).
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Segundo Chevallard (1998), a TAD foi desenvolvida, a priori, como sendo uma teoria
que tem por objetivo conter e gerenciar a difusdo do conhecimento, especialmente em relacédo
aos saberes matematicos.

Para a teoria aqui apresentada, os saberes da matematica sdo produto da acdo humana
institucional, e por tal motivo, a TAD possui um instrumental metodologico proprio que permite

descrever e investigar os fatores relacionados as praticas institucionais.

3.3 A ORGANIZACAO PRAXEOLOGICA OU PRAXEOLOGIA

Na TAD, organizacdo praxeoldgica ou praxeologia pode ser entendida como sendo a
realizacdo de certo subtipo de tarefa t (expressa por um verbo e pertencente a um conjunto de
tarefas do mesmo tipo) através de uma técnica z. A relagdo tarefa-técnica [t — 7] define um
saber-fazer proprio para a tarefa considerada, sendo por sua vez, justificada através de uma
tecnologia 6 que € apoiada numa teoria ©, e que constitui o bloco denominado de tecnolégico-
tedrico [@ — ©]. Segundo Chevallard (1998), a teoria antropoldgica que lhe é atribuida, postula
que as acGes humanas, em especial as atividades matematicas, colocam em execugdo uma
organizacdo praxeoldgica ou praxeologia que pode ser representada por [t, t, 6, ©].

Na TAD, o bloco [t, 7] é ligado a prética, sendo entendido como um saber-fazer; ja o

bloco [6, O] esté ligado a razdo, podendo ser interpretado como o saber.

(...) aecologia das tarefas e técnicas sdo as condi¢des e necessidades que permitem a
producéo e utilizaclo destas nas institui¢des, e a gente supde que, para poder existir
em uma instituicdo, uma técnica deve ser compreensivel, legivel e justificada (...) essa
necessidade ecoldgica implica na existéncia de um discurso descritivo e justificado
das tarefas e técnicas que a gente chama de tecnologia da técnica (...) toda tecnologia
tem necessidade de uma justificativa que a gente chama de teoria da técnica e que
constitui o fundamento Gltimo. (CHEVALLARD; BOSCH; GASCON, 2001, p. 85-
86).

Para Chevallard (1998), a existéncia de uma tarefa t tem por condicdo minima, a
ocorréncia de ao menos uma técnica de estudo 7 para a mesma e de uma tecnologia explicativa
6 relativa a T, mesmo que ndo seja explicitada uma teoria ® que a justifique no contexto
analisado.

As tarefas (t), na abordagem teérica aqui apresentada, sdo objetos bem definidos,

conforme pode ser observado na explicacdo seguinte:

As tarefas sdo identificadas por um verbo de acdo, que sozinho caracterizaria um
género de tarefa, por exemplo: calcular, decompor, resolver, somar, que definem o
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contelido em estudo. Por outro lado, resolver uma equagdo fracionaria ou ainda
decompor uma fracdo racional em elementos mais simples caracterizam (...)
[subtipos] de tarefas, em que se encontram determinadas tarefas [de um mesmo tipo],
por exemplo, resolver uma equacéo ’2—c+§ =5 (..). (SILVA, 2005 apud

ALMOULOUD, 2007, p. 115).

x342x2-x-10

Portanto, seria uma tarefa o seguinte exemplo: calcular o valor de 1in(l) e
X—

, pois

estd bem definido aquilo que se pede; entretanto, o verbo calcular sozinho ndo constitui uma
tarefa, mas apenas um género de tarefa.

Técnica () é uma forma de realizar determinado subtipo de tarefa t € 7. Uma
organizacao praxeologica relacionada a uma tarefa t exige, a priori, uma técnica 7 relacionada
at. Porém, segundo a TAD, pode ocorrer de uma técnica = ndo ser suficiente para dar conta de
todos os subtipos de tarefas t € t; isso acontece quando t funcionar para uma parte p(t) das
tarefas t, mas ndo funcionar para as demais t/p(t). Assim sendo, pode-se perceber que numa
praxeologia pode existir uma ou mais técnicas superiores as demais.

Tecnologia (6) pode ser compreendida como sendo um discurso racional acerca de uma
técnica 7. Desse modo, o proposito inicial de uma tecnologia 8 é justificar a técnica t
relacionada a uma tarefa t; em outras palavras, a tecnologia é o que garante que a técnica
cumpra bem o seu papel em relacdo a uma determinada tarefa. Outro propésito relacionado a
uma tecnologia 6 pode ser entendido através dos objetivos de explicar, de tornar inteligivel e
de esclarecer determinada técnica t; podendo ainda 6 servir de base para a producao de técnicas
renovadas ou mesmo de novas técnicas.

Uma teoria (©) tem como proposito justificar e esclarecer uma tecnologia 8, buscando
tornar inteligivel o discurso tecnoldgico. Portanto, a teoria € caracterizada por um nivel mais
avancado de justificagdo-explicacdo-producdo. Chevallard (1998) chama atencéo para o fato de
que, normalmente, a justificacdo e o esclarecimento oferecidos por uma teoria ©, apresentam-
se obscurecidos pela maneira abstrata como os enunciados séo colocados frequentemente.

Na teoria aqui apresentada, as organizacdes praxeologicas se dividem em quatro
categorias, a saber: praxeologia pontual, praxeologia local, praxeologia regional e praxeologia
global.

Praxeologia pontual [t, 7,8, 0], [ocorre] quando é (...) [centrada] em torno de um
determinado ((nico) (...) [subtipo] de tarefa t; praxeologia local [¢t;, 7;, 8, 0], quando
é associada a uma determinada tecnologia 6; praxeologia regional [ti}.,r”,ej, (E)],
quando é desenvolvida em torno de uma Unica teoria ©; praxeologia global
[tijk,rijk, Ok @k], quando resulta da agregacdo de varias organizagdes regionais
correspondentes a varias teorias 0,. (BARBOSA, 2011, p. 67).
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A mudanca de uma praxeologia pontual [t, t, 8, 0] para uma local [t;, t;, 6,0] coloca
em evidéncia a tecnologia 6; e do mesmo modo, a mudanca de uma praxeologia local para uma

regional [t;;, 7;;, 6;, ©] pde em primeiro plano a teoria ©.
3.3.1 Praxeologia Matematica ou Organiza¢cdo Matemaética (OM)

As praxeologias relativas aos saberes matematicos sdo de dois tipos, a saber:
matematicas e didaticas. As OM ou praxeologias matematicas sao relacionadas a realidade
matematica que se pode constituir para desenvolver em sala de aula; ja as OD ou praxeologias
didaticas fazem referéncia a forma de como se executa tal construgdo (CHEVALLARD, 1999
apud ALMOULOUD, 2007); desse modo, surge uma relacdo que se estabelece entre as OM e

as OD, que é chamada por Chevallard (2001) de fenémeno de codeterminacao.

Tal organizacéo ndo é sendo uma organizacdo praxeoldgica de natureza matematica:
ela se constitui em torno de um ou varios tipos de tarefas matematicas, mais ou menos
bem identificadas, que demandam a criacéo de técnicas matematicas mais ou menos
adaptadas, e mais ou menos justificadas por tecnologias mais ou menos sélidas, que
s8o desenvolvidas no quadro de uma teoria mais ou menos explicita.
(CHEVALLARD, 1998, p. 35).

Uma praxeologia matematica € construida no contexto das nocBes e dos conceitos

relativos ao préprio corpo dos saberes matematicos.

(...) o objetivo de um processo de ensino [e] aprendizagem pode se formular nas
perspectivas dos componentes das organizacbes matematicas que se desejam
reconstruir: que tipos de problemas devem ser capazes de resolver, com quais tipos de
técnicas, com base em quais elementos descritivos e justificativos, com qual
referencial tedrico, etc. (BOSCH, 2000, p. 3 apud NOGUEIRA, 2008, p. 43).

Nos processos relacionados ao desenvolvimento dos saberes matematicos, as
organizacOes praxeoldgicas se desgastam, pois, seus elementos tedricos e tecnologicos perdem
credibilidade ao longo do tempo. Contudo, numa dada instituicdo I aparecem novas
praxeologias que podem ser produzidas, reproduzidas e/ou transpostas para outras instituicoes,

conforme a descricdo a seguir (Quadro 3):
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Quadro 3 - Transposi¢édo de saberes entre instituicbes

Instituicdo de origem
do objeto a ser
transposto

Instituicdo (ensino) de
destino do objeto
a ser transposto

Transposicao didatica

Fonte: Adaptado de Almouloud (2007, p. 123)

Segundo Chevallard (1998), a atividade inicial de um pesquisador ou professor é
delinear e descrever as praxeologias matematicas a serem estudadas, e tal trabalho introdutério
é feito se baseando em livros didaticos, programas e demais documentos oficiais. A abordagem
da Teoria Antropoldgica do Didatico permite a definicdo e a analise acurada dos conteddos
matematicos, identificando as tarefas e analisando o nivel de construcéo relacionado aos demais
elementos praxeoldgicos, ou seja, as técnicas, as tecnologias e as teorias. Sendo assim, faz-se

necessario ao pesquisador ou professor, buscar respostas para perguntas, tais como:

e As tarefas sdo bem identificadas?

e Houve a construcdo clara das técnicas apresentadas para resolver as tarefas? As técnicas
apresentadas sao suficientes para as tarefas existentes? Existe a possibilidade de
desenvolvimento de novas técnicas ou mesmo de adaptacGes acerca das mesmas?

e As tecnologias existentes sdo suficientes para justificar e esclarecer as técnicas usadas?

e As teorias sdo explicitadas e capazes de justificar as tecnologias?

3.3.2 Praxeologia Didatica ou Organizacéo Didéatica (OD)

As praxeologias didaticas sdo relacionadas aos formatos que viabilizam o estudo de um

certo contelido do saber matematico.

Por organizacao didatica podemos entender, a priori, 0 conjunto (...) [de] tarefas, de
técnicas, de tecnologias, etc., mobilizadas para o estudo concreto em uma instituicéo
concreta. O enfoque classico em didatica da matematica tem ignorado em geral os
aspectos mais genéricos de uma organizagdo de estudo de um tipo dado de sistemas
didaticos. (CHEVALLARD, 1999, p. 238).

Qualquer que seja o caminho adotado para a trajetdria dos trabalhos de estudo de uma
certa OM, alguns elementos situacionais sempre surgem, mesmo que estes se apresentem em
formatos variados. Tais elementos situacionais sdo conhecidos na TAD como momentos de

estudo ou momentos didaticos; e ndo importa o caminho escolhido, inevitavelmente, os
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trabalhos sempre séo conduzidos a um momento de institucionalizacdo, ou a um momento de

avaliacao, etc.

(...) podemos dizer que seja qual for o caminho seguido, chega-se forcosamente a um
momento em que tal ou qual gesto de estudo deverd ser cumprido. A nocdo de
momento ndo remete mais que em aparéncia a estrutura temporal do processo de
estudo. Um momento, no sentido dado a palavra aqui, € em primeiro lugar uma
dimensdo em um espaco multidimensional (...) uma sa gestdo do estudo exige que
cada um dos momentos didaticos se realize no bom momento, ou mais exatamente,
nos bons momentos. (CHEVALLARD, 1999, p. 241-242).

O primeiro momento é o do contato inicial com a praxeologia matemaética que esta sendo
colocada em destaque no cenario didatico. Tal encontro inicial (ou mesmo reencontro) pode se
realizar de formas variadas; e uma destas maneiras € a partir de a0 menos um subtipo de tarefa
t, que faca parte da estrutura da OM posta em questao.

O segundo momento € o do trabalho de exploracao do subtipo de tarefa t e da construcao

de uma técnica 7 relacionada as tarefas consideradas.

(...) estudar problemas € um meio que permite criar e usar uma técnica relativa a
problemas do mesmo tipo, ou seja, a elaboragdo das técnicas é um meio de resolver
de maneira quase rotineira estes problemas (...) mais do que a resolucéo de problemas
isolados, a elaboragdo de técnicas é o coracdo da atividade matemética. (BARBOSA,
2011, p. 70).

O terceiro momento é o do estabelecimento do contexto tecnolégico-teérico [ — O]
que esta relacionado a técnica t. Deve-se compreender que tal momento néo é isolado dos dois
anteriores, pois, quando uma determinada técnica t é escolhida e apresentada, a explicacdo e a
justificacdo de t é constituida através do bloco tecnoldgico-tedrico [6, O].

O quarto momento é o do trabalho da técnica t, que tem como intuito aperfeigoa-la,
agregando mais confiabilidade & mesma; e isto demanda o aprimoramento da tecnologia 6
associada, o que visa desenvolver o dominio sobre T.

O quinto momento é o da institucionalizacdo (ou da fixagdo), momento em que se
explicita a realidade da OM construida, definindo as partes que permanecerao ap0s 0 processo

de estudo e as partes que serdo dispensadas.

O momento da institucionalizacéo €, de inicio, aquele que, na construgao bruta que
pouco a pouco, emergido do estudo, vai separar, por um movimento que compromete
o porvir, o “matematicamente necessirio”, que sera conservado, € O
“matematicamente contingente”, que logo sera esquecido. (CHEVALLARD, 1999, p.
244).
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O sexto momento é o de avaliacdo das relacdes pessoais R(X,0) e das relacbes
institucionais RI(0) tomando como foco o objeto de estudo matematico O; conforme pode ser

visto no Quadro 4 (que resume 0s momentos de estudo da TAD).

Quadro 4 - Momentos didaticos

Momentos Descricdo
1° momento didatico Primeiro contato com a organizacdo matematica estudada
2° momento didatico | Exploracdo do subtipo de tarefa e construcdo de uma técnica
3° momento didatico | Estabelecimento do contexto tecnologico/teorico relacionado a

técnica
4% momento didatico Melhoramento da técnica através do trabalho
5° momento didatico Institucionalizacéo
6° momento didatico Avaliacdo

Fonte: Adaptado de Almouloud (2007, p. 200)

(...) este momento de reflexibilidade, onde qualquer que seja o critério e o juiz se
examina o que vale, o que se j& aprendeu, este momento de reflex&o que, apesar das
recordacfes da infancia, ndo é em absoluto invencdo da escola, participa da
“respiracdo” mesma de toda atividade humana. (CHEVALLARD, 1999, p. 245).

O momento de avaliacdo na TAD constitui uma etapa de muita relevancia, pois
normalmente, € 0 momento em que o docente assume como sendo objeto de estudo as solugdes
desenvolvidas pelos seus alunos.

Na construcdo das solucdes, o aluno observa certas formas de fazer (na sala de aula ou

no livro), para entdo, desenvolver seu modo pessoal do saber-fazer.
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4 ASPECTOS METODOLOGICOS DA PESQUISA E CONSTRUCAO DE UM
MODELO DE REFERENCIA

A metodologia que foi adotada nesta pesquisa, € de uma abordagem qualitativa de cunho
documental.

Neste capitulo, sdo apresentados: os critérios de escolha dos livros analisados, 0s
aspectos historico-epistemologicos acerca do objeto matemético limites, os elementos
matematicos basicos sobre limites e 0 modelo de referéncia que foi construido para a analise
das praxeologias matematicas constituidas em torno dos subtipos de tarefas relacionadas a

determinacéo de limites.

4.1 ESCOLHA DOS MANUAIS A SEREM ANALISADOS (CRITERIOS DE ESCOLHA)

Segue-se agora a descricdo dos passos metodologicos que resultaram na escolha dos
livros didaticos que foram analisados nesta pesquisa:

(1) No site da revista Exame, a jornalista Luisa Granato publicou uma matéria intitulada
As 20 melhores universidades do Brasil, segundo ranking da Folha (através do Ranking

Universitario criado em 2012 pela Folha de Sdo Paulo).

O Ranking Universitario da Folha (RUF) € uma avaliagdo anual de institutos publicos
e privados de ensino de todo o pais utilizando bases de dados e pesquisas de opinido.
Para essa edicdo [2019], todas as universidades ativas do pais foram avaliadas,
[somando] um total de 197 institui¢fes. O resultado depende de cinco componentes:
ensino, pesquisa, mercado, inovagéo e internacionalizagdo. (GRANATO, 2019).

Ainda segundo a mesma matéria, os resultados publicados pelo RUF estdo de acordo
com os resultados fornecidos no mesmo periodo pela reconhecida revista Times Higher
Education (THE), inclusive, apesar de algumas notas ligeiramente diferentes entre ambas as
publicaces, as posi¢des das universidades brasileiras aparecem praticamente na mesma ordem.

Desse modo, tomando o RUF 2019 como base, foram escolhidas (para auxiliar nos
critérios de selecdo) as dez universidades brasileiras que detém as posi¢cdes mais destacadas
(Quadro 5):
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Quadro 5 - As dez universidades brasileiras mais bem colocadas no RUF 2019

POSIGAO NO RUF | UNIVERSIDADE
usp
UNICAMP
UFRJ
UFMG
UFRGS
UNESP
UFSC
UFPR
UNB
UFPE

Fonte: Adaptado de Granato (2019)

=

N

w

~

a

~

oo

w
W | e e | |

(o]

=
o
]

Vale salientar aqui, que o primeiro critério adotado pelo RUF para classificar as
universidades é o ensino, que muito interessa ao presente trabalho de pesquisa.

(2) Buscou-se atraves da internet — aleatoriamente, para poder construir uma amostra
pequena, porém com boa qualidade — nos canais de livre acesso de cada uma das universidades
acima destacadas, por: ementas, planos de ensino, documentos oficiais, etc., acerca da disciplina
Célculo Diferencial e Integral 1 (ou outro nome correlato), na qual, normalmente, encontra-se
o0 contetdo matematico limites de funcfes de uma variavel real.

Foi selecionado um (Gnico) documento (cujo link de acesso livre esta disponivel nos
dois quadros abaixo) para representar cada uma das dez universidades selecionadas.

Logo apos, foi identificada toda a relacéo de livros aprovados e indicados pelas referidas
universidades, restringindo-se tal busca a bibliografia basica, pois esta € mais utilizada (as vezes
sendo a Unica utilizada).

Os dados coletados nesta etapa foram reunidos nos Quadros 6 e 7:
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Quadro 6 - Levantamento das obras adotadas por universidades (Parte 1)

ANODE
CODIGO DA PUBLICACAO
UNIVERSIDADE | DISCIPLINA | (APENAS A) BIBLIOGRAFIA BASICA INDICADA DO LIVRO LINK DE ACESS0 PUBLICO
CALCULO DE STEWART (VOLUME 1) 2010
usp MAT2453 | UM CURSO DE CALCULO DE GUIDORIZZI (VOLUME L https://uspdigital.usp.br/jupiterweb/obterDisciplina?sgldis=mat2453&nomdis=
1)
CALCULO DE STEWART (VOLUME 1) 2014
INTRODUCTION TO CALCULUS AND ANALYSIS DE
UNICAMP MAI111 COURANT I 1939 https://cursos.ime.unicamp.br/disciplinas/calculo/bibliografia/
CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE
SWOKOWSKI (VOLUME 1) 19%4
CALCULO DE STEWART (VOLUME 1)
UFRJ MAC 118 CURSO DE CALCULO DE UMA VARIAVEL DE
CABRAL 2013
CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE
SIMMONS (VOLUME 1) 1987
O CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE
LEITHOLD
CALCULO | DE AVILA
UFMG MAT-001 = CALC.ULO BEABGESIE RiNEHMET) http://www.mat.ufmg.br/disciplinas/ementas/MAT001.html|
CALCULO E ALGEBRA LINEAR DE LEWIS (VOLUMES
1E2)
CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE
PENNEY (VOLUMES 1 E2)
CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE
SWOKOWSKI (VOLUME 1)
UFRGS MATO01353 CALCULO DE ANTON (VOLUME 1) - http://www.mat.ufrgs.br/~calculo/1calculo.html
CALCULO DE ANTON (VOLUME 1) 2000
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL DE BOULOS
(VOLUME 1) 1999
UM CURSO DE CALCULO DE GUIDORIZZI (VOLUME
1) 1986 " ~ . B _
UNESP MMAS5855 Tl Giee Rl ElE https://igce.rc.unesp.br/Home/DiretoriaTecnicaAcademica/graduacao/mmas855.pdf
APLICAC&ES DE HOFFMAN 1936
CALCULO DE LANG (VOLUME 1) 1978
CALCULO DE STEWART (VOLUME 1) 2009
CALCULO DE THOMAS (VOLUME 1) 2009

Fonte: o autor (2019)

Quadro 7 - Levantamento das obras adotadas por universidades (Parte 2)

CALCULO | DE AVILA

INTRODUGAO A ANALISE MATEMATICA DE AVILA
CALCULO A DE FLEMMING
UM CURSO DE CALCULO DE GUIDORIZZI (VOLUME
1) - :
UFSC MTM 5110 ARATE R TOE A - http://www.mtm.ufse.br/ensino/programas/5111.htm
PROGRESSOES E MATEMATICA FINANCEIRA DE
MORGADO

CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE
SIMMONS (VOLUME 1) -
CALCULUS DE SPIVAK 1994

UM CURSO DE CALCULO DE GUIDORIZZI

(VOLUMES 1E2)
CALCULO DE STEWART (VOLUME 1)

O CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE
UFPR CMA111 LEITHOLD (VOLUME 1) - http://www.estruturas. ufpr.br/disciplinas/graduacao/calculo,
CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE
SWOKOWSKI [VOLUME 1)

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL DE BOULOS

(VOLUME 1) -
CALCULO DE THOMAS 2008
UNB MAT 113034 O CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE https://matriculaweb.unb.br/graduacao/disciplina.aspx?cod=113034
LEITHOLD 1954
EVERYTHING GUIDE TO CALCULUS | DE HILL 2011
0 CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE

ESTA DISCIPLINA FOI LECIONADA PELO AUTOR DESTA PESQUISA DURANTE 4 SEMESTRES

LEITHOLD 1994 N .
UFPE PRODO00L - (2016.2-2018.1) NO CURSO DE ENGENHARIA DE PRODUCAO DA UFPE - A COPIA DA
e B AR 20 EMENTA APROVADA E UTILIZADA ESTA NOS ANEXOS
CALCULO E ANALISE DE BARBONI 2007

Fonte: o autor (2019)

(3) Posteriormente, os dados coletados foram tratados para quantificar a
representatividade e a abrangéncia geogréafica das colecfes de livros didaticos identificadas.

Desse modo, obteve-se 0s seguintes resultados (Quadro 8):
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Quadro 8 - Representatividade e abrangéncia das obras identificadas

N2 DE REPRESENTATIVIDADE
UNIVERSIDADES | REPRESENTATIVIDADE | UNIVERSIDADES POR REGIOES DO
COLECAO DE LIVROS DIDATICOS QUE INDICAM DAS INDICACOES QUE INDICAM BRASIL
CALCULO DE STEWART 6 60%
UFPR SUL
UFPE NORDESTE
UFMG
. SUDESTE
O CALCULO COM GEOMETRIA " 20% UFPR
ANALITICA DE LEITHOLD UNB CENTRO-OESTE
UFPE NORDESTE
UM CURSO DE CALCULO DE GUIDORIZZI 4 40%
UFSC
SUL
UFPR
A . UNICAMP
CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA
3 30% UFMG
DE SWOKOWSKI
UFPR
CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA 2 20% UFMG
DE SIMMONS UFSC
. . UFMG
CALCULO DE AVILA 2 20%
UFSC
= UFRGS
CALCULO DE ANTON 2 20%
UNESP
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL DE 2 20% UNESP
BOULOS UFPR
5 UNESP
CALCULO DE THOMAS 2 20%
UNB

Fonte: o autor (2019)

A colecdo Calculo de James Stewart, na amostra selecionada, tem total predominancia,
tanto em ndmero de universidades que a adotam como em quantidade de regibes geogréaficas
que consegue atingir no territorio brasileiro. Dentro da amostra construida, pode-se constatar
que o referido livro tem influéncia em praticamente todo o territorio nacional (com excecdo das
regides Norte e Centro-Oeste, mas que provavelmente, devem seguir a tendéncia das demais
regibes).

A colecdo O Célculo com Geometria Analitica de Louis Leithold, na amostra que foi
delimitada, esta praticamente empatada com a obra Um Curso de Célculo de Hamilton Luiz
Guidorizzi —ambas séo indicadas por 40% das universidades pesquisadas. Entretanto, a colecao
de Leithold foi indicada em 3 regifes (Sudeste, Centro-Oeste e Nordeste), j& a colecdo de
Guidorizzi foi indicada em apenas 2 (Sudeste e Sul).

Dessa maneira, escolheu-se, para realizagdo desta pesquisa, as duas primeiras colegdes
citadas no quadro acima (Quadro 8).

(4) Em conversa particular entre Marianna Bosch Casab6 (pesquisadora e colaboradora
de Yves Chevallard), Edelweis Jose Tavares Barbosa (orientador da pesquisa) e Leonardo
Augusto de Lemos Batista (autor da pesquisa), na cidade de Caruaru-PE, surgiu a ideia de
pesquisar um livro de Calculo antigo e outro atual, para poder entender como vivia e como vive

0 objeto matematico limites em livros didaticos.
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Permitindo entdo, a busca por respostas para questdes, tais como:

e Como vivia e como vive o objeto matematico limites de fungdes de uma variavel nos
livros didéaticos selecionados?

e Quais eram e quais sdo (e como se caracterizam) as organizagcbes matemaéticas e
didaticas relativas aos limites que aparecem nas obras escolhidas?

e Qual era e qual é a razdo de ser do contetido limites de funcGes nos referidos livros

texto?

A colecdo de Stewart domina nos dias atuais, entdo, escolheu-se a mais recente versdo
(fisica) da mesma que foi encontrada, e que data do ano 2017. A colec¢do de Leithold ja vinha
sendo editada no Brasil bem antes do surgimento da obra de Stewart (que se deu por volta da
década de 1980). Entdo, a mais antiga versao (fisica) que se conseguiu encontrar da obra de
Leithold foi adquirida e analisada, sendo datada de 1977. Um resumo da ideia geral sobre a

pesquisa esta apresentado no Quadro 9.

Quadro 9 - Ideia geral acerca da pesquisa desenvolvida

Qual era a razdo de ser? Qual é arazio de ser?
O Célculo com Geometria L. Calculo de Stewart
Analitica de Leithold Limites
1977 2017
Quais praxeologias eram Quais praxeologias s3o
adotadas? adotadas?

Fonte: o autor (2019)

Na construcdo do modelo de referéncia proposto adiante, a espinha dorsal foi a obra
Calculo de Stewart (2013), no entanto, foram consultados varios outros titulos identificados na
busca descrita acima, e também, foram consultados outros livros de Calculo e de Anélise que
gozam de excelente prestigio nos circulos matematicos brasileiros (mas que ndo foram

identificados na amostra selecionada).

4.2 LIMITES DE FUNCOES: ASPECTOS HISTORICOS

Um dos fundamentos mais importantes do Céalculo Diferencial e Integral (CDI) é o

conceito de limite, pois 0 mesmo € utilizado para organizar e justificar as definicdes (modernas)
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acerca de continuidade de funces, de derivada, de integral, de convergéncia ou divergéncia de
sequéncias e séries, etc. Toda a organizacéo logica do Calculo (no formato atual) repousa sobre
a concepgéo de limite.

Para exemplificar o que foi dito acima, seja a definicdo abaixo:

Defini¢éo
Se a funcdo f é continua em x,, entdo a reta tangente ao grafico de f no ponto
P(xy, f(xy)) seré:
(i) a reta que passa por P, tendo inclina¢do m(x, ), dada por:
[ +Ax) — f(x1)
Ax

m(x;) = lim

( 1) Ax-0

se, esse limite existir; ou

- . +Ax)—

(i) aretax = x,, se, lim ZEFa0/0D) _ 4
Ax—-0 Ax

se nem (i) nem (ii) da Definicéo sdo véalidos, entdo, ndo existe reta tangente ao gréafico
de f no ponto P(x4, f(x,)). (LEITHOLD, 1977, p. 110).

Segundo Boyer (1996), historicamente, o conceito de limite surgiu muito tempo apds o
desenvolvimento das concepcOes de integral (cuja a ideia inicial remonta a Antiguidade
Cléassica) e de derivada (que comecou a ser estruturada no inicio da Idade Moderna).

Durante a historia da construcdo do saber matematico, e mais especificamente do
Calculo Diferencial e Integral, as ideias acerca de limite eram espelhadas em vagas concepcdes
relativas ao infinito. Por vérios séculos, os mateméticos falavam em ndmeros infinitamente
grandes ou infinitamente pequenos; entretanto, praticamente nada do que afirmavam possuia
rigor l6gico. Na referida época, era comum o0s estudiosos da matematica recorrerem ao
pensamento geomeétrico intuitivo (como Unica forma de investigacdo matematica); muitas vezes
subjetivas, outras vezes mais rigorosas.

O termo limite, no sentido atual, é algo que se originou na Europa dos séculos XVIII e
XIX (algo bem tardio na longa historia da matematica). A rigorosa definigdo moderna de limite
tem menos de 150 anos de existéncia.

Ei-la, aqui:

Definicéo
Definicéo Formal de Limite
Seja f(x) definida em um intervalo aberto em torno de x,, exceto talvez em x,.
Dizemos que f(x) tem limite L, quando x tende a x,, € escrevemos:
lim f(x) =L

X-Xg
se, para cada namero [real] € > 0, existir um nimero [real] correspondente § > 0,
tal que, para todos os valores de x,
O0<|x—x]|<d=|f(x)-L|l<e
(THOMAS et al., 2002, p. 90).
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Segundo os registros historicos conhecidos, a primeira vez em que a ideia de limite
apareceu foi (aproximadamente) em 450 a.C. Isso se deu na discussao dos paradoxos de Zenon
(também conhecido como Zen&o de Eléia (490 a.C. — 430 a.C.)).

O primeiro paradoxo — a dicotomia — tratava do movimento de um objeto entre dois
pontos fixos, A e B (sendo que a distancia assumida na argumentacdo de Zenon, entre A e B,
era finita). Para tal, foi considerada uma sequéncia infinita de intervalos de tempo, como sendo:
To, T1, Ty, ..., Ty, ..., de tal maneira, que o tempo de cada intervalo é igual a metade do tempo
gasto no movimento anterior. Sendo assim, Zenon analisou o problema e concluiu, que, dessa
forma, o objeto nunca chegaria a B.

Aristoteles (384 a.C. — 322 a.C.) foi um dos mais importantes estudiosos do mundo
antigo que também se debrucou sobre os paradoxos de Zenon, porém o fez (apenas) através de
argumentacdes filosoficas.

Posteriormente, para conseguir elaborar demonstracGes rigorosas acerca de diversas
formulas para calcular areas e volumes, Arquimedes (também conhecido como Arquimedes de
Siracusa (287 a.C. — 212 a.C.)) efetuou diversas somas que possuiam um namero infinito de
termos (chegando a resultados rigorosamente — para néo dizer assustadoramente — corretos).
Como néo havia o conceito moderno de limite, Arquimedes desenvolvia provas baseadas no
método da dupla reducéo ao absurdo, reductio ad absurdum.

O Célculo muitas vezes é identificado como sendo o estudo das curvas, das superficies
e dos solidos. A historia do desenvolvimento da geometria de tais objetos, seguiu através dos
passos da elaboracdo da chamada geometria analitica, que teve como alguns de seus precursores
mais famosos Pierre de Fermat (1601 — 1665) e René Descartes (1596 — 1650).

Fermat criou um método baseado em algebra para descobrir 0s pontos de maximo e de
minimo de diversas curvas. Fermat ainda se dedicava para provar que nos pontos de maximo e
de minimo a reta tangente era horizontal, ou seja, de inclinacdo zero. (Ver a primeira Definicdo
da presente seccdo (4.2)).

Segundo Eves (2011), o problema de procurar a reta tangente a uma curva (num ponto
dado) é um dos problemas mais fundamentais do CDI (que remete ao conceito de derivada).
No século XVII, muitos gedbmetras criaram métodos algébricos (bastante laboriosos) para fazer
a determinacdo de retas tangentes a algumas dessas curvas.

René Descartes, por exemplo, desenvolveu um método que se baseava num conceito
matematico chamado de dobro-raizes de uma equacdo auxiliar. Esse método de Descartes foi
(posteriormente) refinado por Johannes Hudde (1628 — 1704), que foi um grande matematico
holandés. O matematico René-Francois de Sluse (1622 — 1685) inventou outro processo mais
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sofisticado para obter tangentes a curvas. Acredita-se que no universo de todos esses métodos
desenvolvidos na época, o conceito de limite deve ter sido usado (a0 menos em algum momento
decisivo), no entanto, nenhum desses matematicos foi capaz de perceber a necessidade de um
conceito rigoroso de limite. Entdo, vé-se claramente que cada um deles encontrou alguma forma
inteligente para chegar aos resultados que chegaram (e que estavam em grande parte, corretos),
porém, sem o rigor matematico necessario.

Seja a definicdo moderna de derivada (construida a partir do conceito de limite) a seguir:

Sejam f: X > Rea € X n X'. A derivada da funcdo f no ponto a € o limite:

f'(@) =me(xi:£(a) _ L@t - f@

m
h—0 h

()
o limite acima pode existir ou ndo. Se existir, diz-se que f é derivavel no ponto a.
(LIMA, 1997, p. 88).

Calcular valores exatos para areas limitadas por curvas é outro dos mais importantes
problemas enfrentados pelo Célculo. Frequentemente, chama-se este tipo de tarefa de problema
de quadratura, ou seja, determinacdo de uma certa area. Do mesmo modo, tem-se 0 chamado
problema de cubatura, que faz mencdo aos célculos de volumes de sélidos limitados por
superficies. Tais problemas estdo relacionados as integrais.

Johannes Kepler (1571 — 1630), que foi um dos astrdnomos mais famosos do seu tempo,
também era um dos mais entusiasmados com problemas de cubatura. Bonaventura Cavalieri
(1598 — 1647) criou todo um conjunto de estudos arrojados acerca de quadraturas. Outros
matematicos, tais como Evangelista Torricelli (1608 — 1647), Pierre de Fermat, John Wallis
(1616 — 1703) e Grégoire de Saint-Vicent (1584 — 1667) desenvolveram técnicas para quadrar
varias regides e cubar muitos sélidos. No entanto, ndo existem registros histéricos de que esses
estudiosos usaram o conceito de limite. Praticamente todos os resultados eram coerentes e com
bastante precisdo. Contudo, esses matematicos recorriam a argumentos intuitivos (geométricos
e/ou filosoficos); ou seja, sem o rigor matematico necessario (sempre deixando margens para
guestionamentos).

Seja a definicdo moderna de integral (construida a partir do conceito de limite) a seguir:

Integral [Integral de Riemann]
Sendo f integravel em [a, b], 0 nimero I é chamado integral de f em [a, b] (ou

integral definida de f em [a, b]) e é representado por f;f(x)dx; resulta que, dado
g > 0, existe § > 0, tal que:

b
w<o= | fEmx - [ fedx| <e

(IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 213).
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Apesar de ndo percebida, a necessidade da construcdo do conceito de limite era
grande para que se pudesse organizar, explicar e justificar as operacdes de derivacdo, de
integracdo, entre outras (como pode ser constatado através de todas as defini¢bes colocadas na
presente seccao (4.2)).

Isaac Newton (1642 — 1727), nos seus Principia Mathematica — que se tornou a sua obra
méaxima — foi o primeiro a reconhecer a necessidade do limite (num certo sentido). No inicio
do livro I dos Principia, Newton se esforgou para construir um conceito preciso acerca de limite
(ainda que maneira introdutoria). Em outras palavras, Newton conseguiu vislumbrar a
importancia que tal conceito viria a ter dentro do CDI. Desse modo, pode-se creditar a Newton
o langcamento da semente que viria a florescer bem mais tarde.

Entretanto, para fornecer as bases do Calculo, nenhum matematico (durante décadas) se
propds a investigar as sugestdes dadas por Newton.

Com o ferramental ja existente na referida época, os problemas da geometria foram
solucionados, agora 0s novos esforcos passaram a ser nas aplicacGes do Calculo a fisica e a
astronomia. Entdo, novos campos em matematica surgiram, como as chamadas equacfes
diferenciais e o calculo das variacgdes.

Segundo Boyer (1996), no seculo XVIII, pouca atencdo foi dada aos fundamentos do
Célculo, e isso incluia o limite e todas as demais questdes minuciosas relacionadas.

Colin Maclaurin (1698 — 1746) argumentou a favor do método dos fluxos de Newton,
entretanto, o fez com argumentos bem anteriores que remetiam a Fermat e a Arquimedes.
Maclaurin perdeu uma grande chance de fornecer rigor ao Célculo, pois ndo deu atencédo as
sugestdes de Newton acerca dos limites.

Segundo Eves (2011), Jean le Rond d’Alembert (1717 — 1783) foi 0 Gnico de sua época
a reconhecer o papel central do limite para todo o Célculo. Na Encyclopédie, D’ Alembert disse
que a adequada conceituacdo acerca de derivada necessita da correta compreensédo de limite.
D’Alembert forneceu a seguinte defini¢do: “Um valor ¢ dito ser o limite de um outro valor,
quando o segundo pode se aproximar do primeiro, dentro de algum valor dado, de qualquer
modo pequeno, embora o segundo valor nunca possa exceder ao qual se aproxima”.

Pode-se afirmar que D’ Alembert entendeu que o conceito de limite era a “verdadeira
metafisica do Calculo”.

No ano de 1784, a Academia de Ciéncias de Berlim anunciou que daria uma premiacéo
para o primeiro a explicar com sucesso uma teoria acerca do infinitamente pequeno e do
infinitamente grande em matematica (teoria, essa, que pudesse ser aplicada como fundamento

I6gico e consistente para o Calculo Diferencial e Integral). Simon Antoine Jean I’Huillier (1750
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— 1840) venceu o referido prémio, ndo por resolver o problema, mas sim, como uma forma de
recompensa pelo laborioso trabalho realizado. Nicolas Léonard Sadi Carnot (1796 — 1832)
elaborou uma proposta um tanto popular para tentar resolver o problema. Carnot prop6s que o
limite fazia uma espécie de compensacdo dos erros, entretanto, Carnot nunca conseguiu
explicar de que maneira tais erros sempre se balanceavam perfeitamente.

Segundo Boyer (1996), nos ultimos anos do século XVIII, o matematico Joseph-Louis
Lagrange (1736 — 1813) (considerado por muitos como 0 maior do seu tempo) construiu uma
reformulacéo da mecénica newtoniana em termos do Célculo. Lagrange deu grande atencao aos
fundamentos do CDI. Seja a seguinte parte da sua solucdo: “toda a consideragido de quantidades
infinitamente pequenas, dos limites ou dos fluxos”. Lagrange realizou um notavel esforco para
fundamentar o Calculo puramente em Algebra.

Destaca-se que no século XVIII, ndo houve interesse por parte dos matematicos na
realizacdo de estudos que abordassem convergéncia ou divergéncia de sequéncias e séries
infinitas. No ano de 1812, Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) elaborou um tratado bastante
rigoroso sobre convergéncia de sequéncias e séries (mas ndo utilizou a terminologia de limite).
Nos estudos analiticos sobre o calor, desenvolvidos por Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 —
1830), tentou-se dar uma defini¢do para convergéncia de uma série infinita sem a utilizacéo de
limite. Fourier conseguiu mostrar que, respeitadas determinadas hipdteses, toda funcdo pode
ser expressa como uma soma das hoje chamadas séries de Fourier.

No século XVIII, as concepcdes acerca de limites (ainda) eram desconcertantes.

No século XIX, Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857) buscava uma coerente maneira
de fazer a exposicdo do Céalculo para poder apresentar para os seus alunos de Engenharia da
Ecole Polytechnique de Paris. Cauchy iniciou suas aulas apresentando uma defini¢do moderna
para limite. Nas notas de aula de Cauchy (que se tornaram verdadeiros documentos historicos),
0 matematico utilizou o limite como o fundamento para as defini¢6es precisas de continuidade,
de derivada e de integral. Ndo obstante, alguns detalhes técnicos passaram desapercebidos por
Cauchy.

Seja (ainda) o seguinte exceto sobre Cauchy:

Natural de Paris, Cauchy estudou na Escola Politécnica e, a despeito de seu grande
talento para a ciéncia pura, chegou a encetar uma promissora carreira de engenheiro,
abandonada em 1815 por razdes de salde. Nesse mesmo ano, inicia-se como professor
na Escola Politécnica — afinal, a essa altura, seu curriculo ja exibia varios trabalhos no
campo da matematica, o primeiro de 1811. No ano seguinte, aceita sua indicacdo para
a Academia de Ciéncias, mesmo sendo para o lugar de Monge, excluido por razdes
politicas. (IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 206).
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Finalmente, entre os anos de 1840 e 1850, Karl Weierstrass (1815 — 1897) descobriu
que a primeira etapa para corrigir as pequenas falhas nas defini¢cdes fornecidas por Cauchy, era
iniciar a definicdo de limite de Cauchy em termos aritméticos estritos, e isso deveria ser usando,
exclusivamente, valores absolutos e desigualdades. (Ver as Defini¢fes formais de limite na
préxima seccao (4.3)).

Seja (ainda) o exceto abaixo sobre Weierstrass:

Natural do povoado de Ostenfeld (Alemanha), Weierstrass era filho de um inspetor
de alfandega autoritario que desejava vé-lo num alto posto administrativo — tanto mais
que sua passagem pela escola secundéria fora brilhante. Mas Weierstrass ndo deu essa
alegria ao pai, embora tivesse ficado de 1834 a 1838 em Bonn matriculado no curso
indicado (leis, que afinal ndo concluiu). Em 1839, habilitou-se para o ensino médio
de matematica em curso intensivo, no qual, teve como professor C. Guderman (1798
— 1852), especialista em funcgdes elipticas, seu grande inspirador. Paralelamente ao
exercicio do magistério secundario, Weierstrass, langou-se a pesquisa (...) em 1855
obtinha um doutorado honorério na Universidade de Kénigsberg, e em 1856, tornou-
se professor da Universidade de Berlim (...) Weierstrass publicou pouco, comparado
a Cauchy. Mas sua obra se distingue pela qualidade e, em especial, pelo rigor. (IEZZI;
MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 207).

4.3 LIMITES DE FUNCOES: ELEMENTOS MATEMATICOS BASICOS

Nesta sec¢cdo sdo apresentadas as seguintes no¢des matematicas acerca de limites de
fungdes: ideia intuitiva de limite, definicdo formal de limite, limite da funcdo constante,

unicidade do limite, limites laterais, continuidade de fun¢des e exemplos de funcGes continuas.

> ldeia intuitiva de limite

Stewart (2013) inicia sua abordagem acerca do conceito de limite de uma funcéo,
propondo analisar 0 comportamento (numérico e grafico) da funcéo real f(x), definida por
f(x) =x% —x + 2, quando x se aproxima de 2 (tanto por valores maiores do que 2 como
valores menores do que 2).

Entdo, o referido autor comeca sua apresentacdo expondo os resultados (que ja se
mostram calculados) na Tabela 1 a seguir (para valores de x proximos de 2, mas ndo iguais a
2):
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Tabela 1 - Aproximacao dos valores acerca do limite considerado

x fx) x f(x)
1.0 2.000000 3.0 3000000
1.5 2.750000 25 5.750000
1.8 3.440000 ) 4.640000
1.9 3.710000 21 4.310000
1,95 3.852500 2.05 4.152500
1.99 3.970100 201 4.030100
1.995 3.985025 2.005 4.015025
1,999 3.997001 2.001 4.003001

Fonte: Stewart (2013, p. 80)

Observando os numeros trazidos na tabela acima, vé-se claramente que, quando os
valores de x vao crescendo, chegando cada vez mais préximos de 2 (por valores inferiores a 2),
os valores de f(x) véo se tornando cada vez mais proximos de 4. O mesmo ocorre quando 0s
valores de x vao diminuindo, chegando cada vez mais préximos de 2 (por valores superiores a
2).

Em seguida, Stewart (2013) traz a ilustracdo grafica abaixo (Gréfico 1) para esclarecer

(visualmente) o que esta acontecendo.

Grafico 1 - Aproximacdes sucessivas acerca do limite considerado

¥

flx) | v=x2— x40
tendea 14
4, I 4"’
| /
\ /

0

N,
Quando x tende a 2,

Fonte: Stewart (2013, p. 80)

O comportamento do grafico mostra que, quando x se aproxima de 2, por valores a
esquerda de 2, f(x) se aproxima de 4, por valores inferiores a 4; j quando x se aproxima de

2, por valores a direita de 2, f(x) se aproxima de 4, por valores superiores a 4.
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O processo de sucessivas aproximacgdes (numericamente ou graficamente) pode ser
realizado tanto quanto se queira, no entanto, nem x assume o valor 2 (exatamente), nem f(x)
assume o valor 4 (exatamente).

Tal constatacdo é expressa da seguinte maneira: “o limite da funcdo f(x) = x? — x +

2, quando x tende a 2, € igual a 4”. Em simbolos, tem-se:
lim(x?—x+2)=4

x—2
» Definindo limite de funcéo real de uma variavel

Para continuar a discusséo acerca do que vem a ser o objeto matematico limite (do tipo
aqui apresentado); seja a definicdo a seguir — que foi retirada do reconhecido livro Um Curso

de Célculo (volume 1) de Hamilton Luiz Guidorizzi:

Defini¢do. Sejam f uma funcéo e p um ponto do dominio de f ou extremidade de

um dos intervalos que compdem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p,

se, para todo £ > 0 dado, existir um § > 0, tal que, para todo x € Dy,
O<|x—p|l<sd=|fx)-Ll<e

tal nimero L, que quando existe é Unico, serd indicado por ,lcii?, f ).

Assim:

Ve > 0,36 > 0, tal que,para todo x € Dy,

limf(x):l‘(:){ O<|x—p|l<d=|f(x)—Ll<e¢

X-p

(GUIDORIZZI, 2015, p. 85).

Seja ainda a definicdo sobre 0 mesmo objeto matematico retirada do consagrado livro

Curso de Andlise (volume 1) de Elon Lages Lima.

Seja f: X —» R uma funcgdo com valores reais, definida num subconjunto X c R. Seja
a € R um ponto de acumulagdo de X, isto é, a € X'. Diremos que 0 nimero real L é
o limite de f(x) quando x tende para a, e escrevemos

chi_r)rtllf(x) =1L
para significar o seguinte: para cada nimero real € > 0, dado arbitrariamente,
podemos encontrar § > 0 de modo que se tenha [f(x) — L| < e sempreque x € X e
0 < |x —al] <§.(LIMA, 1999, p. 152).

As defini¢bes formais de limite de funcdo fornecidas em livros didaticos possuem uma
certa complexidade por causa do simbolismo envolvido e da dificuldade inerente a captacdo da
ideia em si mesma. Para tentar facilitar a compreensdo acerca deste objeto matematico,
considere a seguinte definicdo informal (que foi retirada do conhecido livro Andlise Real

(volume 1) também de Elon Lages Lima): “lim f(x) = L, quer dizer que se pode tornar f(x)
x—-a
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tdo proximo de L quanto se queira desde que se tome x € X suficientemente proximo, porém
diferente, de a” (LIMA, 1997).
Pode-se aplicar a defini¢do formal de limite de uma funcgéo para provar (ou demonstrar)

a veracidade do valor de certo limite dado.

Exemplo: (ANTAR NETO et al., 2010, p. 84) Seja f: R —» R dada por f(x) = 2x — 5.

Prove que lin}}(Zx —-5)=3.
xX—

PROPOSICAOQ: Deve-se mostrar que para qualquer nimero positivo e, pode-se encontrar um
namero positivo &, tal que,
0<|x—4|<d=|f(x)-3|<¢
INVESTIGACAO: A condicdo |(2x — 5) — 3| < e equivale a |2x — 8| < ¢, ou ainda,

2(x —4)| < ¢
2|lx — 4| < ¢
x— 4] < =
x 2

Deve-se, entdo, escolher § = %
DEMONSTRAGCAO: Dado ¢ > 0, escolhe-se 6§ = g Seja 0 < |x — 4| < 6. Entdo, tem-se:
lf(x) =3 =12x—=5)—-3|=12x—8| =2|x—4| <25 =¢
Isto é:
lf(x) =3l <e

O que conclui a prova!
» Limite da funcéo constante

Se ¢ € Re f é afuncdo definida por f(x) = c, para todo x real, entdo lim ¢ = c.

x—a
Demonstracéo
Devemos provar:
Ve>0,36>0|0<|x—a|<d=|f(x) —c|<e
é sempre verdadeiro, pois:
lf() —cl=lc—cl=0<e¢
(IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 30).

Esta constatacdo, ou seja, de que limk =k (a,k € R), também pode ser feita
x—-a

intuitivamente através da observacao do grafico a seguir (Figura 1):
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Figura 1 - Limite da funcdo constante

yﬂ\

0

Fonte: Bianchini e Paccola (1997, p. 220)

Vale salientar aqui, a existéncia do chamado limite da funcdo identidade que,
juntamente com o limite da fungdo constante, serve para auxiliar nos célculos de outros limites

mais elaborados.

(Limite da funcéo identidade) Dada a funcéo real y = x, tem-se que: lim x = a.
xX—-a

Graficamente, tem-se (Figura 2):

Figura 2 - Limite da funcéo identidade

y{\

fla) = a~5>@----------="-7 /

flx) = x

Fonte: Bianchini e Paccola (1997, p. 222)

> Unicidade do limite

O valor de lim f(x), se existir, € Unico. Isto pode ser visto no teorema “se
X—a

lim f(x) = L, e lim f(x) = L,, entdo L; = L,.” (IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002).
x—-a xX—a

Demonstracdo [da unicidade do limite]
Demonstraremos esse teorema por reducéo ao absurdo.
Supondo L, # L,, temos:
sendo lim f(x) = L,, vem:
x—-a
Ve>0,36; >0|0< |x—al| < = |f(x) — L] <e(..)][i]
sendo lim f(x) = L,, vem:
x—-a
Ve>0,36,>0|0< |x—al| <8, = |f(x) — L,| <e(.)I[ii]



54

escrevendo L, — L, como L, — f(x) + f(x) — L, e aplicando a desigualdade
triangular (Ja + b| < |a| + |b],Va, b € R), temos:
Iy = Lyl = | (La = £GO) + (FGO) = L) < 1Ly = FGOI + I () = Le|
= 1f(x) = Ly| + |f (x) — L]

chamando de § o menor ndmero &, e §,, temos § < §, e § < §, e considerando (...)
[i] e [ii], temos:
Ve > 0,358 > 0, tal que:
O0<|x—a|l<d=I|f(x) = L]+ If(x) — L,| < 2¢
mas |L; — L,| < |f(x) — Li| + |f (x) — L,|, entéo:
Ve > 0,35 > 0, tal que:
O0<|x—al|<déd=|L, — L,| < 2¢

_ |L1-Ly| .
se tomarmos € = ——=, vem:

para e = 'le;“' 36 = min{d,, 5},

talque, 0 < |[x —al| < § = Ly — Ly| < |Ly — Ly|
que é uma contradicdo e, portanto, a nossa suposicao ¢ falsa. Logo L, = L,.
(IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 25).

> Limites laterais

Para compreensdo do que vem a ser limites laterais de uma funcéo, sejam as defini¢bes

e representacgdes graficas a seguir (Figuras 3 e 4):

Definigdo Escrevemos

lim 6 =L
e dizemos que o limite a esquerda de f(x) quando x tende a a [ou o limite de f(x)
guando x tende a a pela esquerda] é igual a L se pudermos tornar os valores de
f (x) arbitrariamente préximos de L, para x suficientemente proximo de a e x menor
que a.
(STEWART, 2013, p. 85).

Figura 3 - Limite lateral a esquerda

0 X — a X

(a) lim flx)=L

x—a~

Fonte: Stewart (2013, p. 85)

Definigcdo Escrevemos

lim f(x) =1L

x—-a
e dizemos que o limite a direita de f(x) quando x tende a a [ou o limite de f(x)
guando x tende a a pela direita] € igual a L se pudermos tornar os valores de f(x)
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arbitrariamente proximos de L, para x suficientemente préximo de a e x maior que a.
(STEWART, 2013, p. 85).

Figura 4 - Limite lateral a direita

L 4

0 a «— X X

(b) lim flx)=L

x—a

Fonte: Stewart (2013, p. 85)

» Continuidade de fungbes

A concepcdo que € uma das mais relevantes consequéncias acerca do objeto matematico
limites é a continuidade de funcdes. Para iniciar o estudo desta ideia matematica, seja a seguinte
definicdo intuitiva: “uma fungao ¢é continua, se 0 seu grafico ndo é quebrado, ou seja, ndo tem
saltos ou furos”. (ANTAR NETO et al., 2010).

Uma rapida olhada nos gréficos a seguir (Figuras 5 - 15) é o suficiente para esclarecer

0 conceito dado acima.

Figura 5 - Funces continuas e descontinuas

193 4

Fonte: Antar Neto et al. (2010, p. 97)

e No item (a) acima, vé-se um salto no grafico, ou seja, uma grande interrupgéo, logo a

funcdo ndo é continua no ponto considerado x,.
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e No item (b) acima, vé-se um ‘“furo” no grafico, ou seja, x, € um ponto de
descontinuidade da fungao.
¢ No item (c) acima, vé-se uma linha do grafico sem nenhuma interrupcao, logo, a grosso

modo, chega-se a conclusao que a funcéo é continua em x,.
» Alguns exemplos de fung¢des continuas

Quando ocorre de uma certa funcéo ser continua em todos os pontos do seu respectivo
dominio, diz-se simplesmente que ela é uma funcdo continua.
Algumas das principais funcdes continuas que surgem nas tarefas a serem realizadas em

livros didaticos séo (Figura 6 - 15):

e Funcdo polinomial P(x) = a,x™ + ap_1x™ 1+ -+ a;x + a, (casos particulares:
funcdo constante, funcao identidade, funcdo polinomial do 1° grau, fungéo trinbmio do
2° grau, etc.).

e Funcéo racional fracionaria f(x) = % G(x) # 0.

e Funcdo exponencial.
e Funcdo logaritmica.
e Funcdo seno.

e Funcéo cosseno.

Figura 6 - Funcdes continuas (funcdo constante)

Fungdo constante

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 231)



Figura 7 - Funcdes continuas (funcao identidade)

YA

Funcgio identidade

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 231)

Figura 8 - Funcdes continuas (fungdo do 1° grau)

YA

Funcdo do 1?2 grau

y=ax+b

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 231)

Figura 9 - Funcdes continuas (funcao trindbmio do 2° grau)

YA

Yaxz+bx+c
/ .

7

T

Fungio trindmio do 2° grau

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 231)
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Figura 10 - Func¢es continuas (fungdo polinomial)

A =P

P
Funcdo polinomial qualquer

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 231)

<y

Figura 11 - Fungdes continuas (funcdo racional — continua no seu dominio)

YA

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 232)

Figura 12 - Funcges continuas (funcdo exponencial)

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 232)



Figura 13 - Func¢es continuas (funcéo logaritmica)

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 232)

Figura 14 - Func¢bes continuas (fungédo seno)

e fun¢io seno

Exemplo:

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 233)

Figura 15 - Func¢es continuas (fungéo cosseno)

e fungio cosseno

Exemplo:

y = cos x

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 233)
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4.4 MODELIZACAO DAS PRAXEOLOGIAS MATEMATICAS

Serd agora relatada a construcdo de uma proposta de modelo de referéncia para as
praxeologias matematicas pontuais que podem ser estabelecidas no contexto dos subtipos de
tarefas relacionadas a determinacéo de limites de fungdes de uma variavel real a valores reais.

Sdo quatro as componentes que fundamentam uma praxeologia matematica, a saber: (t)
subtipos de tarefas resolvidas, (t) técnicas apresentadas, (6)[Jtecnologias e (©) teoria.
(BARBOSA, 2011).

Na proposta formulada, delineou-se os subtipos de tarefas, técnicas, tecnologias e
teorias, e também, a sintetizacdo de um modelo de referéncia através da investigacdo do objeto
matematico limites de funcGes no livro didatico Célculo de Stewart (2013) com o apoio de
varios outros livros de Célculo e de Analise que gozam de grande prestigio nos circulos

matematicos brasileiros.
4.4.1 Subtipos de Tarefas
Santos (2013) identificou algumas praxeologias matematicas referentes a determinacao
de limites de funcBes reais de uma variavel, conforme pode ser visto nos seguintes quadros

(Quadros 10 - 13):

Quadro 10 - Praxeologia matematica — Estimar o valor do limite de uma funcéo

Teoria Tecnologia
Limite de funcio (de maneira intuitiva) limf(x) =L
x=p
Tarefa Técnica
Calcule - determinar o valor do limite da fungio para

valores proximos a 2, tanto maiores quanto
menores. Verificar para qual valor tende o

limite.

Fonte: Santos (2013, p. 231)




grafico

Teoria

Tecnologia

Ideia intuitiva de limite,
limites laterais,
existéncia do limite da
fungiio num ponto
dado.

Se xo € ponto de acumulagiio bilateral do dominio de f, tem-
se:

lim f(x) = L se e somente se lim f(x)
X—+xp~

x—Xp

=1 exl_l)gbj(x):l.

Tarefa

Técnica

Dé o limite da funcio
em Xp, Se existir, nos
casos da figura 13-4.
Caso nio exista, dé os
limites laterais.

Para a resolucio de uma tarefa como essa, o aluno deverd:

- interpretar graficamente o limite da funcio, especialmente
as tendéncias a ele associadas;

- calcular os limites laterais;

- verificar as condigdes de existéncia do limite de uma fungio
em determinado ponto do dominio (sem perder a ideia de que

o0 conceito de limite é local);
- determinar o limite da fungdo mesmo quando o ponto nido
pertence ao dominio da fungio.

Fonte: Santos (2013, p. 221-222)

Teoria Tecnologia
Limite de uma funcio lim f(x) = L:
X=Xy
Propriedades  operatérias do  limite

(precisamos  destacar que Avila nfio
apresenta a tecnologia envolvida nesse
estudo, mas sim os procedimentos através
de exemplos).

Tarefa

Técnica

Calcular o limite da
considerado.

funcdo no ponto | - substituir o valor de xo na funcio se o
ponto pertencer ao dominio da funcido
(exercicio 1).

Observacdo: quando xo tende a mais ou
menos infinito, a “verificacdo™ do valor
para o qual L tende pode ser feita de
maneiras diferentes.

- se 0 ponto ndo pertencer ao dominio da
funcido, o cdlculo € feito para valores
proximos do ponto xo(exercicio 14).

- no (exercicio 18), as funcdes polinomiais
que compdem a funcio racional €m o
mesmo grau, analisa-se entdo qual a
tendéncia do  numerador e do
denominador.

- no (exercicio 30), temos polinémios que
apresentam diferencas de graus. Nesse
caso, €& preciso que se coloque em
evidéncia o fator de maior grau e, depois
das simplificagBes, analisar qual serd o
sinal determinante.

Fonte: Santos (2013, p. 219-220)

Quadro 12 - Praxeologia matemética — Calcular o limite de uma fungdo num ponto
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Quadro 11 - Praxeologia matematica - Determinar o limite de uma fun¢do com o auxilio do
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Quadro 13 - Praxeologia matematica — Determinar limites que envolvam o infinito

Teoria Tecnologia

Limite de (na altima igualdade usamos o resultado anteriormente enunciado).

N Em geral, tem-se:

fungdes ) .
s Para calcular lim f(g(x)), chamamos u= g(x), e se, para

. x=xg

compostas: X— X, lem-se u— + oo, entdo

Conceituacio

lim f(g(x)) = lu:ltl f(w
x=Xxp u=tx

de limite de
funcio ‘ - . . i
J O resultado vale se, em lugar de xo, figurar o ou - o, ou se o limite for
composta. lateral
Tarefa Técnica
Calcule O aluno devera:

- fazer a substituicio da funciio que estd dentro do radical por uma
letra, por exemplo, u:

- verificar o que acontece com a funcio u quando x tende a infinito;

- 0 resultado encontrado serd quase o valor da fungio composta:

- deve-se verificar o que a funcdo primeira modifica o resultado da
segunda e concluir qual o valor do limite para essa segunda funcéo.

Fonte: Santos (2013, p.226)

O presente modelo foi construido tomando como ponto de partida as praxeologias
matematicas de Santos (2013).

Foram identificados e classificados — por meio de adaptacfes e novas interpretacdes —
0s seis subtipos de tarefas relativas a determinacéo de limites de funces (a seguir):

(1) Pode-se estimar o valor do limite de uma funcdo real através da realizacdo de
sucessivos calculos nas proximidades do ponto de tendéncia. Este tipo de procedimento pode
envolver tanto o lado esquerdo como o direito em relacdo ao ponto de tendéncia x = a.
Ressalta-se ainda, a existéncia de diversos obstaculos que podem dificultar este tipo de
abordagem (por exemplo, expressdes muito longas e/ou muito complexas), exigindo por
consequéncia, caminhos alternativos (e por vezes mais praticos).

(2) Outra maneira para se determinar o valor relacionado ao limite de uma funcéo f(x)
num dado ponto é a execucao de uma analise do comportamento gréafico de f(x), que é efetuada
por meio de sucessivas observacfes nas proximidades do ponto de tendéncia considerado —
analise, esta, que pode ser efetuada tanto pelo lado esquerdo quanto pelo direito de x = a.
Contudo, a prévia construcdo do grafico de f(x) para (posteriormente) através de uma anélise

gréafica, determinar o valor de lim f(x), pode ser algo relativamente dificil de ser feito.
xX—a
(3) Ainda é possivel realizar o estudo de lim f(x) através de uma analise intuitiva das
x—a

expressdes matematicas que compdem f(x); no entanto, a amplitude da aplicabilidade deste
tipo de procedimento é relativamente curta, restringindo-se (basicamente) aos casos mais

elementares.
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(4 e 5) O célculo direto de lim f(x) também é possivel e compBe uma das partes mais
x—-a

importantes do objeto matematico limites de fungdes — célculo, este, que consiste em determinar
o0 valor numérico de f(a). Entdo, pode-se perceber que muitos limites podem ser resolvidos
exclusivamente através de calculos aritméticos, todavia, existem outros tipos que nao podem.
Quando durante a execucdo do célculo de certo limite sdo encontradas indeterminagdes ou
impossibilidades, faz-se necessaria a aplicacdo de técnicas algebricas e/ou outras alternativas
para eliminar (ou superar) tais obstaculos (e possibilitar a continuidade do procedimento).

(6) Existem ainda os limites que envolvem os simbolos relacionados ao infinito
(positivo e negativo); e isso tanto pode ocorrer na tendéncia: x — oo, como no resultado:

lim f(x) = e lirp f(x) = too. Vérios procedimentos algébricos (e artificios) podem ser
x—-a X—>1T 00

aplicados para o estudo destes tipos de limites, tais como fatoracéo, divisdao de polinémios,
multiplicacdo por expressdes conjugadas na forma de fragdo unitaria, etc.

Subtipos de tarefas identificadas e classificadas:

e t,: Estimar numericamente (se possivel) o valor de )lciircll f(x), sendo f(x) uma funcao

real qualquer.

Exemplo: (STEWART, 2013, p. 81) Estime o valor de lim 1
X— -

X

e t,: Encontrar (se possivel) o limite de uma funcdo real f(x) através do estudo do

comportamento gréafico da mesma.

Exemplo: (STEWART, 2013, p. 85) Encontrar o valor de lirgl_ g(x), sendo o gréafico de
X—

g(x) dado abaixo (Gréfico 2).



Grafico 2 - Determinacao do limite considerado com o auxilio do grafico
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Fonte: Stewart (2013, p. 85)
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ts: Determinar (se possivel) os limites laterais de uma fungdo real f(x) qualquer,

através da investigagdo intuitiva da expressdo matematica da mesma.

Exemplo: (STEWART, 2013, p. 87) Encontre lim, 2
x—

t,: Calcular lim f(x), sendo f (x) uma fung&o real cujo célculo do valor numérico para
xX—a

x = a ndo apresenta indeterminacdes nem impossibilidades.

5x2—-2x+1
6x—7

Exemplo: (SWOKOWSKI, 1983, p. 67) Calcule lirré
X

ts: Calcular lim f(x), sendo f(x) uma funcdo real cujo célculo do valor numérico para
x—a

X = a apresenta indeterminagoes.

Exemplo 1: (SIMMONS, 1987, p. 100) Calcular hm

_\/_2

Exemplo 2: (DI PIERRO NETTO, 1984, p. 143) Determinar o valor de lim

x—0 2 4—x'

x-2

2

Exemplo 3: (THOMAS et al., 2002, p. 98) Calcular hm

te. Determinar (se possivel) limites que envolvam o infinito.

3x2—x-2

Exemplo 1: (STEWART, 2013, p. 122) Calcule lim

xX—+00 5x2+4x+1"
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Exemplo 2: (STEWART, 2013, p. 124) Calcule lim, arctg ().
X— -

Assim, como apresentado acima, foram tomadas as seis categorias relativas a
determinacéo de limites de funcgdes que serviram de base para a identificacdo dos subtipos de

tarefas nos livros didaticos utilizados nesta pesquisa. A seguir, sdo apresentadas as técnicas.
4.4.2 Técnicas

O que foi apresentado até este momento possibilita sintetizar os conjuntos de técnicas
matematicas a seguir; técnicas que sdo propostas para serem aplicadas na determinagdo de

limites de fungdes reais de uma variavel real.

Técnicas para determinacédo de limites de funcdes de uma variavel real
e T-yy: Calcular (alguns) valores numéricos para a funcdo f(x) nas proximidades do
ponto x = a (utilizando valores maiores e menores do que a).
e 7,0 Analisar o comportamento grafico da funcdo f(x) e suas tendéncias.
e T4 Analisar intuitivamente o comportamento da funcdo f(x) através das expressdes
matematicas nela existentes.
e Tpyy: Determinar o valor numérico de f(x) (ou seja, de todas as suas funcdes
componentes) no ponto x = a.
Técnicas auxiliares
e T, Fatorar as expressdes algébricas existentes.
e 1Tprp. Desenvolver e/ou reduzir as expressdes matematicas envolvidas.
e 15 Eliminar as indeterminagdes existentes.
e Tygc. Multiplicar por expressdes conjugadas na forma de fragao unitaria.
e 1pry. Fazer atroca de variaveis no calculo de limites.
e Tpyp: Dividir o numerador e o denominador da fracdo algébrica pelo termo de maior

poténcia do denominador.

Dessa forma, dependendo das caracteristicas matematicas mobilizadas na confeccéo dos
diferentes subtipos de tarefas sobre determinacéao de limites, pode-se lancar méao sobre uma ou

mais técnicas para serem combinadas, dando origem as técnicas mistas.
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Calcular valores numéricos (t¢yy): Esta técnica consiste em calcular alguns valores
numericos para a funcéo f(x) nas proximidades do ponto de tendéncia do limite considerado
(através de valores inferiores e/ou superiores a x = a); desse modo, a partir das tendéncias
numéricas observadas nos resultados, pode-se estimar (muitas vezes) o valor para o qual o

limite esta tendendo.

Exemplo: (STEWART, 2013, p. 81) Estime o valor de lim x

x—-1 x2-1

x—1

lim =7
x-1x2—1

ETAPA UNICA: Calcular alguns valores numéricos para f (x) a esquerda e a direita de

x = 1.

Dessa maneira, tem-se (Tabela 2):

Tabela 2 - Estimativa numérica para o valor do limite considerado

x <1 f(x)

0.5 0,606667
0.9 0,526316
0,99 0,502513
0.999 0,500250
0,9999 0,500025
x> 1 Sf(x)

1.5 0,400000
1,1 0,476190
1,01 0,497512
1,001 0,499750
1,0001 0,499975

Fonte: Stewart (2013, p. 82)

Observando-se o comportamento dos resultados tabelados acima, pode-se conjecturar
que: conforme x se aproxima de 1, por valores menores do que 1, f(x) se aproxima de 0,5; e
conforme x se aproxima de 1, por valores maiores do que 1, f(x) também se aproxima de
0,5.

Conclui-se, entéo, que:



67

imX "L s
xl—1>rllx2—1_ ’

Esta técnica é explicada e justificada pelo aparato tecnoldgico relacionado a ideia
intuitiva de limite, que por sua vez, repousa sobre os elementos tedricos concernentes as
defini¢bes grosso modo e formal de limite.

A referida técnica é normalmente utilizada para a introducéo ao estudo de limites com
0 objetivo de dar sentido as ideias de comportamento numérico e de tendéncia da funcgéo
envolvida. Quanto a eficiéncia e ao alcance, em geral, trata-se de uma técnica pouco econdmica
em relagdo ao tempo gasto em sua aplicacao, tendo ainda um alcance bastante limitado, pois, a
pratica de resolver limites através de aproximacgdes numéricas pode esbarrar em dificuldades

significativas, como por exemplo, expressées muito grandes e/ou muito complexas.

Analisar o comportamento grafico (t4¢¢): A técnica aqui apresentada consiste em
observar o comportamento do grafico da funcdo f(x) nas proximidades do ponto de tendéncia
do limite considerado (pelo lado esquerdo e/ou pelo lado direito de x = a); entéo, a partir das
tendéncias observadas no gréafico, pode-se encontrar (muitas vezes) o valor para o qual o limite
esta tendendo.

A técnica 1,4, € explicada e justificada pelos elementos tecnoldgicos relacionados a
ideia grafica intuitiva, que por sua vez, estd embasada na teoria dos limites através das
definicdes grosso modo e formal.

A referida técnica é utilizada para resolver o subtipo de tarefa t, com o objetivo de
ampliar as ideias acerca dos limites e funcdes sob uma perspectiva gréafica. Em relacdo a
eficiéncia e ao alcance, de maneira geral, trata-se de uma técnica bastante econémica em relacédo
ao tempo gasto em sua utilizagdo, mas tendo um alcance bastante limitado, pois, exige o0 esboco

do gréfico (ou um grafico ja esbocado).

Analisar intuitivamente o comportamento (t4.c): ESta técnica consiste em
conjecturar (rigorosamente) padrdes ou valores para o limite de f(x) a partir da observacéo das
expressdes matematicas envolvidas na composigéo dela.
2x

Exemplo: (STEWART, 2013, p. 87) Encontre lim
X

-3+t x—3
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2x

im =?
x-3tx — 3

ETAPA UNICA: Fazer x tender (intuitivamente) a 3, por valores maiores do que 3.

Observa-se que quando x vai se aproximando de 3, por valores superiores a 3 (ou a
direita de 3), x — 3 vai se tornando cada vez menor, chegando proximo de zero, porém,

mantendo-se positivo; ja 2x vai tendendo a 6.

E possivel, entdo, conjecturar que valores cada vez mais proximos de 6 estdo sendo

divididos por valores cada vez mais préximos de zero; logo, tal divisdo tende a valores
arbitrariamente grandes.
Ou seja, pode-se intuir que:

2x
im
x-3tx —3

= 4o

A técnica acima referida é explicada e justificada pelo conjunto tecnolégico concernente

a ideia intuitiva de limites infinitos e no infinito, que por sua vez, tem como base tedrica as

definicdes de limites infinitos e no infinito.

Atécnica 1, é aplicada para resolver os subtipos de tarefa t5 e t, como uma ferramenta

(&s vezes auxiliar) para trabalhar com express@es que tendem ao infinito ou tendem a zero. No

tocante a eficiéncia e ao alcance, de forma geral, trata-se de uma técnica bastante econdmica no

que se refere ao tempo gasto em sua aplicacdo, tendo ainda alcance razoavelmente amplo, dada

a quantidade relativamente alta de problemas que consegue dar conta.

Determinar o valor numérico (tpyy): Esta técnica consiste em substituir o x da funcao

f(x) pelo valor de a de lim f(x), efetuando-se os calculos normalmente.
xX—-a

Exemplo: (SWOKOWSKI, 1983, p. 67) Calcule lim Sxfzxt1
g

6x-7

ime2 —2x+1 ,
x-3  6x—7
ETAPA UNICA: Substituir o x da funco por 3, efetuando-se os calculos normalmente.
Desse modo, vem:
532—2.3+1 5.9-6+1 45-5 40
63-7  18-7 11 11
Logo:
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i Sx?—2x+1 40
= ex—7 11

A técnica Ty € explicada e justificada pelos elementos tecnoldgicos relacionados as
propriedades operatdrias dos limites e a propriedade da substitui¢céo direta juntamente com as
propriedades das fungdes continuas, que estdo amparadas na defini¢do formal de limite e nas
definigcdes sobre fungdes continuas.

Esta técnica € utilizada (as vezes de maneira auxiliar) na resolucéo dos subtipos de tarefa
t,, t, € ts para uma rapida efetuacdo dos célculos que permitem chegar ao resultado desejado.
Em relacdo a eficiéncia e ao alcance, de forma geral, trata-se de uma técnica bastante econémica
em relacdo ao tempo gasto em sua utilizacdo, tendo também um alcance bastante amplo, sendo
praticamente a maneira mais comum de se determinar o valor de um limite (quando possivel).

Séo obstaculos para a aplicacdo desta ferramenta técnica: as impossibilidades e as

indeterminacdes.

. . 242
Exemplo 1: Determine lim =——.
x—1 x—1
X%+ 2x
llm— =7
x-1 x—1

Aplicando-se a técnica 7y, obtém-se:
12+2.1 1+2 3

1-1 0 0
Entretanto, ndo se pode dividir por zero (impossibilidade), entdo, esta técnica falha!

Sendo necessaria outra abordagem para superar a impossibilidade.

2_
Exemplo 2: Determine lim —.

x-1 x—1

ox%-1
lim =7
x->1x—1

Aplicando-se a técnica 7y, tem-se:
12-1 1-1 0

1-1 0 0
Entretanto, a divisdo de zero por zero é uma indeterminacgdo, entdo, a técnica falha

novamente! Sendo necessaria outra abordagem para eliminar a indeterminacéo.



70

Para contornar a ultima dificuldade acima relatada (indeterminacdo), pode-se lancgar
mao sobre técnicas auxiliares, substituindo-se a funcéo f (x), que apresenta indeterminagdo em
x = a, por outra fungdo g(x), que ndo apresenta tal obstaculo, mas que possui comportamento

semelhante ao de f(x) em pontos vizinhos. Isso sera trabalhado nas técnicas mistas a seguir.
Técnicas mistas:
"  T,c¢ pyn: Analisar o comportamento grafico/ Determinar o valor numérico.
Exemplo: (STEWART, 2013, p. 92) Aplique as propriedades dos limites observando os
graficos de f(x) e g(x) na figura destacada abaixo (Gréfico 3) para calcular o limite

logo apos.

Graéfico 3 - Funcbes dadas para a determinacdo do limite considerado

VA

=

74 0 1

Fonte: Stewart (2013, p. 92)

lim [f(0g()]

lim [f(x)g(x)] =?
xX—>—2
ETAPA 1: Analisar o comportamento grafico das funcdes f(x) e g(x), quando x se
aproxima de —2.

Desse modo, vé-se que:
limf(x)=1
x—-1
limg(x) = —1.
x—1
ETAPA 2: Determinar o valor numérico do produto dos limites das fungdes.
Entéo:
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chi_r)r}f(x).ii_r)r} gx)=1(-1)=-1
Logo, tem-se:
Jim [f(x)g(x)] = —1

ALCANCE E EFICACIA: A técnica t,¢; pyy tem um alcance curto, pois apenas pode ser
utilizada em tarefas do subtipo t,, através da andlise do respectivo grafico (o que pode
demandar o esbogo do mesmo). Esta técnica é eficaz, pois oferece resultados confiaveis e € de
rapida aplicac&o.

ELEMENTOS TECNOLOGICOS: A técnica aqui apresentada é justificada pela ideia gréafica
intuitiva e pelas propriedades operatdrias dos limites, que por vez, sdo baseadas nas defini¢cdes
grosso modo e formal de limites.

* Tppa pip_Tpyn: Fatorar as expressoes algébricas/ Eliminar as indeterminagdes

existentes/ Determinar o valor numérico.

Exemplo: (IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 40) Calcule o valor de

x%-1
x—1 x—1 '

x> -1
=7

L=
ETAPA 1: Fatorar a expressdo do numerador através da diferenca de quadrados.
Entéo, vem:

lim x+Dx-1) _
x-»1  (x—1)

ETAPA 2: Eliminar a indeterminacéo existente.

Logo, tem-se:
= )lci_rg(x +1) =
ETAPA 3: Determinar o valor numérico.
Entéo:
=1+1=2

Desse modo, conclui-se que:
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ox%-1
lim =2
x-1x—1

ALCANCE E EFICACIA: A técnica tpgs gg_Tpyy tem um alcance razoavelmente grande,
pois pode ser aplicada em tarefas do subtipo ts, nas quais, a funcdo apresente expressoes que
possam ser convenientemente fatoradas. Esta técnica é bastante eficaz, pois além de fornecer
resultados confidveis, é de rapida aplicacdo (apesar de demandar algum trabalho algébrico).
Existem outras combinag6es técnicas que também podem resolver este subtipo especifico de

tarefa.

ELEMENTOS TECNOLOGICOS: A técnica aqui explanada é justificada pelo teorema da
troca para limites e pelas propriedades operatorias e da substituicdo direta para limites
juntamente com as propriedades sobre continuidade de fungdes, que por vez, sdo baseadas na

teoria dos limites através das defini¢des formal e sobre fungdes continuas.

* Tyec pre E1E-Tpyn: Multiplicar por expressdes conjugadas/ Desenvolver e/ou
reduzir as expressdes/ Eliminar as indeterminag6es existentes/ Determinar o valor

numeérico.

Exemplo: (STEWART, 2013, p. 95) Encontre lim ”2;9‘3.
CViZ+9-3
llm— =7
t—0 t2

ETAPA 1: Multiplicar tanto o numerador quanto o denominador da fragdo pela

expressao conjugada do numerador (em forma de fracao).

Entao:
Vt2+9—-3 Vt2+9+3 t2+9-9

lim

>0 2 'm+3=1§%t2(m+3)_
ETAPA 2: Reduzir os termos.
Logo, vem:
t2
~ T o)

ETAPA 3: Eliminar a indeterminacao.
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Dessa forma, tem-se:

1
=E%Jﬁ?3+3=
ETAPA 4: Determinar o valor numérico.
Entéo:

1 1 1 1

" V0Z+9+3 V9+3 3+3 6

Chega-se, entdo, ao seguinte resultado:

. Vt2+9-3 1
lim—————=-—
t—0 t2 6

ALCANCE E EFICACIA: Atécnica Tygc pre gir_Tpyy t€M um alcance razoavelmente amplo,
pois pode ser aplicada em tarefas do subtipo t<, nas quais, a funcéo apresente expressées com
radicais — ou mesmo outras configuracbes matematicas — que possam ser convenientemente
manipuladas. Esta técnica é bastante eficaz, pois além de oferecer resultados validos, é de
aplicacdo razoavelmente rapida (apesar de demandar certo trabalho algébrico). Existem outras
técnicas (as vezes com maior alcance e eficacia) que podem ser aplicadas para a determinacéo

destes subtipos de limites de fungdes, como por exemplo, a regra de L’Hopital.

Estes exemplos devem bastar para que se entenda o significado da “expressao
indeterminada”. O instrumento mais eficaz para o calculo do limite de expressdes
indeterminadas é a chamada “Regra de L’Hépital”, que é objeto de infindaveis
exercicios nos cursos de Célculo. (LIMA, 1997, p. 71).

ELEMENTOS TECNOLOGICOS: Esta técnica é justificada pelo teorema da troca para limites
e pelas propriedades operatorias e da substituicdo direta para limites em conjunto com as
propriedades sobre continuidade de funcdes, que por vez, séo embasadas nas defini¢des formal

e sobre fungbes continuas.

* Tpre rea pIE-Tpyn- Desenvolver efou reduzir as expressoes/ Fatorar as expressdes

algébricas/ Eliminar as indeterminac6es existentes/ Determinar o valor numerico.

(x+h)3—x3

Exemplo: (GUIDORIZZI, 2015, p. 94) Determine }lirré

o (x+h)3—x3
lim—— =?
h—0 h,
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ETAPA 1: Desenvolver, e depois, reduzir a expressao do numerador.
Ent&o, vem:
x3+ 3x%h + 3xh? + h3 — x3 3x*h +3xh* + h®

ns A = a0 h

ETAPA 2: Fatorar através de fator comum em evidéncia a expressdo do numerador.
Logo, tem-se:

_ h(3x2 + 3xh + hz)
= lim =
h—0 h

ETAPA 3: Eliminar a indeterminacdo que se apresenta.
Vale salientar, que na eliminacdo aqui efetuada, ndo se trata de divisdo por “zero”,
pois h # 0 (por ser ponto de tendéncia).
Desse modo, vem:
= }li_r)r(l)(3x2 + 3xh + h?) =
ETAPA 4: Determinar o valor numérico (nesse caso particular, determinar a
expressao).
Logo:
= 3x%2 4+ 3x.0+ 0% = 3x?
Conclui-se, entéo, que:

R
ALCANCE E EFICACIA: A técnica Tpre FEA EIE-Tpyn €M um alcance razoavel, pois pode
ser utilizada em tarefas do subtipo ts, nas quais, a funcéo apresente expressées que possam ser
convenientemente fatoradas. Esta técnica é eficaz, pois além de fornecer resultados confiaveis,
é de répida aplicagdo (apesar de demandar algum trabalho algébrico). Existem outras
combinacBes entre técnicas que podem resolver este subtipo especifico de tarefa de maneira
mais rapida, apesar de demandar mais conhecimento algébrico (além do que ja foi apresentado

acima).

ELEMENTOS TECNOLOGICOS: A referida técnica é explicada e justificada pelo teorema da
troca para limites e pelas propriedades operatorias e da substituicdo direta para limites em
conjunto com as propriedades sobre continuidade de fungdes, que por vez, sdo baseadas nas

defini¢des formal e sobre funcgdes continuas.
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*  Tery_Taic. Fazer atroca de variaveis/ Analisar intuitivamente o comportamento.

1
Exemplo: (STEWART, 2013, p. 124) Calcule lirgx_ ex.
X—
1
lim ex =?

x—0~

ETAPA 1: Fazer a seguinte troca de variaveis % =t.

Percebe-se, entdo, que t - —oo, quando x — 0~.
Dessa forma, tem-se:

lim et =

t——00
ETAPA 2: Analisar intuitivamente o comportamento de et, quando t - —oo.
Logo, vem:
=0
Pode-se, entdo, concluir que:

1
lim ex =0
x>0~
ALCANCE E EFICACIA: A técnica Trry_Tac tem um alcance curto, pois pode ser utilizada
em tarefas do subtipo t¢, nas quais, a funcdo tenha caracteristicas similares as do exemplo
trazido acima. Esta técnica é eficaz, pois além de fornecer resultados confiaveis, é de rapida

aplicacdo (apesar de possuir muitas limitacGes).

ELEMENTOS TECNOLOGICOS: A técnica aqui apresentada € justificada pelo aparato
tecnoldgico relacionado a ideia intuitiva de limites infinitos e no infinito, que por sua vez, é

baseada nas defini¢bes de limites infinitos e no infinito.

*  Tyec pre-_Taic: Multiplicar por expressoes conjugadas/ Desenvolver e/ou reduzir as

expressdes/ Analisar intuitivamente o comportamento.

Exemplo: (STEWART, 2013, p. 123) Calcule lim (VxZ+1-x).
X—+ 00

lim (\/xz +1- x) =?

X—>+00
ETAPA 1: Multiplicar a expressdo dada pela expressao conjugada do numerador (na
forma de fracéo).
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Ent&o, tem-se:
xlirp (m—x) % = lim M =
e xZ+1+x tex2+1+x
ETAPA 2: Reduzir os termos.
Logo, vem:
lim ; =
x>+ \[x2 41 4 x
ETAPA 3: Analisar intuitivamente o que acontece com a expressao como um todo,

quando o denominador cresce arbitrariamente e o numerador permanece fixo.
Desse modo, tem-se:
=0

Ent&o, chega-se ao seguinte resultado:

lim (\/x2 +1 —x) =0

X—+00

ALCANCE E EFICACIA: A técnica Tygc pre_Taic tem um alcance razoavelmente grande,

pois pode ser utilizada em tarefas do subtipo t¢, nas quais, a funcdo apresente radicais com

inimeras configuracdes distintas, mas que possibilitem manipulacdes adequadas. Esta técnica

é eficaz, pois além de fornecer resultados confiaveis, é de rapida aplicacdo (apesar de demandar

algum trabalho algébrico mais elaborado). A referida técnica pode ainda ser combinada com

outras técnicas para possibilitar a resolucdo de tarefas do mesmo subtipo t, que apresentem

formatos matematicos diferentes do que foi apresentado.

ELEMENTOS TECNOLOGICOS: Esta técnica é explicada e justificada pelo aparato

tecnoldgico relacionado a ideia intuitiva de limites infinitos e no infinito, que por sua vez, é

embasada nas defini¢bes de limites infinitos e no infinito.

Trpa_Tajc. Fatorar as expressbes algébricas/ Analisar intuitivamente o

comportamento.

Exemplo: (STEWART, 2013, p. 125) Encontre lim (x? — x).

xX—+ 00

lim (x? —x) =?
X—+o00

ETAPA 1: Fatorar através de fator comum em evidéncia.
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Ent&o, vem:
Jim x(e =1 =
ETAPA 2: Analisar intuitivamente o comportamento de x e de x — 1, quando
X — +o00,
Pode-se perceber que tanto x — +o0 como x — 1 — +o0; logo, 0 mesmo acontece com
0 produto entre ambos (cresce arbitrariamente).
Logo, tem-se:
= 400
Entdo, conclui-se que:

lim (x? —x) =+
X—+00

ALCANCE E EFICACIA: A técnica Trg4_Ta;c tem um alcance curto, pois so pode ser utilizada
em tarefas do subtipo t,, nas quais, a expressao da funcéo possa ser convenientemente fatorada.
Esta técnica ndo é muito eficaz, pois existem outras formas mais simples, rapidas e com

demonstracdes faceis para abordar esse tipo de problema.

ELEMENTOS TECNOLOGICOS: A referida técnica é explicada e justificada pelo conjunto
tecnoldgico relativo a ideia intuitiva de limites infinitos e no infinito, que por sua vez, baseia-

se nas definicdes de limites infinitos e no infinito.

" Tpnp_Tarc. Dividir o numerador e o denominador/ Analisar intuitivamente o

comportamento.

Exemplo: (STEWART, 2013, p. 115) Encontre lim *-%.

x—+o0 3—Xx

oxt+x
lim =7
x—+0 3 — X

ETAPA 1: Dividir o numerador e o denominador da fracéo pelo termo de maior

poténcia de x do denominador.

Entéo, vem:
2
X X
 x 1 ox+1
lim = lim =
x—>+00 §_£ x—>+oo§_1
X X X
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ETAPA 2: Analisar o comportamento de cada expressao da ultima fracdo acima,
quando x — +oo; para poder entender 0 que acontece com a expressao como um
todo.

Vé-se, entdo, que a expressdo que esta no numerador cresce arbitrariamente, quando
x — +o00; enquanto a expressao do denominador tende a —1.

Logo, tem-se:
= —0O

Dessa maneira, chega-se a seguinte concluséo:

oxt+x
lim

x>+ 3 — X

= —O0

ALCANCE E EFICACIA: A técnica Tpyp_Tac tem um alcance razoavel, pois pode ser
utilizada em tarefas do subtipo t¢, nas quais, a funcéo permita a manipulacdo necessaria para a
aplicacdo da segunda parte da técnica. Esta técnica € bastante eficaz, pois além de fornecer
resultados confiaveis, é de rapida aplicacdo. A referida técnica pode ainda ser combinada com
outras técnicas para possibilitar a resolucéo de tarefas do mesmo subtipo t, que apresentem

configuragBes matematicas distintas.

ELEMENTOS TECNOLOGICOS: A técnica aqui apresentada é explicada e justificada pela
ideia intuitiva de limites infinitos e no infinito, que por sua vez, repousa sobre as definicdes de

limites infinitos e no infinito.

4.4.3 Tecnologias

Tudo que foi apresentado até este momento possibilita identificar o seguinte conjunto
de elementos tecnoldgicos, que por sua vez, serve para explicar e justificar as técnicas
elaboradas (indicadas) para a determinacdo de limites de funcdes reais de uma varidvel: ideia
intuitiva de limite, ideia grafica intuitiva de limite, ideia intuitiva de limites infinitos e no
infinito, propriedades operatorias dos limites, propriedade da substituicdo direta, teorema da

troca para limites e propriedades das fung¢bes continuas.
v ldeia intuitiva de limite (8;,;) de funcdo de uma variavel real.

Para expor a ideia intuitiva de limite proposta neste estudo, segue-se o exemplo ilustrado

e comentado abaixo.



79

Exemplo: (STEWART, 2013, p.83) Estime o valor de lirr(g
X—

sen x
o .

. senx
lim =7
x—-0 X

1° MOMENTO: Calcular alguns valores para == nas proximidades de x = 0 (tanto

a esquerda como a direita do ponto de tendéncia do limite considerado).
Resumindo na tabela a seguir todos os resultados obtidos com a ajuda de uma
calculadora eletronica no 1° MOMENTO, tem-se (Tabela 3):

Tabela 3 - Estimativa numérica para o valor do limite considerado

sen x
X
x
*1.0 0.84147098
*0.5 0.95885108
*0.4 0.97354586
*0.3 0.98506736
*0.2 0.99334665
*0.1 0.99833417
*0.05 0.99958339
*0.01 0.99998333
*0.005 0.99999583
+0.001 0.99999983

Fonte: Stewart (2013, p. 83)

Ent&o, a partir dos resultados resumidos acima, pode-se estimar (inicialmente) que:
sen x
lim =1
x->0 X
2° MOMENTO: Analisar o comportamento do gréafico a seguir (Grafico 4), quando x

se aproxima de 0 (tanto por valores inferiores como por valores superiores a 0).

Grafico 4 - Anélise do comportamento do grafico da fungéo do limite considerado
Vi
sen x

_ 1 0 | X

Fonte: Stewart (2013, p. 83)

Entéo, a partir das tendéncias constatadas no grafico, pode-se estimar (novamente) que:
. senx
lim =
x-0 X
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A analise intuitiva do comportamento da funcdo (em termos numéricos) feita no 1°
MOMENTO forneceu um resultado que confere com a andlise grafica intuitiva realizada no 2°
MOMENTO. O préprio método explicitado e comentado no 1° MOMENTO consegue exprimir

a ideia intuitiva de limite aqui pretendida.

ELEMENTOS TEORICOS: A tecnologia 6;;;, vista nesta seccdo, é baseada nas definicoes

grosso modo e formal de limites.

v' Ideia grafica intuitiva (0,¢;) de limite de uma funcéo.

[DEFINICAO 1:] Vizinhanga de X é qualquer intervalo aberto ao qual X pertenca.
()

[DEFINICAO 2:] Vizinhanga simétrica de x € qualquer intervalo aberto do qual X é
ponto médio.

()
[DEFINICAO 3:] Dizemos que o limite de y = f(x) é b, quando x tende a a, se, para
qualquer vizinhanca V;, de b, existir em correspondéncia uma conveniente vizinhanca
V, de a, tal que, para qualquer x € V, (com x # a), se tenha f(x) € V,,.

limf(x) =b

x—a
(BIANCHINI; PACCOLLA, 1997, p. 217-219).

Através da andlise gréfica intuitiva da funcdo y = f(x) a seguir (Figura 16), tem-se:

Se fixada arbitrariamente uma vizinhanca V,, de b...

Figura 16 - Ideia gréfica intuitiva de limite

>
X

0 a

Fonte: Bianchini e Paccola (1997, p. 218)

... pode-se encontrar uma conveniente vizinhanca V, de a... (Figura 17)



Figura 17 - Ideia gréfica intuitiva de limite

YA

kgzy = flx)
-

[¥ad
b

>

0

Fonte: Bianchini e Paccola (1997, p. 218)
... tal que, para qualquer valor x pertencente a V,, com x # a... (Figura 18)

Figura 18 - Ideia gréfica intuitiva de limite

YA

: S
9 el

Fonte: Bianchini e Paccola (1997, p. 218)

3>
X

... se tenha f(x) € V... (Figura 19)

Figura 19 - Ideia gréfica intuitiva de limite

>
X

Fonte: Bianchini e Paccola (1997, p. 219)
.. diz-se, entdo, que o limite de f(x), quando x tende a a, € igual a b, e é indicado por

}Ci_rgf(x) = b.

81
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ELEMENTOS TEORICOS: A tecnologia 6,¢;, aqui apresentada, repousa sobre as definicoes
grosso modo e formal de limites.

v'Ideia intuitiva (de limites) infinitos (6;;;) e no infinito (positivo e negativo)

[Definicdo] Dizemos que:
lim f(x) =b

X—+00

()

se, fixado € > 0, arbitrariamente pequeno, existir um conveniente valor x de x, tal
que, para todo x > X, tenhamos |f(x) — b| < &.

(BIANCHINI; PACCOLLA, 1997, p. 236).

Para esclarecer a definigdo fornecida acima, seja a seguinte explicago intuitiva:
Diz-se que:
lim f(x) =b,
X—>+00

se fixado arbitrariamente € > 0... (Figura 20)

Figura 20 - Limite no infinito positivo

YA

Y

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 2365

.. existe x conveniente, tal que, ... (Figura 21)

Figura 21 - Limite no infinito positivo

YR

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 236)
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... para qualquer x > x... (Figura 22)
Figura 22 - Limite no infinito positivo
i

b+eg-5 ”}
e
be

x*{

0

x|®---
x €

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 237)

... setenha |f(x) — b| < € (Figura 23).

Figura 23 - Limite no infinito positivo

X O >
]

o
X|1@-=-----d. _

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 237)

Os demais casos podem ser observados nos graficos a seguir (Figuras 24 - 27):

lim f(x)=h

X——00



Figura 24 - Limite no infinito negativo

i
'
i
J I
'
'
1
i
H
1
]
i
1
1
1
'
'
i
1
1
i
'
]
H
,
'
i
'
1
1
1
i
;
®
L~ o
<Y

Y = fx)

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 237)

lim g(x) =b
X——00

Figura 25 - Limite no infinito negativo

A

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 237)

lim f(x) = +o0
x—-a

Figura 26 - Limite infinito positivo

YA

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 238)
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lim f(x) = —oo

Figura 27 - Limite infinito negativo

YA

;a+

3
\(gf

a=

<Y

Fonte: Bianchini e Paccolla (1997, p. 238)

ELEMENTOS TEORICOS: A tecnologia 6,;;, aqui exposta, repousa sobre as definicbes de

limites infinitos e no infinito (positivo e negativo).

v Propriedades operatorias dos limites (0pgy).

Consideremos as fungdes reais f e g, tais que:

lim f(x) =L, e llm gx) =1L,

X-X0
valem as propriedades seguintes:

PL1- le [fG)+g)] =Ly + L.
PL2—xli_>rJrC10k.f(x) —k.L, (k €R).
PL3 fxlirjrclo[f(x) —gx)] =L —L,.
PL4fxl_i_:r);;) f).gx) =1L, .L,.
PL5 7xlirr);0[f(x)]" =" (n € NY).

f(x)
PL6 lerJrClo prtaire (se L, # 0).
[PL7] — lim Y/ f(x) = “/limf(x) ="1L,seneN"eL>0ousenéimparel <
x—-a X—a

0. (ANTAR NETO et al., 2010, p. 111).

A propriedade identificada como PL1 acima pode ser ampliada para um determinado

namero n (finito) de funcdes da seguinte forma:

xll_>m0 ﬁ(x) = Z 11m filx) = ZL
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Do mesmo modo, a propriedade PL4 pode ser ampliada para um certo nimero n (finito)

de funcbes da seguinte maneira:

Jim | ﬁ(x) = 1_[ lim £,x) = ]_[L

As propriedades operatorias dos limites geram, por consequéncia, lemas que s&o

extremamente Uteis na resolucdo de problemas.

Lemal
lim f(x) = L se, e somente se, lim(f(x) — L) = 0.
X—a x—-a
()
Lema 2
lim f(x) = Le lim g(x) = 0, entdo lim (f .g)(x) = 0.
x—a x—a x—a
()
Lema3
Se lim f(x) =L # 0, entdo existem § e N positivos, tais que, 0 < |[x —a| < § =
x—a
|f(x)| > N.
()
Lema4
1
Se )}1_r21g(x) =M + 0, entdo )lgr‘llm i

[Limite da funcdo polinomial]
lim P(x) = P(a),sendo P(x) = ay .x™+a; .x" '+ +a,_;.x+a,.
Xx—a

(IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 35-37).

ELEMENTOS TEORICOS: A tecnologia 6p,,, aqui apresentada, é baseada na definicdo

formal de limite.
v Propriedade da substituicao direta (8 pgp).

“Se f for uma funcdo polinomial ou racional e a estiver no dominio de f, entdo
lim f(x) = f(a)” (STEWART, 2013).
xX—a

ELEMENTOS TEORICOS: A tecnologia 8psp, aqui apresentada, repousa sobre as definicoes
formais acerca de continuidade de fungdes.
v' Teorema da troca para limites (@yr;) de funcoes.

Seja V*(x,, ) uma vizinhanca reduzida de x,. Admitamos que f e g sejam funcdes,
tais que, todo x € V*(x,, 6), se tenha f(x) = g(x). Sendo assim,
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se lim g(x) =L
X-X0
entdo, também, lim f(x) = L.
X—Xq
(ANTAR NETO et al., 2010, p. 109).

Explicando de maneira mais simples, se as func¢bes f(x) e g(x) coincidem numa
vizinhanca reduzida de x,, ao calcular-se o limite de f(x) para x — x,, pode-se trocar f(x)

por g(x), sem que ocorra alteragdo no valor do limite.

v Propriedades das funcdes continuas (0pg¢) em relacdo ao calculo de limites.

Propriedade 1:

Se f(x) e g(x) sdo fungbes continuas no ponto a, entdo sdo continuas em a as
fungdes: £(x) + g(x), f(x) = g(x), f(). g(x), L2 para g(a) # 0.

Propriedade 2:

Se f(x) é continua no ponto x = a e g(x) é continua no ponto f(a), entdo a funcéo
composta (g o ) (x) = g[f(x)] é continua no ponto x = a.

Propriedade 3:

Em fungbes continuas, os simbolos que indicam o limite e a funcdo podem ser
permutados. (BIANCHINI; PACCOLA, 1997, p. 233-234).

ELEMENTOS TEORICOS: A tecnologia 6prc, aqui apresentada, tem por base as definicdes

formais acerca de continuidade de fungdes.
444 Teorias

Os estudos desenvolvidos até o presente momento permitem ainda identificar os
elementos tedricos a seguir que servem como base de sustentacdo para o aparato tecnolégico ja
apresentado anteriormente, e que por sua vez, explica e justifica as técnicas que foram
elaboradas para a determinacdo de limites de fungdes: definicdo formal de limite, definicdo

grosso modo de limite, defini¢Bes de limites infinitos e definicdes sobre func¢des continuas.

v" Defini¢do formal de limite (@pgy).

DEFINICAO
Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto contendo a (exceto possivelmente
no préprio a) e seja L um namero real. A afirmacéo
Jl(i_r)r(llf(x) =1L
significa que, para todo € > 0, existe um § > 0, tal que,
se 0 < |x —al <&, entdo |f(x) — L] < . (SWOKOWSKI, 1983, p. 57).
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v Defini¢do grosso modo (@ pgp) de limite de funcdo de uma variavel real.

[Defini¢do] Grosso modo, isso significa que os valores de f(x) tendem a L, quando
x tende a a. Em outras palavras, os valores de f(x) tendem a ficar cada vez mais

proximos do nimero L & medida que x tende ao nimero a (por qualquer lado de a),
mas com x # a.

()

Uma notacdo alternativa para

lim f(x) =L

, xX—a

é
f(x) = L,quandox = a

que geralmente ¢ lida como “f (x) tende a L, quando x tende a a”. (STEWART, 2013,
p. 81).

v Definic¢des de limites infinitos (@p;;) e no infinito (positivo e negativo).

DEFINICAO [1:] Seja I um intervalo aberto que contém o nimero real a. Seja f uma
funcdo definida em I — {a}. Dizemos que, quando x se aproxima de a, f(x) cresce

ilimitadamente, (...) se, para qualquer nimero real M > 0, existir § > 0, tal que, se
0<|x—al <d, entdo f(x) > M.

lim f(x) = +
xXx—a
(IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 55).

A Figura 28 mostra o grafico do limite infinito positivo.

Figura 28 - Limite infinito positivo

y 4

I
!
|
|
!

|

Hm——————

S5 ilwai i o Y Coeie s el
P B

o))

X

a— +6

Fonte: lezzi, Murakami e Machado (2002, p. 55)

DEFINICAO [2:] Seja I um intervalo real aberto que contém a. Seja f uma funcéo
definida em I — {a}. Dizemos que, quando x se aproxima de a, f(x) decresce
ilimitadamente, (...) se, para qualquer nimero real M < 0, existir § > 0, tal que, se
0<|x—al] <d,entdo f(x) < M.

lim f(x) = —oo
(IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 56).

A Figura 29 mostra o grafico do limite infinito negativo.
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Figura 29 - Limite infinito negativo

y 4

()]

Fonte: lezzi, Murakami e Machado (2002, p. 56)

DEFINICAO [3:] Seja f uma funcdo real definida em um intervalo aberto Ja, +ool.
Dizemos que, quando x cresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L, (...) Se, para
qualquer nimero & > 0, existir N > 0, tal que, se x < N, entdo |f(x) — L| < e.

lirP fx)=1L
X—+00
(IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 71).

A Figura 30 mostra o grafico do limite no infinito positivo.

Figura 30 - Limite no infinito positivo

Fonte: lezzi, Murakami e Machado (2002, p. 71)

DEFINICAO [4:] Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto ]—oo,al.
Dizemos que, quando x decresce ilimitadamente, f(x) aproxima-se de L, (...) se, para
qualquer nimero € > 0, existir N < 0, tal que, se x < N, entdo |f(x) — L] < e.

lim f(x) =L
X——00
(IEZZ1; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 72).

A Figura 31 mostra o grafico do limite no infinito negativo.
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Figura 31 - Limite no infinito negativo

}V

Fonte: lezzi, Murakami e Machado (2002, p. 72)

PROPRIEDADES DOS LIMITES INFINITOS [E NO INFINITO]

Sejam duas funcbes f e g que podem ter, para x — x,, limites infinitos ou néo, e
vejamos o que se pode dizer sobre os limites das fungdes:

f

f+of 95
Os varios casos encontram-se resumidos nas tabelas a seguir (Tabelas 4 - 6). As
conclusdes ali apresentadas valem igualmente para os casos dos limites laterais, com
X > X~ 0Ux — x," e também, com alguma adaptacéo, para x —» +o e x - —co.

(ANTAR NETO et al., 2010, p. 146, grifo nosso).

Tabela 4 - Limite da soma

+ oo , —_0

D

—® + o

Fonte: Antar Neto et al. (2010, p. 146)

Tabela 5 - Limite do produto

L>0 —® -
. L<0 + o -
L<0 — o +
+ © + o + ©

+
8
|
8
|
8

- + o0 -0
=200 — o0 +
L=0 + » ?
L=0 - o0 ?

Fonte: Antar Neto et al. (2010, p. 146)



1 + o
2 + 0
3 + w0
. -
5 - ©
8 -
7 L, >0
3 L, <0

Tabela 6 - Limite do quociente

L>0
L<0

+ 00
—
+ oo
-
C ifle 3
— @

L,=0

+o se g(x)>0 emuma
vizinhanga de X,
- se g(x)< 0 em uma
vizinhanga de X,
— @
== 50
- se g(x)>0 emuma
vizinhanga de X,
+o0 se g(X)<0 em uma
vizinhanca de X,
+o se g(x)>0 emuma
vizinhanga de X,
- se g(x)<0 em uma
vizinhanga de X,
- se g(x)>0 emuma
vizinhanga de X,
+o0 se g(x)<0 em uma

vizinhanga de X,
0

NN Y N Y O

v Definices sobre funcgdes continuas (@ prc¢):

Fonte: Antar Neto et al. (2010, p. 147)

Definicdo

Seja f uma func¢do definida em um intervalo aberto I e a um elemento de /. Dizemos

que f é continua em a, se lim f(x) = f(a). Notemos que para falarmos em
X—a

continuidade de uma fungdo em um ponto € necessario que este ponto pertenga ao

dominio da funcéo.

Da definic@o decorre que, se f é continua em a, entéo as trés condi¢des deverdo ser
satisfeitas:

1) existe f(a)

2) existe lim f(x)
x—a

3) lim f(x) = f(@)

(IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002, p. 115).
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Outra definicdo importante acerca de continuidade de uma funcdo pode ser dada do
seguinte modo “Dizemos que uma fungdo f € continua em um intervalo aberto ]a, b[, se f for
continua em qualquer elemento x desse intervalo.” (IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2002).

Os elementos teodricos aqui abordados podem ser aplicados em processos de
demonstracdo ou prova matematica acerca das tecnologias que foram trazidas no presente

estudo.

Exemplo: (ANTAR NETO et al., 2010, p. 112) Demonstrar a propriedade PL1 (que esta

descrita na sec¢édo das tecnologias deste trabalho).

Seja a PL1 em forma de teorema (se ..., entdo ...):
Selim f(x) = Lelim g(x) = M, entdo lim(f + g)(x) =L+ M
x—a x—a x—a
Deve-se, entdo, provar que:
Ve>0,36>0|0<|x—a|l<d=|(F+9)x)—(L+M)|<e

Para todo € > 0; pode-se, entdo, considerar 2

Desse modo, vem:

&
361>0|0<|x—a|<61=>|f(x)—L|<§

&
36, >0]|0< |x —al <, = |glx) — M| <§
Pode-se também considerar que § = min{d;, §,}, e por consequéncia, § < §; e § < §,.
Logo, tem-se:

&

2~ ¢

5 = min{6,,8,) |0 < |x —a| <8 = |f(x) = L| + |g(x) — M| <§+

Pode-se, dessa maneira, aplicar a desigualdade triangular.
Da seguinte forma:
lfC) —LI+1g(x) —M| < |f(x) +g(x) =L+ M| =1(f +9)x) — (L + M)
Logo, vem:

36 = min{6,,6,} |0<|x—a| <= |(f+9)x)—(L+M)|<c¢

O que conclui a demonstracao!



93

445 Sintese da Modelizacao

Resumindo, apresenta-se no quadro abaixo (Quadro 14) as organiza¢Ges matematicas
pontuais, construidas a partir das praxeologias mateméticas de Santos (2013), relativas aos
subtipos de tarefas sobre determinacdo de limites de funcGes de uma varidvel real que se

apresentam no livro Célculo de Stewart (2013).

Quadro 14 - Praxeologias matematicas pontuais relativas a determinacgdo de limites de

funcbes
Subti |ot(;sr sz ;arefas Técnicas Tecnologias Teorias
t Tcvn 6L
ty TacG O1cr Opem pFL
TacG_DVN 0161 poL
ks Taic 11 Oprs
La Tpvn OpoL psp; Oprc
TFEA_EIE-TDVN OprL; Oprc
ts TMEC DRE_EIE-TDVN OrrL; OpoL_psp; Oprc
TDRE_FEA EIE-TDVN
Taic
e Trrv_TAIC O Oprr
TmEC_DRE-TAIC
TrEA-TAIC
Tpnp-TaicC

Fonte: o autor (2019)

Dependendo da configuragdo que se apresentar na expressdo matematica da funcdo em

lim f(x) ou lirp f (x), pode-se combinar as diferentes técnicas acima elencadas para o estudo
x—-a X—1 oo

do limite considerado.
A observacdo realizada através da delimitagdo das praxeologias didaticas e das
praxeologias matematicas (os seis subtipos de tarefas, as doze técnicas, as seis tecnologias e as

quatro teorias) forneceu elementos de respostas as questfes da pesquisa apresentada.
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5 ANALISE PRAXEOLOGICA DE LIMITE DE FUNCAO DE UMA VARIAVEL
REAL

No presente capitulo, sdo apresentadas as analises praxeoldgicas das duas obras

selecionadas, e a sintese conclusiva entre ambas.

5.1 LIVRO: O CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA DE LEITHOLD (1977)

Nesta seccdo sdo apresentadas: a descricdo do livro, a organizacdo e a distribuicdo dos
conteudos do capitulo analisado, a analise praxeoldgica sobre o ensino de limites de funcgdes, e

a sintese avaliativa do livro.

5.1.1 Descricdo, Organizacao e Distribuicdo dos Contetdos

No referido livro, os conteldos matematicos sdo organizados por intermédio de
capitulos identificados por titulos que explicitam os temas trabalhados, os quais, por sua vez,
sdo subdivididos em varios topicos. Tais tépicos tratam de conceitos e/ou procedimentos
ligados ao contedo dominante de cada capitulo.

Né&o aparecem (na maioria das vezes) topicos especiais para tratar de contextualizacéo
nem mesmo de exercicios interativos. Na verdade, ao final de cada topico do capitulo existem
exercicios em razoavel quantidade e variedade.

O capitulo destinado ao objeto matematico limites é distribuido da seguinte maneira

(Capitulo 2: Fungdes, Limites e Continuidade):

1) Funcgdes e Seus Graficos;

2) Notagéo Funcional e Operac6es Sobre Funcoes;
3) Tipos de Funcdes e Algumas FuncOes Especiais;
4) O Limite de uma Fungéo;

5) Teoremas Sobre Limites de Funcdes;

6) Limites Unilaterais;

7) Limites no Infinito;

8) Limites Infinitos;

9) Assintotas Horizontais e Verticais;

10) Teoremas Adicionais Sobre Limites de Funcdes;
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11) Continuidade de uma Funcdo em um NUmero;
12) Teoremas Sobre Continuidade;

13) Continuidade em um Intervalo.
5.1.2 Analise Praxeoldgica sobre o0 Ensino de Limites de Fungoes

Sdo especificados abaixo os componentes das analises, a saber: (1) explora¢do do
subtipo de tarefa t, e elaboracdo da técnica t4.;, constituicdo do ambiente tecnolégico e
sistematizacdo da técnica 7., trabalho da técnica 74, (2) exploragdo do subtipo de tarefa t5
e elaboracdo da técnica 74, constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacao da técnica
T41c, trabalho da técnica 74, (3) exploracdo do subtipo de tarefa t, e elaboracdo da técnica
Tpyn, Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica 7y, avaliagdo dos
elementos técnico-tecnoldgicos, trabalho da técnica 7,y y, (4) exploracdo do subtipo de tarefa
t; e elaboragdo da tecnica mista Trgs gr_Tpyy, CONStituicdo do ambiente tecnologico e
elaboracéo da técnica mista Trgg grr_Tpyy, trabalho da técnica trga grg_Tpyw, € (5) exploragéo
do subtipo de tarefa t, e elaboracdo da técnica mista Tpyp_Tasc, CONstituicdo do ambiente

tecnoldgico e elaboracdo da técnica mista tpyp_Tajc, trabalho da técnica tpyp_Tasc-

(1) Exploracéo do subtipo de tarefa t, e elaboracdo da técnica t4¢¢. ESse momento

se d& com a apresentacao do processo de determinacgdo do valor de lirri f(x), que corresponde
X—>

a realizagdo do subtipo de tarefa t, (encontrar o limite de f(x) com o auxilio do gréfico),

conforme pode ser constatado na Figura 32 logo abaixo:

Figura 32 - Determinacdo de limites por meio da técnica 7,.¢

EXEMPLO 4: Seja a fungdo f SOLUCAO: Quando calcularmos lim f(x) estamos considerando os valores
definida por 228
de x préximos de 4 mas ndo iguais a 4. Entdo, temos:
) = X -3sex#4
A R lim f(x) = lim (x - 3)
x>4 x>4

Encontre =1
lim f(x) S Neste exemplo, lim f(x) = 1, mas f(4) = 5; assim, lim f(x) # f(4)
x>4 x+4 x>4

S—————— - Este € um exemplo de uma fungdo que é descontinua quando x = 4.

f Em termos de geometria, isto significa que existe um salto no gréfico da
funcdo no ponto onde x = 4 (veja Fig. 2.5.1.). O grifico da fungdo consiste
do ponto isolado (4, 5) e da reta cuja equagdo é y = x - 3, com exclusdo
do ponto (4, 1).

Figura 2.5.1

Fonte: Leithold (1977, p. 72)
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Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica t4¢5. O momento
de sistematizacao da referida técnica coincide com o momento de elaboracéo dela, segundo a
figura 32, assim explicado: Estamos considerando os valores de x proximos de 4, mas nao

iguais a 4. Entdo, temos: lirri f(x) = 1. Essa técnica se baseia implicitamente nos elementos
X—

tecnoldgicos relacionados a ideia gréfica intuitiva (6,¢;).

Esse momento de oficializagdo da técnica t,-; € seguido pela apresentacdo de alguns
comentarios relativos a descontinuidade da fungdo dada em x = 4, mostrando que esse fato ndo
afeta o valor do limite, pois, para limites, interessa o0 que ocorre nas proximidades do ponto de
tendéncia, ndo no ponto em si mesmo.

Trabalho da técnica t4¢¢. ESSe momento é proposto para ser realizado no Exemplo 4
da pagina 97, no qual, o autor mostra como se pode estudar os limites laterais de uma funcéo

através da técnica t,¢;.

(2) Exploracéo do subtipo de tarefa t3 e elaboracdo da técnica t4;¢. ESse momento

24x

‘ . , . +2 N . ~
€ proposto para se concretizar atraves do estudo de 11r§1+ h que corresponde a realizacéo
X—> -

—-2x
do subtipo de tarefa t; (determinar os limites laterais de f (x) com o auxilio de uma investigagédo
intuitiva da expressdo matematica envolvida), conforme pode ser observado no extrato da

Figura 33:

Figura 33 - Extrato com o modelo de investigacdo de limites por meio da técnica 7,

EXEMPLO I: Encontre: SOLUCAO:
S e s R Bt xd2
e rx+2 @ lim e 3= MG =3+ 1)
& llj? e 0 limite do numerador ¢ 14, o que pode ser facilmente verificado,
i im (x— = lim (x—3) " lim (x+1)
(b) !ln? :;27 ZXX T 3 ll'ln; (x 3) (x 7 l) J‘f.\‘ x-3"

=0-4=0

; - : i 4 ximando de O

(e} }?3‘ =3 0 limite do denominador € 0, € © dengmlnadox estd se aprox o 5
através de valores positivos. Entdo, aplicando o teorema de limite 13(i),

obtemos:

i bt 2
¥ —2x—3 5
b D i o ¥ X B2
®) lim 7 = MG =5 G+ 1)

r-3-

=4

Fonte: Leithold (1977, p. 85)

Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica 4. De fato, os
momentos de exploracdo do subtipo de tarefa t; e elaboracdo da técnica t4;-, bem como de
constituicdo do ambiente tecnolégico e sistematizacdo, acontecem concomitantemente. Como
se pode verificar, a partir do extrato da figura 33, a sistematizacao da técnica 74 € realizada

implicitamente por elementos tecnoldgicos que constituem a ideia intuitiva de limites infinitos
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(6;;;1), assim enunciada: O limite do denominador é 0, e o denominador esta se aproximando

de 0, através de valores positivos. Entdo, aplicando o teorema de limite 13(i), obtemos:

x24x+2

= +o00.
x—3+ x2-2x-3

Trabalho da técnica t4;¢. Esse trabalho é proposto para ser realizado nas atividades
das péaginas 87 e 88, nas quais, pede-se para estudar varias configuracGes diferentes de limites
através da técnica t,;.. Assim, ao praticarem tais exercicios, os alunos trabalham a referida

técnica nas situacdes previstas pelo autor do livro.

(3) Exploracéo do subtipo de tarefa t4 e elaboracdo da técnica tpyy. ESse momento

se da com a apresentacgdo do processo que consiste em calcular o valor de liné(x2 + 7x — 5),
X—

que corresponde a realizagdo do subtipo de tarefa t, (calcular o valor de lim f(x), sendo que
xX—a

ndo ocorrem indeterminages nem impossibilidades em x = a), conforme pode ser visto na

Figura 34:

Figura 34 - Extrato com o modelo de célculo de limites por meio da técnica 7,y y

EXEMPLO 1: Encontre SOLUGAO:
lim (x* + 7x - 5) lim (22 + 7x — 5) = lim 2 + lim 7x— lim 5 (TL.5)
x>3 xr-3 I3 -3 -3
P ntonoeso oo, indlae OF =lim x - lim x + lim 7 - lim x— lim 5 (TL.6)
teoremas de limite que estdo z-3 z-3 -3 -3 r-3
sendo usados. _3han7.3—5 (LT3 ¢ LT2)
=9+21—5
=25

Fonte: Leithold (1977, p. 71)

Constituicdo do ambiente tecnologico e sistematizagdo da técnica tpyy. O momento
de sistematizagdo da referida técnica coincide com o momento de elaboragdo dela, assim
indicado: T.L.5; T.L.6; T.L.3 e T.L.2. A técnica 7,y Se baseia nos elementos tecnologicos
(invocados pela simbologia acrescida — por parte do autor — no lado direito do extrato da figura
acima) das propriedades operatorias e da substituicdo direta para limites (6po; psp), assim
como também, das propriedades das fungdes continuas (fpgc).

Avaliacdo dos elementos técnico-tecnologicos. Esse momento é proposto na seccao
logo apds a resolucdo que estd contida no extrato da figura 34, percebido nos seguintes

comentarios (Figura 35):
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Figura 35 - Reflexdes sobre o célculo de limites

E importante, neste ponto, percebermos que o limite no Exemplo 1
foi calculado através da aplicagdo direta dos teoremas sobre limites. Para a
fungdo f definida por f(x) = x% + 7x - 5, vemos que f(3) = 3? '+ 7.3-5=
= 25 é 0 mesmo que 1in; (x* + 7x - 5). Ndo ¢ sempre verdadeiro termos
X

lim f(x) = f(a) (veja o Exemplo 4). No Exemplo 1, 1i£n3f(x) = f(3), pois a
X

XxX>a 3 <

fungdo f é continua em x = 3. Discutiremos o significado de fungdes conti-

nuas na Sec. 2.11.

Fonte: Leithold (1977, p. 71)

Nessa ocasido, o aluno é conduzido a validacdo do processo desenvolvido anteriormente
por meio da técnica Ty, porém, o autor alerta que a referida técnica ndo pode ser aplicada a
qualquer tipo de limite.

Trabalho da técnica Tpyy. Esse momento é proposto para se efetivar nas secgdes
intituladas Exercicios 2.5 (LEITHOLD, 1977, p. 73-74) e Exercicios de Revisao (Capitulo 2)
(LEITHOLD, 1977, p. 107-108). Assim, ao executarem esses exercicios, 0s alunos trabalham

a referida técnica nas situacGes propostas nesse livro.

(4) Exploragcéo do subtipo de tarefa t5 e elaboragédo da técnica mista Trg gre_Tpyn-
, ~ . x3-27
Esse momento se da com a apresentacdo do processo para calcular o valor de 1”2 —— - que
X— -
corresponde a realizagdo do subtipo de tarefa t (calcular o valor de lim f(x), sendo que ocorre
x—a
indeterminacdo em x = a), conforme a Figura 36:

Figura 36 - Extrato com o modelo de célculo de limites por meio da técnica mista
TFEA_EIE-TDVN

EXEMPLO 3: Encontre SOLUCAO: Aqui temos um problema mais dificil, uma vez que o teorema
S de limite 9 ndo pode ser aplicado ao quociente (x* - 27)(x - 3) pois
lim = = lim (x - 3) = 0.
x»3 X-=3 x+3
e, confoune o caso, indique Contudo, fatorando o numerador, obtemos:
os teoremas de limite usados. ¥ -2 (x-3)2+3x+9)
R s x-3

O quociente é (x> + 3x + 9) se x # 3 (desde que se x # 3 podemos divi-
dir o numerador e o denominador por (x - 3)).
Quando calculamos Iim3 [(x* - 27)/(x - 3)], estamos considerando va-
x>

lores de x, préximos de 3, mas ndo iguais a 3. Assim, é possfvel dividir o
numerador ¢ o denominador por (x - 3). A solugdo deste problema toma a
seguinte forma:

3 i 2
lim ¥ 278 lim (x—=3)(x*+3x+9)
ray X -3 x=3

dividindo o numerador e o
=lim (x¥*+3x+9) denominador por (x - 3),
ke desde que x # 3

=lim 2* + lim (3x+9) (T.L4)
x-3 xr-3
= (lim x)*+ 18 (T.L.8 e T.L.1)
-3
=32+18 (T.L.3)
=27

Fonte: Leithold (1977, p. 72)
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Constituicdo do ambiente tecnologico e elaboragéo da técnica mista Trgg gre_Tpyn-
A partir da figura 36, verifica-se que a técnica tpz, (fatorar as expressdes algébricas) busca
gerar um produto, no qual, a expressao que esta conduzindo a indeterminacéo seja explicitada
como um fator; a técnica 7 (eliminar as indeterminac6es existentes) consiste em cancelar as
expressdes responsaveis pela indeterminacgdo; e a técnica Ty (determinar o valor numérico)
consiste em calcular o valor do novo limite gerado apds o cancelamento (que € igual ao valor
do limite inicial). Essas técnicas sdo justificadas implicitamente pelo teorema da troca para
limites (677, ), assim enunciado: Estamos considerando valores de x, proximos de 3, mas ndo
iguais a 3. Assim, é possivel dividir o numerador e o denominador por (x — 3); e pelas
propriedades operatorias e da substituicéo direta para limites (6o, psp), assim como tambem,
pelas propriedades das fungdes continuas (6pg¢), assim enunciadas: T.L.4; T.L.8; T.L.1eT.L.3
(invocadas pela simbologia acrescida — por parte do autor — no lado direito do extrato figura
acima).

Trabalho da técnica Trgg grr_Tpyn. ESSe momento € proposto para se concretizar nas
seccOes que tem por titulos Exercicios 2.5 (LEITHOLD, 1977, p. 73-74) e Exercicios de
Revisdo (Capitulo 2) (LEITHOLD, 1977, p. 107-108). Assim, ao efetuarem tais exercicios, 0s

alunos trabalham a técnica trg4 g1z_Tpyny Nas situacdes propostas no referido livro.

(5) Exploracéo do subtipo de tarefa t4 e elaboracéo da técnica mista Tpyp_Tarc. O

subtipo de tarefa t, (determinar limites que envolvam +oo) € introduzido por meio da

apresentacdo do processo de estudo de lim ;}x—+ conforme a Figura 37:

X—+o00

Figura 37 - Atividade utilizada para sistematizar a técnica mista tpyp_Tasc

EXEMPLO I: Encontre SOLUGCAO: Para usarmos o teorema de limite 11, dividimos o numerador e o
denominador por x, obtendo:
lim 4x -3
¥>doa X+ 5 . 4-\j= im 4—3)x
: conforme o caso, indique os S DETEE T, S PIESTE
teoremas de limite que foram hm (4—3/x)

B (T.L9)
B0 =%im @15

e
hm = hm (3/x) (T.L4)
llm 2+ hm (5/x)

I;m 4— lim 3 - l1m (1/x)
pege - gpafe (T.L.6)
11m 2+ hm 5. lxm (1/x)

T+

=00 (L2 e TL11)
=)

=2

Fonte: Leithold (1977, p. 79)
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Constituicdo do ambiente tecnologico e elaboracdo da técnica mista Tpyp_Tarc-
Verifica-se, a partir da figura 37, que a determinacéo do referido limite se da em duas etapas
mais gerais: (a) dividir o numerador e o denominador (tpyp), dividindo os termos do
denominador e do numerador pelo termo de maior poténcia de x do denominador; (b) analisar
intuitivamente o comportamento (t,4;), determinando o que acontece com cada expressao da
fracdo, quando x — 400 (no entanto, o autor o faz de maneira detalhada, mostrando o passo-a-
passo, aproveitando ainda para justificar algumas passagens através dos teoremas indicados no
lado direito da figura acima). De maneira implicita, a técnica tpyp_T4;c € explicada pelo aparato

tecnoldgico relacionado a ideia intuitiva de limites no infinito (6,;;), assim enunciado (por
. 1 - ~
exemplo): llr_{l -=0 (o mesmo acontece noutras partes do desenvolvimento da resolugéo
X—+ 00

apresentada na figura acima).

Trabalho da técnica Tpyp_Taic. ESSE momento é proposto para ser realizado nas
seccOes Exercicios 2.7 (LEITHOLD, 1977, p. 81) e Exercicios de Revisdo (Capitulo 2)
(LEITHOLD, 1977, p. 107-108).

5.1.3 Sintese Avaliativa do Livro: O Célculo com Geometria Analitica (1977)

A avaliacdo das praxeologias matematicas pontuais identificadas no referido livro em
relacdo a determinacdo de limites de funcdes reais de uma variavel adota como referencial os

seguintes critérios que foram propostos por Chevallard (1999):

e Verificar se os subtipos de tarefas estdo ou sdo: bem identificados; acompanhados de
explicacGes acerca de sua razdo de ser ou pertinéncia; representativos tanto em
qualidade quanto em quantidade.

e Os elementos técnico-tecnoldgicos estdo ou sdo: explicitados ou ndo; bem enunciados

e justificados.
Desse modo, tais elementos de avaliagdo serdo descritos a seguir.

Identificagéo dos subtipos de tarefas. No referido livro, os enunciados que tratam da

determinacdo de limites de fungdes fazem referéncia as palavras encontre e calcule.

x%+x+2 ,,

Geralmente, os enunciados sdo simples e curtos, por exemplo: “Encontre lim = :
x—3t+t x4—-2x-3

(LEITHOLD, 1977, p. 85). O que colabora para ndo causar confusdo na hora de entender o
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significado daquilo que se deseja. Os enunciados (normalmente) permitem identificar

rapidamente o subtipo de tarefa abordada, por exemplo: “Encontre liné(x2 + 7x —5) e,
X—

conforme o caso, indique os teoremas de limite que estdo sendo usados”. (LEITHOLD, 1977,

p. 71). Neste tltimo exemplo, a tarefa é do subtipo t, (calcular o valor de lim f (x), sendo que
xX—-a

ndo ocorrem indeterminagdes nem impossibilidades em x = a).

Pertinéncia ou razao de ser. O tipo de tarefa relacionada a determinacdo de limites de
funcBes reais de uma variavel é um recurso (ou ferramenta) a ser utilizado para dar base aos
demais ramos do Calculo Diferencial e Integral.

Representatividade. Os exercicios explorados em relacdo a determinagéo de limites de
funcbes contemplam os seguintes diferentes subtipos de tarefas (t,, ts, t4, ts € tg). No total,
foram identificados 73 exercicios no capitulo que foi estudado, dos quais, 17 estdo resolvidos
e devidamente comentados, e 56 sdo propostos para o trabalho do aluno. Assim, foram

identificadas as seguintes tarefas (Tabela 7):

Tabela 7 - Subtipos de tarefas no livro: O Célculo com Geometria Analitica (1977)

SUBTIPOS DE TAREFAS ty t, ts ty te te Total parcial %
TcvN - - - - - - 0 0,00
Tace - 6 - - - - 6 8,22
TACG_DVN - - - - - - 0 0,00
TalC - - 17 - - - 17 23,29
Tpyn - - - 10 - - 10 13,70
TrEA_EIE-TDVN - - - - 11 - 11 15,07
TMEC_DRE_EIE-TDVN - - - - 7 - 7 9,59
TDRE_FEA_EIE-TDVN - - - - - - 0 0,00
TaIC - - - - - - 0 0,00
Trrv_TaIC - - - - - 0 0,00
TMEC_DRE-TAIC - - - - - 6 6 8,22
TrEA-TAIC - - - - - - 0 0,00
TpNp-TAIC - - - - - 16 16 21,92

Fonte: o autor (2019)

Elementos técnico-tecnoldgicos. O conceito de limite foi (inicialmente) apresentado,
partindo-se da observacdo do comportamento numérico da funcdo f(x), quando sdo
considerados para x, valores nas proximidades de x = a (0 que corresponderia ao subtipo de
tarefa t;). Entretanto, nenhuma tarefa do subtipo t; foi proposta para 0 momento de trabalho
da técnica, assim como também, a técnica 7., (calcular valores numéricos) néo foi elaborada
e nem sistematizada como algo que faz parte de uma praxeologia matematica a ser transposta.

A abordagem numérica apresentada no livro, serviu meramente como uma forma para explicar
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(intuitivamente) o que acontece com os valores de uma funcéo, quando se faz alguns calculos
nas proximidades de um determinado ponto do seu dominio.
Em relacdo as técnicas elaboradas e/ou sistematizadas, foram identificadas as 3

seguintes:

V' T4cc: Analisar o comportamento grafico, mais ou menos justificada pela ideia gréafica
intuitiva (6,¢;);

v 14c: Analisar intuitivamente o comportamento, mais ou menos justificada pela ideia
intuitiva de limites infinitos e no infinito (6,;;);

v 1pyy: Determinar o valor numérico, elaborada e justificada por meio das propriedades
operatorias e da substituicdo direta para limites (6po;, psp) € das propriedades das

funcBes continuas (Bpgc).

A partir das técnicas destacadas acima, através de combinacdes com as ja elencadas

técnicas auxiliares, foram elaboradas as 4 seguintes técnicas mistas:

v' Tppa pie_Tpyn: Fatorar as expressoes algébricas/ Eliminar as indeterminages
existentes/ Determinar o valor numérico;

v' Tuec pre re-Tpyn: Multiplicar por expressdes conjugadas/ Desenvolver efou
reduzir as expressdes/ Eliminar as indeterminac@es existentes/ Determinar o valor
numeérico;

V" Tuec pre_Tarc: Multiplicar por expressdes conjugadas/ Desenvolver e/ou reduzir
as expressdes/ Analisar intuitivamente o comportamento;

v Tpnp_Taic. Dividir o numerador e o denominador/ Analisar intuitivamente o

comportamento.

Evolucéo dos subtipos de tarefas e da tecnologia. (1) A introdugédo ao estudo de
limites de funcbes de uma variavel real é feita através da exploracdo de atividades que

correspondem a realizacdo do subtipo de tarefa t, (calcular o valor de lim f(x), sendo que ndo
xX—-a

ocorrem indeterminacgdes nem impossibilidades em x = a). O subtipo de tarefa (aqui referido)
gerou a sistematizacdo da técnica que consiste em determinar o valor numérico (tpyy), que é
por sua vez, explicada e justificada pelas propriedades operatorias e da substituicdo direta

para limites (6pp, psp) € pelas propriedades das fungbes continuas (6prc). (2) Logo apos,
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foram propostos exercicios que correspondem a realizacdo do subtipo de tarefa ts (calcular

lim f(x), sendo que ocorrem indeterminagfes para x = a), que originou a técnica mista
x—-a

Trea g1e_Tpyn- ESta técnica € composta por trés etapas: (i) fatorar as expressdes algébricas
(trga), Para expor as expressdes que estdo conduzindo as indeterminagdes; (ii) eliminar as
indeterminacdes existentes (tg;g), para transformar o limite em outro equivalente; e (iii)
determinar o valor numérico (tpyy), para calcular o valor final do novo limite (que é igual ao
valor do limite inicial). Os elementos tecnolégicos que acompanham a elaboracdo da técnica
(tz1e), €stéo relacionados com o teorema da troca para limites (67r).

(3) Na sequéncia, foram explorados exercicios que correspondem a realizacdo do
subtipo de tarefa t, (encontrar o limite de f(x) com o auxilio do gréfico). Entdo, foi
sistematizada a técnica cujo objetivo é analisar o comportamento grafico (7,¢¢), sendo esta,
mais ou menos justificada por meio da ideia grafica intuitiva (6;5;). (4) Seguindo a ordem,
foram trabalhados exercicios que correspondem & realiza¢éo do subtipo de tarefa t, (determinar
limites que envolvam +o0). Para resolugdo de tais exercicios, foi sistematizada a técnica mista
Tpnp_Tarc, que é composta por duas etapas: (i) dividir o numerador e o denominador (tpyp),
para preparar as expressdes do limite da proxima etapa; e (ii) analisar intuitivamente o
comportamento (z4¢), para determinar o valor do limite.

(5) Por fim, foram explorados exercicios que correspondem a realizacdo do subtipo de
tarefa t; (determinar limites laterais de f(x) com o auxilio de uma investigacdo intuitiva da
expressdo matematica envolvida). A técnica que foi sistematizada consiste em analisar
intuitivamente o comportamento (74,¢), sendo esta, mais ou menos justificada por meio da ideia

intuitiva de limites infinitos e no infinito (6,;;), conforme descrito abaixo (Tabela 8):
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Tabela 8 - Tecnologias no livro: O Calculo com Geometria Analitica (1977)

TECNOLOGIAS 011 161 161 PoL 111 OpoL_psp OrrL Oprc

Tcvn
Tace } 6 } } } : }

TACG_DVN
Taic - - - 17 - - -

TpvN - - - - 10 - 10

TFEA EIE-TDVN

TMEC DRE EIE-TDVN - - - - 7 7 7

TpRE_FEA_EIE-TDVN - - - - - - -

Tarc

Trrv_TalC

TMmEc DRE-TAIC

TrEA-TaIC - - - - - - -

TpND-TaIC - - - 6 - - -
Total parcial 0 6 0 23 28 18 28

% 0,00 5,83 0,00 22,33 27,18 17,48 27,18
Fonte: o autor (2019)

Organizacdo didatica. A transposicdo didatica das praxeologias matematicas
identificadas em torno dos subtipos de tarefas referentes a determinacédo de limites de funcdes

reais (no referido livro) ocorreu em trés momentos:

v Primeiro momento: Introducdo de uma situacéo para elaborar e sistematizar uma técnica
(com a devida explicacdo do procedimento desenvolvido) que possa estudar um dado
limite (subtipo de tarefa). E ainda nesse primeiro momento que sdo enunciadas as
propriedades e afirmagdes que compdem os elementos que explicam e justificam a
técnica elaborada.

v' Segundo momento: E o momento destinado & avaliacio dos elementos técnico-
tecnoldgicos que surgem na situagdo proposta. Tal momento ocorre em comentarios,
logo apos cada exercicio resolvido (aparecendo apenas em alguns casos dentre 0S
identificados). Desse modo, no referido momento, o aluno é conduzido a validagéo e
reflexdo acerca das respostas construidas e apresentadas pelo autor.

v' Terceiro momento: E o momento dedicado ao trabalho da técnica, ocorrendo nas

diversas secgdes intituladas por Exercicios e Exercicios de Revisdo (Capitulo 2).

Apesar das teorias elencadas no modelo de referéncia ndo terem sido detectadas (de
modo claro) nas praxeologias matematicas estudadas no referido livro didatico, ressalta-se aqui,

que as 4 teorias foram encontradas no corpo do texto (capitulo 2 — volume 1). As apresentacoes
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das teorias sdo completas e organizadas, e fornecem ainda, os elementos teoricos suficientes
para justificar as tecnologias identificadas.

As tecnologias presentes no livro estudado aparecem (muitas vezes) com nomenclaturas
diferentes (e formatos ligeiramente distintos), porém, sdo essencialmente as mesmas; e sdo
explicadas e justificadas pelas teorias (apoiando-se em processos de demonstracdo ou prova).

O capitulo analisado néo trata exclusivamente do objeto matematico limites de funcdes,
trabalha (ainda) o contetdo de funcbes (em forma de revisdo e aprofundamento). Na parte
destinada ao estudo de fungdes, o autor trata de temas, tais como: defini¢cbes de funcdes,
gréficos, funcdes elementares e fungdes ndo-elementares.

Ja na parte que trata de limites, além das praxeologias matematicas pontuais que foram
identificadas e analisadas acerca da determinacdo de limites, também sdo trabalhados
problemas relacionados a demonstra¢Ges sobre limites, estudo de assintotas e continuidade de

funcoes.

5.2 LIVRO: CALCULO DE STEWART (2017)

Agora, sdo apresentadas: a descri¢do do livro, a organizacao e a distribui¢do dos temas
do capitulo analisado, a analise praxeoldgica acerca do ensino de limites de funcgdes, e a sintese

avaliativa da obra.

5.2.1 Descricdo, Organizacao e Distribuicdo dos Contetdos

Nesse livro, 0s assuntos sdo organizados através de capitulos identificados por titulos
que explicitam os temas trabalhados, os quais, por sua vez, sdo subdivididos em topicos. Tais
topicos tratam de conceitos e/ou procedimentos ligados ao conteldo dominante de cada
capitulo.

Aparecem topicos especiais para tratar de contextualizacao e exercicios interativos (com
muitas aplicagdes). Na verdade, ao final de cada topico do capitulo existem exercicios em boa
guantidade e variedade.

O capitulo destinado ao objeto matematico limites é distribuido da seguinte maneira

(Capitulo 2: Limites e Derivadas):

1) Os Problemas da Tangente e da Velocidade;
2) O Limite de uma Funcdo;
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3) Calculos Usando Propriedades dos Limites;
4) A Definicdo Precisa de um Limite;

5) Continuidade;

6) Limites no Infinito; Assintotas Horizontais;
7) Derivadas e Taxas de Variacao;

8) A Derivada Como uma Funcéo;

9) Revisdo.

5.2.2 Andlise Praxeoldgica sobre o Ensino de Limites de Funcdes

Sdo especificados abaixo os componentes das analises, a saber: (1) exploracdo do
subtipo de tarefa t; e elaboracdo da técnica t.yy, constituicdo do ambiente tecnoldgico e
sistematizacdo da técnica t.yy, avaliacdo dos elementos técnico-tecnoldgicos, trabalho da
técnica toyy, (2.1) exploracdo do subtipo de tarefa t, e elaboragdo da técnica 7., constituicdo
do ambiente tecnolégico e sistematizacdo da técnica 1., avaliacdo dos elementos técnico-
tecnoldgicos, trabalho da técnica 7,4, (2.2) exploracao do subtipo de tarefa t, e elaboracéo da
técnica mista 746 pyn, CONstituicéo da tecnologia e sistematizagdo da tecnica mista t4c6 pyw,
trabalho da tecnica t,¢6 pyn, (3) exploragédo do subtipo de tarefa t; e elaboragdo da técnica
T41c, Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica 4., avaliacdo dos
elementos técnico-tecnoldgicos, trabalho da técnica z,;., (4) exploragdo do subtipo de tarefa t,
e elaboracéo da técnica Ty, constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica
Tpyn, Avaliacdo dos elementos técnico-tecnoldgicos, trabalho da técnica 74, (5.1) exploracéo
do subtipo de tarefa t5 e elaboragdo da técnica mista Trgs gr_Tpyn, CONstituicdo do ambiente
tecnolégico e sistematizagéo da técnica mista trgg grg_Tpyw, trabalho datécnica gy gre_Tpyn,
(5.2) exploragdo do subtipo de tarefa t5 e elaboragéo da técnica mista Tygc pre E1E_TDVN:
constituicdo do ambiente tecnologico e sistematizagdo da técnica mista Tuygc pre E1E_TpVN:
trabalho da técnica tyec pre sre_Tpvn, (5-3) exploracéo do subtipo de tarefa t5 e elaboragéo da
técnica mista Tprg rra gre_Tpyn, CONStituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizagdo da
técnica mista Tpre rea pre_Tpyw, trabalho da técnica Tpre rea g1e_Tpyn, (6.1) exploracéo do
subtipo de tarefa t, e elaboracdo da técnica mista Tppy_Ta;c, CONstituicdo do ambiente
tecnoldgico e sistematizacdo da técnica mista Tppy_Ty ¢, trabalho da técnica trry_ta;c, (6.2)
exploracdo do subtipo de tarefa t, e elaboragéo da tecnica mista tygc pre_Taic, CoOnstituicéo do

ambiente tecnol6gico e sistematizacédo da técnica mista Tygc pre_Tarc, trabalho da técnica
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Tuec pre-Taic, (6.3) exploracéo do subtipo de tarefa t, e elaboracdo da técnica mista trga_t5c,
constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacao da técnica mista Tpg4_T4 ¢, trabalho da
técnica Tppa_Taic, (6.4) exploracdo do subtipo de tarefa tg e elaboracdo da técnica mista
Tpnp_Tarc, constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica mista tpyp_Ta ¢ €

trabalho da técnica tpyp_Tasc-

(1) Exploracéo do subtipo de tarefa t, e elaboracdo da técnica tqyy. Nesse momento
ocorre a apresentacdo da técnica que consiste em calcular valores numeéricos (tqyy) Nas
x—-1

proximidades do ponto de tendéncia de lin} ——p que corresponde ao subtipo de tarefa t;
x— -

(estimar numericamente o valor de lim f(x)), conforme a Figura 38:
xX—a

Figura 38 - Estimativa para limites de fungdes através da técnica 7y

L =

Estime o valor de lim e !
SOLUCAD Observe que a fungiio f(x) = (x — 1)/(x? — 1) nio estd definida quando x = 1,
mas isso ndo importa, pois a defini¢io de lim, ., f(x) diz que devemos considerar valores de
x que estdo proximos de a, mas nio sfo iguais a a.

As tabelas 4 esquerda na préxima pdgina dio os valores de f(x) (com precisio de seis
casas decimais) para os valores de x que tendem a 1 (mas ndo sdo iguais a 1). Com base nes-
ses valores, podemos conjecturar que

x <1 fix)

0.5 0.666667

0.9 0.526316 =1

0,99 0,502513 lim o1 05
0,999 0,500250 T

0,9999 0,500025

x> 1 flx)

1.5 0,400000
1.1 0.476190
1,01 0,497512
1,001 0,499750
1,0001 0,499975

Fonte: Adaptado Stewart (2017, p. 71-72)

Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacéo da técnica tqyy. De fato, 0s
momentos de exploracdo do subtipo de tarefa t; e elaboracdo da técnica t.yy, bem como de
constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizagdo, ocorrem simultaneamente. Como se
pode compreender, a partir da figura acima, a sistematizacao da técnica 7.,y € implicitamente

justificada por elementos tecnoldgicos que constituem a ideia intuitiva de limite (6,;,), assim
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enunciada: lim f(x) diz que devemos considerar valores de x que estdo proximos de a, mas
x—-a

ndo sdo iguais a a.
Avaliacdo dos elementos técnico-tecnoldgicos. Esse momento € proposto para se
realizar logo ap6s o exercicio resolvido da figura acima (ainda na mesma seccdo), por

intermédio do que foi apresentado na Figura 39:

Figura 39 - Extrato com reflexdes sobre limites

O Exemplo | esta ilustrado pelo grifico de f na Figura 3. Agora, vamos mudar ligeira-

mente f definindo seu valor como 2 quando x = | e chamando a funcéo resultante de g:
* T I sex#1
gy =% 1
2 sex =1
Essa nova funcgio g tem o mesmo limite quando x tende a | (veja a Figura 4).
Vv .\
a ".
a2
N\, x—1
! YT e | ¥ =9@
05T ——— e 05T —— R
0 P X 0 o l— x
FIGURA 3 FIGURA 4

Fonte: Stewart (2017, p. 72)

Nessa ocasido, o aluno € direcionado a validacdo — através da constatagdo realizada no
grafico — acerca do resultado que foi obtido através do procedimento anterior. E também nesse
momento que € exemplificado o fato de que — para limites — ndo importa o que ocorre no ponto
de tendéncia, mas apenas em suas proximidades.

Trabalho da técnica tcpy. ESse momento € proposto para se concretizar nas secgoes
intituladas 2.2 Exercicios (STEWART, 2017, pp.78-81), 2.3 Exercicios (STEWART, 2017,
pp.88-90) e 2.6 Exercicios (STEWART, 2017, pp.119-121), de modo que, ao efetuarem tais
exercicios, os alunos aprimoram o manuseio da técnica 7,y nas situacdes propostas pelo autor

do livro.

(2.1) Exploracdo do subtipo de tarefa t, e elaboracdo da técnica t4cc. Nesse
momento ocorre a apresentacdo da técnica cujo o objetivo € analisar o comportamento grafico

(Tace) para determinar o valor de lirgl_ g(x), que corresponde a uma tarefa do subtipo t,
xX—

(encontrar o limite de f(x) com o auxilio do grafico), conforme pode ser visto na Figura 40:
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Figura 40 - Determinacdo de limites por meio da técnica 7,.¢

S AHRES O grifico de uma fungdo g € apresentado na Figura 10. Use-o para estabelecer 41
os valores (caso existam) dos seguintes limites: T S—
- y=g(x)

(a) lim g(x) (by lim g(x) (c) lim g(x) o

=27 r—2% x—>2

N N - 17

(d) lim g(x) (e) lim g(x) (0 lim g(x)

urd =8 st x5 .

) = . ) 00 1 2 3 4 5 X

SOLUCAO A partir do grifico, vemos que os valores de g(x) tendem a 3 a medida que os de x

tendem a 2 pela esquerda, mas tendem a 1 quando x tende a 2 pela direita. Logo FIGURA 10

(a) liIR glx) =3 e (b) ]irg+ glx) =1

Fonte: Stewart (2017, p. 75)

Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica T,cq. OS
momentos de exploracdo do subtipo de tarefa t, e elaboragdo da técnica 7,5, cCOmo também
de constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacéo, acontecem ao mesmo tempo. Como
se pode verificar na figura acima, a sistematizacdo da técnica 7, € implicitamente justificada
por elementos tecnoldgicos que constituem a ideia grafica intuitiva (8;¢;), assim enunciada: A
partir do gréfico, vemos que os valores de g(x) tendem a 3 a medida que os de x tendem a 2
pela esquerda.

Avaliacdo dos elementos técnico-tecnoldgicos. Esse momento é proposto para se
efetuar ainda na mesma seccdo por meio dos seguintes complementos tedricos e observacoes
(Figura 41):

Figura 41 - Extrato com reflexGes sobre analises graficas de limites

(c) Uma vez que sdo diferentes os limites a esquerda e a direita, concluimos de que
lim,—, g(x) ndo existe.

O grafico mostra também que
(d) lim g(x) =2 e (e) lim g(x) =2
x—=5" x—5F
(f) Agora, os limites & esquerda e a direita sdo iguais; assim, de [3]. temos
limg(x) =2
x—=5

Apesar desse fato, observe que g(5) # 2.
Fonte: Stewart (2017, p. 75-76)

Nessa ocasido, o aluno é levado a refletir (Figura 41) — por meio de exemplos — acerca
da validade do limite (Figura 40) condicionada a existéncia dos limites laterais no mesmo ponto
de tendéncia. Ressalta-se novamente, nesse momento, que, para limites, ndo importa o que

acontece no ponto de tendéncia, mas sim, nas proximidades do mesmo.
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Trabalho da técnica t4¢¢. ESse momento é proposto para se efetuar nas partes do
capitulo intituladas por 2.2 Exercicios (STEWART, 2017, p. 78-81), 2.3 Exercicios
(STEWART, 2017, p. 88-90) e 2.6 Exercicios (STEWART, 2017, p. 119-121), de maneira que,
ao realizarem tais exercicios propostos, os alunos trabalham a referida técnica nas situacées

construidas pelo autor do livro.

(2.2) Exploracéo do subtipo de tarefa t, e elaboragéo da técnica mista t4¢c¢ pyn- O
subtipo de tarefa t, (encontrar o limite de f(x) com o auxilio do grafico) € ainda introduzido

por meio do problema que consiste em determinar o valor de limz[f(x) + 5g(x)]. O referido
xX——

problema é solucionado através da técnica mista t,4¢; pyy, conforme pode ser observado na
Figura 42:

Figura 42 - Extrato com o modelo de resolucéo de limites através da técnica mista t,¢ pyn

EEOER Use as Propriedades dos Limites e os grificos de fe g na Figura 1 para calcular

os seguintes limites, se eles existirem.

¥ . - . )

1 | (a) lim [f(x) + 5g(v)] (b) lim [f(x)g(x)] (c) lim-——

| 0 ‘L ¥ x—s -2 x—1 r=2 glx)
]

{ | (a) Dos grificos de f'e g vemos que

FIGURA 1 lim f(x) =1 e lim glx) = —

Portanto, temos

lim [f(x) + 5g(0)] = lim_f(x) + lim [Sg(x)]
= \im‘f{l) +5 lilll‘_q‘\)

=1+5(-1)=-4

Fonte: Stewart (2017, p. 82)

Constituicdo da tecnologia e sistematizacéo da técnica mista T4¢c¢ pyn. A partir da
figura acima, pode-se observar que o processo de resolucéo do limite considerado é composto
por duas técnicas: analisar o comportamento grafico (t,c;), para determinar os valores

(separadamente) de xl—i>r£12 f(x) e de xlirgz g(x); e determinar o valor numérico (tpyy), para
calcular o valor de xllrzlz[f(x) +5g9(%)].

Trabalho da técnica 4¢¢ pyy. ESse momento € proposto nas seccdes intituladas 2.2
Exercicios (STEWART, 2017, p. 78-81), 2.3 Exercicios (STEWART, 2017, p. 88-90) e 2.6
Exercicios (STEWART, 2017, p. 119-121) através de atividades, nas quais, deve ser feito 0 uso

da técnica mista 7, pyy para a determinacéo de limites.



111

(3) Exploracéo do subtipo de tarefa t3 e elaboracéo da técnica t4;¢. ESse momento
é proposto para se realizar com a apresentacdo do processo de determinacdo de lir§l+ % da
X— -

seguinte maneira (Figura 43):

Figura 43 - Extrato com o modelo de determinagéo de limites laterais por meio da técnica
Taic

2x 2x
2 Z0EE Encontre lim \% e lim :
x—37

x—3 o3 x—3

SOLUCAD Se x estd proximo a 3 mas é maior que 3, entio o denominador x — 3 ¢ um ndmero
positivo pequeno e 2x estd proximo a 6. Portanto, o quociente 2x/(x — 3) é um nimero po-
sitivo grande. Entdo, intuitivamente, temos que

. 2x
lim

=3 x — 3

Fonte: Stewart (2017, p. 77)

=

O limite considerado na figura acima, corresponde a realizacéo do subtipo de tarefa t4
(determinar os limites laterais de f(x) com o auxilio de uma investigacao intuitiva da expressdo
matematica envolvida).

Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica Ty . Os
momentos de exploragdo do subtipo de tarefa t5 e elaboracdo da técnica t4;-, como também de
constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizagdo, ocorrem simultaneamente. Observa-se,
a partir do extrato da figura acima, que foi feito 0 uso da técnica t,;- (analisar intuitivamente o
comportamento) para estudar o que ocorre com o limite considerado, quando x se aproxima de
3, por valores maiores do que 3. A referida técnica é justificada implicitamente por meio da

ideia intuitiva de limites infinitos (6,;;), assim enunciada:

Se x estd proximo de 3, mas é maior que 3, entdo, o denominador x — 3 é um nimero
positivo pequeno e 2x estd proximo a 6. Portanto, o quociente 2x/(x — 3) é um
ndmero positivo grande. Entéo, intuitivamente, temos que (...). (STEWART, 2017, p.
77).

Avaliacdo dos elementos técnico-tecnologicos. Esse momento € proposto ainda na

mesma seccdo, sendo percebido através dos comentarios representados na Figura 44:
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Figura 44 - Reflexdes acerca do resultado obtido com a aplicacdo da técnica t,;¢

O graficodacurva y = 2x/(x — 3) estd dado na Figura 15. A reta x = 3 € uma assintota ver-
tical.

Fonte: Stewart (2017, p. 78)

A partir do grafico que esta contido na figura acima, o aluno consegue validar o
resultado que foi obtido através da aplicacdo da técnica t,;. (Figura 43).

Trabalho da técnica t,4;c. Esse momento é proposto para se efetivar na seccdo
intitulada 2.2 Exercicios (STEWART, 2017, p. 78-81). Assim, ao efetuarem esses exercicios,

os alunos trabalham a técnica ;. nas situacdes propostas pelo autor.

(4) Exploracéo do subtipo de tarefa t, e elaboracéo da técnica tpyy. ESse momento
¢ proposto para se concretizar com a apresentacdo do processo para calcular o valor de

lin;(sz — 3x + 4) — de acordo com a Figura 45:
x—

Figura 45 - Extrato com o modelo de célculo de limites por meio da técnica 7pyy

[EEIEEF Calcule os limites a seguir justificando cada passagem.

) 5 T+ 2xr -1
(a) lim (2x° — 3x + 4) (b) lim —
£5 x—=>=2 5 — 3x
SOLUCAD
(a) Ling 2x2—3x+4)= ljn} 2x%) - lin} (3x) + ling 4 (pelas Propriedades 2 ¢ 1)
=2limx? — 3limx + lim4 (pela Propriedade 3)
x—35 x—5 x—=5
= 2(52) - 3(5) + 4 (pelas Propriedades 9, 8 ¢ 7)

= 39.
Fonte: Stewart (2017, p. 83)

O limite considerado na figura acima, corresponde a realizacdo do subtipo de tarefa t,

(calcular o valor de lim f(x), sendo que ndo ocorrem indeterminacGes nem impossibilidades
x—-a

em x = a).
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Constituicdo do ambiente tecnologico e sistematizacdo da técnica tpyy. Os
momentos de exploracdo do subtipo de tarefa t, e elaboracdo da técnica 7y, cOMo ainda de
constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacéo, ocorrem concomitantemente. Observa-
se, a partir do extrato da figura acima, que foi feito o uso da técnica 7y, (determinar o valor
numérico) para calcular o valor do limite considerado. A técnica 7,y € justificada por meio
das propriedades operatorias e da substituicdo direta para limites (6po; psp), assim como
também, das propriedades das fungdes continuas (6pr¢), enunciadas da seguinte forma: Pelas
propriedades 2 e 1; pela propriedade 3 e pelas propriedades 9, 8 e 7.

Avaliacdo dos elementos técnico-tecnoldgicos. O referido momento é proposto ainda
na mesma seccao, sendo percebido por meio dos seguintes comentérios (Figura 46):

Figura 46 - Reflexdes sobre o célculo de limites através da técnica 7,y

OBSERVACAO: Se tornamos f(x) = 2x* — 3x + 4, entdo f(5) = 39. Em outras palavras,
terfamos obtido a resposta correta no Exemplo 2(a) substituindo x por 5. Analogamente, a
substituicio direta fornece a resposta correta na parte (b). As funcdes no Exemplo 2 sdo po-
linomial e racional, respectivamente, ¢ 0 uso similar das Propriedades dos Limites demons-
tra que a substituicdo direta sempre funciona para essas funcdes (veja os Exercicios 55 e 56).
Enunciamos esse fato a seguir.

Propriedade de Substituicdo Direta Se f for uma funcio polinomial ou racional e a estiver
no dominio de f, entdo

lim f(x) = f(a)

x—a

As funcdes que possuem essa propriedade de substituicdo direta, chamadas de continuas
em a, serdo estudadas na Secdo 2.5. Entretanto, nem todos os limites podem ser calculados pela
substitui¢do direta, como mostram os exemplos a seguir.

Fonte: Stewart (2017, p. 83-84)

Nesse momento, o aluno é levado a explicacédo e validagdo do processo que consiste em
aplicar a técnica 7y, nas tarefas do subtipo t,. O autor ainda tece comentérios acerca da
chamada propriedade de substitui¢do direta e sobre fun¢bes continuas num dado ponto.

Trabalho da técnica t4;. O referido momento é proposto para se concretizar nas
secgOes intituladas 2.3 Exercicios (STEWART, 2017, p. 88-90) e 2.6 Exercicios (STEWART,
2017, p. 119-121). Desse modo, ao realizarem tais exercicios, os alunos trabalham a técnica

T4;¢ Nas situacbes propostas nesse livro.

(5.1) Exploracdo do subtipo de tarefa t; e elaboracdo da técnica mista

Trea £1E-Tpyn- ESSE momento ocorre com a apresentacdo do processo de determinacéo do valor
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. 21 R i . .
de Im} ’;—1 que corresponde a realizacdo do subtipo de tarefa t5 (calcular lim f(x), sendo que
xX— - x—-a

ocorrem indeterminacdes para x = a), de acordo com a Figura 47:

Figura 47 - Extrato de modelo de calculo de limites por meio da técnica mista trg grr_Tpyy

xt =1

EETENEY Encontre lim .

=1y — ]

SOLUCAD Seja f(x) = (x* — 1)/(x — 1).Nio podemos encontrar o limite substituindo x = 1
porque f(1) nao esta definido. Nem podemos aplicar a Propriedade do Quociente porque o li-
mite do denominador ¢ 0. De fato, precisamos fazer inicialmente algumas operagoes algébri-
cas. Fatoramos o numerador como uma diferenga de quadrados:

-1 =D+ 1)

x— 1 x—1

O numerador e o denominador tém um fator comum, que € x — 1. Ao tornarmos o limite
quando x tende a 1, temos x # 1 e, assim, x — | # 0. Portanto, podemos cancelar o fator
comum e calcular o limite, como segue:

R =D+
lim = lim
=1 x — 1 x—1 x—1

=lim(x+ 1)

x—1

=1+1=2
Fonte: Stewart (2017, p. 84)

Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica mista
Trea pie-Tpyn- A partir da figura acima, verifica-se que a técnica tpg, (fatorar as expressoes
algébricas) consiste em transformar as expressdes que fazem parte do limite de maneira que se
possa eliminar as indeterminacdes existentes para possibilitar o calculo do valor do limite. A
técnica trg4 grp_Tpyy € justificada por meio do teorema da troca para limites (6rry), das
propriedades operatorias e da substitui¢éo direta para limites (60, psp) € das propriedades
das fungGes continuas (6pr¢), enunciadas da seguinte forma: O numerador e o denominador
tém um fator comum, que é x — 1. Ao tornarmos o limite, quando x tende a 1, temos x # 1 e,
assim, x — 1 # 0. Portanto, podemos cancelar o fator comum, e entéo, calcular o limite por
substituicdo direta.

Trabalho da técnica Trgs grg_Tpyy. ESse momento € proposto para ser concretizado
nos 2.3 Exercicios (STEWART, 2017, pp.88-90), nos Exercicios (STEWART, 2017, pp.144-
146) e nos Problemas Quentes (STEWART, 2017, pp.147-148).

(5.2) Exploracdo do subtipo de tarefa t; e elaboracdo da técnica mista

TmEec pRE EIE-Tpyn- ESSE momento ocorre com a apresentacédo do processo de calculo de
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2

. \ - \ - ~ - .
ltlrr& Yo :29 9, que corresponde a realizag&o do subtipo de tarefa t5 (calcular lim f(x), sendo que
- x—-a

ocorrem indeterminacdes para x = a), conforme a Figura 48:

Figura 48 - Extrato de modelo de célculo de limites por meio da técnica mista
TMEC_DRE_EIE-TDVN

AP+ 9 =3
2 40E0IE Encontre lim ———————.

1—0 1

SOLUCAD Nao podemos aplicar a Propriedade do Quociente de imediato, uma vez que o limite
do denominador € 0. Aqui as operagoes algébricas preliminares consistem em racionalizar o

numerador:
i Vi +9 —3 L NPP+9 -3 P+ 9 +3
m = = lim = .
Pt 1? =0 1~ JiE+9 +3

) (t*+9)—9
—fim— 27
=0 (12 + 9 +3)
. [
—lim——
=0 (V12 + 9 +3)

I
= lim ———
i—0 /1249 + 3

1

/lim (12 + 9) + 3
=0

Fonte: Stewart (2017, p. 85)

Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica mista
TmEec pre EIE-Tpyn- A partir da figura acima, verifica-se que a técnica ¢ (multiplicar por
expressdes conjugadas) consiste em transformar as expressdes matematicas que fazem parte do
limite de maneira que se possa eliminar as indeterminac@es existentes para possibilitar o calculo
do valor do limite. A técnica tygc pre rie_Tpvn € justificada implicitamente por meio do
teorema da troca para limites (8;r.), das propriedades operatdrias e da substituicdo direta
para limites (60, psp) € das propriedades das fungdes continuas (Oprc).

Trabalho da técnica Tygc pre g1e-Tpyn- ESSE momento € proposto para ser efetuado
nos 2.3 Exercicios (STEWART, 2017, p. 88-90), nos Exercicios (STEWART, 2017, p. 144-
146) e nos Problemas Quentes (STEWART, 2017, p. 147-148).

(5.3) Exploracdo do subtipo de tarefa t; e elaboracdo da técnica mista

Tpre rea E1E-Tpyn- ESSE momento se da com a apresentagdo do processo para calcular o valor
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2— - ~ - Il
de }lin?) w, que corresponde a realizacdo do subtipo de tarefa t5 (calcular lim f(x), sendo
g x—a

que ocorrem indeterminacfes para x = a), conforme a Figura 49:

Figura 49: Extrato de modelo de calculo de limites por meio da técnica mista
TDRE_FEA_EIE-TDVN

B+ -9
EEIEHE Caleule fim =0 —.
1— 1
SOLUCAD Se definirmos
B+h?-9

F(h) = N

entdo, como no Exemplo 3, ndo podemos calcular limy,_.o F(h) fazendo & = 0, uma vez que
F(0) ndo estd definida. Mas, se simplificarmos algebricamente F(h), encontraremos que

9+ 6h+h)—9 _ 6h + h?
h h

F(h) = =6+h

(Lembre-se de que consideramos apenas i # 0 quando fazemos h tender a 0.) Assim,

3+ R -9
im OO 6t m =6 -

h—0 h h—0

Fonte: Stewart (2017, p. 85)

Constituicdo do ambiente tecnologico e sistematizacdo da técnica mista
Tpre FEA EIE-Tpyn- A partir do extrato da figura acima, pode-se verificar que a tecnica tpgg
(desenvolver efou reduzir as expressdes) consiste em transformar as expressées matematicas
que fazem parte do limite de maneira que se possa eliminar as indeterminag6es existentes para
possibilitar o calculo do valor do limite. A técnica tprp ppa pre_Tpvn € justificada
implicitamente por meio do teorema da troca para limites (68,.), das propriedades operatorias
e da substituicdo direta para limites (60, psp) € das propriedades das fungdes continuas
(Oprc)-

Trabalho da técnica Tprg rea pre_Tpyn- ESSe momento € proposto para ser realizado
nos 2.3 Exercicios (STEWART, 2017, p. 88-90), nos Exercicios (STEWART, 2017, p. 144-
146) e nos Problemas Quentes (STEWART, 2017, p. 147-148).

(6.1) Exploragdo do subtipo de tarefa t, e elaboragdo da técnica mista Tery_Tasc-
1
O referido momento ocorre com a apresentacdo do processo de determinagédo de lir(r)l_ ex, que
X—

corresponde a realizacdo do subtipo de tarefa t, (determinar limites que envolvam +o0), de

acordo com a Figura 50:
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Figura 50: Extrato de modelo de resolucao de limites por meio da técnica mista Tpry_Tarc

[EEIENEN Calcule lim e ',
x—0~

SOLUCAO  Se deixarmos t = 1/x. sabemos que £ — —eo quando x — 07, Assim, por [6].

lim ¢ = lim ¢' =

x—0" t—> —oo

Fonte: Stewart (2017, p. 115)

Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacdo da técnica mista Tery_Tapc-
A partir da figura acima, pode-se observar que a técnica tgr, (fazer a troca de variaveis)
consiste em transformar as expressdes matematicas que fazem parte do limite de tal forma que
se possa analisar intuitivamente o que acontece com cada expressao envolvida, quando x tende
ao infinito (positivo ou negativo). A técnica tpry_T4,c € implicitamente justificada por meio da
ideia intuitiva de limites infinitos (6,;,).

Trabalho da técnica Tpry_Tac. ESSe momento é proposto para ser concretizado nos
2.6 Exercicios (STEWART, 2017, p. 119-121) e nos Exercicios (STEWART, 2017, p. 144-
146).

(6.2) Exploracdo do subtipo de tarefa t, e elaboracdo da técnica mista

TmEec pre-Tarc- ESSe momento se da com a apresentagdo do processo de determinagdo de

lim (x/x2 +1- x) que corresponde a realizacdo do subtipo de tarefa t, (determinar limites

X—+00

que envolvam +o0), conforme Figura 51:

Figura 51 - Extrato de modelo de resolucdo de limites por meio da técnica mista
TmEc_DRE-TAIC

SETENE Caleule lim (vx2 + 1 — x).

SOLUCAD  Como tanto 4/x% + | quanto x sdo grandes quando x é grande, ¢ dificil ver o que
acontece com sua diferenca: logo, usamos a dlgebra para reescrever a fungio. Vamos primeiro
multiplicar o numerador e o denominador pelo conjugado radical:

- Jx2+ 1+
lim (V22 + 1 — A\') =lim(Vx2+ 1 — \)ﬁ
x—>00 x>0 X- X

S . 1
= lim = = lim —=
x—=w g Jx? + 1+ x =@ gt + 1+ x

Note que o denominador desta dltima expressio (v/x2 4+ 1 + x) cresce ilimitadamente quando
x — 0 (& maior que x). Logo,

1
fim (VT — ) = lim et =0

Fonte: Stewart (2017, p. 114)
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Constituicdo do ambiente tecnologico e sistematizacdo da técnica mista
Tmec prRE-Tarc- A partir da figura logo acima, observa-se que a técnica t,gc (multiplicar por
expressdes conjugadas) consiste em transformar as expressoes que fazem parte do limite de
maneira que se possa analisar intuitivamente o que acontece com cada expressdo matematica
em jogo, quando x tende ao infinito (positivo ou negativo). A técnica Tygc pre_Taic ©
implicitamente justificada por meio da ideia intuitiva de limites no infinito (8;;).

Trabalho da técnica Tygc pre_Taic. O referido momento € proposto para ser
concretizado nos 2.6 Exercicios (STEWART, 2017, pp.119-121) e nos Exercicios (STEWART,
2017, p. 144-146).

(6.3) Exploracéo do subtipo de tarefa t e elaboracdo da técnica mista Trga_Tajc-

Esse momento ocorre com a apresentacdo do procedimento de estudo de HT (x? — x), que
X—>+00

corresponde a realizacdo do subtipo de tarefa t, (determinar limites que envolvam +o0), de

acordo com a Figura 52:

Figura 52 - Extrato de modelo de investigacdo de limites por meio da técnica mista Trg4_Tasc

SEEGE Encontre lim (x2 — x).
—
[Z] SOLUCAD Seria errado escrever

. > . > .
lim (x* — x) = limx" — limxy =0 — ®
- e ol

As Propriedades dos Limites ndo podem ser aplicadas para os limites infinitos, pois % nio &
um niimero (ndo podemos definir « — ). Contudo, podemos escrever

lil.]} xr—x) = lil.]} x(x—1)=m=

porque, como x ¢ x — | tornam-se arbitrariamente grandes, o mesmo acontece com seul pro-
duto. |
Fonte: Stewart (2017, p. 115)

Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacao da técnica mista Trga_Tasc-
A partir do extrato da Figura 51 acima, observa-se que a técnica tpz, (fatorar as expressoes
algébricas) consiste em transformar as expressdes que fazem parte do limite de forma que se
possa analisar intuitivamente o que acontece com cada expressao envolvida, quando x tende ao
infinito (positivo ou negativo). A técnica ty54_Ta;c € justificada de maneira implicita atraves
da ideia intuitiva de limites no infinito (6,;;).

Trabalho da técnica trgs_tTasc- O referido momento € proposto para ser concretizado
nas seccOes intituladas por 2.6 Exercicios (STEWART, 2017, p. 119-121) e Exercicios
(STEWART, 2017, p. 144-146).
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(6.4) Exploracdo do subtipo de tarefa t, e elaboracéo da técnica mista Tpyp_Tac-

Esse momento se dad com a apresentacdo do processo de determinacdo do valor de

. 3x2%-
hT 5xe+ﬁ que corresponde a realizacdo do subtipo de tarefa t, (determinar limites que
X—+ 00

envolvam +oo), conforme a Figura 53:

Figura 53 - Extrato de modelo de resolugédo de limites por meio da técnica Tpyp_Tarc

EETENE] Calcule

i 3P —x—2
im—————
r—= 5x2 4 dx + 1

¢ indique quais propriedades de limites foram usadas em cada ctapa.

SOLUCAD Quando x cresce, o numerador ¢ o denominador também crescem, logo, nio fica
6bvio o que ocorre com a razio entre eles. Para eliminar essa indeterminagio, precisaremos
antes manipular algebricamente a expressio.

Para calcular o limite no infinito de uma funcio racional, primeiro dividimos o numera-
dor e o denominador pela maior poténcia de x que ocorre no denominador. (Podemos assu-
mir que x ¥ 0, uma vez que estamos interessados apenas em valores grandes de x.) Nesse
cuso a maior poténcia de no denominador € x*; logo, temos

3xt—x—2 1 2
5 T E— 3————
3x-—x — 2 x- . X x-
lim——— = lim = lim
e 5y + 4y + 1 a5yt + -1x + 1 x> 4 1
X X

1
X
(pela Propriedade dos Limites
. 4 1
lim —+ =
x> X ,'C

|
lim 3 — lim —

x—»om x—sm X x—sm X ]
= (pelas Propriedades 1,2 ¢ 3)

X x—m X x—® X

3-0-0 ) )
= (pela Prus\_'l-_“\_n, e 7epelo [eorema 35)

5+0+0

-~

3

5

Fonte: Stewart (2017, p. 112-113)

Constituicdo do ambiente tecnoldgico e sistematizacao da tecnica mista Tpyp_Taic-
A partir da figura acima, verifica-se que a técnica 7y p (dividir o numerador e 0 denominador)
consiste em transformar as expressdes que compdem o limite de maneira que se possa analisar
intuitivamente o que ocorre com cada expressdo matematica envolvida, quando x tende ao
infinito (positivo ou negativo) — no entanto, o autor o faz de maneira detalhada, mostrando o
passo-a-passo, aproveitando ainda para justificar algumas passagens através das propriedades
indicadas no lado direito do extrato (Figura 53). A técnica tpyp_Tac € implicitamente

justificada por meio da ideia intuitiva de limites infinitos (6;;;), assim enunciada (por exemplo):



120

. 1 . ~
lim — = 0 (0 mesmo acontece noutras partes do desenvolvimento da resolucéo apresentada

X—+00 X2
— Figura 53).

Trabalho da técnica Tpyp_Tarc. ESSe momento é proposto para ser realizado nos 2.6
Exercicios (STEWART, 2017, p. 119-121) e nos Exercicios (STEWART, 2017, p. 144-146).

5.2.3 Sintese Avaliativa do Livro: Célculo (2017)

Sé&o agora apresentados os elementos da sintese avaliativa: identificacdo dos subtipos de
tarefas, pertinéncia ou razdo de ser, representatividade, elementos técnico-tecnoldgicos,

evolucdo dos subtipos de tarefas e da tecnologia, e a organizacao didatica.

Identificacdo dos subtipos de tarefas. Nesse livro, 0s enunciados que tratam do estudo
de limites de funcbes fazem referéncia as palavras estime, estabelecer, calcular, encontre e

calcule. Normalmente, os enunciados sdo pequenos e simples, por exemplo: “Estime o valor de

lin} ;2—_11 (STEWART, 2017, p. 71). O que ajuda a evitar confusbes na hora de entender o
xX—> -

significado daquilo que se deseja. Geralmente, os enunciados permitem identificar de maneira
rapida o subtipo de tarefa que esta sendo abordada, por exemplo: “O gréfico de uma funcéo g
é apresentado na Figura 10. Use-0 para estabelecer os valores (caso existam) dos seguintes
limites”. (STEWART, 2017, p. 75). Neste ultimo exemplo, a tarefa é do subtipo t, (encontrar
o limite de f(x) com o auxilio do gréfico).

Pertinéncia ou razéo de ser. O tipo de tarefa relacionada a determinacdo limites de
funcBes reais de uma variavel é um recurso (ou ferramenta) a ser utilizado para dar base aos
demais ramos do Calculo Diferencial e Integral, conforme pode ser constatado no proprio livro

analisado:

O Caélculo (...) ¢ menos estatico e mais dindmico. Trata de variacdo e de movimento,
bem como de quantidades que tendem a outras quantidades (...) algumas das principais
ideias do Calculo (...) como o conceito de limite surge quando tentamos resolver
diversos problemas (...) A ideia de limite é a base dos varios ramos do Calculo. Por
isso, é apropriado comegar nosso estudo de Calculo examinando os limites e suas
propriedades. O tipo especial de limite usado para encontrar as tangentes e as
velocidades da origem a ideia central do Calculo Diferencial — a derivada.
(STEWART, 2017, p. 29-65).

Representatividade. Os problemas explorados em relacdo a determinacéo de limites de

funcBes reais contemplam todos os diferentes subtipos de tarefas (t;, t, t3, t4, ts € tg). NO
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total, foram identificados 182 problemas no capitulo que foi investigado, dos quais, 27 estéo
resolvidos e devidamente explicados, e 155 sdo propostos como momento de trabalho do aluno.

Assim, foram identificadas as seguintes tarefas (Tabela 9):

Tabela 9 - Subtipos de tarefas no livro: Célculo (2017)

SUBTIPOS DE TAREFAS ty t, t; ty te te Total parcial %
TcvN 23 - - - - - 23 12,64
Tace - 28 - - - - 28 15,38
TACG_DVN - 13 - - - - 13 7,14
Talc - - 17 - - - 17 9,34
Tpyn - - - 14 - - 14 7,69
TFEA_EIE-TDVN - - - - 18 - 18 9,89
TMEC_DRE_EIE-TDVN - - - - 10 - 10 5,49
TDRE_FEA_EIE-TDVN - - - - 9 - 9 4,94
Taic - - - - - 12 12 6,59
Trrv_TaIC - - - - - 6 6 3,30
TMEC_DRE-TAIC - - - - - 7 7 3,85
TrEA-TaIC - - - - - 7 7 3,85
Tpnp-Taic - - - - - 18 18 9,89

Fonte: o autor (2019)

Elementos técnico-tecnolégicos. A concepgdo acerca de limite € (inicialmente)
apresentada, partindo-se da analise do comportamento numérico da funcéo f(x), quando sdo
considerados para x, valores proximos de x = a (tanto pela esquerda quanto pela direita de x =
a). O autor desse livro prop6s 23 exercicios relativos (somente) ao subtipo de tarefa t;. A
técnica Ty (calcular valores numéricos) foi mais ou menos elaborada e justificada como parte
de uma praxeologia matematica pontual (muito especial) acerca da determinacdo de limites de
funcgdes, cujo objetivo é estudar o comportamento das funcGes através de estimativas e padrdes
numericos.

No que diz respeito as técnicas elaboradas e/ou sistematizadas, foram identificadas as 4

técnicas que se seguem:

v teyn: Calcular valores numéricos, mais ou menos justificada pela ideia intuitiva de
limites (6,;..);

v T4cc: Analisar o comportamento grafico, mais ou menos justificada pela ideia gréafica
intuitiva (6,¢;);

v 14c: Analisar intuitivamente o comportamento, mais ou menos justificada pela ideia

intuitiva de limites infinitos e no infinito (6,;;);
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v' 1pyy: Determinar o valor numérico, elaborada e justificada através das propriedades

operatorias e da substituicdo direta para limites (6p¢;, psp) € das propriedades das

funcdes continuas (Bpgc).

A partir dessas 4 técnicas acima, através de combinagdes com as ja elencadas técnicas

auxiliares, foram elaboradas as 8 técnicas mistas a seguir:

v

Tace pyvn . Analisar o comportamento grafico/ Determinar o valor numérico;

Trea g1e_Tpyn. Fatorar as expressdes algébricas/ Eliminar as indeterminagOes
existentes/ Determinar o valor numérico;

Tmec pre e1_Tpyn. Multiplicar por expressdes conjugadas/ Desenvolver e/ou
reduzir as expressdes/ Eliminar as indeterminacdes existentes/ Determinar o valor
numérico;

Tpre rea E1E-Tpyn.: Desenvolver e/ou reduzir as expressdes/ Fatorar as expressoes
algébricas/ Eliminar as indeterminacdes existentes/ Determinar o valor numérico;
Trry Tarc- Fazer atroca de variaveis/ Analisar intuitivamente o comportamento;
Tuec pre_Taic. Multiplicar por expressdes conjugadas/ Desenvolver e/ou reduzir
as expressoes/ Analisar intuitivamente o comportamento;

Trea_Taic. Fatorar as expressbes algébricas/ Analisar intuitivamente o
comportamento;

Tpnp_Tarc. Dividir o numerador e o denominador/ Analisar intuitivamente o

comportamento.

Evolucéo dos subtipos de tarefas e da tecnologia. (1) O estudo de limites de fungdes

reais de uma variavel é introduzido através da exploragdo de exercicios que correspondem a

realizacdo do subtipo de tarefa t; (estimar numericamente o valor de lim f(x)). O autor
X—a

sistematizou a técnica que consiste em calcular valores numéricos (z.yy), mais ou menos

justificada pela ideia intuitiva de limites (6,;,). (2) Na sequéncia, foram explorados exercicios

que correspondem a realizacdo do subtipo de tarefa t, (encontrar o limite de f(x) com o auxilio

do grafico). Entdo, foi sistematizada a técnica que consiste em analisar o comportamento

grafico (t,¢¢), mais ou menos justificada por meio da ideia gréfica intuitiva (6,¢;). (3) Logo

apos, foram explorados exercicios que correspondem a realizacdo do subtipo de tarefa t;

(determinar limites laterais de f(x) com o auxilio de uma investigagdo intuitiva da expresséo
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matematica envolvida). A técnica que foi sistematizada consiste em analisar intuitivamente o
comportamento (t,;¢), mais ou menos justificada por meio da ideia intuitiva de limites infinitos
e no infinito (6,;). (4) Assim sendo, foram (posteriormente) trabalhados exercicios que
correspondem a realizacéo do subtipo de tarefa t, (encontrar o limite de f(x) com o auxilio do
grafico). Para resolugdo de tais exercicios, sistematizou-se a técnica mista t4cs pyy, Qque
consiste em duas etapas: (i) analisar o comportamento gréafico (74¢¢), para encontrar os limites
iniciais (partindo-se do gréafico); e (ii) determinar o valor numérico (zpyy), para calcular o valor
final do limite.

(5) Desse modo, seguindo a ordem, foram exploradas atividades que correspondem a

realizacdo do subtipo de tarefa t, (calcular o valor de lim f(x), sendo que ndo ocorrem
x—-a

indeterminacfes nem impossibilidades em x = a). O subtipo de tarefa (aqui referido) deu
origem a sistematizacdo da técnica que consiste em determinar o valor numérico (tpyy), que é
por sua vez, elaborada e justificada pelas propriedades operatorias e da substituicdo direta
para limites (6po;, psp) € pelas propriedades das funcdes continuas (6prc). (6) Em seguida,
foram propostos exercicios que correspondem a realizacdo do subtipo de tarefa t< (calcular

lim f(x), sendo que ocorrem indeterminacGes para x = a), dando origem a técnica mista
x—a

Trea pie-Tpyn- Tal técnica € composta por trés etapas: (i) fatorar as expressdes algébricas
(trea), para expor as expressdes que estdo conduzindo as indeterminacdes; (ii) eliminar as
indeterminacdes existentes (tgz;g), para transformar o limite em outro equivalente; e (iii)
determinar o valor numérico (tpyy), para calcular o valor final do novo limite (que é igual ao
valor do limite inicial). Os elementos tecnolégicos que acompanham a elaboracdo da técnica
(tgE), estdo relacionados com o teorema da troca para limites (67.).

(7) Entao, foram propostos exercicios que correspondem a realizagdo do subtipo de

tarefa t5 (calcular lim f(x), sendo que ocorrem indeterminacfes para x = a), dando origem a
xX—a

técnica mista Tpre rea grr_Tpyn- ESta técnica satisfaz quatro etapas: (i) desenvolver e/ou
reduzir as expressdes (Tpgg), para iniciar o preparo das expressdes dos proximos passos; (ii)
fatorar as expressdes algébricas (tpg4), para expor as expressoes que estdo conduzindo as
indeterminacdes; (iii) eliminar as indeterminacdes existentes (tz;z), para transformar o limite
em outro equivalente; e (iv) determinar o valor numérico (tpyy), para calcular o valor final do
novo limite (que € igual ao valor do limite inicial). (8) Depois, foram propostos exercicios que

correspondem a realizacdo do subtipo de tarefa t5 (calcular lim f(x), sendo que ocorrem
x—-a

indeterminaces para x = a), dando origem a técnica mista Tyrc pre gre_Tpyn- ESta técnica
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satisfaz quatro etapas: (i) multiplicar por expressdes conjugadas (t,5c), para racionalizar as
expressdes que compdem o limite; (ii) desenvolver e/ou reduzir as expressdes (Tprg), para
iniciar o preparo das expressdes dos proximos passos; (iii) eliminar as indeterminacgdes
existentes (tg;z), para transformar o limite em outro equivalente; e (iv) determinar o valor
numeérico (tpyy), para calcular o valor final do novo limite (que é igual ao valor do limite
inicial).

(9) Na sequéncia, foram trabalhados exercicios que correspondem a realizacdo do
subtipo de tarefa t, (determinar limites que envolvam +oo). Para resolucdo de tais exercicios,
foi sistematizada a técnica mista Tpyp_Tac, Que consiste em duas etapas: (i) dividir o
numerador e o denominador (tpyp), para preparar as expressoes do limite da proxima etapa; e
(ii) analisar intuitivamente o comportamento (z4,¢), para determinar o valor do limite. (10)
Seguindo a ordem, foram (posteriormente) trabalhados exercicios que correspondem a
realizacdo do subtipo de tarefa t, (determinar limites que envolvam +oo). Para resolucgao desses
exercicios, sistematizou-se a técnica mista Tygc prp_Tasc, que consiste em trés etapas: (i)
multiplicar por expressdes conjugadas (tu5¢), para racionalizar as expressées que compdem o
limite; (ii) desenvolver e/ou reduzir as expressdes (Tpgrg), para preparar as expressoes da
préxima etapa; e (iii) analisar intuitivamente o comportamento (z4;.), para determinar o valor
do limite.

(11) Dando continuidade, foram trabalhados exercicios que correspondem a realizacdo
do subtipo de tarefa t, (determinar limites que envolvam #oo). Para resolucdo desses
exercicios, sistematizou-se a técnica mista tpry_Ta;c, que € composta por duas etapas: (i) fazer
a troca de variaveis (tp7ry), para transformar o limite em outro equivalente; e (ii) analisar
intuitivamente o comportamento (z4,¢), para determinar o valor do novo limite (que é igual ao
valor do limite inicial). (12) Por fim, foram trabalhados exercicios que correspondem a
realizacéo do subtipo de tarefa t, (determinar limites que envolvam +o0). Para resolucéo desses
exercicios, sistematizou-se a técnica mista tpg4_Tasc, que consiste em duas etapas: (i) fatorar
as expressoes algébricas (tzg4), para transformar o limite em outro equivalente; e (ii) analisar
intuitivamente o comportamento (t4;¢), para determinar o novo limite (que € igual ao limite

inicial), conforme descrito na Tabela 10:
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Tabela 10 - Tecnologias no livro: Calculo (2017)

TECNOLOGIAS i B161 8161 poL 011 OpoL _psp OrrL Oprc
Tcyn 23 - - - - _ -
Tace - 28 - - - . }
TAcG_DVN - - 13 - - - -
TaIC - - - 29 - - -
TpvN - - - - 14 - 14
TFEA_EIE-TDVN - - - - 18 18 18

TMEC_DRE_EIE-TDVN - - - - 10 10 10
TDRE_FEA_EIE-TDVN - - - - 9 9 9
Tarc
Trrv_TaIC
TmEC_DRE-TAIC
TrEA-TAIC
TpNp-TaiC B B 3 18 - B
Total parcial 23 28 13 67 51 37 51
% 8,52 10,37 4,81 24,81 18,89 13,70 18,89
Fonte: o autor (2019)
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Organizacao didatica. A transposicdo das organiza¢fes matematicas identificadas em torno
dos subtipos de tarefas referentes ao estudo de limites de funcGes reais de uma variavel (no

referido livro) ocorreu em trés momentos:

v Primeiro momento: Introducao de um problema para elaborar e sistematizar uma técnica
(com a respectiva explicacdo do procedimento colocado em pratica) que consiga
resolver um dado limite (subtipo de tarefa). E ainda nesse momento que s&o enunciadas
as propriedades e afirmacdes que formam os elementos que explicam e justificam a
técnica elaborada.

v" Segundo momento: E 0 momento que tem por objetivo a avaliacio dos elementos
técnico-tecnoldgicos que surgem na situagdo considerada. Esse momento ocorre em
comentarios, logo apds cada exercicio resolvido (aparecendo apenas em alguns casos
dentre os identificados). Dessa maneira, no referido momento, o aluno é levado a
validacdo e reflexdo sobre as respostas desenvolvidas pelo autor.

v' Terceiro momento: E o momento do trabalho da técnica, sendo concretizado nas
diversas seccdes intituladas por Exercicios, Teste — Verdadeiro ou Falso e Problemas

Quentes.

Mesmo que as teorias descritas no modelo de referéncia ndo tenham sido identificadas

(de maneira clara) nas organizacdes matematicas estudadas nesse livro, ressalta-se aqui, que as
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4 teorias foram encontradas nas demais partes do capitulo investigado (capitulo 2 — volume 1).
As apresentacdes acerca dessas teorias sdo estruturadas e completas, e oferecem ainda, os
elementos tedricos necessarios para justificar as tecnologias detectadas.

No corpo do texto, as tecnologias séo explicadas e justificadas pelas teorias (apoiando-
se em demonstracGes ou provas matematicas).

O capitulo estudado néo trata exclusivamente do objeto matematico limites de funcdes,
trabalha (também) o conteddo de derivadas. Na parte destinada ao estudo de derivadas, o autor
trata de temas, tais como: tangentes, velocidades, derivadas, taxas de variagdo, derivabilidade
(ou diferenciabilidade) e derivadas de ordem superior. Trazendo ainda, aplicacdes diversas
acerca das derivadas.

Na parte que trata de limites, além das organizacdes matematicas pontuais que foram
identificadas e analisadas sobre determinacdo de limites, também sdo trabalhados problemas
relacionados a demonstragdes sobre limites, estudo de retas assintotas, continuidade de funces,
teorema do confronto e teorema do valor intermediario. Trazendo ainda, varias aplicacdes a

fisica relativistica, geometria plana e informatica, conforme pode ser visto a seguir:

De fato, o Teorema do Valor Intermediario desempenha um papel [importante] na
prépria maneira de funcionar destas ferramentas [sistemas de plotagem de gréaficos].
Um computador calcula um nimero finito de pontos sobre o grafico e acende os pixels
que contém os pontos calculados. Ele pressupde que a funcdo € continua e acende
todos os valores intermediarios entre dois pontos consecutivos. O computador,
portanto, “conecta os pontos” acendendo os pixels intermediérios. (STEWART, 2017,
p. 107).

O capitulo que foi analisado é repleto de referéncias ao uso de calculadoras graficas,

computadores e sistemas de computacdo algébrica (SCA), mostrando as limitacdes e o potencial

de uso de tais ferramentas, conforme pode ser constatado abaixo:

Sistemas de Computacéo Algébrica

Os sistemas de computacao algébrica (SCA) tem comandos para calcular limites. A
fim de evitar falhas como as ilustradas nos Exemplos 2, 4 e 5, eles ndo encontram 0s
limites por experimentagdo numérica. Em vez disso, usam técnicas mais sofisticadas,
como célculo de séries infinitas. Se vocé tiver acesso aum SCA, use o comando limite
para calcular os limites nos exemplos desta seccdo e verificar [momento de avaliagéo]
suas respostas para os exercicios deste capitulo. (STEWART, 2017, p. 73).

O autor faz diversas referéncias historico-epistemolégicas acerca do objeto matematico
limites, por exemplo, quando fala da construcdo da ideia de limite, de Cauchy, de Weierstrass,

etc. E também acerca do Calculo como um todo, quando fala do desenvolvimento das derivadas

e das integrais, de Newton, de Leibniz, etc. Ja no final do capitulo, o autor apresenta toda uma
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bibliografia especializada para corroborar com as informagdes histéricas e epistemoldgicas

trazidas.

5.3 SINTESE CONCLUSIVA DAS DUAS OBRAS (1977/2017)

O principal objetivo desta investigacdo foi estudar como autores de livros didaticos de
Célculo Diferencial e Integral prop6em situagdes visando a transformacao de um estado de néo-
saber para um estado de saber em relacdo ao objeto matematico limites de fungdes reais de
uma variavel. Buscou-se entdo, estudar, como vivia (por volta dos anos 1970) e como vive
(atualmente) o contetdo limites de fun¢Ges em duas obras aprovadas e indicadas por renomadas
universidades brasileiras. Desse modo, esta pesquisa foi conduzida, partindo-se da
modelizacdo, identificacdo e caracterizacao das praxeologias matematicas e didaticas acerca da
determinacdo de limites de funcdes de uma variavel real. A seguir, sdo apresentados 0s

principais resultados da investigacéo realizada.

Organizacao curricular. Os temas matematicos dos dois livros analisados nem sempre

sdo tratados em capitulos préprios (temas isolados), conforme pode ser visto abaixo:

e O Calculo com Geometria Analitica de Leithold (volume 1): (1) NUmeros Reais e
Introducdo a Geometria Analitica; (2) Funcdes, Limites e Continuidade; (3) A
Derivada; (4) AplicacOes da Derivada; (5) A Diferencial e a Antidiferenciacéo; (6) A
Integral Definida; (7) Aplicagbes da Integral Definida; (8) Funcdes Logaritmica e
Exponencial; (9) As Fungdes Trigonométricas e Hiperbolicas; (10) Técnicas de
Integracdo; (11) Coordenadas Polares; (12) As SeccBes Conicas; e (13) Formas
Indeterminadas, Integrais Improprias e a Formula de Taylor.

e Calculo de Stewart (volume 1): (1) Funcgdes e Modelos; (2) Limites e Derivadas; (3)
Regras de Derivacgdo; (4) Aplicacbes de Derivacdo; (5) Integrais; (6) Aplicacdes de
Integracdo; (7) Técnicas de Integracdo; e (8) Mais Aplicagdes de Integracéo.

Ambos os livros didaticos tratam basicamente dos mesmos temas matematicos, apenas
com algumas diferencas pontuais. Vale salientar aqui, que a obra Céalculo também trabalha a

parte de geometria analitica, tal qual, a outra obra analisada.
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Observando-se a duas descricdes acima (referentes aos sumarios dos livros
investigados), pode-se perceber que a organizacdo curricular de ambos os titulos segue

(basicamente) o seguinte modelo (Quadro 15):

Quadro 15 - Organizacao curricular basica (temas matematicos gerais)

Fungdes ——_~— Limites [C——_—>=  Derivadas — Integrais

Fonte: o autor (2019)

Na organizacdo dos elementos internos das partes analisadas em cada uma das obras,
também ndo ha diferencas significativas (apenas inversdes pontuais na ordem dos elementos),

conforme pode ser visto nos dois quadros a seguir (Quadros 16 e 17):

Quadro 16 - Organizacdo interna (basica) do capitulo estudado no livro: O Céalculo com
Geometria Analitica (1977)

Limite e Definicdo Formal de Limite — Propriedades dos Limites — Limites Infinito e no Infinitoe — Continuidade

Fonte: o autor (2019)

Quadro 17 - Organizacdo interna (basica) do capitulo estudado no livro: Célculo (2017)

Limite — Propriedades dos Limites — Definicdo Formal de Limite —» Continuidade — Limites Infinito e no Infinito

Fonte: o autor (2019)

Organizacdo matematica. A analise das duas cole¢des de livros didaticos a luz das
praxeologias matematicas (modelizadas anteriormente neste estudo) relativas a determinacéo
de limites de funcdes, permitiu identificar as seguintes organizacbes matematicas pontuais

relativas ao:

Subtipo de tarefa t; (estimar numericamente o valor de lim f(x)). Os resultados
x—a

mostram que no livro O Calculo com Geometria Analitica, ndo foram propostos exercicios
relativos a este subtipo de tarefa. No livro Célculo, tais exercicios foram propostos para serem
resolvidos por meio da técnica calcular valores numéricos (z.yy), mais ou menos sistematizada
através da ideia intuitiva de limites (6;;.).

Subtipo de tarefa t, (encontrar o limite de f(x) com o auxilio do gréfico). Os

resultados mostram que no livro didatico O Calculo com Geometria Analitica, os exercicios
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relativos a este subtipo de tarefa foram propostos para serem resolvidos por meio da técnica
analisar o comportamento grafico (z,.¢), mais ou menos justificada pela ideia grafica intuitiva
(6;¢1)- No livro Calculo, tais exercicios foram propostos para serem resolvidos de duas formas
distintas (dependendo da situagdo): (1) Por meio da técnica analisar o comportamento grafico
(T4c), Mais ou menos sistematizada por meio da ideia gréfica intuitiva (6,4;); e (2) Através da
técnica mista t4¢¢ pyy, que consiste em analisar o comportamento grafico/ determinar o valor
numérico.

Subtipo de tarefa t; (determinar limites laterais de f(x) com o auxilio de uma
investigacdo intuitiva da expressdo matematica envolvida). Os resultados mostram que no
livro O Céalculo com Geometria Analitica, os problemas relativos a este subtipo de tarefa foram
propostos para serem resolvidos por meio da técnica analisar intuitivamente o comportamento
(Ta1¢c), Mmais ou menos justificada pela ideia intuitiva de limites infinitos e no infinito (6,;;). No
livro Célculo, tais exercicios foram propostos para serem resolvidos por meio da técnica
analisar intuitivamente o comportamento (t4;¢), mais ou menos justificada pela ideia intuitiva
de limites infinitos e no infinito (6;;;).

Subtipo de tarefa t, (calcular o valor de lim f(x), sendo que ndo ocorrem
x—-a

indeterminacgdes nem impossibilidades em x = a). Os resultados mostram que no livro O
Célculo com Geometria Analitica, os exercicios relacionados a este subtipo de tarefa foram
propostos para serem resolvidos através da técnica determinar o valor numérico (tpyn),
elaborada e justificada pelas propriedades operatérias e da substituicdo direta para limites
(Bpor psp) € pelas propriedades das funcbes continuas (6prc). No livro Calculo, esses
exercicios foram propostos para serem resolvidos por meio da técnica determinar o valor
numeérico (tpyy), elaborada e sistematizada pelas propriedades operatorias e da substituicdo
direta para limites (60, psp) € pelas propriedades das fungdes continuas (6pgc).

Subtipo de tarefa t5 (calcular lim f(x), sendo que ocorrem indeterminacfes para
x—-a

x = a). Os resultados mostram que no livro O Calculo com Geometria Analitica, os problemas
relativos a este subtipo de tarefa foram propostos para serem resolvidos por meio da técnica
mista Tpgs gre_Tpyn, Que consiste em fatorar as expressdes algébricas/ eliminar as
indeterminacdes existentes/ determinar o valor numérico. No livro Calculo, tais exercicios
foram propostos para serem resolvidos de trés maneiras distintas (dependendo da situacédo): (1)
Por meio da tecnica mista trg4 grg_Tpyn, Que consiste em fatorar as expressdes algébricas/
eliminar as indeterminacdes existentes/ determinar o valor numérico; (2) Através da técnica

mista Ty e pre g1e_Tpyn, QUE consiste em multiplicar por expressdes conjugadas/ desenvolver
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e/ou reduzir as expressdes/ eliminar as indeterminacdes existentes/ determinar o valor
numérico; e (3) Por meio da técnica mista Tprg rra gre_Tpyn, qUe cOnsiste em desenvolver e/ou
reduzir as expressdes/ fatorar as expressdes algébricas/ eliminar as indeterminacdes
existentes/ determinar o valor numérico.

Subtipo de tarefa tq (determinar limites que envolvam + o). Os resultados mostram
que no livro O Célculo com Geometria Analitica, os exercicios relativos a este subtipo de tarefa
foram propostos para serem resolvidos por meio da técnica mista tpyp_Tasc, quUe consiste em
dividir o numerador e o denominador/ analisar intuitivamente o comportamento. No livro
Célculo, tais problemas foram propostos para serem resolvidos de cinco formas diferentes
(dependendo da situacdo): (1) Por meio da técnica analisar intuitivamente o comportamento
(ta1¢c), mais ou menos justificada pela ideia intuitiva de limites infinitos e no infinito (6;;;); (2)
Através da técnica mista tpry T4c, Que consiste em fazer a troca de variaveis/ analisar
intuitivamente o comportamento; (3) Por meio da técnica mista Ty gc pre_Tasc, quUe consiste em
multiplicar por expressdes conjugadas/ desenvolver e/ou reduzir as expressdes/ analisar
intuitivamente o comportamento; (4) Através da técnica mista Trgs_T4c, Que consiste em
fatorar as expressdes algébricas/ analisar intuitivamente o comportamento; e (5) Por meio da
técnica mista Tpyp_Tac, Que consiste em dividir o numerador e o denominador/ analisar

intuitivamente o comportamento, conforme apresentado a seguir (Quadro 18):

Quadro 18 - Comparativo entre os dois livros analisados quanto aos subtipos de tarefas e

técnicas
SUBTIPOS LIVRO DE LEITHOLD (1977) LIVRO DE STEWART (2017)
DE TECNICA TECNOLOGIA TECNICA TECNOLOGIA
TAREFAS
(51 . . TcyN 0111
to TacG 161 TACG 0161
TACG_DVN 161 PoL
t3 TaIC 0111 TaIc 0111
ty TpvN BpoL psp; Oprc TpvN OpoL psp; Oprc
TFEA EIE-TDVN
ts TFEA EIE-TDVN O7171; OpoL_psp; Oprc TMEC DRE EIE-TDVN 0171 OporL_psp; Oprc
TDRE FEA EIE-TDVN
Taic
Trrv_TalC
te Tpnp-TaiC O TmEc DRE_TAIC O
TrEA-TaIC
Tpnp-TAIC

Fonte: o autor (2019)
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A organizacao didatica. Os resultados deste estudo demonstram que as transposicoes
didaticas das praxeologias matematicas pontuais existentes nas duas cole¢fes avaliadas,
constituidas em torno da determinacédo de limites de fun¢des, cumprem-se em trés momentos
(elaboracdo e sistematizacdo das técnicas, avaliacdo do ambiente técnico-tecnoldgico e trabalho
da técnica).

O segundo momento (o de avaliacdo da técnica), em ambas as obras, ndo acontece em
todos os exemplos resolvidos. Pelo contrério, no livro O Célculo com Geometria Analitica, em
apenas 1 de todas as praxeologias identificadas ocorreu 0 momento de avaliacdo da técnica; ja
no livro Célculo, em apenas 4 de todas as organizac6es identificadas ocorreu 0 momento de
avaliacdo do ambiente técnico-tecnolégico.

Em ambos os livros (nos casos destacados no paragrafo anterior), no momento referente
a avaliacdo dos elementos técnico-tecnoldgicos, o aluno tem a oportunidade de refletir sobre o
que esta sendo ensinado, participando entdo, da sua aprendizagem de maneira ativa. Nos demais
casos, a participacao do aluno é restrita a leitura e observacdo do modelo previsto por cada um
dos autores para aplicar (depois) no estudo de outros limites no momento dedicado ao trabalho
da técnica.

Pode-se destacar, com base no grafico 5, que o livro O Calculo com Geometria Analitica

de Leithold da maior énfase as tarefas t, (determinar limites que envolvam + ), ou seja, limites

3
do tipo lim xx;szx com 30,14% das atividades propostas. Vale destacar aqui, que o0 autor da

X—>+00

referida obra, d& maior preferéncia a técnica mista tpyp_Tac (dividir 0 numerador e o
denominador / analisar intuitivamente o comportamento) para a realizacdo das tarefas t,. No
livro Calculo de Stewart, também ha uma concentracdo maior das tarefas t,, com 27,47% dos
problemas propostos em relacdo ao total. O autor desse livro, também d& maior énfase ao uso

da técnica mista Ty p_T4;c Para a realizagdo de tais tarefas.
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Grafico 5 - Comparativo entre os dois livros analisados em relacdo ao quantitativo de tarefas

27,47%

20,33%

7,69%

LIVRO DE STEWART (2017)

9,34%
22,53% M Tarefa 6

12,64% W Tarefa 5
Tarefa 4

30,14% M Tarefa 3

W Tarefa 2

13,70% M Tarefa 1

LIVRO DE LEITHOLD (1977) 2k 2000
B (]

0,00%

0,00% 5,00% 10,00% 15,00% 20,00% 25,00% 30,00% 35,00%
Fonte: o autor (2019)

Desse modo, pode-se perceber que (em ambos os livros), ndo ha diferencas
significativas no que concerne as preferéncias (majoritarias) em relacédo as tarefas e as técnicas.
De maneira um pouco mais geral, partindo-se do gréafico acima, e observando-se as

tarefas t, (calcular o valor de lim f(x), sendo que ndo ocorrem indeterminacGes nem
xX—a
impossibilidades em x = a), t5 (calcular lim f(x), sendo que ocorrem indeterminacdes para
x—-a

X = a) e tg, VE-se que ndo héa diferencas significativas em relacdo as proporgoes de tais tarefas
nas duas obras estudadas.

A tarefa t; (determinar limites laterais de f(x) com o auxilio de uma investigagdo
intuitiva da expressdo matematica envolvida) é tratada de maneira diferente nos dois livros. Do
gréafico acima, observa-se que, no livro O Calculo com Geometria Analitica, os problemas
relacionados a tarefa t; aparecem com 23,29% do total dos problemas identificados (sendo a 32
maior proporcao no referido livro). No livro Calculo, tais problemas aparecem apenas com
9,34% (sendo a 5* maior proporcdo do total desse livro). Logo, no que concerne a
representatividade da tarefa t5, existe uma diferenca significativa em relacdo aos dois livros
estudados.

A tarefa t, (encontrar o limite de f(x) com o auxilio do gréfico) é (também) tratada de
maneira diferente pelos dois autores. A partir do grafico acima, observa-se que, no livro O

Célculo com Geometria Analitica, os problemas relacionados a tarefa t, aparecem com 8,22%
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do total dos problemas identificados (sendo a 5% maior proporc¢do no referido livro). No livro
Calculo, tais problemas aparecem com 22,53% (sendo a 2% maior propor¢do do total desse
livro). Logo, no que concerne a tarefa t,, existe uma diferenca significativa em relacdo aos dois
livros estudados.

Em relagdo as praxeologias matematicas constituidas em torno das tarefas t,, t3, ty, ts
e te, Ndo ha muitas distingdes, o que ha e uma diferente distribuicdo das proporgdes relativas
ao quantitativo de exercicios existentes em ambos os livros.

A partir do gréfico acima, pode-se ainda concluir que, a organizacdo matematica

constituida em torno da tarefa t; (estimar numericamente o valor de lim f(x)) ndo aparece no
xX—a

livro O Calculo com Geometria Analitica. J& no livro Calculo, essa tarefa aparece com 12,64%
do total de exercicios existentes (sendo a 42 maior proporcdo em relacéo ao total).

Em relacdo as tecnologias, o livro O Célculo com Geometria Analitica, concentra-se
mais intensamente nas propriedades operatorias e da substituicéo direta para limites (6po;_psp).
assim como também, nas propriedades das funcdes continuas (6p¢), com 27,18% em relacdo
ao total. J& o livro Calculo, trabalha mais com a ideia intuitiva de limites infinitos e no infinito,

com 24,81% das situacBes propostas em seus exercicios.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com o objetivo de estudar como autores de livros didaticos de Célculo Diferencial e
Integral propdem situagdes visando a transformacao de um estado de n&o-saber para um estado
de saber em relacdo ao objeto matematico limites de funcGes reais de uma variavel, escolheu-
se duas obras aprovadas e indicadas por prestigiadas universidades brasileiras, a saber: O
Célculo com Geometria Analitica de Louis Leithold (1977) e Céalculo de James Stewart (2017),
para serem submetidas a analise.

Como referencial tedrico, foi decidido (por questdes de adequacdo técnica e teorica),
apoiar-se na Teoria Antropoldgica do Didatico para estudar as organizacdes matematicas e
didaticas acerca da determinacdo de limites de funcGes, que foram encontradas nos livros
selecionados.

Chevallard (1999) afirma que a formacdo dos saberes/conhecimentos, assim como as
praxeologias, envelhecem, e que durante tal processo de envelhecimento, seus elementos
constituintes podem perder seus créditos. Desse modo, em uma determinada instituicdo, podem
desaparecer praxeologias ou aparecer novas praxeologias, que serdo produzidas e reproduzidas
(caso passem a existir).

Para tal, esta dissertacdo foi iniciada relatando, como forma de motivacdo, as
dificuldades enfrentadas por alunos e professores nos processos de ensino e aprendizagem do
Calculo, em especial, do conteudo limites de fungdes de uma variavel real.

Por meio de leituras realizadas sobre livros didaticos, dificuldades nos processos de
ensino e aprendizagem, e organizacdes matematicas e didaticas no contexto da sala de aula,
foram capturados os elementos tedricos e metodologicos necessarios para a formulagdo da
estratégia que foi adotada nesta pesquisa; e que teve por objetivo, estudar maneiras de viver do
objeto matematico limites em livros didaticos.

Tais estudos conduziram aos seguintes questionamentos (mais gerais): Como vivia e
como vive 0 objeto matematico limites de fungGes de uma variavel nos livros didaticos
selecionados? Quais eram e quais s&o (e como se caracterizam) as organiza¢des matematicas
e didaticas relativas aos limites que aparecem nas obras escolhidas? Qual era e qual é a razédo
de ser do contetdo limites de funcbes nos referidos livros texto?

Os estudos acima (também) conduziram aos seguintes questionamentos (mais
especificos): As tarefas sdo bem identificadas? Houve a construcdo clara das técnicas
apresentadas para resolver as tarefas? As técnicas apresentadas sao suficientes para as tarefas

existentes? Existe a possibilidade de desenvolvimento de novas técnicas ou mesmo de
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adaptacdes acerca delas? As tecnologias existentes sao suficientes para justificar e esclarecer
as técnicas usadas? As teorias sao explicitadas e capazes de justificar as tecnologias?

Em seguida, foram realizadas buscas acerca de pesquisas que dissertaram sobre 0
mesmo tema, e de contribuigdes tedricas (outras) que auxiliaram na constru¢do do presente
trabalho.

Das pesquisas que foram contempladas na revisao de literatura, observa-se que Santos
(2013), em sua tese de doutorado em educacdo matematica pela PUC-SP, investigou o objeto
matematico limites de fungBes de uma variavel real no contexto da sala de aula, levando em
consideracdo o professor, o aluno, o livro didatico e a linguagem. Quanto ao que se concebe
acerca de limites, a referida autora identificou e classificou véarias praxeologias matematicas
adotadas em livros didaticos, que gozam de grande aceitacdo em universidades brasileiras de
renome. Dentre 0s aportes tedricos tomados por tal autora, destaca-se a Teoria Antropoldgica
do Didatico (TAD). Rafael (2017), em sua dissertacdo de mestrado em educacdo matematica
pela UFJF-MG, investigou as intervengdes metodoldgicas realizadas por universidades
publicas e privadas para tentar reduzir os indices de reprovagdo na disciplina Célculo
Diferencial e Integral 1. Através de levantamentos e estudos, essa autora trouxe resultados
preocupantes em relacdo as dificuldades enfrentadas por professores e alunos no processo de
ensino e aprendizagem dos contetidos concernentes ao Célculo. Barbosa (2017), em sua tese de
doutorado em educacdo matematica pela UFRPE, investigou as relaces de conformidade entre
o professor, o livro didatico e os documentos oficiais acerca da resolucdo de equagbes do
primeiro grau, baseando-se para tal, na Teoria Antropoldgica do Didatico.

Aradjo (2009), em sua tese de doutorado em educacdo pela UFPE, caracterizou e
comparou as transposigdes didaticas realizadas na Franga e no Brasil acerca do ensino de
equac0es, construindo um modelo de referéncia acerca das praxeologias matematicas pontuais
constituidas em torno da resolucao de equacdes do primeiro grau. A TAD foi o aporte tedrico
tomado por esse autor. Barbosa (2011), em sua dissertacdo de mestrado em educagéo
matematica pela UEPB, realizou um estudo baseado na Teoria Antropologica do Didatico, que
buscou investigar as mudancas ocorridas nas praxeologias matematicas e didaticas constituidas
em torno dos subtipos de tarefas relacionadas a resolucdo de equagdes do primeiro grau em
livros didaticos (ao longo do tempo).

Entdo, partindo-se das organizagdes matematicas identificadas e classificadas por
Santos (2013), foi construido um modelo de referéncia (de praxeologias matematicas) acerca
dos diferentes subtipos de tarefas relacionadas a determinagéo de limites de fun¢bes de uma

variavel real. Para que tal modelo pudesse ser construido e finalizado, foram observados e
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adaptados, os passos metodoldgicos usados por Araudjo (2009) na construcdo de um modelo de
referéncia relativo as equacgdes do primeiro grau.

O livro Célculo de Stewart (2013) foi tomado como espinha dorsal para essa
modelizacdo — por se tratar de uma boa verséo da cole¢do de livros didaticos de Calculo mais
aprovada como bibliografia basica de cursos de graduacdo, em um levantamento simplificado
realizado dentro da presente pesquisa).

Também foram consultados varios outros livros de Célculo e de Anélise aprovados e
adotados por universidades brasileiras.

Ainda foram consultadas, 9 ementas ou planos de ensino (de livre acesso na internet) de
cursos de graduacdo de universidades publicas brasileiras, e 1 ementa e plano de ensino da
disciplina Calculo Diferencial e Integral 1, fornecida pelo Ndcleo de Tecnologia do Centro
Académico do Agreste da UFPE (ver anexos).

A experiéncia do autor, que lecionou a referida disciplina acima durante dois anos para
alunos de Engenharia de Producdo e Engenharia Civil da UFPE, também serviu de alguma
maneira para colaborar com o formato final do modelo de referéncia construido.

Logo apos, procurou-se identificar e caracterizar, em ambos os livros analisados, as
organizacbes matematicas e didaticas referentes a determinacdo de limites de funcgdes. Tais
praxeologias sdo estabelecidas em torno dos subtipos de tarefas e dos elementos técnico-
tecnoldgicos (conceitos béasicos e propriedades), que sdo utilizados para justificar e explicar as
técnicas.

Quanto a metodologia adotada nesta pesquisa, tratou-se de uma abordagem qualitativa
de cunho documental.

Os resultados mostram, que ambas as colecdes de livros analisadas, desenvolvem
trabalhos de elaboracdo e sistematizacdo de técnicas distintas para realizar os diferentes
subtipos de tarefas relacionadas a determinacao de limites.

Os livros analisados justificam, de maneira mais ou menos explicita, a existéncia dessas
diferentes técnicas, procurando deixar claro, os limites e as potencialidades de cada técnica.

A analise do livro O Céalculo com Geometria Analitica revelou que o ensino dos limites
de funces é organizado em torno do estudo dos problemas relacionados aos seguintes subtipos
de tarefas (t,, t3, ts, ts € tg), dando-se mais énfase a elaboracéo e oficializagdo da realizacdo
do subtipo de tarefa t, (determinar limites que envolvam +oo).

Em relagdo as técnicas:

(Tace» Taic) Tovn, TFEAgir  TpyN’ TDNDTAIC)-
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Para realizar os subtipos de tarefas relativos a determinacdo de limites, os resultados
deste estudo mostram que o livro O Célculo com Geometria Analitica privilegia a técnica mista
Tpnp_Tarc, que consiste em dividir o numerador e o denominador/analisar intuitivamente o
comportamento, para resolver os exercicios relacionados ao subtipo de tarefa t,.

No tocante ao subtipo de tarefa t,(estimar numericamente o valor de lim f(x)), esse
xX—-a

livro ndo realiza nenhum trabalho de elaboracéo de técnica.

Em relacdo a exploracdo dos subtipos de tarefas e da elaboracéo das técnicas, no livro
O Célculo com Geometria Analitica, o trabalho é realizado de forma a esclarecer as diferencas
existentes entre os subtipos de tarefas, isto €, buscando esclarecer os limites e as possibilidades
das técnicas elaboradas e sistematizadas.

A andlise do livro Calculo revelou que o ensino dos limites de funcGes € organizado em
torno do estudo dos problemas que contemplam os seguintes subtipos de tarefas (t;, t,, t3, ta4,
ts e tg), com énfase na elaboracéo e oficializacdo da realizacdo do subtipo de tarefa t,.

Em relacdo as técnicas:

(Tevnr Tacer Tace_pvn» Taic) Tovny TFEA_EIE-TDVN» TMEC_DRE_EIE-TDVN» TDRE_FEA_EIE-TDVN>
Trrv_Taic) TMEC_DRE-Taic) TFEA_Taicr TpND-TAIC )-

Para realizar os subtipos de tarefas relativos a resolucdo de limites de funcdes, os
resultados deste estudo mostram que o livro Célculo privilegia a técnica mista tpyp_Ta;c, que
consiste em dividir o numerador e o denominador/analisar intuitivamente o comportamento,
para realizar o subtipo de tarefa t,.

Em relacdo a exploracdo dos subtipos de tarefas e da elaboracao das técnicas, no livro
Célculo, o trabalho é desenvolvido de forma a explicar as diferencas existentes entre os subtipos
de tarefas, isto é, buscando mostrar os limites e as possibilidades das técnicas elaboradas e
sistematizadas.

Algumas respostas para 0s questionamentos (mais especificos) levantados durante a
pesquisa (sempre em relacdo aos dois livros ao mesmo tempo). As tarefas sdo bem identificadas
(com linguagem simples e direta), permitindo a rapida identificagdo dos diferentes subtipos de
tarefas. As técnicas elaboradas para resolver as tarefas sdo claras (e mais ou menos
justificadas). As técnicas apresentadas ndo sdo suficientes para resolver todos 0s exercicios
propostos. As técnicas podem ser combinadas e recombinadas, adaptadas, etc., para enfrentar
0s exercicios propostos mais dificeis (mas exige um estudante bastante habilidoso). As
tecnologias séo suficientes para explicar e justificar as técnicas apresentadas (mas nem sempre

sdo explicitadas nos momentos didaticos). As teorias ndo sdo claramente explicitadas nas
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praxeologias analisadas, mas claramente, sdo encontradas nos textos e sdo suficientes (na
maioria dos casos) para justificar as tecnologias.

Algumas respostas para os questionamentos (mais gerais) levantados durante a pesquisa
(sempre em relacdo aos dois livros ao mesmo tempo). Percebem-se algumas diferencas nas
maneiras de viver do objeto matematico limites (h&, por exemplo, uma diferente distribuicdo
da representatividade das tarefas estudadas, e também, a ndo-presenca (no livro mais antigo)
e presenca (no livro mais recente) da praxeologia relacionada com a atividade de estimar
limites numericamente; das abordagens histérico-epistemoldgicas; do uso de calculadoras,
computadores e sistemas de computacdo algébrica; e das aplicacbes aos demais campos do
conhecimento humano). As praxeologias matematicas sdo praticamente as mesmas (apenas
com diferencas em relacdo a variedade das técnicas). As organizacdes didaticas sao
praticamente as mesmas. A raz&o de ser para limites permanece igual (estudam-se limites para
explicar e justificar todo o resto do Calculo Diferencial e Integral).

Contudo, acredita-se que novos estudos a respeito do funcionamento dessas técnicas,
tarefas, tecnologias, teorias e suas aplicagdes em sala de aula, sejam necessarios (uma vez que
os autores fazem escolhas diferentes para abordar limites em livros didaticos). Diante disso,
pode-se indagar: Qual ou quais sdo as implicacdes no cotidiano do aluno dessas escolhas?
Quais os obstaculos que essas escolhas dos autores podem gerar nos anos seguintes da vida

académica do aluno?
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ANEXO A - EMENTA DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL | DO CURSO
DE ENGENHARIA DE PRODUCAO - 2017/2018 DA UFPE

2| UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
%{ PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
DEPARTAMENTO DE DESENVOLVIMENTO DO ENSINO

PROGRAMA DE COMPONENTE CURRICULAR

TIPO DE COMPONENTE (Marque um X na op¢io)

| X'| Disciplina Estagio
| Atividade complementar Pritica de ensino
Monografia Médulo

STATUS DO COMPONENTE (Marque um X na opgiio)

OBRIGATORIO [ ereTivo [ opramivo

DADOS DO COMPONENTE

) Carga Horaria Semanal N de S
Codigo Nome Cré;ﬁlos Global | Periodo
Teorica | Pratica
PROD0O0OO1 Cilculo Diferencial ¢ Integral 1 04 00 4 60 1
Pré- Co- Requisitos

requisitos Requisitos C.H.

EMENTA

Derivada de Fungdes de uma Varidvel, Propriedades Bésicas das Fungdes de uma Variavel, Integrais de Fungdes de
uma Varndvel,

OBJETIVO(S) DO COMPONENTE
Apresentar ao aluno conceitos bisicos de cileulo diferencial e integral, preparando o aluno para conceitos mais
aprofundados e aplicag@es especificas a engenharia que serdo apresentados em outras disciplinas.

METODOLOGIA
A disciplina consistira de aulas expositivas, exercicios em sala de aula e estudos de casos praticas.

AVALIACAO
Deverdio ser realizados 2 exercicios escolares (EE_I ¢ EE_2) em sala de aula, individuais ¢ sem consulta.

A média da disciplina (MEDIA) ¢ calculada a partir da formula: ([EE_1 ou SCHIHEE 2 ou SCH2])/2.

Seri considerado aprovado por média o aluno que obtiver média da disciplina superior ou igual a 7,0 ¢ freqiiéncia igual
ou superior a 75%.

O aluno que obtiver 3,0 < média da disciplina < 7,0 ¢ freqiiéncia igual ou superior a 75% devera realizar exame final
(EXFN). Para o exame final serd considerado todo o contetido ministrado na disciplina durante o periodo letivo.

A média final ¢ calculada a partir da formula: (MEDIA+[EXFN ou SCHF])/2
Serd considerado aprovado o aluno cuja média final > 5,0,

Apenas uma prova de Segunda Chamada (SCH1, SCH2 ou SCHF) pederd ser realizada pelo aluno que tiver faltado uma
das provas realizadas (EE 1, EE_2 ou EXFN),
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CONTEUDO PROGRAMATICO

Introdugio. Definigio de fungiio continua, definigiio de limite, limites laterais, propricdades operatorias, teorema do
confronto, tcorcma do valor intermedidrio.

Introdugdo. Derivada de uma fungdo. existéncia da derivada, regras de derivagdo, derivadas das fungdes
trigonométricas, regra da cadeia para a derivagio de fungdo composta, derivagio de fungiio dada implicitamente,
derivada da fungfo inversa.

Teorema do valor médio, intervalos de crescimento ¢ decrescimento, concavidade ¢ pontos de inflexio, grafias.
Primitiva de uma fungdo, integral definida, teorema fundamental do calculo, cilculo de drea. Métodos de Integragiio:
Substituigdo e por partes,
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