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RESUMO

Em nosso trabalho, estudamos um sistema de particulas interagentes com comprimento
variavel (SPICV) unidimensional com tempo discreto, em que cada particula pode ter
dois possiveis estados, chamados de mais e menos. Para cada passo de tempo duas
transformagoes ocorrem: a primeira chamada de flip transforma qualquer menos em mais
com probabilidade  independentemente do que ocorre nas outras posigoes; a segunda é
chamada murder, sob sua acao sempre que um mais é vizinho esquerdo de um menos, este
mais desaparece com probabilidade «, independentemente do que ocorre nas outras posigoes.
Mostramos que para esse processo ha um tipo de transicao de fase de primeira ordem.
E também, que o espago de pardmetros (3, ) exibe uma regido para a qual o processo
é nao ergddico e outra para a qual o processo é ergbédico. Apresentamos condi¢des para
que nosso processo Flip-Murder, comecando em uma medida de probabilidade uniforme,
sempre convirja para a configuragdo todos mais. Com o objetivo de encontrar uma curva
Otima que separa as regides de ergodicidade e nao ergodicidade, fizemos um estudo por
meio de uma Aproximacao de Campo Médio e também um estudo computacional por
meio de simulacao de Monte Carlo. Estudamos também um outro SPICV unidimensional
com tempo discreto, em que cada particula pode estar nos estados mais e menos e
para cada passo de tempo duas transformagoes ocorrem: a primeira chamada de flip
transforma qualquer menos em mais com probabilidade (; a segunda, chamada aniquilacao
é imparcial, sob sua acao sempre que um mais ¢ vizinho esquerdo de um menos, ambos
desaparecem com probabilidade «, independentemente do que ocorre nas outras posigoes.
Este processo foi proposto por Toom (2004). Em um dos resultados trazidos para esse
processo, ele mostra no espago de parametros, (a, 3), a existéncia de duas regides, uma
de nao ergodicidade e outra de ergodicidade do processo. Em nosso trabalho, ampliamos
a regiao de nao ergodicidade. Provamos para uma dada classe de distribuigoes iniciais,
chamadas de arquipélagos de menos, que o processo Flip-Aniquilagdo sempre convergird
em distribuicdo para a medida concentrada na configuragdo em que todos os estados sao
mais. Além disso, obtivemos um limite superior para o tempo médio dessa convergéncia.
Por fim, sempre que tomamos uma distribuicao inicial desaa classe, descrevemos o limite
superior do nimero médio de menos. Mostramos que esses limites superiores sao fungoes

da distribuicao inicial.

Palavras-chaves: Sistemas de particulas interagentes com comprimento variavel. Intera-

¢ao nao local. Tempo médio de convergéncia.



ABSTRACT

In our work we study a interacting particle systems with variable length (IPSVL)
one-dimensional with discrete time, where each particle can have two possible states,
called plus and minus. For each time step two transformations occur: the first called flip
which transforms any minus into plus with probability 8 independently of what happens
in the other positions; the second is called murder, under its action whenever a plus
is a left neighbor of a minus, this plus disappears with probability «, independently of
what happens in the other positions. We show for this process that there is a first order
phase transition type. We show in the parameter space (3, «) that there is a region for
which the process is non ergodic and a for which the process is ergodic. We present
conditions for our Flip-Murder process, starting at a uniform probability measure, always
converge to the all plus configuration. In order to find an optimal curve that separates the
ergodicity and non ergodicity regions, we made a study using a Midfield Approximation
and also a computational study by means of Monte Carlo simulation. We also study
another one-dimensional with discrete time IPSVL, where each particle can be in the
plus and minus states and for each time step two transformations occur: the first called
flip transforms any minus into plus with probability 3; the second, called annihilation, is
impartial, under its action whenever a plus is a left neighbor of a minus, both disappear
with probability «, independently of what happens in other positions. This process was
proposed by A. Toom. In one of the results brought to this process, he shows in the
parameter space, («, 3), the existence of two regions, one of non-ergodicity and another
of ergodicity of the process. In our work, we expanded the non-ergodicity region. We
proved for a given initial distributions class, which we call archipelagos of minus, that
the Flip-Annihilation process will always converge on distribution to the configuration
concentrated measure, where all states are plus. In addition, we obtained an upper bound
for the mean time of this convergence. Finally, whenever we take an initial distribution
of this class, we describe the upper bound of the mean number of minus. We show that

these upper bonds are functions of the initial distribution.

Key-words: Interagent particle systems with variable length. Non-local interaction.

Convergence mean time.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A partir da metade do século XX, teve inicio o desenvolvimento de uma nova parte da
teoria de processos estocasticos, chamada teoria de processos estocasticos com interagao
local (MAES et al., 2005; DE SANTANA et al 2015)). Esta teoria é atualmente mais
conhecida por sistemas com particulas interagentes, SPI por simplicidade. Novos tipos
e modelos de SPI tém surgido. Estes novos modelos nao sao explicados completamente
na estrutura matematica da teoria padrao. Os SPI que sao tradicionalmente estudados,
geralmente nao podem ser propostos para modelar fendomenos investigados em teorias
formuladas recentemente (DE SANTANA et al. 2015; MAES et all 2005; RAMOS et al.,
2017). Em nosso trabalho, estudamos um SPI pertencente a uma nova classe de processos.
Diferente dos modelos tradicionais normalmente estudados, o qual considera que o conjunto
de particulas, também chamados espaco, nao muda no processo de interagao, em nosso
processo o espago muda no processo de interagao. Estes processos sao conhecidos por
sistemas de particulas interagentes com comprimento varidvel, SPICV por simplicidade,
(RAMOS et al., 2017, ROCHA et al., [2011; [TOOM, [2004; TOOM et al., |2011)).

Inicialmente, nosso estudo visa fornecer entendimento tedrico através do desenvolvi-
mento de técnicas analiticas e modelagens computacionais, as quais nos fornecam melhor
compreensao desta nova classe. Esta fundamentagao é crucial para fornecer uma melhor
perspectiva de possiveis aplicagoes.

Um modelo de sistemas de particulas interagentes com comprimento variavel considerando-
se o tempo continuo, foi proposto para estudar aspectos da gravita¢ao quantica (MALYSHEV|
2000; MALYSHEV/, 2002).

O modelo de Ising (MCCOQY], 2014) é uma ferramenta importante para o estudo de ma-
teriais com propriedades magnéticas. Seu objetivo principal foi estudar o ferromagnetismo.
Ele apresenta um tipo de transicao de fase em temperatura finita, quando a dimensao do
sistema, d, ¢ maior ou igual a 2; e nao apresenta transicao quando d = 1.

O estudo de percolagao comegou em 1957, motivado por algumas consideragoes fisicas
e muito progresso ocorreu ao longo dos anos, principalmente no caso bidimensional
(GRIMMETT) 1999). Um dos modelos mais simples na teoria de probabilidade que exibe

o parametro critico o, ¢ o modelo de percolacao. Isso significa que ha um parametro de
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ordem no modelo que apresenta um tipo de comportamento para valores menores que a* e
outro para valores maiores que a*. Nos modelos de percolacao os resultados sao faceis de
serem enunciados, mas suas solucoes, quando conhecidas, normalmente requerem métodos
sofisticados (STEIF, |2011; STAUFFER e AHARONY|, 2018]).

Uma classe relacionada de processos estocasticos, chamada de sistema de expansao-
modificacio, foi estudada em (SALGADO-GARCIA ¢ UGALDE, 2013). O sistema de
expansao-modificagao pertence a classe de sistemas dindmicos de substituicao aleatoria, que
tem atraido atencao nas tltimas décadas pelas possiveis aplicagoes nos estudos de evolugao
dos genomas. Isso, devido ao fato de que varios modelos foram introduzidos (dentre eles,
(LI, 1997, MA, et al, [2008; SAAKIAN| 2008; SOBOTTKA e HART) 2011))) para descrever
a evolugao das sequéncias de nucleotideos, bem como os padroes e correlagoes que ocorrem
no genoma. Este modelo pertence ao SPICV.

Nosso trabalho ¢ direcionado ao estudo de SPICV unidimensional com tempo discreto,
onde cada particula pode ter dois possiveis estados, chamados de mais e menos. Temos
interesse em transicao de fase, e no entendimento tedrico e computacional destes processos.

No Capitulo [2] traremos algumas defini¢oes e resultados gerais que serdo utilizados no
desenvolvimento desse trabalho.

No Capitulo [3, estudamos um SPICV onde para cada passo de tempo duas trans-
formacoes ocorrem: a primeira chamada de flip transforma qualquer menos em mais
com probabilidade 3, independentemente do que ocorre nas outras posigoes; a segunda
¢ chamada murder, sob sua ag¢ado sempre que um mais ¢ vizinho esquerdo de um menos,
este mais desaparece com probabilidade «, independentemente do que ocorre nas outras
posi¢des. Mostramos para esse processo que hd um tipo de transicao de fase de primeira
ordem. Mostramos no espago de parametros (/3,«) que existe uma regido para a qual
o processo é nao ergoddico e outra para a qual o processo é ergddico. Para mostrar o
resultado de nao ergodicidade, utilizamos duas ideias conhecidas na literatura: o método
do contorno de Peierls e a dualidade dos grafos planares. Apresentamos condi¢des para
que nosso processo Flip-Murder, comecando em uma medida de probabilidade uniforme,
sempre convirja para a configuracao todos mais, na qual todas as particulas estao no estado
mais. Mostramos também a existéncia de uma outra medida invariante para o operador
Flip-Murder, cuja frequéncia de mais é estritamente menor que 1. Com o objetivo de
encontrar uma curva 6tima que separa as regioes de ergodicidade e nao ergodicidade desse
processo, fizemos um estudo por meio de uma Aproximacao de Campo Médio e também
um estudo computacional por meio de simulacao de Monte Carlo e obtivemos assim duas
curvas que nos permitem conjecturar sobre o comportamento da curva verdadeira (que
separa as regioes de ergodicidade e nao ergodicidade), caso ela exista.

No Capitulo [4] revisitamos um outro SPICV unidimensional com tempo discreto, em
que cada particula pode estar nos estados mais e menos e para cada passo de tempo duas
transformagoes ocorrem: a primeira chamada de flip transforma qualquer menos em mais
com probabilidade 3, independentemente do que ocorre nas outras posigoes; a segunda,
chamada aniquilagdo é imparcial, sob sua acao sempre que um mais é vizinho esquerdo de
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um menos, ambos desaparecem com probabilidade «, independentemente do que ocorre
nas outras posigoes. Esse processo foi proposto por Toom (2004), para o qual ele mostrou
que ha um tipo de transicao de fase de primeira ordem. Num dos resultados trazidos para
esse processo, ele mostra no espaco de pardmetros, («, 3), a existéncia de uma regido para
a qual o processo é nao ergddico e outra para o qual o processo é ergddico. Em nosso
trabalho, ampliamos a regiao de nao ergodicidade. Provamos que para uma dada classe de
distribuicoes inicias, que chamamos de arquipélagos de menos, o processo Flip-Aniquilacao
sempre convergira fracamente para a medida concentrada na configuracao, em que todos
os estados sdo mais. Nao havendo sob essas condi¢oes uma transicao de fase. Além disso,
obtivemos um limite superior para o tempo médio dessa convergéncia, esse limite superior
¢é fungao da distribuicao inicial e apresentamos a forma explicita dessa funcao. Por fim,
sempre que tomamos uma distribui¢ao inicial dessa classe, descrevemos o limite superior

do nimero médio de menos, o qual é funcao da distribuicao inicial.
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Capitulo 2

DEFINICOES GERAIS

Neste capitulo, relembraremos algumas defini¢oes e resultados gerais, que serao utiliza-
dos no decorrer deste trabalho, com o objetivo de fomentar uma melhor compreensao dos
nossos resultados.

Chamaremos de alfabeto qualquer conjunto finito e ndo-vazio e denotaremos por A.
Os elementos desse conjunto, chamaremos de letras, e qualquer sequéncia finita de letras
chamaremos de palavra. O nimero de letras em uma palavra W é chamado comprimento e
denotado por |W|. Qualquer letra pode ser considerada como uma palavra de comprimento
um. Existe a palavra vazia, denotada por A, cujo comprimento é zero. O conjunto das
palavras no alfabeto A é chamado de diciondrio e denotado por dic(A). Denotemos por
Z o conjunto dos ntimeros inteiros e por A4 o conjunto das sequéncias bi-infinitas, cujos
termos sao elementos de A. Essas sequéncias bi-infinitas podem ser encaradas como
fungoes x : Z — A, sendo x(i) denotado por ;.

Lembremos o enunciado do Teorema de Tychonoff, cujo estudo mais detalhado, pode
ser encontrado em (MUNKRES| 2000) e (LIMA | 1970).

Teorema de Tychonoff. Um produto cartesiano arbitrdrio de espagos topologicos com-
pactos, € compacto na topologia produto.

Denotemos por A a topologia discreta sob A. Consideremos medidas de probabilidades
na o-algebra A% do espaco produto A% dotado com a topologia, que é o produto das
topologias discretas sob todas as copias de A. Uma vez que A é finito, ele é compacto na
topologia discreta, e pelo Teorema de Tychonoff, A% também é compacto.

Como sempre, translacdes em Z geram translacoes em A% e consequentemente geram
translacoes em A%. Denotemos por M o conjunto das medidas de probabilidade uniformes
em A%. Chamamos uma medida x4 € M uniforme, se ela ¢ invariante sob todas as

translagoes. Isto é, para toda palavra W = (aq,...,a,),

:u(W) = lu(alv s 7a”n> = /’L(Si-‘rl =Qa1,--.,Si4n = an)u

para todo ¢ € Z. Para formar uma medida uniforme, o nimero p(W) deve ser nao negativo,
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e para qualquer palavra W (incluindo a palavra vazia)

pW) = 3 pW,a) = 3 sla, W)

aceA aceA

onde (W, a) e (a, W) sao concatenagoes da palavra W e da letra a nas duas possiveis

ordens.

2.1 Operadores de Substituicao

Neste ponto traremos algumas definigdes e resultados descritos em (TOOM et al., 2011
ROCHA et al., [2011)).

Dadas duas palavras W = (aq,...,a,) e V = (b,...,b,), onde |W| < |V, chamamos
os numeros inteiros pertencentes ao intervalo [0,n —m], de posicoes de W em V. Dizemos

que W entra em V na posicao k se
VieZ:1<i<m= a;=Dby.

Chamamos uma palavra W de auto-sobreposi¢cio se existe uma palavra V tal que
V| < 2|W| e W entra em V em duas diferentes posigoes. Uma palavra é chamada
auto-evitando se ela nao é auto-sobreposicdo. Em particular, a palavra vazia, toda palavra
consistindo de uma letra, e toda palavra consistindo de duas letras diferentes sao auto-
evitando.

Um Operador de Substituicao genérico, ou OS por simplicidade, atua de M em M da
seguinte maneira: dadas duas palavras G e H, onde G ¢é auto-evitando, e um nimero real
p € [0,1], um operador de substituigdo, falando informalmente, substitui toda ocorréncia
da palavra G' em qualquer configuragio, pela palavra H com probabilidade p (ou a deixa
inalterada com probabilidade 1 — p), independentemente do que acontece nas outras
posi¢oes. Denotamos este tipo de operador por (G 5 H ).

Definimos uma palavra aleatéria X no alfabeto A, como uma variavel aleatoria sobre
dic(A) que é concentrada em um subconjunto finito de dic(.A). Uma palavra aleatoria é
determinada por suas componentes P(X = V), isto é, a probabilidade de X = V| cuja
soma ¢ 1, o conjunto {V : P(X = V) > 0} ¢ finito.

Seja €2 o conjunto das palavras aleatérias em A. Vamos definir algumas classes de
operadores atuando sob palavras aleatérias, que chamamos operadores bdsicos.
Operador Basico 1: Conversao (g > h). Para qualquer duas letras diferentes g, h € A,
definimos a conversdo de g para h como uma aplicacdo de 2 em ). O operador conversao
transforma cada ocorréncia da letra g na letra h como probabilidade p € [0, 1], ou a deixa

inalterada com probabilidade 1 — p, independentemente das outras ocorréncias.

Observacao 1. O operador de conversao é o unico operador linear, dentre 0s 5 que vamos
apresentar neste momento.
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Operador Basico 2: Insergdo (A % h). O operador de insercdo introduz uma letra
h ¢ A entre todas duas letras vizinhas em uma palavra aleatéria no alfabeto A com
probabilidade p € [0, 1], independentemente das posigoes das letras.
Operador Bésico 3: Eliminacdo (¢ % A). A eliminacdo de uma letra g € A com
probabilidade p € [0,1), em uma palavra aleatéria, significa que cada ocorréncia de
g desaparece com probabilidade p ou permance inalterada com probabilidade 1 — p,
independentemente das outras ocorréncias.
Operador Basico 4: Compressao (G N h). Dada uma palavra ndo-vazia e auto-
evitando G no alfabeto A e uma letra h ¢ A, a compressio de G em h é a seguinte
aplicagdo de Q(A) em Q(A’), onde A = A uU {h} e Q(A) é o conjunto das palavras
aleatérias no alfabeto A tal quev cada ocorréncia da palavra G é substituida pela palavra
h com probabilidade 1.
Operador Basico 5: Descompressao (g L H ). Dada uma palavra nao-vazia e auto-
evitando H no alfabeto A e uma letra g ¢ A, a descompressao de g em H é uma aplicacao
de Q(A’) em Q(A), onde A" = A v {g} dada por: toda ocorréncia da letra g é substituida
pela palavra H com probabilidade 1.

Note que os operadores basicos de 1 a 5 sao OS.

Definicao 1. Sejave M eP =Pyo---0P;, onde Py,...,P; € uma sequéncia finita de
operadores de substituicao. Entdo, definimos o processo de substituicdo discreto generalizado

(1), onde vy = v, como seque,
v (W) = vPY (W) para toda palavra W,

e P' denota a t-ésima composicio do operador P.
Definicao 2. Uma medida jv € chamada invariante para uma operador P, se uP = p.
Os seguintes resultados, provados em (ROCHA et al., [2011)), serao utilizados por nés;

Resultado 1 (Teorema (ROCHA et al., 2011)). Consideremos um processo de substitui¢io
discreto generalizado v, = vP", onde P = P1Py---P; como na definicio . Seja R < A?
algum subconjunto da o-dlgebra A%. Entdo, se v,(c) < § (respectivamente v,(c) = €) para
todo ¢ € R, entdo P tem uma medida invariante p tal que p(c) < 0 (respectivamente

p(c) =€) para todo c € R, onde §,¢ > 0 sdo constantes positivas.

Resultado 2 (Teorema (ROCHA et al., 2011)). Dadas duas palavras G e H, considere
o operador (G % H) atuando sobre medidas, onde G é auto-evitando e p € [0,1] (p <
1, se H =A). Entao as sequintes identidades valem para qualquer s, g,h ¢ A:
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Definicao 3. Dizemos que um processo uP*, onde u é alguma medida inicial e P é um

operador, é érgodico, se tlim uP! existe e é o mesmo para qualquer medida inicial .
—00
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Capitulo 3

O OPERADOR FLIP-MURDER

3.1 Introducao ao operador Flip-Murder

Em (TOOM, [2004)) foi proposto um processo de comprimento variavel composto pelos
operadores Fg e A,, onde Fz é o operador que transforma cada componente em uma
configuracao do estado menos para o estado mais com probabilidade /3, independentemente
uma das outras, e A, é o operador que elimina toda palavra @& com probabilidade «, ou
seja, sempre que um mais é um vizinho esquerdo de um menos, essa palavra é eliminada
com probabilidade «, independentemente de outras ocorréncias dessa palavra. Dentre os
resultados, foi exibida a existéncia de uma transicao de fase de primeira ordem. Contudo,
para melhorar a tratabilidade do operador A,, algumas consideragoes foram necessarias;
em uma, o conjunto de medidas teve que ser uniforme, e em outra, que ele denotou por
caso problematico, ocorre quando o« = 1, o que levou a necessidade de se estudar esse
operador nesse caso particular no trabalho (RAMOS e TOOM, [2008)).

Neste trabalho, propomos um outro processo de comprimento varidavel unidimensional
substituindo o operador A,. Diferente de A,, nosso operador fard nosso processo mais
equilibrado pois, ao atuar em uma palavra do tipo @O, ele ira eliminar somente a letra @
com probabilidade «. Eliminando a necessidade de se estudar este modelo com distintos
cenarios, a € (0,1) e & = 1. Em nosso modelo, conseguimos reproduzir de forma qualitativa,
todos os resultados obtidos no modelo Flip-Aniquilagao, com a vantagem de trabalhar
com um modelo menos complexo.

Vamos mostrar alguns resultados considerando que nosso alfabeto A tem apenas dois
elementos, que denotamos por © e @ e chamamos de menos e mais. Neste caso, nossos
operadores atuam em Mg gy, 0 conjunto das medidas normalizadas, uniformes no espaco
de configuracio {©,®}%. A seguir, vamos definir dois operadores atuando em Mica €
que dependem dos parametros o e 3, onde «, 3 € [0, 1].

O operador que chamamos de flip, e denotamos por Fg, é bastante conhecido. Este
operador é de comprimento constante e linear. Sob sua acao, qualquer menos se transforma
em mais com probabilidade 3, independentemente uns dos outros. Precisamos representar

o operador flip usando variaveis auxiliares independentes. Denotemos por z; € {©,®},
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para todo i € Z, as coordenadas do espaco {©,®}4, onde a medida inicial p é dada.
Usaremos também, variaveis mutuamente independentes Fj, para todo ¢ € Z, cada uma
delas tomando dois valores chamados mover e ficar, distribuidas de acordo com a medida
produto 7, definidas da seguinte maneira:

7 mover, com probabilidade S,
’ ficar, com probabilidade 1 — .

Para finalizar a definicdo desse operador, tomamos um terceiro conjunto de variaveis
y; € {©,@}, para todo i € Z, em que a medida pFs ¢ induzida pelo produto das medidas
e m com a aplicagao

O, sex; =06 e F; = ficar,

Yi =
@, em todos os outros casos.

O operador Fg pode ser aplicado a uma medida p € Mg gy e produz uma medida em
M@}, preservando o conjunto das medidas uniformes e normadas.

O segundo operador que chamaremos de murder ¢ denotado por M, : Mg gy — Mg g}
Este operador é de comprimento variavel. Sob a acao deste operador, sempre que um mais é
vizinho esquerdo de um menos, o mais desaparece com probabilidade «, independentemente
de outras ocorréncias deste tipo. Falando informalmente, sempre que uma palavra &S
ocorre na configuragao infinita, o mais desaparece com probabilidade oo independentemente
de todas as outras ocorréncias. Note que sob a acao de M, os Sitiosﬂ eliminados desaparecem
completamente ao invés de ir para outro estado. Se considerassemos um processo similar
em uma configuragao finita, toda acdo do operador murder em uma palavra @O decresceria
o tamanho da configuragdo em uma unidade. Devemos definir M, como uma superposicao
de dois operadores: M, = Trap,Hide; primeiro a acao de Trap, e depois a acao de Hide.
Podemos imaginar que quando Trap,, ¢ aplicado, uma armadilha ocorre com todo par de
@ e © ocupando a i-ésima e a (i + 1)-ésima posigao, respectivamente. Se um comando
“atacar!” é dado, o que ocorre para todo tal par independentemente uns dos outros, com
probabilidade «, a componente no estado menos “assassina” a componente no estado mais.
Caso contrario, um comando “parar!” é dado, e nada acontece. Quando Hide é aplicado,
os “cadaveres” sao ocultados e os sitios vivos fecham a configuragdo, tornando-se vizinhos.

Agora, vamos definir o operador Trap,, (que chamaremos de operador armadilha), um
operador linear e de comprimento constante que transforma qualquer medida em {©,®}4
em uma medida em {©,®,®}4, onde ® é um terceiro estado, introduzido especialmente
para esta ocasiao e chamado de morto. Estados diferentes de morto, isto é, os estados
mais e menos, sao chamados vivos. Mais uma vez, vamos chamar x; € {O,®}, i € Z, as
coordenadas do espacgo {©, ®}%, onde a medida original i estd definida. Usaremos também
variaveis mutuamente independentes A; para todo i € Z, cada uma tomando dois valores
chamados atacar e parar distribuidas de acordo com a medida produto 7, definidas como

ltambém chamados de componentes ou posicdes
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segue
A { atacar, com probabilidade «,
i e

parar, com probabilidade 1 — «,

para qualquer i € Z independentemente de todas as outras componentes e da medida pu.
Denotemos por y; € {©,®, ®} as coordenadas do espago, onde a medida pTrap,, é induzida

pelo produto de p e m, com a seguinte aplicagao:

©, sex;=@®, v =O e Ajy = atacar,
Yi =
r;, em todos os outros casos.

Note que, por um lado, p(®) = (P, ®) + (P, O) e, por outro lado, u(®) = p(®, D)

#(©,). Dai, j(®,0) = j(©,®). Além disso, (@, ©) + u(©,®) < 1. Logo, u(@®,8) <
Portanto, sendo o < 1, e da definicao de Trap,,, temos

+
1
2

. (3.1)

N | —

p1Trap, (©) = ap(®,0) <

Agora vamos definir o operador de comprimento varidvel Hide : Mg g 0y — Mg}
Para qualquer p € Mg g @), expressamos os valores de pHide sob todas as palavras no
alfabeto {©,®} em termos dos valores de u sob todas as palavras no alfabeto {©,®, ®}.
Definiremos pHide(A) = 1. Para qualquer palavra nao vazia W = (aq, ..., ax) € dic(©,®),
definimos

pHide(W) = pHide(ag, ..., ax)
1

0
— 1 72 M k-1 _ Tk 2
1—N(®>n1,.§k_ou(ao® a1 O™ ay- - O™ axy O™ ar),  (3.2)

onde ©" significa uma palavra consistindo de n letras, todas as quais sdo iguais a ©, em

particular ©° = A. Assim,
ap O™ a; O™ ag - O™ ag_1 O™ ay,

significa a palavra que comecga com a letra ag, em seguida tem n, letras ©, depois a letra
a1, em seguida tem ns letras ©, depois a letra as, e assim sucessivamente até ny letras ©, e
finalmente a letra a;. Note que a féormula é nao linear, dai a teoria bem desenvolvida
de operadores lineares nao pode ser aplicada aqui, o que adiciona uma dificuldade para
lidar com processos de comprimento variavel. No caso particular em que k = 0, da equagao

temos
(@)

)

Note que, para qualquer @ < 1, o operador M, = Trap,Hide pode ser aplicado a

pHide(©) = ——— pHide(®) (3.3)

qualquer medida em Mg g e retorna uma medida em Mg g;.
Usando a notagao do Capitulo , o operador murder ¢ denotado por (O > ©).
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Denotemos a medida
pr = 0o (FaMy), (3.4)

onde dg ¢é a medida concentrada na configuracdo todos menos.
Vejamos a seguir alguns casos triviais para nosso processo ([3.4]), os quais ndo deveremos
nos preocupar no desenvolvimento das provas de nossos resultados.

1) Sea=0efe(0,1), entdo dg(FsM,)" — g com t — oo.
2) Se f=1eael0,1], entdo dgFsM, = dg.

3) Se 5 =0¢e acel0,1], entdo dgFsM, = do.
o?
Teorema 1. Seja a€ (0,1). Se < T
(A.|1) entao, para todo valor natural t, p,(P) < 1.
(B. 1)) entdo, existe uma medida, v, tal que v(FgM,) = v, onde v(®) < 1.

Note que, se considerarmos inicialmente a configuracao todos mais, entdo nem o
operador flip nem o operador murder mudam essa configuragao, logo dg € invariante para
FsM, para quaisquer o e 8. Assim, o Teorema [I| implica que o operador FsM, nao pode

ser ergbdico quando 3 < /55, porque neste caso, y; nao pode convergir para dg.

Teorema 2. Se a < h(3), entdo a medida p; tende para ég, quando t — oo, onde

28, se B <,
h(g) = 8 *
A-prra_pp P70

4 2
+ o
3(26+6y33)"° 3

Os Teoremas [I] e [J mostram que a sequéncia de medidas y; tem dois diferentes modos

1 1/3
em que [* = 5 <26 + 6\/@) +

de comportamento. No primeiro modo (8 < a?/55) estas medidas nao tendem para dg
quando t — o0 e no segundo modo (h(3) > «) elas tendem para dg. Na Figura[5|resumimos
nossos resultados dos Teoremas [I] e [2| juntamente com o Lema [6] e uma simulacao de

Monte Carlo que fizemos para o processo Flip-Murder.

s

Teorema 3. Sejam o, B € (0,1) e p € Mg gy. Se u(©) € <O, o(=7)
all —

> , entdo p1 (FsMg)"

tende para dg, quando t — 0.

Denotemos por s(/3, ) o supremo das densidades de @ na medida p, para todo natural
t.

Teorema 4. Para todo o € <(165), 1), s(8,a) nao € continua como fungdo de 3.
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Nossos teoremas mostram semelhancas e diferencas entre nosso processo e o bem
conhecido processo de contato (ver (LIGGETT), 2012)). Uma vez que nosso processo é
discreto, é melhor compara-lo com o bem conhecido processo de Stavskaya, uma versao com
tempo discreto do processo de contato (ver (STAVSKAYA e PIATETSKI-SHAPIRO, 1971))).
Usando nossa notagao, o processo de Stavskaya é uma sequéncia de medidas dg(FzStav)’,
onde o operador deterministico, de comprimento constante, Stav : {@,@}Z — {5, (—B}Z é

definido pela regra

@, S€ S = Sk4+1 = @,

©, 1nos outros casos.

Vse {O,®)%, keZ:(sStav), = {

O operador Stav favorece os menos em comparagao aos mais, porque ele torna qualquer
mais em um menos sempre que seu vizinho direito ¢ um menos, mas nunca torna menos
em mais. O operador Fg, pelo contrario, torna menos em mais com uma taxa 3. E natural
que a composicao destes operadores se comporte de maneira diferente para valores grandes
de [ e para valores pequenos de . A saber, quando (5 é grande, os menos desaparecem
e quando 3 é pequeno eles nao desaparecem. Em nosso caso, o comportamento é mais
inesperado: Fz favorece os mais para qualquer S > 0, de modo que os menos ainda
sobrevivem para 3/a? suficientemente pequeno.

Ao contrério do nosso processo, como mostrado pelo Teorema [3], o processo de Stavskaya
nao tende para dg de qualquer medida inicial em que os menos e os mais estao misturados
de forma aleatoéria em qualquer proporgao, se considerarmos que a densidade inicial de

menos é positiva e § é suficientemente pequeno.

3.2 Prova dos Teoremas 2}, 3| e

Nesta se¢ao iremos provar os Teoremas [2] [3] e [4], pois a prova do Teorema [I] é bastante
construtiva e depende de algumas defini¢oes e resultados que apresentaremos nas segoes [3.3
e Iniciaremos provando o Teorema [3| pois, sua prova é independente, e o utilizaremos
para provar o Teorema [2

Notemos que os Teoremas e 4] apenas fazem sentido quando (1Bﬁ) < 1.
& J—
Prova do Teorema [3] Vamos mostrar inicialmente que pFsM,(©) < u(©). Note que

para toda p € Mg gy, temos que uTrap,(©) = u(©). Este fato, juntamente com (3.1)) e
(3.3) implicam que

_ uFs(e)
WO = T 0F (.00

Da consisténcia da medida temos, pu(Q) = u(Q,0) + u(©,®). Uma vez que u(6,0) = 0,
segue que u(©) = u(@, ). Consequentemente,

(3.5)

pRs©)  _ pRs(©)
1 —apFs(®,0) 11— auFs(e)
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Da defini¢do de Fz temos que uFs(0) = (1 — 5)u(©). Logo,

pFs(©) < E(E) (3.6)
1—apFs(@,0) ~1—a(l-u©) '

Deste modo, é suficiente mostrarmos que

(1 —pB)u©)
[ all- 0O < (). (3.7)
Com efeito,
(1-8)u©)

— —B+all-B)u(©) <0
B
(1= 5)

= p(0) <

Portanto, se u(©) € <O, (155)>, juntamente com (3.5)), (3.6)) e (3.7, segue que
a R

#FsMa(©) < ().

Note que u(FsM,) (@) > 0, para todo t € N. Se u(©) € <O, a(lﬁ—ﬁ)) entao

w(FsMy )t (©) € (0, (15 B)) Vamos mostrar este resultado usando indugao em ¢.
a [—
e Para ¢t = 1 temos da parte inicial que: uFsM,(©) < u(©). Portanto, pFszM,(©) €

(-3

e Suponha que o resultado ¢é valido para t e vamos mostrar para t + 1. Note que,

u(FsMa)"H(©) = p(FsMa)' (FsMa)(©)-

Como por hipdtese de inducao p(FsM,) (©) € <0, (155)) segue como con-
all —

sequéncia da parte inicial que

M(FBMa)t(FﬂMa)(@) < U(FﬁMa)t<@)-

Portanto, u(FgM,)™(©) € (O, a(lﬂ— 5))
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Se ul©) € (0’ auﬁ—m

sequéncia p(FsM,) (©) é mondtona decrescente. Pois,

), entao da parte inicial e do resultado acima temos que a

u(FsMa) ™ (©) = pu(FsMa)' (FsMa)(©) < n(FsMa)'(©).

Como a sequéncia p(FgM,)!(©) é mondtona decrescente e limitada inferiormente por zero,

segue que u(FsM,) (@) — 0, quando t — oo. Ou equivalentemente, p(FsM,)! — dg,

quando t — 0. O
Agora vamos provar o Teorema [2]

Prova do Teorema Note que, o caso § = 0 é impossivel, e h(5) nao esté definida

para = 1, deste modo vamos considerar 5 € (0,1). Se existe ¢t € N tal que 1,(O) €

(0, (15@), 0 Teorema segue como consequéncia imediata do Teorema . Se 5 > 3%,
a JR—
entao estamos no caso em que

B
(1-p)2+(1-p5)p?

o <

e neste caso, para t = 1 temos que u1(©) € (0, (165))’ pois das defini¢oes de Fz e M,
a JR—
doFs(©)
= O0gFsM, =
:ul(@) ol s (@) 1 — a(S@F,B(@a @)
1-p5 1-p

1 — adoFs(@)0cFs(©) ~ 1—af(l—5)
Além disso,

1-5 5 3

a <

1—af(1—-8) “a(l-8) _ “TU-pr+(1-pp5

Com isso, o teorema estd provado.

Por outro lado, suponha que § < %, entdo estamos no caso em que

o < 20.

Neste caso, suponhamos que p;(©) = g para todo t € N. Vamos mostrar que isso

T a(l-p)

¢ impossivel. Note que,

pi+1(8) = 05(FsMa) 1 (©) = 0o(FsMa)' (FsMa)(©) = 1(FsMa)(©).

Da definicao de Fg e M, temos que,

ﬂt+1(@) _ (1 _ B):U’t(@)

=T e (@,0) (3.8)
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Lembremos que para toda 1 € Mg g}, (@, 0) < 1/2, logo ap(®,O) < o/2, usando este

fato em obtemos,
(1-B)m(©) ‘

Portanto,

U= Ad©) 1__5 ):/té@) ()
(1= B)m(©) — m(©) + (a/2)m(S)
1—a/2
(/2 = B)m(©)
l—a/2

1 (©) — m(©) <

Esta tltima igualdade é uma funcao linear com relacao a p(©). Note que:

e Se 1 (©) = a(lﬁ_ﬁ), entao
(a/2 = B)m(©) _ (a/2 = B)(B/a(l - B)) < 0, pois estamos no caso em que a < 20.
1 —a/2 1—a/2

e Se 11,(©) = 1, entao

(/2= B)m(©) = (/2= 5) < 0, pois estamos no caso em que o < 2.
1—a/2 1—aw/2

Portanto, se a < 23, ambos os valores dos extremos do intervalo onde a fun¢ao linear

(/2 — ) (©)

esta definida sdo negativos, deste modo,
1—a/2

Ht+1(@) - Ht(@> s m,

onde m é uma constante negativa. Sendo assim, podemos observar que

1(0) = 10(0) = 11u(©) = 111 (0) + p-1(O) = —2(0) + -+ + 1 (O) — p(©) < tm,

logo, 1:(©) < tm + 1, onde m é uma constante negativa, portanto, p;(©) — —o0, quando
t — o0, o que é impossivel porque a probabilidade nao pode ser negativa. Portanto, o
Teorema [2] esté provado. O
Suponhamos provado o Teorema [I] e vamos provar o Teorema [4]
Prova do Teorema |4, Note que s(f, @) ndao pode tomar valores no intervalo
(1 —(B/a(l —pB)),1), porque se s(f, a) tomasse valor nesse intervalo, entao existiria um
numero natural ¢ tal que p,(®) > 1—(8/a(1—7)), o que é equivalente a 11,(©) < B/a(1—7).
Entao, devido ao Teorema , (@) tende a 1, quando t — oo, dai, s(f,a) = 1.

Note que, inicialmente, estamos considerando «, 3 € (0,1), todavia o Teorema
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apenas faz sentido quando h(5) < 1. Mas h(f) = 1 e 5 € (0,1) se, e somente
se, f =1/3 (2 — 54/2/(3v69 — 11) + /(3469 — 11)/2> ~ 0.4301. Portanto, uma vez
que h(() é crescente, podemos considerar para a validade deste teorema que [ <
1/3 (2 —55/2/(3v/69 — 11) + ¥/ (3v/69 — 11)/2). Assim, para qualquer o € (5/(1 — ), 1),
s(f8, )

e ¢igual a 1se a < h(f), devido ao Teorema [2}

e tende a 0, quando 8 — 0, devido ao Teorema [I}

e nio pode assumir valores no intervalo (1 — (5/a(1 — f)), 1), devido ao Teorema

Portanto, s(3, «) nao pode ser continua como fungao de . ]

3.3 O processo v e sua representacao grafica

Nossa prova do Teorema [1| ¢ baseada em duas ideias bem conhecidas na literatura: o
método do contorno de Peierls e a dualidade dos grafos planares. Para mais detalhes sobre
esses métodos, ver (GRIMMETT, 1999). Vamos introduzir um processo v, que difere
do nosso processo original no seguinte sentido: nao necessitamos ocultar as particulas
mortas em cada passo de tempo. Podemos deixéd-las onde elas estdao, mas, neste caso,
temos que sacrificar a localidade, a saber, temos que organizar a interacao das particulas
vivas como se as particulas assassinadas estivessem escondidas. Denotemos por x € Z as
coordenadas do espaco. Usaremos também um parametro natural y, que ¢ igual a zero no
comego e cresce de um em um apoés toda aplicacao de Fg ou M. Assim, y cresce para dois
quando t na equagao (3.4) cresce para um. Denotemos por F(z,t) e A(x,t) e chamamos
de varidveis bdsicas aquelas variaveis F; e A;, que participaram na t-ésima aplicacao de
FsM,. Portanto, nosso espago basico ¢

Q0 = ({mover, ficar} x {atacar, parar})“**

com coordenadas
(F(x,t), A(z, 1)), ondexveZ, teZ,

e com uma medida produto 7, de acordo com o que para todos x,t

Fo,t) mover, com probabilidade [,
x,t) =
ficar, com probabilidade 1 — S,

(3.9)

Az, 1) atacar, com probabilidade «a,
x,t) =
parar, com probabilidade 1 — a.

Denotemos por
V= {(l’,y),l’ € Zay € Z+}
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O conjunto dos pares (z,y) € V com um dado y, sdo chamados de y-niveis ou apenas
niveis. Todo par (z,y) € V tem um estado denotado por estado(z,y), que é igual a ©, @
ou O e todos esses estados sdo funcdes dos w € 2 definidos da seguinte maneira indutiva.

Base de Indugao. estado(x,0) = ©, para todo x € Z.
Passo de indugado quando y é par, isto é, y = 2t, onde t € Z, (imitando a agdo de
Fs). Para todo x € Z:

@, se estado(z,2t) = © e F(x,t) = mover,

estado(z,2t), em todos os outros casos.

estado(z,2t + 1) = {

Passo de indugado quando y é impar, isto é, y = 2t + 1 onde t € Z, (imitando a
acao de M,, mas sem a localidade). Para todo x € Z:

o, se estado(z,2t + 1) = @ e existe 2’ > z tal que
estado(z’,2t + 1) = © e A(2/,t) = atacar e para todo

estado(z, 2t+2) = ( ) =©e A1) b
' eZ:x <2’ <a = estado(z",2t + 1) = ©;

estado(z, 2t + 1), em todos os outros casos.

Falando informalmente, neste processo as particulas nunca desaparecem e permanecem
com os mesmos indices inteiros que elas tinham no inicio. Se uma particula é assassinada,
ela vai para o estado morto, ®, e permanece neste estado para sempre. Particulas vivas
interagem como se as particulas mortas nao existissem. Deste modo, temos uma aplicagao
definida indutivamente de Q em {©,®, ®}". Denotemos por v a medida em {O,®, O}V
induzida pela distribuicao 7 das variaveis basicas com esta aplicacao e v, a distribuigao
dos estados no y-ésimo nivel. O processo v é 1til para nés porque

Vthide = Ut (310)

para todo t.
De fato, vamos mostrar por inducao.

e Para t = 0, temos que, por definicdo do processo v, estado(z,0) = ©, para todo
x € Z, logo 1y ¢ a configuragao todos menos, portanto imune a acao do operador
Hide, além disso, up = dg, portanto,

l/(]Hide = Uo-

e Suponha que o resultado ¢ vélido para t, isto é, vo;Hide = p; e vamos mostrar para
t+ 1.
pes1 = 0o(FsMa)™ = d5(FsMa) (FsMa) = 11(FsMa).
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Como por hipétese de indugao u; = vo Hide, entao

e (FsMy) = vy Hide(FsM,) = v Hide(F5Trap, Hide)
= VQtHide(VQHide> = I/QtVQHide

= V2t+2Hide = I/Q(t+1)Hide.

Pode-se verificar também que

(a) v (estado(z,y) = ©) > 0 para todo (z,y) € V.

(b) Para qualquer inteiro zy e qualquer natural y

< v (Y = xg : estado(z,y) # ©) = v (Vx < ¢ : estado(z, y) # ©) = 0. (3.11)
(¢) w(©) > 0 para todo natural t.

(d) Para qualquer inteiro zo e qualquer natural y

(Ve = xg 0 8y # O) = (Ve < xg: 8, #O) = 0.

Agora vamos partir para a representacao grafica do processo v. No desenvolvimento
do texto devemos ignorar alguns eventos, cuja probabilidade é zero. Assim, lendo eles,
devemos mentalmente inserir “quase”, “quase todos”, “quase certamente”, sempre que
necessario. Para qualquer w € Q definimos um grafo G. Além de descrever o grafo G,
devemos descrever como desenhé-lo no plano, representando vértices por pontos e arestas

por curvas (na verdade, seguimentos de reta). O conjunto dos vértices de G é
Ve = {(z,y) € V,estado(z, y) # O}

e todo vértice (z,y) é colocado em um ponto (z,y) do plano, onde z e y sao as coordenadas
ortogonais usuais, o eixo x é horizontal e o eixo y é vertical. O grafo G tem dois tipos de
arestas, que chamamos arestas verticais e arestas horizontais. Vamos descrevé-las.

Arestas verticais. Quaisquer dois vértices (z,y1) e (z,y2) de G, onde yo — y; = 1,
sdo conectados com uma aresta vertical. A diregdo desta aresta de (z,y;) para (z,ys) é
chamada norte, a outra dire¢ao é chamada sul. Chamamos (x,y;) de vizinho sul de (z, y2)
e (z,y2) de vizinho norte de (z,y;).

Arestas horizontais. Quaisquer dois vértices (z1,y) e (z2,y) de G, onde 71 < xo,
estao conectados por uma aresta horizontal se

VeeZ:r <x<xy=>estado(x,y) = Q.

A direcao desta aresta de (z1,y) para (z2,y) é chamada leste, a outra dire¢ao é chamada
oeste. Chamamos (z1,y) de vizinho oeste de (x2,y) e (z2,y) de vizinho leste de (z1,y).
Assim, GG, que tem apenas estas arestas, que estao especificadas acima, esta definido. Estas
arestas sao representadas por segmentos de reta conectando os pontos representando o fim
das arestas.
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Um vértice de G, cujo nivel y é par, sempre tem exatamente um vizinho oeste,
exatamente um vizinho leste e exatamente um vizinho norte. Também tem exatamente
um vizinho sul, exceto o caso y = 0, quando ele ndo tem vizinho sul. Um vértice de G,
cujo nivel é impar, sempre tem exatamente um vizinho oeste, exatamente um vizinho
leste e exatamente um vizinho sul. Além disso, ele pode ter um vizinho norte ou nao.
Devido a definicao de GG, todo vértice dele deve estar no estado @ ou ©; no primeiro caso,
o chamamos de um @-vértice e no segundo caso de um S-vértice.

E evidente que diferentes arestas de G ndo se interceptam, exceto nas extremidades
em comum. Devemos chamar a figura de G sua representacao no plano. Esta figura corta
o plano em partes, que chamamos de faces. Assumimos que todas as faces sao fechadas.
Dizemos que duas faces sao vizinhas se elas tem uma aresta em comum. Nossa figura
de G tem exatamente uma face ilimitada, a saber, a metade inferior do plano. Todas as
outras faces de GG sao limitadas e a chamamos de caizas. Toda caixa tem a forma de um
retangulo, intercalada entre duas linhas pararelas nos niveis y; e y; + 1, onde y; é natural;

assim, podemos denota-las por
{(z,y) eR*:zy Sz < mpyyn <y <ur + 1} (3.12)

Para todo natural ¥, as caixas intercaladas entre as linhas paralelas nos niveis y; e y; + 1
formam uma sequéncia bi-infinita, em que todos dois termos proximos tem um lado em
comum, e que chamamos de corredor horizontal no sub-nivel y; + 1. Qualquer caixa tem
pelo menos quatro vértices posicionados em suas quinas e nao tem mais vértices em suas
paredes oeste, leste e norte, assim elas tem exatamente um vizinho oeste, um vizinho leste
e um vizinho norte. Se y; é par, a caixa nao tem mais vértices em sua parede sul.
Se y; é impar, temos dois casos a considerar: se houve um assassinato entre os sitios x; e
2o do nivel y; para o nivel y; + 1, entdo a caixa tem dois vizinhos sul. Por outro
lado, se nao houve aplicagao do operador M, entre os sitios x; e x2, entao a caixa (|3.12))
tem exatamente um vizinho sul.

Como em (DE LIMA et al., 2008; GRIMMETT, 1999), usaremos a bem conhecida
dualidade das figuras dos grafos. Vamos descrever um grafo, que denotaremos por G, e
sua figura, que sera dual da figura de G. Colocaremos um vértice de G, que é dual da

caixa (3.12)), no ponto

1
(:1:2—2,3414—1—5) s (313)

onde £ > 0 é escolhido de forma diferente para diferentes caixas, mas deve ser suficien-
temente pequeno em cada caso. Dizemos que o vértice estd no subnivel y; + 1.
Dizemos que ele estd em um subnivel par, se y; + 1 é par, e estd em um subnivel impar se
y1 + 1 é impar. Existe apenas uma sutileza: que o vértice de G, que é dual da tnica face
ilimitada da figura de GG, é colocada “infinitamente longe” na dire¢do negativa do eixo y e
as arestas que vao até ele sdo raios na mesma direcio. Todas as outras arestas de G sdo
segmentos de reta conectando os pontos representando suas extremidades. Assim, o grafo
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G e sua figura estdo definidos. E ficil ver que, para qualquer caixa, o & correspondente
pode ser escolhido tdao pequeno que a condi¢ao usual da figura dual é realizada.

Devemos chamar de horizontais aquelas arestas de G, que sao dual das arestas verticais
de G e verticais aquelas arestas de G, que sao dual das arestas horizontais de G. Note
que arestas horizontais de G sdo aproximadamente horizontais porque os valores de e
para todos os vértices de G sao aproximadamente iguais a zero. Para qualquer natural
y, os vértices de G que estdo no subnivel y + 1 e as arestas horizontais conectando eles
formam um caminho bi-infinito, que chamamos caminho horizontal no subnivel y + 1 e que
¢ dual do subcorredor y + 1. Qualquer face limitada de G estd intercalada entre caminhos
horizontais nos subniveis y e y + 1. As faces ilimitadas de G sdo duais dos vértices de
GG no nivel zero. Elas sao meias-tiras ilimitadas, que preenchem toda a metade do plano
abaixo do caminho horizontal no subnivel 1. Note que, na Figura , todas as faces de G,
do nivel 1 em diante, tem uma parede sul, porém as faces de G no nivel 0, tém apenas as
paredes oeste, norte e leste. Por isso, as chamamos de meias-tiras. Além disso, as paredes
nortes dessas faces no nivel 0, sao as que formam o subcorredor horizontal no subnivel 1.
Uma face de G é chamada de vizinho oeste (respectivamente, leste, norte e sul) de outra
face de G se seus vértices correspondentes de G tém a mesma relacio.

De acordo com o que dissemos sobre os vértices de G em um nivel par, qualquer face
de G em um nivel par tem exatamente um vizinho oeste, exatamente um vizinho leste e
exatamente um vizinho norte. Também tem exatamente um vizinho sul, exceto o caso
y = 0, quando ela ndo tem vizinho sul. Sempre que y > 0, chamamos estas faces de G de
retangulos. De fato, todas elas sao aproximadamente retangulos. De acordo com o que
dissemos sobre os vértices de G em um nivel impar, qualquer face de G em um nivel impar
tem no maximo um vizinho norte. Se ela tem um vizinho norte, chamamos esta face de
trapézio, caso contrario, se a face ndo tem nenhum vizinho norte, a chamamos de triangulo.
De fato, estas faces sdo aproximadamente trapézios e tridngulos.

Na Figura , apresentamos parte de um grafo G juntamente com seu grafo dual G.

3.4 Uma cadeia de igualdades e desigualdades

Inicialmente, fixemos um nimero natural, porém arbitrario, 7. Nosso objetivo geral é
estimar pp (@) uniformemente em 7. De (3.11)), ur(©) é positivo, deste modo, a fracao
pir (D)

pr(©)
mais, vamos provar que

faz sentido e é suficiente estimar esta fracdo. Para reduzir nossa tarefa um pouco

pr (@) = i pr(©,@). (3.14)

De fato, vamos considerar o evento da presenca de um mais em um certo site e corta-lo
em pedacos de acordo com o ntiimero de mais no lado esquerdo deste site. Pelo item (d)
de (3.11]), temos que este ntimero é finito quase certamente, dai obtemos ((3.14)).
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Figura 1 — Ilustracdo de parte de um grafo G e seu grafo dual G.

TOE——0O— 8 —a8— P —0O—0O—60—0
. . . . .

2@7@7@f$7@7®7@f@7@7
OT@T@??T@T®TQT%TQTO
y=0 0—0—0—0—6—6—0—0—6—0

=10 1 2 3 4 h 6 7 8 9

—

Fonte: O autor (2020).

Entao, de (3.14)),

ur(@) < 1) _ i pr(©, &) (3.15)
pur(©) A wr(©)

Para reduzir nossa tarefa ainda mais, vamos concentrar nossa atencao em €1y, o conjunto
dos w € Q tal que estado(0,2T) = ©. Para qualquer w € Qy denotamos por Tyay(w) o
menor z positivo tal que estado(x, 2T) = ©. Devido ao item (b) de (3.11)), Zmax(w) existe
quase certamente pois, fixado um nivel y, a probabilidade de que todas as componentes
estejam no estado diferente de menos ¢é zero. Vamos chamar de flores todos aqueles pares
(z,2T), onde 0 < & < Tpax(w), para os quais estado(z, 27") = @ (Na Figura[2] as flores, no
nivel 27" = 6, sdo indicadas com a letra “F”). Denotemos por ¢(w) o nimero de flores. Uma
VeZ que Tyay(w) existe quase certamente, ¢(w) é finito quase certamente. Para qualquer
k=1,2,3,..., denotemos por {2 o conjunto dos w € €y para os quais ¢p(w) = k. Note que

Qo 2 Q) 2y 2---. Vamos provar que, para todo k,

") _ pr(©,64)

(@)~ pr(©) (3.16)

Fixado um ntimero natural arbitrario T', calcular 7(£2) significa calcular a probabilidade
de encontrarmos uma particula no estado menos na posigao (0,27"). Como a medida v é
induzida pela medida 7, entao, calcular 7(£2) é o0 mesmo que calcular vor(zy = ©), ou
seja, ¢ o mesmo que calcular a probabilidade de encontrarmos uma particula no estado
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menos na posicao xrg no nivel 27 pela medida v, e, como esta é uniforme, segue que

var(z9 = ©) = var(©). Portanto, 7(€2) = var(©). De e

pr(©) = rarHide(©) = 1_V222(T®(>®)7

dai,
m(Qo) = 121 (©) = pr(O)(1 — v2r(O)).

(3.17)

Por outro lado, €2 é o conjunto daqueles w € )y, para os quais a configuragdo no nivel

2T contém uma das palavras

oOO"MPO™ - PO PO

comegando na componente em que x = 0, isto é, estado(0,27") = ©. Deste modo, calcular

7(Q) significa calcular a probabilidade de se encontrar uma das palavras acima no nivel

2T pela medida v, pois esta ¢ uniforme. Logo,

0

() = Z vor(©O"M @ - O™ @).

Mas, de (3.10)) e (3.2)) resulta,

MT(@7 @k) = VQTHide(@; @k>

1 a0
- - OO P O™ ).
T m,';}k_o vor( )
Logo,
W(Qk)
0,8") = —— .
’uT( ) 1-— V2T<®)
Assim,

() = pr(©,8") (1 — var(0)),
Dividindo este resultado por (3.17)), obtemos

() _ pr(©,0")
7(€20) pr(©)

Somando essa equacgao para todo k > 1,

>

k=1

3

)

(%) <& pr(©, @)
() _1;1 pr ()
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e usando obtemos
pr(@) <o ()
et P e (3.18)
pr(©) = (o)

Lembrando da sabedoria de um velho jardineiro: nao existem flores sem raizes. To-
memos qualquer w € €)1 e vamos chamar um caminho em G de noroeste se todos os seus
passos vao para norte ou oeste. Chamaremos um vértice de G de raiz se existe um caminho
noroeste deste vértice para alguma flor, e todos os vértices deste caminho devem estar no
estado @. Em particular, todas as flores sao raizes. Os vértices de G que nao sao raizes,
sao chamados de nao raizes. Como T é fixo, Tyax(w) existe quase certamente. Logo, o
conjunto das flores ¢ finito quase certamente e, portanto, o conjunto das raizes ¢ finito
quase certamente. Nossa estimacao ¢ baseada na construcao de um “contorno” ao redor
de todas as raizes. Dizemos que um conjunto S de vértices de um grafo é conectado neste

grafo se para quaisquer dois elementos deste conjunto existe um caminho neste grafo
conectando eles, em que todos os vértices pertencem a S.

Lema 1. Para qualquer w €
(a) O conjunto das raizes é nao vazio, finito e conectado em G;
(b) O conjunto das nao raizes é infinito e conectado em G.

Prova de (a). Como w € §; temos que o nimero de flores é maior ou igual a 1, e como
as flores sdo raizes, concluimos que o conjunto das raizes é nao vazio. Além disso, como
Qy < Qy, entdo para todo w € €y, temos que o ntimero de flores é finito, digamos ¢(w).
Entéao para um determinado 7" fixado, existem no maximo 27" (Zyax(w) — 1) raizes. Portanto,
o conjunto das raizes é finito. Finalmente, vejamos que o conjunto das raizes é conectado
em G. Com efeito, sejam (x1,41) e (22, y2) duas raizes, entdo existe um caminho noroeste
ligando (z1,y;) para alguma flor de modo que todos os vértices deste caminho estdo no
estado mais, portanto todos sao raizes. Analogamente, existe um caminho noroeste ligando
(x2,y2) para alguma flor (ndo necessariamente a mesma flor do caso anterior), em que
todos os vértices deste caminho estao no estado mais e, portanto, sao raizes. Como as
duas flores estdo no mesmo nivel 27", existe um caminho oeste, consequentemente noroeste,
ligando essas flores em que todos os vértices deste caminho sdo também flores, portanto
raizes. Logo, fazendo a justaposicao destes trés caminhos, obtemos um caminho que liga
(r1,91) a (x2,y2) em que todos os vértices sao raizes. Portanto, o conjunto das raizes é
conectado em G.

Prova de (b). Como provado no item (a), o conjunto das raizes é finito, portanto o
conjunto das nao raizes ¢é infinito. Resta-nos mostrar que o conjunto das nao raizes
é conectado em G. Para isto, denotemos por Sj, o conjunto dos (x,y) para os quais
0 <2 < Tpax(w) e 0 <y < 2T. Denotemos por Syt 0 conjunto dos vértices de G que
nao pertencem a Sj;,. Pelas préprias defini¢oes vemos que todas as raizes pertencem a
Sip € que Syt € conectado em . Deste modo, precisamos mostrar que qualquer nao

raiz em Sj;, estd conectada com Sy,+ por um caminho sem raizes. Seja (xo,yo) € Sy, uma
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nao raiz qualquer e defina o conjunto Sy da seguinte maneira: um vértice (z,y) pertence
a Sp se existe um caminho em G conectanto (z,y) com (o, yo) em que todos os vértices
sao nao raizes. Denotemos por ¢y o nivel minimal dos elementos de Sy. Isto é possivel
pois todo vértice (x,y) € G é tal que z € Z e y € Z,. Agora, vamos olhar para o elemento
mais ocidental de Sy que esta no nivel ¢y. Se este elemento nao existe, entao (xg,yo) esta
conectado com Sg;¢ por um caminho sem rafzes. Vamos assumir que este elemento existe.
Se seu estado é @, entao ele ¢ uma raiz, porque seu vizinho oeste é uma raiz. Se seu estado
¢ ©, entao o estado de seu vizinho sul também ¢é menos, logo este ¢ uma nao raiz, o que
contradiz nossa escolha de t;. Em ambos os casos, temos uma contradicao. O]

Vamos chamar de raiz dual aquelas faces de G, que sao dual das raizes, e denotar por
U a unido das raizes duais. Uma vez que toda raiz dual é limitada, U também é limitado
e fechado uma vez que assumimos que todas as faces sao fechadas. Dai, como no Lema
provamos que o conjunto das raizes é finito, segue que U é homeomorfo a um disco fechado.
Entao a fronteira de U é uma curva fechada que inclui o lado leste do retangulo dual do
vértice (0,27"). Assim, esta curva fechada inclui Vp, a extremidade norte deste lado, e
podemos assumir que ela comeca e termina em Vj e contorna U na direcao anti-horaria.
Esta curva pode ser representada como um caminho em G, que denotaremos por tour(w),
pois ele é determinado por w. Na Figura [2] ilustramos um tal caminho. Agora precisamos
classificar todas as possiveis formas de tour(w). Para isto, precisamos classificar todos os
passos que tour(w) pode incluir, isto é, alguns passos em G. Devemos comecar classificando

alguns passos no grafo original G. Vamos chamar de tipos os elementos do conjunto

(1,1,2,2/,2".3,4,4',5}.

Tabela 1 — Definicdo de tipos, eventos associados e variaveis associadas a passos em G
comegando em um @-vértice.

Passo em G comegando em um @-vértice Tipo Evento Variavel
associado associada

Passo oeste em um nivel par 1 trivial nenhuma

Passo oeste em um nivel impar 1’ trivial nenhuma

Passo de (x,2t + 1) para (z,2t)

se F(z,t) = mover 2 F(x,t) =mover F(z,t)

Passo de (x,2t + 1) para (z, 2t)

se F(z,t) = ficar 2 F(z,t) = ficar F(z,t)

Passo sul de um nivel par para um nivel impar 27 trivial nenhuma

Passo de (x,2t + 1) para seu vizinho leste

se A(zx,t) = atacar 3  A(x,t) = atacar  A(z,t)

Passo de (x,2t + 1) para seu vizinho leste

se A(x,t) = parar 4 A(z,t) = parar  A(x,t)

Passo leste em nivel par 4 trivial nenhuma

Passo norte 5 trivial nenhuma

Fonte: O autor (2020).
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Devemos atribuir tipos a aqueles, e apenas aqueles ,passos em GG que comegam em um
@-vértice. Os casos que podem ocorrer estdo listados na Tabela [I]

Os passos que tem a palavra “trivial” na terceira coluna sao chamados trivial, os
outros passos sao chamados de nao trivial. Para todo passo em G, que tem um tipo,
atribuimos a eles um evento associado. Para todo passo trivial o evento associado é 2 e é
também chamado trivial. Os eventos nao trivial sao representados na Tabela [1f por suas
condi¢oes. Para todo passo nao trivial também definimos uma varidvel basica associada,
que é mostrada na ultima coluna. Além disso, todo passo em G, que tem um tipo, tem
uma chance. Por razoes tipograficas as chances serao mostradas na proxima tabela, mas
podemos facilmente inseri-las a direita agora, porque as chances sempre sao iguais a
probabilidade do evento associado. Devemos usar a mesma correspondéncia biunivoca
entre os passos em G e passos em G como foi definido em (TOOM), 1968) e com mais
detalhes em (DE LIMA et al., 2008). Aqui é:

Se uma aresta € de G é dual de uma aresta e de G, entao

para cada direcao de e a direcao dual de € é a direcao da (3.19)
direita para esquerda quando vamos ao longo de e na

direcao dada.

Tabela 2 — Definicdo de tipos, chances e deslocamentos de passos em G tendo uma @-face
em seu lado esquerdo.

Passo em G tendo uma @-face tipo chance deslocamento
em seu lado esquerdo

Passo sul através de um nivel par 1 1 (0,-1)
Passo sul através de um nivel impar K 1 (0,-1)
“mover” passo leste em um subnivel impar 2 I6; (1,0)
“ficar” passo leste em um subnivel impar 2’ 1-p (1,0)
Passo leste em um subnivel par 27 1 (1,0)
“atacar” passo norte passando por

um nivel impar 3 a 0,1)
“parar” passo norte passando por

um nivel impar 4 1 -« (0,1)
Passo norte através de um nivel par 4 1 (0,1)
Passo oeste 5 1 (—1,0)

Fonte: O autor (2020).

Tipos, eventos e chances, atribuidos a um passo em G, sao atribuidos a seus passos
dual em G também. Uma vez que um passo em G tem um tipo se, e somente se, ele
comeca em um @-vértice, um passo em G tem um tipo se, e somente se, ele tem uma
@-face em seu lado esquerdo.

Podemos imaginar as Tabelas [1] e [2] como uma tnica tabela, que foi cortada em duas
partes por razoes tipograficas. A tultima coluna da Tabela [2| mostra os deslocamentos

definidos para todos os tipos. O deslocamento é um vetor bidimensional, cujas componentes
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sdo chamadas de HD e VD (abreviagdes para deslocamento horizontal e deslocamento
vertical). A primeira coluna da Tabela [2| é formalmente redundante porque decorre do
que foi dito na primeira coluna da Tabela [I} no entanto, ela ajuda a entender porque os
deslocamentos sao definidos desta maneira. As chances mostradas na terceira coluna sao
iguais as probabilidades dos eventos na tabela anterior.

Figura 2 — Ilustragao do contorno tour(w).

u;'-f|
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>cO0—0O0—"0@——"0@—0—0O—0—=0
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Fonte: O autor (2020).

Lema 2. Para qualquer w € €1 temos:
(a) Todos os passos do caminho tour(w) tem tipos;

(b) O caminho tour(w) € uma concatenagio de dois caminhos, que denotamos por bag(w)
e lid(w), com as sequintes propriedades: todos os passos de bag(w) tem tipos diferentes
de 5; lid(w) tem ¢(w) passos, todos os quais tem tipo 5.

Prova de (a). Uma vez que todo passo em tour(w) tem uma @-face em seu lado esquerdo,
ele tem um tipo.

Prova de (b). Vamos chamar de flor dual aquelas faces de G que sdao dual das flores.
Note que todas elas sao retangulos. Vamos fazer o contorno de U na dire¢do horéria
comecando em V. Entdo, nossos primeiros ¢(w) passos passam no lado norte das flores
dual na diregao leste. Portanto, os tltimos ¢(w) passos de tour(w) estdo do lado norte das
flores dual passando na dire¢ao oeste. Vamos chamar este caminho com ¢(w) passos de
lid(w), e vamos verificar que todos os seus tipos sao 5. Note que se um passo em tour(w)
tem tipo 5, ele tem uma flor dual em seu lado esquerdo. De fato, se um passo em tour(w)
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tem tipo 5, ele tem uma raiz em seu lado esquerdo, que é sul, e uma nao raiz em seu lado
direito, que é norte. Uma vez que Fg nao transforma mais em menos, isso s6 é possivel se
estes passos tem uma flor em seu lado esquerdo. Logo, os passos de tour(w) que tem tipo
5 tem uma flor dual em seu lado esquerdo. Note também que se um passo de lid(w) tem
tipo 5, entao todos os passos seguintes a ele, caso existam, também tem tipo 5. De fato, se
um passo de lid(w) tem tipo 5, entdo ele tem uma flor dual em seu lado esquerdo. Mas ele
estd em um subnivel (2¢ + 1), daf o préximo passo, caso exista, tem que estar na mesma
direcdo, que é oeste, e no mesmo nivel, isto é, ele também esta no lado norte de uma flor
dual, assim seu tipo é 5. Portanto lid(w) tem ¢(w) passos, todos os quais tem tipo 5 e o
restante do caminho para completar o contorno tour(w), vamos chamar de bag(w), este
caminho tem todos os passos diferentes de 5. O
Vamos examinar o caminho bag(w). Comecemos fazendo duas observagoes:

Observagao 2. Se bag(w) tem um passo tipo 2, entao este passo tem uma ©-face em seu
lado direito (que é sul).

Observagao 3. Se bag(w) tem um passo tipo 3, 4 ou 4’, entdo este passo tem uma O-face

em seu lado direito (que € leste).

De fato, em ambos os casos, se existesse uma @-face do lado direito dos passos tipos 2,
3, 4 ou 4’ ela deveria ser uma raiz dual, pois o vértice correspondente seria uma raiz, uma
vez que, dando um passo oeste no segundo caso ou um passo norte no primeiro, chegaria
em uma raiz. Mas, o contorno ao redor de U nao pode separar as raizes duais umas das
outras.

Chamaremos de cédigo qualquer sequéncia de tipos. Definiremos o deslocamento de um
c6digo como o somatorio dos deslocamentos de seus termos e definiremos a chance de um
c¢6digo como o produto das chances de seus termos. Se todos os passos de um caminho p
tem tipos, chamaremos de cddigo de p, e denotaremos por cédigo(p), a sequéncia dos tipos
dos passos de p. Desse modo, quando falarmos em deslocamento e chance de um caminho
p, estaremos nos referindo ao deslocamento e a chance de seu c6digo. Do Lema , bag(w)
tem um cédigo e precisamos estuda-lo. Chamaremos um caminho em G de bem localizado
se ele comeca em Vj, todos os seus passos tem tipos e todas as variaveis basicas associadas
com seus passos sao independentes umas das outras e de €25. Dado algum w € 2y e um
codigo C, dizemos que w realiza C se o grafo G contém um caminho bem localizado p tal
que o codigo de p é igual a C.

Lema 3. Todo w € Q) realiza o cédigo de bag(w).

Prova. Vamos classificar todas as varidveis basicas F'(x,t) e A(z,t) cujo pardmetro t estd
entre zero e T', em duas classes: varidveis basicas esquerdas, aquelas com x < 0 e varidveis
basicas direitas, aquelas com x > 0. Denotemos por Aj.f a 0-algebra gerada pelas varidveis

basicas esquerdas e A1 @ 0-algebra gerada pelas varidveis basicas direitas. Note que,

righ
qualquer evento em Aright ¢ independente de qualquer evento em Aj.p porque os eventos
em Aright dependem das variaveis basicas F'(x,t) e A(x,t) com x > 0, enquanto que
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os eventos em Ajof; dependem apenas das varidveis basicas F'(x,t) e A(z,t) com x < 0.
Vamos provar que 2y € Aj.g. Isto é consequéncia de uma afirmacao mais geral: para

qualquer y = 0, qualquer n > 0 e quaisquer a_,,a_p11,...,a_1 € {©,®, O}, 0 evento

estado(—n,y) = a_,,estado(—n +1,y) = a_p41,...,estado(—1,y) = a_;, estado(0,y) = S
(3.20)
pertence a Aj . Vamos provar esta afirmacio por indugio em y.
Base de inducgao. Para y = 1, temos que o evento

estado(—n,1) = a_,,estado(—n + 1,1) = a_p1,...,estado(—1,1) = a_y,estado(0,1) = &

pertence a Alef‘m pois para este evento ocorrer precisamos apenas das variaveis béasicas
esquerdas F'(z,1) € {mover, ficar} para —n <z < —1 e F(0, 1) = ficar.

Hipétese de indugao. Suponha que o resultado ¢ valido para y e vamos mostrar
para y + 1.

Passo de inducgao. Suponha, sem perda de generalidade, que y < 27", pois fixado T,
Qo é o conjunto dos w € ) tal que estado(0,27") = ©. Logo, apenas faz sentido para nds

estudarmos estado(0, y) para y < 27". Desta maneira, se y é par, o evento

estado(—n,y + 1)

a_p,estado(—n + 1,y + 1)
= a_pt1,...,estado(—1,y + 1) = a_j,estado(0,y +1) =

pertence a Alef’m pois para este evento ocorrer precisamos apenas das variaveis basicas
esquerdas F(x,y/2) € {mover, ficar} com —n < = < —1 e F(0,y/2) = ficar. Por outro

lado, se y é impar o evento

I

estado(—n,y + 1) a_p,estado(—n + 1,y + 1)

= a_pi1,...,estado(—1,y + 1) =a_q,estado(0,y +1) =

pertence a Aleftv pois para este evento ocorrer precisamos apenas das variaveis béasicas
esquerdas A(zx, (y — 1)/2) € {atacar, parar} com —n < x < —1 e A(0, (y — 1)/2) = parar.

Assim, provamos ([3.20)).

Agora, note que para qualquer w € €y todas as variaveis basicas associadas com os
passos de tour(w) pertencem a Aright e sao diferentes umas das outras, pois devido ao
Lema |2} o contorno de U nao pode passar em uma mesma aresta duas vezes. Dali, tour(w)
¢ bem localizado. Portanto, todo w € §2; realiza o cédigo de bag(w). O

Para qualquer cédigo C, denotemos por real(C') o conjunto dos w € g, que realiza C.

Lema 4. Para qualquer codigo C' temos que,

m(real(C))

() < chance(C). (3.21)
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Prova. Seja C' um cédigo de comprimento n, isto é, C' = (¢y,...,¢,), entdo real(C) é o
conjunto dos w € 2y que realiza C'. Se nao existe w € Qg que realiza C, entao real(C) = &
e portanto é satisfeito.

Agora, suponhamos real(C) # ¢J. Estamos usando o fato de que: se C; e Cy sdo dois
codigos tais que C; # Cy e, além disso, p; e py sao dois caminhos bem localizados tais que
codigo(pr) = Cy e cddigo(pz) = Cs, entdo p; # pa. Mesmo que esses caminhos coincidam
em seus primeiros passos. Desta maneira, podemos observar que para todo w € real(C'),
existe um tunico caminho p tal que cdédigo(p) = C. Logo, calcular m(real(C')) ¢é igual a
calcular a probabilidade de ocorréncia do caminho p tal que cédigo(p) = C. Ou seja,
m(real(C)) = P(p). Onde, P(p) é a probabilidade de ocorréncia do caminho p.

Seja w € real(C), entdo o grafo dual G contém um caminho bem localizado p tal que
cédigo(p) = C. Como p é um caminho bem localizado, ele comega em V e todos os
seus passos tem tipos. Sejam pi,...,p, 0s passos de p; ao passo p; associamos o tipo
¢, para todo i = 1,...,n, de modo que a probabilidade de ocorréncia do passo p;, dada
pelas variaveis bésicas associadas aos passos do caminho p, é menor do que ou igual a
chance(¢;) - m(Q). Como p é bem localizado, as varidveis basicas associadas aos seus passos
sao independentes umas das outras e de )y. Logo,

P(p) = P(p1)-...-P(pn)
< chance(cy) - ... - chance(c,) - (m())"

chance(C') - (m(£2))". (3.22)

Portanto, desde que 0 < 7(€2) < 1 e, usando (3.22)), temos que

7T(I’€3|(C))< P(p)
Q) (7())"

< chance(C).

Devido aos Lemas [3] e [, para qualquer &,

(Q) B > 7(real(cédigo(bag(w))))
W(Qo) = W(Qg)

< Z chance(cédigo(bag(w))), (3.23)

onde ambos os somatorios sao tomados sob todos os diferentes cddigo(bag(w)), para w € €.
Com o intuito de estimar essa tltima soma, para todo k£ € N, definimos um conjunto de

codigos, que denotamos por C'Ly e cujos elementos chamamos de cédigos k-legais. Um
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codigo C' = (¢q, ..., ¢,) pertence a C'Ly, se satisfaz as seguintes condigoes:

((CL—a) c1=1ec, =4
(CL —b) Todos os elementos de C' pertencem a lista 1,1’,2,3,4,4’.
{ (CL —c¢) Todos os pares (¢;, ¢;41) pertencem a lista (3.24)
117,171, 1'2, 21,22, 23, 24, 34', 44/, 42, 4'3, 44
| (CL—d) HD(C) = keVD(C)=0.

Note que C'L; © C'Li41, para todo k > 1. Denotemos C'L; por C'L e chamemos os
elementos de C'L apenas de codigos legais. Naturalmente, a definicao de cédigos legais é

escolhida para ajustar o c6digo de bag(w), como mostrado no Lema .
Lema 5. Para todo w € Qy, o ciodigo de bag(w) pertence a C'Ly.

Prova. Vamos provar que o codigo de bag(w) satisfaz todas as condigoes de (3.24)).
Prova da condi¢cio (CL — a): O cédigo de bag(w) comega com tipo 1, pois bag(w) comega
do lado leste da face dual ao vértice (0,27"), indo de norte para sul, ou seja, é um passo
sul passando por um nivel par, assim, de acordo com a Tabela [2] seu tipo é 1. O cddigo
de bag(w) termina com tipo 4’, porque como as flores estdo em um nivel par, o ultimo
passo de bag(w) é um passo norte através de um nivel par, assim, seu tipo é 4.

Prova da condi¢io (CL —b): Do Lema [2| o c6digo de bag(w) ndo pode conter tipo 5.
Resta-nos mostrar que cédigo(bag(w)) nao pode conter tipos 2’ ou 2”. Suponha que algum
passo de bag(w) tem tipo 2’ ou 2”7, entao este passo tem uma raiz em seu lado esquerdo,
que é norte. Mas se os passos sao tipo 2’ ou 27, entdo em seu lado sul também tem uma
raiz, pois existe um caminho noroeste deste vértice (que estd no estado @) para alguma
flor, o que é impossivel uma vez que os passos em tour(w) ndo podem separar as raizes
umas das outras.

Prova da condi¢io (C'L — ¢): Vamos apresentar alguns argumentos, devido aos quais todas
as combinagoes de tipos (¢;, ¢;41), ndo inclusas em nossa lista, sdo impossiveis no coédigo
de bag(w).

e Pares, em que o primeiro termo estd no conjunto {1,3,4} e o segundo termo esté
no conjunto {1,2, 3,4}, sdo impossiveis, porque o primeiro termo termina em um

subnivel par, mas o segundo termo comega em um subnivel impar.

e Pares, em que o primeiro termo estd no conjunto {1’,2,4'} e o segundo termo esta no
conjunto {1’,4’}, s@o impossiveis, porque o primeiro termo termina em um subnivel

impar, mas o segundo termo comeca em um subnivel par.

e Pares, em que o primeiro termo estd no conjunto {1,1’} e o segundo termo esté no
conjunto {3,4,4’}, sdo impossiveis. Se pudesse ocorrer os pares decorrentes desses
conjuntos, entao como o primeiro tipo é um passo sul e o segundo tipo ¢ um passo
norte, entdo eles estariam na mesma aresta vetical de G. Mas os termos do primeiro

conjunto precisam de uma @-face em seu lado leste, enquanto que os termos do
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segundo conjunto precisam de uma ©-face em seu lado leste devido a Observagao
Bl O que é um absurdo.

e Pares em que o primeiro termo estd no conjunto {3,4} e o segundo termo é 1’ sdo
impossiveis, porque eles tem que estar na mesma aresta, mas a face no lado leste de
um passo tipo 3 ou 4 deve estar no estado ©, enquanto a face no lado leste de passo
tipo 1’ deve estar no estado @.

e Pares, em que o primeiro termo ¢é 4’ e o segundo termo ¢é 1, sao impossiveis, porque
eles tem que estar na mesma aresta, mas a face no lado leste de um passo tipo 4’
deve estar no estado ©, enquanto a face no lado leste de um passo tipo 1 deve estar
no estado @®.

Prova da condi¢io (CL—d): Do Lema[2] temos que o caminho tour(w) ¢ uma concatenacéo
dos caminhos bag(w) e lid(w), onde lid(w) tem ¢(w) passos tipo 5, todos os quais tem
deslocamento (—1,0), logo o deslocamento de lid(w) é (—¢(w),0). Desta maneira, como o
contorno tour(w) comega e termina em V;, segue que bag(w) tem z passos leste, onde = >
¢(w) (se ndo houver assassinatos x = ¢(w)). Da condi¢ao (C'L —b) o tinico passo leste que
bag(w) pode ter é o tipo 2, cujo deslocamento é (1,0), logo HD(bag(w)) = = > ¢(w) = k.

Como o contorno tour(w) comega e termina em V5 e o caminho lid(w) s6 tem passos oeste
(tipo 5), entdo o nimero de passos sul (tipos 1 e 1’) é igual ao niimero de passos norte (tipos
3,4 e4’) no caminho bag(w). Vamos chamar esse niimero de passos norte, consequentemente
o nimero de passos sul, de y. Uma vez que todos os tipos sul tem deslocamento (0,—1) e
todos os tipos norte tem deslocamento (0, 1) segue que VD(bag(w)) = —y +y = 0.

]
Segue, do Lema 5| e de (3.23), que para todo natural k,
()
< chance(C). 3.25
T < 3 chancel0) (325)

CeCLy

Para finalizar nossos argumentos, precisamos fazer uma estimacao numérica, mas sera
trabalhoso fazer isto com tantos tipos. Para reduzir este niimero para quatro, vamos
chamar de tipos principais os elementos do conjunto {1,2,3,4}. Todas as quantidades
definidas para tipos sao validas para tipos principais. Em particular, todo tipo principal
tem um deslocamento e uma chance (ver na Tabela [2)).

Um codigo principal é uma sequéncia finita, em que todos os termos sao tipos prin-
cipais. Para qualquer cédigo C', denotamos por curto(C') o cédigo principal obtido de
C deletando todos os tipos ndo principais. Devemos simplificar nossa tarefa lidando
com curto(céddigo(bag(w))) ao invés de cddigo(bag(w)). Para todo natural k£ definimos o
conjunto C'PLy, cujos elementos chamamos de cddigos principais k-legais. Por definicao,
um c6digo principal k-legal é um cédigo principal C' = (¢4, . . ., ¢,), que satisfaz as seguintes
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condicoes:

( (CPL—a) ¢ =1.
(CPL—1b) Paratodoi=1,...,n—1éimpossivel que
(c;=1,¢i.1=3)ou (¢; =3,¢,41 = 1) ou
{ (ci=1,¢c01=4)ou (¢; =4,¢41 =1). (3.26)
(CPL—c¢) ¢, ¢igual a3 ou4.
(CPL—d) HD(C) >k
| (CPL—¢) VD(C)=0.

Note que CPL, 2 CPLy 4, para todo k > 1. Denotemos C'PL, por C'PL e chamare-
mos os elementos de C'PL apenas de cddigos principais legais. Note que de (CPL — a),
(CPL—b) e (CPL — ¢) qualquer cbdigo principal legal tem comprimento de pelo menos 3.

Denotemos nesta parte do texto, C' para cédigos principais legais e C” para c6digos
legais. Sendo assim, para qualquer codigo principal legal C' denotaremos por longo(C') o
codigo legal C' tal que C = curto(C").

Vamos estabelecer uma bijecao entre os codigos principais legais e os codigos legais.

Denotemos esta bijecao por
longo : CPL — CL.

Dado C € CPL, longo(C) = C' é obtido por meio do seguinte procedimento:

d

(a) Comegamos com C.

(b) Ap6s todo 1 inserimos 1. (3.27)
(c) Apés todo 3 inserimos 4. '

(

~—

Apés todo 4 inserimos 4’.

A aplicacao longo ¢ injetiva, pois dados dois cdédigos principais legais C e Cy, com C; #
(s, entao pelo procedimento temos que longo(C}) # longo(Cy). A sobrejetividade
segue do Lema (14| (ver Apéndice [5)).

Note que a inversa da aplicagdo longo é a aplicagdo curto que pega um codigo legal C’
e elimina os tipos 1" e 4’.

Agora podemos estimar o somatério no lado direito de (3.25). Lembremos que dado
C" € CLy, existe unico C' € CPLy, tal que C" = longo(C'). Vimos pela condigao que
C' e (' diferem pelos tipos 1" e 4’, os quais tem chance 1. Dali, se C' = longo(C') temos
que chance(C’) = chance(C'). Além disso, vemos que a aplicagao longo é bijetora. Logo,

Z chance(C’') = Z chance(longo(C))

C'eCLy, CeCPLy

= Z chance(C).

CeCPLy
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Resta-nos mostrar que
2

i Z chance(C’)é%.

k=1CeCPLy

Note que

2 Z chance(C) = Z HD(C) - chance(C),

k=1CeCPLy CeCPL

portanto, devemos provar que

a?

>, HD(C) - chance(C) < =

CeCPL
Para quaisquer inteiros x e y , qualquer natural z e k € {1,2, 3,4} denotemos por
Sk(x,y,z) o somatorio das chances dos c6digos principais que satisfazem as condigoes
(CPL —a) e (CPL —b) da defini¢do de cédigos principais legais, cujo HD é igual a x,
cujo VD é igual a y e que tem z termos, o ultimo dos quais é k. Os cédigos principais
que satisfazem (CPL — e) tem VD igual a zero. Segue da definigao de Si(x,y, z) e das
condigoes (CPL —c¢), (CPL —d) e (CPL — e) de (3.26)) que

Z HD(C) - chance(C') < 2 Z Z (S5(z,y, z) + Su(z,y, 2)). (3.28)

CeCPL

Para auxiliar nossas contas, vamos redefinir o tipo 3 da Tabela [2| de modo que seu
deslocamento seja da forma (—1,1). Note que este procedimento nao altera a quantidade
de contornos tour(w), tampouco a “quantidade de mais” dentro destes contornos. Na
Figura [3| a seguir traremos uma ilustracdo do contorno da Figura [2] e também o novo
contorno apés a alteragao do tipo 3.

Devido a condi¢do (CPL — a) de (3.26)), os nimeros Si(z,y, z) satisfazem a condic¢do
inicial
1, sex=0,y=—-1lek=1,

0, em todos os outros casos,

Sk(x,y,1) = {

pois se um c6digo principal legal s6 tem um termo, ele deve ser tipo 1, logo seu deslocamento
horizontal é zero e seu deslocamento vertical ¢ —1 e sua chance é 1. E; devido a condigao
(CPL —b), os nimeros Si(z,y, z) satisfazem as equagoes de transigao

Si(z,y,z+1) =Si(z,y+1,2)+ Sa(z,y +1,2)

So(z,y,z+1) = [B[S1(x —1,y,2) + Sa(x — 1,y,2) + Sz(x — 1,y,2) + Sa(x — 1,y, 2)]
Ss(x,y,z+1) =a[Se(zr+1,y—1,2)+S5(x +1,y—1,2)+ Se(z + 1,y — 1,2)]
Sy(z,y,z+1) =1 —a)[S(z,y—1,2) + Ss(z,y — 1,2) + Ss(z,y — 1, 2)].

(3.29)
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Figura 3 — Ilustragao do contorno tour(w) com o tipo 3 tendo deslocamento (0,1) e (—1,1).

| 5

Fonte: O autor (2020).

Para estimar (3.28)), vamos usar as somas

o0 o0
= Z Z p *qYSi(z,y,z), paratodoi=1,2,3,4, (3.30)

T=—00 y=—00

onde p e q sao parametros positivos tais que x < p~® e 1 < ¢7Y. Desta maneira, o lado
direito de (3.28)) é limitado superiormente por

i )+ S4(2)]. (3.31)

As somas em ([3.30)) satisfazem a condicao inicial
Sl(l> =q (§] SQ(l) = 53(1) = 54(1) =

e as condic¢oes de recorréncia

-

Si(z+1) = q[Si(2) + S2(2)],

) Sa(z+1) = B/p[Si(2) + S2(2) + S3(2) + Sa(2)]
S3(z +1) = pa/q[Sa(z) + S3(2) + Su(2)],
Si(z+1) =1 —a)/q[S(z) + S3(2) + Ss(2)] .

\

Note que ha uma relacao entre S3(z) e S4(z). Dessa maneira vamos definir as seguintes
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quantidades
S7(2) = 51(2),  S5(2) = 52(2) e S3(2) = Ss(2) + Sa(2)
que tem a seguinte condicao inicial
St =q e 55(1) = 55(1) =0, (3.32)
e as seguintes condicoes de recorréncia

Stz +1) = q[SF(2) + S5(2)]
S3(z+1) = B/plST(2) + 55(2) + 55(2)]
Si(z+1) = r[S5(z) + 55(2)]
onde
. _ b + (1 - a).
q

Introduzindo o vetor S*(z) = (S5(z), S5(2), S5(z)) podemos reescrever as equagoes de
recorréncia como S*(z + 1) = S*(z)- B. Portanto, S*(z) = S*(1)- B>~!, onde B ¢é a matriz

(3.33)

B/p 0

LS

B=14q B/p r

=}

B/p r

Considere a matriz

C=14q Bp r
q B/p r

Note que B < C, entao, pelo Lema [16| (ver Apéndice),

|
)

S*(z) < S*(1)-C* 1.
A matriz C possui trés autovalores distintos, a saber,

r+q+B/p+VA r+q+B/p— VA
3 )\2: y )\3207

A =
PF 9 9

onde A = (r + q + 3/p)> — 4qr e Apr ¢é o autovalor de Perron-Frobenius (ver (SENETA|
2006)). Para que App < 1, devemos ter (ver Lema |19 no Apéndice)

B<p(l+qr—q-—r). (3.34)
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Os valores de p e ¢ que maximizam o lado direito de ([3.34)) sdo

_404—3—1—\/9—804
B 8a

e qg=+pa+1—a.

p

Note que p e ¢ sdo decrescentes como funcao de a € (0,1). Além disso, para cada a,
p<q<l.
Note, ainda, que fixados p, ¢ e a, Apr é uma funcao mondtona crescente com relacao a

B. Desse modo, se considerarmos
2

(0]
B <o (3.35)

ainda teremos que Apr < 1. E esse, é o limite superior que usaremos para [3.

Os autovetores associados a esses autovalores sao da forma

r
Uxpp = (Uu, pﬁqvn, (ﬁmvn) , com vy € R\{0},

)\pF*T

rf
= — — R\{0
Uxg (”Um, pqvm’ ()\2 — r)pqvm) ) com vg1 € \{ }a
vns = (0,v31,—v31), com vz € R\{0}.

Como a matriz C possui trés autovalores distintos, segue que ela é diagonalizavel, logo,

pelo Lema (15| (ver Apéndice), podemos escrever
C=V'DV

onde D e a matriz diagonal formada pelos autovalores e V' é a matriz dos autovetores, ou

seja,
Apr 00 1 a b
D = 0 X 0], V=112a c
0 0 O 01 -1

onde a = 3/pq, b = rB/((Apr —1)pq) e ¢ = r3/((A2 — )pg). Logo,

a+c a+b

b—c b-—c “

V= L ! 1
b—c b—rc

1 1 0
b—c b—rc

Queremos calcular S*(1)C*~!. Para simplificar a notacio, vamos chamar k = z — 1,

sendo assim, queremos calcular S*(1)C*, onde S*(1) = ( qg 00 ) Note que,

S*(1)Ck = s*(1) VDMV



a+c a+b 4
b—c b—c
1 1
= - DFv
<q 0 0> b—c b—c L
1 1
— 0
b—c b—c
; e 000 1 a b
a+c a+
:q(_b—c - —a> 0 X o0 1 a c
0 0 0 0 1 —1
, M a DAL, .
a+c a-+
:q(_bc - —a> Aeadk ek
0 0 0
a+c a+b a+c a+b a+c a+b
:q( PR Rl ety B e Vel e T LA (Ol
Desta forma, (usando o fato que k = z — 1)
. atc, ., a+b .,
S(z)<q< - b)\P b—c)\Z 1>.
Logo, usando ([3.35]),
S S atc ., a+b .
Y18i(z) < Z ( T e O 1>
z=1 =
b o0
_ CL+ CQZ)\Z
_ _a+c 1 +a+b 1
I A T VS S gy v
Note que,
BApr BA2 rB(A2 — Apr)
a+b=———"—, at+c=——"""—, b-
pq(Apr — 1) pq(Ag — 1) (Apr — 7)Ao — 1)
Logo,
_CL+C )\2<>\PF —7‘) (l—l-b . >\pF<>\2 —T)
b—c  r(A—App) b—c r(da— App)
dai,
a+c BAo a+b BApr
— b = ————"— cq = :
b—c p()\g—)\pp) b—c p()\2—>\pp)
Entao,
S 6)\2 1 B)\pp 1

_p(/\2 - )\PF) 1 —Apr

p(>\2 - )\PF) 1—X
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8 [ Apr N
pP(A2—Apr) [1 =X 1= App,
B [ A Apr |
PApr—X2) [1=Apr 1= Xy
B [ Apr Apr |
pPApr—A2) [1=App 1 —Xo]
5} [ App — AppAs — App + A?:p]
p(Apr — A2) | (1= Xpp)(1 = Ag)
B 5} [ Apr(Apr — X2) ]
 ppr —A2) [ (1= 2pr)(1—Ay)
BAPF

T e (- ) (3.36)

Denotemos ((3.36)) por
L51<p7 Q7a75)' (337)

Prova do item (A. do Teorema Do Lema (ver Apéndice), temos que
LS1(p, q, a, B) é crescente como fungdo de 3, para 3 € (0, a?/55). Assim, se LS, (p, ¢, o, a?/55)
for menor que 1, entdo LS (p, q, a, 3) serd menor que 1 para 3 € (0,a?/55). Uma vez que
(1 =App)(1 =Xy) =14 qr—q—r— (3/p, segue que:

_ 6/\PF
p(L+qr—q—r)—f

LSl(pa q, &, ﬁ)

Desta maneira,

BApr
p(l+qr—q—7r)—p
= Bpr<p(l+qr—q-71)-p
«— [BApr+1)<p(l+qgr—q-—r).

<1

LSl(p7 q,oz,ﬁ) <l <

Usando que p = (da—3++/9 — 8«)/8a, ¢ = y/pa + 1 —aer = (pa+1— «)/q, entdo,

do Lema [21] (ver Apéndice),

042

1 =) > —.
p(l+qr—q—r) o

Logo, quando 8 = a?/55, temos 23 < p(1 + qr —q — ). Ou seja, B < p(1 +qr —q—1)/2,
dai 0 < Apr < 1. Portanto,

BApr +1) <p(l+qr—q—r).

Assim,

4o — 3 9-8
LS1<04 + 4/ Q

2
,\/pa+1—a,a,a— < 1.
S8« 55
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Prova do item (B. [1)) do Teorema [1} Utilizaremos o Resultado [ assumindo R =
{®)} = A% isto é, R = {x € A% : 1, = ® para algum iy € Z}. Seja 6 = LS(p,q,, ),
onde p = (4a — 3 ++/9 — 8a)/8a, g = \/pa+ 1 —a e B € (0,a%/55). Da demonstracio do
item (A.[l)) do Teorema [1]

(@) = 5o(FsM.) (@) < LSi(p,g,0,8),  para todo t.

Logo, pelo Resultado , o operador FgM,, tem uma medida invariante v, isto é, v(FsM,) = v
tal que
V(("B) < LSl(p> q, 57 Oé) <L

3.5 Aproximacao de Campo Médio do Processo Flip-
Murder

Como em (RAMOS e TOOM] 2008)), denotemos por C : M,, — M., o bem conhecido
operador de Campo Médio, onde M, é o conjunto das medidas normalizadas e uniformes
em A“. Sua acdo equivale a misturar aleatoriamente todas as componentes. Em outras
palavras, para cada u € M, a medida uC é uma medida produto com a mesma frequéncia
de todas as letras que p tinha. O operador de Campo Médio nos permite aproximar um
dado processo iP" no espaco de configuraciao A% por outro processo 1(CP)! no mesmo
espaco. Assim, ao invés do processo original, cujo conjunto de incognitas é infinito ou
muito grande, lidamos com a evolucao das densidades das letras, que é um conjunto finito
e limitado de incégnitas. Uma vez que a densidade das letras somam um, o nimero de
incognitas independentes na aproximagao de Campo Médio é igual ao niimero de letras no
alfabeto menos um. Em nosso caso, com apenas duas letras, lidamos com apenas uma
incégnita: para tal, vamos escolher a densidade de mais.

Da definicao dos operadores flip e murder temos

(@) — ap(®,0)

Mel® = T @)
HFs(®) = (@) + () = u@) + Bl — u@)) = (1= P)u@) + 5,
nFs(©) = 1— uFs(@®).

Logo, uFs(®,0) = uFs(@®)uFs(©) = uFs(@)(1 — uFs(®)). Dali,

1F5(®) — apFs(®,0)
1 — auFs(®,0)

1F5(®) — apFs(@)(1 — uFs(@))
1 — apFg(®)(1 — uFs(D))

UFﬁMa(@) =
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Devido as propriedades do operador de Campo Médio, a densidade de mais na medida
pUCF3M,, depende apenas da densidade de mais na medida p, e esta dependéncia pode ser

expressada pela férmula
~b—ab(1-1)

J@) =i =y

(3.38)

onde = denota a frequéncia de mais na medida u, f(x) denota a densidade de mais na
medida pCFgM, e b = uFg(®) = (1 — B)u(®) + B. Assim, o estudo do operador FzM, é
substituido pelo estudo do operador CFsM,, que se resume ao estudo do sistema dindmico
f:10,1] — [0, 1] com pardmetros «, 8 € [0,1]. Chamamos um ponto fizo deste sistema,
um valor x € [0, 1] tal que f(z) = x. Chamamos nosso sistema dindmico ergddico se ele

tem um tnico ponto fixo gy, €

Ve [0,1]: tll% fHx) = 2g40
onde f* significa a t-ésima iteracao de f.

Lema 6. A aprozimacdo de Campo Médio CFszM,, € ergddico se o < 43 e é nao ergédico
sea = 4p0.

Prova. Inicialmente vamos encontrar os pontos fixos de (3.38)). Note que,

b— ab(l—b)

f(z) :ﬁ@mzﬂ(@)
< b—ab(l —b) = u(®) — ab(l - b)u(®)
< b—p(@) +ab(l = b)(u(@)—1) =0
< (1=8)u@) +8—p@®) +al(l = B)u@) + B][1 - (1 - B)u@®@) — fl(u@) —1) =0
o Bu(@) — 1) + alu@[(1 — A — 28] — [~ Au@) +  — (@) — 1) = 0
< {o{p@)[(1 =81 =28)] = [(1 =)@ + 5 — 5%} = BH(u(@®) —1) =0
< w®d) =1

ou —a(l = B>[u@) +a(l = B)(1 - 28)u@®) +af —af? = =0 (3.39)

Vamos resolver esta equagdo do segundo grau em (3.39). Note que A = [a(1 — §)(1 —
26)]* + 4a(1 — B)*(af8 — af* — ). Deste modo,

—a(l = B8)(1—28) + /(1 - B)[(a(1 — 26))* + da(ap — af? — )]
—2a(1 — B)?

w®) =

a2 —1) £ y/a(a—45)
2a(8 — 1)

20(8-1) 20((8-1)

Portanto, os pontos fixos de (3.38)) sdo u(®) € {1, 2afmaty a(a—4ﬁ)7 i Vi G ) }
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Vamos examinar os pontos fixos de CF3M,,. Denotemos por:

N 1) ~ 208 —a—y/ala—4p) ) 208 —a++/alo—4P)
T 2a(f — 1) e 20( — 1) ‘

e Se a(a—4p) >0, entdo 200 — a + y/a(a —483) > 2a — a — y/a(a — 43). Como
20(f — 1) < 0, pois < 1, segue que Ay < A;. Neste caso nosso operador é nao
ergddico.

e Se a(a—45) < 0, teremos A\ e Ay complexos. Logo, a tnica raiz real de (3.39)) é
Ao = 1. Neste caso nosso operador é ergddico. Para isto precisamos mostrar que
para todo zg € [0, 1], f*(xo) tende para 1 quando ¢ tende para infinito.

Uma vez que a fun¢ao f é continua em [0, 1], temos que a fungdo g(x) = f(x) —x é

também continua neste intervalo. Note que

o B—aB=B)
0(0) = 0 -0 = T2 -,
uma vez que a(1 — §) < 1. Além disso,
g1) = 1) ~1=1-1=0

Uma vez que g é continua, g(1) = 0 e g(0) > 0, concluimos que g(x) > 0 para todo = < 1,
dai, f(z) > x para todo z < 1. Entao para todo zq < 1 a sequéncia f*(xq) é crescente e
limitada por 1 e portanto tem um limite, o qual é um ponto fixo de f. Como 1 é o tnico
ponto fixo de f, entdo f*(xg) — 1 quanto t — co. O

Note que, a(a —45) <0< a — 48 < 0 < a < 4. Logo, nosso processo é ergbdico se
a < 4 e é nao ergddico se o = 40.

Na regiao de nao ergodicidade temos que A\; < 1. De fato,

A <1
208 —a — y/a(la —4
- 2 204(5*1() <
o 208 —a—+/ala—48) > 2a(8 1)
< a—+y/ala—4p) >0
< a>/ala—45)
< o> o’ — 48
< 0> —4dap.

Portanto, na regiao de nao ergodicidade temos que Ay < A\ < Ag.
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3.6 Simulacao de Monte Carlo

Junto com o processo em A%, devemos considerar seus andlogos em espacos finitos.
Quando nossos operadores atuam em configuragoes finitas, toda agao do assassinato em
uma palavra @O decresce o comprimento da configuracao por uma unidade, dai, em média,
o numero de componentes decresce e o processo se degenera em uma sequéncia finita de
mais (desde que § > 0), a qual permanece a mesma para sempre. No entanto, o tempo
necessario para isto pode depender drasticamente dos valores de nossos parametros a e 3.

Vamos considerar a seguir o andlogo do processo Flip-Murder, porém em configuracao
finita. Ele é uma Cadeia de Markov com um conjunto contavel 2 de estados chamados
circulares. As circulares sdo similares as palavras, pois também sdo sequéncias finitas
de mais @ e menos ©, mas agora imaginemos essas sequéncias tendo a forma circular.
Denotemos por |C| o nimero de componentes em uma circular C. Os indices destas
componentes sao resto modulo |C] (ver Figura 4| onde |C| = n).

Figura 4 — Uma circular C' com |C| = n.

Gla]
\_/

Fonte: O autor (2020).

(Poderiamos utilizar palavras em vez de circulares, mas isto exigiria defini¢oes especiais
no fim quando as transformamos.) Na maioria das nossas simulagbes de Monte Carlo, a
circular inicial C' consiste de 1000 menos. Em todo experimento simples, o tempo inteiro ¢

cresce de zero a, no maximo, 100000. A circular obtida no tempo ¢ foi denotada por C! e

sua i-ésima componente foi denotada por Cf, onde i =0, ..., |C*| — 1.
Dizemos que uma palavra W = (aq, aq, . .., a,) aparece em um lugar ¢ em uma circular
C = (c1,¢0,...,Cn) se
Cit1 = Q1,Ci42 = A2,...,Citn = Ap.

Denotemos por quant(W|C') a quantidade de diferentes lugares onde a palavra W aparece

na circular C'. Apés isto, definimos a frequéncia de W em C' como segue:

quant(W|C)

freq(W|C) = ]

(3.40)

Vamos descrever um procedimento, que chamaremos Imitacao, e que é uma imitacao
de Monte Carlo do nosso processo. Este procedimento gera uma sequéncia de circulares
da seguinte maneira indutiva.

Base de indugdo. A circular inicial C° consiste de 1000 menos.

t-ésimo passo de indug¢ao. Dada uma circular C?, onde ¢t = 0,1, 2, ... realizamos
trés procedimentos:

Primeiro procedimento imitando a acdo de flip: Toda componente de C?, que é um
menos, torna-se um mais com probabilidade § independentemente de outras componentes.
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(Em detalhes mais técnicos, para todo menos em C* geramos uma nova varidvel aleatéria
distribuida uniformemente em (0, 1) e tornamos este menos em um mais se esta variavel é
menor que f3.) Denotamos a circular resultante por (C')".

Sequndo procedimento imitando a a¢do de murder: Sempre que uma componente de
(C"), que é um mais, é um vizinho esquerdo de uma componente, que ¢ um menos, a
componente que é um mais é eliminada da circular com probabilidade v independentemente
de outras componentes. (Em detalhes técnicos, para todo tal par geramos uma nova
variavel aleatéria distribuida uniformemente em (0, 1) e realizamos essa eliminacao se essa
varidvel é menor que «.) Denotamos a circular resultante por (C”)".

Terceiro procedimento que ajuda imitar o processo infinito: Dado (C”), geramos uma
nova circular, a saber C**1, da seguinte maneira: se [(C”)!| < Npin, onde Ny, = 500,
entao C**1 ¢ obtido de (C”)! concatenando-a com sua cépia e duplicando, assim, seu
comprimento; caso contrario C*™! = (C”)".

Quando paramos: Dada uma constante 7" = 100000, paramos quando ¢ = T" ou nao
existir nenhum menos na circular C*.

Vamos explicar porque precisamos do terceiro procedimento. Lembremos que, sob a
acao do nosso operador, componentes podem desaparecer, mas nao podem aparecer; assim,
para qualquer S > 0, o comprimento de qualquer circular finita decresce em média. Além
disso, ela contera todas as suas componentes no estado mais quando o tempo tende para
infinito. O terceiro procedimento nos permite adiar isso, e assim, nos ajuda a tornar nossa
simulagao mais semelhante ao processo infinito.

Assim, o procedimento Imitacao esta descrito. Usamos isso para varios propésitos em
nosso estudo, mas agora o usamos apenas para uma finalidade: atribuir o valor apropriado
para a variavel Boleana denotada por E (que significa ergodicidade). A saber, E assume
o valor sim se a tltima circular C* ndo contém menos; caso contrario, £ assume o valor
ndo. Se E = sim, interpretamos isto como uma sugestao que o processo, com os dados
valores de av e 3, é ergddico; o resultado £ = nao é tomado como uma sugestao que nosso
processo é nao ergodico.

De fato, usamos a Imitagao dentro de um ciclo com o crescimento de 3: comegamos
com (8 = 0 e entao realizamos iterativamente a Imitagao e atualizamos § somando 0.001
e repetimos isto até [ atingir o valor 1 ou E tenha o valor sim, isto é, ergodicidade foi
sugerida. Assim, obtemos um certo valor de 3. De fato, realizamos este ciclo 5 vezes e
registramos a média aritmética dos 5 valores de (8 assim obtidos.

Lembremos que tudo isso foi feito com um certo valor de a. Na verdade, consideramos
1000 valores de a, a saber, os valores o; = 0.001 -7 para ¢ = 1,...,1000. O valor registrado
correspondente de [ foi denotado por f3;. Assim, obtivemos 1000 pares (o, ;). O grafico
chamado M. C. na Figura |5| consiste desses pares plotados.

Podemos ver que a “curva” de Monte Carlo nao é exatamente uma curva, ela é uma
disposicao de pontos. No entanto, da uma ideia do comportamento do nosso processo.

Vemos que as curvas campo médio e M. C. na Figura [3], estdo muito mais préximas
uma da outra do que as curvas rigorosas. Conjecturamos que elas estdo mais proximas da
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Figura 5 — Este grafico mostra ambas as curvas rigorosas (em verde) e duas aproximagoes
para a curva verdadeira que separa as regides de ergodicidade e nao ergodicidade: a
aproximacao de Campo Médio (campo médio em azul) e a obtida por simulacdo de Monte
Carlo (M.C.).

M.C. —_ P
0.8 - _ i
: campo medio

O
S 06| |
O
S
3
8 o4l estimacoes 4
o : rigorosas
o

0.2 |- i

0 | | | | | | | |

1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

probabilidade
Fonte: O autor (2020).

curva verdadeira também.

Note que, no grafico apresentado na Figura , abaixo da primeira curva verde (dada
pelo Teorema |2) temos a regiao de ergodicidade do nosso processo, enquanto que acima da
segunda curva verde (obtida do Teorema [1)) temos a regido de nao ergodicidade do nosso

processo .

3.6.1 Estimacgao de s(f,a)

De forma analoga a (TOOM| [2004), definimos a funcao s(f3,«) como o supremo da
densidade de mais na medida yu; para todo natural ¢. Para cada o € (5/(1 — f),1)
provamos que a fungao s(f, «) nao é continua como fungao de . Queremos estimar s(f3, «)

numericamente, mas estimé-la diretamente seria dificil, assim, em vez disso, estimamos

s(B, ) = freq(®|C*) dado que ¢ = 100000.

A Figura |§| ilustra os valores de s(3,a). Na area de ergodicidade (4rea “branca”)
W = 1. Na outra drea, onde nossa aproximagao finita sugere nao ergodicidade, os
valores de s(3, @), sdo representados por cores de acordo com a referéncia apresentada na
paleta de cores localizada no lado direito da Figura |§| Todos os valores de s(3,a), que

obtivemos para todas as areas nao ergddicas, foram menor ou igual a 0.6, o que ilustra a



descontinuidade de s(/3, ) como uma fungao de 3.

Figura 6 — As cores representam os valores de s(f, ), onde o processo sugere nao ergo-
dicidade. A paleta de cores no lado direito, correspondem ao valor de s(f, «). Quando

s(,a) =1 a cor associada é branca.
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Fonte: O autor (2020).
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Capitulo 4

MODELO FLIP-ANIQUILACAO:
NOVA ESTIMATIVA E
CARACTERIZACOES

4.1 Apresentagao dos Teorema [5] e [6]

Revisitamos o processo descrito em (TOOM, [2004) e estudado analitica e computacio-
nalmente em (RAMOS e TOOM, 2008; RAMOS e TOOM| [2008; RAMOS et al., [2017;
TOOM et al., 2011). Nesse processo, toda particula tem dois possiveis estados, chamados

de mais e menos. Para cada passo de tempo, duas transformagoes ocorrem:

e a primeira chamada de flip e denotada por Fz transforma qualquer menos em mais

com probabilidade 3 independentemente uns dos outros.

e A segunda, chamada aniquilacdo e denotada por A,, é imparcial, sob sua acao
sempre que um mais é vizinho esquerdo de um menos, ambos desaparecem com

probabilidade «, independentemente de outras ocorréncias deste tipo.

O operador Fg é um caso especial do operador bésico 1, apresentado no Capitulo , que
chamamos de conversao. Pela notagdo presente no Capitulo [2| o operador aniquilagao é
denotado por (@0 > A). Além disso, usando o Resultado [2| apresentado no Capitulo ,

podemos escrever este operador da seguinte maneira:

A, = p(@0 > A)
= w@O 5005 NG DS e0),

note que © ¢ {®,0}. Ou seja, o operador aniquila¢do pode ser escrito como a composi¢ao
de dois operadores basicos, compressao e descompressao, e um terceiro operador. Como
em (TOOM, 2004)), denotamos

= Go(Faha)', (4.1)
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onde dg é a medida concentrada na configuracao todos menos, na qual todas as particulas
assumem o estado menos. Dentre os resultados descritos em (TOOM, 2004)), com um
melhoramento em (RAMOS e TOOM], 2008)), mostrou-se que existe algum tipo de transi¢do
de fase, a qual foi dada pelos resultados: (i) Se 25 > «, a medida pu; tende para dg quando
t — oo; (ii) Para todo natural ¢ a frequéncia de mais na medida p; nio excede 250 - 3/a?.

O Teorema [5], apresentado a seguir, nos d4 uma regiao onde y; é nao ergddico. Na
verdade, contém a regiao de nao ergodicidade, descrita em (ii) por (TOOM, [2004) e,
posteriormente, melhorada por (RAMOS e TOOM, 2008). Mostraremos que:

9a?

T . ] 1). —
eorema 5. Seja a€ (0,1). Se < 1000°

(A.[3) entdo, para todo valor natural t, pu,(®) <1, e
(B.[3) existe uma medida, v, tal que v(FgA,) = v, onde v(®) < 1.

O Teorema [5| vem colaborar no sentido de apresentar uma melhor aproximacao para a
curva critica (caso exista), que foi estimada por meio de uma simulagdo computacional
(RAMOS e TOOM] 2008)), e que separa as regioes de ergodicidade e nao ergodicidade do
processo ji;. Esta curva é apresentada neste trabalho na Figura .

b 5)), entao u(FzAL)" — dg, quando

Teorema 6. Seja j1 € Mg gy. Se pu(©) € (O, T
all —

t — 0.
Em (TOOM] 2004) temos o seguinte resultado:

Resultado 3. Tome qualquer 1 € Mg gy e suponha que > 0 e (1 — f)u(©) < 1/2.
Entao as medidas u(FgA,)" tendem para dg, quando t — .

O Teorema [6] vem colaborar no sentido de abranger novas medidas de probabilidades
que ndo eram contempladas pelo Resultado [3] No entanto, hé duas situagoes em que esses
resultados tém alguma relacao, a saber:

e Se a < f3, entdo o Resultado [3] implica em nosso Teorema [6]
e Se < a, entdo nosso Teorema [0 implica no Resultado [3]

Vejamos a seguir dois exemplos que mostram que esses resultados nao sao equivalentes.

. N 1
Estamos considerando valores de v e 5 de modo que: se o < 3, entao ——— < 1; se

2(1-7)

B <a,entio ————— < 1.

2a(1-5)

Exemplo 1. No caso em que o < (3, consideremos o caso em que o = 0.3 e f = 0.33,

1 s
dai ——— ~ 0.7462 ¢ ———— ~ 0.8208. Assim, se u(©) = 0.8, entdio u(©) €

e ()
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Exemplo 2. No caso em que < «, consideremos o caso em que o = 0.4 e § = 0.34,

1
dai ——— ~ 0.5357 e ~ (0.7142. Assim, se u(©) = 0.6, entdio pu(©) €

N )

4.2 Prova dos Teoremas 5l e

Prova do Teorema @ Inicialmente, vejamos que uFgA,(6) < u(©). Da definicao de
AOL’
ﬂFﬁAa(@) _ 5(_) - B )

1 —20uFs(®,0)
e, da consisténcia da medida, segue que, u(©) = p(O,0) + u(@®,0). Uma vez que
1(©,0) = 0, concluimos que u(©) = u(@®, ). Consequentemente, para todo [ € (0,1),

1Fs(®,0) < uF3(©)

1 = 2apF5(®,0) = 1 - 2auF4(0).

Portanto,

1F5(©) — apFs(®,0) 1F5(0©) — apFs(®,0)
1 — 200F 5(®, 0) 1 —2auFs(0)
p1F5(©)
1= 2a/F5(©)
(1-8)uO)
1—-2a(1 - p)u©)

(1-p)u©)
1=2a(1 = B)u©)

Logo ¢ suficiente mostrarmos que < u(©). Note que,

(1- B)u©)
1= 2a(1 - A)u(o)

<u(©) = (1-p)u©) < u®) - 2a(1 - B)[u@©)

= wO)2a(1 - p)u©) -] <. (4.2)
Como u(©) > 0, s6 é possivel quando 2a(l — B)u(©) — 5 < 0. Portanto, se
@) e (0.5 ) eatio uFaha(©) < u(E)
Note que u(FsAn)H(©) € <O, M) para todo t € N.

e Primeiro vamos mostrar para t = 1. Como u(©) € (0, M), pFsAL(O) <
a f—

w(©), logo uFsAL(©) € (0, M)
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e Agora, supondo que o resultado é valido para ¢, vamos mostrar para ¢t + 1. Note que,

(FsAL)H(O) = 1(FshAa)' (FsAa) ().

_B
2a(1-p)
cial, que f(FsAq)! (F5Aq) (©) < #(FsAa) (©), portanto u(FsAa) " (©) € (0, 5l ).

Como, por hipétese de indugao u(FgA,) () € (0, ), temos, da parte ini-

Deste fato, segue que a sequéncia u(FzA,)"(©) é mondtona decrescente. Com efeito,

como u(FgA,)H(©) € (0, M(lﬂ—ﬂ)

para todo t € N, segue, da parte inicial, que

p(FsAL) 1 (O) = n(Fsha)' (FsAa)(©) < 1(FsAq)'(©).

Como a sequéncia u(FzA,) (©) é monétona decrescente e limitada inferiormente por
zero, entao (FgA,) (©) — 0, quando t — oo. O

Assim como no Capitulo 3| para provar o item (A.[5)) do Teorema , utilizamos duas
ideias bem conhecidas na literatura: o método de contorno de Peierls e a dualidade dos
grafos planares, (GRIMMETT] |1999), as quais sdo utilizadas nos processos de contato
(LIGGET'T, [1997)) e processos de Stavskaya (TOOM et al., |2001)). Apds implementada
esta metodologia, a seguinte desigualdade foi atingida, a qual serd nosso ponto de partida.

o o O
:u’t(@) < Z sz [S3<$,y,2) +S4($,y72)]. (43)
z=1y=0z2=1
O nimero Sk(z,y, z) satisfaz a condi¢ao inicial

1 sex=0,y=—-1,ek=1,

Sk(z,y,1) = {

0 em todos os outros casos,
e satisfaz também as equacoes de transicao

( ) = Si(zyy+1,2)+ Sa(x,y +1,2) + Ss(x,y + 1, 2),
So(z,y,z+1) = 26[S1(z —1,y,2) + Se(z — 1,y,2) + Ss(x — 1,y,2) + Sa(x — 1,9, 2)],
( ) = a-[Saz+1l,y—1,2)+ Ss(x+ 1,y —1,2) + Sz + 1,y — 1, 2)],
( ) = (1—a) [Sa(z,y—1,2) + S3(z,y — 1,2) + Sy(x,y — 1, 2)].
(4.4)
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Para obter um limite superior para a soma (4.3)), utilizamos

Si(z) = _Z _Z p g VS (7, y, 2),
Sa(z) = D, D paUSs(wy,2),
. T (4.5)
S3(Z) = _Z _Z p yS3(x Y,z )7
Si(z) = _Z _2 p g VS, y, 2),

onde p e g sdo parametros positivos e p e ¢ sdo tais que x < p~* e 1 < ¢ Y. Note que o
lado direito de (4.3]) é limitado superiormente por

i ) + Su(2)), (4.6)

Assim, é suficiente estimar (4.6)).
Como visto em (RAMOS e TOOM| 2008; [TOOM et al., 2011)) as somas em (4.5))

satisfazem a condicao inicial
Si(1) = g, Sa(1) = S3(1) = Su(1) =

0 que é uma corre¢ao do que é apresentado em (TOOM, 2004).
Observe que de (4.4]) e (4.5)) as condicoes de recorréncia sao:

-

Si(z+1) = q(Si(z) + Sa(z) + S3(2)),

S(z+1) — 25(51(2) T So(2) + Sa(2) + Sa(2)),
< s @)
Sa(z+1) = pq(52<z> + S3(2) + Sa(2)),

l1—«

S4(Z + 1) = (SQ(Z) + 53(2) + 54(2))

\
Com o intuito de escrever (4.7) em forma matricial, introduzimos o vetor S(z) =
(S1(2), S2(2), S3(2), S4(2)), o que nos permite colocar as condi¢oes de recorréncia da
seguinte maneira S(z + 1) = S(z2) - M, logo, S(z) = S(1) - M*~!, onde M é a matriz

q 28/p 0 0
v | @ 28/ paje (1-a)g

g 28/p pajqg (1-a)/q

0 28/p paj/qg (1—a)/q

Note que nossa matriz M nao é a mesma descrita por (TOOM]| [2004)). Naquele trabalho
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utilizou-se a relacao entre os elementos da terceira e quarta colunas da matriz M que
adotamos.
Pelo Lema |16] (ver Apéndice),

S(z) < S(1)- N, (4.8)
em que
q 26/p 0 0
N | @ 28/p pajg (1—a)/q
q 28/p pa/g (1-0a)/q

268/p pa/q (1—a)/q

A matriz N possui 4 autovalores onde dois deles sao iguais a zero, e possui autovetores

Q

gerados por (0,1,0,—1) e (0,0,1,—1). O autovalor de Perron-Frobenius é denotado por
Apr, (para mais detalhes sobre o autovalor de Perrom-Frobenius ver Teorema 1.1 em
(SENETA, [2006))) e Ay é o ultimo destes 4 autovalores.

\ _q+25/p+(pa+1—a)/q+\/g _q+26/p+(poz+1—a)/q—\/z
PF = 9 € )\2— 9 )

2 —1)+1)\?
onde A = (q—i— 25 +OM_> —4(a(p—1)+1).
p q
Se Apr < 1, entdo 8 < 11a2/200(3 — ). Além disso, fixados p,q e o, Apr é uma

funcao crescente em relacao a 3. Logo, se assumirmos

902

7= To00°

(4.9)

entdao Apr < 1. E esse é o limite superior de 8 que adotaremos de agora em diante.
A matriz N é diagonalizdvel, o que nos permite escrever N* = P~ D?P (ver Lema

no Apéndice). Escrevendo N* = (nf;); j=12,34 obtemos que
ni] = )\ZPFﬁllplj + )\51512]723'7 v j = ]-7 273747 (410)

onde P = (p;;)ij=1234 ¢ a matriz dos autovetores e P~' = (p;;);j=1234 ¢ sua inversa.

Os autovetores associados a Apr € Ay Sa0,

(o) e (e R\{0} ¢ i € (PF,2
208 vs, o 3, U3, pTvg para vs € R\{0} e i € { PF,2}.

Tomaremos representantes unitériosﬂ positivos dos autovetores, o que certamente é possivel
para Apr e também possivel para A\, tendo-se em vista sua expressao algébrica. Devido a

n
2Um vetor p = (p1,...,pn) é unitario, se Z p; = 1.
i=1
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4

nossa escolha dos autovetores, sabemos que 2 Pij = Z p2; = 1. Podemos verificar que
=1 =1

- P22t P23+ P N P12 + P13 + P14

P11 = € P12 = — )
§ §

em que & = pi11(paz + P23 + paa) — P21 (P12 + P13 + P1a) = P11 — P
Substituindo o valor de £ em py; e pio temos

- 1 —pu ~ pi1— 1
rm=—"—- € po=—". (4.11)
P11 — P21 P11 — P21

ASSiIIl, ]511 + ]512 =1.
Para que os autovetores associados a Apr e Ay sejam unitarios é suficiente usarmos

2a3/q
(A = (alp = 1) +1)/q))(q + 28/p) + 28/p(a(p — 1) + 1) /q)

Assumindo (4.9) e usando (4.8]) e (4.10)),

Vg = para i € {PF,2}.

MS

+

,,EQ

N

B
T~

s

(nfs + nﬁ))

0

n
Il

0

(AppP11p13 + A3p1apes) + Z ANppD11Di4 + )\513121024))

I
A

I
A
/\/E/_\
R

8

n
Il
o

11(p13 +p1a)  Pr2(pes + pu))

1— )\pF 1— )\2
_ 15111(]?13)\-;?14) N (1 —15111)_(]7)2\3; + ]924)) 7 (4.12)
em que,
- g pr — (a(p—1) +1) Dot — qr2 — (a(p—1) +1)
U der(g+28/p) — (ap—1)+ 1) T Mg +28/p) — (alp— 1) + 1)
Pig — 2a3/q - 2a3/q
B pp(g+28/p) — (alp—1)+ 1) P Mg +28/p) — (alp—1) + 1)
i — 26(1 — a)/pq Do — 26(1 — a)/pg
Y pe(g+28/p) — (alp—1) + 1) T Mg +28/p) — (alp— 1) + 1)
Denotamos por

LS(p,q, B, a). (4.13)

3 o
0= 1—§ com « € (0,1),
temos pelo Lema |18 u ver Apéndice) que é uma fungéo monoétona crescente em

relacio a 3, para 3 € [O, 190%] Assim, se LS(lO, 1-2, 2

Prova do item (A. j do Teorema Considerando p =

«) for menor que 1, temos que
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LS(15:1 = §,8,@) é menor que 1 para 3 € (0’ %>
2

Yo
Fazendo 8 = 1000 temos que (4.13)) é fungao somente de . Denotamos esta fungao,
para a qual foi preciso utilizar uma certa computagao algébrica, por g(«), e a descreveremos

por:

—(36(=3 + a)a?(9a® — 77a? + 465 — 450))
(=903 + f(a)a + 7702 — 3f(a) — 315a)(9a® + f(a)a — T7Ta? — 3f(a) + 315a)

gla) =

Entao, g(«) é uma fungdo continua, mondtona decrescente para « € [0, 1] e assume valor
menor que 1 para a = 0 e maior que zero para « = 1 (ver Lema [17/no Apéndice). O
Prova do item (B. do Teorema [5l Utilizaremos o Resultado [I} do Capitulo
assumindo R = {®} < A% isto é, R = {z € A% : x;, = @ para algum iy € Z}. Seja

2
d = LS(p,q,B,a), onde p = 1?6, g=1-— % e e (O, 190080) Da demonstracao de (A. )

temos que
,ut(@) = 5@(FﬂAa)t(®) < LS<pa Q7 B? O{), para tOdO t

Logo, pelo Resultado , o operador FzA, tem uma medida invariante v, isto é, v(FgA,) = v
tal que
V(@) < LS(p. g, B, 0) < 1.

m

Poderiamos utilizar a técnica apresentada no Teorema 3 em (TOOM, 2007) para provar

(B.}5)) de outra forma. Contudo, isto traz a necessidade de uma gama de defini¢oes, o que
nao torna viavel, pois foge do objetivo deste trabalho.

Note que, para g < 1000’ o operador FgA, tem pelo menos duas medidas invariantes
distintas, a saber, a medida dg e a medida v de (B. [5).

Como apresentado em nosso texto, o processo p; = 0o(FsA4)", é ergddico para 8 > «/2,
2

e provamos que ele é nao ergddico para [ < #.(6)0' Supor que exista alguma curva que
delimite a transicdo entre estes comportamentos é uma hipdétese bem natural, chamamos
de curva verdadeira a estimacao computacional que obtemos para essa curva de transi¢ao
de fase entre as regides de ergodicidade e nao ergodicidade desse processo. Os resultados,
citados anteriormente, embora rigorosos, deixam uma lacuna entre tais regioes. Sendo
assim, (RAMOS e TOOM, 2008) apresentaram estimagoes computacionais da curva
verdadeira. Fizeram isso de duas maneiras: em uma utilizaram a aproximacao de campo
médio, e na outra, simulacdo de Monte Carlo. Assim, obtiveram duas curvas, que sao

muito mais préximas uma da outra.
2

@
Com o objetivo de ilustrar nossos resultados, 5 < 1000° que melhora a regiao de

nao ergodicidade do processo p;, em relagdo ao resultado encontrado em (TOOM, 2004),
2

o qual posteriormente foi melhorado em (RAMOS e TOOM, 2008), a saber, § < ;ﬁ’

exibiremos as Figuras[7](a) e[f(b) a seguir. Também mostramos a curva verdadeira obtida
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por meio de simulagbes computacionais, a qual apresenta uma melhor estimativa sobre as
regides de ergodicidade vs. nao ergodicidade do processo ;. Na Figura (a) apresentada
a seguir, observamos a regiao de nao ergodicidade do processo u;. A curva tracejada, a

saber § = 2&%’ foi obtida em (TOOM, 2004; RAMOS e TOOM, |2008; TOOM et al., 2011)
2

e a curva continua, a saber § =

, foi obtida por nés neste trabalho. Obtivemos uma
curva tedrica que melhor amplia a regido de nao ergodicidade de p;. Na Figura[f(b), além
das curvas apresentadas na Figura (a), colocamos a curva verdadeira obtida por meio de

simulagao computacional, as explicagoes delalhadas da simulacao podem ser obtidas em
(RAMOS e TOOMj 2008).

4.3 Ilhas e Arquipélagos

Sejam ,y € {©,®}%. Dizemos que estas duas configuracoes, x e y, sio prérimas uma
da outra se o conjunto {i € Z : x; # y;} é finito. Uma configuragdo é chamada uma ilha
de menos se ela estd proxima da configuracao “todos mais”. Denotamos o conjunto das
ilhas de menos, A. Se z € A, definimos a populag¢io de z, e denotamos por Pop(x), como
a quantidade de menos na ilha z, isto é,

Pop(z) = #{ieZ:z;, = S},

onde #(-) denota a cardinalidade do conjunto.

Denotemos por Ag o conjunto das medidas normalizadas em A. Uma medida perten-
cente a Ag ¢ chamada um arquipélago de menos. Deste ponto em diante, se nao for feita
mencao contréaria, p denota um arquipélago de menos.

O operador Fg : A5 — Ag esta bem definido. O operador A, é definido para atuar em
medidas uniformes, isto é, invariantes por translacao. Mas, sua acao em ilhas de menos
é bastante natural. Logo, sua acdo em arquipélagos de menos também. Assim, temos
Ay Ag — Ao

Dado um arquipélago de menos pu, definiremos a varidvel aleatoria

7, =inf {t = 0: u(FsA.)" = dg} -

Sendo o infimo do conjunto vazio, infinito. A variavel aleatéria 7, denota o tempo para
atingir a configuracao “todos mais”, dado que comegamos nosso processo, FzA,, com a
medida p.
o0
Notequeuzzkiéxi, onde k1 > 0,ky >0,..., ky +ko+---=1ea'e A paraieN.

i=1
Definimos a maxima populagdo de p por

Max () = max {Pop(zi) D= Z ki5xl} :
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2 2
R
250 1000

m(b), plotamos os dados obtidos por simulacao computacional do processo. Esses dados
estimam a curva critica. Se (a, 3) estdo abaixo da curva critica estimada, o processo p; é
nao ergoddico, caso contrario, o processo u; ¢ ergddico.

Figura 7 — Em ambas as figuras descrevemos as curvas em que (3 =

0.01

:
9 623000 ——
o250 -
2 0.008 | 7
a
—
© 0006 [ |
©
(]
e}
I
o
— 0004 /;
=
: ;
: ;
: -
E_ 0.002 + /// |
0 - | |
° 0.2 0.4 06 08 .
probabi | i dade de ani quilacao, o
(a)
«
g
—
(]
o
(]
e}
I
o
s
©
o]
o
<)
0 i S R ‘

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
probabi | i dade de ani quil acao, «

(b)
Fonte: O autor (2020).
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Se nao existe tal maximo, dizemos que Max(u) = 0.

Seja d, a medida concentrada em x € A. Neste caso, é claro que se « > 0 ou § > 0
teremos que d,(FsA,)" tende para dg quando ¢ tende para infinito. Contudo, nao fica
evidente sobre o quao veloz ocorre esta convergéncia. Também nao sabemos como esta
quantidade de menos se comporta em cada passo de tempo. Os Teoremas [7] e [§] nos
fornecerao informagoes nessa direcao.

Geralmente, quando falamos em automatos celulares probabilisticos, P, chamamos de
processo a sequéncia de medidas

/‘L7/’LP7:LLP27"'7IU/Pt7"'

para alguma medida inicial . Mas podemos definir processos considerando uma sequéncia

222t (4.14)

onde 2° tem distribuicdo p e z* tem distribuicao pP'. A forma de definir processo é
natural e pode ser encontrada em (MAIRESSE e MARCOVICI, 2014).

Para x € A considere para descrever o processo. Seja 0, a distribuicdo con-
centrada em z e 0,(FzA,)" a distribuigao de ', definimos a populagao de x no tempo ¢
por Pop(x?!), esta varidvel aleatéria representa a quantidade de menos na ilha z, apds a
aplicagao do operador FzA,, t vezes. Dada p € Ag, definimos a maxima populacao de p

no tempo ¢ por
) 0
Max(p, t) = max {Pop (")) = pP* = Z k:ié(xi)t} :
i=1

onde (z)! denota a i-ésima ilha no tempo ¢ e, se nao existe tal méximo, dizemos que

Max(p,t) = co.

Teorema 7. Seja 1 € Ag tal que Max(u) < co. Entdo,

e seas N2
E(ru) < MI;X( )
9u(B),  sea < gu(ﬁl;
« Max(u)
onde f,(a) = Maa(u) e gu(B) = Z 1_<11_5)1

Teorema 8. Dado um valor natural t e € Ag. Se Max(u,t) é finito, entao
E (Max(p,1)) < (1 - 8)' " (Max(p) + M) —a).

A prova dos Teoremos [7] e [§ serdo apresentadas na secao [4.9]
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4.4 Distancia de Variacao Total

Lembremos que A é o conjunto das ilhas de menos, isto é, se y € A, entdo #{i € Z:
y; # @} é finito. Lembremos também que Ag é o conjunto das medidas normalizadas na

o-algebra gerada pelos cilindros em A, de modo que, se p € Ag, entao

= Z kyOy.

yeA
Desta maneira, mostraremos a distdncia de variacao total entre g e € Ag. A qual é
expressa, como em (LEVIN et all 2008)), por

0@ — pllvr = sup |0g(A) — pu(A),
AeF

onde F é a o-algebra gerada pelos cilindros em A. Esta definicdo da distancia de variagao
total é um supremo sobre todos os subconjuntos de F, portanto usa-la nem sempre ¢ a
maneira mais conveniente de estimar a distancia.

Como em (LEVIN et al [2008), vamos dar uma caracterizagao alternativa bastante

util. Uma vez que A é enumeravel,

16— ullvr = 5 3" fo(x) — ula)]. (115)
zEA

Por meio desta caracterizagao podemos mostrar o seguinte Lema.

Lema 7. Seja € Ag, entdo
|0 — ||y =1 — pu(“todos mais”)

Prova. Usando (4.15)),

1 .
B —pllvr = 53|~ kesltodos mais) = 3 k()
zeA yeA\{todos mais}
_ ! (1—kg) + > k
- 2 @ ‘ T
zeA\{todos mais}
_ 14 2 Jttodos mais) + D ()
= 5 — p(todos mais w(x

zeA\{todos mais}
1
= 3 (1 — p(todos mais) + 1 — p(todos mais))
= 1 — u(todos mais).
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Este resultado nos fornece uma caracterizagao das nossas distribuigoes iniciais, p € Ag,
em relagao a nossa distribui¢do invariante dg), por meio da sua distancia de variacao total.

4.5 Os Operadores Neutralizacao N, e Eliminacao E,

Seja Qp = {®, O, @}Z, onde ® ¢é chamado de ponto. Denotamos por Ay o conjunto
que contém todo z € Qg tal que Pop(z) é finita. Logo, hd uma copia de A em Ag), esse
fato sera utilizado nesta segdo. Vale notar que, se x € Ag, entdo Pop(z) é finito, no
entanto podem haver infinitas posi¢oes que assumem os estados mais e ponto. Ou seja,
se x € Ag, entao existem indices 49, jo, com 7y < jo tal que x;, = z;, = © e x4 # ©
para todos k < ig e k > jo. Agora, definimos Ay como sendo o conjunto das medidas
normalizadas na o-algebra gerada pelos cilindros em Ag. Vamos considerar um operador,
que chamaremos neutralizagio, N, : Ag — Ag, que age da seguinte maneira: toda palavra
@ O" © é transformada na palavra ©"*2? com probabilidade «, ou permanece inalterada
com probabilidade 1 — «, para todo n € N. Onde @™ ¢é a palavra consistindo de n letras
iguais a ©. Em particular, denotamos @ ®° © por ®O.

Note que N, nao é de comprimento variavel, pois, neste processo nossas particulas
nunca desaparecem. Se uma particula vai para o estado ©, ela permanece neste estado para
sempre. Além disso, sob a acao de N, as particulas nos estados mais e menos interagem

como se as particulas no estado ponto nao existissem.

Figura 8 — Ilustragao da agao dos operadores N, e A, numa ilha cujo Pop(z) = 3.

P DO oD D D
Tt Xyl _3X 21Ty X3 Ty -
A.
D DO OOD O DD D
X gl 3 X 1Ty L1 Xo T3 T4
N,
D DO O D D@D
X4l _3T 2T 1Ty X1 L2 T3 T4 -

Fonte: O autor (2020).

Na Figural[§] ilustramos uma possivel acao, isto é, tem probabilidade positiva de ocorrer,
dos operadores aniquilagao e neutralizagdo num fragmento de uma configuracao x € A. O
operador aniquilagao elimina as posi¢oes. Por outro lado, o operador neutralizacao nao
elimina as posicoes, ele atua mudando o estado das componentes.

Seja x € A e §, a medida degenerada concentrada em x. Pelas defini¢oes de N, e A,

vemos que ha uma relagao, a qual é expressa a seguir,

3N (©)

%Ra(®) = TG N(@)
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Dali, para cada t € N,
0:No (©)
1—-0,NL(®)

Definimos agora o operador eliminagdo, E,, : Ag — Ag, este é um caso particular do

0 AL(O) = (4.16)

operador neutralizagdo. A saber, dada x € A, (ou seja, sua copia em Ag) o operador
eliminacdo procura o menos mais a esquerda e transforma a palavra @ ®" © em O"*?
com probabilidade «, ou nada acontece com probabilidade 1 — a. Vale ressaltar que
diferentemente do operador neutralizacao, o operador eliminagao age em apenas uma
palavra @ O" ©, transformando-a em "2,

Lema 8. O operador E,, € linear.

Prova. Seja x € Ag, tal que, existem inteiros g, jo com 7y < jo tal que z;, = z;, =S e
T # © para todo k <19 e k > jo.
Se x € Ag for tal que z; = © para todo k < iy teremos

Neste caso é evidente que E, é linear. Por isso, consideraremos o caso que ha ly < iy tal

que Ty, = @, Tjg41 = - = Tijy—1 = O e x;, = ©. Agora, seja y € Ay, definida da seguinte
forma
,  se i€ {ly, i},
T th ?}, (4.17)
x;, caso contrario.

Por isso, podemos escrever
0.Ea = ady + (1 — )6,

Assim, para cada z' € Ay, denotemos
04iEq = ozéyi + (1 - Oé)émi,

onde ¥ segue a relagao para z° dada em (4.17). Logo,

<i k15$1> E, = « <i ki5y1> + (1 — a) (i kz(5x1>

(Q{kz‘(;yi + (1 — oz)k:zéxz)

I
18

~
Il
it

Il
,MS

S
Il
—_

ki(oz5yi + (1 — oz)6xz)

ki (5,:E,).

I
,MS

S
Il
—

m
Provamos o Lema [§ de forma construtiva. Para provar o Lema [0 utilizamos conceitos
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padroes de Cadeias de Markov com um estado contavel de estados. Esses conceitos
podem ser estudados em (FERRARI e GALVES) |1997; KARLIN| 2014, DURRETT e
DURRETT, [1999; SCHINAZI, |1999), assim como em livros classicos tais como (SENETA]
2006; NORRIS| 1998). Também utilizamos a ideia de enumerabilidade, que pode ser
encontrada em (BARTLE e SHERBERT] 2011)), (LIMA] 2004) e (LIMA, 2006). Podemos

utilizar a mesma ideia para provar o Lema [§]
Lema 9. O operador N, € linear.

Prova. E evidente que Ag ¢ contavel. Logo, dados z,y € Ag, se denotarmos p,, a
probabilidade de transicao da ilha x para a ilha y, teremos que ha K, < Ag finito tal que

positivo, se y e K,,
Doy =
v nulo, se y ¢ K.

Além disso, podemos escrever
_ g1 2 3
Ag = {x", 2%, 2°,.. .}
Portanto, podemos definir uma matriz de transicao

P = (pximj)meN.

Assim, definimos nossa Cadeia de Markov, a qual certamente é linear. Uma vez que o
operador neutralizagao estd associado com esta Cadeia de Markov, segue o resultado. [J

Lema 10. Para toda p € Ag temos

HEq (@)
MAQ(@) < m.

Prova. Note que hd uma cépia de Ag em Ag, logo podemos falar em pE,, para toda
o0

e Ag. Além disso, dada pu € Ag, podemos escrever p = Z k;d,i, onde k; = 0 para
i=1

a0
todo i € N, 2 k; =1 e 2' € A para todo i € N. De modo que p serd a 0 :-medida com

i=1
probabilidade k;, para algum i. Consequentemente, de (4.16]) segue que

MNa(@)

O T e

Como E, é um caso particular de N, em que apenas uma ocorréncia da palavra @ ©" © ¢é

transformada em "2, para algum n € N, com probabilidade o, segue que
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Dali,
1N, (©) < 1E.(©)
1- :U’Na<®) b 1- ,U/Ea<®)

De onde segue o resultado. O

4.6 Algumas Cadeias de Markov em Z,

Neste se¢ao, definiremos e daremos algumas caracteristicas de duas Cadeias de Markov,
cujo conjunto de estado ¢ Z, . Denotaremos a sua probabilidade de transicao de um estado
i para um estado j, por p;;. Por simplicidade, algumas vezes utilizaremos a notagao C.M.,
no lugar de: Cadeia de Markov.

Nossa primeira C. M. sera obtida do seguinte cenario: suponha que ha uma urna
contendo exatamente n bolas no momento inicial. Em cada momento, cada bola pode ser
retirada da urna com probabilidade S ou permanecer na urna com probabilidade 1 — 3, de
forma independente uma das outras.

Esta C. M. tem probabilidade de transicao

0, se m<mn;
Pmn = (418)
(m) (1=p)"pm ™", se m=n,
n
onde g € [0, 1].
Nossa segunda C. M. tem probabilidades de transicao
=1
Poo ) (419)

Pnn—1 = Gn;, Pnn = 1 —An, DPnj = 0 S€j¢ {nyn* 1}7

com g, € [0, 1].

Nas Figuras [J] e [I0] exibimos os diagramas correspondentes a probabilidade de transigao
dos processos e (4.19), respectivamente.

Note que em ambas as Cadeias de Markov apresentadas, se ¢, € (0,1) e 5 € (0,1),
entdo a probabilidade de absor¢do é 1, isto é, dada uma C.M. (X})en

P(H, <) =1,

onde
H,=inf{te N: X; =0e Xy =n}

¢é a variavel aleatoria, a qual descreve o tempo para alcancar o estado zero dado que a C.M.
iniciou no estado n. Estamos interessados na E(H,,) para ambas as Cadeias de Markov,
isto é, o tempo médio para alcancar o estado zero dado que este iniciou no estado n. Por
questoes de simplicidade, denotaremos k,, = E(H,,). Deste ponto em diante, denotaremos
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Figura 9 — Diagrama das probabilidades de transi¢do do processo (4.18)).

pnn

()

pnO

Fonte: O autor (2020).

Figura 10 — Diagrama das probabilidades de transi¢ao do processo (4.19)).

1 1-q, 1-9, 1-q, 19, 19
C)y C) () () ) ()
° ° = ° o °
0 1 2 3 n-1 n
" N N N
q, q, a, q,

Fonte: O autor (2020).

por X = (Xy)wez, €Y = (Yi)ez, as Cadeias de Markov com probabilidades de transi¢ao

dadas por (4.18) e (4.19)) respectivamente.

Agora, vamos enunciar um resultado, que pode ser encontrado em (NORRIS| [1998),

pois o utilizaremos para provar o Lema [I1] a seguir.
Teorema 1.3.5 em (NORRIS, [1998). O Vetor do tempo médio de alcance k** = (k* -

i€ I) € uma solugio nao negativa minimal para o sistema de equagoes lineares

kA =0 para, i € A,
kA =1+ ZﬁApijkf‘ para, 1 ¢ A.
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Lema 11. Para a Cadeia de Markov'Y , temos

-3

n
i=1

| —

para n = 1. (4.20)

K

Prova. Para obter k,,, utilizaremos o Teorema 1.3.5 dado em (NORRIS| [1998). Necessi-

tando obter a solu¢ao nao negativa minimal para o sistema de equacoes

kO = 07
kp =1+ gnkn_1 + (1 — gn)kn.

E facil verificar que para todo n > 1,

1
kp — kp—1 = —.
an

Vamos mostrar o lema usando inducao em n.

1
e Paran =1, ky — kg = —, e como kg = 0, segue que k; = —;
q1 0

n
1
e Suponha que o resultado é valido para n, isto é, k,, = Z —;
—1 4
i=1

e Vamos mostrar o resultado para n + 1.

n

, € como por hipotese de indugao k,, = Z —, segue que
QTL+1 i=1 Q’L

Knt1 = (Z > + ——, ou seja, k1 = Z —
i=1

i=1 ql Qn+1 qi .

Note que, k,41 — k,, =

]
Utilizando o Teorema 1.3.5 dado em (NORRIS| [1998), com o intuito de obter k,, na

Cadeia de Markov X, teremos que resolver a seguinte equacao de diferenca

n—1
1 + Z pnjkj
j=1

N

paratodon>1 e k= (4.21)

1
2
Onde p,; = (n) (1— ).

Obter a so{ugéo exata de é uma tarefa dificil. Por isso, faremos outras conside-
racoes para essa Cadeia de Markov, as quais nos darao a solugao exata de . Vamos
nomear as n bolas da urna como by, by, bs, ..., b,. Para cada bola b;, associamos a variavel

aleatéria T, a qual indica o momento em que a bola b; é retirada da urna.

Lema 12. A varidvel aleatéria T° tem distribuicio geométrica com pardmetro 3, isto €,

P(T"=k) = (1-8)""5,
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onde € (0,1) e ke N.

Prova. De fato, dada uma bola b; pertencente a urna, calcular a probabilidade dessa bola
ser retirada da urna no momento k € N, significa que ela permaneceu na urna nos k — 1

primeiros momentos e s6 foi retirada no momento k, isto é,
P(T' = k) = (1 - B)* '3, para ke N.

Portanto, 7% tem distribuicio geométrica com pardmetro 3. O
Pela construcao da nossa C. M., as variaveis aleatérias T, T2, ..., T™ sao independentes
e identicamente distribuidas.
Dado = > 0, calcular P(H,, < z), significa calcular a probabilidade de que todas as
bolas b;, para i € {1,2,...,n}, sejam retiradas da urna até o momento z, isto é,

desde que cada varidvel aleatéria 7% tem mesma distribuicao geométrica com parametro 3,
segue que

onde T' é uma variavel aleatoria que tem distribuigdo geométrica com parametro S. Assim,
|2] ‘
P(T <a) =) A(1-pBy",
j=1

onde |z| é o maior inteiro menor ou igual a z.
Deste modo, para todo i € N, se x € [i,i + 1), entao

P(T<z)=1-(1-p)"
Portanto usando (4.22]),

0, se x < 1

(1= (1= 3", sexelii+1), comieN. (4.23)

P(H, <z)= {

Proposicao 1. A solugio da equacao (4.21]) €

ky, = Z[l — (1= (1=8))",
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Prova. Como H,, assume valores no conjunto dos niimeros naturais entao,

o0

k, = E(H,) = Zz’P(Hn — i) = Z P(H, >1i) = Z P(H, > i)

€ Como . -
Y P(H, > i) =) (1 - P(H, <)),
i=0 =0

usando (4.23)),

O
Obtivemos na Proposigéo uma outra representagao analitica para . Infelizmente,
ela ainda é apresentada por uma série, a qual nao foi possivel obter de uma forma elementar
simples.
Na teoria de probabilidades, acoplamento é uma técnica de prova que permite comparar
duas variaveis aleatorias nao relacionadas X e Y, criando um vetor aleatério W, cujas
distribui¢cbes marginais correspondem a X e a Y, respectivamente.

Proposicao 2. Sejam X = (Xi)wez, ¢ Y = (Yi)wez, as Cadeias de Markov, com g, =
1—(1=p)" Se Xo =Yy =n, entio P(X; <Y;) =1 para todo t € Z,.

Prova. Sejam Xy = Y = n, e (U;)en uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas, onde U, tem distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 1] para todo
t € N. Denotemos por pfjf- e p}; as probabilidades de transicao de X e Y, respectivamente.

Note que
n—1
pfn = pZn =1- an € 2 pfj = p?zfn—l = ln-
j=0
Usaremos agora o conceito de acoplamento, o qual pode ser encontrado com mais detalhes
em (FERRARI e GALVES, |1997). Considere o seguinte acoplamento de (X3, Y;):
e Se Uy € 0,1 —q,], entdo (X;,Y;) = (X;_1,Y; 1), neste caso nada muda;

e SeU; € (1—gn, 1] entdo V; =Y,—1 —1se Y, ; >0, e X; assume um valor no conjunto

{0,1,...,X;-1 — 1} se X;—1 > 0. Mais especificamente, dado k € {0,1,...,n — 1}.
k1

k
Se U; € prn_j, Z pfn_j>, entdao X; =n — k — 1 para X;_; > 0.
5=0 5=0

Logo,
P(X; <Y;) =1 para todo ¢ € N.

O
Pelo Lema , o tempo médio de absorcao da C. M. Y, k¥, com ¢; = 1 — (1 — 3)" é
dado por

y 1
kY — ; s (4.24)
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Como consequéncia da Proposigao [2| temos que o tempo médio para absorcao de Y,
com ¢; = 1 — (1 — )%, é maior ou igual ao tempo médio de absor¢ao de X, k,)f , pois nesta,
estando em um estado inicial n, podemos ir para qualquer outro estado j, com 5 < n,
em cada passo de tempo. Ja, no caso de Y, estando no mesmo estado inicial n, apenas
podemos ir para o estado n — 1 ou permaneceer no estado n, em cada passo de tempo.

Portanto,
0 4 1
ki =Y [1-(1-(1-8))1< )y —— =k.. 4.25
DY e e ey (4:25)

4.7 Uma composicao de duas Cadeias de Markov em
y

Comumente, quando estudamos Cadeias de Markov descrevemos algumas de suas
caracteristicas, a saber: tempo de retorno, classificacao dos estados entre trasiente ou
recorrente, dentre outras. Contudo, se temos duas Cadeias de Markov e conhecemos bem
suas caracteristicas, pouco podemos informar sobre uma C. M. dada pela composicao
destas outras duas. Nesta se¢ao definiremos uma C. M. como um tipo de composicao
entre X e Y. O seguinte cenario descreve o que acontece em um passo de tempo: no
primeiro momento nossa urna tem n bolas, cada bola sera retirada com probabilidade 3
ou permanecera na urna com probabilidade 1 — 3, no segundo momento, tomemos uma e
apenas uma das bolas que permaneceram na urna, ela sera retirada com probabilidade «
ou permanecera com probabilidade 1 — a. Apds concluido o segundo momento, teremos
obtido um passo de tempo nesse novo processo, o qual denotaremos por Z = (Z;)sez, -

Assim como ocorre no caminhante aleatorio, vamos descrever o processo Z por meio
da soma de variaveis aleatérias.

Vamos considerar duas sequéncias de varidveis aleatérias independentes (af);sen €

(c")ten, onde

—1, com probabilidade j. —1, com probabilidade .

. { 0, com probabilidade 1 — f3; o oo { 0, com probabilidade 1 — «;

Pela definicao de Z, temos que Z; determina a quantidade de bolas na urna no tempo
t dado que Zy = n. Definimos Z; indutivamente por

Zy
Zy = Zo+ Y al + M g0y (0), (4.26)

i=1

Zt

onde 1,(-) ¢ a funcdo indicadora, e ¥, = Z; + Zaﬁ“. Falando informalmente, esta
i=1

equacao nos diz que a quantidade de bolas na urna no tempo ¢ + 1 serd igual a quantidade

de bolas na urna no tempo ¢t menos as bolas retiradas no primeiro e no segundo momento
pelos processos (4.18]) e (4.19)) respectivamente. Nosso objetivo é calcular o niimero médio
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de bolas no tempo ¢ + 1 dado que iniciamos com n bolas.

Proposigao 3. Considere o processo Z e a forma indutiva de Z; em (4.26]), temos

E(Zi1) = (1 — BE(Z,) + a[E(B?) —1]. (4.27)

Prova. Note que,

a0
E(Ziy1) = ) E(ZinlZ = k)P(Z, = k)

=0

Z [ (k’ + Z at+1> = k) +E ( 1{\1,t>0} (‘Ift)) P(Zt = /{)] ,

dai, como E(a!*') = - e E(c!*!) = —a temos

E(Zis1) = i [(k — kB)P(Z, = k) — aP (k: + zk]agﬂ > o) P(Z, = k;)]

i=1

= (l—ﬁ)ikP(Zt=k:)—aiP (—zk:agﬂ <k> P(Z, = k).

=1

b

k
Mas, — 2 at* tem distribuicdo binomial com parametros k e 3, portanto,
i=1

k
P (—Zagﬂ <k> —1-p"

i=1

Logo,
e}
E(Zi) = (1- —a ) (1-8"P(Z = k)
k=0
o0
- (1- [Z 1] .
a0
Uma vez que E(f%) = Z B*P(Z, = k), conclui-se a prova desta proposicio.
k=0
O
Lema 13. A expressdio (4.27) pode ser reescrita por:
t .
E(Zi) = (1— 8)""'Zo +a Y1 = BYI(E(B%) - 1). (4.28)

i=0

Prova. Vamos mostrar usando inducao em t.
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e Parat =0 é trivial.

e Suponha que o resultado é valido para t, ou seja,

E(Z)=(1- Zo+a21— (E(B%1) — 1)
e vamos mostrar que é valido para t + 1. Note que,

E(Zer1) = (1-P)E(Z) +alE (ﬁZt)— 1]
- 1-8|0- Z0+a21— (E(B%==) — 1) | + a[E(B?) — 1]

= (1-p)"'2 +a2 BYTHE(BH 1) — 1) + o[E(6%) — 1]

= (1=-8)"Z+a Z(l — BY(E(B#~) — 1) + a[E(3™) — 1]

j=1

= (1-B)""Zy+a) (1-B)(EB#) - 1).

7=0

O
Como S € [0, 1], segue que $* < 1 para todo k € N, dai 8*P(Z; = k) < P(Z; = k), de
0 e}
onde segue que 2 B*P(Z, = k) < Z P(Z, = k) = 1, ou seja, E(8%) — 1 < 0, para todo

k=0 k=0
t € N. Sendo assim, considerando apenas a parcela em que i = t no lado direito de (4.28)),

obtemos

E(Zi1) < (1= B3)"2Zy + a(l — B)HE(B?) —1) < (1 - B)(Zy + ap? —a).  (4.29)

4.8 Operador FgE, e o processo Z

Inicialmente, apresentaremos um acoplamento entre o operador FgE, agindo em uma

d-medida, J,, onde x pertence a copia de A em Ag e o processo Z definido na secao [4.7

e No primeiro momento, temos a agao do operador Fg, o qual transforma cada compo-
nente no estado menos para o estado mais com probabilidade S independentemente
do que ocorre nas outras posi¢des. Isto é o mesmo que ocorre no primeiro momento

do processo Z.

e No segundo momento, temos a acao do operador E,, o qual transforma uma tnica
componente no estado menos para o estado ponto com probabilidade a. Isto é o

mesmo que ocorre no segundo momento do processo Z.
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Assim, associamos o operador FgE, (atuando primeiro F4 e depois E,, nesta ordem) a
acao do primeiro momento e segundo momento do processo Z.

Os operadores Fg e E, sdo lineares (ver Lema [§). Dai, FgE, ¢ linear. A medida
pertence a uma copia de Ag em Ag e é uma combinagdo convexa de d-medidas. Uma vez
que definimos FgE, agindo em J-medidas, temos entao definido pFgE,.

Para = € Ag temos Zy = Pop(z) e Z; determina a quantidade de menos da ilha x no
tempo ¢, ', a qual tem distribui¢ao 0,(FzE,)". J& para um arquipélago de menos p, onde

e}
= Z k;0,i temos

i=1

4.9 Prova dos Teoremas [T e

o0
Prova do Teorema Como p € Ag, podemos escrever p = Z kidyi, onde ki > 0, ko >
i=1
0,....,k1 +ky+---=1¢ea" éuma ilha de menos para todo i € N. Assim,
7, = inf{t > 0: u(FsA.)" = oo}
= inf{t > 0: u(FsA,)"(©) = 0} (4.30)

Sabemos que ha uma copia de Ag em Ag. Logo podemos escrever a seguinte relagao

decorrente do Lema [I0

p(FsEa)"(©)
— n(FsEa)"(©)

Dai, retornando a (4.30]) e usando o Lema [ temos,

p(Fsha) (©) <

para cada t € N.

7, < inf{t > 0: p(FsE)"(©) = 0}
= inf{t = 0: 0,1 (F3E.) () = 6,2(F4E.) (Q) = --- = 0}
= inf{t > 0:d:(FsE.) (©) = 0}

onde ¢ = xMax®w)

. Denotemos esta quantidade na ultima igualdade por 7¢.
Vimos que

0¢(FsEa)'(©), (4.31)

tem uma relacdo com a Cadeia de Markov Z = (Z;)ez, da segao .
Z é a composicao das Cadeias de Markov X e Y descritas na secao 4.6 considerando
que a urna comega com Max(u) bolas. Definimos o tempo de absor¢ao de X e Y por

Tﬁax( =inf{t >0: X; =0e Xy = Max(u)},
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TF\//IaX(“) =inf{t >0:Y, =0e¢ Y, = Max(p)}.

Como Z ¢é a composicao de X e Y, agindo nessa ordem, primeiro X e depois Y, em
cada passo de tempo, segue que E <TI\Z/Iax(u)) < min {E (Tl\)ilax(u)) JE <Tl)\//lax(u)) } Assim,

de (E23),

Max(y.)
E(inf{t > 0 : <5§Ftﬁ =0g}) =E (Tl\)ilax(p)> < 2 T—(1=p) = g.(8),

i=1

M
E(inf{t > 0: &E., = dg}) = E <T|1\//Iax(u)> = a;(u) = fula).
Note que, se a > '\ga)((g;), entdo min{g,(5), fu(a)} = fu.(a). Por outro lado, se
I
<M om0 min{g,(9), fula)} = ,(5).

9#(5)

Assim, temos

E(r,) <E(re) =E (TI\Z/Iax(M)> <

m
Prova do Teorema [§ Vamos considerar a distribuigao inicial, d,, com z € A. Neste

caso,
Max(u, t) = Pop(z").

Da associacdo entre a Cadeia de Markov Z = (Z;),ez, da segao , o processo FgE, e o

processo FgA, segue que

P (Pop(z') < Z;) = 1.

Dali,
E(Max(s, 1)) = E(Pop(s')) < E(%).

Usando que Zy = Max(u) = Pop(x) e (4.29),

E(Max(p,t)) < (1 —B)'* (Max(,u) + aﬁMaX(“) - a) :

Provar no caso em que g nao é uma é-medida é analogo. Basta usar o fato que p é uma

combinacao convexa de d-medidas. O]
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4.10 Estudo computacional para E(7))

Simulacoes computacionais nos proporcionam teorizar o que ocorre em determinadas
situagoes, as quais sdo dificeis de serem descritas formalmente. Como, por exemplo, o
valor exato da percolacdo nao orientada em Z2, a qual foi descrita computacionalmente
bem antes de sua prova formal (STEIF} 2011]).

Estudos computacionais sao amplamente utilizados na busca para obter um melhor
entendimento em alguns sistemas de particulas interagentes, (RAMOS e TOOM,| [2008;
BUSIC et al., 2013; FERRARI et al., 2002; TOOM, 1995; SFOWINSKI ¢ MACKAY, [2015;
RAMOS et al.l 2017).

Ao simularmos o processo, assumimos que sua configuracao terd um numero finito de
componentes. Seja Z,, o conjunto dos inteiros modulo n. Chamamos periddico o elemento
r e {®,0) e Q, = {® 0} é o espaco dos periédicos. Note que, se x € €,, entio
T = (1'1')1'62”-

Nosso intuito aqui é apresentar o comportamento do limite superior descrito no Teorema
e sua correspondente estimativa computacional.

Com o objetivo de estimar o tempo médio para que nosso processo jFgA,, com p e Ag,
atinja a configuragao todos mais, faremos um estudo computacional, por meio de simulagao.
Consideraremos o caso particular em que p = J,, onde x € A. Fizemos o estudo para
Max(u) € {10, 20, ...,100}.

Vejamos a seguir um pseudo-cdédigo que escrevemos para estimar o tempo médio de

convergéncia do nosso processo.

Passo 1. Consideramos inicialmente um periédico com 1000 componentes em que n estao no

estado menos e as outras 1000 — n componentes estao no estado mais.

Passo 2. Consideramos um gerador de niimeros aleatérios uniforme pertencente ao intervalo
(0,1).

Passo 3. Fizemos um laco para a comecando em 0.00 e atualizando em 0.02 até o < 1. Dentro
deste laco, fizemos outro lago para [ comecando em 0.01 e atualizando em 0.02 até
g < 1.

Passo 4. Dentro dos lagos acima, chamamos nosso gerador e comparamos o numero gerado
com o « e com o 3 de modo que:

— Se o niamero gerado for menor do que [, atualizamos cada componente do
estado menos para o estado mais, independentemente umas das outras;
— Em seguida, se o nimero gerado for menor que «, cada par @O existente em

nosso periddico sera eliminado, de forma independente uns dos outros.

Passo 5. Paramos o processo quando todas as componentes sao mais, ou o processo tiver sido
executado 100000 passos de tempo.
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Passo 6. Para um mesmo (a, ) repetimos este procedimento 100 vezes, gerando um conjunto
{t', 12, ..., 119 onde t' indica o tempo de parada do programa na i-ésima repeticao.

Passo 7. Dai, calculamos
100

2t
E(r,) = = ,
que representa a estimativa do tempo médio para atingir o periédico no qual todos

0s componentes sao mais.

Nas Figuras [11](a), [12|(a) e [13[a) vemos os limites superiores para E(7,), os quais sdo
descritos no Teorema [/l Nestas figuras, consideramos o caso particular em que p = 9d,,
onde z € A e é tal que Max(u) = Pop(z) € {10,50, 100}, respectivamente. Percebemos
nestes casos uma diferenca de tonalidade que vai do vermelho, quando («, ) estd proximo
de (0,0), até o laranja, quando (o, 3) se afasta da origem. As funcoes f,(a) e g.(B)
que sdo os limites superiores da E(7,) assumem valores grandes na regidao vermelha, a
saber, max{f,(«), g.(8)} = 296.4759 na Figura [11[a), max{f.(a), g.(8)} = 473.7327 na
Figura [12|(a) e max{f, (), g.(3)} = 570.3338 na Figura [I3{a) ¢ esses valores diminuem
a medida que as cores vao ficando mais fracas, sendo a regiao laranja, onde a f,(«) e
a g,(f) assumem os menores valores, a saber, min{f,(«),g,(8)} = 10.0000 na Figura
11)(a), min{f, (), g,(8)} = 50.0000 na Figura [I2|a) e min{f, (), g,(8)} = 100.0000 na
Figura (a). Notamos ainda que a medida que a populacao da ilha de menos cresce, a
regiao na cor vermelha cresce horizontalmente, isto quer dizer que, quanto maior for a
quantidade de menos em uma ilha, para valores pequenos de (3, o tempo de alcance da
configuragao todos mais tende a aumentar, mesmo para valores grandes de «. Por outro
lado, temos as Figuras [11[(b), [12|(b) e[L3|(b), que representam a simulagdo computacional
para o tempo médio de alcance da configuracao todos mais. Note que, para as “ilhas de
menos” cuja populagdo pertence ao conjunto {10, 50,100}, quando estamos préximos da,
origem, percebemos uma pequena regiao na cor vermelha, onde o tempo que o processo
leva para atingir a configuracao todos mais é muito longo, a saber, o tempo médio maximo
é 285.6263, 478.6979 e 519.0707 passos de tempo, respectivamente. Notamos ainda que
para valores de § muito pequenos, independente dos valores de «, a estimativa de E(7,)
ainda é muito alta. E o que estd acontecendo nas regides azul, verde e amarelo. Mas,
quando nos afastamos da origem percebemos uma regiao consideravelmente grande na
cor laranja, onde o tempo que leva para o processo atingir a configuragdo todos mais
é pequeno, a saber, o tempo médio minimo é 1.0101, 1.0202 e 1.0101 passos de tempo,
respectivamente. Mesmo considerando ilhas de menos, com outras populagoes, os graficos
praticamente nao se alteram. Todavia, o tempo médio maximo aumenta ou diminui de

acordo com o tamanho da ilha, porém o tempo médio minimo se mantém quase estavel.
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Note que se § € (0, 1) entdao - > 1 para todo i € N, logo

v
1-(1-p)

Max () 1
: 1,
I e TR

M
ou seja, g,(8) > Max(u), portanto ax(p) < 1, para todo € (0,1). Deste modo, se
gu(ﬁ)
Max(p) — o0, entao g,(f) — oo, portanto a)((g;) — 1. Logo, para valores grandes de
u

Max (), temos pouca influéncia de f, (o) como limite superior de E(7,). Consequentemente,
temos uma grande regido em que olharemos apenas para o caso em que E(7,) < g,(3).
Deixando assim, os graficos dos limites superiores mais uniforme e tornando-os cada
vez mais semelhante aos graficos [L1|(b), [12|(b) e [L3[(b) obtidos por meio de simulagao
computacional.

Na Figura , exibiremos os graficos, para § € (0,0.2), semelhantes aos graficos de
simulagdo apresentados nas Figuras [L1[(b), [12(b) e [L3|(b). Com isso podemos enxergar

melhor a variacao de valores expressos por tonalidades.
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Figura 11 — Gréficos das estimativas e dos limites superiores de E(7,) para ilhas de menos
em que Pop(z) = 10.

(a) Limites superiores de E(7,) com Pop(z) = 10. Onde o tempo
médio minimo = 10.0000 e o tempo médio méximo = 296.4759.
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(b) Estimativa da E(7,) com Pop(z) = 10. Onde o tempo médio
minimo = 1.0101 e o tempo médio maximo = 285.6263

Fonte: O autor (2020).
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Figura 12 — Gréficos da estimativa e dos limites superiores de E(7,) para ilhas de menos
em que Pop(z) = 50.

ol

(a) Limites superiores de E(7,) com Pop(z) = 50. Onde o tempo
médio minimo = 50.0000 e o tempo médio méximo = 473.7327.
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(b) Estimativa da E(7,) com Pop(z) = 50. Onde o tempo médio
minimo = 1.0202 e o tempo médio maximo = 478.6970

Fonte: O autor (2020).
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Figura 13 — Gréficos da estimativa e dos limites superiores de E(7,) para ilhas de menos
em que Pop(x) = 100.

ol

(a) Limites superiores de E(7,) com Pop(z) = 100. Onde o tempo
médio minimo = 100.0000 e o tempo médio maximo = 570.3338.
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(b) Estimativa da E(7,) com Pop(z) = 100. Onde o tempo médio
minimo = 1.0101 e o tempo médio maximo = 519.0707

Fonte: O autor (2020).
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Figura 14 — Gréficos das estimativas de E(7,) para ilhas de menos em que Pop(z) €
{10, 50, 100}.
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(a) Estimativa da E(7,) com Pop(z) = 10
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(b) Estimativa da E(7,) com Pop(z) = 50
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(c) Estimativa da E(7,) com Pop(z) = 100
Fonte: O autor (2020).
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Capitulo 5

CONCLUSAO E TRABALHOS
FUTUROS

Em nosso trabalho, estudamos dois processos de uma nova classe de processos de
particulas unidimensionais com tempo discreto, os quais chamamos de Flip-Murder e
Flip-Aniquilagao. Para o primeiro, mostramos que ha uma transi¢do de fase de primeira
ordem entre as regides de ergodicidade vs. nao ergodicidade. Apresentamos duas curvas
que delimitam estas regices. Mostramos também que existe uma medida invariante para
este processo, cuja frequéncia de mais é estritamente maior que zero e menor que um.
Fizemos um estudo por meio de aproximacao de Campo Médio e também um estudo
computacional por meio de simulacao de Monte Carlo.

Para o processo Flip-Aniquilacao, apresentamos uma curva que melhora, no sentido de
ampliar, a regiao de nao ergodicidade. O que é uma contribuicao bastante significativa,
uma vez que ainda temos uma grande regiao no espago de parametros, em que nao podemos
afirmar se este processo é ou nao ergodico.

Quando pensamos nesse processo iniciando numa certa classe de medidas, chamadas
arquipélagos de menos, u, apresentamos funcoes que dependem dos parametros «, 5 e
da maxima populagao de u. Essas fungoes atuam como limites superiores para o tempo
médio de alcance da configuragao todos mais e para a quantidade média de menos no
processo em cada passo de tempo.

Pretendemos definir, se possivel, e estudar a metaestabilidade dos processos Flip-Murder
e Flip-Aniquilacdo. Queremos também estudar as caracteristicas da medida invariante,
para esses processos, cuja frequéncia de mais esta estritamente entre zero e um. Como
por exemplo, como se comporta o decaimento da correlagdo nessa medida, o que traz uma
relacdo com as medidas de Gibbs.

Provamos que, sob certas condigoes, o processo Flip-Murder converge fracamente para a
medida concentrada na configuragao todos mais, dg. E, sob outras condicoes, esse processo
nao converge para og. Uma pergunta natural que pretendemos responder é: Quando esse
processo ¢ ergodico, ele apresenta um comportamento metaestavel antes de alcangar o
equilibrio dg? Ou ainda, mesmo na regiao de nao ergodicidade nosso processo apresenta
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um comportamento metaestavel?

Outros modelos que gostariamos de estudar, sao variantes do modelo Flip-Murder com
uma certa simetria no operador. No primeiro caso, se modificarmos o operador Murder.
Suponha que ele é de alguma forma simétrico, isto é, sempre que uma componente no
estado mais for vizinho esquerdo de uma componente no estado menos, este operador
ird eliminar a letra mais com probabilidade « ou a letra menos com probabilidade 1 — a.
No segundo caso, pretendemos tornar o operador flip simétrico, isto ¢, toda componente
no estado menos sera transformada em mais com probabilidade 5 e toda componente no
estado mais serd transformada em menos com probabilidade 3, independentemente umas
das outras.

Utilizamos a distancia de variacao total entre nossas distribuigoes iniciais, a saber, os
arquipélagos de menos, e nossa distribuicao invariante dg. Dessa maneira, apresentamos
uma caracterizacao das nossas distribuicoes iniciais em rela¢ao a distribuigao dg. Nessa
parte do texto, fizemos uma analise timida, todavia traz a possibilidade para estudarmos
melhor esse tema em um trabalho futuro. Poderemos ir além, estudando por exemplo o
tempo de mistura, ou seja, um parametro que mede o tempo necessario por uma Cadeia

de Markov para que a distancia de estacionariedade seja pequena.
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APENDICE A - PROVA DA
SOBREJETIVIDADE DA
APLICACAO longo.

Usando a notagao do Capitulo [3, vamos provar que para qualquer c6digo principal legal C'
e C" = longo(C)

HD(C") = HD(C), (A1)

VD(C') = 2- VD(C). (A.2)

A equacao é verdadeira, pois C é obtido de C' inserindo apenas os tipos 1’ e 47,
ambos tém HD = 0. Para provar , vamos classificar os tipos principais em, horizontal,
a saber, o tipo 2, cujo VD = 0, e vertical, a saber os tipos 1, 3 e 4. Devido a regra ,
podemos estabelecer uma correspondéncia 1-para-1 entre os termos verticais de C' e
os termos inseridos apds eles no decorrer do processo. Vamos chamar de A’ os termos

inseridos apds os termos verticais de C. Entao VD(A’) = VD(C'), pois s6 foram inseridos
os tipos 17 e 4" Além disso, VD(C”) = VD(C') + VD(A’), de onde segue ((A.2)).

Lema 14. Para qualquer k, se C' € C'Ly, entdo curto(C”) € CPLy.

Prova. Vamos mostrar que se C' € C'Ly, entdo curto(C”) satisfaz todas as condigoes de
(13-26)).

Prova de (CPL — a). Como C" € CLyg, entdo de (CL —a), ¢; = 1, e como 1 é um tipo

principal, entdo o primeiro termo de curto(C”’) também é ¢; = 1.

Prova de (CPL — b). Impossibilidade de (1,3). Se existisse uma tal combinagao em
curto(C”), entao do item (b) de existiria uma combinacdo (1,1’,3) em C’, mas a
combinagdo (1’,3) é impossivel de acordo com o item (C'L — ¢) de (3.24)). Impossibilidade
de (3,1). Se existisse uma tal combinagdo em curto(C”), entao do item (c) de



98

existiria uma combinacao (3,4’,1) em C’, mas a combinagao (4',1) é impossivel de acordo
com o item (CL — ¢) de (3.24). Impossibilidade de (1,4). Se existisse uma tal combinagao
em curto(C"), entao do item (b) de existiria uma combinagao (1,1’,4) em C’, mas a
combinagdo (1’,4) é impossivel de acordo com o item (C'L — ¢) de (3.24). Impossibilidade
de (4,1). Se existisse uma tal combinagao em curto(C”’), entao do item (d) de (3.27))
existiria uma combinagao (4,4’,1) em C”, mas a combinagao (4',1) é impossivel de acordo
com o item (CL — ¢) de (3.24).

Prova de (CPL — c¢). Devido ao item (CL — a) de (3.24), o ultimo termo de C” ¢ 4.
Devido ao item (CL — ¢) de (3.24)) o termo que precede 4 em C” é 3 ou 4, portanto este é

o ultimo termo de curto(C”) quando 4’ é eliminado.

Prova de (CPL — d). De (A.1), HD(C") = HD(curto(C")). Como C" € C'Ly, entao do item
(CL —d) de (3.24) HD(C") = k. Portanto, HD(curto(C")) = k.

Prova de (CPL — e). Do item (CL — d) de (3.24), VD(C') = 0. De (A.2) temos
VD(C") = 2 - VD(curto(C")). Portanto VD(curto(C")) = 0.

O Lema [14] esta provado. O]
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APENDICE B — LEMAS
UTILIZADOS NAS
DEMONSTRACOES DOS
TEOREMAS I E 5

Lema 15. Seja A uma matriz n x n diagonalizivel, e suponha que queremos calcular
autovetores “pela esquerda’”, isto €, queremos resolver a equagdo vA = Av. Entdo existe

uma matriz inversivel P tal que

A=P'DP
onde D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores de A.

Prova.

Suponhamos que A é uma matriz n x n diagonalizavel, mas queremos calcular os

autovetores “pela esquerda”. Isto é, para cada autovalor Aj, \s,..., A\, de A (ndo
necessariamente distintos), queremos encontrar os autovetores V3, ..., V, correspondentes
tal que V;A = \;V;. Neste caso, temos que os autovetores sao vetores linha, isto é,
Vi= [ Vil Vig Ui ] Note que, neste contexto

ViA =\ = ( AU Atvie o AU, )

VoA =XV, = ( AgUa1 AgUaa -+ AgUay )

Vid =AVa = (Ao Awvar o Autn )
ou seja,

ViA N %

VoA A2V

VA Vi
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Vi
%)
Sendo assim, denotemos por P = ) a matriz n x n onde cada linha é composta por
Va
um autovetor de A. Dai temos que,
| Vi ViA A Vi A Atz o AUy
Vs LA Ao V2 Ao AUy =+ AUy,
PA — '2 . 2 _ 2' 2 | _ 2'21 2.22 | 2.2
B Vn VnA )\nVn )\nvnl )\nvn2 T )\nvnn
| Ar 0 - 0 Vi1 Vi2 - Uip Vi
_ 0 A -~ 0 I Va
B 0 o - )\n Unl Un2 - Unn Vn
= DP

Como as linhas da matriz P sao formadas por vetores linearmente independentes, segue
que det(P) # 0, logo P ¢é invertivel. Sendo assim, multiplicando a equagao acima por P~

pela esquerda obtemos

A=P'DP, (B.3)

onde P é a matriz cujas linhas sdo formadas por autovetores de A e D é a matriz diagonal,
onde na diagonal principal estdo os autovalores A1, Ag, ..., A, de A. O
Observe que sob mesmas hip6teses do Lema [I5] quando queremos calcular o autovetor

pela direita, temos A = PDP~!.

Lema 16. Sejam A e B matrizes nao negativas. Se A < B, entao para todo natural m,
A™ < B™.
Prova. Vamos mostrar este resultado usando inducao sobre m.

eBase de inducao. O resultado é valido para m = 1 por hipotese.

eHipoétese de inducgao. Suponha que o resultado é valido para m —1 e vamos mostrar

para m.

Passo de inducao. Note que A™ = A™~!. A mas por hipétese de inducdo, A™~! < B™ 1,
logo, uma vez que A e B sdo nao-negativas, A" 1. A < B™ . A e como por hipétese
A < B, segue que B™!. A < B"!. B. Portanto,
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A™ < B™.

Lema 17. Consideremos a fungio g : [0,1] — [0,1] dada por

—(36(—3 + a)a?(9a® — 77a? + 465 — 450))
—9a8 + f(a)a + T7a? — 3f(a) — 315a)(9a® + f(a)a — T7a? — 3f(a) + 315a)’

gla) = (

onde

F(a) a?(8lat — 138602 + 1699902 — 47910« + 48825)
(8% =
(=3 + «)?

Entao, g(«) € estritamente decrescente e além disso g(0) <1 e g(1) > 0.

Prova. Inicialmente, vamos analisar o denominador de g(«).

—90® + fla)a + 770 — 3f(a) — 3150) (90 + f(a)a — 770 — 3f(a) + 315a)
= —81a’ + 1386a° — 11599a* + 485100 — 9922502 + (f(a))?*(a® — 6a + 9)
= —81a’ + 1386a° — 11599a* + 48510a° — 992250

+81a° — 1386a° + 16999a* — 47910a° + 488250
= a?*(54000” + 600a — 50400).

Logo,
(a) = —(36(—=3 + a)a?(9a® — T7a? + 465a — 450))
A a2(540002 + 6000 — 50400) !
ou seja,
3(3 — a)(9a3 — 7702 + 465a — 450
oy B30 )

50(9a2 + a — 84)

Agora vamos derivar a funcao g. Para isto, denotemos por
o(a) = 3(3 — a)(9a® — T7a? + 465a — 450) e () = 50(9a® + a — 84).

plla)yla) — pla)'(e) o
(¥(c))? ‘

—~

@)

(@)

¥

Sendo assim, como g(a) = , entao ¢'(a) =

<

consequentemente,

 150[—1650” + 909a* + 3232a° — 475590 + 140778a — 115830]
B [50(9a2 + a — 84)]2

g (@)

Queremos mostrar que ¢'(«) < 0. Vamos considerar o numerador de ¢' dividido por 150,

denotemos esta quantidade por h(«).

h(a) = —165a° + 909a* + 3232a° — 47559a* + 140778 — 115830,
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entao,
R (o) = —825a* + 36360° + 969602 — 95118 + 140778.

Como, V «a € [0,1], 36360 — 825a° > 0, 140778 — 95118a > 0 e 9696a> > 0, segue
que, h'(a) > 0. Logo, a fungao h ¢é estritamente crescente V « € [0,1]. Além disso
h(1) = —18635 < 0, logo, h(a) < 0¥ « € [0, 1]. Consequentemente, o numerador de ¢'(«)

¢ menor que zero e como o denominador ¢ maior que zero, segue que,
g(a) <0 YV ae|0,1].

Portanto, a fungdo g(«) é estritamente decrescente V o« € [0,1]. Além disso,

9(0) = 0,964 ¢ g(1) = 0, 086. 0
3
Lema 18. Se considerarmos p = 0= 1— % e a € (0,1), entao (4.13) € crescente
902
0 d d 0, ——|.
como fungdo de B, onde B € ( , 1000]

Prova. A fungao LS(3/10,1 — «/3, 3, ) é dada por:

_ 800(—3+a)B(10a2—200a8—93a+6005+90)
f1(8)= [91(B)a+ 1002 —200af—3g1 (B)—63a+6008][g1 (B)a—10a2+20008—3¢1 (8)+63a—6005] ’
onde,
100a0* — 4000033 + 400000282 4 600 4+ 6120023 — 24000003% + 9o/
7(B) = (C3+a)?
~219600a,3 + 36000032 + 2160003
(=34 a)? '

Note que, podemos reescrever o denominador de f;(f) da seguinte forma

[gl(6)a+10a27200a573gl(6)763a+6006][g1 (B)a—10a2+200a3—3g1 (8)+63a—6003]

=a?(g1(6)) = 3a(91(8))* = 3a(g1(8))* + 9(91(8))* — 100a* + 40008a” — 400005°a”
+ 1260a° — 372008a* + 2400003%c + 756008 — 39690 — 3600003

=(a® — 6a + 9)(g1(B))? — 100a* + 40008a* — 400008%a* + 1260a” — 372005
+ 2400008%a — 3969 + 756008a — 3600003

=100a* + 400008 + 4000002 5% + 600 + 6120003 — 24000003* + 9a* — 21960003
+ 36000052 + 2160008 — 100 + 4000802 — 400008202 + 12600 — 372008
+ 2400008%a — 396902 4+ 756003 — 3600003

—1320a + 24000025 — 3960a% — 14400005 + 2160008.
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Logo,
~208(=3 + a)(10a® — 200a5 — 93cr + 6005 + 90)

54008 + 600a23 — 3600c5 + 333 — 990

f(B)

902
’ 1000

a (. Para isto, vamos derivar esta funcao com relacao a 3. Assim, obtemos

Queremos mostrar que para todo 3 € (0 ], f1(B) é uma funcao crescente com relagao

F1(8)=20 110a* —4400a3 8—4000002 82 — 102303 + 1320002 B+240000a 82 +990a2 —36000052
1 3 (11a2+200a3—6003)2

Note que,
902 360t
0 = (0<p?
<8 <7000 = "< < To00000°

e consequentemente,

4400033 > 3960 000 252 5 1440 36000052 > 12960*

— o — — o — e — —

10 100 100

Agora vamos analisar algumas parcelas do numerador de f{(3). Note que,

9900 + 110a* — 4400038 — 4000002 5% — 10230 — 36000052
396 144 1296
2 11 4 5 6 1 2 3 4
> 990a” + 110« —10 o —100(1 023c 7100 o

> 990a? + 110a* — 39, 6a* — 1,440 — 10230° — 12, 96"
= 9900 + 560 — 10230°
= o?(56a* — 1023a + 990).

Claro que esta ltima igualdade é positiva para todo « € (0,1). Agora, analisaremos
as parcelas restantes do numerador de fi(3). Como para todo « € (0,1) e para todo

B e <O, 190L020]7 13200023 > 0 e 240000a3? > 0, segue que f;(3) > 0. Portanto, fi() é

uma func¢ao crescente de 3 para toto 3 € (O, 1%20]. O

Considere

r+q+B/p+ VA
2 )

onde r = (pa+ (1 —a))/q, A= (r+q+ 8/p)* —4qr, p,q,a, B € (0,1).

)\PF(p> q.qa, ﬂ) =

Lema 19. Seja Apr(p, q,, 3) como definido em (B.4]).

(Z)Se B <p(1 +q/r _q_r)7 entao APF(pvcba)B) <1 ;

(i) Os wvalores de p, q que mazimizam 3 sob a condi¢io (i) sdo:

4a —3++/9—8a v/ —=8a + 10 + 2/9 — Za
= [ q: .
S8 4

p
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Prova de (7).

Aep(p,g,a,8) <1 < r+q+B/p—2<—-VA
— (r+q+p8/p—272>A
— (r+q+B/p)’—4(r+q+p8/p)+4> (r+q+p5/p)° —4qr
= r+q+pB/p—1<gqr
= B<p(l+qr—q-—r).

Prova de (%i). Seja
fp,g) =p(L+qr—q—r) (B.5)

entdo, f(p,q) = p+ p*a+p(l —a) — pg — (p*a + p(1 — @))/q. Nosso objetivo é maximizar
f(p,q). Note que

0 2o+ 1 —a 0
l(p,q)=1+2pa+1—a—q—p—el(p7Q)=—

2
+ (1 —
oy P p( Oé).
op q oq

q2

Daf, Vf(p,q) = 0 < (%(p, q), & (p, q)) = (0,0). Ou seja,

2pa+ 1 —

1+2pa+1—a—q—u = 0,
q
B.6)
a4+ p(1 — (
—p+p pz( ) = 0.
q
Resolvendo o sistema . Da segunda equacao,

2 2
pra+p(l —« pra+p(l -«
qg ), ae p( )

— ¢F=pa+l—-a

<= ¢q=*tyvpa+1l-—a.

Uma vez que ¢ é um nimero positivo, devemos considerar ¢ = 4/pa + 1 — . Substituindo

esse valor de ¢ na primeira equagao de (B.6)),

2pa + 1 —
2poz+2—a=«/pa+1—oz+u.
Vpa+1—«

Apos algumas manipulagdes algébricas, obtemos que esta igualdade é equivalente a:

4p3a® — 8p*a® + 3p?a® + 5pa’ — 4pa® — o + o = 0. (B.7)
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As raizes deste polindmio do terceiro grau em relagdo a p sao:

da — 3 + /9 — 8« o da — 3 — /9 — 8«
= P3 = .
8 8

P1 = 17 D2

Para a € (0,1) temos que p3 < 0, logo desconsideramos esta solugao. Note que a relagao

r < p~* ndo é satisfeita para p; = 1. Como ps € (0,1), vamos considerar esta solucao.

Logo, a solugdo da equagao (B.7)) que vamos considerar é:

p_404—3+\/9—804
B Sa ’

Dai,

_/—8a+ 10+ 29 —8a
B 4

q

Portanto, o ponto critico para f(p,q) é

4o —3++/9—8a +/—8a + 10 + 2¢/9 — 8a
(p07q0) = S ) 4 .

Resta-nos verificar se este ¢ um ponto de maximo. Note que

o f 200 O*f 2(p*a+ p(1 — a))
Z =90 — —. L - _
P (p:q) =2a o (pq) 7
¢ 0% f % f 2 1
po+ 1 — o
,q) = q)=—-14+———.
apaq(p q) aqap(p q) 7
Seja
o’ f o*f
a732(29, 9 3 o ()
H(p,q) = det | ) ,
Q( ) ﬁ( )
o P D aPa
dai,
H(po, q0) =
200/—8a + 10 + 24/9 — 8 — 8a —8a — 6+ 24/9 — 8a
det v/ —8a + 10 + 24/9 — 8 —8a + 10 + 24/9 — 8«
—8a— 6+ 2¢/9 — 8« 2(4a — 3+ /9 —8a)2 + 16(4a — 3+ /9 — 8a)(1 — )
—8a + 10+ 2¢/9 — 8a B a(—8a + 10 + 21/9 — 8a)3/2

_[20v/-8a+10+2V0—8a—8a)
vV —8a + 10 + 21/9 — 8a

2(4a — 3+ /9 —8a)? + 16(4a — 3 + /9 — 8a) (1 — «)
<_ a(—8a + 10 + 2¢/9 — 8a)3/2 >
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[ —8a—6+2y9—8a\’
—8a + 10+ 2v/9 — 8a

>(, para todo a € (0,1).

Além disso,
0? 2 —8 10 + 24/9 — 8 — 8
7{(1907%) = oy—Sa+ 10+ @ - 0, para todo a € (0,1).
op v/ —=8a + 10 4+ 2¢/9 — 8a
Assim, concluimos que (pg, ¢o) é um ponto de méaximo para f(p,q). O

Note que, para pg e gy definidos anteriormente,

f(po, ) = 81a <(4a—3+ V9 8a) <_c2>z N 13+\/8m /8o 104+ 2.9 — 8a
CA(=a/2+ (5+ 9 - 8a)/8)
V—8a +10 + 2¢/9 — 8a

Para provar o Lema 20, utilizaremos o seguinte resultado. Sejam a,b € R, entao

a+b a—>b a—b a+b a+ba-—-0>
2 2 2 2 2 2

a—b+a+b+a2—ab+ab—b2
2 4
a?_b2

(B.8)

Lema 20. Dados p,q,r,a € (0,1). A fung¢io LSi(p,q,a, ) em (3.37) € crescente como
fungio de 3, para B € (0,a?/55).

Prova. Usando (B.8)) temos que

(r+q+B/p)° —[(r+q+ B/p)* — 4qr]

(1 —=Xpp)(1—Xy) 1

1—(r+q+p/p)+
= l—r—q—=08/p+qr
dai, p(1 — Apr)(1 — Xo) = p(1 + qr — q —r — 3/p). Logo,

BApr
(1+qr—q—r—p3/p)

LSl(p7 Q7a7ﬁ) =
p

Usaremos \pp para denotar a derivada de App em relagao a 5. Sabemos que: App > 0,

App € crescente como fungao de f. Logo, Npp > 0. Além disso

p(L+qr—q—r—23/p)=p(1—=Apr)(1—2A2) >0.
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Derivando LS) com relagdo a 3 obtemos

Apr + BNppllp(L+qr —q—1—B3/p)] + BApr

Lsi(p,%avﬁ): [p(1+qr—q—7’—5/p)]2 ,

o qual é positivo pelas observagoes anteriores.
Assim, LSi(p, q,a, ) é crescente com relagao a f3. ]
Considerando p = (4o — 3 ++/9 — 8a)/8a, ¢ = y/pa+ 1 —a er = (pa+ 1 — «)/q, entdo

1
4o — 3+ V9 — 8a) X
64ar/—8a + 10 + 24/9 — 8o [ )

x (\/—804 +10 + 2¢/9 — 8a(—4a + 13 + /9 — 8a) + 32a — 40 — 8/9 — Sa)] .

p(l+qr—q—r)=

Denotemos esta funcao por fo(«), isto é,
fala) =p(L +qr—q—r)

Vamos provar o seguinte lema,

Lema 21. Para todo a € (0,1),

Mas, antes faremos algumas observagoes.
Seja Vi, = /=8 + 10 + 2¢4/9 — 8ar = /9 — 8 + 2¢/9 — 8a + 1 = /9 — 8a + 1, entéo

64;‘/ [(40r =3+ /9 —8a) ((13 — 4o + VI — Ba)V,, — 4V7) ]

[(40 — 3+ V9 —8a) (13 — 4o + V9 — 8av — 4(v/9 — Ba + 1)) |
Gi [(40 =3+ v/9 —8a) (9 — 4a — 3v/9 — 8a) |

— [36a — 160% — 12a/9 — 8ar — 27 + 12a + 9v/9 — 8a + 9v/9 — 8
«
—404\/9 —8a — 3(9 — 8a)]

fola) =

~ 6da

=5 4a [—160” + 72 — 16av/9 — 8cr + 18v/9 — 8a — 54]
—2a+9 1
= — 8a)v/9 — 8o — 27] .
s 390 [(9 —8a)v9 — 8a — 27|
Prova do Lema 211
Oz
fala) = o

— [9 8a)v0 —8a —27] > = - =217
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1 8a? + bda — 243

o 19— —8a —27| >
— [(9 — 8a)v/9 — 8a — 27] 516

216
— o [(9 = 8a)v/9 —8a — 27| > 8a” + Hda — 243

27
= - [(9—8a)v9 — 8a — 27| = 8a® + Hda — 243
— 27[(9 — 8c)V/9 — 8ar — 27] = 4a (8a” + 5da — 243)
= 27(9 — 8a)v/9 — 8a = 4a (8a” + Bda — 243) + 729. (B.9)

Uma vez que 4a (8a? + 5da — 243) + 729 > 0 para todo a € (0,1), colocando ambos os
lados da desigualdade ao quadrado, obtemos:

27%(9 — 8a)(9 — 8a) = (4 (8a® + 5dar — 243) + 729)°

— 3732480 + 12597120 — 14171760 + 531441 > 1024’ + 13824a° — 155520
— 3732480 + 125971202 — 14171760 + 531441

— 10240° + 138240° — 15552a* < 0

— 64a* (160> + 216a — 243) < 0

«— 1602 + 2160 — 243 < 0.

Considere a fungao gp : [0,1] — R dada por ga(a) = 16a* + 216 — 243. Entao
g5(a) = 32a + 216. Logo, g4(a) > 0 para todo « € [0, 1]. Assim concluimos que ga(c)
¢ uma fungao estritamente crescente. Além disso, ¢go(1) = 16 + 216 — 243 = —11 < 0.
Portanto, go(a) < 0, para todo a € [0,1]. Logo, 16a* 4+ 216a — 243 < 0 para todo

a € (0,1), ou equivalentemente, fo(a) = a?/27. O
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