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RESUMO

A captura de imagens em duas e trés dimensdes tem demandado novas metodologias
estatisticas para modelar esse tipo de dados. Nesse contexto, surge a morfometria, que permite a
andlise de imagens de objetos a partir de marcos anatdomicos. Vérias andlises sdo de interesse no
contexto de morfometria. Dentre estas andlises, surge a andlise de agrupamento que corresponde
a obtencdo de grupos que sejam internamente homogéneos e heterogéneos entre si. Deve-se
destacar que o espaco onde sdo estudados os vetores que representam os objetos sd@o nao-
euclideanos. Dessa forma, € necessario definir algoritmos de agrupamento com distancias
apropriadas. A distancia geodésica, por exemplo, € uma boa alternativa. O presente trabalho
considera dois algoritmos de andlise de agrupamento, que sdo o k-medoéide e o fuzzy c-means.
Estes métodos sdo comparados ao algoritmo k-means que ja € utilizado na literatura. Resultados
numéricos, que sao baseados no indice de Rand, indicam que o algoritmo fuzzy é uma boa op¢ao
dentre os trés métodos considerados.

Palavras-chave: Marcos anatomicos. Espagos ndo-euclidianos. Anélise de agrupamento. Fuzzy

Cc-means.



ABSTRACT

Image capturing in two and three dimensions has been demanding new statistical
methodologies to model this type of data. In this context, arises the morphometry, which
allows the analysis of images of objects from anatomical landmarks. Several analysis are of
interest in the context of morphometry. Among these analysis, arises the cluster analysis, which
corresponds to obtaining groups that are internally homogeneous and heterogeneous among
themselves. It should be noted that the space where the vectors representing the objects are
studied are non-euclidean. Thus, it is necessary to define clustering algorithms with appropriate
distances. Geodetic distance, for example, is a good alternative. The present work considers
two cluster analysis algorithms, which are k-medoids and fuzzy c-means. These methods are
compared to the k-means algorithm that is already used in the literature. Numerical results,
which are based on the Rand index, indicate that the fuzzy algorithm is a good choice among the

three methods considered.

Keywords: Landmarks. Non-euclidean spaces. Cluster analysis. Fuzzy c-means.
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1 INTRODUCAO

Em toda parte do mundo existem objetos, sejam eles naturais ou feitos pelo homem.
Imagens de objetos estdo disponiveis em varios campos, como na engenharia, medicina, biologia,
etc. E possivel coletar dados geométricos rotineiramente destes objetos e as suas formas podem
ser uteis para andlises e tomadas de decisOes importantes. Por exemplo, um médico pode
diagnosticar um paciente com esquizofrenia ou ndo com base em sua ressonancia magnética.
Ou ainda, uma empresa pode identificar se ha petréleo em certa drea a partir de uma imagem
de satélite. A anélise estatistica de forma pode ser usada para tomar decisdes com base nessas
informagdes obtidas. Portanto, o desenvolvimento de métodos de andlises de tamanhos e formas
de imagens € importante e necessdrio. Para melhorar o estudo da imagem uma anélise estatistica
pode ser usada para tomadas de decisdes.

Com os avangos na tecnologia, sdo cada vez mais faceis as coletas de rotinas de
informacdes geométricas e o estudo de formas de objeto € cada vez mais importante. As
transformacdes mais comuns nos dados obtidos sdo em relag@o aos efeitos de locacdo, escala e
rotacdo que sao removidos do objeto. A andlise estatistica de formas € uma drea da estatistica
que se propde a estudar medidas de distancias e comparacdes de formas de objetos, segundo
Dryden e Mardia (1998). O primeiro trabalho nesta érea foi feito por Kendall (1977), embora
apenas no trabalho de Kendall (1984) € que a anélise de formas foi formalizada e foram definidos
os conceitos basicos da drea. Um dos topicos mais importantes no trabalho de Kendall foi a
elaboracdo de um sistema de coordenadas que tinham a finalidade de obter a forma de um objeto
através de pontos dispostos nele, chamados de marcos anatomicos. Essas coordenadas propostas
estdo dispostas em um espaco nio-euclidiano e, portanto, sdo necessarias ferramentas adequadas
para lidar com tais informagdes. A forma de um objeto € a informacao restante quando os
efeitos de locacdo, escala e rotagdo sdo removidos por meio de operacdes matemadticas. A andlise
estatistica da forma é um tépico relativamente recente na estatistica tendo como principais
referéncias os trabalhos de Bookstein (1986) e Kendall (1984). Além disso, também existem
livros didaticos, como os de Dryden e Mardia (2016) e Small (1996).

A maioria dos dados € armazenada digitalmente em midia eletronica, proporcionando
um enorme potencial para o desenvolvimento de técnicas automaticas de andlise, classificacao
e recuperacdo de dados. Além do crescimento da quantidade de dados, a variedade de dados

disponiveis (texto, imagem e video) também aumentou. Cameras digitais e de video baratas
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disponibilizaram enormes arquivos de imagens e videos (Jain, 2010).

O desenvolvimento de técnicas de agrupamento tem sido um esforco verdadeiramente
interdisciplinar. Taxonomistas, cientistas sociais, psic6logos, bidlogos, estatisticos, matematicos,
engenheiros, cientistas da computacdo, pesquisadores médicos e outros que coletam e processam
dados reais, todos contribuiram para a metodologia de agrupamento (Jain, 2009). Os algoritmos
de agrupamento também foram extensivamente estudados em mineracao de dados e aprendizado
de maquina (Bishop, 2006).

O aumento no volume e na variedade de dados requer avancos na metodologia para
entender, processar e resumir automaticamente os dados. As técnicas de andlise de dados podem
ser amplamente classificadas em dois tipos principais (Tukey, 1977):

1 Exploratério ou descritivo, o que significa que o pesquisador ndo possui modelos ou
hipéteses pré-especificadas, mas deseja entender as caracteristicas gerais ou a estrutura do
dados dimensionais;

2 Confirmatorios ou inferenciais, significando que o investigador deseja confirmar a validade
de uma hipétese / modelo ou de um conjunto de premissas, considerando os dados
disponiveis.

Muitas técnicas estatisticas foram propostas para analisar os dados, como anélise
de variancia, regressdo linear, andlise discriminante, andlise de correlacdo candnica, escala
multidimensional, andlise fatorial, andlise de componentes principais e andlise de agrupamentos,
entre outras (Jain, 2010).

Em geral, a andlise de agrupamento refere-se a um amplo espectro de métodos que
tentam subdividir um conjunto de dados X em subconjuntos ¢ (grupos) que sdo separados por
pares, todos ndo vazios, e sua unido € o proprio X. Existem muitos algoritmos, cada um com seu
proprio critério de agrupamento matemdtico para identificar grupos "6timos", que sdo discutidos

na literatura.

1.1 OBIJETIVO

O objetivo dessa dissertacdo € fazer uma revisao literaria dos métodos de agrupamen-
tos existentes k-means e k-meddide além de contribuir para a literatura com o desenvolvimento

do agrupamento c-means para formas planas.
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1.2 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO
As proximas etapas da dissertagcdo estdo organizadas da seguinte forma:
1.2.1 Capitulo 2

Sdo apresentados alguns conceitos essenciais para o entedimento do trabalho como
um todo. Esses conceitos sdo morfometria, formas, marcos anatomicos, matriz de Helmert,
pré-formas e seu algoritmo de formacao, assim como € demonstrado como gerar a distribuicao
Bingham complexa e seu algoritmo de formacao outrossim como rotacionar os dados gerados

pela distribuicdo.
1.2.2 Capitulo 3

Nesse capitulo sdo exploradas as varias interpretacdes do que € um grupo, suas
razdes e necessidade de formacao e classificacdo. Também sdo apresentados alguns métodos de
agrupamento, k-means, k-meddide e o c-means, bem como uma discussao sobre cada método
e seus algoritmos de formacado. Por ultimo, € visto o indice de Rand, que serve para avaliar a

qualidade do agrupamento obtido.
1.2.3 Capitulo 4

Neste capitulo visualizamos uma anélise numérica dos métodos de agrupamentos,

por meio de dados reais de cranios de gorilas e dados simulados com a distribui¢do Bingham.
1.2.4 Capitulo 5

Neste capitulo hd o objeitvo de proporcionar uma visdo geral do trabalho, suas
contribui¢cdes e conclusdes. Ha também o objetivo de ilustrar o que ainda pode ser feito para
que mais conclusdes possam ser desenvolvidas a partir do que ja foi demonstrado ao longo deste

trabalho e ajudar a propor trabalhos futuros.
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2 CONCEITOS BASICOS

2.1 MORFOMETRIA

Morfometria € o estudo matematico das formas de objetos pertencentes a mesma
populacgdo estatistica. Uma das suas aplicagdes € a identificacdo de populacdes de organismos
vivos, que podem assumir formas ou tamanhos diferentes conforme o ambiente em que se
desenvolveram.

A necessidade da utilizacdo de conjuntos multivariados de caracteres no estudo
de variacdo de organismos foi reconhecida ha muito tempo por sistematas (a drea da biologia
dedicada a inventariar e descrever a biodiversidade e compreender as relagdes filogenéticas entre
os organismos) e evolucionistas (¢ a mudanga das caracteristicas hereditdrias de uma populacdo
de seres vivos de uma geracao para outra) (Gould e Johnston, 1972). A maioria dos esfor¢os
iniciais para medir variacdo ficou, todavia, restrita a poucos caracteres, cujas interrelagcdes nem
sempre foram adequadamente avaliadas (Gould e Johnston, 1972). Todavia, o desenvolvimento
de métodos de andlise multivariada e, em particular, a disponibilidade de "pacotes* estatisticos,
permitiu que evolucionistas e sistematas se dedicassem a problemas relacionados a covariagao
de caracteres dentro e entre populacdes (Neff e Marcus, 1980).

A morfometria multivariada tem hoje diversas aplicagdes em biologia evolutiva.
Habitualmente, a andlise das fun¢gdes discriminantes e a andlise dos componentes principais
sdo empregadas para detectar variacdo em caracteres quantitativos e, também, para avaliar
padrdes de relagdes fenéticas (Pimentel, 1979, Neff e Marcus, 1980). Estes estudos geralmente
avaliam a variagdo morfométrica dentro das populacdes e sua relacdo com a variagdo entre as
populacdes procurando, frequentemente, relacionar variagdo ambiental e diferenciacdo fenotipica.
Na maioria dos casos, as relagdes entre populacdes sdo deduzidas a partir dos mesmos dados
utilizados nas andlises morfométricas, tornando impossivel a avaliacdo independente das relacdes
filogenéticas (Straney e Patton, 1980).

O topico de morfometria baseado em marcos anatomicos foi introduzido pelos
trabalhos de Kendall (1984), Kendall (1977) e Bookstain (1984). A formulacao matematica foi
apresentada por Kendall (1984) e (1977). Kendall trabalhava com dados de arqueologia e propds
uma metodologia baseada em um certo sistema de coordenadas. Por outro, lado Bookstein (1984)

trabalhava com dados de biologia e propds uma formulagdo baseada em um outro sistema de
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coordenadas. Em seguida, esses dois sistemas foram avaliados como sendo semelhantes. Hoje

em dia, os dois sistemas s@o corriqueiramente utilizados em morfometria.

2.2 FORMA E MARCOS ANATOMICOS

e,

Figura 1 — Segunda vértebra toracica de dois ratos (osso T2), em diferentes locais, escalas
e rotacoes, mas com a mesma forma (Dryden e Mardia (1998)).

A forma (shape) de um objeto € toda a informacgdo geométrica que permanece quando
retiramos os efeitos de locacdo, escala e rotagao do objeto. Descrevemos a forma de um objeto a
partir de pontos de referéncia (landmarks ou marcos anatdmicos). A anélise estatistica de forma
¢ um tdpico relativamente recente em estatistica e os conceitos fundamentais, como previamente
citados, foram propostos por Bookstein (1986) e Kendall (1984). Além disso, existem alguns
livros didaticos, tais como os de Dryden e Mardia (2016) e Small (1996).
De acordo com os autores Dryden e Mardia (2016), para uma melhor compreensao
do assunto, faz-se necessario apresentar¢ alguns conceitos bésicos:
e Forma (Shape) é toda a informacao geométrica que permanece quando os efeitos de
locacao, escala e rotacao sao removidos de um objeto.
e Tamanho e forma (Size e shape) € toda a informacao geométrica que permanece quando a
locacdo e os efeitos de rotacao sao removidos de um objeto.
e Marco (landmark) € um ponto de correspondéncia em cada objeto que combina entre e
dentro das populagdes.
Existem trés tipos basicos de marcos anatdmicos: os marcos anatomicos cientificos,
0s marcos anatdmicos matematicos e os pseudo-marcos anatdmicos, que consistem em:

e Um marco anatomico cientifico € um ponto atribuido por um especialista que corresponde
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entre objetos de alguma maneira cientificamente significativa, por exemplo, o canto de um
olho ou o encontro de duas suturas em um cranio. Em aplicacdes bioldgicas, esses marcos
também siao conhecidos como marcos anatdmicos e designam partes de um organismo
que correspondem em termos de derivacao bioldgica, e essas partes sdo chamadas de
homologas (por exemplo, ver Jardine 1969).

e Marcos anatdbmicos matematicos sao pontos localizados em um objeto de acordo com
alguma propriedade matematica ou geométrica da figura, por exemplo, em um ponto de
alta curvatura ou em um ponto extremo. O uso de marcos matematicos € particularmente
util no reconhecimento e andlise automatizados.

e Pseudo-marcos anatdmicos sdo pontos construidos em um objeto, localizados em torno do
contorno ou entre marcos cientificos ou matematicos.

Bookstein (1991) também define os marcos anatdmicos em trés outros tipos, que sao
de uso particular na biologia. Marcos anatdmicos tipo I ocorrem nas juncdes de tecidos/0ssos;
marcos anatdomicos do tipo II sdo definidos por propriedades locais, como as curvaturas maxi-
mas, e os marcos anatomicos do tipo III ocorrem em pontos extremos ou marcos anatomicos

construidos, como didmetros maximos e centroides.
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Figura 2 — Seis marcos anatéomicos matematicos (+) em uma segunda vértebra toracica
de um rato, juntamente com 54 pseudo marcos anatomicos no contorno. Os
pontos de referéncia sao 1 e 2 que sao pontos de maximos da func¢ao de
curvatura (Dryden e Mardia (2016)).

2.3 MATRIZ DE HELMERT

A transformada de Helmert tem sido amplamente utilizada para realizar transforma-

coes entre sistemas de referéncia. Essa transformada permite que um conjunto de pontos em um
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sistema seja transformado para outro, utilizando translacdes, rotacdes e escalas. A utilizacdo de
sistemas de referéncia é muito importante para qualquer tipo de posicionamento.

A transformacdo Helmert (em homenagem a Friedrich Robert Helmert , 1843-1917)
é um método de transformacio dentro de um espago tridimensional. E frequentemente usado em
geodésia para produzir transformacdes sem distor¢do de um dado para o outro. A transformacdo
Helmert também é chamada de transformacgdo de sete parametros e € uma transformacgao de
similaridade .

Primeiro precisamos definir a submatriz Helmert que € usada para remover a locagdo.
A submatriz de Helmert H tem dimensdes (k — 1) X k que é a matriz de Helmert sem a primeira
linha. A matriz completa de Helmert % é uma matriz quadrada k x k com sua primeira linha de
elementos igual a 1/+/k e as linhas restantes sdo ortogonais a primeira linha. Retiramos a primeira
linha de HY para que a transformada HX ndo dependa da locagiio original da configuragio. Vale
notar também que: H' H = C em que C é matriz de centralizagdo C = I; — (1/k)1 kl,{.

Por defini¢do, a j-ésima linha da submatriz de Helmert € dada por:
(hj...hj,—jh;,0,...,0), hj=—{j(j+1)}"2 2.1)
entdo a j-€sima linha consiste em £ repetido j vezes, seguido por — jh; € entdo k — j — 1 zeros,

j=1,...,k—1. Exemplo para k = 3, a matriz completa de Helmert é:

1/vV3  1/V/3  1/V3
H =| —1/vV2 1/V2 0
—1/vV6 —1/v6 2//6

e a submatriz de Helmert é:

—1/vV2 1/V2 0
—1/V/6 —1/v/6 2/V6

H =
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2.4 PRE-FORMA

Seja X uma matrix de coordenadas cartesianas de / marcos anatdbmicos em m dimen-

soes com configuracio k x m dimensdes, dada por:

X171 Xl,m
¥ — X.21 Xz.’m
X1 .- Xk7m

As coordenadas cartesianas de cada marco anatomico sao representadas no espaco
real R™.

Para eliminar os efeitos de locagdo, escala e rotacdo do objeto é necessario fazer al-
gumas transformacdes na matriz X. Inicialmente, escrevemos a matriz como um vetor complexo
com dimensao m=2:

L= aixyi, i +ixa)’ = (@, z70)" (2.2)

Em seguida, o efeito da locagio pode ser removido multiplicando z°, equagio (2.2),

pela submatriz de Helmert H, equagdo (2.1). Dessa forma:

Wik—1x1) = H(k—lxk)z(()kxl)a (2.3)

em que w representa a configuracio zg sem o efeito de loca¢do, que € denominada de configuracio
helmertizada.

Pré-multiplicando o vetor w por H podemos obter a configuracdo centrada:
H'w=H"H =Cx*7.

Para remover o efeito de escala deve-se dividir a configuragdo helmertizada, equacao

(2.3), pela sua norma |w|, assim teremos:

L(k—1x1) = ] ; (2.4)
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em que w* € o transposto conjugado de w e |.| é a norma complexa de w.

Algoritmo 1: Algoritmo para calcular a pré-forma com m=2

1: Transforme a matriz X em um vetor complexo (k x 1), dessa forma obtendo 2, equagao
(2.2).

2: Para retirar o efeito de locacdo multiplique z° pela submatriz de Helmert H, tendo assim w,
equacao (2.3).

3: Remova o efeito de escala dividindo w pela sua norma |w|, equacdo (2.4). Assim teremos o

pré-shape z.

Assim, a pré-forma da matriz de configuracdo X com m dimensdes é dada por:

H(k*l Xk)X(ka)

Z(k—1xm) = T Ex] (2.5)

A qual é invariante sob locacdo e escala da configuragdo inicial.

Note que, pela equagdo (2.5), podemos obter as pré-formas centralizadas, basta

multiplicarmos o numerador e o denominador por H, pois dessa forma teremos C = H' H.

Ze(lcm) = Clioxiy Xixm/|CX |

Nesse caso, z. ¢ uma matriz k x m, diferente de z, que é (k— 1) x m. De acordo com Dryden e
Mardia (1998) a vantagem de usar z é que este é de posto completo e sua dimensdo é menor que
Zc. Entretando, utilizando z., a pré-forma centralizada, é que a representacdo das coordenadas
cartesianas serdao coerentes com a configuragdo original.

Os espagos das pré-formas sdo todos os espacos possiveis das pré-formas z, que sao
os (k— 1) vetores, sem os efeitos de locac@o e escala. Para formas planas m = 2, esse espaco é

uma hiperesfera complexa de dimensdo (k — 1), ou seja:
CS* 2 ={z:7'z=1,2=C""}, (2.6)

em que C¥~! ¢ o espaco complexo de dimensio (k — 1).
Um importante conceito de morfometria € o conceito de forma média. Considere
z(l), ...,z) uma amostra aleatéria de configuracio complexa de uma populacio com n objetos

em que z? foi definido na equagdo (2). A forma média do grupo fI pode ser encontrada como
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autovetor dominante da soma quadratica complexa e matriz produto

n
S=Y zz, (2.7)
i=1
em que z; = w;/||wi||, i =1,...,n sdo as pré-formas, entdo fI é o autovetor correspondente ao
maior autolavor de S.
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Figura 3 — A forma média procrustes completa de cranios de gorilas machos e fémeas
Dryden and Mardia(2016).

Algoritmo 2: Algoritmo para calcular a forma média
1: Calcule as pré-formas zy,...,z, pelo algoritmo (1).

2: Calcule a soma quadrética e matriz produto S pela equagdo (2.7) .

3: A forma média sera o autovetor associado ao maior autovalor de S.

2.5 DISTANCIAS

Considere duas matrizes com k pontos e dimensao m = 2, em que zx = (2y1, - - - ,zxk)T
e Zy = (gy1,...,2y)" sdo as pré-formas de X e ¥ com configuragdo ||z¢|| = 1 e ||zy|| = 1, com

Zxx 1 =0 e zy* 1 = 0. Sendo assim, a distincia entre as duas forma dos dois grupos zy € zy €:

df = 1—|acx |
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Esta distancia € invariante aos efeitos de locacao, escala e rotacdo. Sendo assim,
podemos considerar cosp = (1 —dz)'/2.
Para os dados definidos na esfera complexa (equacdo (2.6)) o angulo entre as pré-

formas complexas z, € z, €

p = arccos(|zx * zy|), (2.8)

essa distancia também € conhecida como distancia geodésica. Ela € o caminho mais curto entre
Zx € 2y na hiperesfera da pré-forma e esta ndo € afetada pela rotacio. Dessa forma, fica visivel
que a distancia procruste p € o dngulo entre as pré-formas zy € zy.

A distancia procruste parcial também € invariante quanto a rotagdo entre zy € z € ela

¢ dada por

dp =2(1 —|zy % 7y|) = 2(1 — cosp).

Outro espago comumente usado na andlise de formas € o espaco tangente, que
representa uma versao linearizada do espaco de formas. Através do uso desse conceito por
construgdo, ocorre uma certa perda de informacdes (contida na curva do espago original da
forma). A vantagem € que a métrica euclidiana do espaco tangente permite o uso de andlises

multivariadas padrao (Amaral et al., 2010).

2.6 A DISTRIBUICAO BINGHAM COMPLEXA

A distribui¢ao Bingham complexa foi introduzida por Kent (1994) como um modelo
tratavel para andlise de formas baseado em marcos, a qual € definida na esfera complexa unitéria.

A distribuicdo Bingham complexa € relevante para a andlise da forma de dados em
duas dimensdes. O problema de simular dados da distribuicao Bingham equivale a simulacio de
uma distribuicdo exponencial multivariada truncada (Kent, 2004). A distribui¢cao de Bingham
possui simetria antipodal, o que significa que f(x) = f(—x) para todos os vetores unitérios x.
Isso torna a distribuicdo Bingham adequada para modelar eixos na esfera em que os vetores x €
—x representam o mesmo eixo (Dore 2016).

Densidade: Considere o caso em que temos uma distribuicdo de probabilidade

(k—1)—1

de pré-formas na esfera " correspondente a k pontos em m dimensdes. Para o espago

dimensional m = 2, utilizando a notagdo complexa temos que §2(k=1)~1 = c§k=2 em que CS¥2 =
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[z: (k—1) —vetores,z*z = 1] é a esfera unitdria complexa com k — 1 dimensdes complexas. No
nosso caso, considere k marcos anatomicos e m — 2 dimensdes com coordenadas.
Para k < 2 seja CS*! = {z = (z1,21,...,2%) : L|zi|> = 1} € C*. A distribuigio

Bingham complexa tem fun¢do densidade de probabilidade:
f(z) = c(A) " 'exp(z*Az),

em que A é uma matriz hermetiana k X k e ¢(A) é uma constante de normalizag¢do, dada por:

k—1
C(A) = 27Tk71 Z aiexpli, afl = H(AJ — l,)
i=1 i#]

em que 4] < A < ... < 4_1 = 0 denota os autovalores de A. Note que ¢(A) = ¢(A) depende
somente dos autovalores de A, com A = diag(Ay,...,Ax_1).

Para simular a distribui¢do Bingham complexa, véarios métodos foram propostos
por Kent et al. (2004). No trabalho sera adotado o primeiro método, truncagdo pelo simplex.
Primeiro, gera-se exponenciais truncadas, Texp(A;), pelo método de aceitagdo e rejeicao e, entdo,
essas varidveis aleatdrias sdo expressas em coordenadas polares para obter uma distribui¢cao

Bingham complexa.

Algoritmo 3: Algoritmo para gerar a exponencial truncada

1: Gere uma varidvel aleatéria U; ~ U[0,1], j=1,...,k—1

2: Seja S = —(1/A;)log(1-U;(1 —e M), 8" = (S,...,8,_;)T de modo que §'; sdo amostras
aleatérias independentes Texp(A ;)
k—1

3: Se ¥ S} < 1, entdo § = §', sendo rejeite S e retorne ao passo 1.
=1

Para simular a Bingham complexa usa-se k — 1 exponenciais truncadas gerando um
vetor de dimensdo k de uma distribuicio Bingham complexa. E necessdrio fazer uma mudanca
nos autovalores de A, de modo que eles sdo ndo positivos, com o maior deles igual a 0. A
mudanga € feita sem perda de generalidade (Kent, 2004). A mudanca deve ser feita de forma
que A; > Ay > ...4 = 0 denote os autovalores de —A. Entdo, escreva A = (4y,...,A4_1) para o

vetor dos primeiros k — 1 autovalores. Os pardmetros A; sdo considerados como pardmetros de



27

concentracao.

Algoritmo 4: Gerando a distribuicio Bingham complexa

1: Tendo S = (Si,...,Sk—1), onde S ~ Texp(A;) sdo exponenciais truncadas e independentes.

k—1 k—1
2: Se ¥ §;<1,fagaSy=1~- Y S, sendo volte ao passo 1.
j=1 j=1
3: Gere os angulos independentes 6, ~ U[0,2x], j=1,....k
4

/2

:Calculezj:S} exp(i6;), Jj=1,....k

2.6.1 Rotacionando a Distribuicao Bingham

No trabalho serdo simuladas duas amostras de dados da distribui¢do Bingham. Para
fazer o agrupamento de forma correta, uma das amostras precisa ser rotacionada. Esta secao
explica como o método proposto por Amaral, Dryden e Wood (2007) pode ser usado para
rotacionar uma das amostras. Deve-se notar que com dados simulados as duas amostras t€ém
mesma rotagdo, o que implica a mesma forma média, por isso a necessidade de rotacionar uma
das amostras.

De acordo com Amaral, Dryden e Wood (2007), seja m o parametro de interesse,
assumido como um vetor unitdrio real ou complexo, e denota a estimativa de m com base na
amostra i por m;, i = 1,..., k. Deixe mgy denotar uma estimativa combinada de m com base nas k
amostras. Entdo, no caso direcional (ou seja, real), para cada i, encontramos uma rotag¢do R; que
gira m; em direcdo a mg de modo que todos os vetores ortogonais ao plano formado por m; e my
permanecem inalterados, e aplicamos essa transformacgdo a cada observacao na amostra, obtendo
assim uma amostra transformada ou rotacionada. Na realidade, usamos rotacdes que alteram
as amostras "o minimo possivel* sujeitas a mover m; para mg. Os detalhes s@o semelhantes no
caso de pré-forma (ou seja, no caso complexo), exceto que as transformacdes apropriadas U; s@o
unitarias. As opgOes apropriadas de R; e U; sdo dadas abaixo.

Para o caso real, suponha que a e b sdo vetores unitarios em R¢ e que desejamos
"mover b para a pelo caminho geodésico na esfera unitdria em RY que liga b a a””. Desde que
la’b| < 1, a matriz de rotagio é determinada de maneira natural.

Defina ¢ = {b—a(a’h)}/||b —a(a’b)||, onde ||.|| denota a norma euclidiana em R?.

Porque
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16— a(a’b)||* = bTb+a a(a’ b)* — (a”b)* — (" b)(bTa) =1 — (a’h)* > 0

quando |a’ b| < 1, segue-se que ¢ estd bem definido. Observe que, por construcio,
cTc=1. Defina o = cos ' (a’b) € (0,7) e A = ac —ca’.
Suponha que a, b € R¢ sejam vetores unitdrios tais que |a’b| < 1, e que @, A, e ¢
sejam definidos como anteriormente. Entdo a matriz
Q = eXp((XA) = Id + Z TAJ,
=1
possui as seguintes propriedades: Q é uma matriz de rotacdo d x d; Q pode ser escrito como

Q = I; + (sena)A + {(cosa) — 1})(aa” +ccT); Qb = a e para qualquer z € R? tal que a’z =0
e bTz =0, nés temos Oz=1z

Ao aplicar esse resultado a transformacdo da amostra i, consideramos b = m;, a = my
e R; como a matriz de rotacio Q.

No caso complexo os detalhes sdo bastante semelhantes ao caso real, mas com um
recurso adicional. No contexto da anélise de forma, queremos escolher uma pré-forma b a partir
da forma [b] de b, onde b € C?, bxb = 1, de modo que b se move ao longo de uma geodésica
“horizontal” no espaco pré-moldado, correspondendo a uma geodésica no espago da forma para

mais detalhes ver Kendall et al. (1999). Na prética, fazemos isso substituindo b por
b=b(bxa)/|bxal, (2.9)

, de modo que b tem a mesma norma que b e b*a é real.
Dado que trabalhamos com b em vez de b, os detalhes sdo andlogos ao caso real.

Nesse caso, definimos

& =cos '(axb) € (0,7)
A=aéx—cax.

Agora suponha que a, b € C? satisfaca ||a®|| = axa = 1¢ ||b?|| = b*b = 1 e suponha

que |a*b| < 1. Seja &,A e & como foi definida acima. Entio a matriz

U = exp(G i&—
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possui as seguintes propriedades: U €é uma matriz unitdria d X d; U pode ser escrita como
U = I;+ (sen®)A 4 {(cos@) — 1} (aa* +&+); Ub = a e para qualquer z € C¢ tal que a*z =0
e bxz=0, temos U, = z.

Vale notar que o conjunto {%(0) = exp(0A)b: 0]0,&]} é uma geodésica “horizontal”
na esfera de pré-forma e, portanto, corresponde a uma geodésica no espaco da forma (ver Kendall
et al. 1999). Ao aplicar esse resultado na pratica, tomamos b = m; € a = my, definimos b usando

(2.9) e assumimos U; como a matriz unitaria.
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3 METODOS DE AGRUPAMENTO

3.1 INTRODUCAO

Uma das habilidades mais antigas e bdsicas do seres vivos estd entrelacada com o
agrupamento. Com o agrupamento de objetos semelhantes € possivel produzir uma classificagao.
Essaideia de categorias vem desde os primdrdios onde o homem pré-historico conseguiu perceber
que objetos individuais compartilham mesmas propriedades. Por exemplo, alguns objetos sao
comestiveis, venenosos, etc.

A propria classificagdo no seu sentido mais abrangente é necessaria para a formacao
das palavras que nos ajudam a reconhecer e discutir os variados tipos de eventos, objetos e
pessoas com que nos deparamos. Por exemplo, € preciso um rétulo para descrever uma classe de
coisas que tenham caracteristicas marcantes em comum. Dessa forma os animais sdo nomeados
como gatos, caes, cavalos, etc e esse nome classifica os individuos em grupos. Classificar e
nomear sao em sua essencia sindbnimos.

Além de ser um conceito bdsico para os humanos, a classificdo é fundamental para a
ciéncia. Na biologia, por exemplo, a classificacdo de seres vivos tem sido uma preocupagio desde
o inicio dos tempos. Aristételes, por exemplo, construiu um sistema complexo para classificar as
espécies do reino animal, em que comecava dividindo os animais em dois grupos primdrios: os
que tinham sangue vermelho (correspondendo aproximadamente aos nossos préprios vertebrados)
e 0s que ndo os possuiam (os invertebrados). Ele subdividiu ainda mais esses dois grupos de
acordo com a maneira como os filhotes sdo produzidos, tais como: mamiferos, em ovos, como
pupas e assim por diante.

No ano de 1737, Carl von Linn publicou uma obra chamada Genera Plantarum, da
qual foram tiradas as seguintes citacoes:

“Todo o conhecimento real que possuimos depende de métodos pelos quais distin-
guimos o similar do diferente. Quanto maior o nimero de distin¢des naturais que esse método
compreende, mais clara se torna a nossa ideia das coisas. Quanto mais numerosos 0s objetos que
empregam nossa atencao, mais dificil se torna formar tal método e mais necessério."

Na érea bioldgica existe todo um estudo voltado para classificar organismos, esse
estudo € chamado de taxonomia. No inicio da taxanomia essa era uma pratica mais ampla, talvez

mais uma arte do que um método cientifico. Porém, com o passar do tempo, novas técnicas
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menos subjetivas foram desenvolvidas.

A classificag@o de animais e plantas claramente desempenhou um papel importante
nos campos da biologia e da zoologia, como por exemplo, na base da teoria da evolugdo de
Darwin, mas esta também desempenhou um papel muito importante no desenvolvimento de
teorias em outros campos da ciéncia. Como, por exemplo, a classificacdo dos elementos na
tabela periddica, produzida por Mendeleyev no ano de 1860, que teve um impacto profundo no
entendimento e compreensdo da estrutura do 4tomo. Novamente, em astronomia, a classificagdo
de estrelas em estrelas anas e estrelas gigantes, usando o grafico de temperatura Hertzsprung-

Russell contra a luminosidade (Figura 4) afetou fortemente as teorias da evolugado estelar.
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Figura 4 — Grafico de temperatura de Hertzsprung — Russell contra a luminosidade (veja
Everitt Et. Al. (2011))

A classificacdo pode envolver pessoas, animais, elementos quimicos, estrelas, etc.,
como entidades a serem agrupadas. Neste texto, geralmente usaremos o termo objeto para cobrir

todas essas possibilidades.

3.2 RAZOES PARA A CLASSIFICACAO

De forma mais simples, um esquema de classificacdo pode ilustrar um método

conveniente para organizar grandes conjuntos de dados para que estes possam ser entendidos
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mais facilmente e suas informagdes possam ser extraidas ou recuperadas de forma mais eficiente.
Se um pequeno nimero de objetos puderem resumir de forma coesa os dados, entao os rétulos dos
grupos poderao fornecer uma descri¢do muito concisa dos padrdes de semelhancas e diferencas
nos dados. Em pesquisa de mercado, por exemplo, € possivel facilitar a pesquisa agrupando um
grande nimero de pessoas de acordo com suas preferéncias para produtos especificos. Isso pode
ajudar a identificar um “produto de nicho"para um tipo especifico de consumidor. Cada vez mais
€ importante a necessidade de resumir conjuntos de dados dessa maneira devido ao crescente
nimero de grandes bancos de dados atualmente disponiveis em praticamente todas as dreas da
ciéncia. Com a exploragdo correta desses bancos de dados usando andlise de agrupamento e
outras técnicas de analise multivariada € chamada agora de mineracdo de dados. No século 21 a
mineracdo de dados ganhou particular interesse para investigacdo de material na World Wide
Web onde o objetivo € extrair informagdes ou conhecimentos tteis do contetido da pagina da
internet, (para mais detalhes ver Liu (2007)).

Entretanto, nas suas muitas aplica¢des, um pesquisador pode estar procurando uma
classificac@o que lhe forneca um resumo util dos dados e também sirva para outros propdsitos
mais fundamentais. Na medicina, por exemplo, para tratar e entender uma doenca, esta deve ser
classificada e de forma geral essa classificacdo deve ter dois objetivos principais: o primeiro sera
a previsao - separando doencgas que requerem tratamentos diferentes; o segundo serd fornecer
uma base para a pesquisa em etiologia - as causas de diferentes tipos de doengas. Sao esses dois
principais objetivos que um clinico tem em mente quando faz um diagndstico.

Quase sempre existe uma grande variedade de classificacdes alternativas para um
mesmo conjunto de objetos. Por exemplo, os seres humanos podem ser classificados em relagdo
a sua renda como classe baixa, média e alta; também podem ser classificados pelo seu consumo
anual de dlcool em baixo, médio e alto; etc. Obviamente essas diferentes classificagdes irdo
reunir diferentes individuos em grupos. No entanto algumas classificacdes s@o mais provaveis
de serem de uso geral do que outras, um argumento bem formulado por Needham (1965) ao
discutir a classificacdo de humanos em homens e mulheres:

“A utilidade dessa classificacdo ndo comeca e termina com tudo o que, em certo
sentido, pode ser estritamente deduzido dela - a saber, uma afirmacéo sobre o género. E uma
classificagdo muito ttil porque classificar uma pessoa como homem ou mulher transmite muito
mais informacdes sobre provavel tamanho relativo, forga, certos tipos de destreza e assim por
diante. Quando dizemos que pessoas da classe homem s@o mais adequadas do que pessoas da

classe mulher para determinadas tarefas e, inversamente, estamos apenas fazendo um comentério
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incidental sobre sexo, nossa principal preocupagdo € com forga, resisténcia, etc. O ponto é que
fomos capazes de usar uma classificacao de pessoas que transmite informagdes sobre muitas
propriedades. Pelo contrario, uma classificacao de pessoas com tamanho dos antebracos entre
10cm e 20cm de comprimento e aquelas que nao estdo nesse intervalo, embora possa servir
para algum uso especifico, certamente nao é de uso geral. Em outras palavras, ndo existem
propriedades conhecidas que dividam um conjunto de pessoas de maneira semelhante."

Argumentos semelhantes podem ser feito com relacdo a classificacdo de livros
baseando-se, por exemplo, no assunto ou na cor do livro. Claramente a classificacdo do livro
com base no assunto, com classes como diciondrio, romances, biografias, etc, serd de uso muito
mais positivo que o segundo, com base na cor do livro como verde, azul, vermelho, etc. E clara a
razdo pela qual a primeira classificacdo € mais util que a segunda. A classificagcdo pelo assunto
indica muito mais as caracteristicas do livro que a classificacao pela cor.

Portanto, deve-se ressaltar e lembrar que, de forma geral, uma classificacao de um
conjunto de objetos ndo é como uma teoria cientifica e talvez deva ser julgada amplamente pela

sua utilidade, e ndo em termos binarios “verdadeiro"ou ‘“falso".

3.3 METODOS DE PARTICAO PARA FORMAS PLANAS

As técnicas numéricas para derivar classificacdes originaram-se de forma geral nas
ciéncias naturais, como biologia e zoologia, em um grande esforco para livrar a taxonomia de sua
natureza tradicionalmente subjetiva e tornd-la mais objetiva. O foco era fornecer classificagdes
objetivas e estaveis. Objetivo no sentido de que a andlise do mesmo conjunto de organismos pela
mesma sequéncia de métodos numéricos produza uma mesma classificacdo; de forma estavel
na medida em que a classificacdo permanece a mesma em uma ampla variedade de adicoes de
organismos ou de novas caracteristicas que os descrevem.

Um grande nimero de nomes foi utilizado para esses métodos numéricos de acordo
com a area de aplicacdo considerada. A faxonomia numérica é geralmente usada em biologia.
Em psicologia, o termo andlise Q é empregado algumas vezes. Na literatura sobre inteligéncia ar-
tificial, o reconhecimento ndo supervisionado de padroes é o rétulo preferido, e os pesquisadores
de mercado costumam falar sobre segmentacdo. Atualmente, porém, a andlise de agrupamento é
provavelmente o termo genérico preferido para procedimentos que buscam descobrir grupos de
dados.

Na maioria das aplicacdes de andlise de agrupamento € procurado dividir os objetos
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em parti¢des dos dados na qual cada individuo ou objeto pertence a um Unico grupo € o conjunto
completo dos grupos contém todos os individuos. Em algumas circunstancias, no entanto, os
grupos sobrepostos podem fornecer uma solu¢do mais aceitdvel.

A entrada de dados basica para a maioria das aplicacdes em andlise de grupo € a
matriz X de dados multivariada n x p, contendo os valores das varidveis que descrevem cada

objeto a ser agrupado; isso €:

)C171 xlyp

X21 -ee X2
X =

Xnd1 .-+ Xnp

Os elementos de entrada x;; em X fornecem o valor da j-€sima varidvel no objeto i.

As varidveis na matrix X podem ser frequentemente uma mistura de dados continua
e/ou discreta e algumas vezes pode ocorrer nenhuma entrada. As varidveis mistas e os valores
ausentes complicam o agrupamento dos dados e em algumas aplicacdes as linhas da matriz X
podem conter dados repetidos da mesma varidvel como, por exemplo, em condi¢des diferentes,
momentos diferentes, ou em posi¢des espaciais, etc. Um exemplo simples de dado repetido
com relagdo ao tempo pode ser a altura de criangas todos os meses com o passar de alguns
anos. Esses dados estruturados sao de natureza especial, pois todas as varidveis sdo medidas na
mesma escala, e a andlise de grupos de dados estruturados pode exigir abordagens diferentes do
agrupamento de dados nao estruturados.

A andlise de agrupamento € essencial para a descoberta e agrupamento de dados. Os
métodos de agrupamento ndo devem ser confundidos com os métodos discriminantes e atribuicdo
(que no contexto da inteligéncia artificial é usado o termo aprendizado supervisionado), onde os
grupos sao conhecidos a priori e o objetivo da andlise € construir regras para classificar novos
individuos em um ou outro dos grupos conhecidos. Um texto didatico sobre tais métodos é

apresentado por Hand (1981).

3.4 O QUE E UM GRUPQO?

Até esse momento, os termos de grupos, grupo e classe foram usados de maneira

totalmente intuitiva, sem sua devida defini¢do especifica. A defini¢do formal ndo € apenas dificil,
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trabalhosa, mas pode até ser equivocada. Bonner (1964), sugeriu que o critério final para avaliar
o significado de tais termos € o julgamento do valor do usudrio. Se o uso de um termo como
“grupo"produz uma resposta de valor para o investigador, isso € tudo o que € necessério.

Em parte Bonner esta certo, mas seu argumento ndo € inteiramente convincente, €
muitos autores, por exemplo, Cormack (1971) e Gordon (1999), tentam definir exatamente o que
¢ um grupo em termos de coesdo interna - homogeneidade - e isolamento externo - separacao.
Tais propriedades pelo menos podem ser ilustradas informalmente, como na Figura 5. Os
“grupos'presentes nesta figura serdo claros aos observadores sem a necessidade de uma definicao
formal explicita do termo. A valer o exemplo demonstra que nao ha nenhuma defini¢ao tnica
e que provavelmente ndo serd suficiente para todas as situagdes. Isso pode explicar por que as
tentativas de tornar os conceitos de homogeneidade e separacdo matematicamente precisos em

termos de indices numéricos explicitos levaram a numerosos e diversos critérios.
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Figura 5 — Grafico mostrando a selecao de grupos intuitivamente (veja Gordon (1980)).

Naio estd totalmente claro como um “grupo”é reconhecido quando exibido no plano,
mas um recurso do processo de reconhecimento parece envolver a avaliagdo das distancias
relativas entre os pontos. Como os observadores humanos extraem grupos perceptivamente
coerentes dos campos de “pontos"serd considerado brevemente no trabalho.

Um outro conjunto de dados bidimensionais € plotado na Figura 6. Aqui a maioria
dos observadores conclui que ndo existe uma estrutura de grupos “naturais”, simplesmente uma
Unica colecdo homogénea de pontos. Idealmente, entdo, pode-se esperar que um método de
andlise de agrupamento aplicado a esses dados chegue a uma conclusido semelhante. Em um
estudo mais aprofundado, este pode nao ser o caso, e muitos (a maioria) dos métodos de andlise
de agrupamento dividirdo o tipo de dados visto na Figura 6 em ‘grupos’. Geralmente, o processo
de dividir um conjunto de dados homogéneo em diferentes partes é chamado de disseccio, e esse

procedimento pode ser util em circunstancias especificas. Se, por exemplo, os pontos na Figura
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Figura 6 — Conjunto de dados sem grupo (veja Gordon (1980)).

6 representassem a localiza¢do geografica das casas em uma cidade, a dissec¢do poderia ser uma
maneira util de dividir a cidade em distritos postais compactos que cont€ém nimeros comparaveis
de casas - veja a Figura 7. (Este exemplo foi sugerido por Gordon, 1980.) O problema é que,
¢ claro, uma vez que na maioria dos casos o investigador nao conhece a priori a estrutura dos
dados (a andlise de grupos €, afinal, destinada a ajudar a descobrir qualquer estrutura). Existe
o risco de interpretar todas as solugdes do agrupamento em termos da existéncia de grupos
(naturais) distintos. O investigador pode, entdao, convenientemente “ignorar"a possibilidade de
que a classificacdo produzida por uma anélise de grupos seja um artefato do método e que na
verdade ela esteja impondo uma estrutura em seus dados, em vez de descobrir algo sobre a
estrutura real. Esse € um problema muito real na aplicacdo de técnicas de agrupamento.

Segundo Hair (1995), a andlise de agrupamento, também conhecida como anélise
de conglomerados, € um conjunto de técnicas estatisticas cujo objetivo € agrupar objetos se-
gundo suas caracteristicas, formando grupos ou conglomerados homogéneos. Os objetos em
cada conglomerado tendem a ser semelhantes entre si, e diferentes dos demais objetos dos
outros conglomerados. Os conglomerados obtidos devem apresentar tanto uma homogenei-
dade interna (dentro de cada conglomerado), como uma grande heterogeneidade externa (entre
conglomerados).

De acordo com Malhotra (2001), a andlise de grupos tem uma ampla aplicacao

nas dreas de marketing para varios objetivos, como segmentacdo de mercado, compreensao do
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Figura 7 — Conjunto de dados sem grupo, dividido (veja Gordon (1980)).

comportamento do comprador, identificacdo das oportunidades de um novo produto, selecdo de
mercados de testes e redugdo de dados. A andlise de agrupamento também vem sendo aplicada
em areas como a de investimentos, economia, sadde, etc.

Segundo Malhotra (2001), as etapas para a aplicacdo da andlise de grupos sdo:
formular o problema; escolher uma medida de distancia; escolher um processo de aglomeragao;
decidir quanto ao nimero de conglomerados; interpretar e perfilar os conglomerados; avaliar a
validade do processo de aglomera¢dao. No contexto de mofometria deve-se notar que € preciso
trabalhar com vetores de pré-formas e usar uma distancia apropriada para as pré-formas.

Como um processo de aprendizado ndo supervisionado, o agrupamento de dados
¢ frequentemente usado como uma etapa preliminar da andlise de dados. Por exemplo, o
agrupamento de dados € usado para identificar os padrdes ocultos nos dados de expressao
génica (MacCuish, 2010), para produzir uma boa qualidade de grupos ou resumos de big data
para tratar dos problemas analiticos e de armazenamento associados (Fahad et al., 2014), para
selecionar apdlices de seguro representativas de um grande portfélio para construir modelos de
metamodelos (Gan, 2013; Gan e Lin, 2015).

Tambem € necessdrio ter cuidado com o uso de métodos de agrupamento, porque o
particionamento de dados especifico (e as pontuacdes outliers correspondentes) podem variar
significativamente com a escolha da metodologia do agrupamento. Portanto, geralmente é

aconselhdvel agrupar os dados vdérias vezes e calcular a média das pontuagdes obtidas nas
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diferentes execugdes. Os resultados dessa abordagem geralmente sdo surpreendentemente

robustos (Aggarwall 2017).

3.5 TIPOS DE AGRUPAMENTOS

A anélise de agrupamento € uma das técnicas mais conhecidas e populares para o
reconhecimento de padrdes. Dessa forma, ha varios modelos de agrupamentos e algoritmos
que analisam distribui¢cdes, densidades, possiveis pontos centrais € um conjunto de dados. Os
métodos hierarquicos e ndo-hierarquicos sdo os mais conhecidos.

Os algoritmos hierdrquicos criam uma hierarquia de relacionamentos entre os elemen-
tos. Sdo populares na drea de bioinformatica e funcionam muito bem. Os métodos hierarquicos
se dividem em dois grupos - os aglomerativos e divisivos. Para mais detalhes veja (JOHNSON
et al., 1992).

Nos métodos hierdrquicos aglomerativos todos elementos formam seu proprio grupo
inicial. Entdo, os grupos mais préximos sao mesclados juntos de uma maneira iterativa, até que
finalmente todos individuos se unem em apenas um grupo, o qual inclui todos elementos do
conjunto original dos dados. O grande problema dessa abordagem € que as distancias entre os
agrupamentos devem ser recalculadas a cada iteragdo, o que torna o processo extremamente
lento para grandes massas de dados, elevando o custo computacional.

Os métodos hierarquicos divisivos, por outro lado, possuem abordagem inversa. O
agrupamento comeca a partir de um tinico grupo que vai se dividindo iterativamente em grupos
menores até cada elemento tornar-se seu proprio grupo. Cada um desses métodos podem ser
vistos em (KAUFMAN e ROUSSEEUW, 2009), (JAIN e DUBES, 1988).

Os métodos ndo-hierdrquicos sio organizados em dois paradigmas: rigido (hard) e
difuso (fuzzy). O método rigido tem como principio particionar os dados em grupos mutuamente
exclusivos. Um dos primeiros algoritmos com essa técnica € o algoritmo K-means (MACQUEEN
et al., 1967). O objetivo do agrupamento hard € alocar cada elemento do conjunto de dados a um
e somente um grupo. Em contraste, o agrupamento fuzzy permite que cada elemento pertenga a
mais de um grupo por meio de graus de pertinéncia. Portanto, propicia informa¢ao muito mais
detalhada da estrutura dos dados. Isso cria um conceito de limites fuzzy o qual difere do conceito

hard de limites bem definidos.
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3.6 K-MEANS PARA FORMAS PLANAS

Antes de definir o k-means € necessdrio definir um algoritmo para gerar a parti¢ao
inicial. O algoritmo de parti¢do inicial serd apresentado no algoritmo 5. Deve-se notar que essa

particdo inicial também € utilizada nos outros algoritmos de agrupamento que serdo estudados.

Algoritmo 5: Algoritmo de parti¢do inicial
1: Calcule as pré-formas de cada objeto pela equagdo 2.4.

2: Escolha de forma aleatdria k objetos para serem os centros dos grupos.

3: Atribua cada objeto ao centro k mais proximo.

4: Calcule a forma média dos grupos que € definida logo acima da equacao (2.7).
5: Calcule J = )}f Y Dist®(z;, ).

. r=1ieC,

: Repita o passo 1 a0 5 um nimero M de vezes. Em seguida, escolha a parti¢ao associada ao

menor valor de J.

Muitos algoritmos de agrupamento foram desenvolvidos nos dltimos sessenta anos.
Entre esses algoritmos, o algoritmo k-means € um dos algoritmos de agrupamento nao hierarqui-
cos mais antigos e mais usados (Macqueen, 1967; Jain, 2010)

O algoritmo de agrupamento k-means foi desenvolvido por MacQueen (1967) poste-
riormente sendo adaptado a uma nova versao feita para trabalhar com dados de andlise estatistica
de formas. O algoritmo k-means possui como objetivo particionar n observacdes dentre K
grupos de modo que cada observacdo pertenca ao grupo cuja distancia entre essa observacio € o
protétipo (forma média) do grupo € minima. O algoritmo de agrupamento k-means para formas

planares estd definido no Algoritmo 6.

Algoritmo 6: Algoritmo k-means
1: Utilize o algoritmo de parti¢do incial 5 aplicado as pré-formas dos objetos z;.

2: Calcule a forma média dos grupos.

3: Atribua cada objeto a forma média do grupo mais proéximo.

4: Calcule a forma média de cada grupo.

S: Repita o passo 3 e 4 até que nao haja mais mudanga de elementos para outros grupos ou um

nimero maximo de iteracdes seja atingido.




40

Para adaptar o método k-means ao agrupar objetos com base em marcos anatdomicos,
€ desnecessario considerar alguns conceitos basicos da anélise de formas (Amaral 2010).

De acordo com Hastie, Tibshirani e Friedman (2008) o agrupamento k-means é
um método para localizar grupos e centros de grupos em um conjunto de dados ndo rotulados.
Primeiramente escolhe-se o nimero desejado de centros dos grupos, digamos K, e o procedimento
k-means move iterativamente os centros para minimizar o total dentro da varia¢do do grupo.

O método k-means é muito semelhante a0 método de Forgy, a unica diferenca
€ que, cada vez que um objeto muda de grupo, os centrdides do seu grupo antigo € novo
sao recalculados. Isso pode ser feito facilmente usando uma equacao de atualizagc@o para as
coordenadas do centréide (Kaufman Rousseeuw 1990).

O k-means € pode ser implementado para resolver muitos problemas corriqueiros.
Ele ¢ adequado para grupos compactos e hiperesféricos. Sua complexidade computacional com
relacdo ao tempo do k-means é O(nKp). Uma vez que K (nimero de grupos) e p (dimensdo) sdao
geralmente menores que n (nimero de objetos), k-means pode ser utilizado para agrupar grandes
conjuntos de dados. As desvantagens do k-means sdo também bem estudadas e como resultado
disto muitas variacdes do k-means tém sido propostas para superar estes obstaculos(Assis 2019).

N3o hd nenhum método eficiente e universal perfeito para identificar o nlimero
de grupos e a parti¢cdo inicial (Fayyad et al., 1996). Os protétipos encontrados no estado de
convergéncia variam com a parti¢cdo inicial. Uma estratégia geral para este problema € executar
o algoritmo varias vezes com diferentes particdes aleatdrias iniciais (Bradley et al., 1998).

O k-means também € sensitivo a ruido, anomalias e outliers. Mesmo se um individuo
estd bem afastado dos protétipos dos grupos ele é obrigado a ser incluido em algum grupo
desta forma distorcendo a forma daquele grupo. Em geral, o k-means converge para um ponto
estaciondrio em tempo finito, ndo h4 garantias sobre se o ponto de convergéncia € de fato o
minimo global ou, se ndo, a que distancia estamos dele, uma inicializa¢do ruim dos centréides
pode nos levar a uma solu¢do ndo 6tima. Na pratica, € aconselhdvel executar o algoritmo varias
vezes e selecionar a solucdo com a menor dispersao dentro do grupo (Peter Flach 2015).

Uma grande desvantagem dos algoritmos k-means € que eles sdo baseados em
valores médios e, consequentemente, sao muito sensiveis a valores discrepantes. Tais valores
atipicos, que podem ndo ser incomuns em amostras grandes, podem deteriorar significativamente
o desempenho desses algoritmos, mesmo que representem apenas uma pequena fracao dos
dados, conforme explicado em Garcia et al. (2012) ou Croux et al. (2007). A abordagem

k-medians € uma primeira tentativa de obter algoritmos de clustering mais robustos; foi sugerido
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por MacQueen (1967) e desenvolvido por Kaufman e Rousseeuw (1990). Consiste em considerar
critérios baseados em normas minimas em vez de normas quadréticas, de modo que os centros
de aglomerados sejam as medianas espaciais, também chamadas de medianas geométricas ou L1
(veja Small, 1990), dos elementos pertencentes a cada aglomerado. Muitos algoritmos foram
propostos na literatura para encontrar esse minimo. O mais popular é certamente o algoritmo
PAM (particionamento em torno dos meddides), desenvolvido por Kaufman e Rousseeuw (1990),
a fim de buscar minimos locais entre os elementos da amostra. Seu tempo de computacio é

O(kn?) e, como consegiiéncia, nio estd muito bem adaptado para amostras grandes.

3.7 ALGORITMO K-MEDOIDE PARA FORMAS PLANAS

O algoritmo k-meddide, diferente do k-means, ndo utiliza a média como valor de
referéncia para o centro dos grupos, ele utiliza o objeto mais central de cada grupo para ser o
centro. O algoritmo k-meddide, requer que os centros sejam pontos dos dados. Observe que
calcular o medéide de um grupo requer o exame de todos os pares de pontos - enquanto o cdlculo
da média requer apenas uma tUnica passagem pelos pontos - 0 que pode ser excessivo para
grandes conjuntos de dados. A qualidade de um agrupamento Q € calculada como a distancia
total entre todos os pontos até o meddide mais préximo. Observe que existem k(n — k) pares
de um meddide e um ndo-medodide, e avaliar Q requer iteracdo sobre n — k pontos de dados,
portanto, o custo computacional de uma iteragdo € quadrédtico no nimero de pontos de dados.
No k-meddéide os objetos sdo D C X o nimero de grupos K € Ne uy,..., Uy € D, representa os
grupos preditivos de X.

O algoritmo de agrupamento k-meddides esta definido no algoritimo abaixo:

Algoritmo 7: Algoritmo k-meddide
1: Utilize o algoritmo de particdo inicial 5 para ter a primeira divisdo dos grupos.

2: Escolha aleatoriamente k centros para representar os [y, ... U prototipos dos grupos iniciais.
3: Atribua cada objeto x; ao grupo cujo centro estiver mais proximo argmin Dis(z;, [L;) .

4: Calcule a distancia de cada objeto para o seu centro D; = f Dist(z;, 1)

S: Repita o passo 1 ao 3 se D < D; entdo fique com o grul;é Dy

6: Repita do passo 1 ao 5 um ndmero grande de vezes.

De acordo com Kaufman Rousseeuw (1990) para obter k grupos, o método seleciona
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k objetos (que sao chamados de objetos representativos) no conjunto de dados. Os grupos
correspondentes sdo encontrados, atribuindo cada objeto restante ao objeto representativo mais
proximo.

Para ser exato, a distancia média (ou dissimilaridade média) do objeto representativo
para todos os outros objetos do mesmo grupo estd sendo minimizada. Por esse motivo, um
objeto representativo 6timo que chamamos de medoide de seu aglomerado e o método de parti-
cionamento em torno de medodides, chamamos de técnica de k-meddide (Kaufman Rousseeuw

1990).

3.8 ALGORITMO FUZZY C-MEANS PARA FORMAS PLANAS

Nesta secdo € descrito como o algoritmo de fuzzy c-means proposto por Bezdec
(1984) pode ser adaptado para o contexto de morfometria em formas planas onde € utilizado uma
distancia para espagos ndo-euclideanos. Nesse caso, cada objeto é representado por um vetor de
pré-formas e as distancias entre os objetos sao medidas a partir de distancias de pré-formas tais
como a geodésica.

Normalmente, as abordagens de agrupamento geram particdes de forma que um
individuo pertenga somente a um grupo. Este tipo de agrupamento é chamado de agrupamento
hard, em que os grupos nesse tipo de abordagem sdo disjuntos. O método de agrupamento
fuzzy muda essa no¢ao permitindo associar um individuo com todos os grupos, nesse tipo de
abordagem os grupos sao disjuntos. O agrupamento fuzzy estende essa nocdo para permitir
associar um individuo com todos os grupos usando uma funcdo de pertinéncia (Zadeh, 1965).
O conceito do método fuzzy oferece a vantagem de expressar o tipo de situacdo em que um
individuo compartilha similaridade com varios grupos através da possibilidade do algoritmo que
associa cada individuo parcialmente a todos os grupos.

Seja {Y1,...Y.} uma parti¢do dos objetos definidos em Y. Uma parti¢do hard de Y é

formada a partir dos subconjuntos que correspondem a:
Yi#¢, 1<i<c

YinY;=¢; i#j

Uf:lyi — Y,
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em que ¢ denota o conjunto vazio, U e N denotam as operacdes de unido e intersec¢ao.

Seja ¢ um inteiro com 1 < ¢ < n e seja Z = {z1,...,2,} um conjunto das pré-formas
dos n individuos na esfera complexa de dimensao k — 1. Dado Z, pode-se dizer que ¢ subconjuntos
fuzzy {u; : Z — [0;1]} sdo uma c parti¢do fuzzy de Z se os ¢ x n valores {uy = u;(z;),1 <k <

n,1 <i<c} satisfazem as seguintes trés condicdes.
0<uy <1, Vik

Y u=1, Vk
i

0<Zuik<n Vi.
k

Deve-se notar a diferenca entre as particdes hard e fuzzy. No caso da parti¢ao fuzzy
cada objeto pertence parcialmente aos ¢ grupos. Por outro lado, no caso da particao hard, cada
objeto pertence apenas a um dos grupos.

Qualquer conjunto de valores ¢ x n que satisfaca as condi¢des acima pode formar

uma matriz (¢ X n), U = [u].

Y 4

Figura 8 — Agrupamento fuzzy x hard
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Na Figura 8, os retangulos dividem o conjunto de dados em dois agrupamentos
hard: H1 = {1,2,3,4,5} e H2 = {6,7,8,9}. Um algoritmo de agrupamento fuzzy poderia
produzir os dois grupos fuzzy F1 e F2 representados por elipses. Os individuos terdo pertinéncia
definida no intervalo [0; 1] para cada grupo. Por exemplo, o grupo fuzzy F1 e F2 pode
ser descrito F'1 ={(1,0.9)(2,0.8)(3,0.7)(4,0.6)(5,0.55)(6,0.2)(7,0.2)(8,0.0)(9,0.0) } e F2 =
{(1,0.0)(2,0.0)(3,0.0)(4,0.1)(5,0.15)(6,0.4)(7,0.35)(8,1.0)(9,0.9) }

Os pares ordenados (n,u;) em cada grupo representam, respectivamente, o individuo
n e sua pertinéncia ao grupo i, #;. Quanto maior o valor de pertinéncia indica alta confian¢a na
associacdo de um individuo ao grupo. Uma parti¢do hard pode ser feita a partir da parti¢ao fuzzy,
para isso basta aplicar um limiar aos valores de pertinéncia.

O algoritmo de agrupamento fuzzy c-means esta definido a seguir:

Algoritmo 8: Algoritmo fuzzy c-means

1: Escolha o nimero de grupos ¢ ,2 < ¢ < n, determine m, 1 < m < o e fixe 0 nlimero maximo

de iteracdes N.

2: Utilize o algoritmo de particao inicial 5 e a partir dai defina a primeira matriz de pertinéncia

cujos elementos sdo dados por uj.

¥ ()2
3: Calcule o protétipo dos grupos p; pela equacido: p; = “——, em que z; denota a

kZI Ui
pré-forma do k-ésimo objeto.
C
4: Atualize a matriz de pertinéncia u;, pela equacdo: uy = ( Y a; jk)_l.
i=1

]:

1
5: Emque:  a;j = (dig/di) ™ e dig = ||z — pil |-

6: Repita o passo 3,4 e 5 N vezes.

A abordagem fuzzy c-means pode ser muito eficaz para resolver muitos problemas
de andlise de grupos e o comportamento da abordagem fuzzy c-means na pratica estd bem
documentado. Entretando, existem muitas questdes substanciais ndo respondidas sobre o fuzzy

c-means (Hathaway Bezdek 1988).

3.9 INDICE DE RAND

Nesse trabalho serd calculado o indice Rand ajustado (CR) ou a medida Rand. Na

estatistica e, em particular, na andlise de grupos de dados, € uma medida da semelhanga entre dois
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agrupamentos de dados. O indice CR mede o quao bem ajustados ficaram os grupos, fazendo
uma comparacao entre uma particao fisica a priori e a posterior (posteriori) obtida da parti¢ao
fornecida pelo algoritmo de agrupamento. O CR tem valores no intervalo [-1, 1], onde o valor
1 indica perfeito ajuste dos dados aos grupos especificos, enquanto valores proximos a 0 (ou
negativos) correspondem a um grupo mais aleatério, encontrada ao acaso.

Sendo X = xy,...x;,...,xg € ¥ = y1,...,yj,...,yc as duas particdes do mesmo

conjunto de dados que possuem, respectivamente, grupos R e S. Entdo, o indice Rand ajustado é:

XY Y] Y2 ce YS Soma
Xy | npp onpp ... ng | ap
Xy |ny nyp ... Ny | @
XR Ny N2r ... Ny a;
Soma | by by ... by
e
~1
R c I’lij n R a; c bj
i=1 ijl 5 - 5 i=1 5 j=1
CR = - . (3.
a; b; n a; b;
1 |vR i C J R i . c J
7 | Zi=1 +Xi - i=1 rj=1
2 2 2 2
a; _ ) -
em que ] = w e n;j representa o nimero de objetos que estdo nos grupos x; € y;,

assim como b; indica o nimero de objetos no grupo y; e a; indica o nimero de objetos no grupo
Xi.

Além do indice de Rand, hd varios outros critérios para se definir se o agrupamento
foi feito de forma adequada ou ndo, tais como o indice de Jaccard, indice Folkes Mallows, entre

outros.
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4 ANALISE NUMERICA

Nessa se¢do serdo ilustrados os métodos apresentados acima com dados reais e dados
simulados. Isso servird para avaliar a eficiéncia de cada método para diferentes parametros da
distribuicdo Bingham complexa apresentada no algoritmo 4 e para os dados reais. A distancia
utilizada para a alocacdo dos dados nos grupos foi a distancia geodésica apresentada, na equagao
(2.8). Cada simulacdo terd 100 réplicas diferentes de Monte Carlo e a média do indice de Rand
apresentada na equacdo (3.1) serd exibida nas tabelas. Para os dados simulados, utilizando
a distribuicdo Bingham complexa, foram gerado dados utilizados trés parametros diferentes,
trés diferentes tamanhos de amostra e trés rotagdes diferentes. Em todas as simulacdes e
andlise dos dados foram utilizados os métodos de agrupamentos k-means, k-meddide e c-means

aprensentados nos algoritmos 6, 7 e 8, respectivamente.

4.1 DADOS MACACOS

Em uma investigacdo para avaliar as diferencgas cranianas entre os macacos pelo sexo,
foram estudados 29 gorilas machos e 30 fémeas adultas, 28 chimpanzés machos e 26 fémeas
adultas e 30 orangotangos machos e 24 fémeas adultas. Os dados sao descritos em detalhes por
O’Higgins (1989) e O’Higgins e Dryden (1993). Oito marcos anatdmicos sdo escolhidos no
plano para cada cranio. Os pontos de referéncia sdo marcos anatdomicos e foram selecionadas
por um bidlogo especialista.

Uma ilustracio dos cranios dos gorilas, chinpanzés e orangotangos, machos e fémeas

¢ apresentada a seguir na figura 9.
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Figura 9 — Os seis grupos com os marcos anatomicos dos cranios dos macacos: (coluna
da esquerda) gorilas fémeas e machos; (coluna do meio) chimpanzés fémeas e
machos; e (coluna da direita) orangotangos fémeas e machos (Dryden e

Mardia (2016)).
4.1.1 Gorilas
K-means | Macho | Fémea | Indice de Rand
Macho 27 2 0,7428
Fémea 2 28
Tabela 1 — Tabela do k-means para os dados dos cranios dos gorilas machos e gorilas
fémeas.
K-medéide | Macho | Fémea | Indice de Rand
Macho 27 2 0,7428
Fémea 2 28
Tabela 2 — Tabela do k-medéide para os dados dos cranios dos gorilas machos e gorilas
fémeas.
C-means | Macho | Fémea | Indice de Rand
Macho 27 2 0,7428
Fémea 2 28

Tabela 3 — Tabela do c-means para os dados dos cranios dos gorilas machos e gorilas
fémeas.
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Pelas Tabelas 1, 2 e 3, contendo dados de 29 gorilas machos e 30 gorilas fémeas,
todos os métodos foram igualmente efetivos. Dados de 27 dos 29 machos e 28 das 30 fémeas

foram agrupados de forma correta e cada método teve o mesmo valor no CR = 0,7428

4.1.2 Chimpanzés

K-means | Macho | Fémea | Indice de Rand
Macho 13 8 -0,0026
Fémea 15 18
Tabela 4 — Tabela do k-means para os dados dos cranios dos chimpanzés machos e
chimpanzés fémeas.

K-medoide ‘ Macho ‘ Fémea | Indice de Rand
Macho | 12 | 8 -0,0054
Fémea | 16 | 18 |

Tabela 5 — Tabela do k-medéide para os dados dos cranios dos chimpanzés machos e
chimpanzés fémeas.

C-means | Macho | Fémea | Indice de Rand
Macho 20 7 0,13
Fémea 9 18
Tabela 6 — Tabela do c-means para os dados dos cranios dos chimpanzés machos e
chimpanzés fémeas.

Nas Tabelas 4, 5 e 6, que contém os dados referentes aos chimpanzés, o k-means,
que se utiliza da forma média, agrupou quase metade dos dados de maneira inadequada, com
CR = —0,0026. O resultado do agrupamento pelo método k-medéide foi semelhante, com CR =
—0,0054. J4 o método c-means apresentou o melhor resultado, com CR = 0, 13, identificando
16 chimpanzés como pertencendo ao grupo errado. Estes resultados indicam que o algoritmo

proposto, c-means, funciona bem para esse conjunto de dados reais.

4.1.3 Orangotangos

K-means | Macho | Fémea | Indice de Rand
Macho 24 2 0,4856
Fémea 6 22
Tabela 7 — Tabela do k-means para os dados dos cranios dos orangotangos machos e
orangotangos fémeas.
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K-medéide | Macho | Fémea | Indice de Rand
Macho 24 5 0,4339
Fémea 6 19

Tabela 8 — Tabela do k-medéide para os dados dos cranios dos orangotangos machos e
orangotangos fémeas.

C-means | Macho | Fémea | Indice de Rand
Macho 23 5 0,4191
Fémea 7 19

Tabela 9 — Tabela do c-means para os dados dos cranios dos orangotangos machos e
orangotangos fémeas.

Para o conjunto de dados de cranios de orangotangos, o indice de Rand dos trés

métodos foram semelhantes, de acordo com as Tabelas 7, 8 € 9. O algoritmo k-means classificou

8 cranios em um grupo errado e ficou com CR = 0,485. O algoritmo k-medéide classificou 11

objetos em um grupo errado e ficou com CR = 0,4339. O algoritmo c-fuzzy agrupou 12 cranios

no grupo errado, ficando com CR =

0,419.

Nenhum algoritmo teve superioridade definitiva sobre os outros em todos os dados

reais analisados. Diferentes algoritmos tiveram resultados superiores a depender dos dados

analisados.
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4.2 DADOS SIMULADOS

Todos os dados simulados foram feitos a partir da distribuicdo Bingham com 3
parametros. Para comparar os agrupamentos, foram selecionados 4 valores diferentes para
os parAmetros P; = ( dados; = ( A} =890, A, =895, A3 =900); dados; = (A = 800, A, =
850, A3 =900)), P, = (dados; = ( A} =100, A, =200, A3 =300), dados, = (A} =898, A, =
899, A3 =900)),P; = (dados) = ( A, =100, A, =250, A3 =500), dadosy = ( A1 =150, A, =
300, A3 =600), Py = (dados; = ( A; =100, A, =500, A3 =1000), dados, = ( A} =980, A, =
990, A3 = 1000)), 3 tipos de rotagdo para os dados da segunda amostra r; = (0.6 1), r, =
(20x ) e r3 = (50 ) e 3 tamanhos de amostra n; = 25, n, = 50 e n3 = 100. Em todas as
simulagdes, antes de aplicar o método de agrupamento, foi feita a particao inicial dos dados, que

foi definida no algoritmo (5).

n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,128 1h20min
K-meddide 0,083 1h36min
C-means 0,103 1h25min
Rota¢do=0.6*7 | 1;=890,895,900 1,=800,850,900

Tabela 10 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n; e rotacao r;

n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,140 1h22min
K-medoéide 0,105 1h36min
C-means 0,137 1h27min
Rota¢ao=20*m | 41=890,895,900 2,=800,850,900

Tabela 11 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n; e rotacao

n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,130 1h21min
K-medoéide 0,096 1h36min
C-means 0,102 1h28min
Rota¢do=50*m | 11=890,895,900 4,=800,850,900

Tabela 12 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n; e rotacao r3

De acordo com as Tabelas 10, 11 e 12, para os dados simulados com os parametros

A1 = (890,895,900) e A, = (800,850,900), rotacdo r; = 0.6 x w e n; = 25, os resultados do
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indice de Rand indicaram que os métodos tém desempenho semelhante. Houve um pequeno
destaque para o k-means. Na Tabela 12, com 4; = (890,895,900) e A, = (800, 850,900) em
que temos ambos pardmetros com baixa concentracao, o k-means teve indice de Rand igual a
0,130 e o seu tempo de execugdo foi de 1 hora e 21 minutos, enquanto que o c-means teve indice
de Rand igual a 0.102 e tempo de execucao de 1 hora e 28 minutos. Apesar de, neste caso, o
c-means ndo ter obtido o melhor desempenho, sob outras configuragdes que serdo apresentadas a

seguir este método mostra-se superior aos demais.

n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,404 1h20min
K-meddide 0,258 1h35min
C-means 0,398 1h28min
Rotagao=0.6*m | 1;=(100,200,300) A,=(898,899,900)

Tabela 13 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P>,
tamanho de amostra n; e rotacao r|

n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,729 1h15min
K-medoide 0,736 1h37min
C-means 0,827 1h26min
Rota¢do=20*m | A;=(100,200,300) A,=(898,899,900)

Tabela 14 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n; e rotacao r,

n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,790 1h52min
K-medoéide 0,607 1h37min
C-means 0,878 1h32min
Rotag¢ao=50*m | A;=(100,200,300) A,=(898,899,900)

Tabela 15 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n; e rotacao r3

Nas Tabelas 13, 14 e 15 os parametros utilizados para simular os dados foram:
A1 = (100,200,300) A, = (898,899,900), e n; = 25. Nesta configuragdo, com o aumento
da rotacdo e a maior separacdo dos dados, o método c-means passou a se destacar em sua
capacidade de agrupar corretamente os dados, mostrando-se melhor que os demais. Na Tabela
15, por exemplo, com a rotacdo igual a r3 = 50 * 7, 0 k-means apresentou indice de Rand igual a

0,790, enquanto o do c-means foi igual a 0,878, mostrando-se superior aquele.
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n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,034 1h21min
K-medoéide 0,012 1h35min
C-means 0,025 1h24min
Rotagdo=0.6*m | 1;=(100,250,500) A,=(150,300,600)

Tabela 16 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P;,
tamanho de amostra n; e rotacao r|

n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,151 1h21min
K-medéide 0,086 1h36min
C-means 0,091 1h25min
Rotagao=20*r | A;=(100,250,500) A,=(150,300,600)

Tabela 17 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P;,
tamanho de amostra n; e rotacao r,

n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,156 1h21min
K-medoide 0,061 1h36min
C-means 0,075 1h27min
Rotacdo=50*m | A;=(100,250,500) A,=(150,300,600)

Tabela 18 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P;,
tamanho de amostra n; e rotacao r3

Nas Tabelas 16, 17 e 18 os dados foram simulados com os pardmetros A; =

(100,250,500), A, = (150,300,600) e n = 25. Na Tabela 16, com rotagdo igual a r; = 0,6,

quase ndo houve diferenca entre os métodos k-means e c-means, sendo o indice de Rand igual

a 0,034 e 0,025, respectivamente. Ja nas Tabelas 17 e 18 com rotacdo igual a r; =20 7w e

r3 = 50 % 7, respectivamente, o0 método que teve melhor desempenho foi o k-means, com indice

de Rand acima dos demais métodos.

n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,096 1h35min
K-medoéide 0,080 1h36min
C-means 0,083 1h28min

Rotacdo=0.6*1

A1=(100,500,1000)  A,=(980,990,1000)

Tabela 19 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros Py,
tamanho de amostra n; e rotacao r;
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n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,182 1h35min
K-medéide 0,160 1h36min
C-means 0,403 1h28min
Rotagdo=20*r | A;=(100,500,1000) 2A,=(980,990,1000)

Tabela 20 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros Py,
tamanho de amostra n; e rotacao r,

n=25 Indice de Rand Tempo
K-means 0,215 1h36min
K-medéide 0,188 1h36min
C-means 0,415 1h29min
Rotagao=50*m | A;=(100,500,1000) A,=(980,990,1000)

Tabela 21 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros Py,
tamanho de amostra n; e rotaciao r3

Nas Tabelas 19, 20 e 21 os dados foram simulados com os pardmetros A; =
(100,500,
1000), A, = (980,990, 1000) e n; = 25. Nas tabelas 20 e 21, com rotagdo igual a r, =20* 7w e
r3 = 50* 7, respectivamente, o método de agrupamento c-means demonstrou resultados conside-
ravelmente melhores que os demais métodos, com CR = 0,403 e CR = 0,415. Na Tabela 19, a
diferenca entre os métodos k-means, k-meddide e c-means se mostrou pequena, sendo os indices

de Rand muito semelhantes entre os trés.

n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,120 4h53min
K-medoéide 0,078 5h23min
C-means 0,085 5h12min
Rota¢do=0.6*m | 1;=890,895,900 A,=800,850,900

Tabela 22 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n, e rotacao r|

n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,116 4h57min
K-medédide 0,097 5h22min
C-means 0,088 5h13min
Rotagdo=20*m | 1,=890,895,900 1,=800,850,900

Tabela 23 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n, e rotacao r,
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n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,122 5h8min
K-meddéide 0,105 5h25min
C-means 0,097 5h18min
Rotagdo=50*m | 1,=890,895,900 1,=800,850,900

Tabela 24 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n, e rotaciao r3

Nas Tabelas 22, 23 e 24 os dados da distribuicao Bingham foram simulados com
os parAmetros A; = (100,250,500), A, = (150,300,600) e n, = 50. Na Tabela 22, com rota¢do
igual a r; = 0,6 x , 0 método k-means se mostrou melhor que os demais, com CR = 0,120
e tempo de execucdo de 5 horas e 8 minutos, enquanto nas Tabelas, 23 e 24, com rotacdes
de rp =20 e r3 = 50 % 7, os métodos k-means e k-meddide tiveram indices de Rand muito

préoximos, sendo a diferenca de 0,019 e 0,017 respectivamente.

n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,290 4h53min
K-medoéide 0,223 5h21min
C-fuzzy 0,264 5h15min
Rota¢do=0.6*7 | A;=(100,200,300) A,=(898,899,900)

Tabela 25 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n; e rotacao r

n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,637 5h52min
K-medéide 0,580 5h20min
C-fuzzy 0,746 Sh18min
Rotacdo=20*x | A;=(100,200,300) A,=(898,899,900)

Tabela 26 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P»,
tamanho de amostra n, e rotacao

n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,659 5h2min
K-medéide 0,588 5h21min
C-fuzzy 0,851 5h20min
Rotagao=50*m | A;=(100,200,300) 2A,=(898,899,900)

Tabela 27 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n, e rotaciao r3

Nas Tabelas 25, 26 e 27 os dados foram simulados com os pardmetros A; =

(100,200,300), A, = (898,899,900) e n, = 50. Na Tabela 25, com rota¢do igual ar; = 0,67, 0
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k-means se mostrou o melhor método, com CR = 0,290, enquanto c-means teve um CR = 0,264.
Entretanto, com o aumento da rotagao nas tabelas 26 e 27 para r, = 20x 1 e r3 = 50 % T, res-
pectivamente, o melhor método de agrupamento foi o c-means, com CR = 0,746 e CR = 0,851,

respectivamente, sendo superior ao dos demais métodos.

n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,032 4h53min
K-medoéide 0,023 5h22min
C-means 0,035 5h16min
Rotagao=0.6*m | 1;=(100,250,500) A,=(150,300,600)

Tabela 28 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros Ps,
tamanho de amostra n, e rotacao r|

n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,124 4h53min
K-meddide 0,086 5h22min
C-means 0,081 5h17min
Rotacdo=20*x | A;=(100,250,500) A,=(150,300,600)

Tabela 29 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P;,
tamanho de amostra n, e rotacao r,

n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,138 4h55min
K-meddide 0,085 5h23min
C-means 0,089 5h18min
Rota¢ao=50*m | A;=(100,250,500) A,=(150,300,600)

Tabela 30 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P;,
tamanho de amostra n; e rotacao r3

Nas Tabelas 28, 29 e 30 os dados da distribuicao Bingham foram simulados com
os parametros de baixa concentragdo A; = (100,250,500), A, = (150,300,600) e n, = 100 .
Na Tabela ha diferenca entre os métodos k-means e c-means, com relagdo ao indice de Rand
de ambos igual a CR = 0,003. Para a mesma rotacdo o k-medoéide apresentou CR = 0,023.
Com o aumento da rotag@o para rp = 20* 7 e r3 = 50 * 7, 0 melhor método foi o k-means, com

CR =0,124 e CR = 0,138, respectivamente.
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n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,098 4h58min
K-medédide 0,078 5h22min
C-means 0,061 S5h16min

Rota¢do=0.6*1

A1=(100,500,1000)  A,=(980,990,1000)

Tabela 31 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros Py,

tamanho de amostra n, e rotacao r|

n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,217 Sh1lmin
K-medéide 0,196 5h41min
C-means 0,289 5h21min
Rotagao=20*m | A;=(100,500,1000) A,=(980,990,1000)

Tabela 32 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros Py,

tamanho de amostra n, e rotacao r,

n=50 Indice de Rand Tempo
K-means 0,199 4h56min
K-medédide 0,197 5h38min
C-means 0,304 5h22min

Rotagcao=50*r

A1=(100,500,1000)  A,=(980,990,1000)

Tabela 33 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros Py,

tamanho de amostra n; e rotacao r3

Nas Tabelas 31, 32 e 33 os dados foram simulados com os pardmetros A,
(100,500,
1000), A, = (980,990, 1000) e n, = 50. Na Tabela 31, com rotagdo de r; = 0,6 7w, o CR do

método k-means foi de 0,098, maior que dos demais métodos. Ja nas Tabelas 32 e 33, o método
c-means demonstrou superioridade no agrupamento, apresentando indices de Rand de 0,289 e

0,304, com rotacgdes de rp, = 20 x 7 e r3 = 50 * 7, respectivamente.

n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,142 18h38min
K-medéide 0,089 20h22min
C-means 0,106 20h35min
Rotagdo=0.6*m | 1;=890,895,900 1,=800,850,900

Tabela 34 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P;,
tamanho de amostra n3 e rotacao r|
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n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,164 18h22min
K-medédide 0,145 20h22min
C-means 0,151 20h32min
Rotagdo=20*m | 1,=890,895,900 1,=800,850,900

Tabela 35 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n3 e rotacao r,

n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,282 18h26min
K-medéide 0,279 20h23min
C-means 0,281 20h33min
Rotagdo=50*m | 1,=890,895,900 1,=800,850,900

Tabela 36 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P,
tamanho de amostra n3 e rotaciao r3

Nas Tabelas 34, 35 e 36 os dados foram simulados com n3 = 100 e parametros de alta
concentra¢do A; = (890,895,900) e A, = (800, 850,900). Nas Tabelas 34 ¢ 35 o k-means foi o
melhor método de agrupamento, com indices de Rand de 0,142 e 0, 164 e tempo de execugao
em torno de 18 horas e 30 minutos. J4 com rotacao igual a r3 = 50 * 7, os métodos k-means e
c-means tiveram desempenho semelhante, com indices de Rand igual a 0,282 e 0,281, e tempo

de execucgdo de 18 horas e 26 minutos e 20 horas e 33 minutos respectivamente.

n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,346 18h33min
K-meddide 0,173 20h22min
C-fuzzy 0,332 20h35min
Rota¢do=0.6*m | A;=(100,200,300) A,=(898,899,900)

Tabela 37 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P»,
tamanho de amostra n3 e rotacao r|

n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,516 18h35min
K-medéide 0,424 20h21min
C-fuzzy 0,729 20h34min
Rotagdao=20*m | A;=(100,200,300) 2A,=(898,899,900)

Tabela 38 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P»,
tamanho de amostra n3 e rotacao r,
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n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,504 18h43min
K-medoéide 0,487 20h20min
C-fuzzy 0,761 20h34min
Rotacao=50*x | 1;=(100,200,300) 24,=(898,899,900)

Tabela 39 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P»,
tamanho de amostra n3 e rotacio r3

Nas Tabelas 37, 38 e 39 os dados foram simulados com n3 = 100 e parametros
de baixa concentracdo A; = (100,200,300) e alta concentracio A, = (898,899,900). Com
baixa rotagdo igual a r; = 0,6 * 7, como mostrado na Tabela 37, os resultados utilizando-se os
métodos k-means e c-means foram muito semelhantes, com indices de Rand de 0,346 e 0,332,
respectivamente. Com o aumento da rotagdo para r, = 20 7 e r3 = 50 * 7, como apresentado
nas Tabelas 38 e 39, respectivamente, 0 método c-means demonstrou melhores resultados, com

CR de 0,729¢e0,761.

n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,053 18h19min
K-medéide 0,043 20h21min
C-means 0,043 20h35min
Rotagao=0.6*m | 1;=(100,250,500) A,=(150,300,600)

Tabela 40 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P;,
tamanho de amostra n3 e rotacao r|

n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,286 18h26min
K-meddide 0,155 20h23min
C-means 0,174 20h35min
Rota¢dao=20*m | A;=(100,250,500) A,=(150,300,600)

Tabela 41 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P;,
tamanho de amostra n3 e rotacao

n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,379 18h25min
K-medéide 0,180 20h23min
C-means 0,187 20h34min
Rotagdo=50*r | A;=(100,250,500) A,=(150,300,600)

Tabela 42 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros P;,
tamanho de amostra n3 e rotaciao r3

Nas Tabelas 40, 41 e 42 os dados foram simulados com n3 = 100 e parametros de
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baixa concentragio A; = (100,250,500) e A, = (150,300,600). Como observado na Tabela 40,
os métodos k-means e c-means tiveram desempenho semelhante com uma rotagdo de r; = 0,6 % 1,
apresentando CR de 0,053 e 0,043, respectivamente. Com o aumento da rotacdo parar, =20% 7
na Tabela 31 e r3 = 50 7 na tabela 42, o método k-means mostrou-se melhor que os demais

métodos, com indices de Rand de 0,286 ¢ 0, 189.

n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,092 18h26min
K-medoéide 0,002 20h25min
C-means 0,056 20h35min
Rotagdo=0.6*m | A;=(100,500,1000) A,=(980,990,1000)

Tabela 43 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros Py,
tamanho de amostra n3 e rotacao r;

n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,247 18h21min
K-meddide 0,191 20h24min
C-means 0,403 20h35min
Rota¢ao=20*m | A1=(100,500,1000) A,=(980,990,1000)

Tabela 44 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros Py,
tamanho de amostra n3 e rotacao r

n=100 Indice de Rand Tempo
K-means 0,370 18h21min
K-meddide 0,368 20h25min
C-means 0,423 20h34min
Rota¢ao=50*m | A1=(100,500,1000) A,=(980,990,1000)

Tabela 45 — Tabela com o indice de Rand para os dados simulados com parametros Py,
tamanho de amostra n3 e rotacao r3

Nas Tabelas 43, 44 e 45 os dados foram simulados com n3 = 100, parametros de baixa
concentra¢do A; = (100,500,1000) e pardmetros de alta concentragdo A, = (980,990, 1000).
Na Tabela 43 o método k-means foi melhor que os demais, com CR = 0,092, enquanto que nas
Tabelas 44 e 45 o método fuzzy c-means foi melhor, com CR = 0,403 e CR = 0,423.

Em suma, o método proposto para formas planas, o c-means, € ttil e tem melhor
desempenho que os demais quando trabalha com dados de alta concentracdo e baixa concentragao.

O algoritmo c-means consegue agrupar melhor os dados nesse contexto.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O ultimo capitulo desta dissertagdo visa estabelecer conclusdes a respeito do trabalho
e sugerir algumas recomendacdes para futuros trabalhos relacionados ao tema principal.

O presente trabalho objetivou apresentar métodos ja existentes para andlise de formas
em morfometria e desenvolver novos métodos de agrupamento. Os métodos utilizados foram o ja
existente na literatura, k-means e os novos métodos desenvolvidos, k-meddide e fuzzy c-means.
Comparando-se os métodos citados, foi possivel observar que quando a distribuicao Bingham
complexa possui um conjunto de dados com parametros de alta concentragdo e outro conjunto
de dados com parametros de baixa concentragdo, o método proposto c-means obtém melhores
resultados, ou seja, € capaz de agrupar os dados de maneira mais compativel com o esperado,
tendo assim um melhor indice de Rand quando se tem um alto valor de rotacao nos dados. Sendo
assim, seu uso é recomendado nessas situacoes.

Para isso, foram realizado os trés agrupamentos: k-means, k-medéide e c-means,
tanto para dados reais como para dados simulados, utilizando a distancia geodésica onde em
situagOes pontuais o c-means se mostrou-se melhor que o k-means. Com isso, considera-se
que o objetivo do trabalho tenha sido atingido - desenvolver um método de agrupamento para
pré-formas planas em andlise de grupos.

Com relagdo aos objetivos secundarios desta dissertacdo, foi elaborada uma revisao
bibliografica consistente com o tema, incluindo conceitos ligados a2 morfometria, a formas e
marcos anatdomicos, a matriz de Helmert, as pré-formas, a distancia, a distribuicdo Bingham
complexa e como rotaciona-la, aos métodos de agrupamento k-means, k-meddéide, c-fuzzy,
as razoes para a classificacdo, as defini¢cdes de grupo e ao indice de Rand, além de ter sido
apresentado um panorama dessas definicdes e aplicacdes dos métodos. Estes objetivos foram
alcangados no decorrer dos Capitulos 2 e 3. E importante ressaltar que os objetivos secundarios
foram meios para se obter o objetivo central desta dissertacao. No capitulo 4, foi atingido o
objetivo central dessa dissertacdo. Através da andlise numérica, foi possivel obter os resultados
positivos que demonstraram o bom indice do agrupamento fuzzy c-means tanto para os dados
reais dos cranios dos chimpanzés quanto para os alguns dos dados simulados da distribuicao
bingham complexa.

Uma ideia para trabalhos futuros € utilizar bagging (Bootstrap Aggregating), um

método proposto por Breiman em 1996, em que um conjunto de dados é gerado por amostragem
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bootstrap dos dados originais. O conjunto de dados gera um conjunto de modelos utilizando um

algoritmo de aprendizagem simples por meio da combinacao por votos para classificacao.
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