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RESUMO

Durante as Uultimas décadas foi dada grande atencdo a proposta de novas distribuicGes. A
necessidade da pesquisa na area de teoria de novas distribuicoes veio, dentre outros aspectos,
do fato de encontrar um melhor ajuste a conjuntos de dados reais, que sao modelados por dis-
tribuicoes conhecidas na literatura. Nesse contexto, a ordem natural da pesquisa é desenvolver
o gerador de novas distribuicdes ou escolher um ja proposto na literatura. Apds essa etapa, em
geral, o autor escolhe uma distribuicdo de base e insere no gerador suas funcées densidade de
probabilidade e distribuicao acumulada. Além da aplicacdo a dados reais, os autores analisam
a distribuicdo taxa de falha; desenvolvem propriedades matematicas relevantes como: funcdo
quantilica, momentos e funcao geratriz de momentos; realizam o processo de estimacao, no
intuito de encontrar expressGes para os estimadores em forma fechada, ou seja, expressoes em
funcdo de funcdes matematicas conhecidas na literatura e realizam estudos de simulacao para
verificar se a condicdo de consisténcia dos estimadores é valida. Esse é o processo natural na
proposta de novas distribuicdes e/ou novos geradores. Com a quantidade relativamente grande
de trabalhos na éarea, propor novos geradores/distribuicdes, tem se tornado complicado, uma
vez que os revisores das revistas de publicacdo ndo veem mais a inovacdo no tema. Diante
disso, o presente trabalho de dissertacao traz um tema pouco trabalhado na literatura de no-
vas distribuicoes: o seu contexto em séries temporais. A ideia aqui é tomar uma distribuicao
conhecida na literatura e escolher um processo estacionario a ser utilizado. Neste trabalho, es-
colhemos a distribuicido Gama-Lindley (Gal) e o processo autorregressivo de ordem 1, AR(1).
Usando o processo AR(1), escolhemos como saida a distribuicio Gal e temos como objetivo
encontrar a distribuicdo do erro. O novo processo é chamado GaLAR(1) e é mostrado que
o erro do processo possui distribuicdo como sendo uma mistura das distribuicdes Delta de
Dirac, Exponencial com pardmetro A, Gama com vetor de pardmetros (2, \) e Exponencial de
parametro (A + (3)/p. Providenciamos algumas propriedades estatisticas do novo processo:
medidas estatisticas condicionais e distribuicdo conjunta. A estimac3o para os parametros do
processo proposto foi realizada via método dos minimos quadrados condicionais e método
gaussiano. Os estimadores foram avaliados considerando seis cenarios e tamanhos amostrais
diferentes. Além disso, objetivando comparar o desempenho do processo proposto, considera-
mMos seis processos autorregressivos de primeira ordem com distribuicdo marginal ndo-gaussiana
conhecidos na literatura. As medidas utilizadas na comparacado foram: Critério de Informacao

de Akaike (AIC), Critério de Informac3o Bayesiano (BIC) e a Raiz do Erro Quadratico Médio



de Previsdo (RMSE). O banco de dados usado para ilustrar o desempenho e a competitividade
do processo proposto, comparado com os citados anteriormente, é um conjunto de dados hi-
drico. Os resultados obtidos mostram que o processo proposto é bastante competitivo e ganha

para todos os outros.

Palavras-chaves: Aplicacao a dados reais. Gerador de distribuicdes. Novas distribuicdes. Pro-

cessos Estocasticos. Séries temporais.



ABSTRACT

Over the past few decades, great attention has been paid to the proposal for new distribu-
tions. The need for research in the field of new distribution theory came, among other aspects,
from the fact of finding a better fit to real data sets, which are modeled by distributions
already known in the literature. In this context, the natural order of research is to develop
the generator of new distributions or choose one proposed in the literature. After this step, in
general, the author chooses a base distribution and inserts the functions of probability density
and cumulative distribution into the generator. In addition to the application to real data, the
authors also analyze the failure rate function; they develop relevant mathematical properties
such as: quantile function, moments and moment generating function; perform the estimation
process, in order to find expressions for the estimators in closed form, that is, expressions in
function of mathematical functions known in the literature and perform simulation studies
to verify if the condition of the estimators’ consistency is valid. In short, this is the natural
process in proposing new distributions and/or generators. However, with the relatively large
amount of work in this area, proposing new generators/distributions, has become complicated,
since the reviewers of publishing magazines no longer see innovation in the subject. In view
of this, the present dissertation work brings a theme that has been little worked on in the
literature of new distributions: its context in time series. The idea here is to take a distribution
propose in the literature and choose a stationary process to be used. In this work, we chose
the Gamma-Lindley distribution (Gal) and the autoregressive process of order 1, AR(1). In
other words, using the AR(1) process, we choose the Gal distribution as an output and we
aim to find the error distribution. The new process is called GaLAR(1) and it is shown that
the process error has distribution as being a mixture of the Dirac Delta distributions, Expo-
nential with parameter A, Gamma with parameter vector (2, \) and Exponential of parameter
(AB+ 3)/p. In addition, we provide some statistical properties of the new process: conditional
statistical measures and joint distribution. The estimation for the proposed process parame-
ters was performed using the conditional least squares method. The estimators were evaluated
considering six different scenarios and different sample sizes. In this study, it was shown that
the estimators are consistent, as expected. In addition, in order to compare the performance
of the proposed process, we considered six first-order autoregressive processes with marginal
non-Gaussian distribution known in the literature. The measures used in the comparison were:

Akaike Information Criterion (AIC), Bayesian Information Criterion (BIC) and the Root Mean



Square Error (RMSE). The database used to illustrate the performance and competitiveness
of the proposed process, compared to those mentioned above, is a water data set. The results

obtained show that the proposed process is quite competitive and wins for all others.

Keywords: Application to real data. Distribution generator. New distributions. Stochastic

Processes. Time series.
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1 INTRODUCAO

1.1 DISCUSSAO INICIAL E REVISAO DA LITERATURA

Na teoria de novas distribuicdes, é comum propor distribuicoes que modelam bem diversos
tipos de conjuntos de dados. Na literatura, ao longo das ultimas décadas, muitos autores
usaram tal teoria para modelar conjuntos clinicos, de confiabilidade, da area de engenharia,
tempo de falha, fadiga, dentre outros. Muitos dos dados usados sdo sem censura, mas ha
aqueles que também trabalham com dados censurados, o que faz mais sentido, quando o
trabalho é voltado para a area de andlise de sobrevivéncia.

Neste contexto, podemos citar muitos trabalhos como, por exemplo, os mencionados a
seguir. CORDEIRO et. al (2020) propuseram um modelo de regressdo baseado numa extensdo
da distribuicao normal. Além de comparar o novo modelo com outros ja existentes na literatura
usando conjuntos de dados de fadiga e de tempo de vida, os autores avaliaram as mudancas
na qualidade de vida relacionada a satde bucal de criancas em idade escolar usando o modelo
de regressao proposto e comparando-o com os modelos de regressao normal exponencializado,
Lehmann Tipo Il normal, normal e Gama normal. Para mais detalhes sobre o conjunto de
dados de regressdo, ver PAULA et. al (2012).

LIMA (2015) usou o gerador Gama, proposto por ZOGRAFOS e BALAKRISHNAN (2009),
para propor cinco novas distribuicGes em seu trabalho de dissertacao. No entanto, o trabalho
teve seu foco na parte matematica, trazendo expressdes para as propriedades de cada nova
distribuicdo em forma de séries de poténcia, uma vez que o tratamento em forma fechada foi
invidvel. Apesar disso, a autora ainda mostrou a flexibilidade dos novos modelos a diversos
conjuntos de dados reais (mas sem censura).

Analisando os trabalhos citados acima e muitos outros existentes na literatura, podemos
dizer que o trabalho com novas distribuicoes tem sua estrutura muito bem definida e sem
muitas inovacdes, em sua maioria. Ou seja, escolhe-se ou propde-se um gerador; escolhe-
se a distribuicdo de base ou baseline a ser inserida no gerador, propondo, assim, a nova
distribuicdo; desenvolve-se as propriedades matematicas (muitas vezes em funcdo de expansdes
em séries de poténcia); faz-se a estimacdo por método de maxima verossimilhanca, poucas
vezes encontrando estimadores em forma fechada; realiza-se um estudo de simulacdo para
verificar o critério de consisténcia dos estimadores; propde-se um ou mais conjuntos de dados

para mostrar que o novo modelo se ajusta bem a ele, quando comparado com outros modelos
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conhecidos na literatura.

Apesar do descrito acima, alguns trabalhos trazem uma anélise um pouco mais aprofundada
ao propor uma nova distribuicdo. Como exemplo, podemos citar o trabalho realizado por
CORDEIRO et. al (2019), em que os autores propdem um modelo de regressdo para dados
de tempo de vida censurado, chamado de Marshall-Olkin estendido Weibull flexivel. Além de
propor o modelo de regressao com duas componentes sistematicas, os autores apresentam
uma analise de diagnostico baseada em influéncia global e residuos.

Ainda nesse sentido, um outro trabalho que faz algo diferenciado é o de CORDEIRO et.
al (2016). Os autores, além do usual, trazem em seu trabalho uma abordagem bayesiana para
a estimacdo dos parametros do modelo proposto, chamado Gama Birnbaum-Saunders.

No entanto, mesmo havendo trabalhos como os dois ultimos citados anteriormente, acre-
ditamos que algo mais pode ser feito no que diz respeito ao contexto de novas distribuicdes.
Diante disso, realizou-se uma pesquisa na literatura afim de verificar se haveria algum problema
voltado ao contexto de séries temporais e novas distribuicdes.

TOME e LATORRE (2001) abordaram séries temporais em Epidemiologia ao estudar ten-
déncias de mortalidade infantil através de dados histéricos. GOES et al. (2012) investigaram
uma série temporal de casos de leishmaniose visceral em um dado periodo. Em Medicina,
podemos citar a analise da frequéncia cardiaca e sua variabilidade por MARAES (2009); em
Meteorologia, o estudo feito por GUEDES et al. (2019) analisa os indices pluviométricos anuais
em determinada estacdo e regido. Séries temporais podem aparecer também em Economia,
como no estudo de séries financeiras, de taxas anuais de desemprego e histéricos de vendas
de determinado produto.

Os modelos em andlise de séries temporais (AST) podem ser escolhidos com base na
tratabilidade e na flexibilidade de suas distribuicoes marginais. Por muito tempo, uma série
de dados temporais era assumida ser uma sequéncia gaussiana (ou normal). No entanto, em
muitas situacdes, deparamo-nos com dados que apresentam comportamentos assimétricos nao
normais. Para contornar esse problema, nas décadas mais recentes, muitos trabalhos vém sendo
desenvolvidos com o objetivo de introduzir novos modelos nao-gaussianos de séries temporais
na literatura.

Grandes avancos tém sido feitos para processos gaussianos e para processos nao-gaussianos
condicionais, como na proposta de KEDEM e FOKIANOS (2005), que propdem processos
tendo marginais pertencentes a familia exponencial. Contudo, poucos avancos tem sido feitos

para processos nao condicionais tendo marginais nao-gaussianas.
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Podemos citar os modelos com distribuicdes marginais exponencias estudados por: GAVER
e LEWIS (1980) e LAWRENCE e LEWIS (1980). Processos com modelos marginais Gama
foram propostos em GAVER e LEWIS (1980) e SIM (1986); POPOVIC e BAKOUCH (2016)
propuseram processos com distribuicdo marginal Lindley.

Assim, poucos foram os trabalhos encontrados que fazem uso de teoria de novas distribui-
cbes em combinacdo com séries temporais. A préxima secdo trard a proposta e os objetivos

dessa dissertacao.

1.2 PROPOSTA E OBJETIVOS DA DISSERTACAO

Diante do exposto acima, podemos notar que a aplicabilidade de séries temporais é ampla
e em diversas areas do conhecimento. Em adicdo a isso, também sabemos que a grande
preocupacdo em teoria de novas distribuicdes (ao menos na parte pratica) é conseguir mostrar
que o modelo proposto possui desempenho superior no ajuste a bancos de dados reais, quando
comparado a outros modelos ja propostos na literatura.

Logo, percebendo a possibilidade de trabalhar com algo nesse contexto, encontramos o
trabalho de POPOVIC e BAKOUCH (2016), mencionado anteriormente, que propde um novo
processo autorregressivo de primeira ordem com distribuicdo marginal Lindley (LINDLEY,
1958). Os autores derivaram algumas propriedades estatisticas, usaram trés métodos para es-
timar os parametros do processo e investigaram algumas propriedades dos estimadores através
de alguns resultados numéricos. Além disso, através de dois conjuntos de dados, que sdo séries
temporais, os autores mostraram que o processo proposto teve performance superior quando
comparado a outros seis processos.

Assim, a partir da ideia proposta pelos autores supracitados e pensando em teoria de novas
distribuicGes, essa dissertacdao tem como objetivo geral propor um novo processo autorregres-
sivo de primeira ordem com marginal Gama-Lindley, como uma extens3o ao processo proposto
por POPOVIC e BAKOUCH (2016). Esse novo processo, chamado Gama-Lindley autorregres-
sivo de ordem 1, serd denotado por GaLAR(1). Com o acréscimo de um pardmetro, espera-se
que o modelo se torne mais flexivel para a modelagem de dados reais.

Como objetivos especificos, listamos:

» Encontrar a distribuicdo para a sequéncia de inovacGes do processo com a distribuicao

marginal especificada;
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Encontrar a distribuicdo para a sequéncia de inovacdes como uma mistura de distribui-

cOes e seus respectivos pesos;
Estudar as propriedades estruturais do novo processo;

Desenvolver medidas estatisticas condicionais, como esperanca e variancia condicional

para analisar o comportamento do modelo proposto;

Discutir e analisar graficamente as funcdes de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial,

com o intuito de ratificar a ordem do modelo apresentado;

Realizar a estimacdo dos seus parametros através do método de minimos quadrados

condicionais e do método gaussiano;

Realizar estudos numéricos de simulac3do, afim de verificar as propriedades assintéticas

dos estimadores do processo proposto;

Fazer uma analise da capacidade preditiva do novo modelo e comparar os resultados

com os obtidos usando outros processos existentes na literatura;

No intuito de mostrar a flexibilidade e desempenho do novo processo, realizar uma

aplicacao a uma série temporal.

Figura 1 — Principais etapas do trabalho

Definir o processo e a
distribuicdo da sua
variavel de saida.

Aplicagio

o Estimac@o dos
Encontrar a distribuicio parimetros do processo.

da variavel de entrada.

Estudo da funcio de
autocorrelacao e
autocorrelacio parcial.

Fonte: A autora (2021)
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1.3 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

No capitulo 2, iniciaremos com uma introducao a distribuicdo Lindley, seguida da definicdo
de mistura de distribuicdes e revisdo das principais propriedades da distribuicao Gama-Lindley.
No capitulo 3, definiremos alguns conceitos de AST. Construiremos um novo processo autor-
regressivo de ordem 1 com marginal Gama-Lindley, denotado de GaLAR(1). Desenvolvemos
algumas de suas propriedades estruturais. No capitulo 4, abordaremos dois métodos de estima-
cdo: minimos quadrados condicionais e método de estimacao gaussiano. Apresentamos formas
semi-fechadas para os estimadores e um estudo de simulacdo para avaliar seus desempenhos.
No capitulo 5, faremos uma revisdo da literatura. Apresentaremos alguns processos AR(1)
existentes na literatura de modelos nao condicionais para séries temporais e discutiremos algu-
mas propriedades estruturais de cada modelo. Analisaremos os possiveis desempenhos desses
processos quando aplicados a um conjunto de dados reais de acordo com as caracteristicas de
suas estruturas. No capitulo 6, apresentaremos critérios de desempenho de modelos aplicados
a conjunto de observacdes reais. Discutiremos os valores de AIC, BIC e RMSE dos modelos

candidatos e do novo modelo quando aplicados a um conjunto de dados.

1.4 PLATAFORMA COMPUTACIONAL UTILIZADA

O sistema de tipografia adotado para preparar essa dissertacdo foi o IXTpX. Amplamente
utilizado na drea académica para preparacao de documentos cientificos, o IRX foi inici-
almente desenvolvido por Leslie Lamport na década de 80. Muitas informacdes encontra-
das em GRATZER (2016) foram utilizadas para a elaboracdo desse trabalho. O Ambiente
de Desenvolvimento Integrado (IDE - Integrated Development Environment) utilizado para
compilar a dissertacdo foi o TeXstudio (a versdo mais recente pode ser encontrada em -
https://www.texstudio.org/).

Para o desenvolvimento computacional do trabalho, como a estimacao dos parametros para
os processos discutidos, ajuste dos modelos a conjuntos de dados reais e a analise gréafica utiliza-
mos o R. O R é um software livre para computacdo cientifica (https://www.r-project.org/). O
IDE utilizado foi o RStudio (https://rstudio.com/). Os principais pacotes e funcdes utilizadas
estdo organizadas na Tabela 1.1. Ademais novas funcdes sao implementadas para manipular

0 novo modelo de séries temporais.
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Tabela 1 — Principais pacotes e func¢des utilizadas

Pacotes  Funcées

stats acf (), pacf(), rexp(), rgamma(), optim()

graphics plot(), par()

base sum(), lenght(), mean(), var(), sqrt(), summary(), rep(), set.seed(), return()
utils data()

Fonte: A autora (2021)
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2 A DISTRIBUICAO GAMA-LINDLEY

Resumo

Neste capitulo, apresentamos a distribuicdo Gama-Lindley (Gal) proposta por NEDJAR e
ZEGHDOUDI (2015). Em seu trabalho, eles desenvolveram propriedades estatisticas estrutu-
rais e realizaram um estudo de simulacdo, além de ilustrar a aplicabilidade da distribuicdo por
intermédio de dois diferentes conjuntos de dados. Aqui, discutimos algumas dessas proprieda-
des que serdo necessarias para o andamento dos capitulos seguintes.

Palavras-chave: Aplicacdo a conjunto de dados reais. Distribuicido Gama-Lindley. Propriedades
estatisticas estruturais.

Abstract

In this chapter we present the Gamma-Lindley (Gal) distribution proposed by NEDJAR and
ZEGHDOUDI (2015). In their work, they developed structural statistical properties and perfor-
med a simulation study, in addition to illustrating the applicability of the distribution through
two different data sets. Here, we discuss some properties that will be necessary fot the progress
of the following chapters.

Keywords: Application to real data sets Gamma-Lindley distribution. Structural statistical pro-

perties.

2.1 INTRODUCAO

Com a crescente necessidade de se obter novas distribuicdes de probabilidade, esforcos sao
direcionados para a escolha das baselines ou distribuicdes de base que serao utilizadas para
a obtencdo das novas distribuicdes, quando jd se tem em mente o gerador a ser utilizado.
Algumas caracteristicas sdo comumente procuradas, como funcdes densidade de probabilidade
e distribuicGes acumuladas que ndo apresentem expressdes matematicas complexas e formas
fechadas para o desenvolvimento das principais propriedades estatisticas. Por forma fechada,
entendemos expressdes que envolvam funcoes matematicas conhecidas.

Proposta por LINDLEY (1958), a distribuicdo Lindley é uniparamétrica e apresenta funcio
densidade de probabilidade e distribuicdo acumulada dadas, respectivamente, por

2

1 —Az
1+>\( +x)e

g(z; N) =
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AT
G(z; ) ( +1+)\>e ,

em que A > 0 é um pardmetro de escala. A distribuicdo Lindley, denotada por L(\), é uma
distribuicdo de probabilidade continua com suporte em R*. GHITANY et al. (2008) abordaram
um conjunto de propriedades para a distribuicao Lindley e estudaram os muitos aspectos em
que a Lindley é um modelo mais adequado para algumas aplicacdes quando comparada a
distribuicao exponencial.

Por ser uma distribuicao que ndo apresenta nenhuma funcao matematica complicada e que
contém apenas um parametro em sua forma, a distribuicdo Lindley estad presente na literatura
como componente ou distribuicdo base de outras distribuicGes: como nos estudos feitos por
SANKARAN (1970) ao construir a distribuicdo Poisson-Lindley; na elaboracdo da distribui-
cao Lindley através de distribuicGes Gama, feita nos trabalhos de ZEKERDAZEH e DOLATI
(2009). BAKOUCH et al. (2012) obtiveram a distribui¢do Lindley estendida, fornecendo um
modelo flexivel para dados de vida dtil. NEDJAR e ZEGHDOUDI (2015) desenvolveram e

discutiram as propriedades da distribuicao Gama-Lindley.

2.2 A DISTRIBUICAO GAMA-LINDLEY

Algumas distribuicdes de probabilidade sdo resultado de combinacdes lineares de outras
distribuicGes. Quando essas combinacdes lineares satisfazem determinadas condicdes, elas pas-
sam a ser denominadas de misturas. Esse método é comumente utilizado para a geracdo de

novas distribuicdes.

Definicdo 1 Dizemos que uma funcdo de distribuicdo acumulada (fda) é de uma mistura
generalizada se ela corresponde a uma soma ponderada de outras fdas, tal que seus respectivos
pesos somem 1. Cada distribuicdo individual é denominada componente da mistura e os seus

pesos associados sdo os pesos da mistura.

Modelos desse tipo preservam propriedades importantes, por exemplo, no caso de dispormos
de componentes da mistura individualmente continuas, a varidvel resultante também sera
continua. Ainda, as densidades das variaveis de misturas generalizadas satisfazem as condicdes

de uma func3o densidade de probabilidade.
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A intencao é usar distribuicoes conhecidas na literatura para gerar uma nova, com a
finalidade de alcancar uma distribuicao mais flexivel e adequada para solucionar um maior
conjunto de problemas.

Nesse trabalho, optamos pela distribuicdo Gama-Lindley proposta por NEDJAR e ZEGH-
DOUDI (2015) para ser a distribuicdo da variavel de saida do novo processo. Uma mistura da
distribuicdo Gama(2,)) e Lindley(\) é usada para gerar a distribuicio Gama-Lindley escolhida.
Os autores estudaram propriedades estatisticas como a funcdo quantilica, curva de Lorenz,
densidade de probabilidade das estatisticas de ordem e entropia. Essa distribuicao foi aplicada
a dois conjuntos de observacdes referentes a tempos de falha, e se mostrou uma alternativa
para descrever dados desse tipo.

Porém, é importante destacar que existe na literatura outra proposta de distribuicio Gama-
Lindley. LIMA (2015), propds uma distribuicdo Gama-Lindley obtida através da familia de
distribuicGes gama-G (ZOGRAFOS e BALAKRISHNAN (2009), RISTIC e BALAKRISHNAN
(2012)). Essa familia gera novas distribuicdes em funcdo das funcdes Gama e Gama incom-
pleta. Nesse estudo, a distribuicdo Lindley uniparamétrica foi escolhida como distribuicdo base
para ser aplicada a familia de distribuicbes Gama-G. Essa proposta se mostrou, com os resulta-
dos apresentados, uma boa alternativa para descrever dados de tempo de falha e intensidades
em canais de polarizacdo extraidas de imagens SAR.

Pela simplicidade da Gama-Lindley desenvolvida por Nedjar e Zeghdoudi e pela forma de
obtencdo, mistura de outras distribuicGes, tema recorrente nesse trabalho, optamos por essa
proposta para ser a distribuicao da variavel de saida do modelo proposto. A distribuicio Gama-
Lindley é obtida através de uma mistura das distribuicGes Gama(2,\) e Lindley()\), com %
e % [ > 0, seus respectivos pesos. A funcdo densidade de probabilidade da GaL(\,3), com
x € R, é dada por
Ne P (BA+ B — Nz + 1]

B(1+A) ’

em que A > 0 é pardmetro de escala e § é o parametro de forma. Note que, se § = 1,

flz X\, B) =

retornamos a distribuicdo Lindley(\).

A funcido distribuicdo acumulada da GaL(\, ) é dada por
e MBI+ B =Nz + 1)+
B(1+N) '

Os autores supracitados também encontraram em seus estudos as expressdes para o valor

F(z;\, ) =1~

esperado e para a variancia da distribuicdo. Ambos os resultados serao de grande importancia

para o desenvolvimento de algumas propriedades do nosso modelo.
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O valor esperado e a variancia de X ~ GaL(\, ) sdo dados, respectivamente, por

C2B(1HFA) = A
M= s

—(=2BX+ A% +2B%(1 + 3X) — 2B(BA — 3822 + 2)0?%)
(AB(L+A))? '

Ademais, a funcdo geradora de probabilidade e a funcao geradora de momentos sdo, na

Var(X) =

(2.1)

devida ordem, dadas por

Pe(t) =ElY] = [ @) dr,

A B+ A — A
~ (B+ BN~ log(t)) ( X — log(t) +1>, te(0,1)
N B+BA—)
Mx(t)z(/B_I_B)\)()\_t)( P +1>.

A funcao geradora de momentos pode ser vista como um caso particular da funcao geradora
de probabilidade, observe que Mx (t) = Px/(e').

Um estudo de propriedades estruturais através das transformadas é realizado com o in-
tuito de tornar mais tratavel a solucdo de diversos problemas matematicos e estatisticos. A
transformada de Laplace é um artificio matematico facilitador para a resolucdo de problemas,
proposta por Pierre-Simon Laplace, nos primeiros anos do século XIX. O método da trans-
formada de Laplace ficou conhecido como um método capaz de simplificar a resolucdo de
equacoes diferenciais.

A transformada de Laplace é uma transformac3o de integral largamente aplicada em diver-
sos campos do conhecimento, incluindo fortemente Matematica, Estatistica e Fisica. SUNIL
KUMAR et al. (2015) propuseram um algoritmo para resolucdo da equacdo integral de Abel
atraves da transformada de Laplace; HASAN MODIRSHANECHI e NASERPARI (2003) apli-
caram a transformada de Laplace para resolver equacdes diferenciais n3o lineares no estudo de
comportamentos de sistemas dindmicos ndo lineares; METWALLY IA. (1999) utiliza a técnica
de transformacao de Laplace para modelar a resposta transitéria de maquinas elétricas.

Atualmente, em muitos trabalhos, usamos a transformada de Laplace para obter os mo-
mentos e a funcdo de uma distribuicdo de probabilidade. Seja ¢ x a transformada da variavel

aleatéria X. Ent3o

ox(s) = /_O:Oe_s’”f(x)dx,
= Elexp(—sX)].
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A transformada de Laplace é uma importante ferramenta para a construcdo de diversas pro-
priedades do novo processo. Dada a densidade de X~GaL(, (), a transformada de Laplace

da distribuicao é dada por

)\2 - —x
ox(s) = Frmex e BA+B =N+,
D S ) R B S
- 5(1+)\)[ (s+ )2 +s+)\1’
N (BA+B+5s)
= BN+ (22)

A partir das definicGes apresentadas, serd desenvolvido um novo processo autorregressivo
de primeira ordem com distribuicdo marginal Gama-Lindley. Muitas propriedades do modelo

proposto advém das propriedades da distribuicdo marginal geradora do processo.
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3 A CONSTRUCAO DE UM NOVO PROCESSO AR(1)

Resumo

Motivados pela proposta de um novo modelo autorregressivo com distribuicdo marginal Lindley,
propomos um novo processo autorregressivo com marginal Gama-Lindley. DefinicGes impor-
tantes para o estudo de séries temporais sao apresentadas. Além disso, desenvolvemos diversas
propriedades estatisticas do processo proposto e ilustramos as funcdes de autocorrelacdo e au-
tocorrelacao parcial.

Palavras-chave: Distribuicio Gama-Lindley. Distribuicao marginal. Propriedades estatisticas.
Séries temporais.

Abstract

Motivated by the proposal for a new autoregressive model with marginal Lindley distribution,
we propose a new autoregressive process with marginal Gamma-Lindley. Important definitions
for the study of time series are presented. Beside that, we develop several statistical properties
of the proposed process and illustrate the autocorrelation and partial autocorrelation funcions.
Keywords: Gamma-Lindley distribution. Marginal distribution. Statistical properties. Time se-

ries.

3.1 INTRODUCAO

Uma série temporal é um conjunto de dados resultante da mensuracdo de uma varidvel em
tempos igualmente espacados. A partir dessas observacoes, diferentes investigacoes devem ser
realizadas. A descricdo comportamental da série pode ser feita através da construcao grafica
dos dados observados, bem como das versGes amostrais para as funcdes de autocorrelacao e
autocorrelacdo parcial. A investigacdo do mecanismo gerador é desenvolvida para se certificar
e esclarecer o comportamento observado na analise grafica, como, por exemplo, a presenca
de tendéncias, sazonalidades e ciclos, a identificacdo de possiveis periodicidades, a previsdo
e a descricdo do comportamento futuro dos dados. Segundo MORETTIN e TOLOI (2006,
p.1) "(...) ha, basicamente dois enfoques usados na anélise de séries temporais. Em ambos, o
objetivo é construir modelos para as séries, com propésitos determinados. No primeiro enfoque,
a analise é feita no dominio temporal e os modelos propostos sdo modelos paramétricos (com

um ndmero finito de pardmetros). No segundo, a anélise é conduzida no dominio de frequéncias
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e os modelos propostos sdo modelos ndo-paramétricos."

3.2 DEFINICOES

Nesse trabalho, veremos as séries temporais como casos particulares de processos estocas-

ticos. Formalmente, temos a seguinte definicao

Definicao 2 Dado um conjunto T arbitrario, um processo estocastico é uma familia de va-

ridveis aleatérias { X (t),t € T'} definidas no mesmo espago de probabilidade.

Com essa definicao, podemos tomar as séries temporais como uma sequéncia de realizacoes
de processos estocasticos.
Ao lidar com séries temporais, um conceito importante é o de estacionaridade (também

conhecida com estacionaridade fraca), definido subsequentemente.

Definicao 3 Uma série temporal { X (t), t € T'} € estacionaria de segunda ordem (ou fraca-
mente estacionaria) se:

(i) E[X (t)] = u(t) = p, para todot € T,

(i) E[X?(t)] < oo, para todot € T,

(iii) vx (t1,t2) = yx(t1 + 7,19 + 7), para todo ty,to, 7 € T,

em que yx(t1,t2) representa a funcdo de autocovaridncia de X, nos pontos temporais t; e ts.

A presenca de estacionaridade em séries temporais é algo buscado com grande frequén-
cia e é uma suposicdo presente na maioria das construcdes de novos modelos. Todavia, na
pratica, predominam as séries nao-estacionarias, como os dados com tendéncias crescente ou
decrescente.

Dentre os modelos estacionérios para séries temporais, destacam-se as equacoes diferenca
ou processos autorregressivos. Definimos um processo autorregressivo de primeira ordem como

um modelo que relaciona as variaveis x; com os seus valores conforme a estrutura
Ty = pri_1 + €, (3.1)

em que x;, p, ¢ € R. A equacgdo acima é denotada por x; ~ AR(1) : p. Dizemos que z; é a
variavel de saida e ¢, a varidvel de entrada do modelo.
No estudo com estruturas autorregressivas, estamos interessados em quantificar o impacto

recebido pelas variaveis de saida em funcdo de mudancas nas variaveis de entrada. Esse efeito
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pode ser quantificado pelo multiplicador dindmico, definido como v; = dx;4;/0z (HAMILTON
(1994)).

Note que para a Equacdo ([3.1)), valem-se as identidades:

To = pT—1 + €o,
1 = pTo + €1,

Ty = pxy + €2,

Ty = PTi1 + €

Por substituicdes recursivas nas equacdes diferencas acima, segue-se
t+1 t t—1
= p e+ pleg Fp el - pe + 6. (3.2)

Note que sabido o valor inicial x_; e os valores de ¢;, para todo ¢, tem-se o valor da
saida x; para qualquer instante de tempo. Assim, como ¢; tem propriedades analiticas mais
trataveis do que as propriedades das varidveis de saida, a Equacao se torna mais adequada
matematicamente.

As proximas secoes intencionam construir um processo autorregressivo de primeira ordem
tendo a distribuicio Gama-Lindley discutida no capitulo anterior como marginal com vistas a

descrever fenémenos ederessados pela Gal considerando dependéncia.

3.3 A CONSTRUCAO DE UM NOVO PROCESSO AR(1)

Dizemos que X; ~ AR(1) tendo um coeficiente autorregressivo p € [0,1) se
Xt = PXt—l + Et, (33)

em que {;} € uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) e independentes de X, , para todo 7 > 1.

A construcdo de novos modelos ndo condicionais em Séries Temporais objetiva primeira-
mente derivar a distribuicdo de inovacdo (ou erros aleatérios), dada alguma marginal. Para
obter a distribuicdo dos erros aleatérios, vamos analisar a transformada de Laplace da distri-

buicdo, por definicdo, ¢x(s) = Elexp(—sX)]. Logo, para o processo autorregressivo em (|3.3))
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e tomando a transformada de Laplace (2.2)), obtemos

¢x,(s) = Elexp(—spX; 1 — se)],
= Elexp(—spX;_1) exp(—sey)],
E (—spXi—1)|Elexp(—sey)],

- ngt—l (ps)gb&t (3)7

[exp

em que (1) e (2) representam o uso da independéncia das variaveis aleatdrias e a definicdo de
transformada de Laplace, respectivamente.

Pela estacionaridade do processo,

¢x(s)
ox(ps)

¢=(s) =

Portanto,

(BA+ B+ 5)(ps + \)?
(BA+ B+ ps)(s+ N2

A seguinte proposicao indica que ha uma mistura aproximada de distribuicbes Gama na

¢=(s) = (3.4)

Expressao (3.4)).

Proposicao 1 A distribuicio aproximada da sequéncia {e;} é uma mistura de uma distribuicio
continua singular e uma absolutamente continua dada por f.(x) =~ pd(z) + (1 — p)g(x), em

que §(x) é a funcdo Delta de Dirac definida por

oo, x =0,

o(x) =
0, x#0

e g(x) é dada por

AN+ BNge 4 0 (M) S
g(x) = .
em que
_ P(2A = BA = B)(2BA + 28 — Ap) + A(BA + )
_ A= ABp—pB— A+ A+
. PAFH =2 (3.6)
e
o PLBA+ BN = BA = 8) = X7] -

(BA+ 58— Ap)?
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A demonstracao da Proposicdo [1| pode ser encontrada no Apéndice A. Portanto, a distri-
buicdo da variavel aleatéria {¢;} pode ser entendida como uma mistura das distribuicdes Delta
de Dirac, Exponencial(\), Gama(2, \) e Exponencial(@).

Como consequéncia da Proposicdo 1, o processo ([3.3) pode ser escrito como segue

pX;¢_1,com probabilidade p,
Xt -

pXi_1 + €, com probabilidade 1 — p.

Ou equivalentemente,
Xt = pXt—l + ]tgta (38)

em que [; ~ Bernoulli(1 — p). Denotaremos esse processo como X; ~ GaLAR(1) : p.

3.4 PROPRIEDADES ESTATISTICAS DO PROCESSO GALAR(1)

Nessa secao, vamos fornecer algumas propriedades estruturais capazes de descrever o pro-

Cesso proposto.

3.4.1 Maedidas estatisticas condicionais

Aqui, iremos estudar a esperanca, a variancia condicional e a transformada de Laplace no

horizonte do processo. Por substituicao recursiva, X, ; pode ser reescrita como
Xir = "X+ pfe+ o e+ periret + S
Aplicando o valor esperado,
E(Xpsn|Xeo1 = 2em1) = p" oy + p"E(er) + o 'E(er) + - + pE(Eerim1) + E(erin).
Como {&;} é uma sequéncia de variaveis i.i.d.,
p—1

k ) pk+1 -1
E(Xpn| Xeo1 = 20) = p"la g+ E(ey) sz = p"a 4+ E(e) () .
i=0

Pela estacionaridade do processo (3.3)), E(s;) = E(X;)(1 — p). Portanto,

(1 =P8 +N) =N
AB(1+ A)

E(Xt+k|Xt—1 = .’L't_l) = pk+1$t_1 + (39)
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(280140 -X)
NB(IHA)

valores muito grandes, a esperanca condicional do processo k + 1 passos a frente retorna a

Note que quando k& — oo, E(X x| Xio1 = 24-1) = . Ou seja, quando k tende a
esperanca da distribuicdo marginal Gama-Lindley.
De maneira semelhante, é possivel encontrar a variancia condicional. Aplicando a variancia

e suas propriedades, obtemos

Var(Xox| Xeo1 = 2021) = p*Var(e) + p2(k71)Var(€t+1) 4o+ p*Var(epyp_1) + Var(egp),

k
= Var(g) Y p”,

=0

2k+2 1
= Var(gt) <p2> .

p—1
Pela estacionaridade do processo (3.3), Var(e;) = (1 — p*)Var(X;). Logo,

Var(Xose| Kooy = 21s) = (1 — 52542 (-(-2@ + 02+ 28%(1 4 3)) — 28(BA — 38X + 2)\2))(3.10)

(AB(1+A))?
Novamente, quando k — oo, Var( X x| X;—1 = x;-1) = Var(X;). Além disso, Var(X; x| X;_1 =
x4_1) € um valor constante independente de x; ;.
Note que o valor esperado da variavel aleatéria condicional X; dado X;_; = x;_1 tem peso
de magnitude p em px;_; e na seguinte, com probabilidade (1 — p).
As medidas condicionais da variavel aleatéria X, dado X;_; = x sao medidas assimétri-
cas, ou seja,

E(X, 1| X = 1) = 2 4 P = DERBI+A =)

k1 NB(1 + At # E( X k| Xio1 = 2)

Val‘(Xt_1|Xt+k = .T) = (
7§ Var(Xt+k|Xt,1 = I),

—(=28X+ 2> +28%(1 + 3)) — 2B(BA = 36XN° +2X%) | p**2 — 1
(AB(1+X))? p2h+2

agora, vamos calcular a transformada de Laplace condicional para o novo processo pro-

posto:

¢Xt+k\Xt—1=It—1<S) = E(exp(_SXt-i-k”Xt—l:mt—l)

k
= F {GXP[_S(Pk+1Xt—1 + Z P )| Xy = $t—1]}

=0
k 6)\+5+Spk—i)(spk—i+l +)\)2
R4 (BAF B+ spt i) (sph 1 + A2

= eXP Zl?t 1
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Portanto,

exp(=sp" 1) (spM + A (BA+ B + 5)
¢Xt+k‘Xt—1:1't—l(S> - (5}\ i 6 4 8pk+1)(5 + >\)2 ’

Como esperado, quando k tende a um valor muito grande, a transformada de Laplace
condicional do processo tende a transformada de Laplace da distribuicao marginal Gama-

Lindley.

3.4.2 Distribuicao conjunta

A transformada de Laplace conjunta de (X;_1, X;) pode ser obtida através de

qbthlth(SlJ 32) = E[GXP(—SlXt—1 - SQXt)],
= E[GXP(—Slthl — pse X1 — 82&)},

= E{exp|—(s1 + ps2)Xi_1] exp(—saoes) }.
Pela independéncia das variaveis aleatérias
Ox,1,%, (51, 82) = Ox,_, (51 + ps2) e, (s2).

Finalmente, pela estacionaridade do processo, obtemos

N (BX+ B+ s14 ps2)(BA+ B+ s2)(psa + A)?
BX+ B)(s14 psy + N)2(BA+ B+ ps2)(s2 + A)?

¢Xt,1,xt(51, 82) = (

Note que ¢x, , x,(0,0) = 1 e a distribuicdo ndo é simétrica em X; e X; ;, dado que a
transformada ¢x, x, ,(s1,52) ndo é simétrica em s; e so. Ou seja, o processo estudado ndo é

reversivel no tempo.

3.4.3 The run probabilities

Uma maneira simples de avaliar o comportamento de uma amostra do processo ¢é definida

por P(X; < X;_1). Essa medida é denominada run probabilities. Dada (|3.8), obtemos

P(Xt < Xt—l) == pP(PXt—l < Xt) + (1 — p)P<PXt—1 + g < Xt—l)a

= p+(1—p)Pler < (1= p)Xia).

Note que P(pX, 1 < X;) =1 como efeito de p € [0, 1).
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Vamos calcular P(e; < (1 — p)X;_1). Primeiro, é sabido que

Pl < (1—p)Xia)=1— /OOO Fy (ﬂp) fly)dy.

o0 Yy M1 —=p) A B+ BA—=A
/0FX<H>f(y)dy_A+B+Cl(ﬁ-l—ﬁx\)(p—Z)( )2 “) *
B(l—p)  (200=5-B)) CA(pB + pBA — pA+ 1)
(B+6A)(p—2)2< p—2 +A>+ Ao+ (1= p)(BA+ B) ]

Portanto, the run probabilities é dada por

A= A B+ A=A
P <X =1 - 2 e (e )

B —p) (20\—6—&) )\)+0A(pﬂ+pﬁk—ﬂ>\+1)]
(B+BX)(p—2)? p—2 Ao+ (1 =p)(BA+B) |

Em que, A, B e C sdo dados, respectivamente, por (3.5), (3.6]) e (3.7).

3.5 FUNCAO DE AUTOCORRELACAO E DENSIDADE ESPECTRAL

Uma importante caracteristica presente na maioria das séries temporais é a dependéncia
das observacoes préximas no tempo. Dada uma colecao de dados observados, podemos analisar
a afinidade entre eles.

A funcdo de autocovaridncia descreve a covariancia da variavel aleatéria do processo com
seus valores histéricos, ou seja, fornece a covariancia entre seu valor presente e seus valores
defasados no tempo, enquanto que a funcdo de autocorrelacdo (FAC) mede a correlacdo entre
esses dados, isto é, determina como o valor atual da série estudada é influenciado pelos valores
anteriores. A segunda funcao é muito utilizada na identificacdo de um modelo que seja o melhor
para o ajuste e a modelagem de uma determinada série investigada.

Para modelos autorregressivos de primeira ordem, a funcdo de autocorrelacdo é dada por

nx, (1) = pll,

em que [ representa o atraso ou defasagem. Dessa forma, a funcdo de autocovariancia é obtida

através de

yx (1) = p'Var(X,). (3.11)
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Como consequéncia da estacionaridade do modelo, a correlacdo e a covariancia entre dois
valores do processo GaLAR(1) dependem apenas da defasagem.

A Figura |2 apresenta os graficos da funcdo de autocorrelacdao para amostras de tamanho
100 do processo GaLAR(1) para diferentes valores de p.

A FAC é uma func3o de autocorrelacdo completa, isto é, descreve como o valor presente da
série esta relacionado com seus valores passados. Em um processo autorregressivo de primeira
ordem, a FAC apresenta um comportamento de decrescimento exponencial para zero ao passo
que o atraso, o lag, aumenta. De fato, quanto mais distante uma observacdo estd do valor
atual, menos significativo é o seu impacto no referido. E evidente que quanto mais acentuado é
o processo AR(1), ou seja, quanto maior é o valor de p, mas evidente fica esse comportamento.

QOutra ferramenta importante para a interpretacio de uma série temporal é a funcdo de
autocorrelacdo parcial (FACP). Essa funcdo descreve a correlagdo do valor atual X; com
o valor k passos a frente X;,,, removendo as dependéncias das variaveis intermediarias,
Xt-l—la Xt+2a e 7Xt+k;—1-

A FACP pode ser vista como a correlacdo condicional Cor (X x, X¢| Xit1, -y Xegr—1)-

A Figura |3| apresenta os graficos para funcdo de autocorrelacdo parcial para amostras
de tamanho 100 do processo GaLAR(1) nos mesmos cendrios que estudamos a funcdo de
autocorrelacao.

A FACP é muito utilizada na identificacdo da ordem de um modelo autorregressivo. Os
valores de pico de uma FACP indicam em qual atraso se encontra o maior impacto para os
demais valores da série. O comportamento ilustrado na Figura[3] nos trés graficos plotados, nos
confirma que estamos trabalhando com um processo AR(1). Note que quanto mais préximo
de 1 o valor de p esta, mais evidente fica o comportamento de processo autorregressivo de

primeira ordem.
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Fonte: A autora (2021)

Podemos estudar uma série temporal a partir de suas variacoes periddicas. O power spec-
trum (espectro de poténcia) ou densidade espectral de uma distribuicdo é um instrumento
estatistico que contribui para a identificacao de frequéncias, ciclos e periodicidades. Em outras
palavras, a densidade espectral é uma ferramenta fundamental para o estudo de séries tem-
porais do dominio das frequéncias. A densidade espectral pode ser definida através da funcao

de autocovariancia, como segue

1 & .
fxx(w) = o Z Cov(Xy, Xy_)e ™",
l=—00
1 - —iwl
= — Z ’}/Xt(l)e , w & (—7T,7T]-
2T oo

De (3.11)) e (2.1) , obtemos

—(=2B8X+ A2+ 2B%(1 +3)) — 2B(BX — 3822 + 2)2)(1 — p?)
27 (AB(L+ A))2(1+ p? — 2pcos(w))

fxx(w) =
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A densidade espectral decompoe a série em componentes periédicos. Dado que a densidade
espectral pode ser vista como uma transformacdo da funcdo de autocovariancia, existe uma
equivaléncia entre as mesmas, ou seja, ambas as estruturas contém as mesmas informacdes. O
que as difere é a forma como escolhemos analisar a série estudada: a funcdo de autocovariancia
apresenta resultados em termos de defasagens, ao passo que a distribuicdo espectral expressa
o mesmo resultado em termos de ciclos. Essa escolha decorre do tipo de problema enfrentado,
tomar a decisdo de se trabalhar com o dominio do tempo ou das frequéncias. Isso pode ser

determinado de acordo com as exigéncias do problema e as informacdes disponiveis.

3.6 PREVISAO

O estudo de séries temporais pode ser dividido em duas énfases. Podemos estudar dados
no tempo a fim de entender e descrever o comportamento da série de observacées ou podemos
estudar o conjunto de dados com o objetivo de fazer previsdes. E evidente que quanto mais
compreendermos o comportamento dos dados estudados, mais seremos capazes de fazer boas
previsoes.

O estudo de previsdo de uma série temporal consiste em analisar os possiveis acontecimen-
tos futuros dos dados observados. Dado que conhecemos o conjunto de valores observados até
o tempo ¢, {X1, Xs,..., X;}, temos como objetivo fazer previsdes para os valores de X,
com h > 1. Dizemos que h é o horizonte de previsdo e ¢ é a origem das previsdes. E importante
destacar que a previsdo de dados futuros é estimada a partir do que ja foi observado.

Denotamos a melhor aproximacao para o valor de X;.,, que minimiza o erro quadratico
médio de Xt+h. Ou seja, dizemos que XHh é o preditor de erro quadratico médio minimo para
o valor do processo h passos a frente.

Temos que a melhor solucdo que minimiza E[X,,, — )A(Hh]Q é dada por
Xt—i—h = E[Xt+h|X17 Xo. .. 7Xt]‘

Para um modelo autorregressivo de primeira ordem, AR(1), segundo BOX & JENKINS

(1970), o preditor para o processo h passos a frente é dado por
Xion = p+ p"(Xe — p),

em que u € o valor esperado do processo e p o pardmetro autorregressivo.
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4 ESTIMACAO DO PROCESSO GALAR(1)

Resumo

Nesse capitulo, apresentamos dois métodos de estimacdo para os parametros do processo pro-
posto: minimos quadrados condicionais e estimacao por aproximacao gaussiana. Para investigar
o desempenho dos estimadores foi realizado um estudo de simulacdo com 10.000 réplicas de
Monte Carlo.

Palavras-chave: Estimacdo. Método de Estimac3do gaussiano. Método dos Minimos Quadrados
Condicionais. Réplicas de Monte Carlo. Simulaco.

Abstract

In this chapter, we present two estimations methods for the parameters of the proposed pro-
cess: conditional least squares and estimation by Gaussian approximation. To investigate the
performance of the estimators a simulatation study was performed with 10.000 Monte Carlo
replicas.

Keywords: Estimation. Gaussian Estimation Method. Method of Conditional Least Squares.

Replicas of Monte Carlo. Simulation.

41 INTRODUCAO

Visto que nos capitulos anteriores construimos algumas das propriedades estruturais de um
novo processo autorregressivo de primeira ordem, nesse capitulo estudaremos os métodos de
estimacao mais adequados para o novo modelo proposto.

Abordaremos, entao, os seguintes métodos de estimacao: minimos quadrados condicionais
e estimacdo por aproximacao gaussiana. Um estudo de simulacdo de Monte Carlo foi realizado

para avaliar a qualidade dos estimadores.

4.2 MINIMOS QUADRADOS CONDICIONAIS

Dado um conjunto de observacbes X;, t = 1,2,...,n, podemos estimar os parametros do
modelo proposto (3.3)) pelo método de minimos quadrados condicionais (KLIMKO e NELSON,

1978). Esse método de estimacdo é baseado na minimizacdo da soma de desvios quadrados
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sobre os valores esperados condicionais dos dados observados.

QulpMB) = (X0~ B(XIX, 1)) (4.1)

t=2

Essa metodologia também foi utilizada na estimacdo dos parametros do processo autor-
regressivo Binomial de primeira ordem (ALWASEL et al., 1998), do processo Lindley autorre-
gressivo de ordem um (BAKOUCH e POPOVIC, 2016) e de um processo autorregressivo de
primeira ordem com distribuicdo marginal Poisson-Lindley (MOHAMMADPOUR et al., 2018).
Estes estimadores se mostram fortemente consistentes e assintoticamente normais (KLIMKO
e NELSON, 1978).

Portanto, a partir de (4.1)), os estimadores de minimos quadrados condicionais para os

pardmetros p, A e 3 do processo GaLAR(1) s3o obtidos minimizando a funcdo dada por

n

Qulp N B) = D (Xi—pXim1 — (1 - p)E(X)))*,

=2

_ = (p— DB+ — N\
= ;( — Xt M1+ V) ) '

~+

Os estimadores sdo obtidos com a resolucao do sistema de equacdes <
OQn 0Qn 0Qn
dp OXN Op

Dessa forma, obtivemos os seguintes resultados

Z?Q{tht |+ P02 ( X, - Xt_1+2@<?f“)}

0Q, 0Q, 0Q,\
dp oN 98 )

podem ser encontrados no Apéndice B.

(0,0,0). Os valores de

P AB(A+1) AB(A+1)
n _ 280414 7
2i= {Xt D VTP UEY }
5 _ (1—-p)n—1)

B = -
(1+ 8 2y (=X + pX,oy + 202

t A + t—1 &~ + t—1 "~ =~ - —

L 2(1—p p—1 20(p—1 (1l —p
AQ

= B(1+ )2 A2 A1+ A)?
g ol A ()
3 MA+X2 RBA+X) B(1+ N3

Note que substituindo a segunda e a terceira identidade na primeira, obtém-se uma equacao
nao linear em termos de p. Entao, dada uma série, pode-se obter dela uma estimativa para p.
Subsequentemente, aplicando-se este valor nas duas ultimas equacdes, as estimativas B e\
s3o solucdes do sistema 2 por 2 resultante. E interessante observar que esta estimacio reduz
o processo de estimacdo no processo GaLAR(1) a resolucdo de uma equagdo ndo linear em

termos de p.
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4.3 METODO DE ESTIMACAO GAUSSIANO

O método de estimacdo gaussiano é uma ferramenta de aproximacdo para encontrar os
estimadores dos parametros desconhecidos de um processo. Esse procedimento é usualmente
recorrido quando existem dificuldades em avaliar a verossimilhanca real do modelo. Esse mé-
todo foi proposto por WHITTLE (1961). Em seu estudo, o autor considerou a verossimilhanca
da distribuicdo gaussiana como critério para as estimativas, sem atribuir a normalidade nos
dados. Para tal, é necessario apenas considerar o valor esperado e a variancia condicionais do
modelo em estudo.

Essa metodologia foi empregada nos estudos de estimacdo do processo autorregressivo
generalizado de Poisson de primeira ordem no trabalho de AL-NACHAWATI et al. (1997).
ALWASEL et al. (1998) aplicou a estimacdo gaussiana para os parametros do processo autor-
regressivo binomial de ordem um. Esse método também foi usado para estimar os parametros
do processo Lindley autorregressivo de primeira ordem proposto por POPOVIC e BAKOUCH
(2016).

A funcdo de verossimilhanca condicional do modelo proposto nesse trabalho é dada por

n
L(p, A, B) =[] f(zd]wea),
t=2
em que f(x|z;_1) é a funcdo de probabilidade condicional de X; dado X; | = x;_;. Substi-

tuindo f(z|z;_1) pela funcdo densidade da distribuicdo normal, obtemos:

n _ 2
L(p,\,B) = H12 12 exp [—; <M>]7

Assim,

n B 2
U(p, A, B) =log L(p, A\, B) = —%log(%) - ;Z [<M> + log(ai)] ,

t=2 Oy

em que pi,, = E(Xy|X; 1 =241) € ait = Var(X,|X;_1 = x,_1) sdo definidas nas Equacdes

(3.9) e (3.10)), respectivamente, para k = 0.
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Portanto,
_ o n 1¢ (1—p)2B(1L+A) = N))?
p, A B) = —510g(277) ) ; (ﬂﬁt — PTt—1 — IEESY )
A252(1 4 \)2
2B T A2+ 282(1 1 30) — 28(BA — 3672 + 223)|(1 — p?)
[—(=2BX+ A\)2 4+ 282(1 4 3X) — 2B(BX — 3822 + 2X2)](1 — p?)
+ (n—l)log( N+ A2 >

Os estimadores podem ser obtidos resolvendo o sistema de equacdes <

o0 ot o
Op’ ON O
(0,0,0). Devido a complexidade para as expressdes das derivadas parciais correspondentes as

entradas do sistema, as mesmas foram omitidas.

4.4 RESULTADOS

Para avaliar a qualidade e a performance dos estimadores, foram realizadas simulacdes
com 10.000 réplicas de Monte Carlo para diferentes tamanhos de amostras e configuracdes
paramétricas.

Os estimadores foram avaliados em seis diferentes cendrios, cada um com tamanhos de
amostras 50, 100 e 500. Foram computados os valores da média, viés, viés relativo e erro
quadratico médio (EQM) dos estimadores.

A Tabela 2 fornece a média e o erro quadratico médio (em parénteses) dos estimadores
para os cendrios p = {0,2;0,5;0,7;0,9; }, A = {0,4;1,0;1,6;2,0} e 8 = {0, 5;1,0}. Aqui,
prQc S\MQC e BAMQC representam as estimativas para os parametros p, A\ e 3 fornecidas
pelo método de minimos quadrados condicionais e pysq, XMG e BMG representam os valores
estimados pelo método gaussiano, respectivamente.

Apbds algumas simulacGes, concluimos que os estimadores de minimos quadrados condi-
cionais s3o os mais eficientes para estimar os parametros do processo proposto com relacdo
ao tempo de execucdo e por apresentar resultados numéricos mais satisfatérios (comporta-
mento consistente dos estimadores) quando comparados aos estimadores obtidos pelo método

gaussiano.
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Tabela 2 — Estimativas e EQM para os pardmetros do modelo através do método de minimos quadrados
condicionais e método de aproximac3o gaussiana

Cenarios n pPrqe 5\MQC BMQC e 5\MG BMG
50 0,4473 1,1181 0,4753 0,5503 1,2144 0,4361
(0,0181) (0,1763) (0,2129) (0,0034) (0,0462) (0,0040)
(0,5; 1; 0,5) 100 0,4769 0,9802 0,4770 0,5469 1,2150 0,4365
(0,0081) (0,0369) (0,0683) (0,0024) (0,0466) (0,0040)
500 0,4951 0,9828 0,4844 0,5452 1,2162 0,4366
(0,0014) (0,0164) (0,0196) (0,0020) (0,0467) (0,0040)
50 0,6368 0,9928 0,4597 0,5549 1,2175 0,4368
(0,0163) (0,0478) (0,1763) (0,0218) (0,0473) (0,0039)
(0,7, 1;0,5) 100 0,6684 0,9938 0,4944 0,5559 1,2178 0,4369
(0,0066) (0,0204) (0,0131) (0,0213) (0,0474) (0,0039)
500 0,6941 0,9751 0,4817 0,9063 1,1022 0,4100
(0,0010) (0,0031) (0,0022) (0,0426) (0,0100) (0,0080)
50  0,8255 1,0637 0,5149 - - -
(0,0123) (0,4350) (0,1958) - - -
(0,9; 1;0,5) 100 0,8628 1,0062 0,5042 - - -
(0,0040) (0,0193) (0,0145) - - -
500 0,8930 0,9959 0,4973 - - -
(0,0004) (0,0078) (0,0080) - - -
50 0,1673 0,4315 1,0203 0,9745 0,4348 0,8672
(0,0194) (0,0055) (0,1908) (0,6500) (0,0109) (0,5737)
(0,2; 0,4, 1) 100 10,1829 0,4356 1,0750 0,9981 0,4237 0,7714
(0,0098) (0,0025) (0,0436) (0,6406) (0,0087) (0,4814)
500 0,1970 0,4342 1,0585 - - -
(0,0018) (0,0014) (0,0096) - - -
50 0,1672 1,6994 1,0907 0,4816 1,8486 0,5436
(0,0199) (0,0459) (0,0327) (0,0823) (0,0678) (0,2083)
(0,2;1,6; 1) 100 0,1819 1,5768 0,9067 0,4901 1,8287 0,5410
(0,0098) (0,0290) (0,0286) (0,0851) (0,0551) (0,2106)
500 0,1971 1,5864 0,9297 0,5003 1,8005 0,5373
(0,0019) (0,0052) (0,0131) (0,0906) (0,0411) (0,2140)
50 0,1673 1,9471 0,9847 0,4614 2,2359 0,5872
(0,0196) (0,0561) (0,0445) (0,0697) (0,0560) (0,1703)
(0,2;2; 1) 100 0,1830 2,0194 1,1243 0,4712 2,2382 0,5874
(0,0097) (0,0107) (0,0442) (0,0747) (0,0568) (0,1702)
500 0,1973 2,0279 1,1353 - - -
(0,0019) (0,0020) (0,0320) - - -

Fonte: A autora (2021)
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Os valores representados por - correspondem as estimativas que ndo conseguiram ser
obtidas pelos método gaussiano.

A partir da Tabela 2 é possivel concluir que os estimadores de minimos quadrados condici-
onais possuem a melhor performance dado que para a maioria dos cenérios analisados o EQM
dos estimadores sdo menores quando comparados com os resultados fornecidos pelo método
de estimacdo gaussiano. Ademais, para os cenarios especificados, os estimadores de minimos
quadrados condicionais sao consistentes: os valores médios das estimativas convergem para os
valores verdadeiros dos parametros a medida que aumentamos o tamanho das amostras, e,
da mesma maneira, os erros quadraticos médios tendem a zero quando o valor das amostras
aumenta.

Em contrapartida, as estimativas obtidas pelo método gaussiano n3ao apresentam o com-
portamento assintdtico esperado: os estimadores nao se mostraram consistentes nos cenarios
estudados. A escolha dos valores verdadeiros dos parametros pode influenciar diretamente na
performance dos estimadores. Para a configuracao paramétrica p = 0,9, A =1e 8 = 0,5,
o método gaussiano ndo gerou estimativas (mesmo para n = 50 o tempo de execuc¢do foi
muito elevado, ndo concluindo os resultados), da mesma maneira que ndo conseguiu realizar
a estimacao para n=500 nos cendrios: p = 0,2, A =0,4ef =1ep=10,2, A =2 e
B = 1. Uma investigacao mais detalhada do espaco paramétrico precisa ser realizada para

maior compreensao do comportamento dos estimadores.
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5 PROCESSOS AUTORREGRESSIVOS DE PRIMEIRA ORDEM COM DISTRI-
BUICAO MARGINAL NAO-GAUSSINA: UMA REVISAO DA LITERATURA

Resumo

Nesse capitulo, vamos apresentar seis processos autorregressivos de primeira ordem com distri-
buicdo marginal ndo-gaussiana existentes na literatura de AST. Algumas propriedades estrutu-
rais como as funcdes densidade de probabilidade das distribuicdes marginais serao ilustradas.
Os processos EAR(1), GAR(1), INGAR(1), NLAR(1), GLAR(1) e LAR(1) serdo apresentados
com o objetivo de comparar suas respectivas estruturas com a estrutura do novo processo
proposto GaLAR(1).

Palavras-chave: DistribuicGes marginais. EAR(1). GAR(1). GLAR(1). INGAR(1). LAR(1). Li-
teratura de AST. NLAR(1).

Abstract

In this chapter, we will present six first-order autoregressive processes with marginal non-
Gaussian distribution existing in the TSA literature. Some structural properties such as the
probability density functions of the marginal distributions will be illustrated. The processes
EAR (1), GAR (1), INGAR (1), NLAR (1), GLAR (1) and LAR (1) will be presented in with
the aim to compare their respective structures with the structure of the proposed new process
GalLAR (1).

Keywords: EAR(1). GAR(1). GLAR(1). INGAR(1). LAR(1). Marginal distributions. NLAR(1).

TSA literature.

5.1 INTRODUCAO

O recurso tradicionalmente utilizado para a modelagem de séries temporais é baseado na
suposicao de que os dados observados s3o gaussianos, no entanto, a analise de dados reais
ndo é limitada apenas a dados normais. Nas dltimas décadas, processos autorregressivos com
distribuicdes marginais ndo gaussianas tém sido desenvolvidos e acrescidos na literatura. O
objetivo é ser capaz de modelar de forma eficiente uma série temporal sem precisar supor a
normalidade das observacdes.

Nesse capitulo, estudaremos alguns processos autorregressivos de primeira ordem com
marginais ndo-gaussianas existentes na literatura. Faremos uma andlise das diferencas e se-

melhancas relevantes para a aplicabilidade dos modelos quando comparados com o processo
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proposto, GaLAR(1). Os modelos EAR(1), GAR(1), INGAR(1), NLAR(1), GLAR(1) e LAR(1)

serdo discutidos e suas aplicabilidades ilustradas no capitulo 6.

5.2 PROCESSO EAR(1)

GAVER e LEWIS (1980) propuseram o modelo autorregressivo de primeira ordem com dis-
tribuicdo marginal exponencial (EAR(1)). Dada uma sequéncia estacionéria { X;} de variaveis

aleatérias exponenciais com func3o densidade de probabilidade dada por
flz) =X, >0,
em que A > 0 é pardmetro de taxa, o processo EAR(1) é definido como
Xy = pXi_1 + &,

em que {;} é uma sequéncia i.i.d. conhecida como sequéncia de inovacdo e p € [0,1) é o
parametro autorregressivo do modelo.

A equacdo diferenca para esse processo pode ser escrita da forma
Xt = pXt_l + -[tEt> (51)

em que {I;} é uma sequéncia i.i.d. de variaveis aleatérias Bernoulli(1 — p) e {E;} é uma
sequéncia de variaveis aleatérias exponenciais com parametro A independentes. A utilidade da
equacdo (55.1) é a forma como {X;} é representada como uma combinacdo linear aleatéria
de sequéncias exponencias independentes, facilitando o desenvolvimento computacional do
processo.

O processo EAR(1) é formado por dois pardmetros: um da distribuicdo marginal e outro
da estrutura autorregressiva. Se comparado ao modelo GaLAR(1) proposto nesse trabalho, o
processo EAR(1) é composto por um ndmero menor de parametros, o que influencia positiva-
mente os resultados de possiveis ajustes a conjunto de dados observados. Devido a escolha dos
critérios de desempenho que serdo detalhados no capitulo 6, um niimero menor de parametros
significa uma menor penalidade nos resultados obtidos.

Para aplicar o modelo a um conjunto de dados reais, estimamos os pardmetros do processo
EAR(1) através da funcdo de verossimilhanca gaussiana dada por

n 1 n )\2 1 . 2 1_ 2

t=2
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53 PROCESSO GAR(1)

O processo Gama autorregressivo de primeira ordem, GAR(1), foi proposto por GAVER e
LEWIS (1980). Esse modelo foi construido baseado na distribuicdo marginal Gama com fungo

densidade de probabilidade dada por
x>0,

em que A > 0 e K > 0 sdo pardmetros de taxa e forma, respectivamente, e I'(-) é a funcdo
Gama completa.

O processo GAR(1) é obtido através de
X = pXi1 + ey,

em que {X;} é um processo estacionario com distribuicdo marginal Gama, {&;} é uma sequén-
cia de variaveis aleatdrias i.i.d. e p € [0,1) é o pardmetro autorregressivo do modelo.

O processo GAR(1) e o processo proposto GaLAR(1) tém trés pardmetros em sua estrutura.
Essa caracteristica estrutural em comum fornece uma comparacdo mais imparcial se pensarmos
em ajuste a conjunto de observacoes reais, dado que toda vantagem ou desvantagem causada
pela quantidade de parametros serd a mesma para ambos os processos.

A funcdo de verossimilhanca gaussiana do processo GAR(1) é dada por

5.4 PROCESSO INGAR(1)

O processo autorregressivo de primeira ordem com distribuicdo marginal inversa gaussiana
(INGAR(1)) foi introduzido por ABRAHAM e BALAKRISHNA (1998).
Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo inversa gaussiana, a funcdo densidade de

probabilidade de X é dada por

() = \/;exp{—zljzx(fc—uf},

para x > 0, > 0 média da distribuicdo e A > 0 parametro de forma.

Seja {£:} uma sequéncia i.i.d. de varidveis aleatdrias. O desenvolvimento de novos modelos

de séries temporais nao gaussianas aborda encontrar a distribuicdo de ¢; tal que

Xt = pthl + Et (52)
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represente um processo AR(1) para distribuicdo marginal especificada, com p € [0,1) para-
metro autorregressivo.

Considerando {X;} uma sequéncia estaciondria de varidveis aleatérias com distribuicdo
marginal inversa gaussiana, o processo (5.2) é denominado INGAR(1).

A func3o de verossimilhanca gaussiana para esse modelo é dada por

{p. o) = =3 lox(am) - 2 > | 7y (@ = P = (1= p)n)* +log (Wﬂ '

2 = L=

Definida a sua estrutura, assim como o processo GaLAR(1), o processo INGAR(1) é for-
mado por trés parametros, um da configuracdo autorregressiva e os demais fornecidos pela
distribuicdo marginal. Discutiremos no capitulo 6 a capacidade de ajuste e predicdo do novo
modelo proposto GaLAR(1) quando comparada as capacidades dos demais modelos apresenta-
dos nesse capitulo. Alguns dos critérios de desempenho levam em consideracao a quantidade
de pardmetros presente na estrutura do processo. Nesse quesito, o processo INGAR(1) e o

processo GaLAR(1) serdo beneficiados ou penalizados de maneira igual.

5.5 PROCESSO NLAR(1)

O processo autorregressivo de primeira ordem introduzido por JOSE et al. (2008) é baseado
na distribuicdo marginal normal-Laplace.

Seja X uma variavel aleatéria normal-Laplace (REED, 2004), denotamos X ~ NL(v,72, «,
f3), a funcdo densidade de probabilidade de X é dada por

0= 250 (55 =5 o5

a+p T

, v €R,

em que v € R é parametro de locacdo, 7 > 0 parametro de escala e o e 5 sdo parametros
de forma, ambos positivos. ¢ é a funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria
normal padrdo e R é a razdo de Mills definida por

) =50

em que ® é a funcao de distribuicao acumulada de uma variavel aleatéria normal padrio.

O processo normal-Laplace autorregressivo de primeira ordem, NLAR(1), é definido por
Xy = pXi1 + &,

em que p € (0,1) é o parametro autorregressivo, {X;} processo estaciondrio com X; ~

NL(v,72 «, 3) e {&;} sequéncia i.i.d. de varidveis aleatdrias.
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O modelo NLAR(1) é formado por cinco parametros. Comparado ao GaLAR(1), o processo
com distribuicdo marginal normal-Lindley é um processo de maior complexidade. Isso significa
que o desempenho de ajuste a conjunto de dados reais e a capacidade preditiva do processo
tendem a apresentar melhores resultados devido a maior flexibilidade causada pela quantidade
de parametros. Todavia, dependendo do critério de avaliacdo de desempenho utilizado, o
numero de parametros pode gerar uma penalidade nos resultados do processo.

Para calcular os critérios de desempenho do modelo, estimamos os pardametros de maxima
verossimilhanca gaussiana. A funcdo de verossimilhanca do processo NLAR(1) é dada por
-

6(:071}’7-270176) - _710g<2ﬂ-) - 5 Z (1 _ pz)(T + 1
t=2 a?

+ 1;”10g[< —|—1+ﬁ12>(1—p2)].

5.6 PROCESSO GLAR(1)

1 (:z:t—pxt_l—(l— p)(v+
+

= @\H
mw

5)

O processo autorregressivo de primeiro ordem com distribuicao marginal Laplace generali-
zada foi introduzido por JOSE e THOMAS (2011).
O estudo tem como objetivo inicial encontrar a distribuicdo de {¢;} sequéncia de inovacdo

de variaveis aleatérias tal que o processo dado por
Xy =pXi1+g

represente uma sequéncia estacionaria com distribuicao marginal Laplace generalizada, em que
p € (0,1) é o pardmetro autorregressivo. Esse processo é denominado de processo Laplace
generalizado autorregressivo de primeira ordem (GLAR(1)).

Dizemos que uma variavel aleatéria X segue a distribuicao Laplace generalizada se X =
0+ % (%Gl — nGg), com G, © = 1, 2, variaveis aleatérias com distribuicio Gama unipara-
métricas i.i.d. e funcdo densidade de probabilidade dada por

fa, = me_‘”f_l, x>0,
em que 7 > 0 parametro de forma.
A variavel aleatéria X pode ser similarmente representada por X = 0+ puw—+0Z+/Q, em que

) e Z sdo varidveis aleatérias com distribuicdo Gama(, 1) e normal padrdo, respectivamente.

Denotamos X ~ GL(0,k,0,T).
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A funcdo de verossimilhanca gaussiana do processo GLAR(1) definido é dada por

e(pu 01 H’O—’T) = _g IOg(Zﬂ-)

) %Zn: (:ptpzfct1(1P>(‘9+T\;§(}ﬁ”)))2+10g<(1_p2)TU2<1(1_5)24_1))
t=2

(1= p?)ro? (% (%—fi)Q-‘rl) 2 \k

Assim como o modelo NLAR(1), o processo GLAR(1) apresenta cinco pardmetros em sua
estrutura: o parametro autorregressivo do modelo e quatro parametros da distribuicdo margi-

nal.

5.7 PROCESSO LAR(1)

O modelo Lindley autorregressivo de primeira ordem (LAR(1)) é um processo estacionario
proposto por POPOVIC e BAKOUCH (2016). A construcdo do modelo LAR(1) é baseada na
distribuicao marginal Lindley, distribuicdo uniparamétrica com suporte RY.

Seja X uma variavel aleatéria Lindley(\). A funcdo densidade de probabilidade e a distri-

buicao acumulada de X s3o dadas, respectivamente, por

)\2 -z
f(z) = )\+1(1+x)e , x>0

1_1+)\(1+x)

Fla) = A+l

(1+x)e™,

em que A > 0 é o parametro de escala.
Seja {X;} um processo estacionario com distribuicdo marginal Lindley. O modelo LAR(1)

é definido por
Xy = pXi1 + &y,

em que p € [0,1) é o pardmetro autorregressivo do processo e {&;} é uma sequéncia de
variaveis aleatérias i.i.d. e independentes de X;_,, para todo 7 > 1.

Portanto, o modelo LAR(1) é um processo que tem em sua estrutura dois pardmetros:
um parametro referente a distribuicdo marginal Lindley e o parametro autorregressivo. Como
veremos no préximo capitulo, podemos dizer que o modelo LAR(1) é um modelo menos
complexo quando comparado ao processo GaLAR(1), que tem em sua estrutura um ndmero

maior de parametros.
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Para estimar os parametros e ilustrar a aplicabilidade dos modelos candidatos, utilizamos o
método de estimacdo gaussiano. A funcdo de verossimilhanca gaussiana para o modelo LAR(1)

é dada por

2
1— A2
Zn: X+ 1)? (20— prey — CSRGE) t o ((1 — )2 4N+ 2))

Up,\) = —Elog(QW) - (1= p) (A2 + 41 +2) A2(A+1)2

DN | =

t=2
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6 APLICACAO

Resumo

Esse capitulo é voltado para a anéalise de desempenho do processo proposto quando aplicado
a um conjunto de dados real. Introduzimos trés critérios de avaliacao para medir a capacidade
de ajuste e predicdo do modelo GaLAR(1): Critério de Informac3o de Akaike (AIC), Critério de
Informagdo Bayesiano (BIC) e Raiz do Erro Quadratico Médio de Previsdo (RMSE). Os resul-
tados obtidos serdo comparados com os resultados fornecidos pelos seis modelos competidores
introduzidos no capitulo 5, apresentados e debatidos. O conjunto de dados reais utilizado para
avaliar o desempenho dos modelos sera estudado e algumas propriedades serdo discutidas.
Palavras-chave: Conjunto de dados reais. Critérios de avaliacdo. Critério de Informacdo de
Akaike (AIC). Critério de Informagdo Bayesiano (BIC). Raiz do Erro Quadratico Médio de
Previsdo (RMSE).

Abstract

This chapter is dedicated to performance analysis of the proposed process when applied to
a real data set. We will introduce three evaluation criteria to measure the fit and prediction
capacity of the GaLAR model (1): Akaike Information Criterion (AlIC), Bayesian Information
Criterion (BIC) and Root Mean Square Error (RMSE). The results obtained will be compared
with the results provided by the six competing models introduced in chapter 5, presented and
discussed. The set of real data used to evaluate the performance of the models will be studied
and some properties will be discussed.

Keywords: Akaike Information Criterion (AIC). Bayesian Information Criterion (BIC). Evalua-

tion criteria. Root Mean Square Error (RMSE). Real data set.

6.1 INTRODUCAO

Nesse capitulo, estudamos o desempenho do processo proposto, GaLAR(1), quando apli-
cado a um conjunto de dados reais. A performance do novo modelo é comparada com a
performance de outros processos com caracteristicas semelhantes existentes na literatura. De-
nominamos esses processos de modelos competidores ou modelos candidatos. Visto que temos
como objetivo a construcao de um novo processo, € importante avaliarmos a competitividade

do novo modelo com outros modelos existentes na literatura, de forma que possamos garantir
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que a nossa proposta seja relevante para a literatura de modelos em Séries Temporais.

Estamos interessados em avaliar o processo proposto dentro de um conjunto de modelos
candidatos. Essa avaliacdo é feita através de algumas pontuacGes e levamos diversos fatores
em consideracdo, como qualidade de ajuste, complexidade do modelo e capacidade predi-
tiva. Entendemos por complexidade de modelo a quantidade de parametros em sua estrutura.
Portanto, um modelo menos complexo é aquele com um menor niimero de parametros.

Para pontuar um modelo quanto ao seu desempenho em relacdo a um conjunto de dados,
ponderamos a capacidade de ajuste e a estrutura do modelo. Em outras palavras, levamos em
consideracao o encaixe do modelo nos dados observados e a quantidade de parametros em sua
forma. Estamos interessados em uma boa qualidade de ajuste realizada por modelos menos
complexos. A capacidade preditiva pode ser vista como uma qualidade de ajuste dos dados.

Para a avaliacio de desempenho dos modelos candidatos, calculamos dois critérios de
informac3o estatisticos: AIC (Critério de Informacdo de Akaike) e BIC (Critério de Informac3o
Bayesiano), e medimos a capacidade de predicdo dos competidores calculando a raiz do erro

quadratico médio de previsdo (RMSE).

6.2 AIC: CRITERIO DE INFORMACAO DE AKAIKE

O Critério de Informacdo de Akaike (AlC) é uma medida de qualidade para modelos proba-
bilisticos. O AIC é utilizado para pontuar a performance de um modelo aplicado a um conjunto

de dados. Este critério é obtido através de
AIC = —2log L(B) + 2p,

em que L(-) é a funcdo de verossimilhanca do processo, B é o vetor de parametros que
maximiza L(-) e p é o nimero de pardmetros do modelo.

Ao avaliarmos o AIC, esperamos obter o menor valor possivel. O termo 2p é visto como
uma penalidade para os modelos que apresentam muitos parametros em sua estrutura. O AlC
é uma medida de qualidade que valoriza um bom ajuste acompanhado de um modelo com o

menor nimero de parametros possivel.
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6.3 BIC: CRITERIO DE INFORMACAO BAYESIANO

O Critério de Informac3o Bayesiano (BIC) é uma medida de desempenho de modelos e

atua de maneira semelhante ao AIC. O BIC é dado por
BIC = —2log L(B) + plog(n),

em que n é o nimero de observacdes do conjunto de dados ajustado.
Assim como vimos no AlC, o BIC penaliza modelos mais complexos, o que significa que
também leva em consideracdo a qualidade do ajuste acompanhada de modelos formados por

um menor nimero de parametros.

6.4 RMSE: RAIZ DO ERRO QUADRATICO MEDIO DE PREVISAO

A previsao de dados de uma série temporal estd diretamente relacionada ao ajuste de
modelos baseado no préprio conjunto de observacoes. Procuramos descrever os dados da
melhor maneira possivel para obter as previsGes mais adequadas para a série estudada.

Uma maneira de avaliar o desempenho de um modelo em relacdo a um conjunto de
dados reais é quantificar a sua capacidade preditiva, ou seja, o qudo préximo dos valores reais
observados s3o os valores preditos pelo modelo.

Definimos o erro de previsao como a diferenca entre o valor observado e o valor predito.
Podemos calcular essa diferenca para cada observacao do conjunto estudado. O erro de previsdo
pode ser positivo ou negativo, mas o que estamos interessados em encontrar é uma média dos
erros de previsdo proxima de zero. Quanto mais préximo de zero for esse valor, mais préximas
dos valores observados estdo sendo as previsdes, consequentemente melhor é a performance
do modelo para os dados estudados.

Denotamos de raiz quadrada do erro quadratico médio de previsio (RMSE) , para um

conjunto de observagdes { X1, Xs, ..., X, }, o valor dado por
RMSE = \/ T = &S
n

em que x; € ; sao, respectivamente, o valor observado e o valor predito no instante de tempo

t.
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6.5 BANCO DE DADOS

Para ilustrar o desempenho e a competitividade do modelo proposto, utilizamos um con-
junto de dados referente as medicdes anuais do nivel do lago Huron (em pés) localizado na
América do Norte entre os anos de 1875 e 1972. Esse banco de dados foi amplamente estudado

em BROCKWELL e DAVIS (1991).

Figura 4 — Niveis anuais do lago Huron, em pés, entre os anos de 1875 e 1972
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Fonte: A autora (2021)

As Figuras [5] e [f] ilustram, respectivamente, a funcdo de autocorrelacdo e autocorrelacdo
parcial das observacdes. O decrescimento exponencial para zero a medida que o /ag aumenta
na FAC e o corte significativo apds o primeiro lag na FACP indicam que modelos AR(1) podem

ajustar bem os dados observados.

Figura 5 — FAC para os niveis anuais do lago Huron
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Figura 6 — FACP para os niveis anuais do lago Huron
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Para cada modelo candidato, calculamos os estimadores de méaxima verossimilhanca por
aproximacdo gaussiana para obter os valores de AIC, BIC e RMSE. A Tabela [3] ilustra os
resultados obtidos.

Podemos observar que os modelos selecionados se mostram bastante competitivos em
relacdo ao ajuste e a capacidade preditiva para o conjunto de dados escolhido, ndo havendo
grande diferenca nos resultados obtidos. Todavia, o modelo proposto GaLAR(1) obteve os
menores valores para AIC e BIC. Assim, ao ponderamos a qualidade de ajuste e a simplicidade
do modelo, o novo processo gera os melhores resultados.

Ao comparar a capacidade preditiva dos modelos candidatos observamos uma maior com-
petitividade. O desempenho de predicdo do modelo GaLAR(1) supera o desempenho da mai-
oria dos candidatos, ficando atras apenas da capacidade preditiva dos processos GLAR(1) e
NLAR(1). Porém, o novo modelo tem em sua estrutura trés parametros, dois a menos que os
modelos GLAR(1) e NLAR(1). Portanto, pela maior simplicidade do novo modelo proposto,
em termos de estimac3o, consideramos o modelo GaLAR(1) como uma boa alternativa para

descrever nivel de dgua em rios e barragens.
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Podemos analisar a capacidade preditiva do processo GaLAR(1) a partir do Figura 7,
em que o grafico plotado em azul representa os dados observados e o grafico plotado em
vermelho representa os valores preditos pelo modelo proposto. Podemos concluir que o processo
GaLAR(1) tem uma capacidade preditiva elevada para esse banco de dados estudados, ou seja,

os valores previstos pelo processo foram muito préximos dos valores observados.

Figura 7 — Dados observados e valores preditos
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7 CONCLUSAO

7.1 CONSIDERACOES FINAIS

Nessa dissertacdo, apresentamos um novo processo autorregressivo de primeira ordem base-
ado na distribuicao marginal Gama-Lindley. No primeiro momento, introduzimos a distribuicao
Gama-Lindley como uma mistura das distribuicdes Gama(2,)) e Lindley(\), bem como algumas
de suas propriedades foram desenvolvidas: expressdes para valor esperado, varidncia, funcao
geradora de probabilidade, funcdo geradora de momentos e transformada de Laplace. Sub-
sequentemente, propds-se um novo processo de primeira ordem denominado por GaLAR(1).
Uma distribuicao para a sequéncia de inovacdes é proposta com base na transformada de
Laplace. Algumas das propriedades matematicas do processo GaLAR(1) foram derivadas: mé-
dia e varidncia condicionais, distribuicdo conjunta para um par aleatério do processo, Run
probability, funcdo de autocorrelacdo e densidade espectral. Adicionalmente, as equacdes de
previsdo sdo discutidos. Foram propostos dois métodos de estimac3o, sendo um (baseado na
minimos quadrados condiconais) deles reduzido a resolucdo de apenas uma equacdo n3o linear.
A performance dos estimadores é quantificada por um estudo de simulacdo Monte Carlo.

Finalmente, aplicamos o processo proposto a um conjunto de 98 observacdes referentes
as medicOes anuais do nivel do lago Huron em determinado periodo de tempo. Com base
em trés medidas de comparacdo, o modelo proposto apresentou uma melhor performance

comparativamente a outros seis modelos utilizados na literatura.

7.2 TRABALHOS FUTUROS

Alguns pontos abordados nessa dissertacdo requerem estudos mais detalhados. Os tépicos
a serem aprofundados sdo:

1. Otimizar o método de estimacdo gaussiano para atingir um tempo de execucdo satisfa-
tério;

2. Investigar as configuracdes paramétrica que otimizem os estimadores;

3. Propor outros métodos de estimagdo para o modelo GaLAR(1);
4. Investigar outras aproximacoes para a sequencia de inovacoes;
5

. Proposta do processo ARMA nao condicional para a distribuicdo Gal.
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APENDICE A - PROPOSICAO 1

Nesse apéndice vamos detalhar a obtencdo do resultado exposto no Capitulo 3.

Dada a transformada de Laplace para o erro aleatério &,

(BA+ B+ 5)(ps + N)?
(BA+ B4 ps)(s + A)?

Podemos reescrevé-la da seguinte maneira,

(BA+ B+ s)(A2 + 2)ps + p*s?)
(BA+ B+ ps) (A2 +2Xs + 82)

¢=(s) =

<(s)

BNA+1) 428 ps(A+ 1) + Bp?s* (A + 1) + sA2 + 2\ps? + p?s®
BAZA+ 1) +200s(A 4+ 1) 4+ Bs2(A + 1) + pAZs + 2pAs? + ps3

Manipulando nossa expressao encontrada acima,

P23 +20ps?(1 — p+ p) + sA2(1 — p> + p?) + Bp?s* (A + 1)(1 = 1/p+1/p)

9e(s) BXEA+1) +2285(A + 1) + Bs2(A 4 1) 4 pAZs + 2pAs? + ps?

2ABps(A + 1) + BA2(1 — p+ p)(A+ 1)
BAZ(A+1) +2\Bs(A + 1) + Bs2( A+ 1) + pA2s + 2pAs? + ps3’

+

Simplificando, obtemos

22ps?(1 = p) + sX*(1 = p)(1 £ p) + s*Bp*(A + 1)1 = 1/p) + BN*(1 = p)(A + 1)

de(s) =p+ BAZ(A+1) + 2ABs(A + 1) + Bs2(A + 1) + pA2s + 2pAs? + ps?

Apbds algumas manipulacdes algébricas chegamos no seguinte resultado:

s2[20p — Bp(A 4+ 1)] + sA?(1 + p) + BA2(\ + 1)}
(s +A)2(BA+ B+ sp) '

¢E<s>:p+<1—p>{
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Para obter a funcdo que representa a distribuicdo do erro aleatério, aplicaremos na expres-

sdo acima a transformada inversa de Laplace. Para facilitar a notacdo, chamaremos de G(s)

a expressdo que acompanha o peso (1 — p). Dessa maneira, denotamos g(z) a transformada

inversa de Laplace correspondente. Com isso,

fe(x) = pé(z) + (1 — p)g(z).

Para encontrar a expressdo para g(x), escrevemos (G(s) de forma que possamos decompor

a expressao em fracGes parciais.

ps2(2\ — BX — f3) sA2(1+ p) NBA+1)
(s+N2(BA+B+sp)  (s+A2BA+B+sp)  (s+AN2(BA+P+sp

Chamaremos os termos de G(s) de termos 1, 2 e 3, respectivamente. Seja:

G(s) =
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Termo 1

O mecanismo das fracdes parciais é muito utilizado nos métodos de integracdes e nas
transformadas inversas de Laplace. Esse método consiste em decompor uma funcao racional

em termos mais acessiveis. Nosso problema se torna encontrar os coeficientes, A, B e C, como

se segue:
ps*2A—pA—p) A N B* N C*
(s+A2(BA+B+sp)  s+A (s+AN)2 BA+SB+sp
Para s = —\, encontramos
BA+B—=Ap
Sendo s = —A+8)
R

. _ pBA+ PN = BA - B)
(BX+ 56— o)

Para s = 0 e usando os coeficientes B e C encontrados,

gr = TPARBAE 25 = Ap)(2A — SA — )
(BA+ B = Ap)? '

C

Termo 2

De maneira andloga encontraremos os coeficientes da decomposicdo em fracoes parciais

para o segundo termo da fungdo G(s).

sA2(1 + p) D N E N F
(s+N2BA+B+sp)  s+A (s+N2 BA+B+sp
Para s = — ),
=N +p)
Y

Dado s = —(82+H)
p

XA+ A1+ )
(BA+ B = Ap)?

E para s =0,

_ XL+ p)(5A+ 5)
(GN+ 5 — M)
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Termo 3

Com o mesmo raciocinio vamos desenvolver o Gltimo termo de G(s),

ABA+1) G L H N I
(s+A2(BAX+B+sp  s+A (s+AN)2 BA+B+sp

Seja s = — ),

BN(A+])

1= v s—

Fazendo s = M,

_ PPN (BAL D)

(BA+ B —Ap)?

E para s =0,

—pN°B(A+1)

(BA+ 8 —Ap)*

Observe que a funcdo G(s) pode ser escrita da seguinte maneira:

_A4D+G B AE+H 4 F+l
s+ (s+N)? LA+ B+ ps

G:

G(s)

Note que,

Ap(2X — BA = B)(2BX + 28 — \p) + A2(BA + B)

AN=A*"+D+G= :
(BA+ B — Ap)?

Np—XBp—pBN2— N+ N33 + BN

BN =B"+E+H=

BA+B—Ap ’
e
BA+BY . _ p(BAEBBAFB)(2A = BA = 8) = N
c< ; >_O+F+1_ s
Portanto,
G(S):A5+A+B(5+A)2+06A+2—Ap'

Dessa maneira, somos capazes de aplicar a transforma inversa de Laplace, dado que obtivemos

funcBes conhecidas. Seja g(x) a transformada inversa de Laplace de G(s), temos:

2(AB+8)
Ale ™™ 4+ BA2ge " + C (Ljﬂ) e »

A+B+C

g(r) =

Note que para g(z) ser uma mistura das distribuicdes Exponenciais de parametros \ e (Lp*ﬁ)

e Gama(2, \), é necessério que os pesos correspondentes a cada distribuicdo somem 1.
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APENDICE B - METODO DE ESTIMACAO DE MINIMOS QUADRADOS
CONDICIONAIS

Minimizaremos a funcdo Q,,(p, \, ) resolvendo o sistema (aa(in, 86%\", aé%") = (0,0,0).

Seja

n

Qn(p7 )‘75) - Z <Xt - pXt—l + (,0

t=2

—D@M1+M—A»2
AB(1+A) ’

As derivadas parciais sao dadas por

205 g NN (L NN

0Qn _ 2(p— ”
ap 62>\+1 tZ

20—p)  1-p
[ TPt +6U+AJ

0Qn _ (41 —=p)  2(p—1)\ ¢ 20—-1)  1-p
m‘( 22 +5(A+1)2>t§lxt_px“+ X +ﬁ(1+A)]'

Resolvendo a primeira equacao do sistema, obtemos

0Qn  _ 2i<_XtXt e x,PAEN A 25(1+)\)—>\_(2ﬁ(1+/\)—))\)2>

ap = BAN+1) UUBAA+1) BZN2(\+1)2
" 5 28(14+X) =X (2B(14+X) — )2
+ 2/); (th —2Xi1 B+ 1) + 220\ + 1) >

Portanto, E’g)—p” = 0 implica que

n 26(A+1)-A 28(A4+1)-A
Zt=2{XtXt‘1+ MO+ ( X X+ TR >}

n _ 26()\+1) X
2i=2 {Xt LS VT3 WE) }
Resolvendo a segunda equacdo do sistema, obtemos

0Qn  2(1-p) & 2(p—1)\ 20— p)*(n—1)
o5 “ﬂ?(lﬂ)é(x“pxt‘l* A )_ (1+ )23

p=

Assim, 659771 = 0 implica

(1=p)n—1) |
(14+3) Spy (- X0 + pXo o+ 252)

Finalmente, para a terceira equacao do sistema

0Qn _ o 200=1)  1=p ] (2(1-p) p—1
o _QQ[XPPX“* - ]( e +6<1+A>2)'

X B+ N

9Qn

Note que para “55* = 0, ndo é possivel isolar A em funcdo dos demais parametros.
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