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RESUMO

Nesta dissertacdo, desenvolvemos ajustes para a funcdo de verossimilhanca perfilada base-
ados nas propostas de |Barndorff-Nielsen| (1983) e |Cox e Reid (1987) em modelos de regressio
log-Birnbaum-Saunders generalizados na presenca, ou n3o, de censura tipo Il. Consideramos
dois casos particulares dessa classe de modelos, a saber: o modelo log-Birnbaum-Saunders
e o modelo log-Birnbaum-Saunders-t. Obtivemos os estimadores de maxima verossimilhanca
perfilado e perfilados modificados, calculamos os intervalos de confianca do tipo assintético e
bootstrap percentil e os testes baseados nas estatisticas da razdo de verossimilhancas perfilada
e perfiladas modificadas. Através de simulacdes de Monte Carlo, avaliamos numericamente os
comportamentos dos estimadores pontuais e intervalares sob diferentes cenarios, assim como,
os desempenhos dos testes da razao de verossimilhancas baseados nas verossimilhancas perfi-
lada e perfiladas modificadas, em termos de tamanho e poder. Os resultados evidenciam que
tanto os testes quanto os estimadores baseados nas versdes modificadas da verossimilhanca
perfilada, que foram desenvolvidas neste trabalho, possuem desempenho superior em pequenas
amostras quando comparados com sua contrapartida nao modificada. Por fim, trés aplicacdes

a dados reais sdo apresentadas.

Palavras-chaves: Estimador de maxima verossimilhanca. Estimacdo intervalar. Modelo log-
Birnbaum-Saunders Generalizado. Teste da razdo de verossimilhancas. Verossimilhanca perfi-

lada.



ABSTRACT

In this dissertation, we obtain adjustments to the profile likelihood function proposed
by |Barndorff-Nielsen| (1983) and |Cox e Reid| (1987)) in generalized log-Birnbaum-Saunders
regression models in the presence, or not, of type Il censored data. We consider two particular
cases of this class of models, namely: the log-Birnbaum-Saunders and log-Birnbaum-Saunders-
t models. We obtain profile and modified profile maximum likelihood estimators, calculate
asymptotic and percentile bootstrap confidence intervals, and present profile and modified
profile likelihood ratio tests. We also perform Monte Carlo simulation studies to evaluate the
performance of the estimators and tests we propose. The numerical results show that both
the tests and estimators based on the modified versions of the profile likelihood, which were
developed in this work, present superior finite-sample behavior. Finally, we present and discuss

three empirical applications.

Keywords: Generalized log-Birnbaum-Saunders model. Interval estimation. Likelihood ratio

test. Maximum likelihood estimator. Profiled likelihood.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

A distribuicdo normal (ou gaussiana) é uma das mais importantes distribuicdes continuas
e é amplamente utilizada em estatistica e em outros campos da ciéncia, para mais detalhe ver
Ahsanullah, Kibria e Shakil| (2014)). No entanto, as distribuicdes de tempo de vida apresentam,
em geral, algumas caracteristicas comuns entre si, como: assimetria positiva, unimodalidade e
suporte nos reais positivo. Portanto, a distribuicio normal pode ser inadequada para modelar
o tempo de vida Gtil de materiais ou individuos expostos a algum dano cumulativo. Para mais
detalhes ver |Leival (2015). Dentre as distribuices de probabilidade apropriadas para modelar
esse tempo de vida, podemos citar as distribuicGes exponencial, Weibull, logistica, log-normal,
gama, log-gama, log-logistica, dentre outras, ver por exemplo |Colosimo e Giolo (2006). Em
geral, estas distribuicoes apresentam um bom ajuste na regido central da distribuicdo, mas,
normalmente n3o se adequam bem nos percentis mais baixos ou mais altos. A distribuicao
derivada por Birnbaum e Saunders| (1969a)), conhecida como distribuicdo Birnbaum-Saunders
(BS), é um modelo probabilistico que vem ganhando destaque por se adequar bem a regido
central e ajustar melhor os percentis mais baixos e altos, ver por exemplo Birnbaum e Saunders
(1969a)).

O modelo de regressdo log-Birnbaum-Saunders (log-BS) desenvolvido por Rieck e Nedel-
man| (1991)) tem se mostrado muito apropriado para modelar problemas de tempo de vida que
consideram a transformac3o logaritmica de uma variavel resposta que segue distribuicdo BS.
Podemos mencionar alguns artigos que trabalham com o modelo log-BS, algumas extensdes
e generalizaces do mesmo, tais como: [Tsionas| (2001)), (Galea, Leiva-Sanchez e Paula| (2004),
Xie e Wei| (2007)), |Leiva et al.| (2007), Barros, Paula e Leiva (2008)), lLemonte e Cordeiro
(2009), [Farias e Lemonte (2011), [Lemonte (2012), Vilca, Romeiro e Balakrishnan| (2016)),
Marchant, Leiva e Cysneiros (2016]) e Cribari-Neto e Fonseca| (2019).

Tsionas (2001) utilizou métodos bayesianos para a estimacdo dos pardametros do modelo
log-BS. |Galea, Leiva-Sanchez e Paula (2004) e Xie e Wei (2007) desenvolveram métodos de
diagndstico para o modelo log-BS considerando dados n3o censurados. Posteriormente, |Leiva
et al.| (2007)) propuseram métodos de diagndstico para o modelo log-BS considerando dados
censurados.

Barros, Paula e Leiva (2008) apresentaram alguns resultados inferenciais e desenvolveram
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métodos de diagndstico no modelo de regressdo log-BS-t, caso particular da classe de modelos
de regress3o log-Birnbaum-Saunders generalizados (log-BSG) desenvolvida por Barros (2007)).
Lemonte e Cordeiro (2009)) propuseram uma nova classe de modelos de regressdo n3o lineares
BS, generalizando o modelo de regressdo introduzido por |Rieck e Nedelman| (1991)) e obti-
veram o viés de segunda ordem dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros
do modelo. |Farias e Lemonte| (2011)) desenvolveram uma anélise bayesiana para o modelo
introduzido por Lemonte e Cordeiro| (2009). |Lemonte (2012) introduziu um modelo de regres-
sdo log-BS skew-normal baseado na distribuicdo senh-skew-normal proposta por |Leiva et al.
(2010)), além disso, algumas técnicas de diagndstico sdo apresentadas, tais como, influéncia
local e alavancagem generalizada. Recentemente, Vilca, Romeiro e Balakrishnan (2016) pro-
puseram um modelo de regressdo BS bivariado por meio da distribuicdo senh-normal bivariada.
Adicionalmente, os autores utilizaram o método dos momentos e o de maxima verossimilhanca
para estimar os parametros do modelo, bem como, realizaram testes de hipdteses baseado na
normalidade assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca. Marchant, Leiva e Cys-
neiros| (2016) propuseram o modelo de regressdo log-linear BSG multivariado e utilizaram o
método da maxima verossimilhanca e o algoritmo EM para estimar os parametros do modelo.
Cribari-Neto e Fonseca| (2019) desenvolveram um modelo de regressdo log-linear BS bimodal,
além de discutirem sobre as estimacdes pontuais e intervalares, testes de hipdteses e métodos
de diagnésticos.

Muitas vezes, queremos fazer inferéncias no modelo envolvendo apenas uma parte do ve-
tor de parametros. Desta forma, chamaremos os parametros sobre os quais a inferéncia sera
realizada de parametros de interesse e os demais de parametros de perturbacdo. Uma maneira
usual de fazer inferéncia quando o modelo que estamos trabalhando envolve parametros de
perturbacao, é através da verossimilhanca perfilada. A ideia consiste em eliminar os parametros
de perturbacao substituindo-os na funcao de verossimilhanca por seus respectivos estimadores
de maxima verossimilhanca dado valores fixados dos parametros de interesse, para maiores
informacdes ver [Severini (2001, Capitulo 9). Uma propriedade interessante da funcdo de ve-
rossimilhanca perfilada é que o estimador de maxima verossimilhanca e o estimador de maxima
verossimilhanca perfilado do parametro de interesse sao iguais. Lamentavelmente, a funcdo de
verossimilhanca perfilada n3o usufrui de todas as propriedades de uma funcdo de verossimi-
lhanca original. Em geral, a funcao escore perfilada nao apresenta esperanca matematica nula
e como consequéncia a igualdade da informacao de Fisher pode nao ser obedecida.

Diante disso, diversos pesquisadores propuseram ajustes para a verossimilhanca perfilada
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com a finalidade de reduzir os problemas acarretados pelo fato desta funcao nao ser uma
func3o de verossimilhanca genuina, dentre eles: Barndorff-Nielsen| (1983)), |Cox e Reid| (1987)),
McCullagh e Tibshirani (1990)), Cox e Reid| (1993), Diciccio e Stern| (1994) e Stern| (1997)).
Assim como no artigo de |Barreto, Cysneiros e Cribari-Neto (2013), nesta dissertacdo, daremos
énfase aos ajustes desenvolvidos por [Barndorff-Nielsen| (1983) e |Cox e Reid (1987)).

A funcdo proposta por [Barndorff-Nielsen| (1983) pode ser tratada como uma aproximacdo
para as funcoes de verossimilhanca marginal ou condicional para os parametros de interesse,
se uma dessas funcdes existir. Em ambos os casos, usa-se uma aproximacdo para a funcao
densidade do estimador de maxima verossimilhanca condicionado a uma estatistica ancilar.
Esta aproximacao tem erro relativo de ordem O(n*3/2), quando comparada com a funcao
de verossimilhanca marginal exata, caso exista. Os vieses da funcdo escore e da informacao
de Fisher s3o de ordem O(n™!), ver Diciccio e Stern (1994). A expressdo da funcdo proposta
por |Barndorff-Nielsen| contém uma parcela cujo calculo utiliza a derivada com respeito ao
espaco amostral e necessita de uma estatistica ancilar que na maioria das vezes ¢ dificil ou
até mesmo impossivel de se obter. Neste contexto, algumas aproximacoes foram sugeridas
para a verossimilhanca perfilada modificada proposta pelo autor, com o intuito de facilitar o
célculo dessa parcela. Destacamos, as aproximacdes sugeridas por (Severini| (1999)) e Fraser e
Reid| ((1995)).

Severini| (1999) derivou uma aproximacdo que n3o depende de uma estatistica ancilar,
com erro de aproximac3o de ordem O(n~'/2). Esta aproximacdo é baseada em covariancias
empiricas e é adequada para situacGes em que ha dificuldade no calculo da esperanca do
produto de derivadas do logaritmo da verossimilhanca, pois é facil de ser obtida numericamente.
Uma outra aproximac3o foi apresentada por Fraser e Reid ((1995) e baseia-se em uma estatistica
aproximadamente ancilar, isto é, a distribuicao assintética dessa estatistica nao depende dos
pardmetros, ver Young e Smith| (2005).

A verossimilhanca perfilada modificada proposta por |Cox e Reid (1987) necessita da or-
togonalidade entre os parametros de interesse e os parametros de perturbacdo. Esta versdo

modificada é baseada na funcao densidade condicional, dado o estimador de maxima verossi-

milhanca dos pardmetros ortogonais. A funcdo escore apresenta erro relativo de ordem O(n™!),

1 ~ ~ . . . 7
Se {an}n21 e {bn}"21 sao duas sequéncias reais, dizemos que a,, € de ordem menor que b,, e escrevemos

an = o(b,) se lim, 00 an /b, = 0. Dizemos que a,, é de ordem no maximo igual a b,, denotado por
an = O(by), se existir um nimero real M tal que |a,/b,| < M, isto é, a razdo |a,/b,| é limitada.
Observamos que se a,, = o(b,,), entdo a,, = O(b,,) e que quando b,, — 0 a ordem fornece nocdo da taxa
de convergéncia de a,, para zero.
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mas, em geral, o viés da informacao de Fisher n3o possui tal erro, para mais detalhes ver por
exemplo |DiCiccio et al| (1996). Uma consequéncia dessa ortogonalidade é a independéncia
assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros.

Podemos citar alguns trabalhos que utilizaram algumas técnicas de refinamentos, a saber:
Ferrari, Silva e Cribari-Neto (2005), [Ferrari, Silva e Cribari-Neto (2007)), |Cysneiros, Cribari-
Neto e Aratjo-Junior| (2008), |Melo, Ferrari e Cribari-Neto| (2009), Barreto, Cysneiros e Cribari-
Neto (2013)), Pires, Cysneiros e Cribari-Neto| (2018) e Aradjo, Cysneiros e Montenegro| (2020)).

Ferrari, Silva e Cribari-Neto (2005) propuseram diferentes ajustes para a verossimilhanca
perfilada em distribuicdes que pertencem a familia exponencial biparamétrica. Os autores
consideraram alguns casos particulares dessa familia de distribuicoes, como: normal, beta e
gaussiana inversa. Também consideraram os testes da razdo de verossimilhancas baseados
nessas funcoes.

Ferrari, Silva e Cribari-Neto| (2007) obtiveram versdes modificadas da funcdo de verossi-
milhanca perfilada para o parametro de forma da distribuicio Weibull. Ademais, consideraram
estimacao pontual e teste de hipoteses.

Cysneiros, Cribari-Neto e Aradjo-Janior| (2008) desenvolveram ajustes para a funcdo de
verossimilhanca perfilada na distribuicao BS. Obtiveram os estimadores de maxima verossi-
milhanca para o parametro de interesse baseados nas funcdes de verossimilhancas perfilada
e suas versoes ajustadas. Adicionalmente, apresentaram testes da razdo de verossimilhancas
perfilado e perfilados modificados.

Melo, Ferrari e Cribari-Neto| (2009) desenvolveram versdes modificadas do teste da razdo
de verossimilhancas para inferéncia sob efeitos fixos em modelos lineares mistos. Em particular,
derivaram uma correcdo de Bartlett para este teste e também para um teste obtido de uma
funcdo de verossimilhanca perfilada modificada.

Barreto, Cysneiros e Cribari-Neto (2013) forneceram versdes ajustadas para a funcdo de
verossimilhanca perfilada na distribuicdo BS sob censura do tipo |I. Obtiveram os estimadores
de maxima verossimilhanca perfilado e perfilados ajustados para o parametro de forma da
distribuicdo, além de, testes da razao de verossimilhancas baseado nessas funcdes e também
via bootstrap. Os autores também consideraram vérios intervalos de confianca via bootstrap.

Pires, Cysneiros e Cribari-Neto (2018)) derivaram ajustes para a funcdo de verossimilhanca
perfilada na distribuicao Pareto generalizada baseados nas propostas de Barndorff-Nielsen
(1983)), |Cox e Reid| (1993)), |Severinil (1999), Fraser e Reid| (1995) e |Fraser, Reid e Wu| (1999)).

Os autores forneceram os estimadores de maxima verossimilhanca e testes de hipoteses base-
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ados nesses ajustes para o parametro de forma da distribuicdo. Adicionalmente, consideraram
o teste da razao de verossimilhancas bootstrap.

Aradjo, Cysneiros e Montenegro| (2020) obtiveram um fator de correcdo de Bartlett para
as estatisticas da razdo de verossimilhancas e razdo de verossimilhancas perfilada modificada
baseada na aproximacdo de |Cox e Reid| (1987)) para testar o parametro de dispersdo na classe
dos modelos n3o lineares simétricos heterocedasticos. Adicionalmente, apresentaram os testes
da razao de verossimilhancas bootstrap e razdo de verossimilhancas Bartlett bootstrap.

Neste sentido, propomos ajustes para a funcdo de verossimilhanca perfilada baseados nas
propostas de |Barndorff-Nielsen| (1983) e|Cox e Reid| (1987) em modelos de regressdo log-BSG
na presenca, ou nao, de censura tipo Il. Dois nicleos foram utilizados, a saber: normal e ¢ de

Student.

1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

A presente dissertacdo encontra-se estruturada da seguinte maneira. No Capitulo [2] apre-
sentamos uma revisdo das distribuicGes BS, log-BS e generalizacdes destas. Em seguida, dis-
cutimos sobre os modelos de regressdo log-BS e log-BS-t. Além disso, mostramos a relacdo
existente entre as distribuicdes BS e seno hiperbdlico normal. Nossa contribuicdo para esta dis-
sertacdo é apresentada nos Capitulos[3|e[d] O objetivo destes capitulos é estender os resultados
apresentados em Barreto (2013)), entretanto, consideramos o caso em que o comportamento
de uma variavel com distribuicdo Birnbaum-Saunders generalizada (BSG) é explicada atra-
vés de uma estrutura com covaridveis e parametros desconhecidos, isto é, consideramos o
modelo de regressdo log-linear com resposta BSG. Sendo assim, nos Capitulos [3] e [4] apresen-
tamos as aproximacdes propostas por [Severini (1999) e |Fraser e Reid| (1995)) para a fungdo
de verossimilhanca modificada de Barndorff-Nielsen| (1983) e posteriormente a funcdo de ve-
rossimilhanca perfilada modificada de |Cox e Reid| (1987) nos modelos de regressdo log-BS e
log-BS-t, respectivamente, considerando dados na presenca, ou ndo, de censura tipo Il. Obtive-
mos os estimadores de maxima verossimilhanca perfilado e perfilados modificados, calculamos
os intervalos de confianca do tipo assintético e bootstrap percentil e os testes baseados nas
estatisticas da razdo de verossimilhancas perfilada e perfiladas ajustadas. Além disso, avalia-
mos numericamente através de simulacoes de Monte Carlo os desempenhos dos estimadores
pontuais e intervalares, como também, dos testes da razdo de verossimilhancas baseados em

tais funcoes sob diferentes cenarios. Destacamos que os Capitulos [3| e |4| sdo independentes,
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e, portanto, podem ser lidos separadamente, sendo assim, algumas expressdes e notacoes sao
apresentadas mais de uma vez. No Capitulo [5 aplicamos a teoria estudada a dados reais. Por

fim, no Capitulo [6] conclusGes sdo apresentadas.

1.3 SUPORTE COMPUTACIONAL

Nesta dissertacao, as simulacdes foram realizadas utilizando a linguagem de programacao
0x, versao 8.02, que se encontra disponivel de forma gratuita no site https://www.doornik. com,
para o sistema operacional Windows. Maiores detalhes sobre esta linguagem de programacao
podem ser encontrados em |Cribari-Neto e Zarkos (2003), Doornik e Ooms| (2006)) e em Doornik
(2009)). Os graficos apresentados foram produzidos no software R, versdo 3.6.3 para Windows.
O software R encontra-se disponivel gratuitamente no site https://www.r-project.org. A
dissertacdo foi digitada utilizando o sistema de tipografia IKTEX, executado no sistema opera-

cional Windows.
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2 MODELO DE REGRESSAO LOG-BIRNBAUM-SAUNDERS GENERALIZADO
COM NUCLEOS NORMAL E ¢t DE STUDENT

2.1 DISTRIBUICAO BIRNBAUM-SAUNDERS

Motivados pela fadigd'|dos materiais presentes em aeronaves comerciais, [Birnbaum e Saun-
ders| (1968) desenvolveram um modelo probabilistico que descreve a vida util de materiais ex-
postos a situacdes que levam a fadiga. Mais tarde, Birnbaum e Saunders| (1969a)), Birnbaum
e Saunders (1969b), formalizaram a distribuicdo BS e propuseram um método para estimar
os parametros dessa distribuicdo. Algumas suposicoes sobre o processo de fadiga foram feitas

pelos autores, a saber:

1. O material é submetido a um padrao ciclico de estresse e tensao;

2. A sequéncia de estresse e tensdo a qual o material é submetido é igual de ciclo para

ciclo;

3. O crescimento e propagacdo de uma rachadura dominante dentro do material provoca
a falha deste material. A falha acontece quando o tamanho da rachadura ultrapassa um

certo nivel de resisténcia, denotado por w;

4. A extensdo incremental da rachadura, denotada por X;, apo6s a aplicacdo da i-ésima
oscilacdo de carga é uma variavel aleatéria com uma distribuicdo que sé depende da

extensdo da rachadura atual causada pela tensao neste ciclo;
5. A extensdo da rachadura durante o (j + 1)-ésimo ciclo é
Yiin = Xjmn + Xjmz + -+ Xjmgm, 7=0,1,...

em que Xj,,4; é a extensdo da rachadura (possivelmente microscépica) apds a i-ésima

oscilacdo de carga do (j + 1)-ésimo ciclo.

6. (Segue da suposicdo [4) As extensdes das rachaduras em diferentes ciclos sdo indepen-

dentes;

7. (Segue da suposicdo o) A extensdo total Y; da rachadura devido ao j-ésimo ciclo é uma

variavel aleatéria com média p e variancia 02, Vj = 1,2,....

Fadiga: dano estrutural de um certo tipo de material ou equipamento que ocorre devido ao uso continuo
€ ou a exposicdo a estresse e tensdo.
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Portanto, a extensao total da rachadura apds n ciclos é dada pela variavel aleatéria
n
W,=3>Y;
j=1
A funcdo de distribuicdo acumulada (fda) de W, é dada da seguinte forma
H,(w)=PW,<w), n=1,2,....

Seja N uma variavel aleatéria que representa o nimero necessario de ciclos até que se
observe a falha, se N < n entdo a extens3o total para ocorrer a falha é maior que w. Portanto,

a fda de N é dada por
P(N<n)=PW,>w)=1- H,(w).

Supondo que Y; sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (iid)
V) =1,...,n, utilizando o teorema central do limite, segue que

w—np
P(IN<n)=1-P <
(V=m) jzla\/ﬁ_ o\/n

o)
e
(- )

o o\vn

Vil (1/ n —\/w/“)], (2.1)
o w/p n
em que ¢ é a fda da normal padrao.

Através da Equacdo ([2.1) Birnbaum e Saunders (1969a) definiram um novo modelo con-

=

tinuo. Segundo os autores, se substituirmos n por uma varidvel aleatéria real ndo negativa
t, entdo a variadvel aleatéria T' é a extensdo continua da varidvel aleatéria discreta N. Sendo

assim, T representa o tempo total até que ocorra a falha, além disso, temos

c Y 2.2
\/w_ueﬁu (2.2)

Através da reparametrizacdo expressa em ([2.2)) podemos definir a funcdo de distribuicdo

o =

acumulada e posteriormente a funcdo densidade de probabilidade. Portanto, dizemos que uma

variavel aleatéria T segue uma distribuicio BS com pardmetros o e 3, se sua fda é expressa

(-], -

por

Fr(t) = @
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em que o > 0 é o pardmetro de forma, 5 > 0 é o parametro de escala e ®(-) é a fda da
normal padrdo. Denotaremos uma variavel aleatéria com distribuicdo BS por T' ~ BS(«, 3).

A funcdo densidade de probabilidade (fdp) de 7" é dada por

(V2 05 - f)l
AR} e e

sendo ¢(+) a fdp da normal padrdo.

fr(t) = iFT

=9 |-

Apresentamos na Figura [1] as curvas de densidade da distribuicdo BS considerando dife-
rentes valores para os parametros . e 3. Na Figura a), observamos que quando atribuimos
valores préximos de zero para «, a distribuicdo comeca a assumir forma simétrica em torno da
mediana (/3) e sua variabilidade diminui, no entanto, quando atribuimos valores maiores para
« a distribuicdo torna-se assimétrica. Notamos na Figura b) que quando [ tende a zero,
as curvas apresentam caudas mais pesadas. No geral, podemos dizer que a distribuicdo BS é

continua, unimodal e possui assimetria a direita.

Figura 1 — Func3o densidade de probabilidade da distribuicao BS.

(a) B =1 e diferentes valores para « (b) @ =1 e diferentes valores para (3
<+ pEE
— a=0,1
o=0,5
a=1 S
[SelE oa=2
e
=
1 v |
(=}
o | ~ DA s g |
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

Fonte: Autoria prépria (2021)

A seguir, listamos algumas propriedades interessantes da distribuicdo BS:

Propriedade 2.1.1 O pardmetro [3 é a mediana da distribuicdo BS(«, ().
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Propriedade 2.1.2 A esperanca e varidncia de T' ~ BS(«, ) sdo dadas, respectivamente,

por

E(T) = 3 (1 + ;oﬂ) e Var(T) = 52’ (1 4 iaQ) .

Propriedade 2.1.3 Se T' ~ BS(«, 3), entdo, V = ¢TI ~ BS(«,¢f3), ¢ >0 (proporcionali-
dade).

Propriedade 2.1.4 Se T ~ BS(«, 3), entdo, V =T"' ~ BS(a, 371), (reciprocidade).

Propriedade 2.1.5 A relacio entre T' ~ BS(a, ) e Z ~ N(0, 1) é dada por

2

2
T—p|% . (O‘Z> v (2.4)
2 2
Propriedade 2.1.6 A funcio de sobrevivéncia de T' ~ BS(« é dada por
Sr(t) =1— Fp(t) = <\/> \/7) = —<\/> \/7)] 0<Sr(t) <

Apresentamos na Figura [2| as curvas de sobrevivéncia da distribuicio BS considerando
diferentes valores para os pardmetros o e (3. E possivel observar na Figura a) que quando
« assume valores proximos de zero, a funcdo de sobrevivéncia assume maiores valores até a
mediana (/3). Entretanto, apds a mediana, a funcdo de sobrevivéncia assume maiores valores
quando « aumenta. Na Figura b) notamos que, quanto maior for o valor assumido pelo

parametro 3, maiores s3o os valores da funcdo de sobrevivéncia.

Figura 2 — Func3o de sobrevivéncia da distribuicdo BS.

(a) B =1 e diferentes valores para « (b) @ =1 e diferentes valores para (3
S | = -
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Fonte: Autoria prépria (2021)
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Propriedade 2.1.7 A funcio de risco de T' ~ BS(«, 3) é expressa por

o el (- VR)] e

ho(t) = -

S Y0850

Apresentamos na Figura (3| as curvas de risco da distribuicao BS considerando diferentes

valores para os parametros a e (3. Notamos na Figura a) que quando t = 0 a funcdo de
risco é zero, cresce até um valor maximo e decresce até se estabilizar em um certo valor
positivo quando t tende a infinito. Este comentério, também é valido quando atribuimos
diferentes valores para (3 e fixamos o «, as curvas de risco para este caso estdo apresentadas
na Figura b). No geral, notamos que a funcao de risco é unimodal e n3o é constante. Para

maiores detalhes sobre a func3o de risco ver Kundu, Kannan e Balakrishnan| (2008).
Figura 3 — Funcdo de risco da distribuicdo BS.

(a) 8 =1 e diferentes valores para « (b) a =1 e diferentes valores para 3
© b
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\

1
1
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Fonte: Autoria prépria (2021)

Para mais detalhes sobre a distribuicdo BS ver |Leiva| (2015)).

2.2 DISTRIBUICAO LOG-BIRNBAUM-SAUNDERS

A distribuicdo log-Birnbaum-Saunders (log-BS) é um caso particular da distribuicdo seno
hiperbédlico normal (ou simplesmente senh-normal) desenvolvida por Rieck e Nedelman| (1991)).
A distribuicao senh-normal é definida em termos da distribuicdo normal por meio da seguinte

transformacao

Z
Y = pu + o arcsenh (O; ), (2.5)
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em que o >0, 0 > 0 e u € R sao parametros de forma, escala e posicdo, respectivamente,
Z tem distribuicdo normal padrdo e arcsenh(x) é a funcdo arco seno hiperbdlico de x, de-
finida como arcsenh = log(x 4 /2% + 1). Denotaremos uma variavel aleatéria que segue a
distribuicdo senh-normal por Y ~ SN(a, p,0).

Uma variavel aleatéria Y tem uma distribuicdo senh-normal, se sua fda é dada por

em que ®(-) é a fda da normal padrdo e senh(x) é a funcdo seno hiperbdlico de x, definida

T x

— e~

2

como senh(z) = €

A fdp de Y é expressa da seguinte maneira

frly) = dyF (y)

Y
= [ ()] 5 e ()]
= \/12_7Texp {—; [3 senh (y ; ’u)r} jacosh (y ; ”)

2 - 172 —u\1?
= ( )COSh (y 'u> exp{— {senh (H>} }, y e R,
ao\ 2T o 2 la a

em que ¢(-) é a fdp da normal padrdo e cosh(z) é a funcdo cosseno hiperbdlico de z, definida

ef4+e T

como cosh(z) = <5

Apresentamos na Figura |4] as curvas de densidade da distribuicdo senh-normal para dife-
rentes valores de o e o, considerando p = 0. Notamos na Figura a) que a distribuicao é
simétrica em torno de y, unimodal para a < 2 e bimodal para a > 2. A Figura b) mostra

que a variabilidade da distribuicdao aumenta a medida que atribuimos valores maiores para o.
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Figura 4 — Funcao densidade de probabilidade da distribuicao senh-normal.

(a) £ =0, 0 = 2 e diferentes valores para « (b) p =0, o =1 e diferentes valores para o
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Fonte: Autoria prépria (2021)

A seguir, listamos algumas propriedades interessantes da distribuicao senh-normal:

Propriedade 2.2.1 A esperanca e varidncia de Y ~ SN(«, i, o) sdo dadas, respectivamente,

por
E(Y)=u e Var(Y) = ocw(a),

em que w(«) é uma funcdo baseada na funcdo de Bessel modificada do terceiro tipo e depen-
dente apenas de «, ver|Villegas, Paula e Leiva (2011). AproximagGes assintéticas para valores

pequenos e grandes de « foram fornecidas por |Rieck (1989 apud RIECK; NEDELMAN, |1991)).

Propriedade 2.2.2 A funcdo de sobrevivéncia de Y ~ SN(«, i, o) é dada por

Sy(y)=1—Fy(y)=1—-27 LQM senh (y;,u)} =0 [—i senh (y ; M)] , 0 < Sy(y) < 1.

Propriedade 2.2.3 A funcio de risco de Y ~ SN(a, pi, o) é dada por
fr(y) (srve) cosh (45%) exp {_5 |2 senh (T)]Q}

P (y) = Sy (y) N P [—% senh (%)}

Propriedade 2.2.4 Uma varidvel aleatéria’l’ segue uma distribuicio Birnbaum-Saunders com
pardmetros de forma « e escala 5 se, e somente se, a varidvel aleatéria Y = log(T') segue

distribuicdo senh-normal com pardmetros o, i = log () e o = 2, isto §,
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T ~ BS(a,B) <Y =log(T) ~ SN(a, pp =log (B),0 = 2).

Demonstracao.

Inicialmente suponhamos que 7' ~ BS(«, 3). Sendo assim,

P(Y <y)= P(log(T) <y)

= P(T <¢)
e

+(5-12)

— P L (ey/25—1/2 _ e_y/2ﬁl/2)]
o

e ; (exp{y—lgg (ﬁ)} _exp{_y—lgg w)m

— |2 senh (Wg(ﬁ)ﬂ ,

ke 2

1
«
1

ou seja, Y =log (T') ~ SN(a, pp =log (B),0 = 2).
Agora, suponhamos que Y = log (T') ~ SN (o, u =log (/3),0 = 2). Entéo,

P(T < t) = P(log(T) < log(t)
= P(Y <logt)
Y YR

K¢ 2

% ; (exp {log(t) —log (ﬁ)} exp {_1og(t) —log () })]

i 2 2
1 ) B
— P 7(1/25 12y 1/251/2)]

()

ou seja, T~ BS(a, ).

Portanto, |Rieck e Nedelman| (1991) mostraram que se Y tem distribuicdo senh-normal
com parametros «, i = log(f) e 0 = 2, entdo também podemos dizer que Y segue uma
distribuicdo log-BS com pardmetros o e p1 = log(3). Denotaremos uma variavel aleatéria
que segue distribuicdo log-BS por Y ~ log-BS(«, u = log(f)). Para mais detalhes sobre as
propriedades da distribuicdo senh-normal, veja também Silval (2013) e Villegas, Paula e Leiva

(2011).



28

2.3 DISTRIBUICAO BIRNBAUM-SAUNDERS GENERALIZADA

A classe de distribuicoes multivariadas cujos contornos de densidade tém a mesma forma
eliptica que a da distribuicao normal e incluem distribuicoes de caudas mais leves e mais pesa-
das do que a da distribuicdo normal é conhecida como distribuicdes de contornos elipticos ou
distribuicdes elipticas, veja, por exemplo, [McGraw e Wagner| (1968), |Kelker (1970)), Camba-
nis, Huang e Simons| (1981), |/Anderson e Fang ((1990)), |Fang, Kotz e Ng (1990)), Diaz-Garcia,
Leiva-Sanchez e Galea| (2002)) e Fang (2014). Para o caso de uma variavel aleatéria unidimen-
sional, as distribuicoes elipticas correspondem a todas as distribuicdes simétricas em R. Nesse
sentido, dizemos que uma variavel aleatéria X tem distribuicdo eliptica se sua fdp é expressa

da seguinte forma

peta =ea | (1)), 26)

g

emquepex €R, o >0, g(-) éo nicleo da densidade de X e ¢ é a constante normalizadora
de modo que fx(x) é uma densidade, denotaremos uma variavel aleatéria que segue uma
distribuic3o eliptica por X ~ EC(u,0?; g). Os pardmetros y1 e 0% sdo pardmetros de posicio
e de escala, respectivamente.

Diaz-Garcia e Leiva-Sanchez (2005) apresentam de forma explicita o niicleo e a constante
normalizadora de algumas densidades pertencentes a essa classe de distribuicdes, a saber:
Pearson tipo VII, tipo Kotz, Bessel, Caso Especial, Logistica, normal, ¢ de Student, entre
outras.

Diaz-Garcia e Leiva-Sanchez| (2005)), |Diaz-Garcia e Leiva-Sanchez (2007) apresentam uma
generalizacao da distribuicdo BS que foi definida em termos de distribuicdes simétricas padrao
ou distribuicGes univariadas com contornos elipticos. Essa generalizacdo foi obtida a partir de
relaxando a suposicdo de que Z ~ N(0, 1), isto é
2

alU alU\?
Ve ]

T —
BQ 2

em que U ~ EC(0,1;g), « > 0 e > 0. Desta forma, T" segue uma distribuicdo Birnbaum-
Saunders generalizada (BSG) e é denotada por ' ~ BSG(«, 3;¢g). Similar a distribuicdo
Birnbaum-Saunders, os pardmetros o e 5 correspondem, respectivamente, aos parametros de

forma e escala e g é dada em ([2.6).
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Portanto, se T segue uma distribuicdo BSG sua fdp é dada por

)] e

em que ¢ e g sdo dadas em (2.6). Podemos reescrever (2.7)) como

C

fr(t) = 20461/2t 2(t+8)g

d

*CLt(Oé,BL

fr(t) = fulala, B)) 7

em que fiy é a fdp da variavel aleatéria U, a.(«, 5) = (\[ f) e < = %

A fda da BSG pode ser expressa da seguinte maneira

FT(t) - FU(at(Oé7 ﬁ))’

em que Fr(t) é a fda da BSG que é obtida em termos da fda da distribuicdo que a gera.

A funcao de sobrevivéncia e funcdo de risco sao dadas, respectivamente, por

Sr(t) =1 — Fy(a(e, B)), 0< Fy(-) <1

M@:ﬁﬁL{ h@mﬂﬂld

Se) 1= Fola(a, )] @ %)

dt
Apresentaremos a seguir duas distribuicGes na classe BSG: Cauchy e ¢ de Student, respec-

frlt) = { (f f)] } L)
o I H )

Sendo assim, a distribuicdo BS dada em ([2.3]) é uma caso particular da distribuicdo BSG.

tivamente.

Assim como no caso da distribuicdo BS, temos que se 7" ~ BSG(«, (;g), entdo ¢I', com
¢ > 0, também segue distribuicio BSG com pardmetros o e c3. Além disso, T, também
segue distribuicio BSG com pardmetros o e 37! indicando que a distribuicido BSG também
pertence a familia de varidveis aleatérias fechada sob reciprocidade, veja Saunders (1974) e

Diaz-Garcia e Leiva-Sanchez| (2005).
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2.4 DISTRIBUICAO LOG-BIRNBAUM-SAUNDERS GENERALIZADA COM NUCLEO ¢ DE
STUDENT

Diaz-Garcia e Dominguez-Molina| (2006) propuseram a generalizacdo univariada e multi-
variada da distribuicdo senh-normal, denominada por distribuicao seno hiperbdlica esférica ou,
simplesmente, senh-esférica. Portanto, se Y segue distribuicdo senh-esférica (caso unidimen-

sional) sua fda é dada por

Fy(y) = Fy L2y senh (y ; Mﬂ , (2.8)

sendo o >0, 0 >0, u=1og(fB) € R e Fy é a fda da variavel aleatéria U ~ EC(0, 1; g).
Derivando (2.8) em relacdo a y, obtemos a fdp de Y, que é dada por

=& oo (5o [ Zom (52 e

em que ¢ e g sdo dadas em (2.6). Denotaremos uma variavel aleatdria que segue distribuicdo
senh-esférico por Y ~ SE(a, i, 0;g). Além da distribuicdo senh-normal como caso particular
da distribuicdo senh-esférica, consideramos também a distribuicdo senh-t.

De forma anéloga a distribuicao senh-normal, definiu-se a distribuicdo senh-t. Sendo assim,
se Y tem distribuicdo senh-¢, denotada por Y ~ St(a, u, 0, ), sua fda é expressa por

Fy(y) = &, [2 senh <y — ,u)]

g

em que « > 0, 0 > 0 e pu = log(f) € R sdo parametros de forma, escala e posicdo,
respectivamente, @, é a fda da ¢ de Student, v > 0 é o numero de graus de liberdade,

o = %senh (u) e I.(a,b) é a funcdo beta incompleta regularizada, ver Johnson, Kotz e

o

Balakrishnan| (1995, p. 364), definida por

A=) tae

I(a,b) = .
(a,6) Jyta=L(1 — t)b-1dt

Portanto, a fdp de Y é dada por

fr(y) = ¢ E senh (y - /‘ﬂ jy [2 conls <y — u)]

g « o

v+1

vl a2y () -
ity o L (2} e (0] v
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sendo ¢; a fdp t de Student e I' a funcdo gama.
Segue entdo que a funcdo de sobrevivéncia e a funcdo de risco sdo dadas, respectivamente,

por

em que @, é a fda ¢ de Student.
Se Y tem distribuicdo senh-t com pardmetros «, u = log(f), o = 2 e v, entdo tam-
bém podemos dizer que Y segue uma distribuicdo log-Birnbaum-Saunders-t (log-BS-t) com

parametros «, u = log(3) e v. A fdp, neste caso, é dada por

I (vt _ a2y ) _
fy(y) = ( 2 ) 1+ = {2 senh (Hﬂ l(:osh (H) , yeR.
Jor T (%) v la 2 « 2
2.5 MODELO DE REGRESSAO LOG-BIRNBAUM-SAUNDERS

Com base na distribuicdo senh-normal, Rieck e Nedelman| (1991) desenvolveram um modelo
de regressdo log-linear para a distribuicdo BS, esse modelo é denominado de regressao linear

log-BS e sera apresentado a seguir.

Sejam tq,ts, ..., 1, varidveis aleatérias independentes, tais que t; ~ BS(«y, ;) para i =
1,...,n. Suponhamos que a distribuicdo de cada variavel aleatéria t; dependa de um vetor
com (p — 1) varidveis explicativas, ; = (1,2, ..., ;,), tal que

i) B; = expiz/vy}t parai = 1,...,n, sendo y = (71,...,7,)" um vetor de pardmetros
1 p

desconhecidos.

T

7!

(ii) O parametro de forma « é independente do vetor de variaveis explicativas z; , ou seja,

a=aparat=1,...,n.

Desta forma, considerando que d; ~ BS(«, 1), segue das suposicdes citadas acima combi-

nadas com a Propriedade que

t; = exp {x:'y}éi ~ BS (a,exp {x}y}) , i=1,...,n. (2.9)
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Linearizando o modelo expresso em , obtemos
log(t;) = ;v +log(6), i=1,...,n
que equivale a
yi:xiT'y+el-, 1=1,...,n,
em que y; é o logaritmo do tempo de falha para a i-ésima unidade experimental e ¢; sdo

variaveis aleatdrias iid tais que ¢; ~ log-BS(a, 0).

2.5.1 Estimacao Pontual e Intervalar

Nesta secdo, apresentaremos o modelo de regressdo log-BS com presenca, ou ndo, de
censura tipo Il. Utilizaremos o método da maxima verossimilhanca para estimar os parametros

do modelo, além de, apresentarmos os intervalos do tipo assintético e bootstrap percentil.

2.5.1.1 Dados completos

Sejam 1, ...,y, varidveis aleatérias independentes, tais que y; ~ log-BS(a, i; = ;)
parai=1,....ne 6 = (y',a)" um vetor de dimens3o (p + 1) x 1 de pardmetros desco-
nhecidos, a serem estimados. O logaritmo da funcdo de verossimilhanca de 6 baseado em n

observacoes independentes é dado por

n 1
(@) =c+) [1054 (&) — 25?2} : (2.10)
=1
em que ¢ = —4log (8m), &u = Zcosh (“5%), &o = Zsenh (“3%) e u = xly, para

1=1,...,n.
As primeiras derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanca dado em (2.10)) com

relacdo a o e ao s-ésimo componente de 7 sdo dadas, respectivamente, por

R &i
E'(Y):§wa <€7,2§21_2>a 821,...,]3, (211)
i=1 611
e
=-"ylye (2.12)
a — o o P 12" ’
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O vetor escore total de 8, [(f), tem a forma

1(0) =

0.0

)

em que {, é um vetor de dimensdo p x 1 e cada elemento desse vetor é obtido pela expressao
(2.11)) e ¢,, é um escalar obtido pela expressdo . Para mais detalhes sobre os calculos do
vetor escore total ver o APENDICE [Bl

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros de regressdo e do parametro
de forma sao solucdes das equacdes ¢, = 0 e ﬁ,(ys) =0(s=1,...,p). Rieck e Nedelman
(1991) mostraram uma expressdo para o estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de o?

em funcdo do EMV do vetor 7. A expressdo é escrita da seguinte forma

15 et vi =/
2 Y

=1
ou seja,
— \l Zsenh2 ( 7),
em que 4 é o EMV do vetor 7.
Entretanto, as equacdes E,(YS) =0,s=1,...,p, ndo apresentam solucdes em forma fechada,

sendo necessario o uso de métodos iterativos para resolver problemas de otimizacao nao-linear.
Utilizamos o algoritmo quase-Newton mais popular, o método numérico BFGS, cuja nomeacao
é em homenagem a seus criadores Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno, ver Nocedal e Wright

(1999, p. 193-201). A matriz de informac3o total observada para 6 é dada por

Jyy  Jva
J(O) _ Yy v ’
Jay Joo
sendo
020(6) _1& 4 2
(5) _ _ _ wva (265 + — -1+ t=1,... 2.13
.771 8758’715 ;.I' Tt ( 12_'_ 4 ) ) S, ) » D, ( )
o)
i(8) — 5(s) — = =1,... 2.14
j'ya -]a'y 87 Do ;xzs fz? 5217 S ) ) P ( )
e

9%((6)

: n 3 Zn 2
aa = — = — —_ 95 215
J 3042 042 + O{Q pt 57,2 ( )
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em que j,, tem dimensdo p X p e cada elemento dessa matriz é obtido pela expressdo (2.13)),
Jya € um vetor com dimensdo p x 1 e cada elemento desse vetor € obtido pela expressdo
€ jaa é um escalar, obtido pela expressdo (2.15)). Para mais detalhes sobre os calculos
das segundas derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanca dado em ([2.10) ver o
APENDICE [Bl
A distribuicao assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca é
! ~ Np+1) ! SN (2.16)
o

(o)

em que ¥ é a inversa da matriz de informacdo esperada com dimensdo (p+ 1) x (p+ 1) e
pode ser aproximada pela inversa da matriz de informacdo observada.

Com base no resultado da Equacdo ([2.16)), podemos construir um intervalo de confianca
aproximado com nivel (1 — p) x 100% para cada pardmetro individualmente. O intervalo de

confianca para 6; é dado por

{ék + 2,/ z(ék)] , (2.17)

em que E(ék) é o k-ésimo elemento da diagonal da inversa da matriz esperada avaliados nos
estimadores de maxima verossimilhanca e podem ser aproximados pela inversa da informacao
observada e 2,/ é o quantil p/2 da normal padrdo, para p € (0,1/2). O intervalo de confian¢a
assintético é baseado em aproximacoes de grandes amostras. Denotaremos o intervalo em
(2.17]) por ICA.

Se utilizarmos o método bootstrap introduzido por [Efron| (1979) para obter a distribuicdo
empirica de Oy, podemos construir o denominado intervalo de confianca bootstrap percentil
(ICP) com cobertura nominal (1 — p) x 100%. Para isto, geramos B amostras bootstrap de
tamanho n e para cada amostra bootstrap e calculamos HAZb (b=1,...,B). Os limites inferior
e superior do intervalo sdo os percentis empiricos p/2 e 1 — p/2 dos valores de 5,’?. Desta
forma, o intervalo de confianca bootstrap percentil para cada pardmetro individualmente (6y,)

é dado por
7x(p/2) px(1—p/2
[GZ(’)/ )70;;( p/ )} _
A teoria descrita anteriormente sobre os intervalos de confianca do tipo assintético e

bootstrap percentil é valida também para o caso em que os dados possuem censura, veja por

exemplo Cordeiro, Ortega e Silval (2011).
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2.5.1.2 Dados censurados

Segundo |Cordeiro, Ortega e Silva (2011)), dados de sobrevivéncia sdo dados cuja variavel
resposta é o tempo até a ocorréncia de um evento especifico de interesse, em que esse tempo
é denominado de tempo de sobrevivéncia ou tempo de falha. Uma das caracteristicas de dados
de sobrevivéncia é a presenca de observacoes censuradas, que é a observacdo incompleta ou
parcial da resposta. Dados censurados surgem com uma certa periodicidade, pois nem sempre
é possivel esperar que o evento de interesse ocorra para todos os elementos em estudo.

O tipo de censura de cada elemento no estudo pode ser: a direita, quando ela ocorre apds
o inicio do estudo; a esquerda, quando ela ocorre antes do inicio do estudo, ou intervalar,
quando nao se conhece o tempo exato da censura, apenas o intervalo no qual ela acorreu.
Colosimo e Giolo (2006) apresentam os trés conhecidos mecanismos de censura a direita:
censura tipo |, é aquela em que o estudo finaliza apés um periodo pré-estabelecido de tempo,
censura tipo Il, é aquela em que o estudo finaliza apds ter ocorrido a falha em um nimero
pré-estabelecido de individuos sob teste, e censura aleatéria, é aquela que acontece quando
o elemento deixa o estudo sem que o evento de interesse tenha ocorrido. Neste trabalho de
dissertacao, consideramos apenas censura a direita tipo Il, pois o uso da mesma reduz o tempo
do estudo, além de ser mais vantajoso, ja que se tem conhecimento antecipado do nimero de
observacdes com falhas.

Mesmo sendo incompletas as observacoes censuradas, as mesmas nos fornecem informa-
cGes sobre os tempos de falha. Portanto, o descarte desses dados pode levar a inferéncias
viesadas, ver, por exemplo, |Bolfarine e Sandoval (2001)) e|Casella e Berger| (2002). As técnicas
estatisticas utilizadas para dados de sobrevivéncia sdo conhecidas como anélise de sobrevivén-
cia ou sobrevida, em geral, o termo é usado na area médica, ou andlise de confiabilidade, na
pesquisa industrial. Diante disso, o método de maxima verossimilhanca surge com uma opcao
adequada para esse tipo de dados.

Sejam 1, ..., y, varidveis aleatérias independentes, tais que y; ~ log-BS(a, i; = )
parai=1,...,n,0 = (y",a)" um vetor de dimens3o (p+1)x 1 de parametros desconhecidos,
a serem estimados, C' é o conjunto das unidades em que y; é o logaritmo do tempo de falha
e C' é o conjunto das unidades em que y; é o logaritmo do tempo de censura. A funcao de
verossimilhanca considerando dados com censura tipo Il é expressa por

L(0) = H f(yi§0> H S(yz‘;a)-

icC ieC
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Observe que a contribuicdo de cada observacao nao censurada é a sua funcao de densidade
e que cada observacdo censurada contribui com a funcdo de sobrevivéncia. Deste modo, o

logaritmo da func3o de verossimilhanca de € considerando dados com censura tipo Il é igual a

1
(46) = c+ X [log (€) — 5€B] + X log (1 - @(62)). (218)
ieC ieC
em que ® ¢é a fda da normal padrdo, ¢ = —7log(87) sendo r o nimero de falhas, &; =
2 cosh (%) &io = 2 senh (%) eu;=x;y parai=1,...,n

As primeiras derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanca dado em ([2.18)) com

relacdo ao s-ésimo componente de 7y € a « sdo dadas, respectivamente, por

szs <£z2§zl 2 >—|— S @i h(&n), s=1,...,p, (2.19)

’LEC 5 ! zGC

ga = ; [Z ‘|‘ Z 512 §z2 ] 9 (220)

icC ieC

em que h(&) = 1?515(’232) com ¢(-) e ®(-) sendo a fdp e a fda da normal padrdo, respectiva-
mente.

O vetor escore total de 8, [(f), tem a forma

T

1(6) =

g:yraga

Y

em que {, € um vetor de dimensdo p x 1 e cada elemento desse vetor € obtido pela expressao
e {,, € um escalar obtido pela expressio (2.20). Para mais detalhes sobre os célculos do
vetor escore total ver o APENDICE [Bl
A matriz de informac3o total observada para @ é dada por
so)= ",
j;y Jaa
sendo

s _ 0O

4 2
waxztl2§l2+ —1+ - i2 1

s a%a% ZGC i T %
4 /
+ - Z Lis Tt [6@2 (57,2) + <062 + 32) h’ (522):| ) (221)
ZEC

. . 0%0(0)
j'g'sa) = ]Sy) = ( E :IZS &i2 & + E :xzs f%l 5@2 + &2 h (5@2)] (2'22)
a’ysaa i zEC
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0%0(6
jaa = - 8&203 = ? + ) Z 512 Z [2 57,2 512 + 5@2 h/(gﬂ)} (223)

e’

em que jy, tem dimensdo p X p e cada elemento dessa matriz é obtido pela expressdo (2.21)),
Jwa € um vetor com dimensdo p x 1 e cada elemento desse vetor é obtido pela expressdo ([2.22)),

s . 2
Jaa € um escalar, obtido pela expressdo (2.23), 1/(&i2) = 1%5(?-)2) + [1%1;@(12)2)} e ¢'(&n) =

?(&i2)(—&;2). Para mais detalhes sobre os célculos das segundas derivadas do logaritmo da

fungdo de verossimilhanca dado em (2.18)) ver o APENDICE [B]

2.6 MODELO DE REGRESSAO LOG-BIRNBAUM-SAUNDERS GENERALIZADO COM NU-
CLEO ¢t DE STUDENT

Barros (2007)) estendeu o modelo proposto por |Rieck e Nedelman| (1991)), denominado por
modelo de regressdo log-Birnbaum-Saunders generalizado (log-BSG). Barros, Paula e Leiva
(2008)) consideraram um caso particular dessa classe de modelo, isto é, consideraram o modelo

de regressdo log-BS-t, sendo assim, o modelo é definido da seguinte forma
yz:x;r')"i‘ﬁza izla"‘ana

em que y; é o logaritmo do tempo de falha ou censura para a i-ésima unidade experimental,
z] = (1,2,...,x;,) é um vetor com (p—1) varidveis explicativas, ¥ = (71,...,7,)' € o vetor

)

de pardmetros desconhecidos e ¢€; sdo variaveis aleatérias iid tais que €; ~ log-BS-t(«, 0, ).

2.6.1 Estimacao Pontual e Intervalar

Nesta secdo, apresentaremos o modelo de regressdo log-BS-t com presenca, ou nao, de
censura tipo Il. Utilizaremos o método da maxima verossimilhanca para estimar os parametros

do modelo, além de, apresentarmos os intervalos do tipo assintético e bootstrap percentil.

2.6.1.1 Dados completos

Sejam y1, . . ., y, variaveis aleatérias independentes, tais que y; ~ log-BS-t(c, ju; = 2/ v, v)
parai=1,...,nef = (y",a)" um vetor de dimens3o (p + 1) x 1 de pardmetros desconhe-

cidos, a serem estimados e v parametro fixo. O logaritmo da funcdo de verossimilhanca de 6
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baseado em n observacdes independentes é dado por

(0) = e+ [oa(en) — (V5 1os (v + €3)] (2.24)

v+1
em que ¢ = n [log (751 ) + (452 og(v)]. 0 = 2 cosh (25), 2 = 2 e (152)
2
e,ui:xiny, parat=1,...,n.
As primeiras derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanca dado em (2.24)) com

relacdo ao s-ésimo componente de 7y e a « sdo dadas, respectivamente, por

1 & i
g(s) = — ins fl'zfﬂ’w( 122) — Q s S = 1, oD, (225)
v 2 i
e
n 1
bo=——+— 251‘221”(@22): (2.26)
|
sendo w(&3) = Vfé Observamos que quando v — +oo a quantidade w(&3) — 1, Vi (i =
1,...,n), isto é, o vetor escore total do modelo de regressdo log-BS-t se reduz ao vetor escore

total do modelo de regressdo log-BS. Portanto, w(&%) é considerado como sendo um peso
que é inversamente proporcional a quantidade &2, ou melhor, quanto maior a quantidade &2
menores serdo os pesos. Barros (2007)) mostra que as estimativas de maxima verossimilhanca
sao menos sensiveis a observacdes atipicas, visto que sao atribuidos pesos menores a essas
observacdes no processo de estimacao.

O vetor escore total de 8, [(f), tem a forma
-

16) =

Y

Q, ly
em que £y é um vetor de dimensdo px 1 e cada elemento desse vetor é calculado pela expressao
(2.25]) e ¢, é um escalar obtido pela expressdo . Para mais detalhes sobre os calculos do
vetor escore total ver o APENDICE [C]

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros de regressdo e do parametro
de forma s3o solucdes das equacdes égf) =0(s=1,...,p) e, =0. Como essas equacdes
ndo possuem formas fechadas, recorreremos ao uso de técnicas de maximizacao para obter as
estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros desconhecidos. Utilizamos o método
numérico BFGS.

A matriz de informac3o total observada para @ é dada por
o= "

Jory Jaa
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sendo
N (0 1 & 4/a? 5 o )
]f(yfyt) = 3%8% =1 ; is Tit { l 2 ] + (&1 + &)w(&)
+ 2§i1€i2w/(£z’2)}7 s,;t=1,....p (2.27)
12 =18 = g = ot [0+ )], s=1p @29
e oy 375804 a = ! ! e Y
¢
, 0%0(6) n 1
o = = gar = i T g 2 [BERw(Eh) +26hw(ER)] (229)
em que w'(£%) = —(qugé O bloco j,, tem dimensdo p x p e cada elemento dessa matriz é

obtido pela expressao - Jya € um vetor com dimensdo p x 1 e cada elemento desse vetor
é obtido pela expressao ([2.28]) e j.. € um escalar, calculado pela expressdo ([2.29)).

Podemos utilizar aqui os intervalos de confianca do tipo assintético e bootstrap percentil
descritos na Secd0[2.5.1] Esses intervalos sdo validos também para o caso em que temos dados

censurados.

2.6.1.2 Dados censurados

Sejam yy, . . ., y, varidveis aleatérias independentes, tais que y; ~ log-BS-t(a, ju; =z, 7y, v)
parai=1,...,n,0 = (y",a)" um vetor de dimens3o (p+1)x 1 de pardmetros desconhecidos,
a serem estimados, C' o conjunto das unidades em que ¥; é o logaritmo do tempo de falha e C
o conjunto das unidades em que y; é o logaritmo do tempo de censura. Portanto, o logaritmo
da funcao de verossimilhanca é dado por

00)=c+ Z {log &) — ( ;— 1) log (1/ + &2 )} + > log (1 — ®4(&)) (2.30)

iceC

em que c =7 [log (2;“);)) + (”H) log(v )] sendo 7 o nimero de falhas, ®, é a fdada ¢
de Student com v graus de liberdade, {;; = = 2 cosh (%) e&p = %senh (%) Wi =7,
parat=1,...,n.

As primeiras derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanca dado em com
relacdo ao s-ésimo componente de 7y e a « sdo dadas, respectivamente, por

Z Tis [§12€11W(512) § ‘| + = Z Tis 611 512) S = 1, ..., p (231)

zeC’ §in zEC
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ga = Clyz { 122 w( } 2512 522 (232)

icC ZEC

sendo w(&3) = 1:212 e h(&n) = 1?213(5("2_)2), em que ¢ (-) e y(-) é a fdp e a fda da ¢-Student
i2 A\

com v graus de liberdade, respectivamente.

O vetor escore total de 8, [(f), tem a forma

T

(0) =], o

Y

em que /, € um vetor de dimensdo p x 1 e cada elemento desse vetor é obtido pela expressao
e {, é um escalar obtido pela expressio ([2.32). Para mais detalhes sobre os célculos do
vetor escore total ver APENDICE [C]

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos coeficientes de regressdo e do parametro de
forma s3o solucbes das equactes £Ef) =0(s=1,...,p) el, =0. Como essas equacdes n3o
possuem solucdo em forma fechada, precisamos recorrer ao uso de técnicas de maximizacao
para obter as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros desconhecidos. Utilizamos
aqui também o método numérico BFGS.

A matriz de informac3o total observada para 6 é dada por

Jvy Jva
J(0) _ Y ’
_j;grfy jaa
sendo
s o) 1 4/a?] ,
]*(wt) - _8%8% ) ;xis Tit { [— 2| + (& + ERw(Eh) + 285 L' (€5)
4 /
+ - szs Tt [&in M(&i2) + (aQ + 5122> h (&2)} , st=1,...,p, (2.33)
ZEC
0%(6)
i(s) — 4(s) —
j’ya ja7 (9’}/5(9@ gxzs 512 le [ ( ) + 622 w ( )}
Z Tis 511 5@2 + §z2 <§z2)] y §= ]-a Y 4 (234)
zGC
e
_ 0%0(0 r 1
Jaa = — 8C52)_ 72 722{ 7,2’LU —|—2512’LU( )}

icC
h(&

Z (2802 h(Ga) + € (62)] (2.35)
eC
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w(&h) 1 (& ) 12
em que w'(§%) = — iy, (&) = 1_21,(t(232) + [ e 61(&a) = i) (—E)w (D).
O bloco j, tem dimensdo p x p e cada elemento dessa matriz é obtido pela expressao ([2.33]),
Jya € um vetor com dimensdo p x 1 e cada elemento desse vetor é obtido pela expressao ([2.34))

€ Jjaa € um escalar, obtido pela expressdo ([2.35]).
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3 REFINAMENTO ASSINTOTICO PARA O MODELO LOG-BIRNBAUM-
SAUNDERS

Neste capitulo, apresentaremos inferéncias melhoradas para o modelo log-BS na presenca,
ou ndo, de censura tipo Il. Essas inferéncias serdo realizadas sobre o parametro « através
das funcdes de verossimilhanca perfilada e perfiladas modificadas baseadas nas aproximacdes
propostas por [Cox e Reid| (1987)), [Fraser e Reid (1995) e Severini| (1999). Adicionalmente,
apresentaremos os estimadores de maxima verossimilhanca perfilado e perfilados modificados,

além dos testes da razdo de verossimilhancas baseados nestas funcdes.

3.1 DADOS COMPLETOS

Sejam 1, ..., y, varidveis aleatérias independentes, tais que y; ~ log-BS(a, i; = ;)
parat =1,...,n, sendo a o parametro de interesse e vy o vetor de parametros de perturbacao.
A funcdo de verossimilhanca perfilada para « considerando n observacoes independentes nao

censuradas é dada por

TP v =2 7 12 (vi-203.\]
Ly(a)=L(a,q,) = Zzl_Il (a 27r> cosh <2> exp {—2 [a senh (2 :

em que v, é o vetor que contém as estimativas de maxima verossimilhanca dos coeficientes

de regressao para um dado valor de «.

Logo, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca perfilada para o pardmetro o é expresso

3 2 iz q 12 —2TA \1?
o =+ 35 o (2o (1222 ) - 2 (122122

em que ¢ = —73 log (8).

por

O estimador de maxima verossimilhanca perfilado de « é obtido maximizando o logaritmo
da funcdo de verossimilhanca dado em ([2.10]) sujeito as restricoes E,(YS) =0,s=1,...,p
Denotaremos o estimador de méaxima verossimilhanca perfilado por a,,.

O logaritmo da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada proposta por [Barndorff-

Nielsen| (1983) é dado por

1 . PO PO
gBN(Oé) = gp(a) + 5 lOg ‘J'y'y(a/)'a; a7, G)’ - 10g w'y;:y\(aa Yo &5 a)’? (31)
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em que a é uma estatistica ancilar, & e 4 sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de
« e 7, respectivamente, jy,(a,¥,;@,%, a) é a matriz de informagdo observada para o vetor 7y

avaliada em (a,%,) e £,5(,%,; @,%,a) é uma matriz com elemento (s, t) dado por

2 ~ o~ o~
0~ o~~~ 0Ua,5,;0,9,a)
g,y;,’y\ <a77aa a777a) - 8788%

em que /(-) é o logaritmo da func3o de verossimilhanca. Ambas matrizes tém dimensdo p X p.
O estimador de maxima verossimilhanca perfilado modificado denotado por agy nao tem
forma fechada e pode ser obtido numericamente maximizando a correspondente funcao de
log-verossimilhanca, para maiores detalhes ver [Nocedal e Wright (1999)).

Severini| (1999) derivou uma aproximagdo para a quantidade /, 5(a,%,;@,%,a) que ndo
depende de uma estatistica ancilar. Sendo assim, a aproximacdo para o logaritmo da funcao

proposta por Barndorff-Nielsen| expressa em (3.1]) é dada por

o 1 . . 9y PN
lpn(a) = Ly(a) + 5 log [y (@, Vo) = log [ Ly (@, ¥, @, 7)),

em que jyy(,7,) é a matriz de informagdo observada para o vetor 7 avaliada em («,%,,) e
L,(o,¥,; @,7) € uma matriz com elemento (s, t) dado por
n
F(st S 05 R) s, = ti)(~ \T
L9 (,7,;8,9) = Y059 (a,7,) 57 (@,7) ",
i=1
sendo Eﬁf’i) o s-ésimo componente do vetor escore de 7y baseado na i-ésima observacdo e
avaliado em (a,%,) e (@,%), respectivamente. As matrizes jy,(a,79,) e L,(®,¥,; @,7) tém
dimensdo p x p. O estimador de maxima verossimilhanca perfilado modificado & gx ndo tem
forma fechada e pode ser obtido numericamente maximizando a correspondente funcao de
log-verossimilhanca.

%

Para o modelo log-BS, os elementos das matrizes j,(®,%,) € Iy(a,7,; @,7) sdo apresen-

2 yi—eT7.\1°
{asenh ( > )}

PUNED)
2 genh [ £=Zi % ~2{%a + 4
a 2 a?

” { {l2 (yi—x?%ﬂ [2 (yi—wﬁaﬂ
Z ZTis 4 |—senh | ——*—= —cosh [ /————=
= Q 2 o} 2

tados, respectivamente, a seguir

A (,9,) =

4
+— -1+
«

=

2
" 2 i — .’ETA
Z Tis Tit § 2 | — senh Yim%iYa
i=1 @ 2
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2 — a7\ [2 —l5
X Xy 4 | = senh YimE — cosh YimE
Q 2 Q 2

o (%)

2 yz‘—xiT Q ’
% cosh =
«

com s, t=1,...,p.
Matricialmente, temos

. N 1
.]’Y’Y(Oé?’),a) - ZXTBX7

em que B = diag(b(,7,), .- .,bn(a,%,)), ou seja, B é uma matriz quadrada de dimensio

n X n com elemento (4, j) dado por

B(i’j) = bi<a7’?a) se 1=J e B(Lj) =0 se 1 # Js

sendo

5 g e ey

[i senh (yi—a;ﬁa )} i
2 =1

2 =Xy
baia) =2 Bsenn (12T Loy -
a a [i senh <yi_3;i 'Yaﬂ I %

Além disso, temos que
o 1
[’Y(Oéu;ya;aa;y) = §XT0X7
em que C = diag(ci (o, 4,;@,79), - .-, (e, 9,; @,7)), ou seja, C é uma matriz quadrada de

dimens3o n X n com elemento (4, j) dado por

COD = ci(a,7,;8,7) se i=j e CW =0 se i#]

sendo
2 —xy 2 2 TH {2 senh <yix2;%)}
ci(@,%,;@,%) = { | = senh <M‘>1 [ cosh (y% i ’Yaﬂ _ _
e 2 o} 2 [i cosh (yz? 7Q)]
._zTA
— x5 . T4 {x senh (yl 217)]
X zsenh (yz Zi 7)1 [% cosh (y’ Ti 7)] _ - ’
Qa 2 Q 2 [% cosh <yi—;cz 7)}
comi=1,...,n

Uma outra aproximac3o foi apresentada por Fraser e Reid| (1995), |Fraser, Reid e Wu|(1999)

e Fraser e Reid| (2001). Sendo assim, a correspondente aproximacdo para o logaritmo da fungdo
proposta por Barndorff-Nielsen| (1983) é dada por

_ 1 ) N PN
lpn(a) = ly(a) + 5 log [y (@, V)| = log [£yy (@, 7)) V4,
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em que (., (cv,%,) é obtida derivando os componentes €,(f) do vetor escore dey (s =1,...,p)
com relacdo ao vetor de observacdes y = (y1,...,¥,) e a matriz ‘A/,y é dada por
(fmyl @) (aF(ynﬁ))
U= [V 0], sendo W, = |-~ ATy,
f(y1;0) f(yn:0)

sendo F(y;;0) afda e f(y;:0) a fdp da variavel aleatéria y;, i = 1,...,n. A matriz lyy(a,79,)
tem dimensao p x n e ‘77 é uma matriz de dimensdo n x p. O estimador de maxima verossi-
milhanca perfilado modificado apn ndo tem forma fechada e pode ser obtido numericamente
maximizando a correspondente funcao de log-verossimilhanca.

Para o modelo log-BS, os elementos das matrizes /., (c,7,) e ‘A/,y sao apresentados, res-

pectivamente, a seguir

N2
2 yi_z;r'Ya
. 1 2 . — T 2 4 L senh (2 )]
E(s’z)(oz,'?a) = — T8 2 [ senh <y Ti 7“)1 + — -1+ 5

vy 4 a 2 o? TS
2 Yi—T] Vg 4
[a senh (2 )] + =
e
i/ T
Vys = <x157$287 cee 7$ns) 5
coms=1,....,pei=1,...,n.
Matricialmente, temos
N 1 1
E’ny<a7’YOé> = ZX B
e
]_ 12 e xlp
N 1 xop -+ @y
V= — X
]_ LTpo - Inp

Os calculos das entradas das matrizes (.., (a, 7, ) é XA/,, encontram-se detalhadamente no APEN-
DICEBL
Dizemos que os componentes de @ = (v, )" sdo ortogonais se E (jyo) = E (j;) =0,

V0 € O, ver Silveira| (1992, p. 30-31). Rieck e Nedelman| (1991)) mostraram que os parametros
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v e « sdo ortogonais. Portanto, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada

proposta por (Cox e Reid| (1987 é dado por

fon(a) = () = 5 10g {3l (32)

O estimador de méaxima verossimilhanca perfilado modificado acr ndo tem forma fe-
chada e ele pode ser obtido numericamente maximizando a correspondente funcdo de log-

verossimilhanca. A express3o ([3.2]) é dada matricialmente por
) . 1
Jry (@, s) = ZXTBX‘

Neste caso, o produto das matrizes £, (a,7, )V, é igual a matriz j.,(a,7,) e, portanto,
a aproximacdo proposta por Fraser e Reid| (1995) coincide com a funcdo de verossimilhanca
perfilada modificada proposta por |Cox e Reid| (1987).

As estatisticas da razdo de verossimilhancas baseadas nas funcdes de verossimilhancas
perfilada e perfiladas modificadas para testar Hy : @ = «q versus Hy : a # o sdo dadas,

respectivamente, por

RVer =2 [lcr(Gor) — Lor(a)] -

Assim como o teste da razdo de verossimilhancas usual, os testes baseados nas verossi-
milhancas perfilada e perfiladas modificadas possuem, assintoticamente, distribuicdo Xg sob
hipdtese nula, sendo ¢ o nimero de restricGes impostas pela hipétese nula. Rejeitamos Hj se
RV > X%q,l_p), sendo 1 — p o quantil da distribuicio x? e p é o nivel de significAncia adotado

ificaca imac3o pela distribuicdo 2 de ord
para o teste. Mesmo com a modificacdo, a aproximacao pela distribuicao Xy tem erro de ordem

O(n™'), para maiores detalhes ver Simonoff e Tsai (1994).

3.2 DADOS CENSURADOS

O procedimento realizado aqui serd analogo ao tépico anterior, entretanto, consideramos

dados com censura tipo II. Dadas n observacdes independentes y;, tais que y; ~ log-BS(a, p1; =
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x/7) parai=1,...,n, sejam C o conjunto das unidades em que y; é o logaritmo do tempo
de falha e C' o conjunto das unidades em que y; é o logaritmo do tempo de censura. Portanto,

o logaritmo da funcao de verossimilhanca perfilada para o parametro « é dado por

_ 2 (yi—=x/73, 1]2 v — 27, \]
ly(a) = c+ Z {log (a cosh <2>> ~3 [a senh <2
icC
2 yi — %9
1 1—®|—senh | ———=

ieC
em que ¢ = —7 log (87) sendo 7 é o nimero de falhas.

O estimador de maxima verossimilhanca perfilado de o é obtido maximizando o logaritmo
da funcdo de verossimilhanca dado em ([2.18]) sujeito as restricoes E,(f) =0,s=1,...,p
Denotaremos o estimador de maxima verossimilhanca perfilado por @,,.

A aproximacdo proposta por Severini| (1999) para o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca

perfilada modificada derivada por Barndorff-Nielsen| (1983) é dada por

o 1 . . y SN
lpn(a) = Ly(a) + 5 log [y (@, Vo) = log [ Ly (e, ¥, &, 7)),

em que jy (@, %,) é a matriz de informagdo observada para o vetor 7 avaliada em («,%,,) e

v

I,(a,7,;@,7) é uma matriz com elemento (s,t) dado por
7 7t ~ . - ~ p— 7‘ A~ t?‘ =~ A~ T 7‘ ~ t7‘ ~ A~ T
]’55 )(CV,’YOU Oévf)/) - ZE'(YS Z)(Oéa’)’a) E,(y Z)(av ) + ZE'(YS Z)(Oéa’)’a) gf(y Z)(Oly’)’) )
ieC ieC
sendo éﬁf”') 0 s-ésimo componente do vetor escore de y baseado na i-ésima observacao e ava-
liado em («,7,) e (&, %), respectivamente. Ambas matrizes tém dimens&o p x p. O estimador
de maxima verossimilhanca perfilado modificado &BN nao tem forma fechada e ele pode ser

obtido numericamente maximizando a correspondente funcdo de log-verossimilhanca.
Para o modelo log-BS considerando censura tipo I, os elementos das matrizes j,,(c,¥,)

e I,(,79,;@,7) sdo apresentados, respectivamente, a seguir

= 2
~ 2 2 Senh m>:|
. N 1 2 gl 4 |:a ( 2
J%t) (0[7’)’a) == E Lis Tt 2 [ senh <M>] + — = 1+ — .
4 ieC @ 2 Q [2 senh (yl_‘”hx)} 4+ 4
o] 2 a2

+ Z Z Tjs Tit { [a senh (W)] h la senh <m>‘|

ieC
2
4 2 — 1z 2 — x|y
+ | — + | —senh Yi—%iYa h' | = senh Yi—%iYa ,s,t=1,...,p,
o? o 2 o 2
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e
f(s’t)(aﬁ QU '7):12 Z; senh vi — %/ Y g(:osh Yi~%iYa
vy y Ta 9 2 IGC 18 o 2
{QSenh iz 17“
[2 cosh 2! 70‘
T TR
X Tit { [a senh 5 Yi— %y 5 cosh (W)]
1_$;r:y\
v
- i—2/7
et
i —x) g 2 i — x4
2 2 i —x
i [h (27> Zeon (M h 1 3)
_ 1o — (@) #(z) 1? 1) — 2
sendo h(z) = * @ o W (@) = 0 + [ Tew) € ¢'(x) = é(x)(—27), com ¢ e  sendo a

fdp e a fda da normal padrao, respectivamente.

De forma matricial, temos
. ~ 1 1
(@) =X GX,

em que G = diag(g1(,7,), - -, 9n(@,7,)), ou seja, G é uma matriz quadrada de dimensdo

n x n com elemento (7, j) dado por

ij) = gi(avf)loz) se 1 :] € G(i’j) =0 se 1 7& j?

sendo
o~ 2
e 9 [3 senh<yim2i '7a> B
Q[isenh<yl_m2"%‘>} —1—%—1—0— =7 , se 1€ (),
[%enh<2“) +4
gz‘(aﬁa) =

[i senh (yz;%ﬂ h [i senh (“ﬁ’)}
N2 -
(oo (oo (52 e

Além disso, temos que

y 1
I,Y(Ck,’/);a;&,’/)\’) = §XTKX7
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em que K = diag(ki(a,9,; @, 79), ..., kn(a,¥,; @,%)), ou seja, K é uma matriz quadrada de
dimens3o n X n com elemento (i, j) dado por
K% = k(0,9,;0,7) se i=j e KW =0 se i#j

sendo

TA>
2 . i~y 2 4 (vi—zly K& ’

BiaGasa.) = % | [Zoenh (25| [Zeosh (252) [ - 4 (A)
h F senh (73“ —z;'ya)] {% cosh (7%—1‘2?70 )}

~

xh[ senh (%)} {%cosh (#)}, se i€ C.

Uma outra aproximacao, foi apresentada por [Fraser e Reid| (1995), Fraser, Reid e Wu| (1999)

e [Fraser e Reid (2001). A correspondente aproximac&o é dada por

- 1 ) . N
lpn(a) = ly(a) + 2 log ‘-7’)"7(&77a)‘ — log w’y;y(a”)'a)v'v’a

em que (., (,%,) é obtida derivando os componentes Eﬁf) do vetor escore dey (s =1,...,p)
com relacdo ao vetor de observacdes y = (y1,...,¥,) e a matriz ‘7:, é dada por
(24%) (9
~ ~ o~ ~ -~ 8'75 875
Vo= VoV .. V|, sendo V, =|———%,...,———=%| , s=1,...,p,
| d f(y1;0) f(yn; 0)

sendo F(yz,g) afdae f(yi;g) a fdp da variavel aleatéria y;, i = 1,...,n. A matriz £, (a,7,,)

tem dimens3o p x n com elemento (s,7) e V,, é uma matriz de dimensdo n X p.
Para o modelo log-BS considerando censura tipo I, os elementos das matrizes £, (v, ¥,,)
e V, sdo apresentados, respectivamente, a seguir

— 2
2 genh Yi=%, Yo
- 5 sen s E—

2
.
1. 2 Yi—Z; ¥ 4
1 Tis Q{Qbenh( 5 ")} + -1+ s >
|:25cnh<y1m"’ 7D‘>:| +-4
o 3 3

5 (@7,) =

[ (53] o (55
(e 2o (25 )]L> zsem (255]) e ico

(aF(ylﬂzj )) (aF(yn BlzT >> T
~ s 0vs
V'Ys = (

= (my,ma,...,my,)

fyr.0z]) " f(ya.Bla)
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Segundo Rieck e Nedelman| (1991), a quantidade &;» segue distribuicdo normal padrdo,

sendo assim, a distribuicao que modela o tempo de censura nao depende de <. Portanto,

ieC=m=ux, € i€C=m;=0.
Matricialmente,
. 1 .+
lyy(, 7o) = ZX G.

O logaritmo da funcao de verossimilhanca perfilada modificada proposta por |Cox e Reid

(1987) é dado por
1 ) .
Len(a) = 6(a) = 5 10g [y (@,7,)]
Matricialmente, temos
) . 1 1
J'y‘y(aa’)'a) = ZX GX.

O estimador de maxima verossimilhanca perfilado modificado acr ndo tem forma fechada e
pode ser obtido numericamente maximizando a correspondente funcdo de log-verossimilhanca.

Como ja mencionado, o ajuste de |Cox e Reid| exige a ortogonalidade entre os parametros
de interesse e perturbacdo, entretanto, quando trabalhamos com dados censurados tipo Il, a
matriz de informacdo de Fisher ndo possui solucao analitica, dessa forma, ndo se tem certeza
sobre a ortogonalidade dos parametros. Para utilizar essa proposta de ajuste, precisamos recor-
rer a resultados numéricos via simulacdo de Monte Carlo. Os resultados mostram inferéncias

confiaveis.

3.3 AVALIACAO NUMERICA

Esta secdo tem a finalidade de avaliar numericamente a qualidade das inferéncias feitas
sobre o parametro de interesse & no modelo log-BS na presenca, ou ndo, de censura tipo Il,
em amostras de tamanho finito e sob diferentes cenarios. Os objetivos especificos podem ser

resumidos como segue:

= Avaliar o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca perfilado e per-
filados modificados, utilizando as seguintes medidas: média, variancia, viés, erro qua-
dratico médio (EQM), viés relativo (VR, definido como 100x (viés/valor verdadeiro do

parametro)%), assimetria e curtose.
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» Comparar as precisdes das diferentes estimativas intervalares, em termos das coberturas
empiricas (%) dos intervalos assintético (ICA) e bootstrap percentil (ICP) aos niveis

nominais 90%, 95% e 99% para o pardmetro a.

» Comparar os desempenhos dos testes da razao de verossimilhancas perfilada e perfiladas
modificadas, através de seus tamanhos (e poderes) apresentando as taxas de rejeicdo
nulas (e ndo nulas) aos niveis nominais 10%, 5% e 1%. Estes desempenhos sdo avaliados
em funcao da proximidade das probabilidades de rejeicao da hipdtese nula, sendo esta

verdadeira (probabilidade do erro tipo |), aos respectivos niveis nominais dos testes.

» Avaliar a aproximacdo assintética das estatisticas de teste em relacdo a distribuicdo

qui-quadrado (x7).

3.3.1 Dados completos

A geracao dos nimeros pseudo-aleatérios da distribuicdo log-BS foi realizada a partir da
expressao dada em . Geramos 10.000 réplicas de Monte Carlo levando em consideracao
os seguintes tamanhos amostrais: n = 20, 30, 40 e 50. Os valores assumidos para o parametro
de interesse foram a = 0,1;0,25;0,5 e 1, ja para os parametros de incomodo, sem perda de
generalidade, fixamos valores iguais a um, isto é, 7, = 1 Vs. As covaridveis sdo realizacdes
independentes de uma variavel aleatéria uniforme com valores no intervalo (0, 1). Para as taxas
intervalares, utilizamos 10.000 réplicas de Monte Carlo, 1.000 réplicas bootstrap e n = 20 e 30.
A reamostragem bootstrap foi realizada parametricamente, isto é, a partir da amostra original
estima-se av e com esta estimativa gera-se B amostras bootstrap, cada amostra com tamanho
n e finalmente para cada amostra calcula-se a estimativa de interesse a** (b=1,..., B).

Para maximizar as funcdes, utilizamos o pacote maximize e as funcbes MaxBFGS e
MaxSQP do Ox. Nesta situacdo, quando utilizamos o método numérico SQP (NOCEDAL;
WRIGHT, (1999, Capitulo 18), impomos a restricdo de que E,(YS) = ( para encontrarmos as
estimativas restritas do vetor 4 ,,. Para obter os valores iniciais usamos o método dos minimos
quadrados para os coeficientes do modelo de regressio, isto é, ¥ = (X 'X) 'Xy e a para o

parametro «, sendo

R yi — %y
— = . h2 2 7 '
N ( : )
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Nas Tabelas [1] a |4] apresentamos medidas descritivas de diferentes estimadores de o na
presenca de dois parametros de perturbagdo (p = 2). Analisando as Tabelas[I|a[4] temos que as
estimativas das médias dos estimadores a gy € Qcr possuem valores mais proximos aos fixados
para a em cada simulac3o, inclusive em alguns cenérios possuem as mesmas estimativas. Por
exemplo, para ao = 0,1 e n = 20, as estimativas das médias dos estimadores &, oCcBN e Aor
sao 0,0953, 0,0986 e 0,0986, respectivamente. No entanto, as estimativas das variancias
desses estimadores sao ligeiramente maiores quando comparadas as estimativas de ¢,. Como
esperado, os vieses relativos diminuem a medida que aumentamos o tamanho da amostra. Por
exemplo, paraa = 1 en = 20, os correspondentes valores para os vieses relativos s3o 7,2910%,
0,9457% e 1,2612%, respectivamente, agora, considerando n = 50 temos 2, 8311%, 0, 4159%
e 0,4726%, respectivamente. Como em todos os cendrios os vieses sdo negativos, concluimos
que os estimadores subestimam os verdadeiros valores do parametro «. Percebemos que em
alguns cenérios o estimador &, apresenta EQM menor que os estimadores a, e ABN, apesar
de que na maioria dos cendarios os estimadores &pN € Qor apresentam resultados similares. Por
exemplo, para @ = 1 e n = 20, as estimativas dos erros quadraticos médios dos estimadores
Qlp, 84BN e Gop S30 iguais a 0,0296, 0,0292 e 0, 0285, respectivamente.

Na Tabela [5 aumentamos gradativamente o nimero de pardmetros de perturbacdo, isto
é, p=2,3,4,5e6, paran = 30. A finalidade é avaliar o impacto que esse aumento tem sobre
as estimativas pontuais do parametro «. Observe que quando aumentamos a quantidade
de parametros de perturbacdo os estimadores SN e Qcgr apresentam menores estimativas
para o viés relativo quando comparadas com a do estimador &,. Por exemplo, para p = 2,
as estimativas dos vieses relativos dos estimadores o, &BN e Qcpr sdo iguais a 4,8288%),
0,7160% e 0,8615%, respectivamente, ja para p = 6 temos 13,0367%, 0, 8830% e 0, 1801%,
respectivamente. Entretanto, com relacdo aos valores do EQM, o estimador acr possui melhor
desempenho, isto é, as estimativas sdo menores para todos os cenarios.

Com respeito as taxas de coberturas empiricas dos intervalos ICA e ICP para o parametro
de interesse «, a cobertura do ICA apresenta melhor desempenho do que a cobertura do ICP,
podemos observar isso na Tabela [f] Por exemplo, considerando o = 0, 25, nivel nominal igual
a 95% e n = 30, temos que as coberturas correspondentes a esses intervalos s3o, respecti-
vamente, 89,20% e 85,33%. Também observamos que quando aumentamos o tamanho da
amostra a taxa de cobertura aumenta, assim como, quando aumentamos o nivel nominal,
como era esperado.

As Tabelas[7] e [8| apresentam as taxas de rejeicdo nulas dos testes baseadas nas estatisticas
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da razdo de verossimilhancas perfilada (RV),) e perfiladas modificadas (RVor € RVgy,) com
niveis nominais de 10%, 5% e 1%. Para a Tabela , consideramos o seguinte cenario: dois
pardmetros de perturbacio (p = 2) e n € {20,30,40,50}. Consideramos quatro hipdteses
nulas distintas, a saber: Hy: o =0,1, Hy: « =0,25, Hy: aa =0,5e Hy: o = 1,0, a serem
testadas contra uma hipétese alternativa bilateral. Observamos na Tabela [7| que, para todos
os cenarios considerados, as taxas de rejeicdo nulas do teste RV, excedem notavelmente os
niveis nominais pré-estabelecidos, sendo assim, o teste RV, é dito ser liberal. Por exemplo,
para a = 0,1, n = 20 e nivel nominal igual a 10%, a taxa de rejeicdo nula é igual a 14, 05%.
Além disso, a medida que aumentamos o valor de «, mais liberal este teste se torna. Por outro
lado, os testes RVpy, e RVogr sdao conservativos, portanto, considerando o mesmo cendério
descrito anteriormente para o teste RV, as taxas de rejeicdo nulas sdo 9,91% e 9,91%,
respectivamente. E notério o comportamento similar dos testes RV, e RVog, especialmente
quando « assume valores pequenos.

Na Tabela , aumentamos gradativamente o nimero de pardmetros de perturbacdo (p =
2,3,4,5 e 6) com o intuito de avaliarmos o impacto deste incremento nos desempenhos dos
testes, considerando o pardmetro @ = 1 e um tamanho amostral de n = 30. De forma
semelhante, podemos tirar algumas conclusdes sobre os resultados expostos na Tabela [g]
Notamos que o teste RV, continua sendo liberal, porém, de forma mais acentuada, e os testes
RVpnN, e RVeop apresentam valores mais proximos dos niveis nominais correspondentes.

Dispomos na Tabela |§] as médias e variancias da varidvel x? e das estatisticas RV}, RVpy;,
e RVgg, respectivamente. O seguinte cenério foi considerado: o = 0,5 e n = 20. A ideia é
analisar se de fato as distribuicoes empiricas destas estatisticas se aproximam da distribuicdo
esperada, isto é, uma qui-quadrado com um grau de liberdade (x?). Notamos na Tabela |§]que
a média e variancia da estatistica RV sao, respectivamente, dadas por 1,0118 e 2,0543,
estdo mais proximas da média e varidncia assintética (1,0000 e 2,0000, respectivamente).
Estas aproximacoes sao melhores avaliadas através das discrepancias relativas entre os quantis
empiricos e quantis assintoticos das estatisticas de teste. Em geral, denominamos de discre-
pancia a diferenca entre um certo valor medido e um valor de referéncia, dito isto, chamaremos
aqui de discrepancia relativa a diferenca entre o quantil empirico de ordem 1 — p do conjunto
de dados simulados da estatistica de teste e o quantil da distribuicio 3, sendo esta diferenca
dividida pelo quantil da distribuicio x%. As curvas de discrepancia est3o apresentadas na Fi-
gura 5. Em sintese, quanto mais préxima da ordenada zero estiver a curva, mais satisfatéria

sera a aproximacio da distribuicio nula da estatistica de teste pela distribuicio y2. As curvas
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relacionadas as estatisticas RVpy, e RVogr encontram-se mais proximas da ordenada zero,
enquanto que a curva relacionada a estatistica RV), esta entre as ordenadas 0,20 e 0,30,
confirmando a analise feita anteriormente de que o teste baseado na estatistica 12V}, € liberal
enquanto que o teste baseado nas estatisticas RVpzy, € RVeor sdo conservativos.

Os poderes dos testes RV,,, RVpn, € RVor também foram avaliados e estdo apresentados
na Tabela [I0] Consideramos o teste Hy : o = « contra Hy : o # ap, em que pequenas
variacBes nos valores de oy foram consideradas (0, 12 a 0, 28) com niveis nominais de 10%, 5%
e 1%, n = 20 e dois parametros de perturbacdo (p = 2). A hipdtese nula testada foi Hy : o =
0, 1. Para que os testes tenham o mesmo tamanho, utilizamos os valores criticos exatos ao invés
dos assintéticos. Nota-se que os testes RVpyn, e RVopr apresentam melhores desempenhos,
isto é, rejeitam mais a hipdtese nula quando a mesma nao é verdadeira. Portanto, o teste
RV, € menos poderoso considerando todos os niveis nominais pré-determinados. Notamos
aqui também o comportamento similar dos testes RVpy, € RVer, por exemplo, considerando
a = 0,14 e nivel nominal de 10%, as taxas de rejeicdo ndo nulas assumem o valor 65, 92%.

Desta forma, para estimar o parametro de interesse o recomendamos os estimadores &BN e
Qcr, POIS, 0S mesmos mostram-se mais centrados quando comparados ao estimador 34p. Além
disso em alguns cenéarios apresentam resultados similares ou bem préximos. E com respeito aos
testes, temos que os testes RVpy, € RVopg apresentam desempenho superiores em relacdo
ao teste RV}, principalmente quando os valores atribuidos para a sdao menores. Portanto,
dentre os testes considerados neste capitulo, recomendamos os testes RVpy, € RVog por
apresentarem desempenhos satisfatérios diante de todos os casos considerados. Sendo assim,
o pesquisador fica livre para escolher entre os estimadores e as estatisticas de testes citadas

anteriormente em pesquisas aplicadas.
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Tabela 1 — Medidas descritivas de diferentes estimadores de «, modelo log-BS, dados com-
pletos, « = 0,1 e v, = 1Vs.

W=7+ Y2x2

n  estimador média varidncia viés EQM  VR(%) assimetria curtose

Qlp 0,0935 0,0002 —0,0065 0,0003 6,5057 0,1662 2,9971
BN 0,0986 0,0003 —0,0014 0,0003 1,4338 0,1666 2,9974
acr 0,098 0,0003 —0,0014 0,0003 1,4339 0,1666  2,9974

ap 0,0957 0,0002 —0,0043 0,0002 4,3168 0,1769  2,9594
30 apN 0,0991 0,0002 —0,0009 0,0002 0,9493 0,1771 2,9595
Qcr 0,0991 0,0002 —0,0009 0,0002 0,9493 00,1771  2,9595

a 0,0968 0,0001 —0,0032 0,0001 3,2356 00,1635  2,9860
40 dBN 0,0993 0,0001 —0,0007 0,0001 0,7152 0,1636  2,9861
acr 0,0993 0,0001 —0,0007 0,0001 0,7152 0,1636  2,9861

ap 0,0975 0,0001 —0,0025 0,0001 2,5142  0,1488  3,1338
50 apN 0,0995 0,0001 —0,0005 0,0001 0,4990 0,1489  3,1336
acr 0,0995 0,0001 —0,0005 0,0001 0,4990 0,1489  3,1336

20

Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 2 — Medidas descritivas de diferentes estimadores de «, modelo log-BS, dados com-
pletos, « = 0,25 e v, = 1Vs.

=71+ Y22

n estimador média varidncia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
ap 0,2336 0,0015 —0,0164 0,0018 6,5638 0,1663  2,9974

20 SN 0,2464 0,0017 —0,0036 0,0017 1,4204 0,1688  2,9996
acr 0,2464 0,0017 —0,0036 0,0017 1,4219 0,1687  2,9994

a, 0,2391 0,0010 —0,0109 0,0011 4,3564 0,1766  2,9590

30 SN 0,2476 0,0011 —0,0024 0,0011 0,9433 0,1778  2,9600
acr 0,2476 0,0011 —0,0024 0,0011 0,9440 0,1778  2,9599

alp 0,2418 0,0008 —0,0082 0,0008 3,2653 0,1634  2,9851

40 SN 0,2482 0,0008 —0,0018 0,0008 0,7114 0,1642  2,9857
acr 0,2482 0,0008 —0,0018 0,0008 0,7114  0,1642  2,9857

ap 0,2437 0,0006 —0,0063 0,0007 2,5386¢  0,1490 3,1341

50 dBN 0,2488 0,0007 —0,0012 0,0007 0,4969 0,1497  3,1350
acr 0,2488 0,0007 —0,0012 0,0007 0,4972  0,1497  3,1349

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 3 — Medidas descritivas de diferentes estimadores de «, modelo log-BS, dados com-
pletos, « = 0,5 e v, = 1Vs.

=71+ Y22
n  estimador média varidncia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
ayp 0,4663 0,0061 —0,0337 0,0072 6,7495 0,1676  2,9995
20 SN 0,4932 0,0069 —0,0068 0,0069 1,3567 0,1773 3,0084
acr 0,4931 0,0069 —0,0069 0,0069 1,3801 0,1752  3,0055
ap 0,4776  0,0041 —0,0224 0,0046 4,4831 00,1763  2,9587
30 dBN 0,4954 0,0044 —0,0046 0,0045 0,9145 0,1806 2,9618
acr 0,4954 0,0044 —0,0046 0,0044 0,9255 0,1799  2,9613
a 0,4832 0,0031 —0,0168 0,0034 3,3610 0,1635  2,9830
40 dBN 0,4965 0,0033 —0,0035 0,0033 0,6942 0,1661 2,9850
acr 0,4965 0,0033 —0,0035 0,0033 0,7006 0,1658  2,9848
ap 0,4869 0,0025 —0,0131 0,0027 2,6176 0,1501  3,1367
50 SN 0,4976 0,0026 —0,0024 0,0026 0,4870 0,1521 3,1385
acr 0,4975 0,0026 —0,0025 0,0026 0,4912 0,1519  3,1382

Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 4 — Medidas descritivas de diferentes estimadores de «, modelo log-BS, dados com-

pletos, « =1 e v, = 1Vs.

=71+ Y22
n estimador média varidncia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
G,  0,9271 10,0243 —0,0720 0,0206 7,2010 0,1726  3,0054
20 SN 0,9905 0,0291 —0,0095 0,0292 0,9457 0,2102 3,0443
acR 0,9874 0,0283 —0,0126 0,0285 1,2612 0,1871  3,0145
ayp 0,9517 0,0163 —0,0483 0,0187 4,8288  0,1774  2,9609
30 dBN 0,9928 0,0183 —0,0072 0,0183 0,7160  0,1908 2,9703
acr 0,9914 0,0180 —0,0086 0,0181 0,8615 0,1836  2,9647
a, 0,9638 0,0125 —0,0362 0,0138 3,6204 0,1648  2,9800
40 dBN 0,9942 0,0135 —0,0058 0,0135 0,5787 0,1711 2,9832
acr 0,9934 0,0134 —0,0066 0,0135 0,6635 0,1681  2,9816
ay, 0,9717 0,0101 —0,0283 0,0109 2,8311 0,1531  3,1418
50 SBN 0,9958 0,0107 —0,0042 0,0108 0,4159  0,1581 3, 1460
acr 0,9953 0,0107 —0,0047 0,0107 0,4726  0,1556  3,1428

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 5 — Medidas descritivas de diferentes estimadores de «, modelo log-BS, dados com-
pletos, « =1 ey, =1Vs, comp=2,3,4,5e 6 en =30.

=71+ Y22
estimador média variadncia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
alp 0,9517 0,0163 —0,0483 0,0187 4,8288 0,1774  2,9609
Gy 0,9928 0,0183  —0,0072 0,0183 0,7160  0,1908  2,9703
acr 0,9914 0,0180 —0,0086 0,0181 0,8615 0,1836  2,9647

H= Y1+ Y2Z2 + Y33

estimador média variadncia viés EQM  VR(%) assimetria curtose

a, 0,9315 0,0164 —0,0685 0,0211 6,8530  0,1861  3,0083
apy 0,9949  0,0197 —0,0051 0,0197 0,5099  0,2144  3,0338
dcr  0,9920 00,0192 —0,0080 0,0192 0,8007  0,1981  3,0156

= "Y1+ Yoo + Y3L3 + Y4y

estimador média variancia viés EQM  VR(%) assimetria curtose

0,9107 0,0164 —0,0893 0,0243 8,9295 0,1854  3,0138
0,9976 0,0212 —0,0024 0,0212 0,2356 0,2373  3,0694
CR 0,9929 0,0204 —0,0071 0,0204 0,7118 0,2065  3,0297

Q)
)

Qy Lo
oy
2

=71+ V2T + V3X3 + YaTy + V5T

estimador média varincia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
ap 0,8908 0,0161 —0,1092 0,0280 10,9223 0,1848  3,0242
BN 1,0029  0,0229 0,0029 0,0229 0,2946 0,2739 3,1328
acr 0,9956 0,0214 —0,0044 0,0214 0,4356 0,2197  3,0581

=71+ V2% + V323 + YaTg + V5T5 + V6Te

estimador média variancia viés EQM  VR(%) assimetria curtose

0,8696 0,0158 —0,1304 0,0328 13,0367 0,1571  2,9341
1,0088 00,0252  0,0088 0,0253 0,8830 0,2840  3,0603
CR 0,9982 0,0228 —0,0018 0,0228 0,1801 0,2096  2,9888

Q)
=

Oy Qo
o)
=

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 9 — Médias e variancias da variavel X% e das estatisticas de teste, modelo log-BS, dados
completos, 7, =1 Vs, a =0,5 en = 20.

B="71+ Y22
momento %1 RV,  RVgn, RVeg

média  1,0000 1,2470 1,0124 1,0118
varidncia  2,0000 3,0470 2,0569 2,0543

Fonte: Autoria prépria (2021)

Figura 5 — Gréfico de discrepancia relativas de quantis, @ = 1 + Y222, Hy : @ = 0,5, dados
completos, n = 20.
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Tabela 10 — Taxas de rejeicdo n3o nulas, inferéncia sobre o, modelo log-BS, dados completos,
a=0,1,v7=1Vsen=20.

W=7+ Y2x2

nivel nominal 10% nivel nominal 5% nivel nominal 1%

RV, RVgy, RVer RV, RVgy, RVer RV, RVayn, RVen
0,12 18,76 30,92 30,92 11,21 21,63 21,63 3,07 7,93 7,93
0,14 51,47 65,92 65,92 40,75 56,65 56,65 21,21 35,20 35,29
0,16 77,54 86,34 86,34 69,66 81,00 81,00 50,68 64,90 64,90
0,18 91,84 9563 9563 83,06 93,41 93,41 7514 8533 85,33
0,20 97,32 98,76 98,76 9561 97,99 97,99 89,20 94,40 94,40
0,22 99,11 99,60 99,60 98,43 99,31 99,31 95,48 97,95 97,95
0,24 99,68 99,86 99,86 99,41 99,76 99,76 98,26 99,16 99,16
0,26 99,91 99,97 99,97 99,83 99,92 99,92 99,24 99,76 99,76
0,28 99,94 99,98 99,98 99,91 99,96 99,96 99,72 99,88 99,88

Qg

Fonte: Autoria prépria (2021)

3.3.2 Dados censurados

O presente estudo tem finalidade analoga a analise realizada para dados completos, como
previamente visto, entretanto, consideramos a censura tipo Il. Geramos 10.000 réplicas de
Monte Carlo com tamanhos amostrais n = 20 e 30 e niveis de censura 10%, 30% e 50%. Os
verdadeiros valores dos parametros de perturbacao sdo todos iguais a um, ou seja, 75 = 1 Vs
e para o parametro de interesse consideramos, a = 0, 1;0,25;0,5 e 1. As covaridveis foram
obtidas a partir de realizacdes independentes de uma variavel aleatéria uniforme no intervalo
(0,1). Para maximizar as funcdes utilizamos o pacote maximize e as funcdes MaxBFGS e
MaxSQP do 0x. No método SQP, impomos a restricdo de que Eﬁys) = 0, com a finalidade de
encontrarmos as estimativas restritas do vetor 4,,. Como valores iniciais, usamos as estimativas
de maxima verossimilhanca obtidas no modelo de regressdo log-BS para observacées nao
censuradas.

Nas Tabelas[11] a[14] apresentamos as estimativas pontuais para o parametro « na presenca
de dois pardmetros de perturbacdo (p = 2) e n = 20 e 30. Analisando as Tabelas a ,
notamos que a medida que aumentamos o nivel de censura, as estimativas das médias dos
estimadores &, oCzBN, apn € Aop se distanciam do verdadeiro valor de . O estimador alp

apresentou pior desempenho, entretanto, sua variabilidade é menor quando comparada com a
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dos estimadores &BN, apn e Acg. Por exemplo, considerando o = 0,25, n = 20 e 50% de
censura, as estimativas das variancias sao 0, 0032, 0, 0036, 0,0040 e 0,0039, respectivamente.
Quando o = 0,1 e n = 20, fica dificil usar o EQM como critério para escolher o estimador
mais adequado, mesmo aumentando os niveis de censura. Por exemplo, considerando 10% de
censura, obtemos uma estimativa igual a 0,0003 para todos os estimadores. Porém, quando
o verdadeiro valor de o aumenta, é possivel visualizar um estimador com melhor desempenho,
neste caso, o estimador ngN- Por exemplo, considerando o = 1, n = 20 e 10% de censura
nas observacoes, temos os seguintes erros quadraticos médios: 0,0350, 0,0338, 0,0352 e
0,0343, respectivamente. Os vieses relativos dos estimadores corrigidos (&BN, apn € QacRr)
considerando todos os cenarios apresentam desempenho melhor quando comparados com o viés
relativo do estimador &,,. Observamos também que a medida que o nivel de censura aumenta,
esses vieses também aumentam. Para exemplificar melhor, consideramos o estimador &, com
o seguinte cendrio: a = 0,5 e n = 20, notamos que, com 10%, 30% e 50% de censura, o
viés relativo assume os valores 7,6411%, 9,6154% e 12, 7627%, respectivamente. No geral, o
estimador Gy apresenta melhores resultados em comparacio com os outros estimadores.

Partindo para as coberturas empiricas (%) dos intervalos ICA e ICP, cujos resultados estdo
dispostos nas Tabelas [15} [16] e [I7] fizemos uso de 10.000 réplicas de Monte Carlo e 1.000
réplicas bootstrap (reamostragem paramétrica), com niveis nominais de 90%, 95% e 99%
e niveis de censura iguais a 10%, 30% e 50%. Observamos que o intervalo ICA apresenta
melhores resultados, por exemplo, para a = 0,25, nivel de cobertura igual a 95% e 30% de
censura nas observacdes, as taxas para os intervalos ICA e ICP s3o, respectivamente, 82, 08%
e 75,11%. Estes resultados sdo similares aos obtidos por Barreto| (2013)).

A Tabela [18| contém as taxas de rejeicdo nulas dos testes (Hy : « = 0,1) RV,, RVgy,,
RVpn, € RVor com niveis nominais iguais a 10%, 5% e 1%, niveis de censura iguais a
10%, 30% e 50% e n = 20. Notamos que o desempenho do teste RV, deteriora-se bastante
com a presenca de censura, principalmente quando a porcentagem de censura aumenta. Por
exemplo, para o = 1, nivel nominal de 10% e considerando todos os niveis de censura, as taxas
de rejeicdo nulas s3o 15,29%, 17,67% e 26, 17%, respectivamente. A medida que aumentamos
o valor de «, os testes se tornam mais liberais, por exemplo, considerando o = 0, 1, nivel de
censura igual a 50% e nivel nominal igual a 5%, temos 12,86%, 6,64%, 6,14% e 7,28%,
respectivamente. Entretanto, para a = 1, nivel de censura igual a 50% e nivel nominal igual
a 5%, os tamanhos dos testes s3o, respectivamente, 17,30%, 11, 73%, 7,97% e 8, 44%.

Na Tabela [I9] exibimos as médias e variancias assintdticas e empiricas das estatisticas de
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teste. O teste RVpy, apresentou melhor aproximacdo aos valores assintéticos, por exemplo,
considerando 10% de censura e todas as estatisticas de teste (RV,, RVgn,, RVsn, € RVcor)
os valores das (médias e varidncias) sdo, respectivamente, iguais a (1,2871 e 3,1724), (1,0507
e 2,1709), (1,0318 e 2,0945) e (1,0344 e 2,1053).

Nas Figuras [0} [7] e [8] apresentamos as curvas de discrepancia relativa versus os correspon-
dentes quantis assintéticos, considerando: Hy : @ = 0,1, n = 20, p = 2 e niveis de censura
iguais a 10%, 30% e 50%. Quando censuramos 10% das amostras, notamos que, melhor é
a aproximacao assintotica utilizada nos testes RVpy, e RVipg, essas duas curvas estao mais
préximas da ordenada zero. Entretanto, quando a porcentagem de censura nas amostras au-
menta, observamos que a curva da estatistica RV, apresenta melhor aproximacgdo. Em todas
os cenarios, a curva baseada na estatistica /21, tem a pior aproximacdo, com posicionamento
entre as ordenadas 0,2 e 0,4 (10%), 0,3 € 0,6 (30%), 0,4 e 0,8 (50%), o que confirma que
este teste € liberal.

Na Tabela , apresentamos os poderes dos testes RV,, RVgn,, RVpn, € RVor, com
niveis nominais de 10%, 5% e 1%, niveis de censura iguais a 10%, 30% e 50% e n = 20.
Consideramos o teste Hy : a = g contra Hy : a # a, em que pequenas variacoes nos valores
de ag foram consideradas (0, 12 a 0,28) com o intuito de observar os impactos causados nas
taxas do poder, sob hipétese nula consideramos Hy : o = 0, 1. Para que os testes tenham o
mesmo tamanho, utilizamos os valores criticos exatos ao invés dos assintdticos. Observamos
que o teste baseado na estatistica /2V}, € o menos poderoso em relagdo aos demais. No geral,
o teste RVpy, apresenta melhor desempenho, mesmo aumentando o nivel de censura. Por
exemplo, cendrio 1: sob hipétese alternativa o = 0, 14, nivel nominal igual a 10% e 10% de
censura nos dados; cendrio 2: sob hipétese alternativa oo = 0, 14, nivel nominal igual a 10% e
50% de censura, temos as seguintes taxas de rejeicio n3o nulas, 44, 48%, 59,65%, 61, 38%,
61,35% e 23,43%, 41,36%, 43,85% e 37,75%, respectivamente.

Em suma, os resultados sugerem que o estimador &y apresenta desempenho superior
aos estimadores @y, apN € acr mesmo quando aumentamos a porcentagem de censura. Os
resultados mostram também que a presenca de observacdes censuradas causa um declinio
no desempenho dos estimadores considerados. No geral, os testes RVpy,, RVen, € RVer
apresentam taxas de rejeicao nulas mais préximas dos niveis nominais pré-estabelecidos quando
a censura é igual a 10%. Entretanto, quando a porcentagem da censura aumenta, notamos que
o teste RVpn, apresenta desempenho melhor quando comparado aos demais testes. Portanto,

recomendamos o teste RVpy,.
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Tabela 11 — Medidas descritivas de diferentes estimadores de o, modelo log-BS, dados censu-

rados tipo I, « = 0,1 e v, =1 Vs.

=71t 72T

n =20
censura (%) estimador média variancia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
ap 0,0927 0,0003 —0,0073 0,0003 7,3219 0,2042 22,9965
" cijN 0,0977 0,0003 —0,0023 0,0003 22969  0,2054  2,9980
QBN 0,0984 0,0003 —0,0016 0,0003 1,6384 0,2060 2,9980
Gcr  0,0983  0,0003 —0,0017 0,0003 1,6616  0,2067 2, 9984
ap 0,0909 0,0003 —0,0091 0,0004 9,1090 0,2413  3,0332
" @BN 0,0971  0,0004 —0,0029 0,0004 2,8547  0,2346  3,0304
QBN 0,0982 0,0004 —0,0018 0,0004 1,7965 0,2412 3,0405
Gor  0,0969 0,0004 —0,0031 0,0004 3,0791  0,2621 3, 0572
ap 0,0870 0,0005 —0,0130 0,0006 12,9734  0,2487  2,9535
“ oszN 0,0961 0,0006 —0,0039 0,0006 3.8532  0,2271  2,9255
apn 0,0979 0,0006 —0,0021 0,0006 2,0514 0,2319 2,9325
Gcr  0,0942  0,0005 —0,0058 0,0006 58236  0,2532 2 9792

n =30
censura (%) estimador média varidncia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
a,  0,0951 0,0002 —0,0049 0,0002 4,8798  0,1634 2 9553
10 OizBN 0,0985 0,0002 —0,0015 0,0002 1,4545 0,1637  2,9551
apN 0,0989 0,0002 —0,0011 0,0002 1,0915 0,1641 2,9551
Qcr 0,0989 0,0002 —0,0011 0,0002 1,1097 0,1640  2,9549
&,  0,0939 0,0002 —0,0061 0,0003 6,1035 0,1974 3,021
30 OizBN 0,0979 0,0003 —0,0021 0,0003 2,0930 0,1967  3,0227
QBN 0,0987 0,0003 —0,0013 0,0003 1,3498 0,1983 3,0234
Qcr 0,0982 0,0003 —0,0018 0,0003 1,8203 0,2027  3,0261
&  0,0921 0,0003 —0,0079 0,0004 7,8915  0,2548  2,9750
50 CilBN 0,0979 0,0003 —0,0021 0,0003 2,1323 0,2457  2,9689
apN 0,0988 0,0004 —0,0012 0,0004 1,2093 0,2494 2,9717
Qcr 0,0966 0,0003 —0,0034 0,0004 3,4381 0,2649  2,9861

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 12 — Medidas descritivas de diferentes estimadores de o, modelo log-BS, dados censu-

rados tipo I, a = 0,25 e v, =1 Vs.

=71t 72T

n =20
censura (%) estimador média variancia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
ap 0,2312 0,0018 —0,0188 0,0021 7,5097 0,2182  3,0219
10 (?BN 0,2439 0,0020 —0,0061 0,0020 2,4332 0,2219 3,0264
QBN 0,2459 0,0020 —0,0041 0,0020 1,6446 0,2224 3, 0268
Qcr 0,2460 0,0020 —0,0040 0,0020 1,6169 0,2217  3,0261
ap 0,2262 0,0023 —0,0238 0,0029 9,5237 0,2538  2,9763
20 szBN 0,2402 0,0026 —0,0098 0,0027 3,9176 0,2594 2,9852
QBN 0,2448 0,0027 —0,0052 0,0027 2,0654 0,2644 2,9858
Qcr 0,2439 0,0027 —0,0061 0,0028 2,4262 0,2645  2,9834
ap 0,2183 10,0032 —0,0317 0,0042 12,6918 0,3542  3,1469
50 szBN 0,2360 0,0036 —0,0140 0,0038 5,6125 0, 3484 3, 1403
QBN 0,2431 0,0040 —0,0069 0,0040 2,7617 0,3676 3,1747
Qcr 0,2374 0,0039 —0,0126 0,0041 5,0500 0,3821  3,1804

n =30
censura (%) estimador média varidncia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
ayp 0,2375 0,0012 —0,0125 0,0013 5,0068 0,1631  3,0045
10 OizBN 0,2461 0,0013 —0,0039 0,0013 1,5582 0,1641 3,0053
apN 0,2472 0,0013 —0,0028 0,0013 1,1014 0,1649 3, 0062
Qcr 0,2473 0,0013 —0,0027 0,0013 1,0804 0,1645  3,0060
ap 0,2341 0,0016 —0,0159 0,0018 6,3412 0,2309  3,0328
20 OizBN 0,2438 0,0017 —0,0062 0,0018 2,4995 0,2326 3,0361
apN 0,2465 0,0018 —0,0035 0,0018 1,3935 0,2358 3,0372
Qcr 0,2462 0,0018 —0,0038 0,0018 1,5291 0,2352  3,0368
ap 0,2288 0,0022 —0,0212 0,0027 8,4931 0,3078  3,1169
50 CilBN 0,2405 0,0024 —0,0095 0,0025 3,7843 0,3078 3,1170
apN 0,2445 0,0026 —0,0055 0,0026 2,2129 0,3153 3,1284
Qcr 0,2417 0,0025 —0,0083 0,0026 3,3192 0,3191  3,1289

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 13 — Medidas descritivas de diferentes estimadores de o, modelo log-BS, dados censu-

rados tipo I, « = 0,5 e v, =1 Vs.

=71t 72T

n =20
censura (%) estimador média variancia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
ap 0,4618 0,0071 —0,0382 0,0086 7,6422 0,2172  3,0116
10 (?BN 0,4883 0,0080 —0,0117 0,0082 2 3377 0,2251 3,0209
apN 0,4930 0,0082 —0,0070 0,0083 1,3946 0,2302 3,0249
Qcr 0,4929 0,0082 —0,0071 0,0083 1,4256 0,2269  3,0213
ap 0,4519 0,0095 —0,0481 0,0118 9,6152 0,2739  3,0455
20 szBN 0,4800 0,0108 —0,0200 0,0112 3,9917 0,2798 3, 0456
QBN 0,4933 0,0117 —0,0067 0,0117 11,3475 0,3016 3,0850
Qcr 0,4920 0,0116 —0,0080 0,0116 1,5989 0,2899  3,0651
ap 0,4362 0,0139 —0,0638 0,0180 12,7567 0,3838  3,1192
50 szBN 0,4680 0,0161 —0,0320 0,0171 6,3981 0, 3960 3,1425
QBN 0,4901 0,0182 —0,0099 0,0183 11,9872 0,4271 3,1991
Qcr 0,4839 0,0177 —0,0161 0,0180 3,2123 0,4113  3,1625

n =30
censura (%) estimador média varidncia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
ayp 0,4748 0,0048 —0,0252 0,0054 5,0411 0,1790  3,0293
10 OizBN 0,4927 0,0052 —0,0073 0,0053 1,4629 0.1814 3,0308
apN 0,4955 0,0053 —0,0045 0,0053 0,8994 0,1855 3,0347
Qcr 0,4954 0,0053 —0,0046 0,0053 0,9158 0,1837  3,0331
G,  0,4678 0,0065 —0,0322 0,0075 6,4403  0,2006  2,0888
30 OizBN 0,4872 0,0071 —0,0128 0,0073 2,5584 0,2049 2,9944
apN 0,4950 0,0074 —0,0050 0,0074 0,9999 0,2118 2,9967
Qcr 0,4944 0,0074 —0,0056 0,0074 1,1202 0,2066  2,9923
ap 0,4578 0,0099 —0,0422 0,0117 8,4310 0,3406  3,1549
50 CilBN 0,4799 0,0109 —0,0201 0,0113 4,0290 0,3473 3,1648
apN 0,4927 0,0117 —0,0073 0,0118 1,4648 0, 3612 3,1863
Qcr 0,4896 0,0116 —0,0104 0,0117 2,0795 0,3535  3,1727

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 14 — Medidas descritivas de diferentes estimadores de o, modelo log-BS, dados censu-

rados tipo I, a =1,0 e v, =1 Vs.

=71t 72T

n =20
censura (%) estimador média variancia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
ap 0,9199 10,0285 —0,0801 0,0350 8&,0115 0,2236  3,0319
" cijN 0,9789  0,0334 —0,0211 0,0338 21143  0,2513  3,0657
apN 0,9938 0,0351 —0,0062 0,0352 0,6221 0,2595 3,0681
Qcr 0,9901 0,0342 —0,0099 0,0343 0,9892 0,2437  3,0473
ap 0,8936 0,038 —0,1064 0,0500 10,6433 0,2671  3,0110
" @BN 0,9541 0,0456 —0,0459 0,0477 4.5923  0,3051  3,0748
apn 0,9965 0,0529 —0,0035 0,0530 0,3508 0, 3496 3,1276
Qcr 0,9851 10,0492 —0,0149 0,0495 1,4890 0,2987  3,0417
ap 0,8429 0,0573 —0,1571 0,0820 15,7093  0,4576  3,2997
- oszN 0,9111 0,0710 —0,0839 0,0789 8 8873  0,5442  3,5351
QBN 0,9717 0,0842 —0,0283 0,0850 2,8341 0,5332 3,3767
Qcr 0,9523 0,0776 —0,0477 0,0798 4,7674 0,5004  3,3531

n =30
censura (%) estimador média varidncia viés EQM  VR(%) assimetria curtose
ayp 0,9472 0,0193 —0,0528 0,0221 5,2772 0,1755  3,0249
10 OizBN 0,9862 0,0213 —0,0138 0,0215 1,3786 0, 1840 3,0311
apN 0,9955 0,0220 —0,0045 0,0220 0,4452 0,1916 3,0361
Qcr 0,9934 0,0217 —0,0066 0,0217 0,6606 0,1845  3,0305
ap 0,9332 0,0277 —0,0668 0,0322 6,6795 0,2309  3,0258
30 OizBN 0,9746  0,0307 —0,0254 0,0314 2,5397 0,2420 3,0344
apN 1,0000 0,0336  0,0000 0,0336 0,0025 0,2661 3,0595
Qcr 0,9937 0,0323 —0,0063 0,0323 0,6278 0,2449  3,0362
ap 0,9092 0,0448 —0,0908 0,0531 9,0765 0,4456  3,3024
50 CilBN 0,9574 0,0513 —0,0426 0,0531 4,2619 0,4764 3,3644
QBN 0,9939 0,0568 —0,0061 0,0568 0,6130 0, 4862 3,3616
Qcr 0,9835 0,0543 —0,0165 0,0546 1,6529 0,4666  3,3286

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 15 — Cobertura dos intervalos de confianga (90%) para diferentes valores de «, modelo
log-BS, dados censurados tipo Il, v, =1 Vs e n = 20.

=71+ Y22
a=20,1 a=0,25 a=20,5 a=1,0
censura (%)
ICA ICP ICA ICP ICA ICP ICA ICP
10 79,55 71,27 79,76 71,53 79,63 71,14 78,96 70,24
30 77,56 69,00 76,66 67,75 77,53 67,96 76,91 67,61
50 72,68 61,20 73,87 63,22 73,77 63,52 72,74 62,86

Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 16 — Cobertura dos intervalos de confianca (95%) para diferentes valores de «, modelo
log-BS, dados censurados tipo Il, 7, =1 Vs e n = 20.

=1+ Y22
a=20,1 a=0,25 a=20,5 a=1,0
censura (%)
ICA ICP ICA ICP ICA ICP ICA ICP
10 85,13 78,86 85,12 79,11 85,22 78,74 84,80 77,70
30 83,44 76,31 82,08 75,11 82,75 75,91 82,22 75,57
50 78,89 69,19 79,14 71,44 78,99 71,67 77,98 70,61

Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 17 — Cobertura dos intervalos de confianca (99%) para diferentes valores de «, modelo
log-BS, dados censurados tipo Il, 7, =1 Vs e n = 20.

=71+ 7202
a=0,1 a=0,25 a=0,5 a=1,0
censura (%)
ICA ICP ICA ICP ICA ICP ICA ICP
10 91,65 88,50 92,00 88,78 91,99 88,65 91,49 88,14
30 90,28 86,79 89,57 85,66 90,04 86,52 89,64 85,73
50 86,23 81,33 86,52 82.06 86,69 82,51 8552 81,98

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 19 — Médias e variancias da variavel xf e das estatisticas de teste, modelo log-BS,
dados censurados tipo I, v, =1 Vs, a =0,1 e n = 20.

H= "1+ 7202

censura (%) momento X3 RV, RVgy, RVpn, RVer
10 média  1,0000 1,2871 1,0507 1,0318 1,0344

variancia  2,0000 3,1724 2,1709 2,0945 2,1053

20 média  1,0000 1,4126 1,0870 1,0635 1,1077

variancia  2,0000 3,7219 2,3054 2,2137 2,3845

50 média  1,0000 1,6371 1,1419 1,1023 1,1939

variancia  2,0000 4,8069 2,5045 2,3448 2,6878

Fonte: Autoria prépria (2021)
Figura 6 — Grafico de discrepancia relativas de quantis, @« = 0,1 e 74 = 1 Vs, com pu =

Y1 + Yoo, n = 20 e 10% de censura.
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Fonte: Autoria prépria (2021)
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Figura 7 — Grafico de discrepancia relativas de quantis, a = 0,1 e 7

Y1 + Y222, n = 20 e 30% de censura.
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Fonte: Autoria prépria (2021)

1 Vs, compu =

Figura 8 — Grafico de discrepancia relativas de quantis, « = 0,1 e 74 = 1 Vs, com pu =
Y1 + Y222, n = 20 e 50% de censura.
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Fonte: Autoria prépria (2021)
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4 REFINAMENTO ASSINTOTICO PARA O MODELO LOG-BIRNBAUM-
SAUNDERS GENERALIZADO COM NUCLEO ¢t DE STUDENT

Neste capitulo, apresentaremos inferéncias melhoradas para o modelo log-BS-t na presenca,
ou ndo, de censura tipo Il. Essas inferéncias serdo realizadas sobre o parametro « através
das funcdes de verossimilhanca perfilada e perfiladas modificadas baseadas nas aproximacdes
propostas por [Cox e Reid| (1987)), [Fraser e Reid (1995) e Severini| (1999). Adicionalmente,
apresentaremos os estimadores de maxima verossimilhanca perfilado e perfilados modificados,

além dos testes da razdo de verossimilhancas baseados nestas funcdes.

4.1 DADOS COMPLETOS

Sejam y1, . . ., y, varidveis aleatérias independentes, tais que y; ~ log-BS-t(a, s =z, 7y, v)
parai = 1,...,n, sendo « é o parametro de interesse e 7y o vetor de parametros de perturbacao.
A funcdo de verossimilhanca perfilada para a considerando n observacdes independentes n3o
censuradas é dada por

v+4+1
n v+1 TS TS 2y ~(5%)
e 2 Yi — ;Y 112 Yi — ;Y
2 1 Ta i Ta
Ly(o) = 1;[ F %) [a cosh (2)] {1 + ” [a senh (2 ,
em que v, € o vetor que contém as estimativas de maxima verossimilhanca dos coeficientes
de regressdo para um dado valor de « e v é o nimero de graus de liberdade (fixo).

Logo, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca perfilada para o pardmetro o é expresso

por

n ~ 2
ly(a) = C+Z {log <i cosh <%_2x;r%“>> - (V§1> log (l/—l— l2senh <y2x%‘>] ) } ;
i=1

O estimador de maxima verossimilhanca perfilado de o pode ser obtido maximizando

o logaritmo da funcdo de verossimilhanca dado em (2.24) sujeito as restricdes £{) = 0,
s=1,...,p. O estimador de maxima verossimilhanca perfilado @, ndo tem forma fechada e

pode ser obtido numericamente.
O logaritmo da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada proposta por |Barndorff-

Nielsen| (1983) é dado por

1 , S~ o~ S~ o~
gBN(Oé) = EP(O[) + 5 IOg |.]’Y’Y(Oé7’ya; a,q, CL)| - IOg |€'y;:y\(057’ya; a,q, (l>|,
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em que a é uma estatistica ancilar, & e 4 sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de
« e 7, respectivamente, jy,(a,¥,;@,%, a) é a matriz de informagdo observada para o vetor 7y

avaliada em (a,%,) e £,5(,%,; @,%,a) é uma matriz com elemento (s, t) dado por

2 5.8~
R N
em que /() é o logaritmo da func&o de verossimilhanca. Ambas matrizes tém dimensdo pxp. O
estimador de maxima verossimilhanca modificado denotado por agx ndo tem forma fechada e
pode ser obtido numericamente maximizando a correspondente funcao de log-verossimilhanca,
para maiores detalhes ver [Nocedal e Wright (1999)).
Severini (1999) derivou uma aproximagdo para a quantidade /, 5(a,%,;@,%,a) que ndo
depende de uma estatistica ancilar. Pontanto, o logaritmo da funcdo correspondente a apro-

ximacdo proposta por [Severini (1999)) é dado por

o 1 . N o o~ o~
eBN<Oé) = Ep(a) + § IOg |.]’Y’Y(a7’)/a)| - log |[‘Y(a77a; 04,’)’)|7

em que jyy(,7,) é a matriz de informagdo observada para o vetor 7 avaliada em («,%,,) e
L,(o,¥,; @, %) € uma matriz com elemento (s, t) dado por
n
Fst) (& A Y si) (0 &\ pti) (A AT
90,70 0,7) = 2057 (0, 7,) £0(a,9) T,
i=1
sendo Eﬁfﬂ') 0 s-ésimo componente do vetor escore de 7y baseado na i-ésima observacao e
avaliado em (a,%,) e (@,%), respectivamente. As matrizes jy,(a,7,) € Ly (o, Y,; @, %) tém
dimensdo p x p. O estimador de maxima verossimilhanca perfilado modificado &gx ndo tem
forma fechada e pode ser obtido numericamente maximizando a correspondente funcao de
log-verossimilhanca.

Para o modelo log-BS-t, os elementos das matrizes jyy(a,7,) € Iy(o,7,; @, 7) sdo apre-

sentados, respectivamente, a seguir

4/a?

B —275. \1?
[2 cosh (y . 7“)]
2 =z 7,\]" [2 R AYE
o 2 o 2

n
Z Tijs Tit
i=1

1 =

(s,t) __
Jyy " =
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e
o 1 n - T’\ 92 ; T
169 (0, 3,5 @) = 5; {I { [a conh (y ;c %)1 [a ol <y ; %)]
)
X W [se h<l L a)] — —
(e} 2 |:2 COSh (yl T, ’704):|
T ‘TA 2 7 i
X T 4 | — senh Yim T — cosh Yim i
2 Q 2
2 2 h yi*m?’Y
[Fen (520 o
X w | |=senh — — )
Qa 2 {% cosh (y;w)]
com s, t=1,...,p.
Matricialmente, temos
. N 1
j’Y’Y(Oévfya) = EX OX7
em que O = diag(o1(,%,), - --,0n(®,7,)), ou seja, O é uma matriz quadrada de dimensiao

n x n com elemento (7, j) dado por
o) = oi(a,y,) se i=j e O =0 se i},
sendo

~

4/0?
Oi(a7’7a) = - /

= 2
[i cosh (yi“;ha)]
2 i 1y ? 2 T ik ’
Q 2 «Q 2
2 —z5,\]
o ([Semh (M)] )
a 2
2 i 1y ? 2 T i ’
Q 2 «Q 2
2 s
Xw’([senh(g/;z%")] ), t=1,...,n
«o
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Além disso, temos que
o A 1 ot
[7(06,7(1;&,’)’):5)( PXa

em que P = diag(p1(,7,;0,7%), - -, Pn(0a,¥,; @,%)), ou seja, P é uma matriz quadrada de

dimens3o n X n com elemento (4, j) dado por
PO = pi(a,7,;0,7) se i=j e P =0 se i#j

sendo

2 i — Ty 2 _
pi(a7’/)\/a; a{a;)\/) = - Senh M - COSh w
« 2 o 2
T

@m\s

Ry I
xiu(Eﬁam<%_;gﬁ>])_ éiihcngwﬂ . i=1,...n

Uma outra aproximac3o foi apresentada por Fraser e Reid| (1995), [Fraser, Reid e Wu|(1999)

e Fraser e Reid| (2001). Sendo assim, a correspondente aproximacdo para o logaritmo da funcdo

proposta por Barndorff-Nielsen| (1983) é dada por

- 1 ) . DS
{pn(a) = Ep(a) + 2 log |]77(a7'7a)| — log |€,y;y(oz,’ya)ny|,

em que y. (0,7, ) € obtida derivando os componentes ﬁﬁf) do vetor escoredey (s =1,...,p)
com relacdo ao vetor de observacdes y = (y1,...,¥,) e a matriz ‘77 é dada por
(3F (1 ) ) <8F (Yn ) )
~ ~ o~ ~ -~ 8'75 875
V,= [V, V...V, ], sendo V, = |-~ "/ AT S oy )
7 Vo f(y1:0) f(yn:0)

sendo F(yl,g) afdae f(yi;a) a fdp da variavel aleatéria y;, i = 1,...,n. A matriz £, (a,7,,)
tem dimensdo p x n com elemento (s,1) e ‘77 é uma matriz de dimens3do n x p. O estimador
de maxima verossimilhanca apn ndo tem forma fechada e pode ser obtido numericamente

maximizando a correspondente funcao de log-verossimilhanca.
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~

Para o modelo log-BS-t, os elementos das matrizes /., (c,7%,) e V, sdo apresentados,

respectivamente, a seguir

EX) = 1 4/0&2
’()’;i/)(aafya) = ins - A~ 2
[i cosh (yz 7“)]

2 23\ [2 —z/3\]’
4| Zcosh (YT TiVa )| 4| Zgepn (%Y
« 2 « 2
5 ~ \12

e
O T
V'% = (x187x287 <o 7xns) 5
coms=1,...,pei=1,....,n.
Matricialmente, temos
~ I ot
ﬁy;y(a,'ya) = ZX 0]
e
]_ 12 . e xlp
‘7_ 1 Tog -+ Ty _x
= =
_1 Tn2 *t0 Tnp)

Dizemos que os componentes de = (y", )" sdo ortogonais se E (jyo) = E (j;) =0,
V@ € O, ver [Silveira| (1992, p. 30-31). Portanto, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca

perfilada modificada proposta por |Cox e Reid (1987) é dado por

Lon(a) = by() = 3 108 ry (0,7, (+1)

O estimador de maxima verossimilhanca acr ndo tem forma fechada e pode ser obtido

numericamente maximizando a correspondente funcdo de log-verossimilhanca. A expressdo
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(4.1)) é dada matricialmente por

1

j’Y’Y(Oéa;)\loz) = ZXTOX

Como a matriz de informacdo de Fisher ndo possui solucdo analitica, ndo se tem cer-
teza sobre a ortogonalidade dos parametros, portanto, recorremos a resultados numéricos via
simulacdo de Monte Carlo. Os resultados mostram inferéncias confiaveis.

Neste caso, o produto das matrizes Ev;y(aﬁa)ﬁ, é igual a matriz j,,(,%,) e, portanto,
a aproximacdo proposta por Fraser e Reid| (1995) coincide com a funcdo de verossimilhanca
perfilada modificada proposta por |Cox e Reid (1987).

As estatisticas da razdo de verossimilhancas baseadas nas funcoes de verossimilhancas
perfilada e perfiladas modificadas para testar Hy : o = «g versus Hy : a # o sdo dadas,

respectivamente, por

RVer =2[lcr(acer) — lor(aw)] -

Assim como o teste da razao de verossimilhancas usual, os testes baseados nas verossi-
milhancas perfilada e perfiladas modificadas possuem, assintoticamente, distribuicdo Xg sob
hipdtese nulas, sendo ¢ o nimero de restrices impostas pela hipdtese nulas. Rejeitamos Hj se
RV > x?,.1_,) sendo 1 — p o quantil da distribuicdo x* e p é o nivel de significancia adotado

para o teste. Mesmo com a modificacdo, a aproximacao pela distribuicao Xg tem erro de ordem

O(n™1).

4.2 DADOS CENSURADOS

Dadas n observacdes independentes y;, tais que y; ~ log-BS(a, ju; = z/v,v) para i =
1,...,n, sejam C o conjunto das unidades em que y; é o logaritmo do tempo de falhae C o

conjunto das unidades em que y; é o logaritmo do tempo de censura. Portanto, o logaritmo
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da funcao de verossimilhanca perfilada para o parametro a é dado por

o = o o (5% (452 2o (252 )

ieC

2 i —x,
+ Z log [ 1 — ®; | —senh Yi ~%iYa ,
icC @ 2

v+1
em que ¢ = 7 [log <(2r()V)> + (%) log(v )] r é o nimero de falhas e ®, é a fda t-
2

Student.

O estimador de maxima verossimilhanca perfilado de « é obtido maximizando o logaritmo
da funcdo de verossimilhanca dado em ([2.30)) sujeito as restricdes ﬁﬁf) =0,s=1,...,p. 0O
estimador de méxima verossimilhanca perfilado @&, ndo tem forma fechada e pode ser obtido
numericamente.

O logaritmo da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada proposta por Severini

(1999)) é dado por

v 1 _ ~ Y ~ o~

lov(a) = G(@) + 5 log (@, ¥a)| — log |1y (@, 7a; &, )],
em que jy (@, %,) é a matriz de informagdo observada para o vetor 7 avaliada em («,%,,) e
L, (a,%,; @) é uma matriz com elemento (s,t) dado por

L9900 A @4) = Y057 (0, 70) 650(@, )T + 2 657 (00 4.) 677 (6.4) "
ieC ieC

sendo Egs’i) 0 s-ésimo componente do vetor escore de 7y baseado na i-ésima observacdo e
avaliado em (a,%,) e (@,%), respectivamente. As matrizes j,,(a,%,) e L(a,7,;d,7) tém
dimens3do p x p. O estimador de maxima verossimilhanca perfilado modificado &pN n3o tem
forma fechada e pode ser obtido numericamente maximizando a correspondente funcao de

log-verossimilhanca.
Para o modelo log-BS-t considerando censura tipo Il, os elementos das matrizes j., (v, ¥,)

e Iy(a,7,;@,7) sdo apresentados, respectivamente, a seguir

4/a?
S t) - Z Tis Tit /

= ()
+ {

_l’_

2 2 2
2 —x 2 — T, 2 —x
Zgenh (¥ " Z%iTa 2 cosh [ " %iYa w | | Zsenh [ " TiVa
o 2 o 2 o 2
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2 9 )
2 _xlH 9 9
[0 2 « 2 o 2
+ — Z Tis Tit — Senh Yi % Vo h|Z senh Yi =Ti Yo
’LEO 2 « 2
2
4 2 _ TR T~
+ <2 + | senh (Wﬂ ) W [ senh (M)] }
« 6] 2 . 5

+ 2

e
y 1 2 x5 2 v — ;4
[(s,t) . _ - ) h a “ h i Ta
¥ (%05 @, 5) Qiezc{xzs{[a sen (2 >] [a cos <2
] 30
2 senh 2 )}
xw([senh( — i ’Ya ) —
« cosh 2' 7‘””
2 ; 2 — XA
X i § | = senh w — cosh w
Q 2 Qa 2
9 yi — 1A B senh (yi_gﬁ)]
X w lA senh (’ 5 : )] — —
o4 2 Yi—x,
fon ()
+ 1 Tis h 2 senh [ Z"2i e % Yo 2 cosh (£ —ZiYa 2 Yo
25 Q 2 Q@ 2
X ; h | = senh Yimx — cosh bi— %,y ,
Q 2 Q 2
coms,t=1,...,p.

Matricialmente,

. . 1
j’Y’)‘(a?’YOC) - EXTQXa

em que Q = diag(q1(,7,),---,q(,%,)), ou seja, @ é uma matriz quadrada de dimensdo

n x n com elemento (7, j) definido por

QU =q(aF,) se i=j e Q=0 se i#j

sendo
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o

L \q2 PN PN
X w qi senh (ya;’ 7“)] ) +2 B cosh <y? 7“)} B senh (y? 7)]

~ 2
o o (e () = ieo

[Z senh <yi_§% ﬂ h {i senh (yi—ag% )}

~ 2 ~
(o () ook () s

~ N2 ~ 72
- L { {2 senh (y"ag’ya)] + [2 cosh (yim;va)] }
{2 COSh(Wﬂ * ¢
2

Além disso, temos que

v

1
]’y(aa’?a;a@ﬁ) = §XTSX7

em que S = diag(s1(a,¥,; @, 7), .-, Sn(@,7,;a, %)), ou seja, S é uma matriz quadrada de

dimensdo n X n com elemento (7, j) dado por
S0 = si(a,7,:8,9) se i=j e S0 =0 se i#j,

sendo

2
X { {% senh (yﬁ)] B cosh <y¢;tﬁ)}
0, 7,i8.5) = gy [ (355)) ;
X W [%%nh(Wﬂ — ( TA} , se 1€ C,

h [i senh <yi_g§% ﬂ [i cosh (yi_m;% ﬂ

X h [2senh <y;ﬁ§>} [%cosh <yﬁ>}7 se 1€ C.

=
(0%

O logaritmo da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada proposta por [Fraser e Reid

(1995)) é dado por

_ 1 ) N PN
lpn(a) = Ly(a) + 5 log [y (@, V)| = log [£yy (@, 7)) V4,
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em que (., (cv,%,) é obtida derivando os componentes €,(f) do vetor escore dey (s =1,...,p)
com relacdo ao vetor de observacdes y = (y1,...,¥,) e a matriz ‘A/,y é dada por
(aml @) (aF(yn;ﬁ))
U= [V 0], sendo W, = |-~ ATy,
f(y1;0) f(yn:0)

sendo F(y;;0) a fda e f(y;;0) a fdp da variavel aleatéria y;, i = 1,...,n. A matriz lyy(a,79,)
tem dimensdo p x n com elemento (s,i) e XZ, é uma matriz de dimensdo n X p.
Para o modelo log-BS-t considerando censura tipo Il, os elementos das matrizes (.., (., ¥,,)

e V, sdo apresentados, respectivamente, a seguir

1 B 4/a?

o~ 2
[i cosh <Uz _22”770 ) ]
N2 N2
+ { [i senh (yi’;haﬂ + B cosh <yiz2ﬁa>} }

R o
senh (yz e Yo

B [2 senh <y_a”;§“>}}, se 1€ C,

et ()
T \12
+ (;12 + {i senh (y"_zﬁ"‘)] )

OF (g1 BlaT) OF(unBlz]) )\ |
~ 975 07 (

- [ (yn,0lz))

T
ml,mg,...,mn) .

fly.0lz7)

Como a quantidade &;» segue uma distribuicdo normal padrao, entao, a distribuicao que

modela o tempo de censura n3o depende de 7. Portanto

ieC=my=uz, € i€C=m;=0.

Matricialmente,
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O logaritmo da funcao de verossimilhanca perfilada modificada proposta por |Cox e Reid

(1987)) é dado por

1 ) -
gCR(“) = gp(a) D) log |Jw(a7’)’a>|'

Matricialmente,
. . 1 1
j7’7(a7'yo¢) = ZX QX.

O estimador de maxima verossimilhanca perfilado modificado g ndo tem forma fechada e
pode ser obtido numericamente maximizando a correspondente funcdo de log-verossimilhanca.

Como ja mencionado, o ajuste de |Cox e Reid| exige a ortogonalidade entre os parametros
de interesse e perturbacdo, entretanto, quando trabalhamos com dados censurados tipo Il, a
matriz de informacdo de Fisher ndo possui solucdo analitica, dessa forma, nao se tem certeza
sobre a ortogonalidade dos parametros. Para utilizar essa proposta de ajuste, precisamos recor-
rer a resultados numéricos via simulacdo de Monte Carlo. Os resultados mostram inferéncias

confidveis.

4.3 AVALIACAO NUMERICA

Esta secao tem a finalidade de avaliar numericamente a qualidade das inferéncias feitas
sobre o pardmetro de interesse a no modelo log-BS-t na presenca, ou nado, de censura tipo Il,
em amostras de tamanho finito e sob diferentes cenarios. Os objetivos especificos podem ser

resumidos como segue:

» Avaliar o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca perfilado e per-
filados modificados, utilizando as seguintes medidas: média, varidncia, viés, erro qua-
dratico médio (EQM) e viés relativo (VR, definido como 100 x (viés/valor verdadeiro do

pardmetro)%).

» Comparar as precisdes das diferentes estimativas intervalares, descrevendo as coberturas
empiricas (%) dos intervalos assintético (ICA) e bootstrap percentil (ICP) aos niveis

nominais 90%, 95% e 99% para o pardmetro a.

» Comparar os desempenhos dos testes da razao de verossimilhancas perfilada e perfiladas

modificadas, através de seus tamanhos (e poderes) apresentando as taxas de rejeicdo
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nulas (e ndo nulas) aos niveis nominais 10%, 5% e 1%. Estes desempenhos sao avaliados
em funcdo da proximidade das probabilidades de rejeicao da hipdtese nula, sendo esta

verdadeira (probabilidade do erro tipo |), aos respectivos niveis nominais dos testes.

4.3.1 Dados completos

A geracdo dos nimeros pseudo-aleatérios da distribuicao log-BS-t foi realizada a partir
da expressdao dada em , porém, Z ~ t,. O procedimento utilizado para estimacdo dos
pardmetros segue o esquema descrito em |Leiva et al.| (2008)). Inicialmente geramos amostras
da distribuicdo log-BSG com nicleo t,,, sendo t,, o "nlcleo verdadeiro"e estimamos os pa-
rametros da distribuicdo assumindo que as amostras foram geradas utilizando a distribuicdo
log-BSG com niicleo ¢,,, sendo ¢,, o "nicleo assumido", com v, = v, ou v}, # v,. A ideia é
verificar o quanto o erro na especificacdo do nicleo interfere nas estimativas.

Geramos 10.000 réplicas de Monte Carlo com tamanho amostral n = 20. Para as taxas
intervalares, utilizamos 10.000 réplicas de Monte Carlo e 1.000 réplicas bootstrap. A reamos-
tragem bootstrap foi realizada parametricamente. Os valores assumidos para o parametro de
interesse foram o = 0,1 e 0, 5, ja para os parametros de incobmodo, sem perda de generalidade,
fixamos valores iguais a um, isto é, 7, = 1 Vs, e as covariaveis sao realizacdes independentes
de uma variavel aleatéria uniforme com valores no intervalo (0, 1).

Para maximizar as funcdes, utilizamos o pacote maximize e as funcdes MaxBFGS e
MaxSQP. Nesta situacdo, quando utilizamos o método numérico SQP, impomos a restricdo
de que Eﬁf) = 0, para encontrarmos as estimativas restritas do vetor 4. Utilizamos como
valores iniciais as estimativas de maxima verossimilhanca do modelo log-BS sem censura.

Na Tabela 21, apresentamos as estimativas pontuais para o parametro «, considerando
valores fixos para os graus de liberdade, isto é, v,, 1, = 4,8 e 50 (representando alta, média
e baixa curtose, respectivamente) e dois pardmetros de perturbacdo (p = 2). Como esperado,
notamos que quando o grau de liberdade verdadeiro é igual ao grau de liberdade assumido, isto
é, v, = 1, as estimativas no geral apresentam melhores desempenhos quando comparadas com
as estimativas dos cenarios em que v, # 14. Por exemplo, quando o = 0,1 e v, = 14, = 50, os
mddulos dos vieses relativos dos estimadores @, &BN e Qg s30, respectivamente, 6, 3046%,
1,1387% e 1,2306%, entretanto, quando o« = 0,1, v, = 50 e v, = 4, os vieses relativos dos
estimadores &, &BN e o sdo, em mbdulo, respectivamente, iguais a 21, 4064%, 16, 2266%

e 17,0836%. Quando v, > v, observamos que os estimadores cigy € dcr corrigem melhor as
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estimativas, focaremos mais uma vez nos vieses relativos. Por exemplo, considerando o = 0, 5,
v, = 50 e v, = 8, os vieses relativos dos estimadores a,, ngN e Qop Sao, respectivamente,
14,1689%, 8,7566% e 9,3139%. Porém, quando v, < v, os ajustes ndo melhoram as esti-
mativas, isto é, o estimador baseado na funcdo de verossimilhanca perfilada (@,) apresenta
desempenho melhor quando comparado com os estimadores baseados nas funcdes de verossi-
milhancas perfiladas ajustadas ((‘AiBN e agr). Por exemplo, para o = 0,1, v, =4 e v, = 50,
temos, respectivamente, os seguintes vieses relativos, 24,4013%, 31,2474% e 31, 3379%.

Nas Tabelas [22] [23] e [24] apresentamos as taxas de coberturas dos intervalos de confianca
do tipo assintdtico e bootstrap percentil para o pardmetro o com niveis nominais de 90%,
95% e 99% e n = 20. Observamos que quando v, = 1, o intervalo ICA apresenta coberturas
empiricas mais préximas dos verdadeiros niveis nominais pré-estabelecido, com excecdo do
cenario em que o nivel nominal é igual a 99% e v, = 1, = 4. Por exemplo, considerando o
nivel nominal igual a 99%, o = 0,5 e v, = v, = 4, temos as seguintes coberturas empiricas:
93,67% e 94, 58%, respectivamente. Quando v, > 13 o intervalo ICA apresenta cobertura
maior que o intervalo ICP, porém, ambos intervalos apresentam coberturas mais distantes dos
niveis nominais pré-estabelecidos. A excecao neste caso se aplica ao cendrio em que o nivel
nominal igual a 99%, v, = {8,50} e 1, = 4. Por exemplo, considerando o nivel nominal igual
a99%, a =0,1, v, = 50 e 1, = 4, temos as seguintes taxas de cobertura, respectivamente,
81,54% e 85,02%. Observamos que para todos os niveis nominais, quando v, < 13 e este
grau de liberdade assumido é bem préximo ao grau de liberdade verdadeiro, os intervalos
apresentam coberturas bem proximas aos niveis nominais pré-estabelecidos. Destacamos que
neste caso, s6 existe apenas um cendrio, isto é, quando v, = 4 e v, = 8. Por exemplo, quando
o nivel nominal é igual a 99%, a = 0,1, v, = 4 e v, = 8, temos, as seguintes seguintes taxas
de cobertura, 96, 88% e 96, 32%, respectivamente.

As Tabelas e apresentam as taxas de rejeicdo nulas dos testes RV, RVpn, e
RVcr, com niveis nominais de 10%, 5% e 1% e n = 20. Consideramos duas hipdteses nulas
distintas, a saber: Hy : o = 0,1 e Hy : a« = 0,5, a serem testadas contra uma alternativa
bilateral. Na Tabela , notamos que, quando v, = 1, o teste RV, é liberal, isto é, apresenta
taxas de rejeicdo muito acima dos niveis nominais considerados. Por exemplo, para o = 0, 1,
v, = 1 = 4 e nivel nominal igual a 10%, o tamanho dos testes RV,, RVgy, € RVog sdo
iguais a 13,17%, 10,82% e 10, 54%, respectivamente. Quando v, > v, os testes baseados
nas aproximacdes apresentam melhores desempenhos, como, por exemplo, para @ = 0,5,

v, = 8, 1, = 4 e nivel nominal igual a 5%, temos, respectivamente, 11, 54%, 5,79% e 5, 92%.
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Observamos que quando v, = 50 e v, = 4 todos os testes sdo extremamente liberais. E
quando v, < v;, todos os testes sdo liberais, entretanto, neste cendrio os testes RVpn, €
RVcr apresentam taxas de rejeicdo maiores que o teste RV,. Por exemplo, para a = 0,5,
Vo = 4, v, = 50 e nivel nominal igual a 10%, temos as respectivas taxas nulas, 39, 37%,
44.84% e 44,84%.

As Tabelas , e [29] apresentam as taxas de rejeicdo n3o nulas empiricas (poder) dos
testes RV, RVpn, € RVcpg. As taxas de rejeicao foram obtidas levando em consideracao
a hipdtese alternativa H; : o # ag, em que pequenas variacoes nos valores de «g foram
consideradas (0,12 a 0,28) com niveis nominais de 10%, 5% e 1%, n = 20, dois pardmetros
de perturbacdo (p = 2) e valores fixos para os graus de liberdade (v,,1, = 4,8 e 50).
Sob a hipdtese nulas o« = 0, 1. Para as simulacdes do poder, utilizamos valores exatos ao
invés dos assintéticos, dessa maneira fazemos com que os testes tenham o mesmo tamanho.
Inicialmente notamos que os testes baseados nas aproximacdes (RVpy, € RVeog) sdo mais
poderosos, fornecendo taxas de rejeicdo crescentes no sentido do distanciamento da hipdtese
nula. Por exemplo, considerando v, = v, = 8, sob hipdtese alternativa @ = 0,20 e nivel
nominal igual a 10%, o poder dos testes RV,, RVgy, e RVcp sdo, respectivamente, 93, 41%,
96, 34% e 96, 31%.

Os resultados numéricos mostraram que os estimadores e testes vinculados as funcdes de
verossimilhancas perfiladas ajustadas apresentaram melhores desempenhos do que o estimador
e teste baseado na funcdo de verossimilhanca perfilada original, apesar de que, em alguns
cendrios esses estimadores e testes nao sobressairam sua contrapartida. Portanto, pontuamos
algumas observacdes. Quando v, = v, = 4, o estimador acr apresenta melhor desempenho
do que os estimadores @, &BN. Entretanto, quando v, = v, = 8 e 50, o estimador &BN
apresenta melhor desempenho do que os estimadores &, e cicg. Em relacdo aos testes, quando
Vo = U = 4, o teste RV apresenta desempenho melhor do que os testes RV, e RVpny;.
E quando v, = v, = 8 e 50, o teste RVpy, apresenta desempenho melhor do que os testes
RV, e RVcgr. Nos cenarios em que v, > 15, o estimador &BN e o teste RVpy, apresentam
melhores desempenhos do que os demais estimadores e testes. Entretanto, quando v, < 14, 0

estimador o, e teste RV}, sobressai suas contrapartidas.
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Tabela 22 — Cobertura dos intervalos de confianca (90%) para diferentes valores de «, modelo
log-BS-t, dados completos, v, = 1Vs e n = 20.

=1+ 2T
nucleo verdadeiro
«  nlcleo assumido ta fs0
ICA ICP ICA ICP ICA ICP
ty 83,07 80,72 72,70 69,19 58,69 55,48
0,1 ts 85,49 84,22 83,07 78,70 72,70 66,58
t50 67,16 73,15 82,86 82,19 80,79 74,07
ty 82,88 80,29 72,47 68,86 58,45 55,04
0,5 ts 85,21 83,96 82,78 78,32 72,42 65,99
t50 69,31 76,12 82,96 82,19 81,28 74,62

Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 23 — Cobertura dos intervalos de confianca (95%) para diferentes valores de «, modelo
log-BS-t, dados completos, v = 1Vs e n = 20.

H="1 + Y222
nicleo verdadeiro
, . ty t50
«  nucleo assumido
ICA ICP ICA ICP ICA ICP
ty 88,23 87,33 79,59 79,09 67,91 67,77
0,1 ts 91,55 90,38 88,20 85,99 79,81 76,42
tso 77,21 81,24 89,56 88,61 86,36 81,22
ta 88,00 87,16 79,33 78,70 67,55 67,47
0,5 ts 91,37 90,28 88,00 85,70 79,49 76,06
tso 79,43 84,63 89,74 88,47 86,77 81,82
Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 24 — Cobertura dos intervalos de confianca (99%) para diferentes valores de «, modelo
log-BS-t, dados completos, v, = 1Vs e n = 20.

=71+ 2T
nucleo verdadeiro
«  nlcleo assumido fa s f50
ICA ICP ICA ICP ICA ICP
t4 93,80 94,66 89,42 91,21 81,54 85,02
0,1 ts 96,88 96,32 93,99 93,79 88,84 88,78
ts0 91,00 91,94 96,18 94,90 92,81 90,35
t4 93,67 94,58 89,19 91,01 81,33 84,87
0,5 ts 96,76 96,31 93,91 93,55 88,55 88,52
t50 92,84 93,66 95,95 94,73 92,76 90,30

Fonte: Autoria prépria (2021)
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4.3.2 Dados censurados

Aqui, o estudo tem finalidade analoga a analise realizada para dados completos, entretanto,
consideramos a censura tipo |l. A geracao dos nimeros pseudo-aleatérios da distribuicdo log-
BS-t foi obtida a partir da expressdao dada em ([2.5)), porém, Z ~ t,. Geramos 10.000 réplicas
de Monte Carlo com tamanho amostral n = 20, niveis de censura 10%, 30% e 50% e v = 4, 8
e 50. Os verdadeiros valores dos pardmetros de regressdo (pardmetros de perturbac3o) e para
o parametro de interesse, foram tomados, respectivamente, como: 7, =1Vsea =0,1¢e0,5.
As covaridveis sao realizaces independentes de uma variavel aleatdria uniforme no intervalo
(0,1).

Para maximizar as funcGes utilizamos o pacote maximize e as funcbes MaxBFGS e
MaxSQP. No método SQP, impomos a restricdo de que E,(Ys) = 0 com a finalidade de encon-
trarmos as estimativas restritas do vetor 4,. Utilizamos como valores iniciais as estimativas
de maxima verossimilhanca do modelo log-BS sem censura.

Na Tabela |30 apresentamos as estimativas pontuais para o« = 0,1 e 0,5, considerando
fixo os graus de liberdade, isto é, v = {4,8,50} (representando alta, média e baixa curtose,
respectivamente) e diferente porcentagens de censura (10%, 30% e 50%). No geral, tanto
para « = 0,1 como para o = 0,5, notamos que quando o valor de ¥ aumenta, os erros
quadraticos médios diminuem. Por exemplo, quando a = 0,1, ¥ = 4 e a porcentagem de
censura € igual a 10%, temos, que o EQM dos estimadores &, oCzBN, apn € Gop é igual a
0,0005, ja para v = 50, o EQM correspondente aos estimadores é igual a 0,0003. Porém, a
medida que o valor de v aumenta, os vieses relativos desses estimadores também aumentam.
Por exemplo, considerando o estimador &,, v = 50 e porcentagens de censura iguais a 10% e
50%, temos, respectivamente, 7,0669% e 12,1017%. Observamos que os estimadores ngN,
apn € Gcp apresentam melhores vieses relativos do que o estimador &p_ Por exemplo, quando
a = 0,5, v =4 e aporcentagem de censura é igual a 30%, os vieses relativos gup, BN, Gpy €
Qcr S3o, respectivamente, 7,9147%, 1,1047%, 1,0892% e 1,5680%. Quando aumentamos a
porcentagem da censura observamos que os vieses relativos dos estimadores aumentam tam-
bém, entretanto, os estimadores &BN, apn € Qcg apresentam melhores desempenhos quando
comparados com o estimador gzp. Por exemplo, quando @ = 0,1, v = 8 e a porcentagem de
censura é igual a 10%, os vieses relativos dos estimadores gzp, &BN, SzBN e Qcpg Sao, respec-
tivamente, 6,3495%, 0, 7885%, 0,4033% e 0,2798%, quando aumentamos a porcentagem

de censura para 50%, os vieses relativos desses estimadores s3o, respectivamente, 10, 8987%,
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0, 8445%, 0,3489% e 3, 7821%.

Na Tabela (31, apresentamos as coberturas empiricas dos intervalos ICA e ICP para o
pardmetros « ao nivel nominal igual a 95%, niveis de censura iguais a 10%, 30% e 50% e
v = 4,8 e 50. No geral, notamos que o intervalo ICA apresenta cobertura maior que o intervalo
ICP. Por exemplo, considerando o = 0,1, v = 8 e 50% de censura, temos as seguintes taxas,
81,04% e 77, 54%, respectivamente. Observamos também que a medida que a porcentagem de
censura aumenta, as taxas de cobertura dos intervalos diminuem. Por exemplo, para a = 0, 5,
v = 4 e intervalo ICA, temos, as seguintes taxas de cobertura conforme aumentamos a
porcentagem de censura, 88,97%, 85,46% e 81,89%, respectivamente. O mesmo acontece
quando aumentamos o valor de v. Para exemplificar, consideramos o = 0,5, 10% de censura
e o intervalo ICP, portanto, temos as seguintes taxas de cobertura conforme v aumenta,
86, 35%, 83,73% e 80,05%, respectivamente.

A Tabela [32| contém as taxas de rejeicdo dos testes sob as hipdteses nulas (Hy : o = 0,1
e Hy: a = 0,5) baseados nas estatisticas RV,, RVgy,, RVgn, € RVor com niveis nominais
iguais a 10%, 5% e 1% e graus de liberdades iguais a 4,8 e 50. Observamos que o teste RV,
apresenta maiores taxas de rejeicao nulas, considerando todos os cenarios. Por exemplo, para
v =4, a=0,1, porcentagem de censura igual a 30% e nivel nominal igual a 10%, temos as
seguintes taxas de rejeicdo, 14, 38%, 10,92%, 10,68 e 11,20% para os testes RV}, RVpn,,
RVpn, € RVeopg, respectivamente. A medida que aumentamos a porcentagem da censura, as
taxas dos testes também aumentam, como, por exemplo, para v = 8, a = 0, 5 e nivel nominal
igual a 10%, temos as seguintes taxas de rejeicdo para o teste RV, conforme aumentamos a
porcentagem de censura, 13,95%, 15,89% e 20,86%, respectivamente. Entretanto, destaca-
mos que, apesar desses aumentos nas taxas, os testes RVpn,, RVpn, € RVog apresentaram
um desempenho razoavelmente melhor que o teste RV, por exemplo, considerando v = 8§,
a = 0,5, porcentagem, de censura igual a 50% e nivel nominal igual a 10%, temos que as
taxas de rejeicdo para os testes RV, RVgn,, RVpn, € RVeor sdo, respectivamente, 20, 86%,
16,41%, 14,03% e 14, 26%.

Na Tabela , apresentamos o poder dos testes RV, RVgn,, RVpn, RVcr, com niveis
nominais de 10% e 5%, niveis de censuras iguais a 10%, 30% e 50%, graus de liberdades
iguais a 4,8 e 50, e n = 20. Consideramos o teste Hy : o = « contra Hy : a # «g, sob
a hipotese nula a = 0,1 e sob a hipdtese alternativa variamos oy de 0,12 a 0,28 com o
intuito de observarmos os impactos causados nas taxas do poder. Para que os testes tenham

o mesmo tamanho, utilizamos os valores criticos exatos ao invés dos assintéticos. Notamos
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que, quando aumentamos o grau de liberdade, as taxas de rejeicio também aumentam, por
exemplo, considerando o teste RVpy,, a = 0, 16, porcentagem de censura igual a 10% e nivel
nominal igual a 10%, temos as seguintes taxas de rejeicio conforme aumentamos os valores
de v, 64,54%, 72,22% e 80, 16%, respectivamente. Por outro lado, quando aumentamos a
censura, os testes sdo menos poderosos, por exemplo, para o teste RV, « = 0,14, v =8 e
nivel nominal igual a 5%, temos que as taxas conforme aumentamos a porcentagem de censura
s30, 26,23%, 18,82% e 12,05%, respectivamente.

Em sintese, notamos que os estimadores &BN, apn € Acg apresentam desempenhos supe-
riores ao estimador &y, tanto nos cendrios em que aumentamos os graus de liberdade, como,
nos cenarios que aumentamos a porcentagem de censura. Com relacao aos testes, os tes-
tes da razdo de verossimilhancas perfilados ajustados (RVgyn,, RVsnN, € RVor) apresentam

desempenhos superiores ao teste 1RV,



99

(1202) eudoud eLoiny :23u04

86¥8°c 9810°0 &FI0'0— ¥8I0°0 8S8F 0 6.76°0 9€60°0 LF00°0— 9800  €S6F ‘0 666 T 80800 00100 20€0°0  00TS ‘0 499
0966 ‘T 68100 00TO‘0— $8T0°0  006¥ ‘0 0202°'c  T€0°0 OTTO‘0— 62200 06870 €6L0°C  ©820°0 TOTO‘0— 18200 968F'0  N® .
66.6°¢  9LTO‘0 6620°0— L9TO0  TOLVO VL6V P 9TZ00 G2T00—  TTIE0'0  GLLPO LTEL'T 9920°0 LETO'0— 99200 €98p‘0 NP 0
106761 €810°0 S290°0—  FFI0O‘0  GLEF 'O 968G ‘TT €120°0 6S0°0— 08T10°0  1g¥hF ‘0 0L9%°0T 0S20°0 €8S0°0— €200  ALVF 'O ‘o
L0T°T 08100 9500°0— 0CI0‘0  ¥¥6¥ 0 g6c0‘0  0STO'0 T000°0— 0STO0 66670 089S‘T  L8T0'0  8L00°0  L8T0°0  8L0S°0 409
9¢86°0 1G10°0 6¥00°0— TZI0O'0  TG6¥ ‘0 6F1€°0  TST0°0 9100°0— TISTO'0  ¥86¥% ‘0 %680°T 06100 #5000  6810°0  ¥S0S ‘0 Ndp .
L¥PP'e  GIT0°0 €LTI00— €T10°0  8T8F 0 €e6e‘c  ¢¥I0‘0 02T0°0— TPIO0  08SF 0 LYOT‘T  GLTO0 GS00°0— ¥L10°0 G¥6F'0  NED 0¢ €0
60026 0gI0°0 09¥0°0— 66000  OFSF ‘0O LP09°8  TFI00 0€F0°0— @ZI0‘0  0LSF 0 L¥16°L  €910°0 96£0°0—  0STO'0  F09F% ‘0 ‘o
PIFPTT  ¥#800°0 LS00°0— ¥800°0  E¥6¥ ‘0 FEFE0  S0T0°0 &T00°0—  SOTO'0  886¥% ‘0 9€36°0 GETO0  9¥00°0  SETO'0  9¥0S ‘O 499
Gg60°T  ¥800°'0 GS00°0— #8000  S¥6V 0 00T0‘0 20100 0000°‘0—  L0T0‘0 000G ‘0 €0CV‘T  SET0°0  TLO0'0  SET00  TL0G°0  N¥p
6256°T  €800°0 9600°0— ©800°0  F06F ‘0 6090 S0T00 0£00°0— SOTO'0  0L6¥ ‘0 2998°0  9€10°0  €F00°0  9ETO'0  €F0S ‘0 Nédp ot
6PFE L 9800°0 L9£0°0—  €L00°0  €£9%°0 09960  @0T0‘0 8TE0‘0— 6000  GLIF O 09LL°G  GZI0‘0 68¢0°0— LITO0  TILF'O )
PITO‘C 9000°0 0S00°0—  9000°0 05600 128L°¢  L000°0 8€00°0—  L000°0 9600 2S0T ‘e 6000°0 ©g00‘0— 60000 8L60°0 499
808z ‘T 90000 €T00°0— 90000 L8600 687€°0 80000 €000°0— 80000 L6600 €516°0  0T00°0  6000°0  0T00‘0  600T ‘0 Nép
€L¥L°c  9000°0 Lg00°0— 9000°0  €L60°0 GFP8°0 8000°0 8000°0—  8000°0 660 ‘0 L¥0L°0  0T00°0  2000°0  0T00°0 00T ‘0 Ny 0%
LI0T°2T  9000°0 T&TO'0— G000°0 6480°0  L868°0T 8000°0 60T0°0— 9000°0 T1680°0  8€00°0T 60000 00T0°0— 8000°0 00600 ‘o
Z0vS ‘e ¥000°0 S200‘0—  F000°0  GL60 0 €F6F ‘T S000°0 STO00—  S000°0 G860 °0 8¢60°0  L000°0  T000°0  L000°0  TOOT ‘O 499
¥65€‘T  P000°0 €100°0—  ¥000°0 L8600 €019°0  S000°0 9000 °0—  S000°0  ¥660 0 968G°0  L000°0  9000°0  L000°0 900T‘0  N¥® .
TS6T°C F000°0 g00‘0— F000°0  8L60°0 6660  S000°0 0T000—  S000°0 06600 €eeh'0 L0000 ¥000°0  L000°0  F00T ‘0 Ndp 0 ro
878G ‘8 F000°0 9800°0—  ¥000°0  FI60°0 TSE8°L  S000°0 6L00°0—  S000°0 1600 0£90°L  9000°0 TL00°0— 90000 6600 ‘0
9.8¢°T  €000°0 FI00°0— €000°0 98600 86L%°0  F000°0 €000°0—  ¥000°0 L6600 GL¥8°0  S000°0  8000°0  S000‘0  800T ‘0 499
TC6ET  €000°0 FI00°0—  €000°0 98600 €e0v‘0  F000°0 F000°0—  ¥000°0 9660 ‘0 GES9°0 S000°0  L000°0  S000°0  L0OT ‘O Nép
67P6°T  €000°0 6T00°0— €000°0  T860°0 G88L°0  F000°0 8000°0—  ¥000°0 6600 96820 S000°0  €000°0  S000°0  €00T ‘0 Ndp 01
6990°L  €000°0 T.00°0— €000°0 6600 G6FE‘9  F000°0 €900°0—  F000°0  LE60°0 2906°G  S000°0  6S00°0—  S000°0  T¥60 ‘0 ‘o
(%A WO3 SPIA EIDUBLEA  EIpOW (%)¥A  NO3 SPIA EIDUBLEA  EIpW (%)¥A  NO3 SOIA EIDUBLEA  EIpOW

0z P " Jopewnyse  (9) eansud  ©

os)onu
e+ o=11

"0¢ = U d SAT = °L ‘|| od1} sopeinsusd sopep

‘1-Gg-80| OJ]opoW ‘O Sp SIOPEWIISD SIIUIIIYIP IP SEAINIISIP

SEPIPIN — O€ Eleqel



100

Tabela 31 — Cobertura dos intervalos de confianga (95%) para diferentes valores de «, modelo
log-BS-t, dados censurados tipo Il, v = 1Vs e n = 20.

H= 71+ Y22
nicleo censura (%) =01 =05
ICA ICP ICA ICP
10 88,03 86,11 88,97 86,35
ty 30 85,28 84,17 85,46 83,006
50 81,95 80,92 81,89 79,64
10 87,12 84,14 87,29 83,73
ts 30 85,76 82,92 84,85 80,97
50 81,04 77,54 81,41 77,54
10 85,60 80,30 86,06 80,05
tso 30 84,41 78,13 83,23 76,97
50 78,86 70,87 79,07 72,52

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 32 — Taxas de rejeicao nulas, inferéncia sobre o, modelo log-BS-t, dados censurados

tipo Il, v = 1Vs e n = 20.

p="71 1 Y2T2
ty
=0,1  =0,5
censura (%) nivel nominal S i
RV, RVpn, RVgn, RVer RV, RVpn, RVgn, RVer
10% 13,58 10,74 10,68 10,56 13,62 10,91 10,56 10,42
10 5% 718 558 523 516 7,49 556 540 525
1% 1,64 1,06 1,02 0,99 1,92 1,28 1,07 1,09
10% 14,38 10,92 10,42 11,20 14,53 11,34 10,89 10,75
30 5% 8,25 5,34 4,92 9,98 8,23 6,02 9,65 5,49
1% 2,00 1,14 0,9 1,10 2,26 1,49 1,27 1,21
10% 17,32 12,26 10,73 12,34 18,67 14,19 12,87 13,22
50 5% 10,42 6,16 5,10 6,09 11,49 8,15 6,97 7,40
1% 2,88 1,45 1,12 1,29 3,61 2,25 1,73 1,86
tg
=0,1 =0,5
censura (%) nivel nominal S S
RV, RVpn, RVpn, RVer RV, RVpn, RVpn, RVer
10% 13,95 10,38 10,27 10,27 13,95 10,88 10,41 10,32
10 5% 7,31 5,12 5,11 5,09 7,57 5,38 5,18 5,04
1% 1,77 1,00 0,95 0,98 1,76 1,05 0,92 0,92
10% 15,36 11,05 10,84 11,49 15,89 12,07 11,25 11,23
30 5% 8,60 5,80 5,60 6,02 8,8 6,37 D,84 5,82
1% 2,34 1,16 1,09 1,20 2,54 1,33 1,17 1,18
10% 19,30 12,17 11,62 13,03 20,86 16,41 14,03 14,26
50 5% 11,44 6,57 6,09 7,02 13,12 9,20 7,71 8,06
1% 3,37 1,53 1,39 1,53 4,34 2,54 1,79 1,94
t50
= 1 =
censura (%) nivel nominal =0 @=0,9
RV, RVpn, RVpn, RVer RV, RVpn, RVpn, RVer
10% 13,99 10,81 10,55 10,61 14,37 10,62 10,33 10,31
10 5% 8,07 5,37 5,18 5,19 7,96 5,15 4,95 4,93
1% 1,98 1,28 1,27 1,28 2,07 1,20 1,08 1,08
10% 16,19 11,47 10,96 11,79 16,77 12,43 11,34 11,33
30 5% 9,42 6,14 58t 6,28 9,92 6,72 593 596
1% 2,63 1,29 1,18 1,37 2,91 1,48 1,25 1,26
10% 19,19 12,51 11,76 13,16 22,36 17,33 14,21 14,83
50 5% 12,04 6,95 6,62 7,31 14,68 9,93 8,13 8,46
1% 408 1,75 1,61 1,88 4,80 2.8 221 2,25

Fonte: Autoria prépria (2021)
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5 APLICACOES

Neste capitulo apresentaremos aplicacGes utilizando bancos de dados reais que sao descritos

em cada secdo na qual se é utilizado. O objetivo é ilustrar a metodologia desenvolvida nos

Capitulos [3 e [4]

5.1 PRIMEIRA APLICACAO

Consideramos o conjunto de dados de fadiga biaxial de Brown e Miller analisado por |Rieck e
Nedelman| (1991)). Esses dados se referem aos tempos de falhas de 46 pecas de metais sujeitas
a compressdes ciclicas até falharem. Seja ¢ (varidvel resposta) o tempo de falha da peca de
metal em ciclos e o (varidvel explicativa) o trabalho por ciclo (MJ/m?). Consideramos o

seguinte modelo de regressao
y; = log(t;) = 71 + 2 log(xin) + €, i=1,...,46, (5.1)

em que y; é o logaritmo do tempo de falha da i-ésima peca de metal, y; e ¥, sdo os coeficientes
de regressdo e ¢; ~ log-BSG(a, 0; g) parai=1,...,46.

As estimativas de maxima verossimilhanca, os erros padrao, as estatisticas z e os p-valores
para o teste de hipéteses da significancia dos parametros (Hj : 72 = 0), estdo apresentados na
Tabela [34] Observamos que todos os pardmetros séo significativos aos niveis de significancia

usuais.

Tabela 34 — Estimativas dos parametros, erros padrao, estatisticas z e p-valores dos modelos
log-BS e log-BS-t com v = 4,8 e 50 para os dados de fadiga biaxial.

Modelo Parametro Estimativa Erro padrdo Est z Valor p
" 12,280 0,389 31,535 < 0,001
log-BS Yo —1,671 0,108 —15,407 < 0,001
« 0,410 0,043 9,592 < 0,001
" 12,383 0,469 26,405 < 0,001
log-BS-t,4 Yo —1,694 0,129 —13,136 < 0,001
« 0,362 0,047 7,775 < 0,001
7 12,329 0,432 28,561 < 0,001
log-BS-tg Y2 —1,681 0,119 —14,095 < 0,001
« 0,383 0,045 8,525 < 0,001
" 12,287 0,397 30,975 < 0,001
log-BS-t5 Yo —1,672 0,110 —15,160 < 0,001
@ 0,406 0,043 9,390 < 0,001

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Na Tabela |35 apresentamos as estimativas de £(8) e os critérios de selecdo de modelos AIC
- Critério de informac&o de Akaike (AKAIKE, 1974) e SIC - Critério de Informac3o de Schwarz
(SCHWARZ, 1978)). Comparamos os modelos log-BS e log-BS-t com diferentes valores fixados
para v através dos valores AIC e SIC em que 6(9) é o logaritmo da funcdo de verossimilhanca
de @ avaliado em 6. De acordo com os critérios, selecionamos o modelo que apresenta os
menores valores AIC e SIC. De acordo com a Tabela[35] o modelo selecionado é o modelo de

regressao log-BS (RIECK; NEDELMAN, [1991)) pois apresentou menor AIC e SIC em relacdo aos

demais modelos.

Tabela 35 — Comparacdo dos modelos log-BS e log-BS-t com v = 4,8 e 50 para os dados de
fadiga biaxial.

Modelo 0(6) AIC  SIC

log-BS —23,370 52,741 58,227
log-BS-t4  —26,039 58,079 63,565
log-BS-ts  —24,640 55,279 60, 765
log-BS-t50 —23,561 53,123 58,609

Fonte: Autoria prépria (2021)

A partir dos resultados apresentados, o modelo de regressdo log-BS ajustou-se satisfato-
riamente aos dados de fadiga biaxial. Desse modo, todas as analises seguintes sao baseadas

neste modelo de regressao, que é expresso da seguinte forma
yi = log(ti) = 11 + 2log(w) +6, 1=1,...,46,

em que y; é o logaritmo do tempo de falha da i-ésima peca de metal, y; e ¥, sdo os coeficientes
de regressdo e ¢; ~ log-BS(«, 0).

O nosso interesse é realizar inferéncias sobre o pardmetro «, considerando os coeficientes
de regressdo do modelo expresso em ([5.1)) como pardmetros de perturbacdo. As estimativas
de maxima verossimilhanca para o foram obtidas maximizando as funcdes de verossimilhanca
perfilada e suas versdes ajustadas. As correspondentes estimativas sao &, = 0,410 e SpN =
apny = dcop = 0,420. Nosso interesse é testar Hy : a = 0,34 versus H; : « #+ 0,34,
lembrando que o espaco paramétrico do parametro « é estritamente positivo. Para este teste,
temos RV, = 3,7038, RVpn, = 4,530 e RVpn, = RVor = 4,528 que conduzem aos
respectivos niveis descritivos 0,054, 0,033 e 0,033. Consequentemente, a hipdtese nula é

rejeitada ao nivel nominal de 5% quando a inferéncia é baseada nos testes RVgy,, RVpn, €
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RVcg, entretanto, o teste baseado na estatistica V), ndo rejeita a hipdtese nula. Lembrando
que, com base nos estudos de simulacdo descritos na Secdo|(3.3.1] o teste baseado na estatistica
RV, é liberal, principalmente para pequenas amostras, sugerindo que a inferéncia fornecida
por esse teste nao é confiavel.

Na Tabela[36] apresentamos dois intervalos de confianca (IC) para o com taxa de cobertura
de 95%, em que LI e LS representam os limites inferior e superior do intervalo e A é o
comprimento. Observamos que o intervalo de confianca bootstrap percentil (ICP) apresenta
maior amplitude comparado ao intervalo de confianca assintético (ICA), tendo amplitude igual

a 0,1692 enquanto que a amplitude do ICA é 0, 1677.

Tabela 36 — Estimativas intervalares para a.

IC LI LS A

ICA 0,3265 0,4942 0,1677
ICP 0,3189 0,4881 0,1692

Fonte: Autoria prépria (2021)

Afim de ilustrar o uso da censura tipo I, censuramos (10%, 30% e 50%) os dados ana-
lisado anteriormente. Portanto, vamos considerar o modelo de regressdo log-BSG para dados

censurados proposto por |Barros| (2007)), isto é,
yi = log(ti) = 11 + y2log(wi) +6, 1=1,...,46,

em que y; € o logaritmo do tempo de falha ou censura da i-ésima peca de metal, v, e 7, sdo
os coeficientes de regressdo e ¢; ~ log-BSG(a, 0; g).

Omitimos os resultados das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros, os
correspondentes erros padrdo, as estatisticas z e p-valores (utilizado na verificacdo da signi-
ficancia da covariavel) segundo os modelos (log-BS, log-BS-t4, log-BS-ts e log-BS-t5) e os
diferentes niveis de censura (10%, 30% e 50%), devido a tabela ser demasiadamente extensa.
Entretanto, destacamos que a covariavel s, independente do modelo e da porcentagem de
censura, é significativa, usando o nivel de significAncia de 1%. Apresentamos na Tabela 37 os
valores AIC e SIC dos modelos de regressao log-BS e log-BS-t com dados censurados e dife-
rentes valores para v. Pelos valores expostos na Tabela [37] temos que o modelo de regressio
log-BS apresenta os menores valores das medidas AIC e SIC, entre todos os modelos ajustados
considerando diferentes niveis de censura, sendo assim, o modelo log-BS é escolhido como o

mais adequado para analisar os dados. Portanto, na Tabela apresentamos as estimativas
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de maxima verossimilhanca apenas para os parametros do modelo de regressdo selecionado

juntamente com os seus erros padrdo, as estatisticas z e os p-valores.

Tabela 37 — Comparacdo dos modelos log-BS e log-BS-t com diferentes valores para v e

censura nos dados de fadiga biaxial.

Censura (%) Modelo 6(5) AIC  SIC
log-BS —23,456 52,911 58,397
10 log-BS-t, —25,653 57,653 63,139
log-BS-ts  —24,589 55,179 60,665
log-BS-t50 —23,627 53,255 58,741
log-BS ~ —21,845 49,690 55,176
20 log-BS-t, —23,850 53,700 59,186
log-BS-ts  —22,803 51,607 57,093
log-BS-t50 —21,990 49,979 55,465
log-BS —15,375 36,750 42,236
50 log-BS-t, —17,035 40,071 45,557
log-BS-ts  —16,152 38,304 43,790
log-BS-t59 —15,489 36,978 42,464

Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 38 — Estimativas dos parametros, erros padrao, estatisticas z e p-valores do modelo
log-BS com censura nos dados de fadiga biaxial.

Censura (%) Estimador Estimativa Erro padrdo Est = Valor p
Yo 12,139 0,420 28,914 < 0,001
10 " —1,634 0,115 —14,153 < 0,001
o 0,401 0,045 8,976 < 0,001
Yo 11,820 0,518 22,830 < 0,001
30 " —1,552 0,138 —11,225 < 0,001
o 0,396 0,051 7,819 < 0,001
Yo 11,640 0,754 15,442 < 0,001
20 " —1,511 0,192 —7,866 < 0,001
o 0,376 0,057 6,588 < 0,001

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Sendo assim, as proximas analises sdo baseadas no modelo de regressdo log-BS para dados

censurados. O modelo é definido por
Y, = 10g<t1> =M —+ Y2 log(aczg) + €, 1= 1, R ,46,

em que y; € o logaritmo do tempo de falha ou censura da i-ésima peca de metal, v, e 7, sdo
os coeficientes de regressdo e ¢; ~ log-BS(«;, 0).

As estimativas de maxima verossimilhanca dos pardametros obtidas maximizando as funcdes
de verossimilhanca perfilada e suas versoes ajustadas considerando diferentes porcentagens de
censura se encontram na Tabela 39 Observamos que para cada porcentagem de censura
considerada as estimativas estdo préximas uma das outras, sendo que, as estimativas das
funcoes ajustadas sdo maiores quando comparadas a estimativa referente a funcdo perfilada.
Por exemplo, para 30% de censura nos dados, temos que, a, = 0,3963, oCzBN = 00,4082,
apy = 0,4102 e Gcr = 0,4083. Além disso, 0 aumento da censura implica diminuico das
estimativas, por exemplo, para 10% de censura nos dados, as estimativas s3o iguais a 0, 4014,
0,4110, 0,4122 e 0,4118, respectivamente, e para 50% de censura nos dados, respectivamente,
temos: 0,3762 0,3915, 0,3944 e 0, 3882.

Tabela 39 — Estimativas de maxima verossimilhanca perfilada e perfilada ajustada do parame-

tro a.
Censura (%) ap apn apN Qacr
10 0,4014 0,4110 0,4122 0,4118
30 0,3963 0,4082 0,4102 0,4083
50 0,3762 0,3915 0,3944 0, 3882

Fonte: Autoria prépria (2021)

Na Tabela [40] apresentamos os p-valores das estatisticas de teste, levando em consideracao
diferentes porcentagens de censura. Observamos que a medida que aumentamos a porcentagem
de censura nos dados os testes leva a ndo rejeicio da hip6tese nula. Por exemplo, para 30%
de censura, os p-valores sdo, respectivamente, 0, 1893, 0,1242, 0,1160 e 0, 1236, enquanto
que os p-valores para 50% de censura sdo, respectivamente, 0, 4398, 0,2922, 0, 2722, 0, 3207.
Destacamos que o teste que usa a estatistica RV, apresenta evidéncias mais fortes para ndo

rejeitar a hipéteses nula quando comparado com as estatisticas baseadas nas funcdes ajustadas.
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Tabela 40 — p-valores dos testes sob Hj.

Censura (%) RV;, RVBN1 RVBN2 RVCR

10 0,1117 0,0733 0,0700 0,0711
30 0,1893 0,1242 10,1160 0,1236
50 0,4398 0,2922 0,2722 0,3207

Fonte: Autoria prépria (2021)

A Tabela 41| mostra o comportamento das estimativas intervalares para o parametro « de
acordo com diferentes porcentagens de censura e nivel nominal de 95%. No geral, o intervalo
de confianca bootstrap percentil apresenta comprimento menor que o intervalo assintético. Por
exemplo, considerando 30% de censura, temos as seguintes amplitudes, 0,19864 e 0, 19719,

para os intervalos tipo assintético e bootstrap percentil, respectivamente.

Tabela 41 — Estimativas intervalares para «, dados censurados tipo Il.

Censura (%) IC LI LS A
10 ICA 0,3138 0,4891 0,1753
ICP 0,3051 0,4802 0,1751
20 ICA 0,2969 0,4956 0,1987
ICP 00,2821 0,4792 0,1971
50 ICA 0,2643 0,4881 0,2238

ICP 0,2498 0,4691 0,2193

Fonte: Autoria prépria (2021)

5.2 SEGUNDA APLICACAO

O banco de dados apresentado em Lepadatu et al | (2005)) sobre o tempo de vida da matriz
no processo de extrusao do metal, é composto por quatro varidveis respostas e trés variaveis
explicativas, sendo elas, respectivamente, v, : tensdo de Von Misses, v : deformacdo maxima,
y3 : forca na fabricacdo, y4 : vida Gtil da matriz (em ndmero de ciclos), x5 : coeficiente de
friccdo, 3 : angulo da matriz (°) e 4 : temperatura de trabalho (°C), com tamanho amostral
n = 15. Normalmente, na analise de dados industriais existem multiplas varidveis respostas que
estdo sob investigacao ao mesmo tempo. Aqui, consideramos apenas uma variavel resposta,

pois, os modelos de regressdo em estudo, compreende apenas o caso univariado. Consideramos
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o seguinte modelo de regressao
yi =log(t;) =11 + Voo + Y3 Tis + Yavis + €, i=1,...,15,

em que y; é o logaritmo do tempo de vida Gtil da -ésima da matriz, 1, V2, 73 € 74 Sdo os
coeficientes de regress3o e ¢; ~ log-BSG(«,0;¢g) parai=1,...,15.

As estimativas de maxima verossimilhanca, erros padrao das estimativas, juntamente com
as estatisticas z e seus respectivos p-valores para o teste de hipdteses da significancia dos
paradmetros, estdo apresentados na Tabela[42] Independente do modelo notamos que a variavel
temperatura de trabalho (x4) é significativa aos niveis de significincia usuais. Na Tabela
apresentamos as estimativas, erros padrao, estatisticas z e p-valores do intercepto e da variavel

significativa no modelo.

Tabela 42 — Estimativas dos parametros, erros padrao, estatisticas z e p-valores dos modelos
log-BS e log-BS-t para os dados de fadiga no processo de extrusdo do metal.

Modelo Parametro Estimativa Erro padrao Est = Valor p
" 5,9011 0,4870 12,1167 < 0,0001
Yo 0,7917 1,7848 0,4436 0,6573
log-BS Y3 0,0098 0,0120 0,8144 0,4154
V4 0,0052 0,0004 11,6036 < 0,0001
o 0,1982 0,0362 5,4772 < 0,0001
o0 6, 5553 0,5231 12,5307 < 0,0001
Yo 0,0684 1,5959 0,0429 0, 9658
log-BS-1,4 Y3 0,0033 0,0090 0, 3659 0,7145
V4 0,0046 0,0005 9,2311 < 0,0001
a 0,1419 0,0416 3,4103 0, 0006
" 6, 1963 0, 5544 11,1759 < 0,0001
Yo 0,4620 1,7835 0,2590 0, 7956
log-BS-tg Y3 0,0061 0,0111 0, 5441 0, 5864
Y4 0, 0050 0,0005 10,0090 < 0,0001
o 0,1744 0,0388 4,4977 < 0,0001
" 5,9410 0,5003 11,8740 < 0,0001
Yo 0, 7455 1,7931 0,4157 0,6776
log-BS-t5 3 0,0092 0,0119 0,7722 0, 4400
V4 0,0052 0,0005 11,3394 < 0,0001
o 0,1949 0,0366 5,3307 < 0,0001

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Tabela 43 — Estimativas dos parametros, erros padrao, estatisticas z e p-valores.

Modelo Parametro Estimativa Erro padrao Est = Valor p
" 6,2453 0,3251 19,2108 < 0,0001
log-BS Yo 0,0052 0,0005 11,2998 < 0,0001
o 0,2039 0,0372 5,4772 < 0,0001
" 6,6577 0, 3450 19,3000 < 0,0001
log-BS-t4 Yo 0,0046 0,0005 9,7032 < 0,0001
o 0,1419 0,0407 3,4878 0, 0005
" 6,4347 0,3521 18,2772 < 0,0001
log-BS-tg Yo 0,0049 0,0005 10,0626 < 0,0001
@ 0,1741 0,0392 4,4456 < 0,0001
" 6,2728 0, 3306 18,9732 < 0,0001
log-BS-t5 Yo 0,0052 0,0005 11,0767 < 0,0001
Q@ 0,1992 0,0376 5,2992 < 0,0001

Fonte: Autoria prépria (2021)

Portanto, o modelo de regressao considerado apenas com as variaveis significativas é dado

por
Y; = 10g(tl) =M + Y2 Li2 + €5, 7= 1, ey 157 (52)

em que y; é o logaritmo do tempo de falha da i-ésima matriz, 7; 72 sdo os coeficientes de
regressdo e €; ~ log-BSG(«,0;¢9) parai=1,...,15.

Na Tabela |44 apresentamos as estimativas de ¢() e os critérios de selecdo de modelos AlC
- Critério de informac&o de Akaike (AKAIKE, 1974) e SIC - Critério de Informac3o de Schwarz
(SCHWARZ, 1978). Comparamos os modelos log-BS e log-BS-t com diferentes valores fixados
para v através dos valores AIC e SIC em que z(@) é o logaritmo da funcdo de verossimilhanca

de 0 avaliado em 6. De acordo com a Tabela , o modelo selecionado é o modelo de regressao

log-BS-tg pois apresentou menor AIC e SIC em relacdo aos demais modelos ajustados.
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Tabela 44 — Comparacdo dos modelos log-BS e log-BS-t com v = 4,8 e 50 para os dados de
fadiga no processo de extrusao do metal.

Modelo (@) AIC  SIC

log-BS 2,6449 0,7102 2,8344
log-BS-t, —0,2719 11,8522 3,1360
log-BS-tg 2,8289 0,3421 2,4663
log-BS-t59 2,6684 0,6632 2,7873

Fonte: Autoria prépria (2021)

Todas as analises seguintes sdo baseadas no modelo de regressao log-BS-ts, pois o mesmo
ajustou-se satisfatoriamente aos dados de fadiga no processo de extrusao do metal. O nosso
interesse é realizar inferéncias sobre o parametro «, considerando os coeficientes de regressao
do modelo expresso em como parametros de perturbacdo. As estimativas de maxima
verossimilhanca para « foram obtidas maximizando as funcdes de verossimilhancas perfilada
e suas versoes ajustadas. As correspondentes estimativas sao: &, = 0, 1741, SN = 0,1884 e
apn = Gcr = 0,1874. Em particular, queremos testar se o verdadeiro valor de « é igual a
0,13, ou seja, o interesse estd em testar Hy : a = 0,13 versus Hy : o # 0, 13. As estatisticas
de teste RV,, RVpn,, RVgN, € RVog sdo, respectivamente, 1,9141 (valor p = 0, 1665),
2,8768 (valor p = 0,0899), 2, 7859 (valor p = 0,0951) e 2, 7859 (valor p = 0,0951). Segue
entdo que a hipdtese nula é rejeitada ao nivel nominal de 10% quando a inferéncia é baseada
nas estatisticas RVpgy,, RVpnN, € RVer , no entanto, o teste baseado na estatistica RV}, ndo
rejeita a hipdtese nula.

Na Tabela[45] apresentamos dois intervalos de confianca (IC) para o com taxa de cobertura
de 95%, em que LI e LS representam os limites inferior e superior do intervalo e A é o
comprimento. Observamos que o intervalo de confianca assintético (ICA) apresenta maior
amplitude comparado ao intervalo de confianca bootstrap percentil (ICP), tendo amplitude

igual a 0, 1535 enquanto que a amplitude do ICP é 0, 1420.

Tabela 45 — Estimativas intervalares para a.

IC LI LS A

ICA 0,0973 0,2508 0,1535
ICP 0,1041 0,2461 0,1420

Fonte: Autoria prépria (2021)
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5.3 TERCEIRA APLICACAO

Nessa aplicacdo, utilizaremos o banco de dados analisado por Castro-Kuriss| (2011]), con-
duzido pelo Dr. William Meeker em 1999 e fornecido para o autor pelo Dr. Luis A. Escobar. O
estudo consistiu em um experimento fatorial para comparar os tempos de vida de 36 molas,
em funcdo da temperatura de processamento e do deslocamento no teste de mola, sendo 3
(trés) observacBes censuradas. Seja ¢ (variavel resposta) o tempo de falha da mola em ciclos
e xo (varidvel explicativa) o método, que assume os valores 0 ou 1, indicando se o método
é velho ou novo, respectivamente. Assim, o modelo de regressao considerado é especificado

como sendo
yi =log(t;) =m +xn+te, i=1,...,36,

em que y; é o logaritmo do tempo de falha ou censura da i-ésima mola, v; e ¥, sdo os
coeficientes de regressdo e €; ~ log-BSG(«, 0; g) parai =1,...,36.

As estimativas de maxima verossimilhanca, erros padrao das estimativas dos modelos log-
BS e log-BS-t com v = 4,8 e 50, estatisticas z e p-valores para o teste de hipoteses da
significAncia dos pardmetros (Hy : 72 = 0), estdo apresentados na Tabela [46] Observamos
que a varidvel x, é significativa aos niveis de significAncia usuais, isto é, 1%, 5% e 10%.
Para identificar qual desses modelos é mais apropriada para modelar o tempo de sobrevivéncia
desse conjunto de dados, aplicamos os critérios de selecdo de modelos AIC e SIC. A Tabela
apresenta os resultados referentes a esses critérios. Observamos que o modelo que apresenta
menor AIC e SIC é o modelo log-BS, isto é, o modelo log-BS apresenta um melhor ajuste

quando comparado aos outros modelos ajustados.
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Tabela 46 — Estimativas dos parametros, erros padrao, estatisticas z e p-valores dos modelos
log-BS e log-BS-t para os dados tempo de vida de uma mola.

Modelo Parametro Estimativa Erro padrao Est =  Valor p
" 7,1183 0,1687 42,1855 < 0,0001
log-BS Yo 0,9146 0, 3092 2,9584 0,0031
Q 0,9251 0,1159 7,9799 < 0,0001
Y 7,1875 0,1991 36,1046 < 0,0001
log-BS-t,4 Yo 0, 8859 0, 3030 2,9243 0,0035
a 0, 7656 0,1249 6,1300 < 0,0001
%1 7,1595 0, 1860 38,4965 < 0,0001
log-BS-tg Yo 0,8931 0, 3066 2,9132 0,0036
a 0,8370 0,1216 6,8860 < 0,0001
" 7,1257 0,1720 41,4407 < 0,0001
log-BS-t50 Yo 0,9099 0, 3089 2,9455 0,0032
« 0, 9099 0,1170 7,7755 < 0,0001

Fonte: Autoria prépria (2021)

Tabela 47 — Comparacdo dos modelos log-BS e log-BS-t com v = 4,8 e 50 para os dados
tempo de vida de uma mola

Modelo ((8) AIC SIC
log-BS —44,8852 95,7703 100, 5209
log-BS-t,  —45,4086 96,8172 101,5677
log-BS-tg  —45,0741 96,1482 100, 8988
log-BS-t50 —44,9059 95,8119 100, 5624
Fonte: Autoria prépria (2021)
Portanto, o modelo de regressdo é dado por
yi = log(t;) = +nexet+e, i=1,...,36,

(5.3)

em que y; é o logaritmo do tempo de falha ou censura da i-ésima mola, v, e ¥2 sdo os

coeficientes de regresséo e €; ~ log-BS(a, 0) parai =1,...,36.

Todas as analises seguintes sdo baseadas no modelo de regressao log-BS para dados com

censura tipo Il. O nosso interesse é realizar inferéncias sobre o parametro «, considerando

os coeficientes de regressdo do modelo expresso em (j5.3) como pardmetros de perturbacgo.

As estimativas de maxima verossimilhanca para « foram obtidas maximizando as funcoes de
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verossimilhancas perfilada e suas versdes ajustadas. As correspondentes estimativas sdo &, =
0,9251, SpN = 0,9534, agy = 0,9621 e Gcr = 0,9607. Em particular, queremos testar se o
verdadeiro valor de « é igual a 0,75, ou seja, o interesse esta em testar Hy : o = 0, 75 versus
Hy @ a # 0,75. As estatisticas de teste RV, RVgn,, RVpn, € RVor sdo, respectivamente,
3,2584 (valor p = 0,0711), 4,1041 (valor p = 0,0428), 4, 3154 (valor p = 0,0378) e 4, 2854
(valor p = 0,0384). Segue entdo que a hipdtese nula é rejeitada ao nivel nominal de 5%
quando a inferéncia é baseada nas estatisticas RVgy,, RVpn, € RVeog , no entanto, o teste
baseado na estatistica V), ndo rejeita a hipdtese nula.

Na Tabela[48] apresentamos dois intervalos de confianga (IC) para ov com taxa de cobertura
de 95%, em que LI e LS representam os limites inferior e superior do intervalo e A é o
comprimento. Observamos que o intervalo de confianga assintético (ICA) apresenta maior
amplitude comparado ao intervalo de confianca bootstrap percentil (ICP), tendo amplitude

igual a 0,4544 enquanto que a amplitude do ICP é 0, 4375.

Tabela 48 — Estimativas intervalares para «.

IC LI LS A
ICA 0,6979 1,1523 0,4544
ICP 0,7523 1,1898 10,4375

Fonte: Autoria prépria (2021)
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho obtivemos os ajustes de Barndorff-Nielsen| (1983) e |Cox e Reid| (1987) para
a funcdo de verossimilhanca perfilada no contexto do modelo de regressdo log-BSG, consi-
derando os nlcleos das distribuicGes normal e ¢ de Student na presenca, ou n3o, de censura
tipo II. Além disso, obtivemos os estimadores de maxima verossimilhanca perfilado e perfilados
modificados, assim como os intervalos assintético e bootstrap percentil e os testes baseados
nas estatisticas da razao de verossimilhancas perfilada e perfiladas modificadas sobre o pa-
rametro de forma do modelo. Apresentamos e discutimos os resultados das simulacdes de
Monte Carlo e, em geral, os resultados numéricos sugerem que os estimadores e testes base-
ados nas funcdes de verossimilhancas perfiladas ajustadas supera os resultados baseados na
funcao de verossimilhanca perfilada original, tanto na estimacdo, por apresentarem menores
vieses, quanto nos testes, por apresentarem taxas de rejeicao mais préximas aos niveis nomi-
nais. Portanto, recomendamos o uso das inferéncias baseadas nas funcdes de verossimilhancas

perfiladas modificadas, propostas no presente trabalho, em aplicacdes.
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APENDICE A - ALGUMAS EXPRESSOES

Neste apéndice, apresentamos os calculos de algumas derivadas utilizadas nas SecGes [3 e

para a obtencao das funcoes de log-verossimilhancas perfilada e perfiladas modificadas.

Considere as seguintes expressoes:

cosh?(z) — senh?(z) = 1 = cosh®(z) = 1 + senh?(z), (A1)
senh(2x) = 2 senh(z) cosh(z) = cosh (z) senh(x) = seIth(Qx)’ (A.2)
cosh?(x) 4 senh?(z) = cosh(2x), (A.3)
sech(x) = coslll(x) (A.4)
e
tanh(z) = ). (A5)

Usaremos as seguintes notacdes:

2 . —x] 2 . — 1z
gil - *COSh <y sz 7) e §i2 = *Senh (y;’tfy>, Z: ]_,...,n.
(6% (6%

Utilizando os resultados (A.1) (A.2), (A.3), (A.4) e (A.5), respectivamente, obtemos

2 4 2

i1 2 + Sias
2 T
§in iz = — senh(y; —z; 7),
o

4
2 2 _ T
i1t iQ_QCOSh(yi_wi v),

T
sech (yl i 7) = 2/a
2 &il

R .
tanh <yl Ts 7) = @
2 €i1
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APENDICE B - CALCULOS UTILIZANDO O NUCLEO DA NORMAL

No Apéndice [B] apresentamos os célculos de algumas derivadas utilizando o nicleo da

normal na presenca, ou ndo, de censura.

Dados Completos

Sejam 1, ..., y, varidveis aleatérias independentes, tais que y; ~ log-BS(a, i; = ;)
parat=1,...,n, isto é
fly:;0) = cosh | L% Y exp{ —= |—senh i~ % . Ui € R,
a2 o 2 |« 2

emqued = (v, a)’.

O logaritmo natural da funcdo de verossimilhanca de @ é dado por

=S (277 oA o (272

n

e o (7)) 3 e ()]
{108 (2v/37) + log (€1) - 364}

I
M=

1

-
Il

-

{~10g (VBT) + log 60) — 34}

= —g log (87) + Zlog (&1) — Z ;51'22
i=1

=1

)

=c+ ) log (&) —Z;&?za (B.1)
i=1 i=1

em que ¢ = —2log (8), &1 = 2 cosh (y_;u) e & = 2senh <yl_;T'y>

Sendo assim, a funcdo escore total é definida por

-
(0) = |e], 0| -
em que
E»ys) = ! [2 senh (yz Ti 7)] ( x”)
= [2 cosh (i’h mv)} o 2 2
" —zTy\] T2 —g]
—> =2 |=senh Yim TV |2 oen (4220 (_w,s)
2 |« 2 o 2 2



2 yi—x) v
_12": 2 yi —x/v\] [2 yi — ]y RS Lsenh( 2 )]
= - T |—senh | —/—— —cosh | —/——— || — = ins =
2 o 2 o 2 2 {i cosh (yi—;ci 'yﬂ
1& i
zizxis (5@'2&1_22)7 s=1,...,p, (8-2)
i=1 i
b= ! —zcosh vi — T
i=1 [2 cosh (yl i 7)} a? 2
1 yi — yi — iy
—;22[Qsenh< 5 ﬂ [_oﬂ senh< 5
T
IR
——> = + =Y |=senh
o [2 cosh (yi—in'y)] a7 |« 2
n 1
- tylse
a az"
As segundas derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanca expresso em (|B.1f) sao
dadas por
0*O) 1 2 i —x a2\ [ 2 . —x
6) :—wa — cosh Yim 3 (—wt) — cosh Yim i
M0y 2 a 2 2/ |« 2
1|2 v\ [2 i —x] ;
+ igmw [a senh (y 21.2 7)] [a senh (y sz 7)] (—?)
1 zn: < cosh <yl_2mj7>} (—%) {i cosh (yl_;hﬂ
Y Tis - e
2 i=1 %COSh <yz;'3,T’Y> 2
1 .n 2 senh (% ;ﬁﬂ [i senh (yi_;ﬁﬂ (—%)
+ izmw 2T\ 12
=1 2 COSh <yz 21 'Y)
1™ g T 2 2 g T 2
= —Z;xzs Tt { [ cosh <y ;’ 7)] + [a senh (y ;‘ 7)]
2
1 2 senh (yi ;7) 1
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S (4282) s [ (=57

72%813” {{ senh(l 17>}2 y
"

a2

1 + senh? ( xﬁ)

T 2 ; ’
= —— E Lis Tt *Senh w + | —senh w
4 i=1 ’ : 2

, 2 senh (W)r
n (0% 2
— 1 Z Tis Ty

4
2
2&‘2""?_

9 _ 2T
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2 2
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n 1 2 &
:*_52532_@;@22

2
o =1
n 3 &
_ v 62
0[2 0[2 Z:ZI 2
Derivando os componentes E,(f) do vetor escore de 7y (s = 1,...,p) expresso em (B.2]) com
relacdo ao vetor de observacdes y = (y1,...,%,)" avaliado em (a,7,), obtemos a matriz

lyy(a,7,) com dimensdo p x n e elemento (s,7) expresso por

' 1 2 i — Ty 1\ [2 217
(@A) = 2 { [a cosh (y;”)] (4) L cosh (@/;'Yﬂ
2 yi — 2 2 yi — x5 1
—senh [ &¥—~*+"% Zgenh [ & "i o -
+ [a sen ( 5 )] [a sen < 5 (2)
i~z . T

N2
2 yi—miT’Ya
2genh [ 2—ito
« 2

2 v—eT7.\1° | 4 B
g4 v Ta =
[a senh ( 5 )} + =

Considere a seguinte matriz

+

VY = [A’YlV’Yz ’ "VY;N

(nxp)
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em que
<3F(yA1;5)> (C’)F(yAn;a)>
=5 6 s 8 s
v, = |-~/ 27/ Cos=1,...,p,
f(y1;0) f(yn30)
(nx1)
sendo

(Ze2)  (Ze2) (%) jwib(Z2) o

- L= _ = A i=1,...,n.

f(vi;0) f(vi;0) Iy

940
| . ()
Agora, considere g;o = [% senh (3"2’:7” e — 30/ ;=1 ... nes=1,...,p. Sendo

assim
) A )
5 [2 o, (U=2I7)] (1)
07s Q 2 2
e
0Sia 2 yi—-’lf;r’? (1>
= |—cosh [ /——— — .
Y; Q 2 2
Portanto

- = Tis, 1=1, ,noe s=1, P
f(yi;0)
Dados Censurados
Sejam 1, ..., y, varidveis aleatérias independentes, tais que y; ~ log-BS(a, i; = ;)
parai=1,...,n, isto &,

fys;0) = (a 127?) cosh <y10:1:1’y> exp {_; [i senh (W)] }

2 Yi — Ty
) —=1—P | Zsenh [Tt
S(y;;0) [a sen ( 5 )] ,

emquey; €ER, 0= (y",a)" e ® éafda da normal padrio.
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O logaritmo da funcdo de verossimilhanca para o modelo baseado em uma amostra com

censura é denotado por

= log(f(y::0)) +>_log(S(y:;0

ieC eC
r 2 yi — ;] 1 2 i — 27\’
=1 + 3 log [ Zcosh [ L=FT ) ) - 237 | Zgenh | 5T
5 log (8) 2 og (a cos ( 5 >> 5 2 [a sen ( 5

+3 log <1 y li senh (y_;T")D

(B.3)

ieC
2 — 1 2 . —
=c—+ Zlog ( cosh <W>> - = Z [ senh <W>]
— o 2 2~ |« 2
ieC ieC
2 -]
+ Zlog <1 - [ senh <W>D
ieC a 2
=c+ Y log (&) — Z&ﬁzlog (1—®(&2)),
ieC e
em que ¢ = —% log (87), &1 = icosh( o 7) e & = 2senh (27) com i = 1,
s=1,...,p.
Portanto, o vetor escore é definido por
-
— |47
16)= |i7.0.]
em que
R .
& = 1 [2 senh <y 2% 7)1 (_3:2)
ieC [2 cosh (yz_ml 'Y)] a
_ el T .
_le Zsenh | L5 zcosh BT (_%>
ie@Q « 2 a 2 2

2 Yi T’Y
h 1
- ¢[asen ( 2 )} [2cosh <y,»—a:jfy ] (_%)
T
zecl—q){isenh <yl 2%'7)} @ 2 2
1 2 —x] 2 —z
= 2zgszs [ senh (yl 5 C 7)] [cosh (y 5 : 7)]
1€
2 yz*miT’Y
1 asenh( 3 }
2 wa 2 y—=zy
)
2 yi—z, Y
2senn (2577 <yz —zhﬂ
— cosh 5

+12x. 4 l
E (]
- szs (fﬁ i1 — éi) Zezgxzs & h(&n), s=1,...,p,

ZEC
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?(&i2)

em que h(&s) = Tag, ©mi=1..n ¢ e ® sendo a fdp e a fda normal padrdo,

respectivamente.

Além disso,

r 1 2 Yi — IBT’)’ 2 1 ¢ [i senh <yb—2z;r’y>:|
=——+— [senh (Hﬂ + =y
o Oéiec1—cp[ Senh< ;7)}

- + Z 5@2 + - Z €z2 §12

1€C’ ZEC
1
=[Z 1)+ > €nh 512].
a e ieC

As segundas derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanca dado em (B.3)) sdo dadas

por
2200) 1 2 P e [2 g — Ty
07.0% 2 wa [a cosh (2 (_2> P

2 v

e () 2 wn (4

ZEC
- - _
]
2 COSh <M)
« 2
Y E Lis = =

N2
o= [i cosh (m—;‘nﬂ
h

i—z 7\ |
2 senh <y27
+3 Z Tis = -

2 vzl
2
T
2T {2 cos (@f;vﬂ

i — Tt 2 i — Ty
is h|>——~ ——— VAl — h|Z&—=1
+ = g;x asen ( 5 )1( 2) (asen < 5 ))
—x 2 — 2 T
Z Tis cosh (Wﬂ n ( senh <W>> l cosh (W
1€C 2 « 2 o 2

: (-”;”)
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[i senh <_$

’LEC
2 senh
o
Lis Tit
c P
T;is Tyt | — senh
o Ked
2
T Tit | — cosh
C
ieC
Tis Tjt
C

4
Tis Tt {2 + l
ieC «
2T 2
[ senh ( }

a‘é—l—[ senh(y’;'y

Tis Tyt | — senh
«

[1 + senh® ( )

_ ) —zl
() e“h( =)
Q
-
xisxzt{ 1 [1+senh2< x’7>]}h'<2senh <M>>
byt a? 2 « 2

2
o

g T 2 g T

T;s Tyt | — senh

4
Tis Tit 2 +

[

(67

4 i
Tis Tit {2 + 2 [ senh Yi —
Q@ Q@

[ senh <

”)1 (o

z/y

vr

T;s Tyt | — senh

4
Tis Ly 2 +

[

2

%
Lt
il
}

o]

)] (G (45))

) o i (5)
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2
] 4 {zsenh (yl_;h)]
+7 2
(6% [QSenh <yz;:’¥)] _i_%
2 i 2 _
4i= Q 2 e 2
4 2 — R
+ 02 | Zsenn (LT h' senh YiZ Ty
o? «Q 2 «Q 2
4 2
:—szsajzt{szzQ_" 1+ 5 —f4}
2T 2

ieC

1 Z Lij Tik {&2 (&2) + (;12 + f?z) h’(fﬂ)} ;

ZGC
2 —x] 2 —x —,
2 l senh <W>] [ cosh (yl z; ’Y)] < xzs)
e Lo 2 Q@ 2 2
T .
lQ cosh (yl i 7)] ( x""’) h <2 senh <M>>
iec LY 2 2 o 2
—x] T T
2 o (Y BN (2 o (B )Y [2 e (45
« 2 o} 2 « 2

—1+

= - Z Lis Lit —senh | ¥——"—
o 2

ZGC

9°00)
dady,

+
[— Q1= 9K

+

X
/ O
|
N8
&
S~

2 x’
X [ cosh (M ]
a 2

:_*Z 28622511 72 zsle 512 +§z2 (@2)], s=1,...,p,

zEC ZGC
0%0(6) r 1 2 y; — ]y 2
g2~ w|gt T

ieC
1 v )
—ZQ — senh i~ ——senh Yi— % ’)’
ieC 2 o? 2
Ty

-2 )

_ - 1= hZ—=e b
—i—;{{ o2 [a sen ( 5

— !
X h ( senh (W>>
a 2
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a2 a2~ oz‘ 2
e
1 T 1\ [2 T
+f22 — senh Yi — Ty (—> — senh Yi— %
o —= 2 o) |« 2
e
.

«Q
112 Yi — ;Y |2 yi —xly
3 e (M) - e e (M5
-
Xh<256nh<yl ml,Y))
o 2
T T T
2 o () e ()
a |« 2 o 2 a o 2
T 2

r 1 2 Yi — ;Y
_E—EZ Sel’lh<2>‘|
ieC
2 2 yi — Ty 2 yi — Y
25 [ () 2o (2

1 2 —x; 2 - 2 —zi )\
R [ senh (M)] h ( senh (M)) n [ senh (M)]
s = o} 2 « 2 « 2
2

n— = : 12 Z 28 h(&i2) — ;2 25122 M (&)

R )
a? ieC ieC a”jec ieC
T 3 1
=5 Z &‘22 - 280 h(&i2) + 1‘22 R (&2)|,
a? o? = a2 = [ }

/(g ) 2 .
sendo N/ (&50) = ﬁq(f(;)g) + [ﬁgfg;ﬂ e ¢'(§i2) = d(&in) (=) comi=1,...,n.
Derivando os componentes £,(YS) do vetor escore de 7y (s = 1,...,p) expresso em (B.4) com
)T

relacdo ao vetor de observacdes y = (y1,...,y,) avaliado em (a,%,), obtemos a matriz

loyy(c,4,) com dimensdo p x n e elemento (s,%) expresso por
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(2] ) ot ()]
+ |2 senh <HT%>} 2
« 2 o

™ -~
2 cosh | Y% Yo V|2 o [ Y% Yo
= cosh (2 (5) 2 cosh| ——=
e
= v T

(e (@,9,) =

(8,2 .
E’ﬁy)(a?’)'a) =

~ ~ 2
{hf (2 sen (2575 )) [2 cost (222 )" (1)
+h (i senh <y’_w;%>> {i senh (yl_m;%ﬂ (;)} , se 1€ C,

5 ~ 2
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i~z 7,
senh <y27“

2
<0j12+ [isenh (ymﬁ’ﬂ )h’ [i senh (yz;%ﬂ}, se i€ C.
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APENDICE C - CALCULOS UTILIZANDO O NUCLEO DA ¢ DE STUDENT

No Apéndice [C| apresentamos os célculos de algumas derivadas utilizando o nicleo da ¢

de Student na presenca, ou n3o, de censura.

Dados Completos

Sejam y1, . . ., y, varidveis aleatérias independentes, tais que 3; ~ log-BS-t(a, s = x, 7y, v)

parat=1,...,n, isto &

1= 1O 2 ()] 2 2 ()

emquey; €ER, 0= (y",a)" el éa funcio gama.

O logaritmo da funcdo de verossimilhanca para 6 é dado por

(o) = ; {log (25%?22)) +log (2 cosh <;7>>

) ( {2 e ()1)}

i
—_
@]
o
/N
[\
—
S
? -
| N‘-i-
—
N\
NIR
—
N————
7N
S
vo | +
—_
N———
—_
o2
—~
S
~—
1

emquec=n {log (2

comi=1,...,n.

Sendo assim, a funcdo escore total é definida por

T

16)= |¢7..

Y
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:;ins (&2&110({1-2)—??), s=1,...,p, (C.2)

" 1

i=1 {i cosh (w;?’yﬂ

la

~on  1& o 2
= a+a;§i2w(§'2>>

em que w(&%) = [V’:;%] comi=1,...,n.

As segundas derivadas do logaritmo da fun¢&o de verossimilhanca dado em (|C.1]) sdo dadas

por
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920) 1 2 yi — )y it
Ovs0ve 2 Z is { [a cosh ( 2 (_2

2= 2 o (Bmeln 2
ECOS 3
T T
. [ ()] [ ()]
Y 2
i=1 2 cosh <yi T, ’Y)

'—$T 2
171 %senh Yi 2"7>
—I-fzfarzsa:zt 1
252 %cosh <yi_;j7>

11 1
= D) Z 51‘1’8 $it(§i21 + 51'22)10(51‘22) ) Tis $itfz'21 51'22 w/(fz‘22)
i=1

(2

| £2, — &2
Zgl'isl'it iz ~il
i=1

s.
I M:
1§

+

DO | =

il

1_ ~1 2 2 2 1¢ 2 ¢2 . 10¢2 11 4/a?
~— 9 ) oLis zit(§1 + &ia)w(&ia) — 5 D miswalh Epw'(Eh) + 3 > 5 %is Tit o
i=1 i=1 i=1 !
18 4/a? 1 & 1
=1 > Tis Tt [ 2 ] 1 > wismu(Eh + ER)w(h) — 1 D wis w28 Epw' (65)
i=1 il i=1 i=1

Il

|
A~ =
\gE
o

4/0?
Tis Tit { [_ /2

il

+ (1 + EH)w(Eh) +264 & w’(&%)} , s t=1,...,p,
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5 28l 2t

nE

n

sl

o

-
-,

2

)

)
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Derivando os componentes ﬁﬁf) do vetor escore de 7y (s = 1,...,p) expresso em (|C.2)) com
relacdo ao vetor de observacdes ¥y = (y1,...,yn)"

avaliado em («,%,), obtemos a matriz
lyy(a,7,) com dimensdo p X n e elemento (s,7) expresso por

(s,1) — . - 4 1 o - “ ? i To
O (a,9,) 5 is {{ [a cosh ( 5 )] (2) la cosh <2

2 yi_xz—'r;)\loz 2 yi_mz—'r;)\la 1
+ [a senh (2)] Ly senh <2 (2)
, -
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[i cosh (yi_f%)r - {i senh (yi_;h)r
o ~ 2
[i cosh (yia;h“)]

1 4/a?

= ~Tis § — — 2
oot (25
2 2 — 2l \]°
-I—{[coh(x 70‘)] + [Senh (yl % 70‘)1 }
a 2 o} 2
2 2l \]°
- (lsenh (Wﬂ )
o 2
2 2l \1°[2 2l \]°
+2 l cosh (yl %s 70‘)] [ senh <yl % ’Ya)]
Q 2 o} 2
2
- ([%enh (?J—Mﬂ )}
o} 2

comi=1,...,n.

Dados Censurados

Sejam yy, . . ., y, varidveis aleatérias independentes, tais que y; ~ log-BS-t(a, j1; =z, v)

parai=1,...,n, isto é

sk b (] () |

2
S(y;;0) =1— (asenh (;’y>> :

emquey; €ER, 0= (y",a)", T éafuncio gama e ®; é a fda da t-Student.

O logaritmo natural da funcao de verossimilhanca para o modelo baseado em uma amostra

com censura é denotado por

= log(f(y::0)) +>_log(S(y:;0

ieC el

;{logu;;?@)+log<2msh< =)

- (V—2i-1> log (1 +i [25‘9“11 (y_;TAY)D}
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gt (7))
() o)
(Yt o[22 ) (25 st

e (10 [ (5227

ieC

(
0 [1og (25%?()2)) - Eyg ) bg(V)]
(2o (5222)) - (o v 2 (2222 )
+Z;bg (1—q’t lQSenh< 220 7)])

v+
— et Y {log(&-l) - (2) log (v + gg)} 31— D), (C.3)
ieC ieC
v+1
em que ¢ = r [log (2\/57;&» (%) log(v)| sendo 7 é o nimero de falhas, ¢, é a fda
t-Student com i = 1,...,n, & = 2 cosh (;T”) e & = 2senh ( O, 7)

Sendo assim, o vetor escore total é dado por

em que

T
v (o [i senh (% > ’Yﬂ 2 (v —x/y (_%)
icC 1 — P, [i senh (w—;ﬁﬂ a 2 2




141

.
2 Yi=®;
1 [a senh ( 5
=
2 i
2

= —— Lis ’YH
| 2 lezé, 2{(1 cosh <y7_z:ﬂ 2 .
" 222%8 l@ senh (y’_;Z,Y)] la cosh (yi —2.% ’Yﬂ [V+ < Se;j( o) 7))21

2
-
oy {i senh (yi_;i X ] 9 S
wa / [ cosh (W)]
yi—x, 'y)] a 2

27 1— d, {i senh (

2

P 1
a Z Lis <§12 51,1 w(fzg §2> 2 Z Lis f’Ll 5@2 S = 17 Y 2 (C4)
zeC il ieC
n 1 2 T
lo=)" = [ 5 cosh (yl Li 7)]
i=1 { cosh <y1—;z 7>}
n (1/ 1 2 {2 senh <yz ;h)} {—52 senh (yzgh)]
B Z 2 ) . 2
i=1 [V + <§senh (yz_;ﬁ)) ]
]
¢ {3 senh (yl - } 2 yi — ]y
— Z = - senh | &1+
icC 1 — P, {z senh (yi_;i 7)] a 2
1 En: [ cosh (yz;ﬁﬂ (1/ 1 { senh (y’Qh)]
et T ]
2 yi—x] Y
1 0N [a senh z ] 5 T
i1 / [ senh (M)]
Yiec 1 — B, {i senh (yi_;”)] @ 2
2
2 yi—z v
e
& o @ ly+ (3 senh <yi_2x 7)) ]
2 yi—z] ¥
1 th |:a senh (21 ):| 9 .
iy / [ senh (M)]
Yiec1— @, { senh (;ﬂ)] a 2
= - + Z 512 12 + Z Sia h 512
’LGC ZEC
:_7_'_ {Zgﬁ 7,2 +Z€22 612 }
icC ieC
em que w(&3) = [V':%Q] e h(&n) = 1?33232) comi=1,...,n.
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As segundas derivadas do logaritmo da func&o de verossimilhanca dado em ((C.3) sdo dadas

por
2 . _ T . el

76 - . > i { [2 cosh (yz Ti 7)] (—x”> lQ cosh <yz %i 7)]

0750t = & 2 2 ) |« 2

) s ()] )

1 2 yi —
S s | h L
+2§x [acos ( 5 )
(-5)

>< [

2

11 2 —zy\]T [2 —x v\

:—222$is$it{[a008h<y sz'y)] +[asenh<y 21;’7)]

ieC

2 —xy\1?

X W ([senh (Wﬂ )

a 2

1 2 yi—z7\] 2 yi—z]7\]
— = @y wy | — cosh —senh
2 o 2 o 2

ieC

o [2oon (257)])
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2
11 o seuh (yi_ZBH)
+ = Z Tis Tt 1
2’ 2 cosh <yl_2mj'y>
2 P 2 —
- — Z Tis Tt | — senh Yi— Ty h | —senh Yi— %y
4 iceC 2 o 2
i — 2 i —x)
- = Z Tis Tit l cosh (Wﬂ ' ( senh <W>>
’LEC Q 2 a 2
2 —zy\1* [2 _
=—= Z —Xis Ty § | — cosh Yim T + | —senh #
zEC a 2 a 2

2
xw(lsenh( —Ti 7)] )
« 2
oo ()] [ ()]
P Z Tis Tit cosh —senh [ m—2~
e! 2 a 5
ZEC
2
2 yi—xT'y
2 — asenh< i >
X w' (lsenh <W>1 ) Z Tty d 1 — 2T
“ 2 2’ 2 cosh <yi_””i 'Y)
; 2 T
7 Z Tis Tt [ senh (m>‘| h ( senh <W>>
ZGC « 2 o 2
ZEC (67 2 o 2

=5 Z SLis it 511 + 512) Z Lis xztgzl §12 w (§z2)
zGC ) ) ZEC
4= Z —Xis Tt [ i2 zl]
ZGC Zl
4
— 7 Z Tij Tik {fﬂ h(&i2) + <a2 + 532) h/(fz?)}
ZEC
4 2
- le 71'15 Tt [ﬂf] - 7 Z Tis Tt 521 + 512) Z Tis X t2§1,1 622 (f )
iEC’ v ZEC zEC’
4
— Z Tij Tik {&2 h(&i2) + (OZQ + 5?2) hl(fz'z)} ,
’LGC
2
1 S|4 + @+ uieh) +26 el
ieC ¢

-7 Z% Tk {512 h(&i2) + <oil2 + 5222> h/(fig)} , s, t=1,...,p,

’LEC
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X)) 1 2 zy 2 yi — ]y —Tjs
9007, a%{Q [asenh (2 )] [acosh< 5 )] ( 5 )

1€

_l’_

2 x 2
X W ([senh (27)] )
o
T T 2 T
gSenh Yi Ty w’ gsenh i 2 gsenh Yim Ty
« « 2 o 2
1 2 yi — ]y
+a2[a008h< 5 > h
ieC
1 2 i — 2 e 2 i — T,
+Z[senh<y xl,y) n' senh(y x”Y)) lcosh(y :z:zfy>]
«o 2 « 2 «o 2
(=)
X
2
2

1 2 yi — ]y 2 yi —x] Y 2 yi —x Y
_—QZ{[asenh<2>] acosh( w asenh —
e
z]y 2
2
1 2 i —x] z/
——ins — cosh Yim %o h | —senh Yim %o
2042.60 «o « 2
el

gsenh (yz i 7)] 4 ([2 senh <M>] )

o 2 o 2

]
o ()] ()
) 5o ()
Elom ()
2o (2
() o () (o ()

]

i1eC

5 T
y [Cosh<yzm ]
« 2
¢

- —— Z Tis 57,2 511 UJ( 222) + §z22 w/(g’?Q))

zeC’

_72'%28621 5@2 +§12h(€12)] s=1,...,p,

ZGC

-5 () (e (5]
R I
(e lr)
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%senh <W> W ([Z senh (—;h)r) 2 [i senh (y’_;hﬂ
o ()

1 {2 i — 1] 2 —
Sl e () S e ()]}

(i)

Al o) [l
e R )
i () ()
a2 o))

B4 ()2 e ()

o (o (1)) () o (5]}

S Y Guleh) - Y ehw () — o Y 26 hlen) + W (En)]

ieC icC ieC

1
+ —
«

/(. ) 2
sendo 1 (&n) = T2 + [ 124525 ] e ¢](€a) = 6u(6n) (—ia)w(€h) com i =1,...,m.
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