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RESUMO

Neste trabalho fizemos uma abordagem geométrica no estudo da dinamica do dumb-bell
em duas situacoes. Na primeira situacdo, o dumb-bell é submetido ao campo gravitacional
uniforme e consideramos dois casos. Em um, a sua haste é inextensivel, em outro, sua haste
tem comprimento variavel e se estende como um oscilador harménico simples. Na segunda
situacdo, a haste do dumb-bell é inextensivel, e se move sob a acdo de um campo central
Newtoniano devido a uma massa muito grande fixa em um ponto do espaco. Em todas as
situacoes abordadas introduzimos coordenadas convenientes no espaco de configuracdes (), o
que nos permite obter uma expressao simples para a métrica cinética K do sistema mecanico
simples (@, K, V') associado, onde V' é a funcdo potencial. A expressdo para o Lagrangeano
nestas coordenadas é simples e permite que resolvamos completamente o sistema das equacoes
de Euler-Lagrange na primeira situacdo e provarmos a existéncia de dois tipos de solucdes para
o movimento do dumb-bell no caso do campo de forca Newtoniano. Um aspecto importante
de nossa abordagem é que nao fazemos a restricao encontrada usualmente na literatura, de
que o centro de massa do dumb-bell move-se ao longo de uma 6érbita Kepleriana fixa. Ademais,

apresentamos uma breve justificativa de que tal restricio de fato ndo pode ser feita.

Palavras-chaves: Dumb-bell. Espaco de configuracGes. Métrica cinética. Potencial uniforme.

Potencial atrator. Euler-Lagrange.



ABSTRACT

In this work we did a geometric approach in the study of dumb-bell dynamics in two
situations. In the first situation, the dumb-bell is submitted to the uniform gravitational field
and we consider two cases. In one, its stem is inextensible, in the another, its stem has variable
length and extends like a simple harmonic oscillator. In the second situation, the dumb-bell
rod is inextensible, and moves under the action of a Newtonian central field due to a very
large mass fixed at one point of space. In all the situations addressed we introduce convenient
coordinates into the space configurations space () which allows us to obtain a simple expression
for the kinetic metric K of the associated simple mechanical system (Q, K, V), here Vis the
potential function. The expression for Lagrangeano in these coordinates is simple and allows
us to completely solve the system of Euler-Lagrange equations in the first situation and prove
the existence of two types of solutions for dumb-bell movement in the case of the Newtonian
force field. An important aspect of our approach is that we do not make the restriction usually
found in the literature that the dumb-bell center of mass moves along a fixed Keplerian orbit.

In addition, we provide a brief justification that such a restriction in fact cannot be made.

Keywords: Dumb-bell. Configuration Space. Kinetic Metric. Uniform Potential. Attractor

Potential. Euler-Lagrange.
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1 INTRODUCAO

Um dumb-bell (haltere em inglés) é um corpo rigido constituido por duas massas
conectadas por uma haste. O problema do dumb-bell é, usualmente, considerado como o
estudo deste corpo rigido sob a acdo gravitacional de um centro atrator Newtoniano, isto é,
um corpo de massa muito grande comparada com a do dumb-bell e a uma distancia muito
grande quando comparada as dimensdes deste.

Neste trabalho estendemos esta acepcao ao contexto em que o dumb-bell move-se no
campo da gravidade uniforme na superficie da Terra.

O dumb-bell é bastante usado para representar uma nave espacial ou um asteréide com uma
distribuicdo em massas bimodais, ver (MCCLAMROCH N.H., |2004)). Com respeito a existéncia de
asterdides com formato aproximado de um dumb-bell citamos no roda-pé um pequeno texto
da referéncia (H., 2002)E].

O estudo da dindmica do dumbbell é comumente feito admitindo que o seu centro de
massa descreve uma 6rbita Kepleriana, como em Celletti (V., [2008)) e outros autores citados
em (SIMPSON L., 2013)). Mas, a rigor, esta restricdo ndo pode ser feita, ver o comentério "In
many cases, e.g., for some double asteroids, such approximation is not well justified" no artigo
(SIMPSON L., 2013)).

Em nossa abordagem n3o fazemos esta restricdo e no Capitulo 3 justificamos esta decis3o.

Estudamos o problema como um sistema mecénico simples (@, K, V) como definido em
Smale (S., 1970), onde ) é uma variedade diferencidvel que representa o espaco de configu-
racoes, K uma métrica Riemmanniana sobre () e V' uma funcdo potencial sobre Q.

Abordamos o problema em duas situacdes. Na primeira, o dumb-bell move-se acima da
superficie da Terra sob o potencial do campo da gravidade, vertical e uniforme, desta. Con-
sideramos dois casos, um em que a haste é inextensivel e o outro, num contexto ainda mais
estendido, em que a haste é uma mola, cujo comprimento varia segundo um oscilador harmo-
nico simples.

Na segunda situacdo, a haste é inextensivel e o dumb-bell move-se no campo gravitacional

Newtoniano de uma grande massa fixa em um ponto do espaco muito distante do dumb-bell.

L Only the largest of the asteroids have enough gravitational force to mold their shape into nearly spherical
y g ghg p y sp

form. Recently with radar and speckel interferometry it has been able to determine the shapes of asteroids
accurately. Nearly all have been shown to have somewhat of a dumbbell shape. Those of which are binary
are probably dumbbells which were stretched into teardrops and then separated.
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No Capitulo 2, abordamos a primeira situacdo. Usando um Teorema da Mecéanica (S.W.,
1963)) provamos que o centro de massa do dumb-bell move-se ao longo de uma pardbola e
introduzindo trés coordenadas que refletem este contexto completamos estas com as coordena-
das esféricas do vetor diretor do dumb-bell para obter coordenadas generalizadas na variedade
(). Estas coordenadas simplificaram bastante a expressdo da métrica cinética e por consequén-
cia o Lagrangeano, o que nos permitiu integrar completamente as equacoes de Euler-Lagrange,
tanto no caso da haste inextensivel, quanto no caso da haste harmoénica.

No Capitulo 3, abordamos a segunda situacdo. Fixamos uma érbita eliptica de um problema
de Kepler puro definida pelas condicdes iniciais do centro de massa do dumb-bell. Isto permite
introduzir trés coordenadas cartesianas do centro de massa do dumb-bell relativamente a um
sistema orbital de coordenadas associado a orbita eliptica fixada e, completando estas com
as coordenadas esféricas do vetor diretor do dumb-bell obtemos coordenadas generalizadas
na variedade () nas quais a expressao da métrica cinética no espaco de configuracdes, e por
consequéncia do Lagrangeano, é bastante simples. Escrevemos as equacdes de Euler-Lagrange
em cada sistema de coordenadas assim definido e na secdo final do Capitulo obtemos, em dois
contextos, solucdes particulares destas equacoes que descrevem o movimento do dumb-bell
no espaco.

No Capitulo 4 fazemos as consideracdes finais e falamos sobre perspectivas futuras. Abri-
mos algumas possibilidades de estudos, tendo como perspectiva o que conseguimos nesta tese
avancar no caso do campo gravitacional central e o que podemos aprofundar no estudo da
dindmica do dumb-bell como parte do projeto mais amplo do professor Hideberto Cabral in-
titulado "Abordagem geométrica da dindmica de satélites"do qual fazemos parte da equipe
junto com o professor Gleidson Gomes.

Por dltimo, temos o Apéndice, onde fazemos uma apresentacao breve do fundamental do

Problema de Kepler usado aqui neste trabalho.
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2 O DUMB-BELL NO CAMPO GRAVITACIONAL UNIFORME

Segundo (V., 2008), um satélite dumb-bell é uma estrutura simples consistindo de
duas massas conectadas por uma haste de massa desprezivel. Neste Capitulo iremos considerar
o dumb-bell sob a acdo do potencial gravitacional terrestre (vertical e uniforme), como ilustra
a figura 1.1. O Capitulo esta dividido em duas partes. Na primeira, o dumb-bell é constituido
por uma haste inextensivel. Na segunda, o dumb-bell é constituido por uma mola que se

distensiona apenas longitudinalmente como um oscilador harménico simples.

Figura 1 — llustracdo do dumb-bell sob a acdo do potencial gravitacional terrrestre (vertical e uniforme).
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2.1 O DUMB-BELL EM UM CAMPO UNIFORME E COM A HASTE INEXTENSIVEL

Veremos como as coordenadas dadas a partir das parabolas do centro de massa do dumb-bell nos
permite simplificar bastante a métrica do espaco de configuracdes do problema, e por consequéncia
simplifica as equacdes de Euler-Lagrange. Isto permitird que facamos uma integracdo completa, e

assim poderemos explicitar as soluces das trajetérias.

2.1.1 Espaco de configuracoes

O espaco de configuracdes do dumb-bell com a haste inextensivel é o conjunto

Q= {q = (ai, %)ERgXRg ;llar —aef =1} - (2.1)

Fixamos um sistema de coordenadas ortonormal no R3, (O, i, j, k). Relativamente a este sis-
tema de coordenadas, denotamos por ry, ra 0s vetores posiciao das massas mj, mo e consideramos o

vetor diretor do dumb-bell, e, e o vetor do centro de massa do dumb-bell, r., definidos por:

r—r mi ma
e

r. = r+ ry . 2.2
l (m1+mg) ' (m1+mg) (22)

e —
[lustramos estes vetores na figura a seguir.

Figura 2 — llustracdo do vetor centro de massa, r., e do vetor diretor do dumb-bell, e .

m;

Se dy e ds sdo as distincias do centro de massa as massas m; e msy do dumbbell, temos que:
ri=r.+die, rp=r.—dse. (2.3)

Com:

di+dy=1, midi —mads =0. (2.4)
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Note que a segunda condicdo da equacio acima equivale ao fato do médulo das forcas
resultantes nas extremidades do dumb-bell serem inversamente proporcionais as distancias correspon-
dentes de suas linhas de ac3o até o centro de gravidade, o que na Fisica é traduzido por torque-nulo
ou movimento de alavanca nulo.

Observe que:
mo.l my.l

dij=—2"  dy=——"" |
YT i me) T (my + ma)

llustramos na figura a seguir as relacdes dadas pelas equacdes ([2.3).

Figura 3 — llustracdo das relacdes entre os vetores posicdo ri,r, das massas e os vetores diretores do centro
de massa, r., e do dumb-bell, e .

Iy

Iy

Te

rs

O conjunto @ é uma variedade suave de dimens3o 5, pois Q@ = f~'(I) e I é um valor regular da
funcdo diferenciavel f(qi,q2) = ||qi — qz||. Mais ainda, podemos olhar Q como sendo S? x R? via

a aplicacdo:

F:Q — S8?°xR3
(2.6)
(rla r2) — (e ; rc) )
que é um difeomorfismo, pois é diferenciavel e tem uma inversa diferenciavel, a saber

F~1(e,r.) = (r. +die, r. — doe) .

2.1.2 Movimento do centro de massa do dumb-bell

A seguinte equacdo rege o movimento do centro de massa de um sistema de n-particulas de
massas mi, ..., M, que s& movem no espaco sujeitas as forcas externas F1,...,F, atuando sobre

elas:

domp|te=> Fp. (2.7)
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Isto é uma consequéncia direta da 22 Lei de Newton. Isto pode ver visto no primeiro Capitulo do
livro de McCuskey (S.W., 1963).
No caso do potencial uniforme, a forca externa sobre cada uma das particulas do dumb-bell é
dada por:
Fj=—-gmjk, j=1,2. (2.8)

onde g é a aceleracdo da gravidade na superficie da Terra. Pela lei da gravitacdo Newtoniana g é
dada pela expressdo g = %\Q/I, onde GG é a constante da gravitacdo universal, M é a massa da terra

e R o seu raio. Da equacdo (2.7)) segue que:
(m1 +mg)¥e = —g(m1 +ma)k ,

donde por integracao obtemos o movimento do centro de massa do dumb-bell

r(t) = — (g#) K+ t(a, B,7) + (c1, ¢, ¢3) | (2.9)

onde «, (3,7, c1, c2, c3 sdo constantes de integracdo. Reescrevendo esta equacdo na forma

o(t) = (—§t2 fytt C3) K+ t(a, 5,0) + (c1,¢2,0) |

vemos que o centro de massa do dumb-bell move-se ao longo de uma parabola, z = —%gt2+7t+03,

contida no plano vertical cuja intersecdo com o plano XY é a reta (z,v,0) = (o, 5,0) + (c1, c2,0)

Algumas consideracdes:

1. Note que a posicdo de langamento é r.(0) = (c1,c2,c3) com velocidade inicial 1.(0) =

(o, 8,7).

2. A componente horizontal da velocidade inicial, (a, 8,0), é que faz a 6rbita do centro de massa
do dumb-bell ser uma parabola. Se esta componente for nula, isto é, se o impulso inicial no

centro de massa for vertical, este se movera ao longo de uma reta vertical.

Por fim, se o lancamento for de um ponto (z,0,0) do eixo dos = e denotarmos por u o tempo

dercorrido desde o lancamento, entdo de ([2.9) temos

rf0: (o, B ~) = <x0 + ou, Pu, yu — gu2> . (2.10)

Podemos ent&o considerar «, 3,7y como coordenadas para, através de ([2.10)), localizar os pontos
do espaco onde o centro de massa do dumb-bell, lancado a partir do ponto (xg,0,0), estard no

tempo u.
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Figura 4 — Pardbola que representa o centro de massa do dumb-bell.

2.1.3 Coordenadas generalizadas e parametrizacao local de Q

Consideremos as coordenadas esféricas 6, ¢ da massa m; com relacdo ao centro de massa re,

sendo 6 a longitude, isto é, o angulo entre o vetor r.ri e o eixo OX e ¢ a latitude, isto é, o angulo
r—rc

entre o vetor r.ri{ e o plano XY. Entdo o vetor diretor do dumb-bell, e = || l é dado em
rh—rc
termos de 6 e ¢ por
T
e = (cosfcosg, senflcosp, seng) ; 6 € (0,27) , ¢ € (—5, 5) . (2.11)

Figura 5 — Coordenadas esféricas 6, ¢ do vetor diretor e do dumb-bell.
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Temos entdo as coordenadas generalizadas (a, 3,7,6,¢) em uma vizinhanca coordenada de

Q.Para cada zg, u fixado, usando as relagdes da equagdo ([2.3]), temos as cartas locais em ) definidas

por
\I;CUO,U(O[7 Ba e 05 QZS) = (I’1 (Oé, /85 e 95 ¢)a r2(aa ﬁ? e 9’ Qb)) ) (212)

onde
r = (:):0 + au + dycosfcosp, Su + disenfcosd, yu — %uQ + dlsengb) , (2.13)
ro = <x0 + au — docosfcosp, [Su — dasenfcosp, yu — qu — dgsen¢) . (2.14)

Visualizamos esta parametrizacdo na figura 1.4 .

Figura 6 — llustracdo da parametrizacdo do espaco de configuracdes do dumb-bell no campo vertical uniforme.

m

2.1.4 A métrica cinética em coordenadas locais

A métrica que vamos usar na variedade () é aquela cuja forma quadratica é (o dobro) da energia

cinética do sistema, isto é, vamos considerar a métrica cinética definida por

K ((&1,m), (&2,m2)) = ma(&1,&2) +ma(n, na) - (2.15)

Onde (, ) é o produto interno Euclidiano.
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Denotemos por x1,...,x5 as coordenadas locais «, 3,7,60,¢ de um ponto q € @, e seja x =

(x1,...,xs5). Calculamos os elementos da métrica na parametrizagdo (2.12)), isto é, Kq(0;,0;), onde

ov or; Org
=2 . 2.1
O oxy, ((%Uk’ axk) (2.16)

Com alguns célculos, obtemos a matriz da métrica nesta parametrizac3o

, mim mym
Kq = (m1 +m2) diag <u2, u?, ¥, ————2_1%cos’, 12)2l2> . (2.17)

2.1.5 Potencial e energia cinética em coordenadas locais

Consideremos o potencial uniforme sobre Q:

V:QQ — R
(2.18)
(ri,re) > V(ry,re) = gmyms(ry) + gmaoms(ra) ,
onde 73 é a projecdo na 32 coordenada.
A expressdo do potencial nas coordenadas generalizadas («, 3,7, 6, ¢) fica:
V= ) g 2
=g |m{yu—Su + diseng | + mo | yu — ¥~ daseng
_ g 2
= g(m1 + ma) <7u - U ) : (2.19)
A energia cinética T : T'() — R é definida por
1
T(q,v) = §Kq (v,v) . (2.20)
Sua expressdo nas coordenadas (v, 3,7, 6, ¢ ,v1,v2,v3,v4,v5) do fibrado tangente T'Q é:
(mi+mo)u® (5 5 mimal? 2,92 2
T=—=— = . 2.21
5 (v1 + vy + 1)3) + 3lms + ma) (cos Py + 1)5) (2.21)
Agora, consideramos o Lagrangeano do sistema
L:TQ — R
(2.22)

(qa V) — T<q7 V) - V(q)
cuja expressdo nas coordenadas do fibrado tangente é a seguinte

m1m2l2

(m1 + ma)u? (
2 2(my +ma)

L= v%+v%+v§>+ B

(2.23)

(cos%ﬁvi + v?,) — g(m1 +ma) (’yu — gu2> .
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2.1.6 As equacodes de Euler-Lagrange

Vamos considerar as equacGes de Euler-Lagrange do dumb-bell, no caso da haste inextensivel,

dada nas coordenadas generalizadas x1,..., x5 :
d (0L oL
il = 2.24
dt <8vk> oxy, ( )

Nosso objetivo a seguir é descrever o movimento do dumb-bell resolvendo estas equacdes, dadas
as condicdes iniciais

2p(0) =20 @p(0) =0}, k=1,...,5.

As equacgdes (2.24)) para k = 1,2, 3 sdo dadas respectivamente por

at) =0, 3ty =0, 5 = -2,

que podemos resolver imediatamente obtendo as solucées

alt) =ait +b1, B(t) =ast +b2, ¥(t) = —%tz + ast + by

onde a; e b; sdo constantes (i = 1,2,3) .

Estas funcdes evidentemente descrevem o movimento do centro de massa ao longo de uma
parabola, ou de uma reta vertical, se a; = a3 =0 .

Resta, portanto, analisar as equacdes para k = 4 e k = 5 que se reduzem ao seguinte sistema

de segunda ordem

cos’p(t)0(t) = a , com a constante , ¢(t) = —seng(t)cosp(t)0(t)? . (2.25)

2.1.7 Solucao das equacdes da latitude e da longitude

Nesta secdo vamos resolver o sistema , dando uma interpretacdo para o movimento do
dumb-bell em cada caso. Vamos falar em deslocamento ao longo da parabola em vez de deslocamento
do centro de massa do dumb-bell ao longo da pardbola e, também, n3o vamos fazer referéncia a
segunda possibilidade de um deslocamento ao longo de uma reta vertical.

Uma solugdo ébvia do sistema ([2.25]) é a seguinte
0(t)=at+0o, ¢(t)=0,

na qual o dumb-bell se desloca horizontalmente ao longo da parabola mantendo uma posicdo fixa se

a = 0 ou girando em torno do centro de massa com velocidade angular constante a # 0 .
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Para prosseguir suponhamos primeiro que a = 0 . Sob esta condicdo o dngulo ¢ é um multiplo
inteiro de 5 ou entdo 0 =0 e ¢ = dot + ¢o . No primeiro caso vemos por que o dumb-bell
move-se ao longo da parabola mantendo sempre uma posicdo vertical. No segundo caso o dumb-bell
move-se ao longo da pardbola mantendo uma posicao fixa, se $o =0, com longitude 6y e latitude
$o ou gira em torno de seu centro de massa com velocidade angular constante ¢ # 0, mantendo

sempre a mesma longitude.

Agora, vamos supor que a = fycos2gg = (0 . Substituindo 0 na segunda equacao obtemos

- a*senp d a®
¢=- cos3p %( B 2c052¢) '

Multiplicando esta equaco por ¢ e integrando obtemos

(12

o
o= c052§z5+07

onde tomando ¢(0) = 0 a constante de integracio C' é dada por C' = ¢2 + a? , logo

12 _ &% — (4% + a®)sen?op

¢ — (2.26)

O numerador na equagdo (2.26)) ndo pode ser negativo e supondo-o positivo esta equacdo pode

ser re-escrita como 9

dcosep
\/(ZJ% — (43 + a?)sen2¢

Por continuidade o quociente entre os colchetes tem que ser igual a 1 ou a —1 . Fazendo

|0

=1.

b= — e procedendo a integracao de
\ 3+ a?
¢ cosa -
————da = £\/¢3 + a2t
/0 b2 — sen?c %0
obtemos

sen¢(t) = +bsen (\/qb% + a? t) : (2.27)

Uma vez obtida a funcdo ¢(t) integramos a primeira equacdo em ([2.25)) para encontrar a longitude

o(t) = /Ot ﬁds . (2.28)

A medida que o centro de massa do dumb-bell move-se ao longo da paradbola, ou verticalmente
dependendo de se foi lancado com um impulso inicial inclinado ou vertical, as duas massas giram
em torno de seu centro de massa num movimento mais complicado descrito pela longitude 6(t) e

latitude ¢(t).
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2.1.8 Colecao das solucoes

Apresentamos aqui um resumo do que obtivemos das solu¢des e a compreensio da dindmica do
problema do dumb-bell com a haste inextensivel, este submetido exclusivamente a acdo do campo
gravitacional vertical uniforme.

Resumindo, temos o seguinte resultado: Sejam («, 3,7, 0, ¢) as coordenadas generalizadas locais
do dumb-bell submetido ao campo gravitacional uniforme vertical, definidas em . Ent3o, as

suas possiveis trajetérias nestas coordenadas sao dadas pelos itens a seguir:
= 1) a(t) =ait+b1, B(t) =ast+by, y(t) = —5=t? + agt + bz , 6(t) qualquer, ¢(t) = 90° .

= ) a(t) =ait+b, B(t) = ast + by, Y(t) = —=t* + agt + bg , O(t) = 6 constante,
é(t) = do t + ¢o -

= M) a(t) =art+b1, B(t) =ast+ by, ¥(t) = —Lt> + ast + bg e 6(t) , ¢(t) obedecem as

equacoes:
cos(t)

12 2 2
o) =a ln‘l—{—sengf)(t)‘+b7

ﬂﬂzécw%ﬁﬂ&

coma; , b; (1=1,2,3), a #0, b constantes.

Como consequéncia direta deste teorema temos a seguinte lista de exemplos. (Exemplos). Sdo

trajetorias particulares do dumb-bell quando submetido ao campo gravitacional uniforme vertical:

-LUM@=MJMF%%7@:—%§+%£@:%Hﬂmwﬂz%W
1.2) a(t) = ait + by , B(t) = agt + by , Y(t) = —%ﬂ +ast + by , 0(t) = fot + 0o
o(t) = 90° .
-ni)anm,m@:@,ﬂﬂ:—%ﬂ+@,moz%m¢@:¢@+%.
1.2) at) = ait + by , B(t) = ast + by , A(t) = —%tQ +oast + by , O(t) = 90°
o(t) = ot + ¢o .
-mJ)Mﬂ:m,mw:@,ﬂw:—%ﬂ+m,m@:m,awzm

.2) a(t) = ait + by, B(t) = ast + by , y(t) = —%tQ Fast+bs, 0(t) =at, ¢(t) =0
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[lustramos estes exemplos com as figuras a seguir.

Figura 7 — Exemplos de solucdes no caso |)
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(a) 1.1) Dumb-bell contido em um segmento de

reta vertical e rodopiando em torno de si.

L .

(b) 1.2) Dumb-bell com o centro de massa sob
um parabola vertical, rodopiando em torno de si.

Figura 8 — Exemplos de solucdes no caso I)

(a) N.1) Dumb-bell com o centro de massa sob
um segmento de reta vertical, girando em torno
do centro de massa e mantendo-se em um plano
vertical.

- —

-
S O O B O

(b) 11.2) Dumb-bell com o centro de massa sob
um parabola vertical, girando em torno do centro
de massa e mantendo-se em um plano vertical.
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Figura 9 — Exemplos de solu¢cdes no caso I1)
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(a) 111.1) Dumb-bell com o centro de massa sob
um segmento d e reta vertical, girando em torno
do centro de massa e mantendo-se horizontal.

-
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(b) 11.2) Dumb-bell com o centro de massa sob
um parabola vertical, girando em torno do centro
de massa e mantendo-se horizontal.

2.1.9 Algumas consideracoes finais e perspectivas futuras

Finalizamos fazendo a observacdo de que os movimentos estaticos, em que o dumb-bell move-

se ao longo da pardbola mantendo uma posicdo fixa sdo de fatos solucdes de equilibrio em um

sistema mével de coordenadas com origem no centro de massa e eixos paralelos aos do sistema

inercial. Estes movimentos s3o "estaveis", pelo Teorema de dependencia continua nas condicGes

iniciais. Mas podemos imaginar um campo uniforme sem a limitacdo da superficie da Terra de modo

que a parabola estivesse definida para todo o tempo. Neste caso, sim, podemos perguntar se estes

movimentos estaticos (equilibrios) sdo de fato estdveis. Esta questdo merece ser investigada.
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2.2 O DUMB-BELL EM UM CAMPO UNIFORME E COM A HASTE HARMONICA

Iremos agora considerar o caso em que a haste é uma mola que se distensiona apenas
longitudinalmente segundo um oscilador harménico simples e que também é submetida ao campo
gravitacional terrestre (vertical e uniforme). Veremos como as coordenadas dadas a partir das pa-
rabolas do centro de massa do dumb-bell nos permite simplificar bastante a métrica do espaco de
configuracGes do problema, e por consequéncia simplifica as equacdes de Euler-Lagrange. E neste
caso, por conta da distensdo da mola, o niimero de graus de liberdade do problema aumentard em
uma unidade, tendo nosso problema neste caso dimensdo 6. E da mesma forma que no caso inex-
tensivel, esta abordagem geométrica permitird que facamos uma integracdo completa das equacGes

e exibir as solucdes explicitamente.

Figura 10 — Dumb-bell com a haste harménica.

2.2.1 Espaco de configuracoes

Neste caso, o espaco de configuracdes do dumb-bell é o conjunto
Q={x=(x1, x2) e X R’ ; |x1 —x2] = p(s) =+ ¥(s)} , (2.29)

com

Y"(s) = —w?(s) , com w > 0 constante , (2.30)

cuja soluc3do geral é dada por

P (s) = c1.cos(ws) + ca.sen(ws) , com ¢y, co constantes . (2.31)
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Como na secdo anterior j& abordamos o caso inextensivel, iremos assumir que ¥ (s) n3o é iden-
ticamente nula. Assim, a solugdo geral da equacido ([2.30)) pode ser reescrita da forma
P (s) = c.sen(pp + ws) , (2.32)

com ¢ =1/9(0)2+ 1/113(2])2 (amplitude), senpy = %1/}(0) » COSpo = :—;Qb;()())

, (o : angulo de fase) .

Usamos aqui e repetiremos ao longo da nossa abordagem a notacdo de "linha" ’

para indicar a
derivada com relacdo a s. Isto para ndo causar confusdo com a notacdo de ponto’, a qual estamos

usando para denotar a derivada com relacdo a £. Ou seja

;o d _d
T ds dt

(2.33)

Da mesma forma que fizemos na sec3o anterior, o caso da haste inextensivel, fixamos um sistema
de coordenadas ortonormal no R? e iremos considerar o vetor diretor do dumb-bell e e o vetor do
centro de massa do dumb-bell, definidos pelas equacées de . Consideramos também as relacées
dos vetores posicdo de cada massa com estes vetores, dados pelas equacdes em ([2.3)), onde iremos
trocar o di,dy por di(s),da(s) dados a seguir

p(s), da(s) =

mo
(m1 +ma)

mi

di(s) = ot ma)”

(s) . (2.34)

O conjunto () é uma variedade suave de dimens3o 6. Para verificarmos isto, consideramos a

aplicacdo:
F:Q — S*xR¥x[—c+l, c+]]
1o (2.35)
r,r — — te, |11 —r
) = (= e In = nl)
F é um difeomorfismo local, pois é diferencidvel, com inversa local diferencidvel, a saber
— moz miz
F~ Yz, ,z:(+x, - > 2.36
(z,y,2) = |y it my) > Y G ) (2.36)

2.2.2 Parametrizacdo (coordenadas generalizadas) local

Na secdo anterior, a partir do McCuskey (S.W., 1963) concluimos que no potencial vertical

e uniforme o centro de massa do dumb-bell descreve uma pardbola com a concavidade voltada para

baixo. Na verificacdo disto, nenhuma hipétese adicional foi feita, podendo o argumento ser aplicado
também ao contexto presente, em que a haste é uma mola.

Assim, neste caso também podemos considerar «, 3, como coordenadas para localizar os pontos

do espaco onde o centro de massa do dumb-bell, lancado a partir do ponto (xg, 0, 0), estard no tempo

u, da seguinte forma

rf"’u(ajﬂ,'y) = <:co + au, PBu, yu — guz) ) (2.37)
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Considerando as coordenadas esféricas 6, ¢ da massa m1 com relacdo a ro. Sendo 6 a longitude,
isto é, o angulo entre o vetor rori e o eixo OX e ¢ a latitude, isto é, o dngulo entre o vetor rori e

o plano XY. Ent3o o vetor diretor do dumb-bell, II:i::gH , € dado em termos de 0 e ¢ por

e = (cosfcosp, senfcosg, seng) . (2.38)

[lustramos 6 e ¢ na figura a seguir.

Figura 11 — Coordenadas esféricas 6, ¢ do vetor diretor e do dumb-bell com a haste harménica

Ak

Temos entdo as coordenadas generalizadas («, 3, 7, 0, ¢, s) em uma vizinhanca coordenada

de Q e, para cada xg,u temos a carta local em Q definida por

\I/Imu(a’ Ba 77 07 (ba S) = (rl (aa ﬁ? ’)/7 67 ¢7 3)7 rQ(Oé, /Ba 77 97 ¢7 S)) 9 (239)

com:
r = (mo + au + di(s)cosfcosp, Su + di(s)senfcosp, yu — %uQ + dl(s)senqﬁ) , (2.40)
ry = (mo + au — da(s)cosfcosep, [Su — da(s)senfcosp, yu — %uZ - dg(s)senqS) . (2.41)

2.2.3 A métrica cinética em coordenadas locais

A métrica que usaremos na variedade () serd também a métrica cinética, definida por

K ((&1,m), (&2,m2)) = ma(&1,&2) + ma(m,n2) - (2.42)
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Denotamos por x1, T2, T3, T4, T5, Tg as coordenadas locais o, 3,7, 0, ¢, s de um ponto q € Q, e
seja x = (z1,x2, T3, %4, 25, 26) . Calculamos os elementos da métrica na parametrizagdo ([2.39)), isto

é, Kq(0;,0;), onde

8‘11 81‘1 61‘2)
O = = ) . 2.43
K oxy, <833k oxy, ( )
Com alguns célculos, obtemos a matriz da métrica nesta parametrizacao
. mims 2 92 mims 2 mimsa 7RY
Kq = (mi+m dza(uz,u2,u2,scos,s,s>.
q = (m1+mz) diag e +m2)20( )7cos”¢ (n +m2)gp( ) CT +m2)20( )
(2.44)
2.2.4 Potencial e energia cinética em coordenadas locais
O potencial uniforme, definido na equagdo (2.18)), nas coordenadas («, 3,7, 6, ¢, s) fica
V = g(mq +my) (7u - gu2> . (2.45)

A energia cinética T : TQ — R, definida pela equac3o [2.20| nas coordenadas

(o, B,7,0, ¢, 8,01, v2,v3,v4, V5, v6) do fibrado tangente T'Q é

7= Tt {u2 (0 03 +08) + (s [p(s)” (cos’vd +03) + p’<s>2vé}} . (2.46)

Assim, a expressdo do Lagrangeano, definido pela equacdo (2.22)), nas coordenadas do fibrado

tangente é a seguinte

(m1 + ma) m1Mms2 g
L= — u? (U% +vd + U%) + (1 + ma)? {p(s)2 (cos%vi + U%) + p'(s)Qvg] —2g [ yu — §u2 .

(2.47)

2.2.5 As equacoes de Euler-Lagrange

Vamos considerar as equacGes de Euler-Lagrange do dumb-bell, no caso que a haste é uma mola,

dadas nas coordenadas generalizadas x1, ..., 26 :
d (0L oL
— (=) == 2.4
dt (c%k) oxy, (2.48)
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Nosso objetivo a seguir é descrever o movimento do dumb-bell resolvendo estas equacdes, dadas
as condicdes iniciais

a(0) =¢q2, G(0) =), k=1,...,6.

As equagdes (2.48) para k = 1,2, 3 sdo dadas respectivamente por

. s . g
a(t) =0, 3ty =0, 5() = -2,
que podemos resolver imediatamente, obtendo as solucdes
alt) = ait + by, B(t) = ast + by , y(t) = —%tQ +ast + by,

onde a; e b; sdo constantes (i = 1,2,3) .

Estas funcdes evidentemente descrevem o movimento do centro de massa ao longo de uma
parabola, ou de uma reta vertical, se a; = as = 0.

Resta, portanto, analisar as equacdes para k = 4, k =5 e k = 6 que se reduzem ao seguinte

sistema de segunda ordem

R(t)%cos’p(t)f(t) = A , com A constante ,

= [R(£)26(t)| = —R(t)*seng(t)coss(t)d(¢)? , (2.49)

Com:
R(t) = p(s()) (2.50)

Observacdo: Nestas equacdes assumimos R.(t) n3o constante, pois do contrario recairiamos no

caso da haste inextensivel.

2.2.6 Solucdes das equacdes de Euler-Lagrange
Para resolvermos as equagdes ([2.49)), dividimos em dois casos

1)A=0,2) A+#0.

Usando a primeira equacdo de (2.49)), subdividimos o caso 1) em outros dois 1.1), 1.2), a seguir:

2m+ 1)

11) A=0, ¢(t)= -

,meZ.
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Devemos tomar as vizinhancas locais de modo que: —g +i<op< g +d,comd>0.

A segunda equacio de (2.49) é obedecida. Da terceira equacdo de ([2.49) R(t) =0 . Ou seja,
da equacdo ([2.32)) s(t) obedece:

sen(ypo +ws(t)) = Bt+ C , com B, C constantes. (2.51)

E 6(¢) fica livre.
1.2) A =0, 6(t) = 6y (constante)

A segunda equacdo de ([2.49) fica:

R(t)%¢(t) = D , com D constante. (2.52)

A terceira equacdo de (2.49) fica:
R(t) = ¢(t)°R(t) . (2.53)

Podemos ainda subdividir este caso em outros dois, 1.2.1), 1.2.2), se D é nulo ou n3o.
1.2.1) A =0, 0(t) =60p (constante) , D=0

Da equacdo ([2.52)) ficamos com ¢(t) = ¢ constante. Da terceira equacdo de ([2.49)), segue
R(t) = 0 . Ou seja, da equacio (2.32)), s(t) obedece:

sen(pp +ws(t)) = Bt 4+ C , com B, C constantes. (2.54)

1.2.2) A =0, 6(t) = 6o (constante) , D # 0

Substituindo a equacdo ([2.52)) na equacdo (2.53)), obtemos a seguinte equacdo para R(t):

.. D2
R(t) = . 2.55
0 = g (255)
Cuja solucdo geral é:
o, D?
R(t)=\/E(t+ F)" + — » com E, F constantes. (2.56)

Ou seja, da equacgdo (2.32)), s(t) obedece:

2

I+ c.sen(pg + ws(t)) = \/E (t+ F)* + % . (2.57)
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E retornando a equacdo ([2.52)), apds uma integracdo simples obtemos ¢(¢):

E(t+F)

¢(t) = arctan ( o)

) + G, com G constante. (2.58)

2) A#0

Substituindo a primeira equacdo na segunda equa¢do de ([2.49)) obtemos a equagdo:
25012 0 424002 2
[R(t) qﬁ(t)} + A®tan” ¢(t) = H® , com H constante. (2.59)

Dividimos este caso em outros dois 2.1), 2.2) com relacdo a H, a seguir:
21) A£0,H=0

Da equacido (2.59)) concluimos que:
ot)y=mm, meZ . (2.60)

Temos que a segunda equacdo de (2.49)) é obedecida. E as primeira e segunda equagdes de ([2.49))
ficam:

R(1)%0(t) = A, R(t) = (t)*R(t) . (2.61)

Substituindo o 9(75) desta primeira equacdo na segunda equacdo, obtemos novamente a EDO da
equagdo ([2.55):
A2

ZMQ:EEF. (2.62)

Resolvendo esta equacdo e ap6s isto resolvendo 6(t) usando a primeira equacdo, obtemos:

A2
[+ csen(po+w.s(t)) =R(t) = \/I (t+J)*+ —» com I, J constantes,

(2.63)

I(t+J)

6(t) = arctan ( 1

) + K, com K constante.

22) A£0,H+#0

Substituindo a relacdo dada pela equacdo 1} eo 9(75) da primeira equacdo de |i na
terceira equacgdo de ([2.49)), obtemos pela terceira vez a EDO da equagdo ([2.55]):

(A% + H?)

RO ="Fp

(2.64)
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Cuja solucdo geral é dada por

A? + H?
R(t) = \/L (t+ M)2 + % , com L, M constantes. (2.65)

Ou seja, da equacdo ([2.32)) s(t) obedece

A2 + H?
[+ csen(pg +w.s(t)) = \/L (t+ M)+ % : (2.66)
Substituindo este R.(¢) na equacgdo ([2.59)), ficamos com a seguinte equacdo para ¢(t)
A2+ m12)?
L(t+M)>?+ % $(t)? = H? — A% tan® $(t) . (2.67)

Antes de fazermos a integracdo desta equacdo, vejamos que n3o podemos ter ¢(t) constante.
De fato, caso contrério a segunda equacdo de ([2.49) traria como consequéncia uma das seguintes
possibilidades:

(2m+1)m

5 ,meZ ou N)ot)=mm, meZ ou ) O(t) constante . (2.68)

) o(t) =

O caso |) com a primeira equacdo de (2.49) implicaria em A = 0, o que contradiz a hipdtese
deste caso que estamos analisando.

O caso Il) com a equacdo implicaria em H = 0, o que contradiz a hipdtese deste caso
que estamos analisando.

O caso Ill) com a primeira equacdo de em A = 0, o que contradiz este caso que estamos
analisando.

Observacao: Iremos considerar que ¢(t) > 0, o caso ¢(t) < 0 se faz de maneira idéntica,
bastando trocar o sinal da solucdo ¢(t).

A equacgdo (2.67)) pode ser escrita da forma:

é(t) 3 1
JH = Atan?o(t)  L(t+ M)+ £ (2.69)

Usamos a integral a seguir para integrar o primeiro membro da equac3o ([2.69)).

1 1 b
. cos () <Wsen (m)) + constante . (2.70)
\/b2 2 tan (1) Va2 + b2 |cos(z)| |b]

Ap6s integracdo da equacdo ([2.69)) obtemos

1 cos(¢) [A2+ H? sen ()] = 1 aretan ( L(t+ M)
VA2 + H? |cos(9)] | H VA2 H? VAZ + H2

Observacao: Consideramos os ¢ de modo que cosg(t) > 0. Os t que tem cos¢(t) < 0 sdo feitos

) +cte. (2.71)

de maneira idéntica, bastando mudar o sinal de ¢(t) da soluc3o.
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Assim, obtemos a solucdo ¢(t):

H L M
seng(t) = #sen (arctan ((t—l_)) + n> , com n constante . (2.72)
1/1424_1'_1'2 1/1424_]{2

Usando a integral:

A(A2+H?) Atan(arctan(%)Jrn)
Yo P dx = arctan NITENE + cte
[L(x—i—M)Q—i-%} [AQ—i-HQCOS2 (arctan(ﬁ)—i—n)}
e a relacdo:
b
arctan(a) + arctan(b) = arctan <1a + b) , (2.73)
—a

obtemos a partir da equagdo primeira equacdo de (2.49)) a expressdo explicita para 6(t):

L(t+M)

A oo N
0(t) = arctan ( ( +P (2.74)
2 2 L(t+M) ’
VA2 4+ H? \ 1 - oz Y

com N = tan(n) e P constante.

2.2.7 Colecao das solucoes

Apresentamos aqui um resumo do que obtivemos das solucées do problema do dumb-bell com a
haste se distencionando e se comportando como um oscilador harménico simples ("uma mola"), este
submetido exclusivamente a acdo do campo gravitacional vertical uniforme. Aqui n3o iremos fazer as
interpretacGes da dindmica, apenas apresentaremos as solucdoes em coordenadas do que obtivemos
como "um exercicio direto" seguindo a mesma abordagem que fizemos no caso da haste inextensivel.

Em resumo, temos o seguinte resultado: Sejam (a, 3,7,6,¢,s) as coordenadas generalizadas
locais do dumb-bell definidas em ([2.39)), com a haste harmonica, submetido ao campo gravitacional
uniforme vertical. Entdo, as suas possiveis trajetérias nestas coordenadas s3o dadas pelos itens a

seguir:

s D) alt)=at+b, B(t) =ast+bo, Y(t) = —Lt? + agt + b3 , O(t) qualquer, ¢(t) = 90° ,
R(t) =1+ c.sen(po +ws(t)) = p(s(t) =Q t+ R .

= 1) a(t) = art+ b1, B(t) = ast + by, ¥(t) = —Lt? + ast + bs , 6(t) = 6y constante ,
@(t) = ¢ constante , R(t) =1+ c.sen(po+ws(t)) =p(s(t)) =Qt+ R .

= ) a(t) =art + b1, B(t) =ast+by, ¥(t) = —4=t? + ast + bs , O(t) = 6 constante ,

(t) = arctan (@) + G, R(t) =+ csen(ypg +ws(t)) = p(s(t)) = \/E (t+ F)? + %2
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= V) a(t) =ait+bi, B(t) = ast+bs, Y(t) = —5-t* +ast+b3 , 6(t) = arctan (@) +G

2

0(1) = 1807, R(t) = 1+ c.sen(ipo + ws()) = p(s(t)) = \/E (t+ PP+

= V) a(t)=at+ by, B(t) = ast + by, ¥(t) = —45t* + azt + b3,

L(t+M)
— T IV
0(t) = arctan ( D ( D2+ )) +P,

/T2 2 _ L(t+M)
DR+ B2 \1 = g N

o(t) = (%sen (arctan <%> + arctan(N))> ,

coma; , b; (1=1,23), E,D ,F, ,G,H,L,M N, P, Q, R constantes .
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3 O DUMB-BELL NO CAMPO GRAVITACIONAL CENTRAL

Neste Capitulo vamos considerar o dumb-bell constituido por uma haste inextensivel conec-
tando duas massas pontuais mi,meo e que ele é atraido por um corpo fixo de massa grande, M,
que se encontra a uma grande distdncia do centro de massa do dumb-bell, quando comparada ao

comprimento deste. llustramos esta configuracdo com a figura a seguir.

Figura 12 — Potencial atrator central.

z

3.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

Fixemos um sistema de coordenadas ortonormal no R?, Cy = {i, j, k}, e consideremos uma
massa M fixada na origem. O problema é estudar o movimento das massas mj e ms sujeitas a acdo
gravitacional da massa M, sob a restricao de que estdo ligadas por uma haste inextensivel de massa
desprezivel, cujo comprimento [ é pequeno em relacdo a distancia de seu centro de massa a M.

Sejam r; e ry os vetores-posicdo das massas mi e mo relativamente a origem deste sistema
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inercial de coordenadas. Ent3o, o espaco de configuracoes é a variedade

Q={(ri,r2) € B* x B% |1y — o] =1} . (3.1)

Nosso problema é estudar a dindmica do sistema mecénico simples (@, K,V), onde K é a
energia cinética definida pela métrica Riemanniana associada as massas m1, ms, ver equacao ([3.24))

e o potencial V : Q — R é aquele devido a atracdo de m; e my pela massa central M,

GMm1 GM?TLQ

v . -
1 r2) = =T ™ Tl

(3.2)

3.2 MOVIMENTO DO CENTRO DE MASSA DO DUMB-BELL

Seja e = %(rl — r2) o vetor unitdrio que orienta o dumb-bell no espaco. Se d; e dy sdo as

distancias do centro de massa do dumb-bell, as massas m1 e my, respectivamente, ent3o

ri=r.+de, ro=r.—dse, (3.3)

onde
ma mo
r; + ro
(m1 + mo) (m1 + mo)

Como dj + d2 = [, destas equacdes e de ([3.4]) temos que

re =

m1d1 = m2d2 . (35)

Pela 22 lei de Newton, vimos na equacdo que o vetor-posicdo do centro de massa do dumb-
bell, move-se sob a acdo gravitacional da massa fixa M como um corpo de massa m; +ms submetido
a resultante das forcas externas atuando sobre cada uma destas duas massas. No Capitulo 1 vimos
que o centro de massa do dumb-bell move-se sobre uma parabola que é a érbita natural dos corpos
em queda livre na superficie da Terra. Ora, a érbita natural dos corpos em queda livre em torno do
centro atrator Newtoniano é uma conica, em particular uma elipse.

Portanto, a primeira ideia é que a érbita do centro de massa do dumb-bell, no caso do movimento
no campo de forca central Newtoniano fosse uma cOnica, mas este ndo é o caso, necessariamente,

por que a resultante das forcas externas no dumb-bell nao é uma forca central, ver a figura a seguir
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Figura 13 — A forca resultante no centro de massa do dumb-bell ndo é uma forca central.

De fato, vamos provar a seguinte proposicdo

O vetor-posicdo do dumb-bell é regido pela equacio

(1) = —ﬁj\fprc(t) +P. (3.6)

onde ||P|| = O(d1/||x¢||) . Pelo Teorema da Mecanica expresso na equacdo (2.7]) temos que

GMm1 GMTTlQ
a2 r2?

De (3.3) temos que [[r1[* = [|re||* (1 +&1) e [[r2]|* = [[rel|* (1 + &2), onde

i+ 2di(r.,€)

(m1 + mg)f‘c = ro . (37)

d3 — 2dy(r., e)

N - 3.8
‘ ] & Ak (38)
Assim, temos
1 1 1 1
EYERRTNE (1+g(&)) e TR (1+g(&)) ,

_3
2

onde o desenvolvimento em série de g(§) = —1+ (1 +¢&)
Portanto, de ([3.7)) obtemos

comeca em termos lineares.

GMm, GMmso

THE (1+g(&1)) (rc+ die) — TAER (14 g(€1)) (re — dae)

(my 4+ mo)¥. =

- _IIC:;]\H43 {lma (14 g(&1)) +ma (1 + g(&))]xe + [madi (1 + g(&1)) — mada (1 +9(&2))] e}
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GM
=—(m1 + mz)WI‘c + (m1 +ma)P
C

onde
GM myg(&1) + mgg(§2)r GM midig(&1) — madag(&2)

P=—— _
[|re||? mi + mo A mi1 + mo

e. (3.9)

Assim, finalmente temos

com P =P; + P», onde

GM mig(&) + mag(&2)

a perturbacao radial: P; = — re,
P P e my
GM mid — mad
e a perturbacdo transversal: Py = — 3 midig(&1) = ms Qg(ﬁz)e ,
[rell mi + ma

sdo de ordem O(d;/||r.||), como se conclui de (3.8), e do fato de que para um movimento
eliptico do problema de Kepler i+ = —Wr tem-se -5 = (27”)2 onde a é o semi-eixo maior e 7 é
o periodo da 6rbita. Lagrange considerou a 6rbita de um problema perturbado, tal como o descrito
pela equacao , como uma sucessao de elipses Keplerianas instantaneas, isto é, elipses que sdo

orbitas do problema de Kepler associado e que em cada instante tém contato de ordem um com a

orbita do problema perturbado, tendo portanto a mesma posicao e velocidade que esta.

Figura 14 — Orbita como uma sussessdo de elipses Keplerianas instantaneas.

Os elementos orbitais das érbitas Keplerianas sdo portanto dependentes do tempo e Lagrange
determinou um conjunto de equacdes que dao as taxas de variacdo com o tempo de cada um destes
elementos em termos da perturbacdo P. Estas equacdes sao chamadas as equacdes de Lagrange

para os elementos orbitais. Ver por exemplo, (J.L., 1853)), (S.w., [1963),(J.N.A., 1962),(0.E., |1953).

3.3 A ORBITA ELIPTICA FIXADA PARA A ANALISE

Normalmente na literatura, no artigo (V., 2008) da Celletti, por exemplo, o problema do dumb-

bell é considerado como se o centro de massa do dumb-bell se movesse ao longo de uma érbita
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eliptica e estuda-se entdo o movimento das massas m e mo em torno de seu centro de massa. Em
nossa abordagem nao fazemos esta restricdo, mas buscamos estudar a dindmica do dumb-bell através
do movimento de seu centro de massa e dos movimentos das massas m e ms em torno deste.

Em nossos argumentos é importante fixarmos uma solucéo r(¢) do problema de Kepler subjacente

a equacdo ([3.6)) com as mesmas condi¢des iniciais do centro de massa do dumb-bell, ou seja

#(t) = —ﬁi]‘\ér(t) , (3.10)

com r(0) =r.(0) , #(0) =1.(0) .

Pelo Teorema da dependéncia continua das solucGes nos dados da equac3o diferencial as solucGes
r(t) e r.(t) ficam préximas ao longo de todo o tempo em um intervalo compacto [0,77] . Ver (H.E.,
1990), por exemplo.

Vamos considerar o caso em que o centro de massa do dumb-bell move-se ao longo de uma

drbita limitada de modo que como r(¢) fica préximo de r.(t) por um longo tempo, a solucdo r(t) é

[£(0)]*  GM A
— < 0. (Ver o Apéndice A
> oy = )

eliptica, ou seja, h =

Figura 15 — Evolucdo de uma 6rbita partindo de um mesmo ponto e com mesma velocidade inicial de uma
orbita Kepleriana fixada.

Sejam a, €2, , w, € seus elementos orbitais, os quais definimos no Apéndice B. Vamos Considerar
a anomalia verdadeira, v = v/(t), da solucdo r(t), e recordar que da teoria do movimento eliptico do
problema de Kepler temos

b e 2

Pl = i e =, (3.11)

onde p = a(1 — &2) é o parametro da érbita e ¢ é o médulo do momento angular C = r x F.
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De (3.11]) vemos que v(t) é uma funcdo invertivel do tempo e portanto podemos considerar os

vetores-posicao como funcao de v,

ro(v) :=r.(t(v)), r(v) :=r(t(v)), (3.12)

onde t = t(v) é a funcdo inversa de v = v/(t).

3.4 COORDENADAS GENERALIZADAS E PARAMETRIZACAO LOCAL DE Q

Iremos aqui construir as coordenadas (generalizadas) locais, na vizinhanca de cada ponto
r(v) da elipse descrita pela solucdo r(t) do problema de Kepler com as condi¢des iniciais
coincidindo com as do centro de massa do dumb-bell.
Para cada v fixado, consideremos o referéncial orbital Cy = {Eq, Ey, E3}, onde E; = % éo
vetor na direc3o radial, o vetor E3 é definido pelo momento angular C =r x 1 e E5 = Eg x E;.
Expressando o vetor e = % (r; — r2) nas coordenadas esféricas 0 e ¢ relativas ao referencial Co,

temos que este vetor depende dos pardmetros {2, ¢ que determinam o plano da érbita da solucdo do

problema de Kepler (3.10]) considerada e também de 6 e ¢ ,

e=1¢€(Q,4,0,0) . (3.13)

Se 0 denota a longitude e ¢ a latitude de e relativas ao referencial Cs, ent3o

e = cos¢pcosfE, + cosgsenfEs + sengpEs . (3.14)

Figura 16 — Longitude 6 e Latitude ¢ do vetor diretor do dumb-bell, e, relativas ao referencial mével Cs .

1;}33
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Seja B uma vizinhanca da origem do R3. Dado (1,2, 23) € B, consideremos o vetor de R3

u=x1E; +2.Es + x3E3 . (3.15)

Tomemos x4 = ), x5 = ¢ e consideremos o vetor x = (x1, 72, 3,24, 5) de R®. Agora, para

cada x tomemos as massas m1 € mo localizadas pelos vetores-posicdo

nx)=rlv)+u+de, e ry(x)=rr)+u—dee. (3.16)

Como ||rq(x) — ro(x)|| =1, a aplicacdo

™ T

®,(x) = (r1(x),r2(x)), x € B x (0,2m) % (—5, 5) (3.17)
define uma carta local na variedade @, espaco de configuracdo do dumb-bell,
_ 3 3. _
Q = {(1‘1,1‘2> € RPx R ; HI‘l —I‘QH = l} s
nas coordenadas locais dadas por x1,x9, x3, T4, T5 .
Note que em virtude de ([3.5]), temos
rlv)+u=r.. (3.18)

Figura 17 — Vetores r(v) , u, r., e

Na préxima secao vamos calcular a matriz da métrica cinética na vizinhanca coordenada de uma
parametrizacdo ¥, para futuramente calcular a energia cinética em termos das coordenadas nesta

vizinhanca.
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3.5 METRICA CINETICA EM COORDENADAS LOCAIS

Vamos considerar um referencial ortonormal fixo C; = {ej, ez, e3} conveniente para expressar
r = r(v). Aqui e; é o vetor unitario ao longo da linha dos nodos, ON, que é a interseccdo do plano
da érbita r(t) do problema de Kepler com o plano XY do sistema inercial. O vetor e, esta
dirigido no sentido do nodo ascendente. O vetor e3 = E3 é a direcdo do momento angular C =r x 1
e ex = eg X e . Estes vetores sdo expressos em termos do nodo ascendente €2 e da inclinacdo ¢ do

plano da drbita e sdo dados, na base fixa Cy = {i,j,k} do sistema inercial como segue:

e; = (cos 2, sen Q, 0) ,
ey = (—sen ) cos ¢, cos €2 cos ¢, sen ¢) , (3.19)

e3 = (sen Q sen ¢, —cos {dsen ¢, cos ) .

Os referenciais C e Cy sdo relacionados pelas equacdes a seguir; ver deducdo no Apéndice C.

E; = cos(w+v)e; +sen(w +v)es
E; = —sen(w + v)e; + cos(w + v)eq , (3.20)
E3 = es .

Segue-se que o vetor e em ([3.14]) é dado na base fixa C'; pela expressio

e = cosgcosiye; + cospsenipes + senges, onde Y =0+w+v. (3.21)

Agora, vamos obter as expressGes dos vetores que serdo usados para a determinac3o dos elementos

da métrica K. Sejam ¢g = w +v = ¢jg— ,
v = costyge; + senypes . (3.22)

Ent3o, os vetores r e u sdo expressos na base fixa C; como

r=rv e u=(xicosthy— xaseny)e; + (x1senthy + xa2costy) es + x3es , (3.23)
onde 7 é dado pela primeira equacdo em ([3.11)).

Rapidamente calculamos as derivadas

g, =V, TIig, =€3XV, Iz =8€3,

oz, =V, r21‘2:e3xv7 roz; = €3,



45

riy, = dicosp (—senye; + cosipes) , raz, = —docosp (—senipe; + cospes)
riz, = —disen¢ (cosye; + senies) + dicospes , ray, = daseng (cosie; + senpes) — dacospes

e obtemos as expressdes de @, = (riy,, T2z, ).
Com as derivadas acima calculamos sem grandes esforcos os elementos da métrica cinética na

parametrizacdo (3.17)), isto é, Kq(0;,0;) (onde O = @, ), definida por

Kq (X,Y) =mi{&,m) +ma(€2,m2) (3.24)

com X = (& ,&), Y = (m ,n2) . Ou seja, a matriz de K nesta parametrizacdo é:

Kq = (my +my) diag (1, 1, 1, d?cos’6, d2) . (3.25)

Onde d* = ,uld% + ugd% , sendo (1 e po as massas adimensionalisadas

mi ma

Mty T my

Observemos que usando d; + ds = [ e a igualdade (3.5)), podemos expressar d? = dd> .

3.6 POTENCIAL E ENERGIA CINETICA EM COORDENADAS LOCAIS

Para achar a expressdo do potencial definido na equacdo (3.2) com a restricdo (3.1)) em

termos das coordenadas generalizadas 1, z2, x3, 4, 5. Observemos que das equagdes ([3.16]) temos

leal® = llr +ul” +2di(r +u,e) +df , lr2|® = [|lr + ul* — 2d2(r +u,e) +d3,  (3.26)

E usando as equacdes ((3.22)), (3.23) obtemos:

Ir1]|? = (r + 21)% + 23 + 23 + 2dycos¢ [(r + x1)cosd + xosend] + (dy)? + 2d;x3send ,
(3.27)

|r2]|? = (r + 21)% + 23 + 23 — 2dacosg [(r + x1)cosh + xasend] + (d2)? — 2daxssend .

A restricdo ([3.1) j& estd contemplada nas equacdes ([3.16) de modo que o potencial V' nas

coordenadas generalizadas é obtido simplesmente substituindo as normas ||r1|| e ||rz2|| provindo de

(3.27]) na expressdo de V' dada em (3.2) .
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Para a expressao da energia cinética

T:TQQ — R
(3.28)

1
§Kq (v,v) ,

nas coordenadas (x1,x2, x3,0, ¢; v1, v, V3,04, v5) do fibrado tangente T'Q, usando a matriz da mé-

trica (3.25) obtemos

(q,v) +— T4(v):=

(m1 +mo)
2

T = (U% + 03 + v2 4 didocos’Pv? + dldgvg) : (3.29)

Agora, consideramos o Lagrangeano do sistema

L:TQQ — R
(3.30)

(q,v) — T4(v):=T(q,v)—V(q),
cuja expressdo nas coordenadas do fibrado tangente é obtida das expressdes de V' e K encontradas
acima.
Vemos que a energia cinética ([3.29)) ndo depende do pardmetro v mas por (3.27)) vemos que o
potencial depende de v através do raio vetor r, cuja expressdo é dada em ([3.11)).
Por conseguinte, a expressdo local do Lagrangeano na parametrizacio ¢, depende do tempo,
através de v = v(t),

L(q,q,t,p) =T(q,q, 1) —V(q,t,pm) , (3.31)

onde tomamos p = p; e portanto pg =1 — p.

3.7 EQUACOES DE EULER-LAGRANGE EM COORDENADAS LOCAIS

Para escrever as equacdes de Euler-Lagrange em coordenadas locais precisamos calcular as deri-

vadas parciais do potencial V, as quais sdo dadas por

my ma .
V. = GM (—— = ), i=1,2,3,4,5. 3.32
o= G (olrales + o lrale)s (3.32)
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Usando as expressdes ([3.27]) calculamos as derivadas parciais das normas |ri| e |r2|

Irillllrillzy, = 7+ 21 + dicosbcosd ,

llra||l|rells; = 7+ 21 — dacosbcosd |

Irilllr1llz, = @2+ disenfcose ,

lra|ll|lrellzy = 2 — dasenfcose

[rafll[rille; = @3+ disend

[rofl[[relle; = x5 — dasend

lri|[llr1]lz, = dicose[—(r + x1)send + xacosh],

|ra|lllrelle, = —dacosg [—(r 4 x1)send + zacosh]
Irillllrillzs = —diseng[(r + x1)cosd + xasend] + djxzcose,
lr2|||r2]|zs = daseng [(r + x1)cosf + xasend] — dazzcose .

Substituindo estas expressdes em (3.32)), encontramos as seguintes expressdes para as derivadas

parciais de V:
Ve, = Vi(r 4 z1) + Vacoszycoszs ,
Vio, = Vizg 4 Vasenzycoszs
Vay = Vixs + Vasenzs (3.33)
Ve, = Vacoszs[—(r + z1)senxy + wocoszy| ,
Vis = —Va{[(r + x1)coszy + wosenzy]senzs — w3cosws}

com as funcdes V;j e V5 definidas por

[ Jref?

(m1d1 m2d2)

V= Gu (s 2y,

- Vo = GM
RIEREE ?

(3.34)

Note que V; = Vj(q,t,p,€) , 7 =1,2.
Com as expressdes ([3.33)) das derivadas de V' e a express3o (3.29) da energia cinética podemos
escrever as cinco equacdes diferenciais de segunda ordem correspondentes as equacdes de Euler-

Lagrange do dumb-bell, no caso gravitacional Newtoniano,

(Bram.d0.0) = S a0d0.0 . k=15, (3.35)
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expressas nas coordenadas generalizadas x1, ..., x5, a saber
(my 4+ mo)i; = —=Vi (r+x1) — Vo cosxzycosxs ,
(my 4+ mo)ie = —Vj x9 — Vi senzycoszs ,
(my 4+ mo)is = —Vj x3— Vs senxs , (3.36)
(my + mQ)dldQ% (9’54coszx5) = —Vh cosws [—(r + x1)senxy + zacosxy]
(my +ma)dideis = Vo {[(r + x1)coszy + xosenzy] senxs — wgcosxs}

—(my + mg)dldgsenx5cosm5(a}4)2 .

Figura 18 — Orbita do centro de massa do dumb-bell em vermelho, representada em trés instantes distintos
vo =v(0), v1 =v(t1), va =v(ta) .

3.8 SOLUCOES PARTICULARES DO PROBLEMA DO DUMB-BELL

Nesta secdo vamos considerar algumas solucoes do problema do dumb-bell.
(1) Uma hipétese natural é que ambas as massas mantenham-se equidistantes do corpo atrator,
ou seja,

|lr1(t)|| = ||r2(t)|| , para todo t . (3.37)

De (3.5)) e (3.34) vemos que neste caso V5 = 0, qualquer que seja a parametrizacdo @, .
Tomemos inicialmente valores de v num intervalo aberto que inclua v(0) = 1. Entdo, usando

as correspondentes parametrizacSes podemos tomar as condicdes iniciais, ver ([3.10)) e (3.18]),

u(0) =0, w(0) =0, ousea, 29=0,29=0,23=0;4%=0,4i5=0,43=0.
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Como V5 = 0, as equacdes ((3.36)), nas coordenadas da carta local ®,,, se reduzem as seguintes,

na vizinhanca coordenada Wy correspondente:

(m1+ma)in = —Vi (r+wx1),
(m1+ma)is = —Vixa,
(m1+mo)is = —Vi a3, (3.38)

d /. 9 B
(my + mz)d1d2£ (:1:4cos x5) = 0,

(m1 + mg)d1d2i5 = —(m1 + mQ)dldgsenx5cosm5(:t4)2 .

Como z§ = 0 e #J = 0, pela terceira equagdo temos que x3(t) = 0. Do mesmo modo, como
19 =0e ) =0, pela segunda equacio temos que z3(t) = 0.
Como x2(t) =0, z3(t) = 0, vemos de ([3.27)) que ||r1]| = ||r2|| implica na igualdade

do — dy

5 (3.39)

coszs(r + x1)cosry =

Assim, ||r1|| e ||r2]| dependem somente de z1 e r(t). Por conseguinte, a primeira equacdo pode
ser integrada usando-se a condicio inicial 2 = 0 e i = 0, obtendo-se a funcdo z1(¢).

A quarta e quinta equacdes em d3o o seguinte sistema no plano x4, x5 (recordemos que
x4 =10¢e x5 =)

Ocos’p =a , ¢ = —senpcosgb? | (3.40)
onde a é uma constante de integracdo. Notemos que estas equacdes sdo as mesmas obtidas na Secdo
do Capitulo 1, para o movimento do dumb-bell no campo de gravidade uniforme.

Dadas as condicoes iniciais 6y, ¢, 0o, b, calculamos a e integramos o sistema || obtendo
as funcdes x4 (t), x5(t). Estas, juntamente com z1(t), x2(t) = 0 e x3(t) = 0 descrevem o movimento
do dumb-bell no espaco, enquanto a solucao estiver na vizinhanca coordenada utilizada.

A andlise detalha foi feita na secdo do Capitulo 1. Mas nem todo movimento obtido 13 é
admissivel aqui, em virtude da relacdo . Por exemplo, se my # ms, entdo por cosp # 0,
logo neste caso nao existe um movimento do dumb-bell em que este mantenha-se perpendicular
ao plano da 6rbita eliptica r(¢). Este movimento corresponderia, no caso do campo de gravidade
constante, aquele em que o dumb-bell mantém uma posicdo vertical ao longo da parabola.

Serd que os movimentos gerais expressos pela longitude e a latitude s30 possiveis
neste caso? Em caso afirmativo, quando isto é possivel? Estas equacdes deverdo ser investigadas
futuramente.

Com a solucdo do sistema obtida usando as parametriza¢des que incluem ®,, com 1y =
v(0) obtemos os vetores para v = v(t) com t pertencente a um intervalo [0, ¢;] de forma que
x1(t) fique préximo de zero. Esta solucdo dad o movimento do dumb-bell na vizinhanca coordenada

Wo.
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Agora tomemos valores de v num intervalo aberto contendo v; = v(t1) e consideremos as
correspondentes parametrizagdes ®,. Observamos que, em virtude da condicdo ([3.37]) o movimento
do dumb-bell na vizinhanca coordenada W; é descrito também pelas mesmas equacdes (|3.38).

Resolvendo este sistema para as condicdes iniciais

xl(tl) N l’g(tl) =0 s xg(tl) =0 y $4(t1) = Q(tl) s x5(t1) = (f)(tl) .

Zi(t), @2(t1) =0, a3(t1) =0, a4(t1)=0(t), 5(t1) =) .

obtemos o movimento do dumb-bell em W;. Pelo Teorema de unicidade das solucdes, a solucdo
obtida anteriormente em Wy e esta agora em W coincidem na intersecdo Wy N W;. Portanto, esta
altima é uma continuacao da primeira.

Tomamos um tempo to > t1 tal que a solucdo em W7, definida no intervalo [t1, t2] tenha (%)
préximo de zero, para todo t neste intervalo. Repetimos o procedimento com parametrizacoes @,
que incluam v, = v(t3) e assim continuamos a solucdo ao aberto Wy U Wy U Wa.

Prosseguindo desta maneira, como o intervalo [0,7] é compacto, obtemos uma solucdo para o
problema do dumb-bell em que o centro de massa fica préximo da elipse r(¢) fixada para a anélise
e, na verdade da vérias voltas em torno dela, em nimero tanto maior quanto maior for 7.

Notemos que nesta solucdo o centro de massa do dumb-bell estd alinhado com o raio-vetor 7(v)
e que o giro do dumb-bell em torno do centro de massa mantém uma longitude constante e evolui
sincronizadamente com o avanco do ponto () na elipse de tal forma a manter a igualdade

sempre satisfeita.

Consideramos alguns exemplos mais explicitos.
1.1) O raio vetor e no plano da elipse (x5 = 0°). O vetor do centro de massa r., contido no plano
da elipse (xg = 0), paralelo ao raio da elipse r (x2 = 0) e perpendicular ao raio vetor (x4 = 90°) .

[lustramos isto na figura a seguir.
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Figura 19 — Exemplo de um dumb-bell no campo atrator com o vetor diretor e o vetor do centro de massa
perpendiculares.

1.2) O raio vetor e perpendicular ao plano da elipse (x5 = 90°). O vetor do centro de massa
r., contido no plano da elipse (xg = 0), paralelo ao raio da elipse r (x2 = 0) e x4 livre . llustramos
isto na figura a seguir.

Figura 20 — Exemplo de um dumb-bell no campo atrator com o vetor diretor perpendicular ao plano da elipse
fixada.
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Podemos considerar um exemplo que "combina"os dois exemplos 1.1), 1.2).

1.3) O raio vetor e perpendicular ao vetor do centro de massa r. (x4 = 90°). O vetor do centro de
massa r, contido no plano da elipse (x3 = 0), paralelo ao raio da elipse r (x2 = 0) e x5 = X0t + X5
(linear), ou seja, o dumb-bell gira em torno do centro de massa.

(1) Vamos agora investigar se existe um movimento do dumb-bell em que este fique sempre no
plano da elipse 7(t) sem que o vetor do centro de massa esteja alinhado com o raio vetor da elipse
fixada.

Em um tal movimento a longitude é nula, de modo que fazendo ¢ = 0 nas equacdes e
obtemos o seguinte sistema nas variaveis x1, x2, x3, T4, qualquer que seja a parametrizacdo

d,, utilizada:

(m1+me)i; = —=Vi (r+a1)— Va coszy ,
(m1 +mo)ie = —Vi x9 — Vasenzy ,
(my +mo)is = —Vj a3, (3.41)
(my 4+ mgo)didaiy = —Va [—(r+ x1)senxy + xocoszy]
0 = —Vouzs.

Estas equacdes analisadas para parametrizacdes com v num intervalo contendo vy = v(0) onde
podemos tomar as condi¢des iniciais z;(0) = 0, #;(0) = 0, nos dardo x3(¢) = 0 numa vizinhan¢a
coordenada Wy. Por conseguinte nesta vizinhanca Wy as outras trés equactes em ddo um
sistema nas variaveis x1, 2, T4 pois as equacdes , quando x3 = 0 e ¢ = 0 se reduzem as

seguintes:

Hr1H2 = (r+ x1)2+x§ + 2d; [(r + x1)cosf + xosend]+ d% ,

|ro||? = (r 4 z1)?+235 — 2dy [(r + x1)cosf + xzosend] + d3 . (3.42)
Pelo Teorema de existéncia e unicidade de solucGes, dadas as condicdes iniciais
21(0) , 22(0) , 24(0) , £1(0) , #2(0) , £4(0) ,

existe uma tnica soluc3o deste sistema em Wy, a qual esté definida em um intervalo maximo. Quando
a esta solucdo x1(t), z2(t), x4(t) acrescentamos x3(t) = 0, obtemos uma solucdo do sistema ((3.41))

que da o movimento planar do dumb-bell em Wj.
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O procedimento daqui em diante é como antes. Tomamos um tempo t; > to = 0 tal que x1(t) e
x9(t) fiqguem préximos de zero no intervalo [tg,t1]. Repetimos o raciocinio para uma vizinhanca co-
ordenada W; onde estejam definidas as parametrizacées ®,, com v em um intervalo aberto contendo

v1 = v(t1). Consideramos a solugdo em W) definida pela condi¢do inicial

xl(tl) N .rg(tl) y xg(tl) =0 y a;4(t1) s jrl(tl) s i)g(tl) y ig(tl) =0 y $4(t1) .

Por unicidade das solucdes, a solugdo em Wj é uma continuacao daquela em Wj. Por compacidade,
obtemos uma solugdo do dumb-bell definida no intervalo [0, 7.
Observe que nesta solucdo podemos ter o dumb-bell movendo-se dentro do plano da érbita de

r(t) sem que o seu centro de massa n3o esteja alinhado com 7(v) . llustramos isto na figura a seguir.

Figura 21 — Exemplo de um dumb-bell no campo atrator contido no plano da elipse fixada, com o vetor diretor
e o centro de massa n3o alinhados.
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Por outro lado, podemos considerar o exemplo:
11.1) O raio vetor e no plano da elipse (x5 = 0°). O vetor do centro de massa r., contido no
plano da elipse (x3 = 0), paralelo ao raio da elipse r (x2 = 0) e paralelo ao raio vetor (x4 = 0°) .

[lustramos isto na figura a seguir.

Figura 22 — Exemplo de um dumb-bell no campo atrator contido no plano da elipse e com o vetor diretor
alinhado com o vetor do centro de massa.
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4 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

Esta abordagem geométrica nos permitiu avancar bastante na compreensdo da dinadmica do
dumb-bell. Solucionamos explicitamente o problema no caso do campo uniforme e agora temos a
possibilidade de mais avancos para a compreens3o da dindmica de um dumb-bell no caso do potencial
atrator.

A dindmica do dumbbell é feita geralmente supondo que o seu centro de massa move-se ao
longo de uma orbita eliptica do problema de Kepler definido pela massa central. Isto é justificado
pelo fato de que o centro de massa estd muito afastado do centro atrator. Todavia isto n3o é
rigorosamente exato e para um dumbell de grandes dimensdes, em tamanho e massa, movendo-se
préximo da superficie da Terra, o fato de a forca sobre o centro de massa n3o ser central é um fator
que n3o podera ser ignorado. Por isto preferimos fazer nosso estudo sem esta hipétese. Nisto difere
essencialmente nossa abordagem dos trabalhos apresentados por outros autores.

No caso do potencial atrator, pretendemos num desenvolvimento futuro buscar novas solucGes
do dumb-bell, investigar se nas solucGes apresentadas o centro de massa fica todo tempo numa
vizinhanca da 6rbita eliptica que tomamos por base, ou se ele se afasta dela com o tempo. No
primeiro caso, pretendemos investigar se podemos tomar T — oo e, se isto for possivel, investigar a
questdo da estabilidade destas solucdes.

Também pretendemos investigar se no caso da soluciao planar discutida, pode-se obter mais
informacoes sobre a evolucao do movimento, isto é, conhecer pelo menos aproximadamente as funcoes
coordenadas x;(t). De fato temos que x; = x;(t, i, €) e talvez sé seja possivel ter um conhecimento
melhor destas coordenadas de forma aproximada, quando € é pequeno. Para isto teremos que fazer
primeiro a integracao explicita do caso ¢ = 0.

E pretendemos também considerar o grupo de simetria do problema do dumb-bell, G = SO(3),
como proposto pelo Smale em (S., 1970), e olharemos o dumb-bell como um sistema Mecénico com
simetria (Q, K, V, G). E assim teremos a possibilidade de fazer uma reduc3o do problema, via a teoria
de reducdo simplética, e obtermos outras solucdes e uma compreensdo da dindmica do dumb-bell

em outras situacdes.
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APENDICE A - PROBLEMA DE KEPLER

O problema de Kepler é a descricdo da interacdo entre dois corpos, onde um corpo é atraido
pelo outro fixo, ou relativamente fixo, por meio de uma forca central. Ou seja, é caracterizado pela

equacao:
GM

TR -

Temos que as érbitas deste problemas s3o conicas. Cujo formato depende do valor de sua Energia:

i(t) = — (A1)

L _ P cm

— . (A.2)
2 [e(0)]|
Ou seja,
Se h<O0: a Orbita é uma elipse .
Se h=0 : a 6rbita é uma parabola . (A3)

Se h >0 : aodrbita é um arco de hipérbole .

Para verificar isto e mais alguns detalhes, recomendamos o livro do McCuskey (S.w., [1963).

Da equagdo [A.1}
r(t) x r(t) = c (Momento angular) . (A.4)

E temos o vetor de Laplace, €, definido por

+mﬂ>:fx8. (A5)

E considerando seus elementos orbitais, definidos na secdo a seguir, obtemos:

GM<?

r(t)=r (cosy(t),senz/(t)){ﬁ | R%E} , com r=|r(t)] = 11(16(:_0;()0 ) (A.6)

Onde Rg € a rotacdo de 5 no plano da érbita.

Temos que:

Ie@IPo) = [l - (A7)

Dai, v(t) > 0, YV t. Assim, v(t) é invertivel e estritamente crescente, escrevemos a fungdo inversa

de v = v(t) da forma:
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APENDICE B - ELEMENTOS ORBITAIS

S3o suficientes cinco quantidades independentes, chamadas de "elementos orbitais"para
descrever completamente o tamanho, a forma e a orientacdo de uma érbita. Um sexto elemento
é exigido para determinar a posicdo do satélite em um determinado instante. Para apresentar os

elementos, fixemos um sistema de coordenadas ortonormal, com origem num ponto O : C, =

{i7 j? k} 1

Usaremos as seguintes notacdes:

= Torb - Plano da érbita conica

» 7.0y : Plano da ecliptica (Plano de referéncia)

] N = Torp N Tz0y : linha dos nodos

= ON : Direcdo da linha dos nodos ascendente

. E . Vetor diretor do pericentro (Ponto mais préximo do foco da cdnica)
Seja P um ponto da cOnica, podemos ent3o definir os elementos orbitais de uma drbita conica:
= a: Semi-eixo maior

=  Q: Longitude do nodo ascendente. Angulo entre Oz ¢ ON

. ¢ : Inclinacdo. Angulo entre Tz0y € Torb

. w: Argumento do pericentro. Angulo entre ON e E

» e¢=|€]|: Excentricidade. Determina a forma da érbita

. T : Um instante de passagem pelo pericentro

E consideramos também:
] v : Anomalia verdadeira. Angulo entre E e O?

Representamos esses elementos na figura a seguir.
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Figura 23 — Elementos orbitais

Para mais detalhes ver 1963)).

K’



APENDICE C - REFERENCIAL ORBITAL

Consideramos um novo sistema de coordenadas de referéncia: C; = {e1,es,e3} , obtido

abaixo:

fazendo a partir do sistema de coordenadas Cjy por meio da rotacdo em torno do eixo z de um angulo
), seguida da rotacdo de um angulo ¢ em torno da linha dos nodos ON, como ilustrado na figura

Figura 24 — Referencial orbital

I
1
\
b
F
As matrizes que representam estas operacdes sdo, respectivamente
cos)? sen) O 1 0 0
AG=1 —senQ cosQ 0|, A'=10 cost sen: |- (C.1)
0 0 1 0 —sent cost¢
Dai,
cos ) sen ) 0
AV AG=| —senQ cost cos§cost sent (C.2)
sen 2sent —cos () sen ¢

Cos ¢

60
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Portanto,

e = (cos 2, sen Q, 0) ,

ey = (—sen 2 cos ¢, cos €2 cos ¢, sen ¢) , (C.3)

e3 = (sen {2 sen ¢, —cos{) sen ¢, cos ¢) .

Considerando ainda a figura acima, definamos o referencial orbital: Cy = {E;, E2, E3} . Que

em cada instante, v , é dado por:

) = W) ) = T x i) V) — Ba(v y
B = ey BT ey i 0 B T BB ()
Temos que:
E, = <e1,E1>el + <82,E1>62 . (C5)

E;3 e e3 sdo perpendiculares ao plano orbital, e as bases C1, Cy tém a mesma orientacdo, logo
sdo iguais. E como Z(e1,E ) = w + v, concluimos que os referenciais C; e Cy estdo relacionados

em cada instante v por:

E; = cos(w+v)e; +sen(w + v)ey

E; = —sen(w +v)e; + cos(w + v)es , (C.6)

E3

es .
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