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RESUMO

Na primeira parte desse trabalho, apresentamos a dinamica do modelo XY de campo
médio na presenca do campo magnético utilizando métodos de geometria Riemanniana.
Para tal fim, calculamos quantidades geométricas, como curvatura de Ricci e suas flutuagoes,
com o intuito de estimarmos analiticamente, sob certas hipoteses, o maior expoente de
Lyapunov do sistema no limite termodinamico. Para solugoes estaveis, as quantidades
geométricas e o expoente de Lyapunov apresentam comportamentos compativeis com os
resultados de equilibrio para a densidade Jacobiana de pontos criticos em concordancia
com a nao existéncia da transigdo de fase [47]. No estado metaestével encontramos um
rico cenario dindmico, onde o expoente de Lyapunov apresenta o fendmeno de reentrancia
para campos suficientemente pequenos. Em ambos os estados o sistema prediz um possivel
comportamento cadtico. Numericamente, as quantidades geométricas e o expoente de
Lyapunov também sao obtidas e qualitativamente apresentam boa concordancia com os
resultados analiticos. Na segunda parte, uma construcao fenomenolégica das equagoes
para dindmica quintica de Langevin, baseada nos critérios fisicos de: (i) comutadores
canobnicos de tempo igual, (ii) a férmula de Kubo, (iii) o teorema do virial e (iv) o teorema
da flutuagao-dissipagao quantico, é apresentada. O caso do oscilador harmodnico acoplado
unidimensional a um banho externo é analisado em detalhes. Isso permite distinguir uma
abordagem semi-classica markoviana, conforme a Bedeaux e Mazur, de uma abordagem
totalmente quantica nao-markoviana, apresentada por Ford, Kac e Mazur. O teorema de
flutuacao-dissipagao quantica é visto como incompativel com uma dinamica markoviana.

Finalmente, possiveis aplica¢oes para o modelo esférico quantico sao discutidas.

Palavras-chave: Dindmica Classica. Dindmica Quantica. Geometria. Modelo XY. Modelo

Esférico.



ABSTRACT

In the first part of the work, the dynamics for the XY field model in the presence of
the magnetic field with the geometric approach is presented analytically. For this purpose,
analytically, geometric quantities such as curvature and fluctuation were calculated and
through them the largest exponent of Lyapunov was obtained at the thermodynamic limit.
In the stable state the geometric quantities and the Lyapunov exponent exhibit behaviors
compatible with the equilibrium results for the Jacobian density of critical points in
agreement with non-existence of the phase transition [47]. In the metastable state we find
a rich dynamic scenario, where the Lyapunov exponent presents the phenomenon of recess
for sufficiently small fields. In both states the system predicts a possible chaotic behavior.
Numerically, the geometric quantities and the Lyapunov exponent are also obtained and
qualitatively shows good concomitance with the analytical result. In the second part of
this work, a phenomenological construction of quantum Langevin equations, based on
the physical criteria of (i) the canonical equal-time commutators, (ii) the Kubo formula,
(iii) the virial theorem and (iv) the quantum fluctuation-dissipation theorem is presented.
The case of a single harmonic oscillator coupled to a large external bath is analysed in
detail. This allows to distinguish a markovian semi-classical approach, due to Bedeaux
and Mazur, from a non-markovian full quantum approach, due to Ford, Kac and Mazur.
The quantum-fluctuation-dissipation theorem is seen to be incompatible with a markovian

dynamics. Possible applications to the quantum spherical model are discussed.

Keywords: Classical Dynamics. Quantum Dynamics. Geometry. XY Model. Spherical
Model.
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1 INTRODUCAO

"Uma borboleta bate asas na China e causa um furacao na América". Essa tao
conhecida frase, atribuida ao meteorologista e matematico Edward Lorenz remetendo-se a
sensibilidade as condig¢oes iniciais que um sistema dindmico pode apresentar, ou seja, a
impossibilidade de prever o comportamento futuro do sistema devido a pequenas mudancas

no estado inicial, caracteriza o que denominamos caos.

Sistemas caoticos estao onipresentes nas situacoes do cotidiano, nas leis da natureza
e em diversas areas do conhecimento. Sao sistemas com vasta aplicabilidade, como por
exemplo o oscilador amortecido, mapa logistico, mapa de Henon, movimento de uma

particula sujeito ao potencial de Duffing, entre outros que apresentam tal comportamento.

Um questionamento bastante natural seria: Como podemos detectar a presenca de

caos de um modo geral?

Até o presente momento nao existe uma teoria que possa identificar comportamentos

cadtico para sistemas em geral e muitas investigagoes tém sido feitas nesse sentido.

Uma ferramenta utilizada para conhecer o comportamento divergente, conservativo
ou dissipativo de um sistema dinamico é o expoente de Lyapunov, que descreve a evolucao
de duas trajetérias com condigdes iniciais suficientemente proximas. No caso em que o
expoente de Lyapunov, é positivo, as trajetorias sdo instaveis e o vetor separagao, que
mede a distancia entre as mesmas, cresce exponencialmente com ¢ — oo, caracterizando o

expoente de Lyapunov como um indicador de caos.

O que ocorre em termos praticos é que para muitos sistemas de interesse fisico, em
particular sistemas com muitos graus de liberdade, sao poucos os casos em que ¢é possivel

calcular analiticamente o expoente de Lyapunov.

A abordagem geométrica da dindmica hamiltoniana descrita em [44], [16], [17] e
[45], nos possibilita obtermos uma estimativa analitica para o maior expoente de Lyapunov
em sistemas hamiltonianos com muitos graus de liberdade. Essa abordagem serd a base da

primeira parte nosso estudo, que consiste nos capitulos descritos a seguir.

No capitulo 2, apresentaremos o modelo classico XY de campo médio, um mo-
delo padrao para dinamica cadtica em sistemas de interacao de longo alcance. De fato,
procederemos para a solucao no equilibrio e determinaremos os principais observaveis ter-
modindmicos. A abordagem geométrica é descrita sucintamente como uma rota alternativa

para estimar analiticamente o expoente de Lyapunov.

No capitulo 3, consideraremos o modelo XY na presenca do campo magnético. A

solugao no equilibrio, os principais observaveis, as quantidades geométricas e o expoente
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de Lyapunov para as solugbes estaveis sao determinados analiticamente. As comparagoes e
discussoes dos resultados numéricos e analiticos sdo apresentadas. No estado metaestavel
o expoente de Lyapunov é exibido e os fendmenos em torno do mesmo sao explorados. Em
particular, investigaremos o efeito do campo magnético e varias propriedades de interesse,
inclusive na vizinhanga da transicao de fase magnética (fase ferromagnética para fase

paramagnética) a campo nulo.

Na segunda parte desta tese sera realizada uma construgao fenomenologica das

equagoes de Langevin quanticas.

Na mecanica estatistica classica de ndao-equilibrio, escrever uma equacgao de Langevin
¢ uma abordagem padrao e bem definida para a descricao do relaxamento dissipativo de
qualquer sistema classico em diregdo ao seu estado estacionario (ou de equilibrio). No
entanto, para sistemas quanticos uma abordagem universal e satisfatéria ainda nao existe.

Um exemplo ¢é o oscilador harmonico quantico simples, cujas equagoes de Langevin sao

dadas por:
o) = p(t)
gtp(t) = —mw?s(t) — Ap(t) + n(t), (1.1)

onde s e p correspondem, respectivamente, as varidaveis canonicamente conjugadas de
spin e momento, m a massa e w a frequéncia angular do oscilador. Enquanto as equacoes
(1.1) fornecem uma descrigao adequada na mecanica classica, na mecénica quantica o

comportamento a 7' = 0 é inconsistente com um sistema quantico genuino [14].

Motivados pelo problema de determinar uma equacao de Langevin quantica consis-

tente, Bedeaux e Mazur [7, 8] sugerem uma versao modificada das equagoes (1.1):

;S(Zf) = ;p(t) + ns(t) )
;p(z&) = —mw?s(t) — \p(t) + n,(t), (1.2)

onde 7,, 15 sao os ruidos com primeiro momento nulo e segundo momento:
(npy()n,(t)) = Amhw coth (hw/2kpT) 6(t —t')
1hA
() = = () = Z20( —¥)
<773<t)773<t/)> = 0, (13)

T ¢é a temperatura do banho e § denota a distribui¢ao de Dirac.

Claramente, as equagoes (1.2,1.3) descrevem um sistema com a propriedade Mar-

koviana.

Essa abordagem foi baseada em uma andlise da equagao mestra da matriz densidade

Ko = —ilH, p] + hLdS/op, (1.4)
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onde S é a entropia termodinamica e £ é o super operador cujas propriedades sdo condici-
onadas por: (i) a for¢a termodindmica ser hermitiana, (ii) a conservagao da probabilidade,

isto é, tr(p) = 1 para todo tempo ¢ > 0 e (iii) as relagdes de Onsager.

A partir disso, foi deduzida a seguinte equacao de movimento para as médias

dependentes do tempo de um operador A [8, 7]

L (A0~ {A)g) = 1r (0;’;1 5p> _ ((;_L 1A+ 34— 2 [ap, x]) 5p> (1.5)

onde 0p = p — peq € peg denota a matriz densidade no equilibrio.

Também foram calculadas as func¢oes de Green de spin e momentum para dois
tempos no estado estacionario de (1.5) e verificaram que uma solucao direta de (1.2)

reproduz as correlagoes de ruido (1.3 ).

Seriam portanto, as equagoes (1.2) uma descrigdo de Langevin genuinamente

quantica para o caso do oscilador harmonico simples?

Baseado nas propostas (1.1, 1.3) do Bedeaux e Mazur como um dispositivo fenome-
nolégico, formulamos quatro critérios para uma descri¢cao razoavel da dindmica quantica.

Procederemos do seguinte modo:

No capitulo 3 apresentaremos os quatro critérios e consideraremos o caso do
oscilador harmoénico simples incluindo os dois ruidos conforme sugerido por [8, 7], mas,

também incluindo os efeitos das condigoes iniciais.

No capitulo 4 uma proposta para as equagoes quanticas de Langevin do oscilador
harmonico amortecido com os dois ruidos, sera apresentada de modo que todos os quatro
critérios sao satisfeitos. Finalmente, reinterpretaremos as equagoes quanticas de Langevin

para o modelo esférico com base nas equacoes do oscilador descrito anteriormente.

No capitulo 5, nés concluiremos e apresentaremos as perspectivas futuras.
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2 ABORDAGEM GEOMETRICA PARA DINAMICA HAMILTONIANA NO MO-
DELO XY DE CAMPO MEDIO

2.1 O Modelo

O modelo XY de campo médio estudado neste capitulo ¢ um modelo padrao
para o estudo da dindmica em sistemas com interacao de longo alcance e exibe muitas
caracteristicas interessantes que tém sido extensivamente investigadas, tais como: expoente
de Lyapunov tendendo a zero [33], ndo-ergodicidade [46], [27], relaxagdo lenta [34], entre
outras. O XY de campo médio também é exemplo paradigmatico para compreensao da
dindmica por meio de abordagens geométricas e topolégicas [16], [15], [44], [28], [50], [47],
48].

O modelo descreve o movimento de N particulas em um circulo unitério interagindo
via um potencial de alcance infinito. Na presenca do campo magnético, as equagoes de

movimentos sdo derivadas da seguinte fungdo Hamiltoniana:
P2 N
i

Z + 2N > (1 —cos(q hZcos ¢), (2.1)

=1 ,j=1
onde o primeiro termo corresponde a energia cinética K(p = pi,...,py) € os demais
ao potencial V(q = ¢, ..., qy), incluindo o termo Zeeman. As varidveis canonicamente
conjugadas ¢; e p; representam respectivamente a posicao e o momento da ¢-ésima particula,
h é o campo magnético na direcao do eixo x do referencial escolhido e o fator % (prescrigao

de Kac) garante a extensidade da energia (% X 1).

A interacao entre as particulas é determinada pela constante de acoplamento c:
¢ > 0 corresponde ao caso (atrativo) ferromagnético e ¢ < 0 ao caso (repulsivo) anti-
ferromagnético. Sem perda de generalidade, consideraremos aqui o caso ferromagnético

com ¢ = 1.

O vetor spin associado a cada particula:

m;(q;) = (cos(q:), sin(q:)) (2.2)

define a magnetizagao, M, que é dada por:

1 N
M = M(a) = (Mia), My(@) = 5 > mi(e). (2.3)
O médulo do vetor M, o qual denotaremos por M, mede o grau de aglomeracao das
particulas.

A solugao analitica do modelo no ensemble microcanonico é conhecida e deta-

lhes podem ser vistos em [21] e [48]. No ensemble candnico a mesma ¢é completamente
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determinada conforme veremos na préxima secao. Simulagoes numéricas no ensemble

microcandnico cujos resultados estao descritos em [4] serdo apresentados no capitulo 4.

2.2 Dinamica para o modelo Hamiltoniano de campo médio a campo magnético

nulo

2.2.1 Solucdo no equilibrio e observaveis relevantes

Consideremos o Hamiltoniano do modelo conforme descrito em (2.1) com campo

magnético h = 0:

SN

1 N

H(p,q) = Z ‘% + oN Z (1 —cos(q; — q5))- (2.4)

=1 3,7=1

A solucao formal do modelo no ensemble canonico é determinada pela fungao de

particao:

Z(8,N) = /]R /F ﬁdpidqiexp(—ﬁH), (2.5)

com (3 = % (kg =1) e I" 0 espaco de configuragdo da coordenada q.

Podemos escrever Z(3, N) na forma:

o - () i .

ZK(ﬁaN) = /Rndpiexp<—5zg>,

_ (?) " (2.7)

onde usamos a identidade [ dr exp(—ax?) = \/g, e Zy(B, N) é a contribuigao do

potencial:

2.8 = [ Tldgess(-pV(a) 2
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Via) = ﬁvz_ L —cos(ai— ) = (1 M), (2.9)

Observe que:

ZveN) = [ 1ldaesp(-pVia) (2.10)
= exp (—5];[)/Fl;lldqiexp (;V;mf> (2.11)

Utilizando a transformagao de Hubbard-Stratonovich para p > 0,

1 00 00
exp (Mx2> = %/ / dz1dze exp (—(zf +23)+V2p - Z) , 7= (21,%) €ER?

2
temos que:
Z(BN) = (—BN)/fV[dAx (2.12)
v, - eXp 2) Jpld i :
o0 o0 N
/ / dzidzy exp(—(22 4 22)) exp (VQMZ m; - z)
—o00 J —00 i=1
1 N 00 00
= —exp <—62> [m LOO dzidzy exp(— (27 4 23)) x
N N
/F H dg; exp <\/2u Z m; - z)
i=1 i=1
1 oo oo , N
= —/ / dz1dzy exp <—z + NIn(271ly(v/2u2)) — 52>
_ al LB
= - 2ﬁ / / dz1dzy exp ( (25 In(2wly(2)) + 2))
- 26 / / dzrdzs exp (—Nv(z, ) (2.13)
com z = ||z||, I,, a fungdo modificada de Bessel de ordem n e
22 B
Y(z,B8) = % —In(2rh(2)) + 5 (2.14)
Observe que usamos a identidade:
2
Ii(Va®>+1b?) = 21 df exp (acos(#) + bsin(h)) (2.15)
7 Jo

na terceira igualdade e fazemos a mudanga de escala z — z1/N/2f na quarta.

A energia livre é definida por:

F(z,8) = — hm B—Nan(ﬁ ,N), (2.16)
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com Z(f,N) dado em (2.5).

Pelo método do ponto de sela:

F(z,8) = —2151 (?) + ; + ; [225 - 1H(27T]0(2))]
1

1 27
= ——In( 2]+ 2u(z8), 2.17
26 ( E ) EA 247
com z satisfazendo a equagao auto-consistente, 0,1 (z, 5) = 0, ou seja:

- = M(z,B). (2.18)

g
A energia total por particula, U(z, ) = ds(6F(z,5)), é dada por:

U(z,8) = (1-M*(z,8)) . (2.19)

L1
28 ' 2

A equagao (2.18) admite solugdo nula, z = 0, correspondente a magnetizacao nula

para < 2 e uma solugdo nao-nula z = z(f) para § > 2. Em = 2, isto é, T, = % e
U, = %, temos duas solugoes simétricas e uma descontinuidade em 8§F indicando uma

transigao de fase de segunda ordem [22], como indicado na figura 1.

2.2.2 Abordagem Geométrica

O comportamento cadtico em sistemas dinamicos é caracterizado pela sensibilidade
que o sistema apresenta as condicoes iniciais, ou seja, dadas duas trajetérias com condigoes
iniciais suficientemente préximas, elas distanciam-se exponencialmente, nao sendo possivel

prever o comportamento do sistema.

Uma ferramenta utilizada para quantificar a taxa exponencial de crescimento
ou decaimento das trajetérias, e consequentemente obtermos uma medida do grau de
caoticidade do sistema, é o expoente de Lyapunov cuja nogao intuitiva veremos a seguir.
A definicao precisa decorre do Teorema Multiplicativo de Oseledets e detalhes podem ser
vistos em [43], [24].

Seja M um espaco de fase N-dimensional e consideremos um sistema dinamico

cujas trajetérias sao solugoes do seguinte sistema de equacoes diferenciais:
i(t) = F(a(t)), (2.20)

com F(t) = (fi(t),..., fn(t)) e z(t) = (z1(t), ..., xn(t)) a trajetoria referéncia com condigao
inicial z(0) = zy. Considere agora, y(t) uma outra trajetéria do sistema com condigao

inicial yo = wp, onde wy = (z1(0) +¢,...,xn(0) +€) e € > 0.
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Figura 1 — Modelo XY de campo médio. Descri¢ao canonica: Temperatura T e norma da
magnetizacao M em fung¢ao da energia por particula U, respectivamente.
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Fonte: [28]
Definimos o vetor:
§(t) = y(t) — (), (2.21)

que descreve a evolucao de duas trajetorias no espago de fase. Uma vez que a pertubacao
e de y(t) é suficientemente pequena, inserindo (2.21) em (2.20) e expandindo em séries de

poténcia obtemos as equacoes linearizadas do sistema:
N
: 0F;
an = X5 &0 22)
x .
3/ a(t)
= (2.23)

i) = X (5) R (2:24)
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que sao chamadas de equacgoes da dinamica tangente.

A norma de £(t) conforme definigdo (2.21) mede a distancia entre duas trajetdrias como

uma funcao de t.

O expoente de Lyapunov, X\, é definido como uma estimativa da taxa de convergéncia ou

divergéncia entre as trajetérias:

€]

A= hm 10g\£(0)|

(2.25)
O limite em (2.25) é assegurado pelo teorema de Oseledets, assim como a possibilidade de

A assumir um tnico valor entre Ay > Ay > ... > Ay (espectro de Lyapunov).

No caso em que o maior expoente de Lyapunov, A, é positivo, as trajetorias sao

instaveis e £(t) cresce exponencialmente com ¢ — oo, caracterizando um regime cadtico.

O que ocorre em termos praticos é que para muitos sistemas de interesse fisico com
muitos graus de liberdade sao poucos os casos em que ¢é possivel calcular analiticamente o

expoente de Lyapunov.

A abordagem geométrica da dindmica hamiltoniana descrita em [44], [16], [17] e
[45], nos possibilita obtermos uma estimativa analitica para o maior expoente de Lyapunov

em sistemas hamiltonianos com muitos graus de liberdade.

Sucintamente, tal abordagem consiste em formularmos a dindmica hamiltoniana em
termos da geometria Riemanniana, ou seja, em identificarmos as trajetorias, &;, do sistema
dindmico estudado com as geodésicas, v;, da variedade Riemanniana, M (ou suas projegoes
em subespagos determinados), munida com a métrica adequada, ou seja, uma métrica onde
¢é possivel obtermos uma equivaléncia entre o principio da minima ac¢ao e o comprimento
de arco. As métricas escolhidas satisfazendo tal requisito sdo a métrica de Jacobi, que é
uma métrica conforme a métrica Riemanniana, cujo elemento de comprimento de arco é

dado por:
ds® = gijdqidqj = Zl[E—V(q)]2 dt?, (2.26)

e a métrica de Eisenhart, que é uma métrica pseudo-Riemanniana cujas trajetérias do
sistema sdo projegoes das geodésicas no espago de configuragio (M x R?), com comprimento
de arco [45]:

ds® = —2V(q)(dq’)® + dyydg'dg’ + 2dg°dg™". (2.27)

Estabelecida a relacao entre geodésicas e as trajetorias naturais do sistema, a analise da
estabilidade do fluxo hamiltoniano dar-se-a através do fluxo geodésico, ou seja, da andlise
da evolugao do vetor separacao J; = J;(s) = ¢; — ¢;, que satisfaz a equagao de Jacobi:

D*J; . (dg;dg
ds? + Ry (d] s Je =0, (2.28)
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onde ; e g; sdo geodésicas suficientemente proximas, % é a derivada covariante da geodésica
q(s) e Ré»kl sdo os componentes do tensor curvatura. A equagao (2.28) depende unicamente

da curvatura da variedade que por sua vez depende da métrica.

Via métrica de Eisenhart, os elementos do tensor curvatura, a curvatura de Ricci e

a curvatura escalar sao relativamente simples, correspondendo respectivamente a:

ROin - &@-V, (229)
dqo dgo

Kr = Rop—— = AV, 2.30

R 00 dt dt ) ( )

R = 0. (2.31)

Logo, a equacao de Jacobi é dada por:
D?J; . 0?V
dt?>  0q;0qx

J, =0, (2.32)

que é equivalente a equacao da dindmica tangente, (2.24), fazendo J = .

No caso em que a variedade é isotropica, a equagao (2.32) é da forma:
D% J;
dt?

onde K é a curvatura seccional constante da variedade. A solucao da equacao acima com

+KJ; =0, (2.33)

condigoes iniciais dada por J(0) =0 e %&0) = w(0) é dada por:

sw(s), se K =0

J(s) = %Sin(ﬁs), se K>0 (2.34)
f%ssinh(\/—Ks), se K <0

Observe que para K < 0 as solugoes sao exponencialmente instéveis. Portanto, no caso de
variedades isotrépicas com curvatura seccional negativa o sistema apresenta sensibilidade
as condigoes iniciais.

No caso dim M = 2, ou seja, M é uma superficie e a equagao de Jacobi é da forma:

D%J
o+ K(s)T =0, (2.35)
com K (s) = R(s), onde R(s) ¢ a curvatura escalar da variedade no ponto p € (s).

As solugdes de (2.35) podem induzir crescimento exponencial no caso em que a
curvatura possui valores negativos ou, ainda que positiva em todos os pontos da varie-
dades ou exclusivamente em alguns pontos, varia de modo a produzir um mecanismo de
instabilidade paramétrica, mecanismo advindo das flutuagoes da curvatura ao longo da

geodésica, tornando-a instével. [17]

No caso geral, para sistemas com muitos graus de liberdade, torna-se bastante

complicado obter a solugao explicita da equagdo (2.28) e algumas hipdteses geométricas e



Capitulo 2. ABORDAGEM GEOMETRICA PARA DINAMICA HAMILTONIANA NO MODELO XY
DE CAMPO MEDIO 24

estatisticas sdo supostas com o intuito de simplificar a equagao e tornéa-la independente da

dindmica, ou seja, independente da geodésica escolhida.

Hipoteses geométricas

1. Suponhamos que a variedade é quasi-isotrépica, ou seja, o tensor curvatura e o tensor

de Ricci, respectivamente, sao aproximados por:

Rijw ~ K(s)(9igj1 — 9a9jr) (2.36)

onde K (s) é a curvatura seccional efetiva da variedade.

Com essas aproximagoes, a equacao de Jacobi é da forma:

d?J;
ds?

com 6K (s) = K(s) — K o desvio do valor médio da curvatura seccional K que mede a
flutuacao da curvatura seccional devido ao desvio local de isotropia e kg é definida por
[13]:

krp = (2.39)
onde Kp é definido em (2.30).

2. A variacao local da curvatura de Ricci mede a variagao local da curvatura seccional,

isto é,
IK(s) = O0Kg(s). (2.40)

Deste modo, obtemos a equagao efetiva da instabilidade dinamica:

d?J Kg(s) — (Kr)

com (Kg) a média da curvatura de Ricci.

Hipoteses estatisticas
3. 0K g(s) é um processo estocdstico Gaussiano.

Disto, juntamente com as hipdteses anteriores obtemos uma aproximagao 0 Kg(s):

SKn(s) ~ N1_1<52KR>§ n(s), (2.42)

onde 7(s) é o processo Gaussiano com medida zero e varidncia unitéria e (.); é a medida

temporal ao longo da geodésica.
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4. Hipotese de ergodicidade

Consequentemente, substituimos (.); por (.),, com p uma medida invariante, a saber a

medida microcanonica.

Portanto, a equagao (2.41) é do tipo oscilador estocastico:

d*y
— + Qs = 0, 2.43
s (2.43)
1
com (s) = (kr), + ﬁ((SQKpL)ﬁ -n(s) e 1 representa alguma componente de J, cuja
solucao ¢é determinada e uma expressao analitica para o maior expoente de Lyapunov é
dada por:

1 4
MKo, 0, T) = 5 (A - 375) , (2.44)

onde

2 4/10 3 ’
A = o7+ (3> +otr2 | . (2.45)

Vale salientar que a teoria ainda nao constitui uma teoria geral uma vez que,
enquanto para alguns modelos como o FPU e o Bishop-Peyrard [6], a comparagao entre
resultados numéricos e analiticos é satisfatéria, para outros como o modelo XY 1-D, 2-D/3-
D [15], [13], hé necessidade de hipoteses adicionais e para o modelo ¢* [12] os resultados sdo
menos satisfatérios. Diante disso, investigagoes vém sendo feitas na tentativa de justificar

tais ocorréncias.

Em [18], um teste numérico das hipdteses geométricas e estatisticas é realizado
em modelos cujas estimativas analiticas para o maior expoente de Lyapunov ja sao
determinadas e observa-se que a topologia da variedade é um fator determinante para a
nao generalizacao da teoria. O fato é que a hipétese geométrica de quasi-isotropia leva a

bons resultados apenas em casos particulares.

Na proxima secao apresentaremos os resultados analiticos obtidos para o modelo
hamiltoniano de campo médio com h = 0 e no préximo capitulo, iremos estender a
andlise para o caso h # 0 e demonstrar que a dindmica do modelo ¢ bem descrita
qualitativamente por essa abordagem, embora haja discrepancia com resultados numéricos
para campos relativamente altos ("forte quebra'da invariancia de rotagdo no espaco de

spin), possivelmente associada a hip6tese de quasi-isotropia.

2.2.3 Estimativa analitica para o expoente de Lyapunov

Inicialmente determinaremos a média microcandnica da curvatura de Ricci, kg =

(kR),, e de sua flutuagio, o, = (6%kg),. Para calcularmos a média da curvatura utilizaremos
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o fato de que no limite termodinamico a média de um observavel nos ensembles canonico
e microcanonico coincidem, ou seja, (.), = (.), e disto calcularemos a média via ensemble
candnico por ser de facil manipulacdo. Para calcularmos a flutuacao, utilizaremos a

expressao decorrente de Lebowitz-Percus-Velet [36], que nao é vélida no ponto critico:

oHU)\ " [0(KR).]"
5’k = (I’K - . 2.4
) = @rnor (2040 (2.40
Como vimos anteriormente, com a métrica de Eisenhart, kr é dada por:
Kr
kp = —*% 2.4
f N-1 (247)

onde Kr = AV é o laplaciano do potencial V', (2.9), dado por:

AV = JbZZCOS = N -2V(q). (2.48)

Portanto:
- 1—N2_1V(q). (2.49)

Usando as relagoes candnicas, [28]

(V(@))e = —0sIn(2Zv) (2.50)
(V(@) = (V(@)))e = d5In(2v), (251)

obtemos:
(*KR)e = ;8;111(&/). (2.53)

Para procedermos com o célculo de (kg), e (62Kr),, considere dois casos: o caso subcritico

U < U, e o supercritico U > U..

e U< U,
Para U < U,., o método do ponto de sela no limite termodinamico nos fornece a

seguinte estimativa:

D=

Zv(B.N) = (2" 37 exp (-No(z. 5)) VER (N33 (0(29) )
que resulta em:

SO(Zy(B,N) &~ Oz, 5. (2.54)
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Pela aproximacao acima, e uma vez que (kg). e (kgr), coincidem no limite termodi-
namico, (2.52) é da forma:
2
(k) = 14 0s1n(Zv)
~ 1- 285¢(Z 6)
1z
— 1-9(Z -2
(2-2%)
= M(z,0) (2.55)
A flutuagao de kg serd determinada de acordo com (2.46).

Calculando 0g(U).:

—2 — B2(82Kg).
452

Derivando a expressao (2.52) em relacao a e substituindo a expressao (2.53) na

95(U), = (2.56)

mesma, obtemos a seguinte relagao:

1
Os(kr)e = 5((52I(R>c. (2.57)
Portanto:
432 1
2 — 2K _ 2K
<5 kR>u <5 R>c + 9 _ 62<52KR> 4<5 R>c
2(6°KR).
= (0*Kg). (1 L0 K
(0" Krle ( T T B K,
~1
= (0°KR). (1 + = (*KR) ) : (2.58)
onde:
4 47 Z
« U>TU,
Acima da energia critica U., obtemos:
3 -1
Zyv(B,N) ~ (27)" exp(—=NpB/2) (1 — 2) : (2.60)

Uma vez que M? ¢é de ordem O(N 1), consideremos a expressao:

krp = M?— ;] + O(N7?), (2.61)

obtida pela expansao até segunda ordem de (2.47) e usando a relacao (2.9).
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Disto:

(kr)p = erO(N—?), (2.62)

e analogamente:

KR = () = @87 = 0N, (263)

ou seja, (kr), e (0°Kg). sdo zero no limite N — oo.

Uma vez que o segundo termo de (2.46) é de ordem O(N~2), podemos desconsiderd-lo.

Assim:

(K, ~ @7 = ONY (2.64)

Usando as quantidades geométricas obtidas na expressao (2.44):

41/3\/@ B
e-pm

que corresponde a lei de escala em funcdo do niimero de particulas que esta em total

A1 (2.65)

concordancia com os resultados numéricos apresentados em [33], [54].

Na figura 2, apresentamos os resultados para a curvatura de Ricci, ko, e de sua
flutuagao, o, como funcao da energia por particula, U. Em adicdo, na figura 3 temos
o expoente de Lyapunov que é sensivel as condigoes iniciais na regiao 0 < U < U,,
onde o mesmo ¢ positivo. Em U, = %, possui um maximo e cai a zero na regiao
U > U, de acordo com a lei de escala em fun¢do do niimero de particulas N,
A &~ N~1/3 que tende a zero quando N — co. Note que, o expoente de Lyapunov é
fortemente associado ao comportamento da flutuacao da curvatura (figuras 2 e 3), ou

a flutuagao da energia cinética como ressaltado nas referéncias [32], [33], [34], [35].
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Figura 2 — Modelo XY de campo médio: Curvatura de Ricci, kg, e sua flutuacao, 0., em
funcao da enereia por varticula U vara h =0 .
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Figura 3 — Maior expoente de Lyapunov como funcao da energia por particula U calculado
via estimativa analitica (2.44) para h =0
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3 DINAMICA PARA O MODELO XY COM CAMPO MAGNETICO

3.1 Solucao de equilibrio e observaveis termodinamicos

Consideremos o Hamiltoniano do modelo XY, conforme descrito em (2.1):

@l\D

Z + 26 Z_: (1 —cos(q; — qj)) — h;cos(ql-) (3.1)

=1 4,7=1

Em analogia ao caso h = 0, a solugdo no ensemble candnico é determinada pela

funcao de particao:

N
28,0 N) = | [ ] dpidgiexp(—5H), (3.2
i=1
com [ = % (kg =1) e I" 0 espago de configuragoes com coordenada q, que pode ser escrita
da forma:
N
o\
Z(5>h7N) - ? ZV(Bah7N)7 (33)

onde o primeiro fator é a contribui¢do do termo cinético para o espago de fase, e de modo

andlogo a (2.7), é dado por:

vlz

Zic(B,h, N) = /Rﬁdpiexp <—5§:pé> - (26”) , (3.4)

(8.0, N) = | TLdai exp(=3V (@) (35)
Viq) = 2;{ Z (1 — cos(q hZCOS g = ];[(1 — M?) — hNM,. (3.6)

No que segue, consideremos a magnetizagao paralela ao campo magnético h, ou
seja, M, = 0 e M, = M. De fato, como verificado numericamente em [4] e ilustrado na
figura 10, os valores de M, flutuam em torno de zero e vale salientar que, dada a simetria
de rotacao do sistema, esse fato é independente do valor do campo, h # 0. Além disso,
essa flutuacao decresce de acordo com o nimero de particulas /N, conforme serd ilustrado

adiante. Portanto, no limite termodinamico, podemos tomar M, = M, conforme a figura
11.
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Retornando ao calculo exato da fun¢ao de particao, utilizamos a transformacao de

Hubbard-Stratonovich e reescalamos a nova variavel z — z,/ %:

1N [e'S) )
2 N) = oo [ [ dadzesp (<N, 5,1) (3.7)
com
22 I64
2 é o médulo do vetor z € R? e I funcao modificada de Bessel de ordem zero.
A energia livre é definida por:
) 1
onde Z(f3,h, N) dada em (3.3).
Pelo método do ponto de sela [26]:
1 27 1 1722
F h) = ——1In|— -+ —|— —In(27] h 3.10
o) = —ggin () + 5+ 5|55 - mesn )], G0
com z satisfazendo a equacao auto-consistente %—5 =0:
z L (z + Bh)
- = — M(z, 3, h). 3.11
57 Toz+ph) (=00 10

Para 0 < h < 1, a equagao (3.11) possui trés conjuntos de solugoes conforme apresentado
em [48]. O primeiro conjunto corresponderam as solugoes estéveis; o segundo, as solugoes
metaestaveis que tém inicio em 7" = 0 com M = +1 e existem até um determinado
T = T, € 0 terceiro sao as solugoes instaveis que tém inicio em 7' =0 com M = —h
e encontram as solugdes metaestaveis em T,,,,. Para |h| < 1 apenas solugoes estéveis

existem.
A energia total por particula, U(z, 5, h), definida por U(z, 5, h) = 0s(BF(z, 5, h)
é dada por:

1 1

U(z,8,h) = 5+3 (1—=M?(z,8,h)) = hM(z, 8, h). (3.12)

Os pontos criticos nao-degenerados de U no contexto da teoria de Morse sao dados por
¢; = 0 ou ¢; = m, correspondentes a M = 1 ou M = —1, respectivamente. A func¢ao de

energia U também admite ponto critico degenerado correspondente a M = —h [48].

Para as solugoes estaveis a temperatura possui valores no intervalo:

Tin < T < +o00, (3.13)
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onde Tynin > 0 (T = 0 no limite 7" — 0). Disto, para campos h > 0 (h < 0) para um

Tnin > 0 fixado, a energia U, (3.12), possui um valor minimo dado por:

Tmin
2

Upin = —|h[+ (3.14)

nos pontos criticos M =1 (M = —1).
Para as solugoes metaestaveis e instaveis os valores de temperatura sao limitados
ao intervalo:

0 < T < Thia (3.15)

e consequentemente a funcao energia também é limitada a valores no intervalo:

1 K T
h Umm a a0
< < 9 + 5 + 5

(3.16)

Na figura 4, apresentamos a magnetizagao e a temperatura, respectivamente, como funcao
da energia por particula U, resultados obtidos através das equagoes (3.11), (3.12). Observe
a mudanca qualitativa provocada pela presenca do campo, onde a singularidade em U = U,

¢é eliminada. Em particular, a magnetizacdo M é nao nula para U > U.,.
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Figura 4 — Modelo XY de campo médio na presenca do campo. Temperatura T e norma
da Magnetizacao M como func¢ao da energia por particula U, calculada analiti-
camente pelo método do ponto de sela.

Fonte: os autores (obtida com os softwares Maple e Xmgrace).

3.1.1 Estimativa analitica para o expoente de Lyapunov

A fim de calcularmos o expoente de Lyapunov, seguiremos a mesma rota proposta

no capitulo 2. Isto posto, calculemos a média e a flutuacao da curvatura.
Pela definigao (2.47), kr é dada por:

Kr
kr = 1
e (317)

onde a curvatura de Ricci Kr = AV, isto é, o laplaciano do potencial, V| (3.6), agora

dado por:
| NN BN
AV = N Z Z cos(q; — q;) — N Z cos(q;) (3.18)
i=1 j=1 i=1
N
= N —=2V(q) —h>_ cos(q). (3.19)
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Disto:
2
kp = 1— —— — hM. 2
R N _1 V(a) (3.20)
Tomando a média candnica em (3.20):
2
(kr)e = ]——'jvf:jEKX/(QJ>c'— h(M). (3.21)

Pelas relagoes candnicas (2.50) e (2.51), obtemos:

ep)e = c—l—;ﬁgln(ZC)—h(M)C, (3.22)
€
1
(0°Kgr). = N<(2V(q)+hM)—((2V(q)+hM>)2>- (3.23)
Note que, por defini¢ao:
1 N
M) = [ T] dpidg; M0 (3.24)
Zed 5
1 10Z 1 90WmZ _  9F _
~ NBZ.oh ~ NS Oh oh M, (3.25)

onde F' é a energia livre definida em (3.10). Entao, as expressoes (3.22) e (3.23) podem ser

escritas como:

ep)e = c+j2vaﬂln(zv)—hM (3.26)

KR = (Vi) (V@))e = 0im(Z) (3.27)

Pelo método do ponto de sela, temos a seguinte aproximacao:

2o, N) & (2m)" S exp (<N 5,) VER (NI (06 8,0 ) (329
Logo,
jlvaﬂln(zv(ﬁ,zv,h)) ~ — Oyb(%, B, h) (3.29)

Pela aproximacao acima e utilizando a equivaléncia dos ensembles obtemos uma expressao

para a média da curvatura:

<kR>M = c+ ]3[(96 ln(Zv(ﬂ, N, h)) — hM

¢ —20p9Y(%, 8, h) — hM

B c z2 I,(z + h)

- o (2 25?2 hlo(z+6h)> - M

= M?*(z,3,h) +hM(z, 3, h), (3.30)

Q
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como mostrado na figura 6 para os campos h=0, h=0.2, h=0.75, h=1e h=1.25.
Note que para campo nulo, na presenca da transicao de fase, temos uma descontinuidade
na flutuacao da curvatura, enquanto que na presenca do campo, temos um maximo local

que se torna suave com o aumento do campo.
Agora, determinaremos a flutuagdo da curvatura conforme defini¢ao (2.46).

Inicialmente, é facil notar que:

1 1
95(U)e = —TBQ - Nﬁé In(Zy)
_ 1 L
= _2ﬁ2 4((5 Kgr). (3.31)

e pela relacao (3.26):
2
aﬂ<kR>c = Naé(hl(zv(ﬁa N, h))) — hdsM

_ ;(62KR>C  hasM. (3.32)

Portanto, a flutuacao da curvatura é dada por:

-1

2 2 1 1 9 1 9 2
(%kr), = (*Kg)e+ <—252 — 4 KR>C> . (4<5 K)o — h(?gl\/[) . (3.33)
onde:
I 1 Z2 B
85M = (1 — Tom — 52> . (857: + h) (334)
€

L

- - o -
(2Kp). = jifa; m(z) ~ 2 <3ﬁ2 N Z) _4h (;2 + ;Hlﬁh - 1) (957 +h) .

Substituindo as quantidades (3.32) e (3.33) em (2.44) obtemos o maior expoente de
Lyapunov. A figura 6 exibe o comportamento da estimativa analitica para o expoente
de Lyapunov com h = 0, h = 0.2, h = 0.75, h = 1 e h = 1.25. Corroborando com o
fato reportado para a flutuacao da curvatura, o expoente de Lyapunov apresenta uma
descontinuidade na transicao de fase a campo nulo e um maximo local que se torna suave
na presenca do campo. Além disso, para qualquer valor do campo ilustrado, o expoente
de Lyapunov é positivo, indicando que o sistema ¢é sensivel as condigoes iniciais. Uma
interpretacao mais aprofundada dos resultados reportados nas figuras 5 e 6 sera apresentada

na secao 3.4, juntamente com as simulagoes numéricas.



Capitulo 3. Dindmica para o modelo XY com campo magnético 36

Figura 5 — Modelo XY de campo médio na presenca do campo: Expressao analitica para
a média microcanodnica da curvatura de Ricci, kg, e de sua flutuacao, o, em
funcao da energia para diferentes valores de campo h.

Fonte: os autores (obtida com os softwares Maple e Xmgrace).

Figura 6 — Modelo XY de campo médio na presenga do campo. Maior expoente de Lyapu-
nov como func¢ao da energia por particula U calculado via estimativa analitica

(2.44).
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06 — ———

04 -~ 4

Fonte: os autores (obtida com os softwares Maple e Xmgrace).
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3.1.2 Expoente de Lyapunov para os estados metaestaveis

Consideremos agora as solugbes metaestaveis da equagao auto-consistente (3.11).
Com estas solugoes o expoente de Lyapunov via expressao analitica (2.44), em funcao da

energia U é exibido na figura 7.

Figura 7 — Soluc¢oes metaestaveis do modelo XY de campo médio na presenga do campo:
Expoente de Lyapunov A como funcao da energia por particula U calculada
analiticamente via expressiao (2.25) para varios valores de campo.

4 T T T T T T
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05 054 0 06 175 076 k3] 078 0.7

Fonte: os autores (obtida com os softwares Maple e Xmgrace).

Na figura 7 apresentamos os resultados do expoente de Lyapunov em funcao da
energia U para os estados metaestaveis, onde evidenciamos que a presenca do campo
afeta de forma dramatica seu comportamento na vizinhanca da transicao de fase a campo
nulo, U = U,. De fato, na figura 7(a) observa-se que, mesmo para um campo muito
fraco h = 107°, a queda abrupta de A em U = U, a qual encontrando o eixo U de
forma ortogonal a campo nulo é eliminada (veja a figura 3), dando lugar ao fenémeno de

reentrancia (linha pontilhada), que se acentua para campos mais altos (figuras 7(b) e 7(d)).
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Esse fendmeno de reetrancia é a manifestagdo dinamica através do expoente de Lyapunov

da auséncia de transi¢ao de fase (termodindmica) na presenga do campo magnético.

Neste contexto, cabe também registrar fendmeno semelhante que ocorre no com-
portamento do indice de Morse em funcao da energia para estados metaestaveis no modelo

XY de campo médio sem o termo de energia cinética [48].

3.2 Simulacdo Numérica

Tendo em vista que as hipdteses elencadas no capitulo 2 para estimar o expoente
de Lyapunov analiticamente ainda nao constituem axiomas de uma teoria geométrica geral
para o caos hamiltoniano, mas sim um conjunto de hipdteses que simplifica a descri¢ao
da equacao de Jacobi, é importante uma simulacao numérica para comparacao com as
estimativas analiticas obtidas na secao anterior. As analises numéricas apresentadas nesta

segao foram baseadas nos métodos descritos em [4] e [40].

Consideremos as equacoes de movimento:

¢4 = pi
pi = —M,sing; + Mycosq; — hsing;, i=1,...,N; (3.35)

obtidas do hamiltoniano (2.1). A dindmica é governada por valores instantdneos das
variaveis de campo médio M, e M,, i.e., as componentes do vetor magnetizacao. De fato,
seu o modulo mede o nivel de aglomeracao das particulas e no atua como parametro de

ordem conforme foi descrito no capitulo anterior.

A integragao numérica das equagoes (3.35) requer procedimentos que preservem a
estrutura hamiltoniana do modelo. Uma vez que transformagoes simpléticas conservam tal
estrutura, escolhemos um método simplético chamado de leapfrog. Este método, além de

simplético, é invariante sob reversao temporal, de segunda ordem e robusto [31].

Antes de seguir com os resultados relevantes para a dindmica e geometria do
sistema, se faz necessario testar a eficiéncia do integrador e sua consisténcia com respeito a
quantidades conservadas, em particular a energia. A figura 8 mostra a evolugao temporal
da flutuagao da energia total por particula U. Em todas as simulacoes, o tempo t é definido
por t = n; x At onde n; é o nimero de iteragoes executadas pelo integrador e At o passo
de tempo correspondente a 0.05 [40]. Foram consideradas condigoes iniciais no equilibrio

geradas através do algoritmo Metropolis [39)].

Todas as medidas realizadas nesse trabalho equivalem a médias temporais das
solugoes da dindmica para tempos suficientemente longos. O processo para obtencao
das quantidades associadas a dinamica sao realizados numericamente de acordo com os

seguintes passos:
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Figura 8 — Dinamica do modelo XY de campo médio: erro relativo da energia para N =
5x10% h=10.2e Uy =0.45.
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Fonte: os autores (obtida com uso do Python e do Xmgrace).

o Consideramos um valor fixo de energia U e campo h, e resolvemos a equagao

autoconsistente (3.11) para obter os valores de M e § no equilibrio;

o A partir de M e (3, encontramos uma distribuicao de Boltzmann para os IN pares

(¢,p), de acordo com o algoritmo de Metropolis;

« Utilizamos a distribuicao gerada no passo anterior como condi¢ao inicial para final-
mente resolvermos as 2N equagoes diferenciais (??7) para a dindmica. Para tal fim,
usamos o integrador numérico leapfrog, para tempo suficiente grande, de forma que

as médias possam ser estabelecidas.

3.2.1 Magnetizacao

Como suposto na secao 3.1, na figura abaixo temos uma simula¢do numérica da
evolucao temporal de M, M, e M respectivamente, mostrando que os valores de M,
flutuam em torno de zero e M, ~ M para valoresde N =102 e N =5 x 10*, h=02¢

U =~ 0.45. Note que quanto maior o valor de N menor a flutuacao em torno de zero.
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Figura 9 — Evolugao temporal da componente do vetor magnetizacao M,, para diversos
valores de N com h =0.2 e U = 0.45.
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Fonte: os autores (obtida com uso do Python e do Xmgrace).

Figura 10 — Evolucao temporal da componente do vetor magnetizacao M, e da magneti-
zagdo M, para diversos valores de N com h = 0.2 e U = 0. 45.
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Fonte: os autores (obtida com uso do Python e do Xmgrace).

Nas figuras que se seguem, ilustraremos o moédulo do vetor magnetizacao, M,

calculado via equagao auto-consistente (3.11) obedecendo os passos descritos na segao 3.3.
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Figura 11 — Magnetizacao M em funcao da energia por particula U, calculada analitica-
mente e numericamente para os campos h =0, h =0.2, h=0.75, h=1e

h = 1.25 respectivamente.
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Fonte: os autores (obtida com uso do Python e dos softwares Maple e Xmgrace).

Observe que, na primeira figura a magnetizacao possui um decaimento abrupto na

regiao da energia critica U, e tende a zero para U > U.. Nas demais figuras, o campo

magnético faz com que esse decaimento seja suave. Ressaltamos a concordancia entre os

resultados analiticos e numéricos.
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3.2.2 Curvatura e Flutuacao

A média da curvatura de Ricci e sua flutuacgao, kg, 0., via métrica de Eisenhart sao

exibidas nas figuras 12 e 13, respectivamente, conforme definicao:

ko = (Kr)
N
o <(KR - <KR>) > (336)

N Y

onde Kp = AV = Zfil %27:_2/ é o laplaciano do potencial.
Figura 12 — Modelo XY de campo médio na presenca do campo: Curvatura de Ricci kg em
funcao da energia por particula U, calculada analiticamente e numericamente
para os campos h =0, h = 0.2, h =0.75, h =1 e h = 1.25 respectivamente.
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Fonte: os autores (obtida com uso do Python e dos softwares Maple e Xmgrace).
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Figura 13 — Modelo XY de campo médio na presenca do campo: Flutuacao da curvatura
de Ricci 0, em funcao da energia por particula U, calculada analiticamente e
=0,h=02,h=075,h=1eh=125

numericamente para os campos h

respectivamente.
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Fonte: os autores (obtida com uso do Python e dos softwares Maple e Xmgrace).

Observe que, a média curvatura de Ricci (figura 12) estda em total concordancia com

o resultado numérico, uma vez que, conforme expressao (3.30), ko, depende explicitamente

de M e pela andlise da figura 11, ambas possui um excelente resultado numérico e analitico.

Conforme visto para campo nulo, o comportamento do expoente de Lyapunov é

sensivel ao comportamento da flutuacao da curvatura e esse resultado se estende a campo
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nao nulo. Portanto, uma anéalise do expoente de Lyapunov na proximo subsecao é valida

também para a flutuagdo da curvatura (figura 13).

3.2.3 Expoente de Lyapunov

O calculo numérico do expoente de Lyapunov leva em conta tanto a evolugao do

sistema (3.35) que pode ser escrito de forma compacta:
X = (21, 22,...,2,), x(t)=F(x(t)) (3.37)
como a dindmica das flutuagoes locais, ou seja
w = (0x1,0x9,...,0x,), wW(t) = J(x(t))w(t), (3.38)

onde dz;(t) = x;(t + dt) — z;(t). Em regime infinitesimal, a equagao de evolugao para o
vetor diferenca w ¢ linear, com J = 0F/0x sendo a matriz Jacobiana do sistema. Os

passos necessarios para determinar os expoentes de Lyapunov sao os seguintes:
1. Definir condicao inicial, xg, referente as equagoes nao-lineares e wq para as condigoes
linearizadas, com |wg| = 1 sem perda de generalidade;

2. Integrar ambos sistemas de equacoes durante um periodo de tempo 7', o que leva a

xg = x(T) e wog — wy = w(7T);

3. A cada intervalo de integragao T, o vetor das flutuagoes é normalizado, preservando

a direcao como condicao inicial para o passo de integragao seguinte;
4. O processo é iterado K vezes;

5. Finalmente, o expoente de Lyapunov ¢é estimado através da média:

1 K
A= — E In||lw .
KT ~ Il|| k”a (3 39)

onde K ¢ suficientemente grande para que A convirja.

As normalizagoes sistematicas aplicadas em w durante o processo é um recurso
numérico para evitar divergéncias, uma vez que as perturbagoes evoluem no espago tangente
segundo equagoes lineares. Para mais detalhes sobre os procedimentos numéricos padroes

de obtengao do expoente de Lyapunov o leitor deve consultar [1, 2, 11, 23, 25, 37|
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Figura 14 — Maior expoente de Lyapunov, A em fungdo da energia por particula U, calcu-

lado analiticamente e numericamente para os campos h =0, h = 0.2, h = 0.75,
h=1eh=1.25.
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Fonte: os autores (obtida com uso do Python e dos softwares Maple e Xmgrace).

Na figura 14 apresentamos os resultados do expoente de Lyapunov em funcao da
energia, U, para os estados em equilibrio. Nota-se que para campo nulo a nossa previsao
analitica est4 em concordancia com os resultados numéricos obtidos das refs. ([32], [33],
[35], [40]) e com nossos resultados numéricos. Esses tltimos confirmam que para U < U,

os resultados numéricos sao independentes do tamanho do sistema, enquanto que, para
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valores maiores de U, A cresce até U, e cai abruptamente a zero, com uma escala de N 3.
Por outro lado, na presenca de campo pequenos, o expoente A é nao nulo logo acima de U,
e vai assintoticamente a zero para U — oo, havendo compatibilidade analitico e numérico.
De forma diversa, para campos suficientemente altos ha uma mudanga qualitativa nao
trivial nas previsdes numéricas. De fato, nota-se que para qualquer valor de U de interesse,
os resultados numéricos sao independentes do tamanho do sistema e bem menores que
aqueles previstos analiticamente, embora haja concordancia qualitativa entre eles. Uma
possivel interpretagao dessa discrepancia quantitativa para campos altos é a forte quebra
de simetria rotacional (espaco de spins) imposta pelo campo. Neste contexto, a hipdtese
de quase isotropia no tratamentro geométrico pode ser comprometida na medida em que o

campo torna-se suficientemente intenso e a magnetizagdo paramagnética ¢ mais estavel [3].

3.3 Discussao e Perspectivas

Neste trabalho, estudamos a geometrizacao da dinamica hamiltonina, em particular
a estimativa analitica para o expoente de Lyapunov. Para tal fim, investigamos nume-
ricamente e analiticamente as propriedades dinamicas e geométricas do modelo XY de
campo médio na presenca de um campo. Motivados pela presenca de solugoes metaestaveis
encontradas recentemente em solugoes possiveis deste modelo, tentamos responder o que é
a dindmica dessas solugdes metaestaveis e como isso afeta a dindmica do sistema. Para
este caso, o expoente de Lyapunov exibiu um fendémeno de reentrancia para campos sufici-
entemente pequenos que vai se acentuando para campos altos. Esse fendomeno constitui na
manifestagdo dinamica da aunséncia da transicao de fase. Estes resultados merecem ser
estudados sobre um prisma mais rigoroso, de maneira geral. Comparagoes e discussoes

sobre os resultados numéricos e analiticos foram abordadas nesta tese.



47

4 DINAMICA QUANTICA DE LANGEVIN

Baseado nas propostas (1.1, 1.3) do Bedeaux e Mazur como um dispositivo feno-
menologico, formulamos os seguintes critérios para uma descri¢ao razoavel da mecanica

quantica:
(A) A média canonica para os comutadores canonicos de tempos iguais <[sn(t), pm(t)]> =
ih 0, deve ser preservada para todo tempo ¢ > 0, se inicialmente obedecido;
(B) a férmula de Kubo da teoria de resposta linear deve ser reproduzida;
Como veremos, estes requisitos serao suficientes para fixar os comutadores entre os dois
ruidos 7, 1,. Além disso:
(C) o teorema do virial deve ser satisfeito;
(D) o teorema da flutuagao-dissipacao quantico (QFDT) serd uma caracteristica essencial
dos estados de equilibrio quantico.
Neste trabalho, iremos explorar quais tipos de dindmica sao compativeis com esses
critérios.

Na préxima secao, vamos analisar o caso do oscilador harmdnico simples, equagao
(1.2), de acordo a sugestao de [7, 8] de incluir dois ruidos 7, 1,, mas também incluiremos
o efeito das condigoes iniciais. Mostraremos que para essa abordagem os trés critérios (A,

B, C) sao satisfeitos e o critério (D) é vélido apenas no limite de i — 0.

4.1 Oscilador harmonico dissipativo semi-classico

4.1.1 Solucao Formal

A solucao do sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem nao-

homogéneo, (1.2), cuja forma matricial é dada por:

a(sm) _ [ 0 (st ne(t)
i) = Lo 5)00) < ()

pode ser determinada pelo método da variagao dos parametros.

Considere o sistema homogéneo associado:

d [s(t)\ 0 = s\ _ [s@®)
w@w)_ ﬁmﬂ—gﬂm)_ AQ@) -
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Os autovalores da matriz A sdo da forma:
Ay = S 445 —w? (4.3)
e satisfazem as seguintes propriedades: Se 0 < |w| < A/2, entdo A, > A_ > 0. Se
lw| > A/2 >0, entdo A* =A; e Re Ay =A/2>0.
A solucao homogénea implica no seguinte "ansatz":
s(t) = sp(t)e ™ + s_(t)e M

p(t) = pr(t)e™™ + p_(t)e™ ™ (4.4)

Duas das quatro amplitudes (s4, p+) no ansatz podem ser escolhidas livremente. Nossa

escolha ¢é dada por:

P+ (t) = —mAisi(t) (45)

Agora, inserindo (4.4) nas equagoes (1.2) e usando as condigoes (4.3, 4.5) o sistema pode
ser escrito na forma:
1
Sp)e™™ F 5 (et = ny(t)  —Aps (e M = As (e Mt = = (t)
m

ou equivalentemente (assumindo que |w| # A/2):

) = ST (e an)
i () = m< + ALy ) (4.6)

onde § corresponde a derivada com respeito ao tempo.

Integrando as equagoes acima, temos a solugao exata de (1.2):
s(t) = s4.(0)e ™"+ 5_(0)e ™" — o /th e~ A+t=7) LP(T) + A_ny(7)
A+ — A_ 0 m
1 ! —A_(t—7) Mp(T)
_ - =L 4+ A, 4.7
+A+—A/od76 - + Apns(7) (4.7a)
A t
p(t) = —mA s (0)e " —mA_s_(0)e " + L / dr e M+ =T) LP(T) + A_ny(7)
A+ — Af 0 m

/d e ”>[ 751)“” ns(T )] (4.7b)

As equagoes (4.7) serdo a base de todos nossos célculos.

4.1.2 Comutadores para tempos iguais

Enquanto as amplitudes s;(0) caracterizam as flutuagdes do estado inicial, as

flutuacoes do banho sdo descritas pelos ruidos 7,(t) e 7,(f). Suponhamos que esses dois
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tipos de flutuagoes sao independentes e portanto, em média:

<[Si(0)7 na(t>]> =0, <[na<t)7 na(t,)D =0, (48)

onde o indice a corresponde aos indices dos ruidos s, p. A segunda relagdo acima nos diz
que os ruidos de mesmo tipo tanto para spin quanto para o momento devem comutar.
Fixemos ([s+(0),s_(0)]) e consideremos sem perda de generalidade e afim de simplificar

os calculos:
(s (8), mp(8)]) = (1), (4.9)
onde §(t —t') é a funcao delta de Dirac e k uma constante a ser determinada.

Usando a solugao (4.7), o comutador spin-momento é dado por:
([s0.pE)]) = ([5:(0),5-(0)])m (Aged-t=0r — p_eAst=a-r)

B K /min(t,t/)dT <A_6—A+t—At’+(A++A)T B
A+ — A_ 0

_ A+6—At—A+t/+(A++A)T>

= m <A+€_A_t_A+t/ — A_e_Ath_A_t/) ( <[3+(O), S— (0)}> -
K/m A_e M=) A e=A-(t=1)
- —K
(hy —A)(As T A ( —A)(A, T A
A_efA_(tft’) _ A+67A+(t7t’)

(A —A) (A, +A) >@<t —t) (4.10)

onde O(t — t') é a fungao de Heaviside.

A estacionariedade do comutador spin-momento pode ser obtida escolhendo a
seguinte condigao inicial:
K/m
([s4(0),5-(0)]) = :
(A = A ) (A +A-)
Disto, a terceira linha de (4.10) é nula e o comutador procurado é obtido ao considerarmos
t = t'. Deste modo:

(4.11)

([s(t), p(O]) = 5. (4.12)
Identificando:
K = i\h, (4.13)
temos que
(8 mp(¢))) = iARS(t 1) (4.14)

que reproduz a equagao (1.3) como proposto em [8].

Por outro lado, para tempos distintos ¢ # ', o comutador candénico spin-momento

nao ¢ mantido, mas, depende apenas da diferenca de tempo 7 =1 — t'.
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4.1.3 Funcao Resposta

Como preparacao para a discursao da féormula de Kubo e do teorema da flutuacao-
dissipagao (FDT), calculemos a fungao resposta da média do spin e do momento dada
uma pequena pertubagao magnética externa. Tal pertubagao consiste em adicionarmos no
hamiltoniano do modelo em questao um termo da forma 6 H = —hs (caso do operador
spin). Disto:

2 2
_p mw’ 5
H = 9 + 5 hs, (4.15)

e a equacao de Langevin perturbada corresponde a:

os(0) = p(t) + .0
aatp(t) = —mw?s(t) +h — \p(t) +n,(t). (4.16)

A funcao resposta linear spin, s, e momento, p, sao definidas por:

RY(t,t) = :
( Sh(t') |,
. 0(p(t))
QUW(t, 1) = =72 417
8= Shie) |, (4.17)
e satisfazem:
0 1
RO G = —o@(t ¢
8tR (t,t) mQ (t,t)
;Q(p)(t, t’) _ —mwQR(S)(t,t’) _ )\Q(p)(t,t’) ot — #). (4.18)
Definindo Z(t — t',¥') = R®)(t,#') e denotando 7 = t — ', obtemos:
2 / ! 2 / 5<7—>
TR t) + A0 R(T,t) + S R(T, ) = =~ (4.19)

Portanto, a funcio resposta R®) = R®)(7) = Z(r,t') é estacionaria e nio depende de ¢'.

Introduzindo a transformada de Fourier:

(ZRO(1)(v) = RY®Ww) = (2r)7 2 /RdT e VTR (7), (4.20)

sabemos que:
<y§t}z<s><7>> (v) = (2m)7 /R dr ei”;R(s)(T) (4:21)
= —(2m)7'/2 /R dr ;e_iVTR(S)(T) (4.22)
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e de modo analogo:

(yaa;R(s> (T)> ) = (i) (4.24)

Substituindo as quantidades anteriores em (4.19), obtemos:

. 1 1
RO = — , 4.25
) = a2~ (4.25)

que possui dois pélos simples no v-plano superior complexo.
Aplicando a anti-transformada:
. 1 ell/T

RO(rt) = (2m)7F [dr RO t) = / 4.26
(7.t) (2m)72 R (r.t) 2mm Jr 1?2 —iAv — w? (4.26)

e resolvendo a integral acima pelo teorema do residuo, a funcao resposta de spin R®) é da

forma:

1/m / /
(8)(+ _ ¢ _ Y —A_(t=t") AL (-7
ROt —t) = O t)T_A_ (e ) (4.27)

onde a funcao de Heaviside, ©, expressa a condicao de causalidade ¢t > t'.
A funcdo resposta momento QP)(t,t') pode ser obtido via (4.20).

Analogamente, nés podemos considerar uma pertubacgao pelo operador momento,

cujo hamiltoniano ¢é da forma:

2 2
p mw= o
H=-— kp. 4.28
5 T8 Thp (4.28)
As equacoes de movimento correspondem a:
0 1
—s(t) = — k4 ns
md) o
0
ap(zﬁ) = —mw?s—Ap+1n, (4.29)

e as fungoes respostas sao agora definidas por:

Ok(t) |,—o
Q)= | (430)

Por um célculo analogo ao anterior, obtemos a funcao resposta para o momento:

2Ot —t) , /
ROt _yy — MO TV (A —t) _ —As(t=t)
(t—1) — ( )

= mPWIRO(t —t). (4.31)
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4.1.4 Comutadores e férmula do Kubo

Em termos da matriz densidade, p(0), a média de um operador dependente do

tempo A(t) é definida por:
(A(t)) = Z'tx(A(t)p(0)), (4.32)

onde Z :=tr(p(0)). A fungao de correlagao para dois tempos, simétrica e antissimétrica,

respectivamente, correspondem a [20]:

Co(t,t') = 5 (A B() + B()A(t)) = 5 ({A(1), B()}) (4.33a)

C_(t,¥) == = (A(®)B(¥) — Bt)A(t)) = 5 ([A(t), B()]). (4.33b)

N — DN —
N — DN —

No que se segue, admitiremos que A(t) = B(t), a menos que falemos o contrario. Tomando
A(t) = s(t) ou A(t) = p(t), respectivamente, a férmula do Kubo [20, 53]:

ROD(1 — ) = Qfll@(t — ") O (8, ¢) (4.34)

relaciona a fungao de correlagao anti-simétrica, C_(¢,t’), com a fungao resposta de um

operador A(t).

Observe que, a férmula de Kubo é consequéncia da funcao resposta linear. No
entanto, sua validade nao esta relacionada a condicao de que o sistema que esta perturbado

tenha que estar em equilibrio, nem que o hamiltoniano deva ser conservado em média.

Verifiquemos a formula (4.34) para as fungdes respostas spin-spin e momento para

o modelo em questao.

Inicialmente calculemos a funcao de correlagdo antissimétrica spin-spin utilizando
(4.7a):
CL(t, 1) = ([54:(0), 5-(0)]) (774 — e h-m)

n 1/2 /th /t’dT, <6_A+(t—'r+t’—7")< [771)(7) + A—T]s(T)a 7717757/7-/) + A—ns(T/)]>

m
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Utilizando a propriedade da soma do comutador, temos que:

Oty = ([s+(o)73_(0)]>< CALtA_t _A,t_A+t/>
- ;(A+_A—)2/Otdr/otld7' oAt —7) << npn(z npg/)b

b (o] ([, ™ '>]>+ a0 )

V)

b ([penoan))) (4.35)

Por (4.8) temos que o primeiro e o quarto comutador de cada parcela da integral sao nulos.

Pela condicao inicial (4.11) e por (4.14), obtemos:

AR 1/2 —Agpt—A_t' _ —A_t—A4t
+

—A_ Ay + A
B /min(t’t )dT e A=At (AT /mm(t’t )dT 6—At—A+t’€(A++A)7—}
0 0

_ h 1 . oy —A_[t—t'| _ —Ayft—t|
= 5 <A+ — A_> sign (t — t') (e e ) (4.36)

Apontamos a estacionariedade dessa funcao de correlagdo antissimétrica, que é uma
consequéncia das suposic¢oes feitas anteriormente sobre o ruido e os comutadores iniciais.
Tecnicamente, a estacionariedade surge desde que, apds a integracao, as contribuicoes do

limite inferior de integracao cancelam os termos provenientes da condigao inicial.

Consideremos agora, a funcao de correlacao antissimétrica momento-momento que

é calculada de acordo com (4.7b). De modo anélogo ao anterior:

CP(t, 1)y = ([p(t), p(t)])

- mh AA- N —A_|t—t| —Ag|t—t']
= %A A sign (t — t') (6 —e ) : (4.37)
A fim de compararmos tal resultado com a fungao resposta, note que por (4.3), Ay +A_ = A

e Ay A_ = w? Logo, comparando as equagoes (4.36), (4.27) e (4.37), (4.31), respectivamente,



Capitulo 4. Dinamica quantica de Langevin 54

Vemos que:

;
ROt —¢) = %@@—ﬂC@G—ﬁ

o
RP(t—¢) = %@(t ) CPt—t) r=t—t>0 (4.38)
que é equivalente a formula de Kubo (4.34) para fungoes respostas spin e momento.

Note que, embora essas fungoes resposta e comutadores sejam estacionarias, nao significa
necessariamente que o processo estocastico subjacente deve ser em si mesmo estacionario,

desde que tenhamos liberdade para a escolha das condig¢oes iniciais.

Em linhas gerais, temos mostrado que: Considerando o oscilador harmoénico linear-
mente amortecido com equagoes de movimento (1.2) e ruidos ns(t) e n,(t), cujas fungoes de
correlagoes e condigao inicial do sistema satisfazem respectivamente: (4.8, 4.14) e (4.11),

entao:

1. para todo tempo t > 0, a média do comutador para tempos iguais ([s(t), p(t)]) = ih é

canonica,

2. A formula do Kubo (4.84) é valida para todo t > t' > 0.

Com isso os critérios (A) e (B) propostos inicialmente sao satisfeitos.

4.1.5 Anti-comutadores e o teorema do virial

Para caracterizar ainda mais o estado estaciondrio, é necessario determinarmos os

anti-comutadores dos ruidos. Utilizaremos o "ansatz":

(mp(O)mp(t) = (e (), mp(1)}) = ad(t =),
<778(t)775(t/)> = <{775<t>7775(t,)}> = ﬁé(t - t,)> (439)
onde as constantes «, [ precisam ser determinadas e com ({ns(t),n,(t')}) = 0, como

sugerido por [7, 8].

De acordo com (4.7) obtemos a funcao de correla¢ao spin-spin:
oy e oy B BAL ] erteies)
0 1, ) = [<S+<o> ) -t
i o\ % + ﬁAi e—A,(t—i-t’)
+ |(s-007) A(h AP 2

i ({5+(0),s-(0)}) i mz T OALA e Apt=At | At At
i 2 (Ay +A)(Ay —A)?
(@ L A28 & L ALAB] e Al
4wz PASS e T ALA-BY e (4.40)
L 2A4 2(A4 +A2) J(Ay —AL)?
L[t A8 AN B et
2A_ 200 +A) | (A —AL)?
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Note na equagao acima, a presenga de termos estacionarios (na tltima linha) e contribuicoes
nao estacionarias decaindo rapidamente (sempre que t, ' > |t — t|), que dependem

exclusivamente das condigoes iniciais.

De modo analogo, a func¢ao de correlacdo momento-momento é dado por:

o 2 —A4 (t+t)
) (f 1) — m2A2 AN
CP(t, 1) = m*A2 l<s+(0) ) A A 5

o+ A% ] e~A-(+1)

+m2A% [<3_(0)2> -

A(Ap —A_)? 2

2 ({5:(0),5-(0)}) mz BALA_ —Apt—A_t —Apt'—A_t
+mA+Al 5 +(A+—|—A,)(A+—A,)2 [e * +e }

202 [ o 2 202 [ o 2
4 meAL (W ™ Afﬁ) e Aelt=t] | mAZ (W +AY )e—A,\t_tq

2A (A — A)? 2A (A — A)?

2 a_
_ m A-I—A_ (mZ + A—i-A—/B) (€—A+|t—t/| + 6—1\7|t—t'|> (441)

(Ap + A )AL — AL
que possui uma estrutura andloga a anterior.

O teorema do virial relaciona essas duas correlagoes no equilibrio:
2 2 2/ .2
= _ 4.42
), = m* (), (4.42)
Portanto:
C_(f) (t, t)st(zt = mZAJrA,C_(’_s) (t, t)stat (443)

Nela, a tltima linha da equacdo (4.41) cancela as contribui¢ées em (?7?) e os demais termos
estacionarios levam a condigao:

A, (::2+5A2_> LA <7::2+5A1> LA (W‘jﬁﬁAQ_) LA, (7324—5/\3) .
Para = 0, temos uma identidade. Para 5 # 0, os termos que contém « se cancelam e
usando a forma explicita de A, chegamos finalmente a A\*> = 4 \w?. No entanto, desde que
A, w sdo parametro independentes , uma solucao genérica 5 # 0 é impossivel. O resultado
= 0 reproduz (1.3).

Tendo mostrado que 8 = 0, resta-nos encontrar «.. Neste caso a fungao de correlacao

spin-spin é simplificada para:

o /m? e~ M (t+t)

cO(t, ) = l<8+(0)2> - A+<A+/_A_)21 5
2 Oé/m2 e_A— (H‘t,)

* [<S<O) ) A (A, — A)Q] 2

—_ —t _ _
a A+e A_|t t|_A_6 Ay ft—t'|

T o A=A

(4.44)
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A contribuicao de equilibrio é a parte estacionaria (terceira linha de (4.44)) em t = t' que

para o oscilador harménico quantico é dada por:

(s) _ @ _h hw
Cy (t ) stat = v i w— coth 5T = <s >eq (4.45)
Entao:
fuw
= hA th — 4.46
« mw coth oo (4.46)

como esperado conforme (1.3). Claramente, no limite A — 0, recuperamos o resultado
classico. Portanto, os critérios (A, B, C) como especificado na primeira segao deste capitulo,
junto com ansatze (4.9, 4.39), reproduzir a proposta (1.3) de Bedeaux e Mazur para os

ruidos 7s, 1.

4.1.6 Teorema da Flutuacao-Dissipacao

Dados os resultados explicitos das subse¢oes anteriores, podemos agora perguntar
sobre a relagdo entre as partes estacionarias da funcao de correlagao Cf’p ) e da fungao
resposta R*?). Empiricamente, encontramos no estado estacionario, usando a equacio

(4.46):

9 e o\

5, ) (7)gtat = —hwcoth (2;> R (1)

0 hw

acip) (T)stat = —hwcoth (ﬂ) R(p) (T) (447)

Observe inicialmente que a equagao (4.47) que mostra a relagao entre as fungoes de correla-
¢ao e resposta nao depende do observavel. Além disso, estas relagoes nao correspondem ao
habitual teorema da flutuagao-dissipacao quantico (TFDQ), embora que no limite i — 0,
o TFD (teorema da flutuacao-dissipacao) classico seja recuperado. Isso significa que, a
partir dos critérios minimos formulados no inicio do capitulo 4, apenas os itens (A, B, C)
sdo obedecidos e levam de fato a proposta (1.2,1.3), enquanto (D) sé pode ser satisfeito
no limite de &~ — 0. Portanto, a proposta (1.3) para o(s) ruido(s) leva, na melhor das

hipoteses, a uma descrigdo semi-classica do relaxamento.

Este exemplo ilustra explicitamente que o requisito das relagoes candnicas do
comutador, apesar de reproduzir a formula de Kubo, por si s6 ndo é suficiente para garantir
que o estado estacionario da dindmica seja verdadeiramente um estado de equilibrio

quantico.

Além disso, as correlagoes de ruido (1.3) dependem explicitamente dos pardmetros
m,w, de modo que a proposta em [8, 7] é explicitamente dependente do modelo e s6 pode

ser aplicada a sistemas de osciladores harmonicos.
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Mais geralmente, os ansatz estudados nesta se¢ao assumiram ruido d-correlacionado
desde o inicio. Enquanto isso certamente simplifica os calculos, a origem fisica dessa

suposicao permanece incerta e vimos que a partir desse ansatz o FDT nao é satisfeito.



o8

5 CONSTRUCAO AXIOMATICA DAS EQUACOES QUANTICAS DE LANGE-
VIN

5.1 Oscilador harmonico dissipativo quantico

Agora, generalizaremos a abordagem da secdo anterior, de modo que todos os
quatro critérios (A, B, C, D) sejam satisfeitos. Fisicamente, os ruidos ns,n, descrevem as
propriedades do banho e seu acoplamento ao sistema. Se o banho for muito grande em
relacao ao sistema e as correlagoes do banho decairem em uma escala de tempo muito mais
rapida do que a escala de tempo tipica do sistema, suas propriedades serao independentes
do comportamento do sistema e o banho pode ser considerado estacionéario. Portanto, as
correlacoes de 75,7, podem ser encontradas a partir do comportamento estacionario do
sistema acoplado ao banho de calor. A analise pode ser simplificada considerando o espaco

de Fourier cuja transformada ¢é definida por:

1
V2T

(Zs(t)(v) = 3(v) =

/R dt e~ s (t). (5.1)

As equagoes de movimento (1.2) sao da forma (com A > 0):

A

ivd(v) = —p(v) +Ms(v) , wp(v) = —mw?3(v) — \p(v) + 9,(v) (5.2)

1

m

com solugao formal:

(o) — B0/t (5 X))
w? +i\v — v?

R ivh),(v) — mw?Ns(v)
plv) = —"5"—~ —
w24+iv —v

(5.3a)

(5.3b)

Essa solugao sera a base de todos os céalculos.

5.1.1 Comutador para tempo iguais

A fim de determinarmos o comutador para tempo iguais [s(t), p(t)], analisaremos

os comutadores dos dois ruidos. Suponhamos:
([ns (@), ms(E)]) = Clp(2), mp(E)]) = 0, {[ns(2), mp(t)]) = ihss(t — ). (5.4)

Conforme mostrado em [5], exigir as condigoes (5.4), onde em adicdo, a fungao indeter-
minada k(t) = k(—t) deve ser simétrica, é a maneira mais simples para garantirmos a

validade da formula de Kubo.
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Pela defini¢ao (5.1), no espago de Fourier temos que:

([s(v), np(W]) = 6(v+v")ikv/2r &(v). (5.5)

Similarmente, para o comutador spin-momento, esperamos que a forma estacionaria
([8), p())) = 6(v +v)iv2r K(v) , ([s(t),p(t)]) = ihK(t — '), (5.6)
onde K (t) serd determinada com K (0) = 1, reproduza o comutador canonico para tempos
iguais requerido de acordo com o critério (A).
Inserindo a solugao formal (5.3) em (5.6) e usando (5.4):

V2 — i+ w?

K(v) =
) (1?2 —idv —w?) (1?2 + il — w?)

R(v). (5.7)

Entao K(t) = (f x k)(t) é uma convolugao.

Se assumirmos que A(v) = kg é uma constante, nés obtemos K(0) = /2 roA ™!

tal que a condigao de normalizagao K (0) = 1 implica que:
V2T Ky = A (5.8)
Temos entao os comutadores de ruido nao-nulos:

([ns(2), mp()]) = 1hAO(E = 1), ([71s (1), B ()]} = S(v + V)iRA. (5.9)

Sob as suposicoes simplificadoras realizadas, este comutador é o mesmo proposto por
Bedeaux e Mazur [8, 7].

5.1.2 Funcao resposta

Adicionando uma pertubacao ao Hamiltoniano:
H = p*/2m+mw?s®> — hs + kp, (5.10)

as fungoes respostas sdo as mesmas calculadas no capitulo anterior.

Portanto, das equagoes (4.25) e (4.31), obtemos as fungoes respostas de spin e
momento:

~ 1 1 1 .
@) = - = R 5.11
R=(v) mA2m V2 — il —w?  m2w? ) ( )

5.1.3 Férmula do Kubo

Usando a equagao (5.3), temos que:

) = ([a(v),a()])) = §(v + 1 )C (v) (5.12)
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com a = s,p e onde:

c@(y):—@ - _ P (). (5.13)

m (V2 —i\v —w?)(V? +iv —w?) mPw?

Seja T =t —t' > 0. Verifiquemos a validac¢ao da férmula do Kubo (4.34), que no espago de
Fourier é da forma:

1 i(t—t) 1 . 211 wt+iv't’ /14 a
Nors /Rdye DR = 5 deudu'e T 5(v), 3(V)])
2i 1 L A
= %%/Rdy et (v+V)C-(v)
2i 1 . N oA
_ E‘%/Rdu V= (1), (5.14)

onde usamos a igualdade ([3(v), 3(+/)]) =: 6(v + /) C_(v) na segunda linha e CA’(,S)(V) é
dado em (5.13).

No plano v-complexo essa funciao tem polos simples em vy 4+ = +2 +1,/X2/4 — w?.
; 2
Destes, vy + estao no semi-plano superior e v_ 1 estao no semi-plano inferior. Além disso,

nos polos v = nuy 4, tem-se:

v

_— = —. 5.15
V2 +idv — w? i ( )

v=vg ot 2i\

Ao calcular a integral em (5.14) através do teorema dos residuos, o contorno C' seré fechado

no plano superior e somente o residuo em v, 1 terd uma contribuicao. Portanto:

2i 1 . _hA v -1
R(s) - = 7fd 2
(7) morJe™ S m (V2 + i\ — w?) (V2 —idv — w?)
_AImog,
T h2rman e (v —i\v —w?)
1 . 1 —1
= 7/dy er .
V2 JR myv2r (V2 —i\v — w?)
1 . oA
= dv e¥7R®) 5.16
o= v ROW) (516)

como queriamos demonstrar. Observe que, na primeira linha, utilizamos a equagao (5.13);
na segunda linha o residuo em v = v, ; foram computados de acordo com (5.15) e
finalmente a fungao de resposta (5.11) foi determinada. Naturalmente, a contribui¢ao do

semi-plano superior é insignificante.

Isso mostra a validade da férmula de Kubo para o spin s. A validade para o

momento p agora ¢ trivial e segue de (5.11) e (5.13).

Em linhas gerais:

Se para o oscilador harmonico quantico dissipativo, as unicas correlacoes de ruidos ndo-

nulos sao dadas por (5.9), entao:
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(i) para todo tempo, t > 0, o comutador candnico para tempos iguais {[s(t),p(t)]) = ih

¢ satisfeito;

(ii) para toda diferenga de tempo T =t —t' >0 a férmula de Kubo para ambos, spin s e

momento p sao validas.

Com isso os critérios (A, B) sdo satisfeitos.

5.1.4 Anti-commutadores e teorema do virial

Resta-nos analisar as formas admissiveis dos anti-correlatores de ruido. Como o

banho é estacionario, podemos considerar a forma:

<{77s(t)7775(t/)}> = 2ﬁ<t—t/),
{mp(),mp(t)}) = 22t —1t), ({ns(t),m()}) = 291, (5.17)

onde as fungoes a(t) = a(—t), f(t) = f(—t) e y(t) devem ser determinadas. No espago de

Fourier (5.17) é da forma:

{nsw), ()} = 8(v+v)V2r 25(v)
{p(), p()}) = 8(v+v)V2r 24(v) (5.18)
{ns(w), i ()}) = 8w +v)V2r 25(v).

Com a definicao:

CP (v, v) = ({3(), 8()}) = 6(v + )P () (5.190)
CP(v,v) = ({p(v),5()}) = 8w + /)P (v) (5.19D)
temos de (5.3):
&(v) 2 2\ v (4 A
A6y o mE T AT HV)BW) + o (W) +4(=) + 2 (3(v) = 4(-v))
s )= (v? — 1)\1/ —w?)(V? +i\v — w?) (5.20)
Aoy VRAW) +mPtB(r) + imw (§(v) — 4(—v))
CFw) = (V2 — i — w?) (V2 + ilv — w?) (5:21)
O teorema do virial afirma que:
CA’J(f’)(u) = m’w? A_(:)(l/) (5.22)
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onde
a(v) =Bw) =0, 4(v)+4(-v) =0 (5.24)

¢é a condicao mais simples que satisfaz a equagao acima.

Observe que a condi¢ao (5.24) nao depende dos pardmetros do modelo m,w.
Qualquer outra solucao deve conter pelo menos um deles. Desde que estamos procurando
por uma caracterizacao dos ruidos 7n,, 7, que devem ser independentes do modelo fisico

especifico em estudo, nés reteremos a solucao (5.24) como nossa implementacao da condi¢ao

C.

Inserindo (5.24), a funcdo de correlagao é dada por:

A 2i vy(v
(s) _ A(v)
) m (v? —i\v — w?)(v? +i\v — w?)
1 4
= —= CP (). (5.25)

5.1.5 Teorema da flutuacao-dissipacdo quantico

A forma da fungao anti-simétrica 4(v) = —4(—v) é determinada pelo QFDT. Como

mostrado em [5], no espago de Fourier:

A(s) A(p)

v () v () 1 hy

A = — coth 5.26
Dy Pwy  Ver 2T (520

Disto, por (5.13) e (5.25) temos a seguinte condigao:
. N hv
2iv2m 4(v) = h) coth o (5.27)

que também implementa a condigao (D). Isso significa que os tnicos comutadores e

anti-comutadores ndao-nulos dos ruidos séo:

(0100 30) = " cott (2] 00/) (0 0/)) = inASC0 ) (529

Note que, eles dependem da hipotese de dissipagao 6hmica e das propriedades do banho
(aqui a temperatura 7') e uma vez que nao contém os pardmetros especificos m,w do
modelo de oscilador harmonico que usamos para deriva-los, eles podem ser aplicaveis em

geral.

Escrevendo as equagoes de movimento (1.2) como uma equagao de Langevin de
segunda ordem [30, 29]:
82

0 2007y —
550+ Aos(t) +ws(t) = (1) (5.29)
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onde ( é definido por:

1 0
t) = —n,(t Ang(t —ns(t 5.30
C(t) = —mp(t) + Ms(2) + s (t) (5.30)
O segundo momento do "ruido composto’, ((t), é facilmente determinado. No espago de

Fourier ¢ dado por:

({{w).con}) = 2:? v coth (;;) Sw+v) , ([Cw), <)) = —QZA vi(v+ 1)
(5.31)

e entao para o tempo t:

qew), c)) = 2 22 [“avvcoth (;T) cos(u(t — 1)) —: m1<h t—t) (5.32)

™ 27"
([C@®), <)) = 12:;;/0 dv vsin(v(t —t')) = QiTZ)\ & (t—1t) (5.32b)

que corresponde a forma da média do ruido proposta por Ford et al. [29, egs. (2.2,2.3)].

Finalmente, aplicando a anti-transformada em (5.28):

({n:6),m(#)}) = ATeoth<hT <t—t>) () m(#)]) = inAs(E =) (5.33)

Assim, o QFDT implica em correlagdes de ruidos nao markovianos.

Em linhas gerais: Se os inicos sequndos momentos nao vazios dos ruidos sao dados
por (5.33) (ou equivalentemente por (5.28)), entdo os quatros critérios (A, B, C, D)

para a dindmica quantica do oscilador harménico (1.2) sio satisfeitos.

5.2 Aplicacao

5.2.1 Modelo Esférico Quantico

Com o intuito de corrigir o comportamento em baixas temperaturas do modelo
esférico classico proposto em [10], o modelo esférico quantico (MSQ) tem sido extensiva-
mente estudado. O comportamento critico no equilibrio é bem conhecido [41], [42], [51],
assim como o comportamento fora do equilibrio para modelos quénticos isolado [49], [38].

O comportamento em T = 0 descrito pela dindmica de Lindblad também foi estudado
[52].

O referido modelo é definido através do Hamiltoniano classico, introduzindo um
termo de energia cinética que contém novas variaveis, P,, variaveis de momento, canonica-
mente conjugada as variaveis de spins .5,,, ambas consideradas agora como operadores e

satisfazendo as seguintes relagoes de comutagcao:

[Sna Pn] - ih(sn,'nm [Sna Sm] = [Pna Pm] = 07 (534>
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onde 9, ,, ¢ o delta de Kronecker.
Em linhas gerais, o Hamiltoniano do MSQ é dado por:
: Beo 9
H= > [T SuSusj— BS,+ 555 + §P,§ : (5.35)
nel'y j=1

onde B é o campo magnético, J > 0 é a constante de acoplamento ferromagnético, 1 = pu(t)

¢ o multiplicador de Lagrange medindo o vinculo esférico:

Y. (Sat) =N, (5.36)

nel'ny

g > 0 é o parametro quantico que controla a forca das flutuacées quanticas e I'y é uma

rede hipercibica d-dimensional com N sitios.

Na préxima secao apresentaremos as equagoes de Langevin conforme propostas descritas

no anterior.

5.2.2 Equacdes de Langevin para o modelo esférico quantico

A dindmica do modelo é governada pelas 2N equagoes de Langevin quanticas [9]:

CSkl) = 9PD) + ()
jtpk(t) . YD Skyyt) = 1/J(t)Sk(Tf) = ABL(t) + (mp () (5.37)
9% j=1 g

que no espaco de Fourier correspondem a:

oS8t = gP(t.a)+ i)
O Pla) = ~260) + w(@)3(ta) - APt a) + iyt ) (5.39)

onde S, P... sdo transformadas de Fourier definidas em (5.1), 3(¢) é um termo do mul-
tiplicador de Lagrange parametrizado convenientemente por p(t) = 3(t) + 2d, w(q) =
25°% (1 — cos(g:)) e n,(t) e ns(t) sdo os dois ruidos distintos satisfazendo os correlatores
(1.3).

Note que, o parametro esférico 3(t) é dependente do tempo, portanto, nao é possivel
obter a solucao explicita de (5.38) pelos métodos conhecidos na literatura para sistemas
de equagoes diferenciais. No momento, tal solu¢gdo é um problema a ser investigado

futuramente.

A fim de simplificarmos o sistema (5.38), vamos considerar uma mudanga de

variaveis da forma:

|

2 S(r,q).  (5.39)

~ ~ ~ _1 A
T=gt, 0(t,q) =g20:(7,q), M(t,qa) =g 2n,(7.q) S(t.q)=g
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Do sistema (5.38):

0% 4 0

75(75’ q) - aﬁs

o () = —(3(0) +w(@)S(t )~ A St a) + Min(ta) + gy (1, q).

ot
(5.40)
Pela mudanga de variaveis (5.39):

92§T2§(T’Q)_g2£ﬁs(tv® = —(6(r) +w(@)S(r.a) = Ag5-S(r.q)

+ Agns(7,q) + g7,(7, q). (5.41)

Uma vez que estamos no caso de forte-amortizacao, consideremos A — oo de modo que
o = \g ¢é fixado. Considerando para tempos longos o limite, g — 0, t — oo com 7 = gt

fixo:

P 3 5
05-5(ma) + (3(1) +w(@))S(1,9) = ((7,0), (5.42)

com {(r,q) = gZil,(7, q) + Agils(7, q).
A equacao (5.42) corresponde a equagao de Langevin semi-classica, cujo ruido,

((7,q) satisfaz:

7) +w(q)
oT

(C(r,a)l(r,d)) = ohy/3(1) +w(q) coth (h al )5(7—7’)5(q+q’)- (5.43)

Na equacao acima temos dois casos a considerar:

(a) T'— oo. Neste caso, a equagao (5.43) é da forma: (n(r,q)n(7’,q')) = 2Tod(T —
7)9(q+dq’) e a equagao (5.42) descreve a relaxagao para o equilibrio térmico classico.
Como esperado, para temperaturas suficientemente altas, retornamos o sistema
efetivamente classico. O resultado obtido aparenta ser andlogo ao comportamento

semi-classico do modelo esférico quantico com a dindmica de Lindblad [52].
(b) T'— 0. Neste regime, a correlacao para os ruidos (5.43) é da forma:

(n(r,a)n(7'.q)) = ohy/3(r) +w(q) 6(r — 7')d(q + q). (5.44)

Portanto, em temperatura nula, o modelo mostra algum novo tipo de comportamento
nao-classico, mas que vem de uma dinamica markoviana. Detalhes serao investigados

futuramente.

5.3 Discussao e Perspectiva

Uma tentativa para uma construcao axiomatica das equagoes quanticas de Langevin

baseada nos quatro requisitos fisicos foi exibida. As equag¢des de movimento dos osciladores
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harménicos (1.2) foram usadas como um suporte para derivar os segundos momentos dos
dois ruidos 7y, 17,. Esta forma foi motivada pelo estudo de Bedeaux e Mazur [7, 8|, embora
se tenha mostrado que a sua proposta especifica (1.3), que é markoviana, deve ser visto
como uma descrigao semi-classica, ja que satisfaz apenas os critérios (A, B, C) enquanto a
condi¢ao (D) s6 pode ser satisfeita no limite classico A — 0. Além disso, as correlacoes de

ruido dependem dos parametros especificos, m,w do modelo.

Uma escolha possivel para as correlagoes entre os ruidos satisfazendo os quatro
critérios foi apresentada com aplicabilidade aos osciladores . As equacgdes de Langevin para
o modelo esférico quantico sao exibidas e a solucao dessas equagoes serao investigadas em

um porblema futuro.
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