e~
e
e

=

L

UFPE

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA - CCEN
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ESTATISTICA

Diego Renato Risco Cosavalente

Distribuicao zero ajustada log-simétrica: estimacao e modelagem

Recife
2021



Diego Renato Risco Cosavalente

Distribuicao zero ajustada log-simétrica: estimacao e modelagem

Dissertacdo apresentada ao Curso de Mestrado em
Estatistica do Programa de Pés-Graduacdo em Esta-
tistica do Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
da Universidade Federal de Pernambuco, como re-
quisito parcial a obtencao do titulo de mestre em
Estatistica.

Area de Concentracdo: Estatistica Aplicada

Orientador: Francisco José de Azevédo Cysneiros

Recife
2021



Catalogacao na fonte
Bibliotecario Cristiano Cosme S. dos Anjos, CRB4-2290

C834d

Cosavalente, Diego Renato Risco

Distribuicdo zero ajustada log-simétrica: estimacdo e modelagem / Diego
Renato Risco Cosavalente. — 2021.

102 f.: il., fig. tab.

Orientador: Francisco José de Azevédo Cysneiros.

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal de Pernambuco. CCEN,
Estatistica, Recife, 2021.

Inclui referéncias e apéndices.

1. Estatistica aplicada. 2. Classe log-simétrica. 3. Distribuicbes zero
austadas. 4. Estimador de maxima verossimilhancga. |. Cysneiros, Francisco
José de Azevédo (orientador). Il. Titulo.

310 CDD (23. ed.) UFPE- CCEN 2021 - 69




DIEGO RENATO RISCO COSAVALENTE

DISTRIBUICAO ZERO AJUSTADA LOG-SIMETRICA: ESTIMACAO E
MODELAGEM

Dissertacdo apresentada ao Programa de Poés-Graduacdo em Estatistica da
Universidade Federal de Pernambuco, como requisito parcial para a obtencao do titulo
de Mestre em Estatistica.

Aprovada em: 25 de fevereiro de 2021.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Francisco José de Azevédo Cysneiros
UFPE

Prof. Dr. Roberto Ferreira Manghi
UFPE

Prof. Dr. Manoel Ferreira dos Santos Neto
UFCG



Aos meus pais Carlos e Rocio, com admiracao,

Aos meus avds, com saudades.



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais: Carlos Risco e Rocio Cosavalente, os quais eu amo profundamente, pela
educacdo que me deram, e que me indicaram os caminhos corretos da vida dando apoio a esta
importante decisdo.

A minha irm3 Mariana e 3 toda minha familia, a qual eu tenho admiracao e respeito,
obrigado por todo apoio e pensamento positivo.

Aos meus avés Alberto Risco e Rosa Davila (in memoriam) com muito carinho.

Ao meu orientador Prof. Francisco José de Azevedo Cysneiros, pela oportunidade de
demostrar a minha capacidade através da bolsa de estudo, sempre dedicado a me incentivar e
melhorar profissionalmente assim como pessoalmente neste caminho da pesquisa. Eu o admiro
muito como estatistico.

A minha amiga lara Carvalho, a qual eu respeito e admiro como pessoa. Obrigado pelo
carinho, apoio e bons momentos juntos.

A minhas amigas: Cristine Oliveira, Ranah Duarte e Larissa Lima pelo apoio nos primeiros
dias de chegada ao Brasil e em todos os momentos juntos. Vocés sao pessoas maravilhosas.

Aos meus amigos de mestrado: Thalytta Calvacante, Lucas Aradjo, Luis Felix, pelo compa-
nheirismo e bons momentos compartilhados.

Agradeco ao corpo docente do Departamento de Estatistica do Programa de Pés-graduacao
da UFPE e, de modo geral, a todos os funcionarios que fazem parte deste departamento.

A FACEPE, pelo apoio financeiro.



RESUMO

Comumente em situacGes reais tais como nas areas de seguros, ecologia e biometria, nos
deparamos com a variavel de interesse sendo positiva e além disso, contendo zeros e observacdes
atipicas. Transformacdes da varidvel ou ignorar os valores zeros nao é um melhor procedimento
a ser utilizado ou mesmo adequado levando a uma maior dificuldade de interpretacao e
conclusoes erréneas. Nesse sentido, distribuicbes zero ajustada positivas permitem ajustar a
variavel de interesse positiva com presenca de zeros considerando duas componentes. A primeira
componente, denominada continua, é responsavel de modelar a variavel de interesse quando
esta é positiva, e a segunda é discreta e é responsavel por modelar o evento em que a variavel
de interesse seja igual a zero. O objetivo do presente trabalho foi propor uma nova classe de
distribuicdes e de modelos de regressdo para dados continuos positivos com excesso de zeros
em que a componente continua segue a classe log-simétrica que contém distribuicoes bimodais
e distribuicdes com caudas mais leves ou pesadas do que a log-normal. Foi considerado o
método de maxima verossimilhanca para a estimacdo dos parametros do modelo proposto.
Além disso, estudos de simulacdo de Monte Carlo sob para diferentes cenarios para avaliar o
comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros foram realizados.
Bem como, construimos intervalos de confianca assintéticos para os parametros e avaliamos as
suas propriedades. Analise de Residuos e métodos de diagndstico também foram desenvolvidos.
Para ilustrar nossa metodologia, conjuntos de dados reais na area de financas e educacdo foram

analisados.

Palavras-chaves: Classe Log-Simétrica. Distribuicoes Zero Ajustadas. Estimador De Maxima

Verossimilhanca. Influéncia Global. Influéncia Local. Modelos De Regressao Zero Ajustado.



ABSTRACT

Commonly in real situations such as in the areas of insurance, ecology and biometrics
we find that the response variable is positive and in addition, containing zeros and atypical
observations. Transformations of the variable or ignoring the zero values is not a best procedure
to be used or even appropriate leading to greater difficulty in interpretation and erroneous
conclusions. In this sense, zero adjusted distributions allow to fit the positive variable of interest
with excess of zero considering two components. The first component, called continuous, is
responsible for modeling the variable of interest when it is positive, and the second is discrete
and it is responsible for modeling the event in which the variable of interest is equal to zero. The
main objective of the present work was to propose a new class of distributions and regression
models for positive continuous data with excess of zeros in which the continuous component
follows the log-symmetric class that contains bimodal distributions and distributions with lighter
or heavier tails than the log-normal. The maximum likelihood method was used to estimate the
model parameters proposed. In addition, Monte Carlo simulation studies for different scenarios
to evaluate the maximum likelihood estimators of the parameters were performed. As well, we
build asymptotic confidence intervals for the parameters and evaluate their properties. Residual
analysis and diagnostic methods were developed. To illustrate our methodology, real data sets

in the area of finance and education were analyzed.

Keywords: Log-Symmetric Class. Zero Adjusted Distributions. Maximum Likelihood Estimator.

Global Influence. Local Influence. Zero Adjusted Regression Models.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Em situacdes reais, € comum encontrar dados positivos com a presenca de zeros verdadeiros,
dissemos zeros verdadeiros quando o valor zero é realmente observado, que comumente ocorrem
em conjuntos de dados biométricos, ecolégicos ou em de dados sobre despesas de seguros. Por
exemplo, em ecologia é comum encontrar uma grande proporcao de valores zeros causados
por efeitos ecolégicos reais como contagens de abundancia, taxas de ocupacdo proporcionais
ou densidades populacionais continuas dos quais ndo se ajustam a distribuicdes usualmente
utilizadas como a distribuicdo normal, Poisson ou beta (Martin et al. 2005). Outro exemplo é o
“Medical Expenditure Panel Survey” (MEPS), que contém despesas com saidde de adultos nos
EUA, nos quais muitos individuos ndo registraram gastos médicos (resposta zero) ao longo dos
anos. Para lidar com tais situacdes, métodos usuais como transformar a varidvel de resposta
como, por exemplo, a transformacdo logaritmica ndo podem ser usados na presenca de zeros
ou ignorar os valores zeros pode ser uma estratégia nao adequada, tornando impossivel prever a
probabilidade de zero e levando a uma inferéncia incorreta sobre os pardmetros. Uma estratégia
é de considerar uma distribuicao mista de duas componentes: uma distribuicdo continua cujo
suporte é o intervalo (0,00) e uma distribuicdo discreta que assume zero com uma certa
probabilidade.

Aitchison & Brown (1957) introduziu uma distribuicdo de mistura entre uma distribuicdo
degenerada no zero e a distribuicio log-normal, denominada distribuicdo delta. Duan et al.
(1983) propds o modelo de duas partes. A primeira parte é um modelo probit para eventos
binarios de despesas zero e a segunda etapa é um modelo log-linear para despesas positivas.
Heller et al. (2006) apresentou a distribuicdo zero ajustada gaussiana inversa para modelar o
valor pago de uma seguradora. Rodrigues-Motta et al. (2015) propdem um “framework” para
distribuicGes positivas com a presenca de zeros considerando a familia exponencial de dois
parametros como a componente continua, nos quais inclui distribuicdes tais como log-normal
Weibull, gama e gaussiana inversa. Leiva et al. (2016) propuseram a distribuicdo zero ajustada
Birnbaum-Saunders reparametrizada para modelar dados de fadiga com a presenca de zeros
verdadeiros. Recentemente, Hashimoto et al. (2019) apresentaram o modelo de regressdo
gama-Weibull com zeros.

A parte continua dessas distribuicoes mencionadas sao algumas das distribuicdes mais
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flexiveis encontradas na literatura, mas de acordo com Lawless (2003), a distribuicdo log-normal
tem sido usada em diversas aplicacdes na engenharia, medicina e outras areas, tornando
a distribuicao log-normal uma das mais utilizadas para modelar varidveis de interesse que
podem incluir observacdes atipicas. Jones (2008) investigou a classe log-simétrica, que é uma
generalizacao da distribuicao log-normal. Esta classe inclui distribuicdes bimodais e distribuicoes
de caudas mais leves/pesadas do que a log-normal, por exemplo as distribuicBes log-Student-t,
tipo-l-log-Logistico, tipo-ll-log-Logistico, log-contaminado-normal e log-exponencial-poténcia.
Além disso, de acordo com Puig (2008) as distribuicGes log-simétricas tém propriedades muito
desejaveis, fechada sob mudanca de escala e propriedade reciproca, que sdo utilizadas para
descrever dados com razdes de magnitudes positivas. A classe envolve como pardmetros a
mediana e assimetria, implicitamente, tornando-a uma classe muito flexivel; também de acordo
com Vanegas e Paula (2016), a funcdo de risco das distribuicdes log-simétricas é mais flexivel
em comparacdo com outras distribuicGes como as distribuicGes Gama ou Gaussiana Inversa
e pode assumir varias formas, por exemplo, crescente, decrescente, em forma de banheira e
banheira invertida. Existem varios estudos sobre a classe log-simétrica, Vanegas e Paula (2016)
estudaram e discutiram algumas propriedades da classe log-simétrica, Medeiros e Ferrari (2017)
desenvolvem testes de hipéteses para modelos de regressao linear simétricos e log-simétricos,
enquanto Ventura et al. (2019) conduzem um estudo de simulagdo de Monte Carlo para
investigar a precisdo dos critérios de informacao usuais nos modelos de regressao log-simétricos.

Motivados pelos trabalhos de distribuices semicontinuas e a vantagem da classe log-
simétrica em acomodar outliers, propomos uma distribuicao semicontinua usando a classe
log-simétrica, com seu suporte no intervalo [0, 00). Na literatura, existem diferentes nomes para
este tipo de distribuicdo, o “zero inflacionado” como em Lambert (1992), o “zero ajustado”
como em Heller et al. (2006) ou o “zero aumentado” como em Rodrigues-Motta et al. (2015),
mas de acordo com Lambert (1992), os modelos zero inflacionados adicionam uma massa
de probabilidade adicional ao resultado de zero, por isso, é mais comum para usa-lo quando
envolve distribuicdes discretas. No presente trabalho, zero ajustado é usado, assim a nova classe
é chamada por zero ajustado log-simétrica. A classe de distribuicoes zero ajustada log-simétrica
tém varias propriedades estatisticas desejaveis. Por exemplo, a funcao Quantil é facil de obter,
0s parametros sao ortogonais e em alguns casos pode envolver um parametro extra ou um
vetor de parametros extras que permitem por exemplo, generalizar distribuicoes, controlar a

assimetria e curtose da distribuicdo.
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1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é propor uma nova classe de distribuicdes e de modelos de
regressao baseado em uma mistura entre a classe log-simétrica e uma distribuicao discreta.

Podemos descrever como objetivos especificos, a saber

i - Propor a classe de distribuicoes zero ajustada log-simétrica assim como apresentar a

estimacao pontual e intervalar.

ii - Desenvolver os modelos lineares zero ajustados log-simétricos, bem como apresentar

um processo iterativo de estimacao para os parametros.
iii - Obter residuos para a verificacdo das suposicoes feitas.

iv - Obter medidas de influéncia tal como influéncia global, local e alavancagem generalizada

para a utilizacdo como diagnésticos dos modelos propostos.

1.3 APRESENTACAO DOS CAPITULOS

O presente trabalho encontra-se dividido em cinco capitulos. No segundo capitulo é
apresentado a classe zero ajustada log-simétrica, bem como a estimacao pontual por maxima
verossimilhanca e intervalar dos parametros, seguido de um estudo de simulaciao para avaliar
as propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros. Uma aplicacao é
apresentada em que comparamos as distribuicoes propostas com outras ja existentes na literatura.
No terceiro capitulo é abordado o modelo de regressao linear zero ajustado log-simétrico em
que é desenvolvido um processo iterativo para a estimacao por maxima verossimilhanca dos
parametros. Técnicas de analise de residuos e métodos de diagndsticos sob o enfoque de
influéncia global, influéncia local e alavancagem generalizada seguido de uma ilustracdo sao
apresentadas. Por fim, no quarto capitulo apresentamos as conclusoes finais sobre a proposta

apresentada.

1.4 SUPORTE COMPUTACIONAL

As avaliacGes numéricas realizadas ao longo do presente trabalho foram feitas num compu-

tador inter core i5 de 12 gb de ram sob o sistema operacional Windows 10 através da ambiente



17

de programacao R na versdo 4.0.2, encontrando-se disponivel de forma gratuita no endereco
www.r-project.org/. Todas as rotinas computacionais desenvolvidas pode ser solicitada ao autor.
Por fim, a dissertacao foi digitada usando o sistema de tipografia ETEXpara o desenvolvimento

e edicdo de texto cientifico.

1.5 PRELIMINARES

Nesta secdo pretende-se apresentar e caracterizar a classe simétrica e log-simétrica de

distribuicGes.

1.5.1 Classe simétrica de distribuicoes

Seja a variavel aleatéria Y com suporte em R e que segue a classe simétrica com funcao

de densidade de probabilidade dada por

fY(y):g[(y_—\/g)W> yERa (11)

em que g(-) é uma funcdo geradora de densidade que satisfaz g(u) >0 e [;° uw2g(u)du = 1
para u > 0, p € R é o parametro de locacdo e ¢ > 0 de escala. Denotamos a variavel
Y ~ S(p, ¢,9(-)). A classe simétrica contém distribuicdes com caudas mais leves/pesadas que
da distribuicdo normal podendo modelar dados que contém mais observacdes atipicas. Algumas
distribuicoes tal como normal, t-Student, t-Student generalizada, logistica tipo |, logistica tipo
|, exponencial-potencia, normal-contaminada, entre outras pertencem a essa classe.

Algumas propriedades da distribuicao normal podem ser estendidas para a classe simétrica de
distribuicdes. Se Y ~ S(u, ¢, g(+)) entdo a + bY ~ S(a + bu,b?¢, g(+)), em que a,b € R com
b# 0. Da mesma forma Y = (Y — u)/+/é ~ S(0,1, g(-)), chamaremos de Y de uma variavel
aleatéria com distribuicdo simétrica padrio. A funcdo caracteristica de YV, py(r) = E(e"Y)
é dada por ¢y (r) = €™(r?¢), r € R para alguma funcio § com 6(u) € R para u > 0. Se
existir, E(Y) = p e Var(Y) = £¢, em que £ > 0 é uma constante dada por £ = —2¢%-(0),
com ¢4 (0) = dpy (u)/Oul|,—o € que nao depende dos pardmetros p e ¢ (Fang et al. 1990).

Como dito, membros da classe simétrica sdo induzidos por g(:) assim, uma funcdo de
peso pode-se obter v(y) = —2¢'(y*)/g(y?) sendo uma func3o importante para estimar os

pardmetros mediante o método de méaxima verossimilhanca. Em algumas situacdes g(-) envolve
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um parametro extra ou um vetor de parametros indicado aqui por v. Apresentamos algumas

distribuicGes pertencentes a classe simétrica, a saber

Distribuicao normal

Distribuicao t-Student

Uv/?

g(u)zm(u—%u)yzﬂ, v>0 e vy =

em que B(.;.) é a funcdo Beta.

Distribuicao exponencial-poténcia

g(u)

C(v)exp {—%ul/(H”)]

0) e Laplace(v = 1).

Distribuicao Logistica tipo-1

o) = et v(9) = Zanh(y?/2)

em que ¢ ~ 1.484300029 é uma constante normalizadora que satisfaz [;* u_%g(u)ﬁu =1

Distribuicao Logistica tipo-11

o) = e V) = @/l )

—(
, —l<v<l e v(y):|y‘

1+v
em que C(v) ™' = [(1+1£2)21+(14)/2 Como casos especiais temos as distribuic8es normal(v

v+1

vty

2

2v)/(v+1)
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Distribuicao normal-contaminada

_ o |- Lo 4 A o [ L] () = el = m)(?/2)] + (L= 1)
o) = [~ e | ) = )

emque 0 <1y <1,0<1n < 1.

llustramos nas Figuras [1] e [2 funcGes de densidades para algumas distribuicdes padrio da
classe simétrica, em todos os casos, comparamos com a funcdo de densidade de uma normal
padrao. Podemos observar que as diferentes funcdes de densidade apresentam caracteristicas
particulares, a distribuicao t-Student tende a distribuicao normal a medida que os graus de
liberdade aumenta. DistribuicGes platiclirticas como é o caso da distribuicdo exponencial-
poténcia com v = —0.5 e Logistica tipo-l, e distribuicdes leptocirticas como é o caso da

distribuicdo exponencial-poténcia com v = 0.5 e Logistica tipo-ll s3o apresentadas.

< — N(0.1) < — N(O,1)
S S
(42] (42]
S S
Z o 2 o
o | o |
— —
o | o |
o | o |
° N \ \ \ \ ° N \ \ \ \
4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4
y y
(a) (b)

Figura 1 — Funcoes de densidade para algumas distribuicoes padrao da classe simétrica, t-
Student(a) e exponencial-poténcia(b).
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— —
o | o |
o _| o _|
e N I I I I e N I I I I
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
y y
(a) (b)

Figura 2 — Funcoes de densidade para algumas distribuicdes padrao da classe simétrica, logistica-
tipo-1(a) e logistica-tipo-11(b).
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1.5.2 Classe log-simétrica de distribuicoes

Seja T' uma variavel aleatéria que segue uma classe de distribuicdes chamada log-simétrica,
em que o suporte é definido no intervalo (0,00). Uma varidvel aleatéria pertence a classe
log-simétrica, com parametros 1 > 0, ¢ > 0 e tem funcdo de densidade de probabilidade dada

por

g(#)

tVo'

fr(t) = t>0, (1.2)

1

- IARYA , < » L

em que t = log (—) . T' é uma transformacdo da variavel aleatéria Y como 7" = exp(Y')
U

cuja distribuicdo segue a classe simétrica. Se uma variavel aleatéria segue a classe log-simétrica

entdo é denotada por T' ~ LS(n,¢,g(-)), em que n = exp(u) e ¢ sdo os pardmetros
de escala e poténcia. Algumas distribuicGes como log-normal, log-slash, log-Student-t, log-
power-exponencial, tipo-I-log-Logistic, tipo-ll-log-Logistic, log-normal-contaminada e Birnbaum-
Saunders (1969) quando ¢ = 4 estdo incluidos nesta classe.

Algumas propriedades da classe log-simétrica de distribuicoes sao consequente da classe
simétrica. Se T* = (T'/n)V* v entdo 7% ~ LS(1,1,¢()), uma distribuicdo log-simétrica padréo.
Para a > 0, segue que a1 ~ LS(an, ¢, g(-)). Para b # 0, segue que T° ~ LS(n®, b%¢, g(+)).
(T'/n) e (n/T) sdo duas variaveis identicamente distribuidas, a fun¢do geratriz de momentos de
Y, quando existir, logo E(T") = My (y). Porque os momentos n3o so finitos ou podem chegar
a ser dificil de obter, Vanegas e Paula (2016) derivam algumas medidas frequentemente usadas
tais como locacao, dispersao, dispersao relativa, assimetria e curtose com base nos quantis. A
mediana de T" é dada por 77, o parametro de dispersao é definido por a amplitude interquartilica
e é dado por 27]smh(\/_Y£0 ) ) a dispers3o relativa é dada por tanh(\/_YgO 75)), o coeficiente
de assimetria é dada por cosech \/W(Q) — cotanh \/W(Q) ) e o coeficiente de curtose é dado
por [sinh(v/@YL "®) — sinh(y/aYL"™)] /sinh(v@Y "), em que Vi é 0 100(a)% quantil de
Y ~ 5(0,1,g(-)). Observe que o coeficiente de dispersdo relativa e assimetria envolve sé o
parametro ¢.

Como ilustracao, apresentamos as funcdes de densidades na Figura [3| com 7 fixo e para
diferentes valores de ¢ para as distribuicdes log-normal, log-t-student com v = 4 e log-

exponencial-poténcia com v = —0.5.
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Figura 3 — Funcdes de densidade para algumas distribuicdes da classe log-simétrica, log-normal
(n = 2,¢)(a), log-t-Student (n = 2,¢,v = 4)(b), log-exponencial-poténcia (n =
2,¢,v =—0.5)(c).
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2 DISTRIBUICOES ZERO AJUSTADO LOG-SIMETRICAS

No presente capitulo apresentamos uma nova classe de distribuicGes semicontinuas baseada
na classe log-simétrica como componente continua e uma distribuicao Bernoulli como compo-
nente discreta. Algumas propriedades e também os estimadores de maxima verossimilhanca,
estudos de simulacdo com a finalidade de avaliar o comportamento dos estimadores propostos
foram derivados. Por fim, é apresentado uma aplicacao utilizando um conjunto de dados reais
sobre despesas de vereadores no Reino Unido.

O objetivo do presente capitulo é propor uma nova ferramenta, no sentido de uma nova
classe de distribuicdo, para a analise de varidveis semicontinuas que tem um comportamento

assimétrico na presenca de observacdes atipicas e com excesso de valores zeros.

2.1 DEFINICAO

Quando houver a presenca de zeros nos dados, as distribuicGes log-simétricas ndo sio
apropriadas. Uma alternativa é usar uma distribuicdo de mistura entre uma distribuicdo discreta
(Bernoulli) e outra continua. Seja W uma varidvel de mistura entre duas variaveis aleatdrias,
uma seguindo uma distribuicao Bernoulli, componente discreta, e uma que segue a classe
log-simétrica, componente continua; denotamos por W ~ ZALS(n, ¢, m, g(-)). A funcdo de
distribuicdo acumulada (FDA) de W é dada por

m, sew =0,
Fy(w) = (2.1)

7+ (1 —7)Fr(w), sew >0,
em que Fr(w) é a funcdo de distribuicdo acumulada da classe log-simétricae 0 < 7 < 1
é o parametro de mistura. Como 7" é uma transformacdo para a variavel aleatéria Y, a
funcdo de distribuicdo acumulada de 7' pode ser expressada como Fir(t) = Fy(t), onde
Y = (Y — u)/v/é ~ S(0,1,g(-)). Vamos denotar esta nova classe como zero ajustada
log-simétrica sendo a funcao de densidade correspondente dada por
m, sew =0,
(1 —m)fr(w), sew >0,
em que fr(w) é a funcdo de densidade fornecida na Equacio ((1.2).

Algumas propriedades para a classe zero ajustada log-simétrica sdao apresentadas
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(P1)

(P2)

(P5)

(P6)

Se W ~ ZALS(n, ¢,m,4g(.)) logo segue que cW ~ ZALS(cn, ¢, 7, g(.)) para ¢ > 0.

A func3o quantilica de W ~ ZALS(n, ¢, m, g(-)) pode ser obtida mediante Castellacci
(2012)

0, sem > q,
' (gm, ¢,m,9() = (2.3)

L (4=T
nexp (Jc_bYé”)) , sem < g,
\

emque0<g<le 72‘1) é 0 100(a)% quantil de Y ~ S(0,1, g(-)).

O r-th momento de W existe se a funcdo geradora de momentos de Y, My (r) existe.

Logo E(W") = (1 — )My (r).

Se My (1) existe, logo podemos expandir a funcdo caracteristica de W mediante uma

serie de Taylor

(ir)"
.

P(r) =1+ (1=m) 3 My(r) (24)

A funcdo de risco de W é 1 para w = 0 e rr(w) = fy(w)/[1 — Fr(w)] para w > 0. De
acordo com Vanegas e Paula (2016), o rr(w) da classe log-simétrica é muito flexivel;
em comparacdo com as funcdes de risco da distribuicio Gama com forma crescente,
decrescente ou constante, ou a distribuicao Gaussiana Inversa com forma de N, a funcao
de risco para a classe log-simétrica pode tomar diferentes formas. Por exemplo, crescente,

decrescente, de forma de banheira invertida e de banheira.

A entropia de Shannon, ET(w), ¢é definida por E[—logfw(w)].
Para obter a entropia de shannon podemos utilizar a propriedade E[—logfw (w)] =
E[E[—log fw(w)|I0} (w)]]. Depois de algumas manipulagdes, ET'(w) pode ser expres-

sada como ET(w) = (1 — 7)[log(ny/7) + ET(Y)] somente se ET(Y) tem forma
fechada.

Na Figura {4| é apresentado diferentes funcoes de densidade da classe zero ajustada log-

simétrica com np = 2 e m = 0,4, a saber, zero ajustada log-normal, zero ajustada log-t-Student

com v = 4 e zero ajustada log-exponencial-poténcia com v = —0, 5 para diferentes valores de

o.
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Figura 4 — Funcoes de densidade para algumas distribuicGes da classe zero ajustada log-
simétrica, zero ajustado log-normal (n = 2,7 = 0,4)(a), zero ajustado log-t-
Student (n = 2,7 = 0,4,v = 4)(b), zero ajustado log-exponencial-poténcia
(n=2,m=0,4,v=-0,5)(c).
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Apresentamos um algoritmo para gerar niimeros aleatérios de uma W ~ ZALS(n, ¢, 7, g())

baseado no método da transformada inversa.

Algoritmo 1 - Geracdo de niimeros aleatérios:

Passo 1: Gerar um valor aleatério u de U ~ Uni forme(0,1).

Passo 2: Baseado na propriedade (P2) fazer

w=0,seu<m;
—(1=%)
w = nexp [ VoY, ,Se U > T.

Passo 3: Fazer passo 1 e 2 até chegar ao nimero requerido de amostra de tamanho n.

2.1.1 Estimacao de parametros

Sejam W4, ...,W,, n varidveis aleatérias independentes em que seguem
W; ~ ZALS(n, ¢, 7, g(-)). A funcdo de verossimilhanca correspondente para @ = (1, ¢, 7) " é
dada por

L(0) = H fw(w;) = Li(m) La(n, 8),
em que -

n

Li(m) = Hﬂ'I{O}(“’i)(l — W)l—f{o}(wi)’ Lo(n, ¢) = H fT(wi>1_I{0}(wi)-
=1

i=1
O logaritmo da fungdo de verossimilhanga pode ser expressada como £(8) = {)(7) +
Ui2)(n, @), em que £(1)(m) = W*log(m)+(n—W*)log(1—) e £i2)(n, ¢) = (n—W*) (—ilog(¢))+
D w0 108[9(0:%)] + 37, <o log(w;). W* é o nimero de zeros na amostra de tamanho 7,
W* =3%"" Iioy(w;). O logaritmo da fungdo de verossimilhanca pode ser fatorada em dois
termos, um que depende apenas de 7 e outro que depende dos pardmetros da componente
continua Y ~ LS(n, ¢,¢(-)). Assim, o método de maxima verossimilhanga pode ser aplicado

separadamente de (1),¢)" e 7 (Pace e Salvan 1997).
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Derivando o logaritmo da funcdo de verossimilhanca com respeito a cada parametro obtemos

0 vetor escore em que

Uy (6) o5 Diswi>0 log (w; /)"
(o) = |Uy0)] = (-ngf*>+ﬁ2i:wi>ov(wi)wﬂ. (2.5)
U-(0)] | e |

Seja Lgy = 01(0)/00007 a matriz de segundas derivadas em relacdo aos parametros,
tomando o valor esperado da matriz de segundas derivadas obtemos a matriz de informacao

de Fisher em que

k,m 0 0
K(e) = 0 k¢¢ 0 (26)
0 0 krr

sendo ky,; = n(1 — m)dy/(6n%), ksp = n(1 — m)(fy — 1)/(4¢?) € knx = n/[¢(1 — ¢)] com
dy = ENV (W)W I;y(W) = 0] e f, = ENV(W)W*I;0y(W) = 0] para W|Ijoy(W) =0 ~

Tabela 1 — Valores para d, e f, para algumas distribuicdes da classe simétrica Y.

Distribuicdo dg [
Normal 1 3
t-Student ((1;113) 3((;)1;)
Exponencial potencia (12;;;[([%1—3// ?2] Ezﬁg
Logistica tipo-| 0,09232751 0,2508615

Para obter as estimativas de maxima verossimilhanca (EMV) de 6, cada elemento do vetor
escore da Equacao deve ser igualado a zero, em que o EMV para m é W* /n, representa a
proporcdo de zeros na amostra. Para os parametros correspondentes a componente continua, 7
e ¢, ndo existe uma forma fechada para obter os EMV, requerendo um algoritmo de otimizacao

nao-linear tais como Newton-Raphson, escore de Fisher, BHHH, entre outros.
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Pela separabilidade entre os pardmetros 7 e (1, )" e dado que as condicdes de regularidade
sdo satisfeitas para as distribuicdes log-simétrica exceto para algumas distribuicGes como
por exemplo, a distribuicio log-Laplace (Vanegas e Paula 2016), e também para o EMV
de 7 temos que 0 é um estimador consistente de 0 e segue que assintoticamente temos
V(0 — 6) 2 N;(0,K(6)71), em que K(6)~! é a matriz de variancias e covariancias de 0.
Como em situacdes reais nao conhecemos os verdadeiros valores dos parametros, segue que um
estimador consistente de K(6)~! é K(6)~*. Outro ponto a mencionar-se é que podemos ver
que os EMV sdo assintoticamente independentes como pode ser observado na Equacdo ([2.6]).

Intervalos de confianca assintéticos (1C) para @ podem ser obtidos da distribuicdo assintética,
mas se nosso interesse é de estimar uma funcdo de 0, i.e, h(0), logo, o método delta (Lehmann
& Casella 1998, Sect. 1.9) pode ser usado. Assim, usando o método delta para obter intervalos
de confianca para log(n), log(¢) e logit(m) = log(m/(1 — 7)) com um nivel 100x[1 — &]% de

confianca sdo dados por

IC(log(n); [1 — £]x100%) = log() + Z(ls/m\/%

IC(log(6); [1 — £]x100%) = log() + Zu_g/z)\/ -

(fg =D =7)

IC(log(7/(1 — 7)); [1 — €]x100%) = logit(#) =+ z(1_¢/a) ey )

em que logit(7) = log(7/(1 — 7)), 0 < £ < 1/2 e z_¢/2) representa o quantil 1 — /2 da

distribuicdo normal padrao.

2.2 ESTUDO DE SIMULACAO

Para avaliar o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros
das distribuicoes da classe ZALS, um estudo de simulacdo de Monte Carlo é proposto. Neste
estudo consideramos algumas distribuicdes com caudas mais leves/pesadas que a distribuicdo
zero ajustada log-normal tal como as distribuices zero ajustada log-t-Student (ZALSt) e a
zero ajustada log-exponencial-poténcia (ZALPE) com v =4 e v = —0,5 como pardmetro
extra, respectivamente. Em cada cenério é considerado tamanhos amostrais, n = 10, 30 e 50,
pardmetro de assimetria (ou dispersdo relativa) para a componente continua, ¢ € {1, 2, 3} e

o pardmetro da proporcdo, m € {0,1, 0,2, 0,3, 0,4}. Para o caso de 7 foi considerado fixo
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para um (nico valor, n = 2, e o niimero de réplicas para o estudo de Monte Carlo foi de 5000.
Para gerar amostras das distribuicGes consideradas, foi utilizado o Algoritmo 1.

As Tabelas apresentam os resultados das simulacdes para as distribuicbes ZALN,
ZALSt e ZALPE contendo algumas medidas estatisticas para avaliar os estimadores de maxima
verossimilhanca como média empirica, mediana, desvio padrdo (DP), Erro Quadrético Médio
(EQM), vEQM e viés de estimacio.

Podemos notar nas Tabela que a média empirica de 7) incrementa a0 momento que
¢ toma valores maiores, n3o entanto, para a mediana de 7), apresenta um comportamento
similar para os diferentes valores de ¢. Mas note que quando a proporcdo de zeros na amostra
incrementa, o valor da média empirica e mediana de 7) sao afeitados, apresentando desempenhos
inferiores. Como era de se esperar, a medida que o tamanho amostral crescer o valor da média
empirica assim como a mediana ficam muito préximo do valor real de 7). Em particular, o menor
viés para 7) é observado para a distribuicido ZALPE (ver Tabela . Para o caso de 923 para os
trés estudos de simulacdo, o valor da média empirica e mediana sao afetados, diminuem, por o
incremento de 7, porém incrementando o tamanho amostral, esses valores ficam aproximando-se
ao valor real de ¢. Ja para o caso do estimador de maxima verossimilhanca de 7, os valores da
média empirica assim como da mediana estiveram muito préximo do valor real.

O viés do EMV para 7 esta superestimado, isto é, a média empirica é maior que o valor real,
em cada cendrio para as distribuicdes consideradas. Como esperado e ja antes mencionado, o
viés decresce ficando muito préximo de zero a medida que o tamanho amostral aumenta. Pode-
se notar que para o caso da distribuicao ZALPE, o estimador apresenta melhores resultados
em relacdo ao viés de 7) em comparacdo para as outras duas distribuicoes. Nas Tabelas |2 e
, o viés dos EMV de ¢ subestimam o valor verdadeiro mas isso ndo acontece no caso da
distribuicdo ZALSt, e no caso do EMV de 7, também subestima o valor verdadeiro de 7. Vale
a pena dizer que o estimador de maxima verossimilhanca de m ndo depende da distribuicdo ja
que a estimacdo da componente discreta é feito separadamente da componente continua. Em
relacdo ao desvio padrdo e o vVEQM, a distribuicio ZALPE apresenta melhores propriedades
que as distribuicdes ZALN e ZALSt para os EMV de 7 e ¢.

Nas Tabelas mostram os resultados das simulacdes para os intervalos de confianca
assintéticos para os parametros log(n), log(¢) e logit(m) com as respectivas taxas de cobertura
assim como para o limite inferior(Cl) e superior(CS) considerando diferentes niveis de confianca
de 0,90, 0,95 e 0,99. Em geral para cada distribuicio podemos ver que a cobertura para

o limite inferior do intervalo de confianca assintético para log(n) é similar a seu respectivo
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limite superior. Porém, para log(¢), a cobertura para o limite inferior € menor que o do limite
superior. J& para log(m), a cobertura do limite inferior é maior que o do limite superior, mas
para valores maiores de 7, as coberturas dos limites inferiores e superiores sdo similares, isto &,
o intervalo confidenciais tendem a ser balanceados. Para o caso das coberturas de probabilidade,
a distribuicao ZALSt apresenta um melhor desempenho, isto é, tendem a taxa de confianca
verdadeira, para os intervalos assint6ticos confidenciais para os parametros log(n) e log(¢) que
em comparacao para as distribuicdes ZALN e ZALPE para diferentes valores de 7. A distribuicdo
ZALPE apresenta um menor desempenho nas coberturas de probabilidade especialmente para
o intervalo assintético confidencial para log(¢) quando a proporcéo de zeros é maior que 0,1.
Outro a mencionar que com o aumento do valor de 7, as taxas de cobertura destes parametros
tendem a diminuir do valor de confianca estipulado. No caso do logit(7), a taxa de cobertura
tem as mesmas propriedades independente da distribuicao por racdes ja antes mencionadas.
Como esperado, para esse parametro, a taxa de cobertura aumenta a medida que o tamanho
amostral aumenta.

Nas Figuras |5| a [/| s3o apresentadas os respectivos histogramas das simulacdes para
distribuicio assintética dos estimadores log()), log(¢) e logit(#) para cada tamanho amostral
e tomando o cenério com maior proporcio de zeros e ¢ = 3, 8 = (2, 3, 0,4)". Decidiu-
se tomar esse cenario por ser interessante, j4 que apresentou os piores desempenhos dos
estimadores, isto é maior vieis e EQM. Adicionalmente, os seguimentos de retas representam
os intervalos assintdticos para cada nivel confianca, e a linha vertical representa o valor real do
parametro. Assim, podemos notar um comportamento simétrico para o estimador de maxima
verossimilhanca de log(n), ja para o caso dos EMV de log(¢) e logit(), eles tem uma leve

assimetria.
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2.3 APLICACAO

Nesta secdo, ajustamos as distribuicdes propostas e comparamos com algumas distribuicdes
ja estabelecidas na literatura em um conjunto de dados reais. Assim, consideramos o conjunto
de dados sobre despesas de vereadores eleitos, incluindo o prefeito da cidade de Leicester City,
no Reino Unido, do periodo 2012/2013. O conjunto de dados é extraido do Leicester City
Council, disponivel em <https://data.leicester.gov.uk/pages/home/>. Neste caso, estamos
interessados na variavel subsidio de responsabilidade especial (£), que consiste nos subsidios
adicionais para responsabilidades especificas. A amostra contém 18 valores de zeros, que
representa 32,73% das observacdes. Para os valores positivos foi feito um andlise exploratéria
dos dados, em que foi observado um minimo de 221,93, o primeiro quantil de 3879, 96, o
valor mediano de 6759, 58, a média de 9009, 571, o terceiro quantil de de 9259, 03 e o valor
maximo de 55908, 96. Para algumas medidas de variabilidade, um desvio padrao de 10553, 33,
a amplitude interquartil de 5379, 07. O coeficiente de assimetria e curtose de 3,097 e 13, 207,
respectivamente. Também, a Figura (8| apresenta o respectivo histograma considerando os
valores zeros na linha vertical, e um boxplot ajustado considerando s6 os valores positivos.
Assim, podemos observar que os dados apresentam uma assimetria positiva e a presenca de
pontos atipicos.

Baseado na anilise exploratéria dos dados ajustamos trés distribuicGes da classe ZALS
aos dados de despesas a saber: zero ajustado log-normal (ZALN), zero ajustado t-Student
(ZALSt) e zero ajustado exponencial-poténcia (ZALPE). Também ajustamos trés distribuicdes
encontradas na literatura: zero ajustado gaussiana inversa (ZAIG), zero ajustado gama (ZAGA)
e zero ajustado Birnbaum-Saunders reparametrizado (ZARBS). O pardmetro extra para os
casos das distribuicdes ZALSt e ZALPE foi considerado fixo e escolhido minimizando o AIC
para um vetor de valores de v = [4;10] para ZALSt e v = (£0, 3; +0,2; £0, 1) para ZALPE.
Assim, baseado nessa metodologia, o pardmetro extra escolhido foi de v =4 e v = 0,3 para o

caso de ZALSt e ZALPE, respectivamente.


https://data.leicester.gov.uk/pages/home/
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Figura 8 — Histograma e boxplot ajustado para as despesas especiais dos vereadores eleitos no
periodo 2012/2013 na cidade de Leicester.

A Tabela [8] apresenta as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros, erros

A

padrdo assintdticos (entre parénteses), o critério de informacéo de Akaike (AIC= 2p — 2log(L))
e o Critério de Informacio Bayesiano (BIC= plog(n) — 2log(L)), em que n é o tamanho
amostral, p, o nimero de parametros e L= L(é) é a verossimilhanca avaliada nos parametros
estimados para as distribuicdes ajustadas. Adicionalmente, o teste de Kolmogorov—Smirnov
(KS) foi obtido para avaliar a bondade do ajuste. Assim, podemos observar que a distribuicdo
ZALSt apresenta o menor AIC e BIC entre as distribuicdes ajustadas. Além disso, o teste KS
indica para as trés distribuicGes pertencentes ao classe ZALS e a distribuicao ZAGA que n3o

se tem evidencia suficiente para rejeitar que os dados seguem a distribuicao em questdo com

um nivel de 5% de significancia.
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Tabela 8 — Estimativa de maxima verossimilhanca para os parametros e estatisticas para as
distribuicGes consideradas ajustadas ao conjunto de dados de despesas especiais
dos vereadores eleitos no periodo 2012/2013 na cidade de Leicester.

ZALSt  ZALPE  ZALN ZAGA  ZARBS ZAIG

" 5089,105 6023433 5841,316 - - -
(806,001) (896,832) (929,127) - - -

1 - - ~  9009,571  8767,315  9009,571
- - — (1294,390) (1694,320) (2097,152)

¢ 0,475 0,508 0,938 - - -
(0,146)  (0,135)  (0,218) - - -

o - - - 0,879 1,387 0,015
- - - (0,092) (0,325) (0,002)

—2log(L) 809,13 811,23 813,94 815,97 822,20 825,15
AIC 815,13 817,23 819,94 821,97 828,20 831,15
BIC 821,15 82325 825,97 827,99 834,22 837,18
KS 0,151 0,132 0,151 0,150 0,230 0,249
p—valor 0,369 0,541 0,369 0,380 0,040 0,021

Por Gltimo, a Figura [9] apresenta as densidades ajustadas aos dados e graficos Q-Q para as
diferentes distribuicdes utilizadas para a presente anélise. Como podemos ver, as densidades
ajustadas das distribuicdes da classe ZALS se ajustam melhor ao histograma dos dados que

em comparacdo com as distribuicdes ZAGA, ZAIG e ZARBS.
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Figura 9 — Histograma e grafico Q-Q para as distribuicoes ajustadas para o conjunto de dados
de despesas especiais dos vereadores eleitos no periodo 2012/2013 na cidade de
Leicester.
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3 MODELOS DE REGRESSAO LINEARES ZERO AJUSTADO LOG-
SIMETRICAS

Os modelos de regressdo sao comumente usados para explicar o comportamento de
uma variavel resposta através de um conjunto de varidveis explanatérias, sendo de muito
interesse por exemplo nas areas de saiide, economia, engenharia e quimica. E muito comum
assumir normalidade dos erros (Wei e Tanner, 1990), mas pode acontecer em que certas
situacGes assumir normalidade n3o seja o mais adequado. Por exemplo, é bem conhecido que
os estimadores de maxima verossimilhanca do modelo de regressdo normal sdo altamente
sensiveis a observacdes aberrantes. Neste contexto, os modelos simétricos de regressao tem
sido estudado e recebido uma crescente atencdo (veja por exemplo, Fang, Kotz e Ng , 1990;
Kai-Tai e Yao-Ting, 1990; Anderson e Fang, 1990; Cordeiro et al., 2000; Cysneiros et al., 2007;
Maior e Cysneiros, 2018). Contudo, em situacdes em que a variavel resposta é positiva e tem
comportamento assimétrico, os modelos simétricos nao sdao adequados. Uma possivel solucao é
transformar a variavel resposta de tal forma que a nova variavel assuma valores na reta real,
por exemplo, a transformac3o logaritmica e Box Cox (Box e Cox, 1964) foram provavelmente
as mais conhecidas e sugeridas a fim de alcancar uma normalidade nos valores observados. No
entanto, esta metodologia tem limitacGes no contexto que a parte inferencial do modelo ja ndo
é mais feito em relacdo a variavel resposta original ocasionando a perda de interpretabilidade
dos parametros. Uma solucdo viavel é utilizar distribuicbes continuas positivas com suporte
(0, 00) por exemplo, a distribuicdo gaussiana inversa, gama e gama generalizada.

As distribuicoes mencionadas sdo umas das mais atrativas e citadas na literatura, porém, os
estimadores sdo altamente influenciados na presenca de observacdes atipicas. Assim, Vanegas
e Paula (2015) propuseram os modelos log-simétricos de regressdo em que a variavel resposta
é estritamente positiva e assimétrica. Este tipo de modelos é interessante ja que permite que
a mediana e a assimetria da distribuicao da variavel resposta sejam modeladas por variaveis
explanatérias sendo uma opcao mais natural na presenca de observacoes atipicas. Algumas
das distribuicoes log-simétricas contém um parametro extra, permitindo que as distribuicoes
log-simétricas sejam ainda mais flexiveis.

Por outro lado, havera ocasies em que se procura estudar ou fazer predicdes de uma
determinada varidvel do qual os valores sdao continuos e ndo negativos. Este tipo de variaveis
sdo comumente chamadas de semi-continuas (Min e Agresti, 2002) com distribuicdo continua

exceto no ponto zero em que atribuimos uma probabilidade de ocorréncia. Por exemplo, em um
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estudo sobre niveis de dano corporal de pacientes com alguma doenca, a medicao pode assumir
o valor de zero se um paciente n3o apresentar dano ou pode assumir valores positivos para
indicar o nivel de dano (Su et al., 2009), Transande e Chatterjee (2009) fizeram um estudo
avaliando o impacto nas despesas de salde em criancas de 6 a 19 anos, encontrando zeros na
variavel resposta.

No contexto de distribuicSes semi-continuas, Duan et al. (1983) trata o modelo em duas
partes como uma mistura entre uma variavel com distribuicdo discreta Bernoulli para os casos
que ocorrem zero e outra distribuicao continua, log-normal, para a parte positiva. Heller et
al. (2006) apresenta o modelo de regressdo zero ajustado gaussiana inversa para modelar
dados de demanda de seguros em que a variavel resposta apresenta uma assimetria positiva.
Rodrigues-Motta et al. (2015) propdem modelos de regressdo para distribuicdes positivas com
zeros considerando a familia exponencial dupla como a componente continua. Ainda mais
recente, Tomazella et al. (2019) propdem o modelo de regressdo zero ajustado reparametrizado
Birnbaum-Saunders.

Neste capitulo apresentamos os modelos de regressao lineares zero ajustado log-simétricas
para valores positivos continuos e assimétricos que apresentam zeros na variavel resposta.
O capitulo se encontra organizado na seguinte forma. Na seccdo 3.2 é definido o modelo
de regressao lineares zero ajustado log-simétrica, abordando o processo de estimacao por
maxima verossimilhanca baseado na funcao escore e a matriz de informacao de Fisher para
apresentar o algoritmo de estimac3do. Estimacao intervalar e método de selecdo de variaveis
também sao apresentados. Residuos e métodos de diagndsticos sao desenvolvidos para avaliar
o modelo proposto. Por ltimo, um conjunto de dados reais é apresentado para aplicar a teoria

desenvolvida.

3.1 MODELO DE REGRESSAO

Seja wy, .., w, n realizacdes independentes das variaveis aleatérias W; com funcdo de
densidade dada na Equacdo (2.2)), i.e., W; ~ ZALS(n;, ¢i, i, g(+)) parai =1,...,n. A relacdo

dos pardmetros de interesse (1;, ¢;, m;) " é definida como
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511 quﬁj XzTBa

Mo

527, Z Rij O = ZzT (31)

1v13

§3z ZdZ]/YJ D;r’)/a

em que T, ..., Tidgy, Zils --- ZiMy € di1, ..., d;ng, representa os valores de varidveis explicativas
relacionados com 7;, ¢; e m;, respectivamente; B = (B1,..., Bu1) ', @ = (aq,....,anpm) e
~ = (71, ...,7m3) ' sdo vetores de pardmetros de regressio desconhecidos a serem estimados
tais que B € RM! a € RM2 e v € RM3. As funcdes de ligacdes my(-) para k = 1,2,3.
sao estritamente mondtonas e pelo menos duas vezes diferencidveis em que m; : R, — R,

9 : Ry = Remg: (0,1) — R. g(-) é a funcdo geradora de densidade que satisfaz as
condicdes que g(u) > 0 e [ u2g(u)du = 1 para u > 0.

Considerando os parametros @ = (8", a",4")", a funcio de verosimilhanca é dada por

= HfWi(nia ¢i, i, 9(+)) = L1(v)L2(B, ), (3.2)

n
Iioy (w; _ . _ .
sendo Lqi(v) = Hﬂi{O}(w )(1 — ) o) e 1y(B,a) = H fr (w;) =10 em que os
=1 2w >0
parametros 1);, ¢; e m; sao funcdes dos parametros a serem estimados 3, « e 7y, respectivamente,

através de (3.1)). Em alguns casos, a funcio geradora de densidade, g(+), envolve um pardmetro
extra, v, que sera considerado fixo ou conhecido. Assim, O logaritmo da funcdo verosimilhanca

é dada por

U8) = Ly (7) + L2 (B, o), (3.3)

em que

= Z&;(%@'),
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Ci(mi) = Iy (wi)log(m;) + [1 — Iyoy(w;)]log(1 — m;),

1 (3.4)
Ci(mir $1) = [1 = Loy (wi) { = log(¢) + loglg(w;*)] — log(w;)}-

Dado que em os vetores de pardmetros (8", )" e ~ s3o separaveis (Pace & Salvan,
1997, p. 128) a funcdo de verosimilhanca, L(0) pode ser fatorada em dois termos, uma que
depende do vetor ~y associado a componente discreta que é usado para modelar a probabilidade
de ocorréncia de zero na variavel resposta e outra que depende de (3", a")" associado a
componente continua para modelar a distribuicdo condicional da variavel resposta no suporte
R, . Portanto o processo de estimacdo por maxima verosimilhanca pode ser desenvolvido
)

separadamente para (8", a")" e para o vetor ¥.

3.1.1 Funcao escore

As funcdes escore de @ = (87, ", ") sdo dadas por U(B) = (U(B)",U(a)",U(y)") =
(00(B)/0B,0l(cx) /Ocx, () /D) ". Assim, U(8) toma a forma

Us(0)]  [XTTDwQ( — W) (w* — )|
UO) = [Ua0)| = | 1Z7TAL (1 —Wo)(s - 1) |,
U.(6) DTPA, (W — 7°)
em que n* = (17, ..., nZ)T,-w+ = -(wf, -, wi)T, we = (ws, ..., w)T, (WC)- = diag{w§, ..., wS},

Q = diag{q1,...,qn}, Dy = diag{vy,...,v,,} € a matriz T = diag{1/¢1,...,1/¢n}, 0 =
log(n:), w{ = Ioywy), @ = (0n:i/0&1;)/n; com i =1,...,n, v=vi (), em que w' e v () é

uma funcdo de w da forma

log(w), sew >0, —24'(0?)/g(w?), sew >0,
wh = vi (D) =
0, sew =0, 0, sew =0,
~ 9 -
em U, (0) temos que s = (vjw; ,...,vnwgz) e A, = diag{0¢1/0, ..., 0¢,/0&2, }. Para a

componente discreta temos que ¥ = (my,...,m,) ", Ay = diag{0m,/0&s, ..., 0m, /03, )} €
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P = diag{1/[m (1 —m)], ... 1/[mn(1 — 7,)]}.

~+2 'U~)7;2, se w; > 0,

0, se w; =0,

3.1.2 Informacao de Fisher

Seja —L;; a matriz de informagao observada de Fisher para 6 em que Lo = 0°1(0)/0600 "

é a matriz de segundas derivadas em relacdo aos parametros de interesse, assim

. Loye, O
Lop=| e (3.5)
O L'Y'Y
em que Lg,q, e L., s3o matrizes de segundas derivadas de 8; = (8", ") " e~y respetivamente,
Lelel = .. .. ’
La,B Loza

sendo que

fzw = —DT’lplD, LBQ = _XT¢2X; Lﬁa = L;rg = _XT¢3Z> Laa = _ZT¢4Z7

em que v, para k = 1,2, 3,4 s3o matrizes diagonais em que cada elemento ¢ da sua respectiva

diagonal para i =1, ...,n, é dado por

i = e () = m) G+ (= ) — )~ 1]

i = (1= L) | £ CHE P o) + 2200 - Py,

s = (1= oy 0) 5 ) e w2,

s = (1= Ty w0) (o P + o2+ SO0 (S

(3.6)
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A matriz de informacdo de Fisher esperada para o vetor de parametros 8, K(8), tem a

forma

Ko, (61) 0
K(0) = , (3.7)

0 Ky ()
sendo Ky, (61) a matriz de informac3o de Fisher para 6, = (87, a")" e K () = K., =
DTPAfrD a matriz de informacdo de Fisher para «v. Temos a matriz de informac3do de Fisher

para O; = (B",a")" é dada por

Ko, (61) = “on 0 ) (3.8)
0 Kaa

em que Kgs = d,XTRTQ2X, Koo = Y2-UZTRT2A2Z e R = diag{ry,...,m,} com r; =
1—m; parai = 1,...,n. Valores para d, e f, podem ser encontrados na Tabela[l} Em e (3.9),
os parametros 3, « e =y sdo ortogonais, assim, deste fato temos a matriz de informacao de Fisher
para @ é bloco-diagonal, K(6) = diag{Kzg, Kaa, K1+ }. Considere como casos particulares as
funcdes de ligagio m1 (1) = log(m;), ma(;) = log(6) e ms(m;) = logit(r;) em que logit(:) =
log(%5-); temos a fungdo escore de 6 em que Ug(0) = XTTDg)(ln — W) (wt — n*),
Ua(0) =2Z7 (I, — W) (s — 1,) e U,(8) = DT (W — 7*); a matriz de informacZo de Fisher
para v, B e a tem a forma K, () = DTP™ID, Kgs = d,XTRTX e Koo = Y2 UZTRZ,

respectivamente.

3.1.3 Processo de estimacao

A estimacao de maxima verossimilhanca de 0 é feita igualando a funcdo escore a zero e
resolvendo o sistema de equacdes ndo lineares, U(@) = 0. Neste caso o sistema de equacdes
ndo lineares n3o apresenta solucao analitica fechada sendo necesséario algum algoritmo de
otimizacdo ndo linear para maximizar a funcao de log-verossimilhanca. Um ponto importante, é
que pela separabilidade dos parametros, o estimador de maxima verossimilhanca de ~ pode ser
obtido independentemente de 0;. Assim, é apresentado dois algoritmos: um para a componente

discreta e outro para a componente continua.
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Algoritmo 2 - Componente discreta:

Passo 1: Indicar o chute inicial para v
Passo 2: Iniciar o contador em [ = 0 e v} = 4

Passo 3: Basado em ~() fazer:

2D — A0 {DTP(I)AfT(I)D}_l DTPOAN (W — 7*(V)

Passo 4: Fazer [ = (I + 1) e atualizar v

Passo 5: Fazer passos 3, 4 até certo critério de convergéncia

Algoritmo 3 - Componente continua:

Passo 1: Indicar o chute inicial para 0&0)
Passo 2: Iniciar o contadorem [ =0 e 0:(3) = 0&0)

Passo 3: Basado em BY) fazer:

gy — g 4 L
dg
1
(fg - 1)

Q) — o 4

Passo 4: Fazer [ = (I + 1) e atualizar 6\

Passo b: Fazer passos 3, 4 até certo critério de convergéncia

1
{XTRT(I)QZ(/)X} XTT(I)D((\I/))Q(I)(In _ Wc)(w+ _ ,rl*(l))

-1 1
{ZTRT“’)A;(’)Z} EZTT(’)Ag)(In — W) (s —1,)

Foi implementado utilizando as extensdes do pacote GAMLSS no Software R, em que o

algoritmo CG (Rigby e Stasinopoulos, 2005) reduz ao algoritmo escore de Fisher.

Como a estimacao de @ é obtida mediante o algoritmo escore de Fisher, entdo é importante

estabelecer valores inicias para a inicializacdo desse processo o qual estdo fortemente ligados

ao sucesso da convergéncia. Baseado nos dados, podemos escolher os chutes iniciais para 7,

1 e ¢ e consequentemente atribuir valores iniciais aos vetores 7, B e . Vanegas e Paula

(2016) sugeriram para a classe log-simétrica utilizar como chute inicial para 1 e ¢ os EMV
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dos parametros de uma log-normal. Desta forma, consideramos os chutes iniciais para ,
1 e ¢, respectivamente, a proporciao de zeros na amostra, 7) e é em que os dois ultimos
sao fungbes dos EMV de W Iy (W) = 0 ~ LN(7,¢). Para o critério de convergéncia, é
necessario estabelecer um critério de parada para o processo iterativo baseado em alguma

medida, por exemplo, quando o valor absoluto das distancias entre as iteracdes for menor que

o _pt-1)

uma constante fixada e, Iy

3.1.4 Distribuicao assintoética

Seja 6 a estimativa maxima verossimilhanca de @ = (8", a,4")T, sob as condicdes
usuais de regularidade pode se mostrar que 6 é um estimador consistente (ver Cysneiros et al.,
2010; Cox e Hinkley, 1974, Cap. 9), assim, para n suficientemente grande temos

A

V(0 = 0) 2> Nty snsy s, (0, J55"): sendo Jgg = lim K(0)/n

n—»00
em que Ny, 1 s, 401, segue uma distribuicio normal M, + My + Mj-variada e K(0) ™! é a matriz
de variancia-covaridncia assintético de 6. Temos que K((G’A)‘1 é um estimador consistente de
K(6)™!, como K(0) = diag{Kgg, Kaa, K-~} é uma matriz bloco diagonal, entdo assintotica-
mente segue que B 2 Ny, (8, kﬁﬁ), & 2 N (0, K™Y e 4 2 Ny (v, K™7), em que K7
K™ e K" s3o as matrizes invertidas de Kss, Kaa € RW, respectivamente. Desta forma pela

normalidade assintética do estimador de maxima verossimilhanca, podemos construir intervalos

de confianca assintéticos para os parametros do modelo de regressdo. Temos assim,

By o= DR B+ et - SR
para j; = 1,..., My,

45— 27 1= DRI+ 071 - DRG
para jo = 1,..., M5 e

. - £\ o . - £\ o
=00 RT3 070 = SR

para j3 = 1,..., M3, sdo intervalos de confianca assintéticos para f3;,, a;, e 7j, com um

coeficiente de confianca de 100(1 — £)%. Para 0 < & < 1/2, ®!(1 — §) representa o quantil

1— g de um normal padréo.
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3.1.5 Teste de razao de verosimilhanca

Suponha que o interesse é testar a significancia de alguns parametros, no qual, pode
ser utilizado como uma forma de avaliar a inclusao ou exclusao de varidveis explanatorias.
Em geral podemos considerar a hipétese Hy : 8 = 0° contra H, : 8 # 6° em que 0° ¢é
um vetor conhecido de dimens3o (p x 1) com p = M; + M, + Mj. A estatistica da razdo
de verossimilhanca &gy é dada por 2{¢() — ((0°)}. Segue que sob H, e para amostras n

suficientemente grande £gy converge para uma distribuicao qui-quadrada com p graus de

liberdade.

3.1.6 Selecao de variaveis explanatérias

Uma vez que o conjunto de variaveis explanatérias esta definido para um modelo proposto,
um ponto importante é de saber qual a melhor maneira de obter um modelo reduzido que
estejam sé as varidveis explanatérias que melhor possam explicar a variavel resposta. Para esse
problema utilizaremos a metodologia do método de Akaike, que para nosso caso, consiste em
obter as melhores varidveis explanatérias para cada parametro a ser modelado minimizando a
AIC pela metodologia de abordagem para frente, para melhores detalhes ver Yamashita et al.
(2007). O abordagem StepAlC e a metodologia a seguir para o modelo de regressdo ZALS

consiste em

Algoritmo 4 - Abordagem StepAIC:

Passo 1: Modelo nulo: Ajustar o modelo de regressdo sem variaveis explanatérias (modelo

nulo) e obter o AIC.

Passo 2: Selecdo inicial: Ajustar kK modelos para as k variaveis explanatérias, obter o AlIC
para cada modelo e selecionar a variavel explanatérias para o modelo que obtenha

o menor AlIC que em comparacdo ao modelo nulo. Se n3o ter selecdo, ir ao passo 5

Passo 3: Selecdo de outra variavel explanatéria: ajustar outros modelos de regressdo com a
variavel selecionada anterior e selecionar a nova variavel que minimize o AIC que
em comparacdo ao modelo do passo anterior. Se n3o ter mais selecGes, ir ao passo

5, caso contrario ir ao passo 4.
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Passo 4: Deletar variaveis explanatérias insignificantes: comparar o AlC para todos os modelos
com as variaveis explanatérias x;'s sem a varidvel x; e deletar z; se o modelo
obtido obtenha menor AIC. Se n3o ter mais variaveis insignificantes fazer o passo

3, caso contrario fazer passo 4.

Passo 5: Parar o algoritmo.

Algoritmo 5 - Selecao de variaveis para modelos da classe ZALS:

1. Para a componente discreta, o submodelo 7, construir o modelo em base ao algoritmo

do abordagem StepAlC.
2. Para a componente continua:

2.1. No submodelo 7, construir o modelo em base ao algoritmo do abordagem StepAlC.

2.2. Dado o submodelo 7, construir o modelo para ¢ em base ao algoritmo do abordagem

StepAlC.

Vale a pena dizer que eventualmente algumas variaveis explanatérias ou covariaveis sele-
cionadas podem n3o ser significativas marginalmente para o nosso modelo estimado. Assim,

podemos utilizar o teste de razdo de verossimilhanca para avaliar a retirada delas.

3.2 RESIDUOS E METODOS DE DIAGNOSTICO

Os métodos de andlise de residuos sao usados apds ajustar um modelo de regressao para
verificar adequacidade, ou melhor, possiveis afastamentos das suposices feitas ao modelo,

como por exemplo a escolha da funcao de ligacao ou da distribuicao da componente aleatéria.

3.2.1 Residuos

Vérios tipos de residuos podem ser encontrados na literatura, Cox e Snell (1968) apresentam
uma forma bastante geral de residuos. Pregibon (1981) propde utilizar o componente do desvio
como residuo para os modelos lineares generalizados. McCullagh (1987) apresenta uma forma
padronizada para o componente do desvio. Dunn e Smith (1996) propdem o residuo quantilico.

Cysneiros e Paula (2005) e Cysneiros e Vanegas (2008) apresentam residuos para a classe
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dos modelos de regressdo nido lineares simétricos, Vanegas e Paula (2015) propdem o residuo
componente do desvio para os modelos log-simétricos. Recentemente Pereira et al. (2020)
apresentam uma nova classe de residuos para os modelos de regressao zero ajustados em que

proporciona uma melhor forma de identificar pontos atipicos na componente continua.

3.2.1.1 Residuo componente do desvio

Para o nosso modelo de regressdao, com trés parametros a ser modelados, definimos as

funcbes desvio para n, ¢ e 7.

Residuo componente do desvio para 1)

A funcdo desvio para 7} dado <£ emé

D, %) = 2> (61, bis 7i) — L0, i, 7)), (3.9)

i=1

pela separabilidade dos parametros (n",¢")" e 7, a Equagdo (3.9) pode ser expressada

D(ﬁ|¢3) =2 Z [gi(ﬁzﬂlgi) - gi(ﬁz’,@)] - Z di(ﬁlé), (3.10)

2:w; >0 2:w; >0
em que 7); é a estimativa de maxima verossimilhanca de n; e 75; é o valor de 7; que maximiza

li(ni,ggi). Vale notar que a Equacdo (|3.10]) coincide com a funcdo dada por Vanegas e Paula

(2015). O residuo componente de desvio associado a 7 é definido como

t,(10;) = sinal () [d; (7]$)] Y2, para w; > 0. (3.11)

Substituindo o valor de 7j; por w;, obtemos, d;(7|¢) = 2log[g(0)/g(w?))].
Residuo componente do desvio para gg

A funcdo de desvio para ngS dado 7 é definido por

D(&V]) =2 Z [&(ﬁz”(ﬁi) — (1, ng)] = Z dz(ém)a (3.12)
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em que ¢; é o valor de ¢; que maximiza /;();, ¢;). Portanto, d;(¢|f)) = 2log[g(0?)/g(102)] —
log[w?/0?]. £;(15;, ¢;) tem sé um ponto critico, logo o é a solucdo da equacdo v(p)o® = 1. O

residuo componente de desvio associado a ¢ é dado por

to(0;) = sinal(;)[di(¢|7)]"/%,  para w; > 0, (3.13)

as Equacdes ([3.11)) e (3.13) coincidem com os residuos propostos por Vanegas e Paula (2015).

Residuo componente do desvio para 7

A funcdo de desvio para 7 pode ser obtido separadamente através do logaritmo da funcdo

de verosimilhanca da componente discreta e é dado por

n n

D(7) =2 Z[ﬁz(ﬁz) = 4(7;)] = Zdi(ﬁ% (3.14)

i=1 i=1

em que 7; é o valor de 7; que maximiza ¢;(7;). Assim d;(7) = 2{(Lgoy(w;)log[Ljoy (w;) /7] +
[1 — Iy (wy)log[(1 — Iyoy (w;))/(1 — 7;)]}. Todavia, quando I{o(w;) = 0 ou Iy (w;) = 1,
o i-ésimo termo, d;(7), vale —2log[l — 7;] ou —2log[7;], respectivamente. Assim o residuo

componente de desvio associado a 7 é dado por

—(—2log[1 — 7:])/2, se Ijoy(w;) = 0,

(—2log[7,])/2, se Ioy(w;) = 1.

3.2.1.2 Residuo quantilico

Seja Fiyy(w) a funcdo de distribuicdo acumulada definida na Equacgo [2.1] Assim, consi-
derando F' continua no intervalo w; > 0, segue que Fy(w) é uniformemente distribuida no
intervalo unitério. Portanto, o residuo quantilico basado em Dunn e Smyth (1996), tg(w;), é

expressado por

@71[Ui], se w; = 0,
to(;) =
q)_l[Fw(’UAJl)], se w; > 0,
em que ® é a distribuicao acumulada de uma normal padronizada e u; é uma variavel

uniformemente distribuida no intervalo (0, 7;).
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3.2.1.3 Residuo ZAR

De acordo com Pereira et al. (2020) o residuo quantal apresenta limitacdes quando a w;
é muito proximo a zero e a probabilidade, 7;, é em torno de 0,5, pois o valor de tQ(uA)i) sera
negativo e o valor absoluto ndo sera grande. Assim, Pereira et al. (2020), propuseram uma
classe de residuos muito mais sensivel no sentido de identificar pontos atipicos nos modelos de
regressao zero ajustado que em comparacdo a outros residuos usualmente utilizados. A classe
de residuos para modelos zero ajustados (ZAR) é uma funcio de qualquer residuo definido

para a componente continua e da probabilidade estimada da observacdo assumir zero.

() = D (t;)(1 — 7;)], set; <0, (3.15)
@71[7& + @(tz)(l — 7TA'Z>], set; >0,

em que t; é qualquer tipo de residuo para a componente continua da variavel resposta. Assim, a

Equacao ([3.15]) representa uma classe de residuos para os modelos de regressao zero ajustados.

3.2.2 Influéncia Global

Outro aspecto importante é a identificacdo de observacoes influentes nas estimativas de
maxima verossimilhanca dos parametros do modelo proposto. Assim, uma forma de identificar
as observacdes influentes, baseia-se na metodologia proposta por Cook (1977) para os modelos
lineares de resposta normal, denominada modelo de delecdo de casos (CDM). Esta metodologia
consiste em avaliar o impacto nas estimativas dos parametros do modelo através de uma
medida de distancia quando a 7—ésima observacao é excluida, é(i), através do afastamento da
verossimilhanca

LD(8)) = 2{¢(8) — (6}
em que /(@) e {(6;)) é o logaritmo da fungdo de verossimilhanca para os dados completos e
excluindo a observacao ¢, respectivamente. Pelo alto custo computacional que pode requerer
estimar 6(;) para¢ = 1,...,n, podemos obter uma aproximacdo de OA(i) maximizando uma apro-
ximacdo de /(;)(@), o logaritmo da fun¢do de verossimilhan¢a excluindo a i—ésima observacio.
Seja a expansdo de Taylor até a segunda ordem de £(;)(@) em torno de 6 dada por

() (0) ~ L3y (0) + (0 — 0) Uy (8) — (0~ 0)" (~L3))(0 - ),

1
2
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em que U(i)(GA) e ﬁgg sdo o vector escore e a matriz de informacao de Fisher observada avaliados
na estimativa de maxima verossimilhanca, respectivamente, excluida a i—ésima observacao.
Esta aproximac&o sugerida por Pregibon (1981), denominada de aproximacdo a um passo,
consiste em tomar a primeira iteracao do processo iterativo pelo método de Scoring de Fisher.

A expressao acima atinge o maximo quando

Substituindo —L%) pelo seu valor esperado K(8), logo OA(II) pode ser expressado como
0, =0+K(@) U, (0).

Apbds algumas manipulacdes algébricas, temos

8] [ 8- xTRTQ2X) 11X/ (1 — i) |
oy =&l | = a—c§¢>|é(zTﬁ?2A;Z)—lzi/(1—hﬁ.j”) , (3.16)
4| | 4 ”l(DTPAZD)TID/(1 - 1) |

sendo que XiT, ZiT e DiT sao a 1—ésima linha de X, Z e D, além, tem-se que c(") = i[l —

Loy (w:)) (i / v/ v (wi)(am/(m@&i)) A? = (1= Loy (wi)] (v(1:)1:2 = 1) (90 / (6:065:)),

o = WO (grogy), B = L0 - m)(ani/(m(’?{u))QXT(XTRTQ2X)‘1X-
W = (1-7,)(06:/ ($:0€2:))*ZT (ZTRT2D2Z) 1 Z; e b} W(/l(—af;”DT(DTPAZD) 1p;.

Podemos obter uma aproximacao para LD(B(Z»)) de segunda ordem de Taylor, obtendo

LDBw) ~ (B — )" [~ Lyl (B — 6). (3.17)

Neste trabalho no lugar de —Lgy consideramos o valor esperado K(8). Substituindo (3.16))

em 1) obtemos uma aproximacao para LD(OA(i)) que pode ser expressa como

LD(Q(Ii)) ~ (O(Ii) - O)TK(O)(O(Ii) - 0),
dado que os estimadores de maxima verossimilhanca de 3, a e = sdo assintoticamente inde-

pendentes, podemos usar a expressao acima para mostrar que o efeito da t—ésima observacao

na estimativa de B, a e 7y pode ser expressada como
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. 1 TSN
LD(B) = — (1 — Lyor (w;)]|w; v (w; =
s 1 2\ 29 2 i
EP) = —wy Tl = U e,
. (Iioy(wi) — 7))
LD(4ly) = -2 -

BLY=0e LD(&L,) =0.

pode ser observar que quando {w; = 0}, LD(B;, )
Gréficos de LD(B{Z.)), LD(&f;)) e LD(4{;) contra os indices das observacdes sao reco-

mendados para detetar pontos aberrantes.

3.2.3 Influéncia Local

Influéncia local tem como objetivo verificar o efeitos de pequenas perturbacdes no modelo
e/ou nos dados por meio de algum tipo de perturbacdo. Caso tais perturbacdes causarem
variacoes desproporcionais, isto indica que pode haver indicios de que o modelo esteja mal
ajustado ou com problemas de afastamento das suposicdes feitas para o mesmo.

Cook (1986) propds avaliar a influéncia das observacdes sob pequenas perturbacdes nos
dados ou no modelo através do estudo da curvatura normal do afastamento da verossimilhanca.
Conhecido como influéncia local, nesta mesma direcdo, Lawrence (1988) investigou a aplicacdo
de influéncia local nos modelos lineares com parametros na transformacao da resposta, Paula
(1993) aplica influéncia local em modelos lineares com restricdes, Galea, Paula e Cysneiros
(2005) desenvolveram influéncia local em modelos de regressdo simétricos, Vanegas e Paula
(2015) aplicaram influéncia local para os modelos log-simétricos, Tomazella et al. (2019)
desenvolveram influéncia local utilizando o esquema de perturbacao de casos ponderados para
o modelos de regressdo zero ajustado reparametrizado Birnbaum-Saunders, recentemente,
Queiroz e Lemonte (2020) propuseram influéncia local para os esquemas de perturbacio de
casos ponderados e nas varidveis explanatérias para uma classe de modelos de regressao para
taxas e proporcdes.

Seja o vetor de perturbagdes w = (wy,...,w,)T e [(6) o logaritmo da funcdo de verossi-
milhanca. A medida de influéncia mais conhecida é o afastamento da verossimilhanca dada
por

LD(w) =2{¢(0) - £(8.)} > 0,
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em que 0 e 0, denota as estimativas de maxima verossimilhanca sob o modelo ndo perturbado
e perturbado, respectivamente.

A sugestdo de Cook (1986) é estudar o comportamento do afastamento da verossimilhanca,
LD(w) = 2{¢() — ¢(8,,)}, em torno ao vetor de ndo perturbacio wy através da curvatura
normal da linha projetada LD(wy + af), em que a € R e £ é um vetor unitario, ou seja,
||€]| = 1. Assim, Cook (1986) mostra que a curvatura normal pode ser expressada numa forma
geral dada por

Co(0) =2/ AT L, AL,

em que A é uma matriz de dimensdo (M; + M, + M3) x n dada por A = §%*((0|w) /000w
avaliada em 0 e wp.

Cook (1986) sugere utilizar o autovetor, £,,,., correspondente ao maior autovalor Cy, .
da matriz F' = —ATﬁgglA. O grafico de indices de £,,,, contra a ordem das observacdes
pode mostrar os pontos que exercem maior influéncia nas estimativas de @ mediante pequenas
perturbacoes. Contudo, é possivel avaliar a influéncia local para um subvetor do vetor de

parametro 6, por exemplo, se o interesse é somente no vetor da componente discreta 7y, nesse

caso a curvatura normal fica dada por

Co(y) =2[TAT(L,, — Ly)Al],

em que

Ly ) ;
0 Ly,
emque 6, = (B, a”)’,

Outra alternativa, proposta por Escobar e Meeker (1992), consiste em tomar como medida
de influéncia os elementos da diagonal principal F'. Lesaffre e Verbeke (1998) sugerem em
avaliar a curvatura normal na direcdo da ¢—ésima observacdo. Essa curvatura é denominada e
dada por C; = 2|A] Ly Ail, em que A; é a i—ésima coluna da matriz A. Assim, é sugerido
um grafico de C; versus o indice, e que as observaces tais que C; > 2C' tenham uma atenc3o
especial.

Neste estudo, apresentamos dois esquemas de perturbacao nos modelos lineares zero ajustado
log-simétricas: perturbacdo de casos ponderados e perturbacdo nas varidveis explanatérias. No
caso de perturbacdo na variavel resposta, ndo é possivel obter uma forma de perturbar por

causa da variavel resposta ser semi-continua.
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3.2.3.1 Perturbacio de casos ponderados

Seja o vetor de perturbacdes w = (wi, ..., w,) ' . A funcdo de log-verossimilhanca perturbada

é dada por
U(Blw) = Ly (vIw) + L2 (B, afw) (3.18)

é a funcao de log-verossimilhanca perturbada em que,

Lay(v|w) = sz (M), LB, alw) = sz (i, &2),

em que (;(m;) e ;(n;, ¢;) sdo as funcdes de log-verossimilhanca definidas em (3.4)). Para o
esquema de perturbac3o de casos ponderados, o vetor de n3o perturbacio é wy = (1,1,...,1)T

e a matriz A é dada por

A [ xTEH2D,Q0, — WD) |
A= [An| = [3ZTTA4(ln — W) (DD, — 1) | (3.19)
A, DTPA.E

em que D) corresponde a Dz = diag{ w?/%ﬁ s wi;’*l }, & corresponde a € = diag{(L{o} (w1)—
1), .., (I{oy(w,) — m,)} avaliados no estimador de maxima verossimilhanga de 6 e wy. Para

maiores detalhes ver Apéndice B.

3.2.3.2 Perturbacao nas variaveis explanatérias

Nesta secao apresentamos a perturbacao nas variaveis explanatérias de forma aditiva, o
esquema sera dividido em: perturbacdo nas varidveis explanatérias individualmente e simultane-

amente.

Perturbacao nas variaveis explanatérias individualmente
Perturbacao individual nas variaveis explanatoérias da componente discreta

Considere o esquema em que é adicionado um vetor de perturbacdo a uma variavel

explanatoria particular da componente discreta, d;, ponderado por um fator de escala sg;
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podendo ser o desvio padrao, ou seja,
dijw = dij + wiSa;, 1=1,...,m;

a perturbac3o leva ao esquema em que ms(m;,) = DiTw'y e Di, = (di1, ..., dijtwisq;, ..., ding,) "

Logo, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca perturbada assume a forma

0(0) = L) (v|w) + L) (B, o),

n

em que {1)(y|w) = > li(mi), aqui £i2)(B, ) é desprezivel. Logo, depois de algumas
manipula¢des algébricas, avaliando em 7; e no vetor de ndo perturbagdo wy = (0,...,0)T
obtemos

A, = s, {F1IPAE + 7,0 41},
em que F; é uma matriz M3 X n de zeros com uns na j—ésima linha, 11 € uma matriz diagonal

definida na Equacdo ((3.6)).

Perturbacao individual nas variaveis explanatorias da componente continua do sub-

modelo associado a n

Agora, considere o esquema em que é adicionado um vetor de perturbacao a uma variavel
explanatéria particular da componente continua do submodelo associado a 7 ponderado por

um fator de escala s,, podendo ser o desvio padrao, i.e,
Tipw = Tip + WiSs,, 1 =1,...,m;
a perturbac&o leva ao esquema em que my (7;,) = XiTwﬁ e Xiw = (Tt ooy Tip+WiSay, .- T, )"

Logo, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca perturbada assume a forma

((0) = La)(7) + L) (B5 lw),

em que (o) (B, aw) = 3" 1 (N, ¢5), aqui £1)(y) é desprezivel. Logo, depois de algumas
manipulacdes algébricas, avaliando em 6; e no vetor de n3o perturbacio wy = 0,...,0)T
obtemos

Ag $2,{F2TY2D()Q(ln — W) D) + 5,XT 22}

5T A
Aoz Swpﬁpz ¢3
em que F, é uma matriz M; x n de zeros com uns na p—ésima linha, 1), e 13 sdo matrizes

diagonais definidas na Equacio ((3.6).
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Perturbacao individual nas variaveis explanatodrias da componente continua do sub-

modelo associado a ¢

De forma anéloga, considere o esquema em que é adicionado um vetor de perturbacao
a uma variavel explanatdria particular da componente continua do submodelo associado a

ponderado por um fator de escala 5., podendo ser o desvio padrao, i.e,
Ziqw = Zig t Wiz, 1 =1,...,m;

a perturbac3o leva ao esquema em que my(;,) = ZZTwa eZi, = (Zi1, -, 2ig T WiSzys -y Zinty) |

Logo, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca perturbada assume a forma

(0) = Lay(7) + L) (Bs alw),

em que {(9)(B, alw) = > Li(n;, diwy), aqui também £(1)(~y) é desprezivel. Logo, depois
de algumas manipulacdes algébricas, avaliando em 61 e no vetor de nio perturbacdo wy =
(0,...,0) T obtemos
Ag 52y0gX 23
Ag, = = L o R
Aa| |52 {3FsTAG(ln — W) (D)DZ;) — 1) + d,Z" 4ha}
em que F3 é uma matriz M5 x n de zeros com uns na ¢g—ésima linha, 104 € uma matriz diagonal

definida na Equacao ([3.6]).

Perturbacdo nas varidveis explanatérias simultaneamente
Perturbacao simultanea nas variaveis explanatdrias da componente continua

Considere o esquema em que é adicionado um vetor de perturbacao a uma variavel
explanatéria particular da componente continua do submodelo associado a 7, e considere
também que é feito o mesmo para o submodelo associado a ¢, assim, o esquema de ponderacoes

é definido como

Lipw = Lip + WiSz,,
Ziqu = Zig T WiSzy,

para qualquer p =1, ..., M; eq = 1,..., My. Contudo, neste caso se considera que z,, # z,. Essa

perturbacdo leva ao esquema em que my(n;,) = XZ-Twﬂ, Xiw = (Ti1, -, Tip + Wisa,, e Ting )
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ma(Giw) = ZZ-Twa e Zi, = (Zi1, .. Zig + Wiz, ..., Zirt,) |- Logo, o logaritmo da funcdo de

verossimilhanca perturbada assume a forma

00) = La)(v) + L) (B, afw),

em que (o) (B, a|w) = > li(Niw, i), aqui também £(1y(y) é desprezivel. Logo, depois
de algumas manipulacdes algébricas, avaliando em 61 e no vetor de nio perturbacdo wy =
(0,...,0)T obtemos

Aﬂ Sgcp{Fg-i-l/zl’j(v)Q(ln — Wc)ﬁ(ﬁ}) + BpXTvﬁz} —|— SZqO?qXT’lZ)\:;

Ael = =
Aq 5:13F3TA(la — W) (D) DY) — 1n) + @y ZTeba} + 54,0,Z 43

Y

em que F, é uma matriz M; X n de zeros com uns na p—ésima linha, F3 é uma matriz My xn

de zeros com uns na g—ésima linha.

Perturbacao simultanea nas variaveis explanatérias da componente discreta e con-

tinua

Agora, considere o esquema em que é adicionado um vetor de perturbacdo a uma variavel
explanatédria particular da componente discreta, considere-se também que é perturbado uma
variavel explanatéria da componente continua associado a componente 7 assim também, a

componente ¢, i.e,
Tipw = Lip + WiSz,,
Ziqw = %iq + WiSzy,
dijw = dij + wiSa;,

para qualquer p=1,...,M;,q=1,.... My e j =1, ..., M3. Contudo, neste caso se considera

que z, # z, # d;. O logaritmo da funcdo de verossimilhanca assume a forma

00) = La)(Y|w) + L) (B, a|w),

Depois de algumas manipulacdes, avaliando no vetor de n3o perturbacdo wy = (0,...,0)T

e em O obtemos
Ag 52, {F2TY2D ) Q(ly — WE)D () + B, XT b} + 5., 0, X T b3
No= [Aa| = |52, {3FsTAL(1n — W) (D)D) — n) + AZTha} + 50,52 3 |

A, sa,{F1PALE +4,D ¢}
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3.2.4 Alavancagem Generalizada

A ideia principal de pontos de alavanca é avaliar a influéncia de w; sobre o préprio valor
predito (veja, por exemplo, Welsh, 1978; Cook e Weisberg, 1982; Laurent e Cook, 1992; Wei,
Hu e Fung, 1998; Galea, Paula e Cysneiros, 2005). Uma forma de medir essa influéncia é por
meio da derivada 0w;/0w;, que coincide com h;; no caso normal linear, em que h;; representa
a 1—ésimo elemento da diagonal de projecdo, conhecida como matriz hat. Wei, Hu e Fung
(1998) propuseram uma simples mas poderoso expressdo para dw;/Jw;, desenvolvendo uma
forma explicita para alavancagem.

Seja o vetor w = (w1, ..., w,)' de respostas observadas com densidade de probabilidade
fw(w, @) definida em ([2.2). Denotamos por 6 = O(w) a estimativa de maxima verossimi-
lhanca de 8 e por p o vetor de valores esperados, entdo W = u(é) é o vetor de respostas

preditas. Para o nosso caso, pode haver interesse em trés medidas de pontos de alavanca, a

671' 7 87]7,

influéncia de w; em 7; representada por 3¢, a influéncia de w; em 7); representada por 5 e a

influéncia de w; em gbz representada por Pela propriedade da separabilidade dos parametros
= (B",a")" e, podemos obter a matriz de medidas de alavancagem generalizada de

O
. dada por

pontos de alavanca

GL™(§) = {D3(~Lyy) 'L (3.20)

em que DT = 97 /0", Loy~ = 0%U(v)/0v0w*" e w* = (Ifoy(w1), ..., [0y (w,)) . Observe

que em ((3.20)) envolve s6 a componente discreta.

A matriz de medidas de alavancagem generalizada de pontos de alavanca % 8@

7

pode

Ser expressa como
GLn(él) = {Dgl(_f’BlBl)ilE@le(fl? GL¢(é1) = {ngl(_zalel)ilzielw}‘é17

respectivamente, em que Dy = (Dj, Djl) = (9n/dB",0n/da’), Dy = (DZ,Dg’) =
(0p/0BT,0¢/0cT), Loys, = 0%(01)/00,00] definida em (B.5) e Lo, = 0%(61)/06010w "

Segundo o Apéndice C, matricialmente temos D7 = A;D, Dy = (Q(l, — W¢)X,0),
DY, = (0, A1y — W9)2)

. . Low| | X7
L'yw = DT¢17 L91w = 1. = )
Low ZTd;
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sendo A,, Q e A, definidas em (3.1.1)), @1, P, e P3 sdo matrizes diagonais em que cada

elemento ¢ da respectiva diagonal para i = 1,...,n, é dado por

1 0 5

® i — )
! Wi(l - Wi) af?n‘

1 on; ;o
i = (1= Ty () [ (O )]
1 09;

(

®3i = (1 — Lgoy(wi)) { )vit; + Véwi2/2]] :

wz‘\/@ $i082;

3.3 APLICACAO

O objetivo deste capitulo é apresentar e ilustrar como os modelos lineares zero ajustado log-
simétricas se aplicam a um conjunto de dados reais. Para obter as estimativas dos parametros

foi usado as extensdes do pacote GAMLSS implementado pelo autor no software R.

Descricao do banco de dados

O banco de dados foi obtido através de um estudo longitudinal denominado Young Lives,
que trata sobre aspectos sdcio econdmicos tais como gastos em salde, educacdo, qualidade de
vida, entre outros para identificar as causas ou consequéncias da pobreza infantil realizado nos
paises de Etidpia, India, Peru e Vietni. Foram realizadas 5 rodadas até o momento (2002, 2006,
2009, 2013 e 2016) nos quais estdo disponiveis no repositério UK Data Service. Cada rodada
teve como finalidade estudar o mesmo grupo de criancas através de uma série de entrevistas
baseadas em questionarios.

A finalidade da presente aplicacdo é de identificar as variaveis que influenciam com os
gastos em educacdo dos adolescentes que residem no Peru. A idade frequente para um aluno
terminar o ensino secundério no Peru é de 16 anos, assim, foi considerado a rodada 3 (Boyden,
2018) ja que a idade dos adolescentes foi de 14 a 15 anos, sendo uma idade frequente e
obrigataria para estudar. As rodadas 4 e 5 consideram jovens maiores de 18 anos em que nao
necessariamente tem a obrigacdo de estudar. Além disso, pela natureza dos dados, ndo foi
considerado os estudos nos anos 2002 e 2006, rodada 1 e 2, j& que requere-se modelagem
para dados longitudinais sendo uma diferente metodologia dos modelos propostos. Inicialmente,

consideramos uma amostra de 678 adolescentes e realizamos um pré-processamento de dados
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tal como remover as observacoes faltantes, resultando em uma amostra final de 661 individuos.
A variavel resposta de interesse é definida como gastos totais em educac3o sendo a soma dos
gastos diretos e indiretos destinado a educacao de adolescentes. Vale a pena dizer que os
valores zeros indicam que o adolescente ndo apresentou despesas em educacao no momento do
estudo.

As variaveis que foram consideradas para o estudo sdo

1. Resposta (y): gasto total (diretos e indiretos) individual da pessoa em educa¢do no ano

2009 em milhares de soles.;
2. IM: indice sobre a qualidade da moradia do adolescente;
3. IC: indice sobre o consumo de bens durdveis da moradia do adolescente;

4. ME: nimero de pessoas menores de 18 anos que moram na mesma moradia e que

estudam (sem considerar o individuo da amostra);
5. Sexo: 0 = masculino, 1 = feminino;
6. CA: se um adolescente estuda na capital 0 = sim, 1 = nio;

7. AE: nimero de anos de estudo formal do adolescente até o ano 2009.

Analise exploratéria de dados

Temos 661 adolescentes com 53% sendo do sexo masculino, 75% estudam na capital e
tem entre 14 e 15 anos de idade. 49 adolescente ndo tiveram gastos em educacdo no ano
2009, representando 7,41%. Na Tabela [9] encontra-se algumas medidas descritivas das variaveis
continuas utilizadas na analise. Note-se que a variavel resposta apresenta um alto grau de

curtose, uma forte assimetria e alguns valores atipicos (veja a Figura [10)).
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Tabela 9 — Medidas de resumo das variaveis continuas.(I1Q = Intervalo interquartil)

Medida y>0 IM IC ME AE
Minimo 0,050 0,004 0,000 0,000 2,000
Quartil 1 1,172 0,270 0,333 0,000 8,000
Mediana 2,060 0,510 0,500 1,000 9,000
Média 3,699 0,460 0,464 1,207 8,649
Quartil 3 3,250 0,763 0,667 2,000 10,000
Maximo 49,000 0,884 1,000 6,000 11,000
Desvio padrao 5,466 0,237 0,217 1,078 1,396
Q 2,078 0,493 0,333 2,000 2,000
Assimetria 3,728 0,058 -0,097 0,868 -1,391
Curtose 20,018 1,876 2,155 3,660 5,634
. R
o | M - | %

I I I I I I
0 10 20 30 40 50

Varidvel resposta

(a) (b)

Figura 10 — Grafico de frequéncia (a) e boxplot ajustado (b) aos gastos totais em educa¢do
em adolescentes do Peru no ano 2009.

Na Figura [11] apresentam os box-plots dos gastos totais em educacdo por categoria das
demais variaveis explicativas ndo continuas. Na Figura a) observa-se que o valor maximo
do gasto em educacdo estad presente no sexo masculino, além disso o valor mediano é similar
para ambos sexos. Na Figura b) é possivel notar que para as pessoas que moram na capital,
apresentam maiores gastos em educacao e maior variabilidade em comparacdo com uma pessoa
que ndo mora na capital. Destaca-se a Figura c), correspondente a variavel ME, quanto

maior o nimero de menores que estudam na moradia, menor é o gasto em educacdo no



68

adolescente; observamos também, na Figura d), que quanto maior os anos de escolaridade

maior os gastos em educacao e maior variabilidade.
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Figura 11 — Boxplots para gastos em educacdo de acordo ao sexo (a), capital (b), menores
que estudam (c) e anos de escolaridade (d).

A Figura apresenta os graficos de dispersao dos gastos com educacao por indice de
moradia e de consumo. Podemos notar um aumento nos gastos quando o indice de moradia e
o indice de consumo aumentam, além disso também ha um aumento da variabilidade por faixa

observada.
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Ajuste do modelo

Dado a natureza da variavel resposta com um comportamento assimétrico e a presenca de
zeros consideramos cinco modelos de regressdo, zero ajustado gama (ZAGA), zero ajustado
gaussiana inversa (ZAIG), zero ajustado log-normal (ZALN), zero ajustado log-t-Student
(ZALSt) e zero ajustado log-exponencial-poténcia (ZALPE) para explicar a relagdo com as
variaveis explicativas. A metodologia a seguir para o modelagem consistiu em duas etapas uma
que envolve a parte discreta (7) e outra parte continua (7 ou i, o ou ¢). Estas partes foram
feitas independentes devido a propriedade da separabilidade. Em ambas partes descrevemos a
estrutura sistematica da componente mediante o critério AlC de selecdo de variaveis.

Foi usada a parametrizacao de casela de referéncia para as variaveis do tipo categoricas,
tomando como referéncia ao sexo feminino e a uma pessoa que mora na capital. Em uma
primeira etapa, modelamos a componente discreta e seguinte modelamos a parte continua.

Modelo para a componente discreta

O submodelo para a componente discreta tem como objetivo explicar a probabilidade de um
aluno ter efetuado gastos em educacdo em funcao de algumas variaveis explanatérias. Como o
submodelo para 7 é estimado separadamente dos parametros correspondentes a componente
continua, as estimativas de maxima verosimilhanca para o submodelo 7 serd o mesmo para

todos os modelos ajustados. O submodelo modelo para a parte discreta é dada por
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&si =0 + 11IM; + 12lC; + v3ME; + 74Sexo; + 75CA; + Y6AE;,

em que

Sexo; assume zero para um individuo ¢ com sexo masculino ou um para o sexo feminino e CA;
assume zero para uma individuo ¢ que mora na capital ou um caso contrario parai =1, ...,661.

A Tabela [10] apresenta as estimativas de maxima verossimilhanca para a componente discreta.

Tabela 10 — Estimativas de maxima verossimilhanca para a componente discreta ajustado aos
dados de gastos em educacao.

Parametro

Yo 4! V2 73 V4 V5 Ve
Estimativa 6,649 -1409 -1,170 -0,250 -0,394 -0,485 -0,967
Erro padrao 1,086 0,958 1,013 0,154 0,371 0,425 0,128

O critério AIC para selecao de variaveis sugeriu que a variavel AE estivesse presente no
modelo. Sendo assim, consideramos o teste da razdo de verossimilhanca para as hipétese
Hy : v, = 0 contra Hy : pelo menos y; # 0, j = 1,2,3,4,5 em que V. = (71,72, V374,75) |+ O
valor do teste deu {ry = 7,385 com um p—valor de 0,194, assim no modelo final sé a variavel
AE foi incluido para a componente discreta. A Tabela [11] apresenta as estimativas do modelo

final para a componente discreta.

Tabela 11 — Estimativas de méaxima verossimilhanca para a componente discreta com as
varidveis selecionadas ajustadas aos dados de gastos em educac3o.

Parametro

Yo Y6
Estimativa 5,283 -1,001
Erro padrao 0,841 0,115

Modelo para a componente continua

Para a componente continua, iniciamos a modelagem do parametro de localizacdo u para
os modelos ZAGA e ZAIG e 7 para os modelos da classe log-simétrica através da funcao de
ligacdo log em que log(-)=&;. Os preditores lineares para o correspondente parametro é dado

por:
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&1i =P + F1IM; + B2l C; + BsME; + 84Sexo; 4+ B5CA; + S6AE;,

parai =1,...,661. Para o caso de distribuicoes ZALPE e ZALSt, os parametros extras foram
considerado fixo mas desconhecido. Para a escolha desse parametro consideramos uma faixa
de valores e selecionamos o valor do parametro associado ao modelo com menor valor de AlC,
sendo que para o modelo ZALSt foi considerado um intervalo de valores v = [3; 15| e para o
modelo ZALPE foi considerado v = [—0,9;0,9]. O valor do pardmetro extra selecionado foi
de v =4 e v =0,8 para o modelo de regressio ZALSt e para a ZALPE, respectivamente. A
Tabela [12] apresenta as estimativas de maxima verossimilhanca para a componente continua

dos modelos considerados.

Tabela 12 — Estimativas de méaxima verossimilhanca (erro padrdo) para o submodelo da com-
ponente continua 7 e y dos modelos ajustados aos dados de gastos em educacao.

. Modelo
Parametro
ZAGA ZAIG  ZALN ZALSt ZALPE
Bo -0,829 -0,907 -0,781 -0,606 -0,612
(0,275) (0,291) (0,301) (0,265) (0,240)
o5 0,454 0,402 0,349 0,291 0,359
(0,167) (0,219) (0,181) (0,159) (0,138)
B 2,029 1,917 1,686 1,497 1,371
(0,195) (0,254) (0,211) (0,185) (0,161)
B3 -0,102  -0,060 -0,106 -0,125 -0,113
(0,031) (0,032) (0,035) (0,031) (0,030)
B -0,044  -0,039 0,079 0,060 0,037
(0,067) (0,086) (0,071) (0,063) (0,054)
Bs 0,001 -0,038 0,074 0,067 0,040
(0,092) (0,105) (0,097) (0,085) (0,074)
Bs 0,104 0,116 0,072 0,068 0,072

(0,030) (0,033) (0,033) (0,029) (0,025)

Pode-se observar a presenca de parametros nao significativas em todos os modelos apre-
sentados, do qual, se observou que em comum os parametros (3, € 35 correspondentes as
varidveis Sexo e CA n3o foram significativas a um nivel de 10% de significancia. O critério
AIC sugeriu que sé as variaveis Sexo e CA n3o devem estar presente nos cinco modelos de
regressao ajustados. A Tabela [13| apresenta as estimativas dos pardmetros para o submodelo

final da componente continua 7 e pu.
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Tabela 13 — Estimativas de maxima verossimilhanca (erro padrdo) para o submodelo final
da componente continua 7 e 4+ dos modelos ajustados aos dados de gastos em

educacao.
. Modelo
Parametro
ZAGA ZAIG  ZALN ZALSt ZALPE
Bo -0,944 -1,058 -0,825 -0,570 -0,585
(0,240) (0,295) (0,258) (0,232) (0,203)
Ioit 0,433 0,435 0,312 0,300 0,304
(0,160) (0,215) (0,173) (0,151) (0,138)
Ba 1,991 1,996 1,584 1,398 1,359
(0,173) (0,227) (0,188) (0,163) (0,151)
B3 -0,077 -0,066 -0,098 -0,118 -0,107
(0,028) (0,033) (0,032) (0,028) (0,025)
Be 0,114 0,124 0,090 0,074 0,076

(0,028) (0,034) (0,030) (0,027) (0,026)

Em seguida ajustamos o submodelo para o parametro 1, em que ¥ = ¢ para os modelos
ZALN, ZALSt e ZALPE e ©) = o para ZAGA e ZAIG. Vale a pena dizer que o modelagem de
1) envolve superdispersdo, 1) é encargado de modelar a dispersdo relativa para os modelos da
classe log-simétrica e dispersao para ZAGA e ZAIG. Temos que submodelo completo é dado
por

log(1;) = & = ag + a1lM; + aolC; 4+ asME; + asSexo; + asCA; + agAE;,

Inicialmente, verificamos a hipdtese de dispersdo variavel, as hipoteses consideradas sao
Hp : e, = 0 contra H; : pelo menos a; # 0, j = 1,...,6 em que o, = (y, ..., ) . A Tabela
apresenta os valores das estatisticas de razdo de verossimilhanca com seus respectivos
p—valores do qual podemos observar que ha indicio, ao nivel de significancia de 1%, de dispersao

variavel nos cinco modelos de regressao.

Tabela 14 — Valor da estatistica de razdo de verossimilhanca e p—valor para o respectivo teste
de hipétese nos modelos de regressao ajustados ao dados de gastos em educacdo.

ZAGA ZAIG  ZALN ZALSt ZALPE
9% 41,19 36,00 37,57 35,79 26,12
p—valor <0,01 <0,01 <0,01 <0,01 <0,01

A Tabela [15] apresenta as estimativas dos parametros com as variaveis selecionadas em

cada modelo de regressao correspondente ao segundo parametro da componente continua.
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Tabela 15 — Estimativas de maxima verossimilhanca (erro padrdo) para o submodelo da com-
ponente continua ¢ e o dos modelos ajustados aos dados de gastos em educacao.

Parametro Modelo
ZAGA ZAIG ZALN ZALSt ZALPE
o -0,376 0,054 -0,582 -2,652 -2,502
(0,088) (0,101) (0,184) (0,569) (0,202)
Qg 0,514  -0,762 0,988 1,444 1,527
(0,144) (0,160) (0,306) (0,377) (0,359)
oy -0,116 -0,225 -0,274 -0,316 -0,272
(0,053) (0,059) (0,115) (0,152) (0,154)
Qs -0,160 -0,179  -0,321 - -
(0,075) (0,082) (0,153) - -
6 - - - 0,138 -

- - - (0,068) -

Analise de residuo

As Figuras apresentam diferentes graficos para os residuos do tipo quantilico para os
modelos ZAGA, ZAIG, ZALN, ZALSt e ZALPE, respectivamente. Podemos ver que para os
diferentes modelos ajustados ndo ha evidencia de afastamento das suposicoes, mas podemos
observar que para os valores ajustados contra o residuo para os modelos ZAGA e ZAIG ha
uma ligeira tendéncia, uma variabilidade menor do residuo a medida que os valores ajustados
aumentam. Os residuos para os modelos ZAGA, ZAIG e ZALN apresentam um comportamento
leptocdrtica, ja para os modelos ZALSt e ZALPE apresentam um comportamento mesocdrtico.
Podemos observar nos graficos normal de probabilidade que s6 no modelo ZAGA existe um ligeiro
afastamento na cauda direita, ja para os outros modelos, podemos ver que nao apresentam

nenhum comportamento inusual.
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A tabela apresenta alguma medidas de adequacidade tais como tais como —2Iog(ﬁ),
AIC, BIC e pseudo R? para cada modelo ajustado podendo observar que o modelo ZALPE tem
os menores valores para as medidas mencionadas e o segundo maior pseudo R?, logo o modelo

ZALPE foi o que se ajustou melhor aos dados de gastos em educacdo.

A

Tabela 16 — Valores do —2log(L), AIC e BIC para os modelos considerados ajustados aos
dados de gastos em educacao.

Modelo de regressao

ZAGA ZAIG  ZALN  ZALSt  ZALPE
—2log(L) 2753,002 2792975 2699,653 2661195 2659,105

AIC 2775,002 2814,975 2721,653 2683,195 2679,105
BIC 2824,433 2864,407 2771,084 2732,626 2724,043
pseudo R? 0,471 0,353 0,368 0,369 0,370

Analise de residuos e diagnéstico para o modelo selecionado

Residuos

O analise de residuos proposta neste trabalho consistiu em avaliar os residuos da componente
continua e discreta do modelo selecionado ZALPE sob o residuo componente do desvio e o
residuo ZAR mediante diferentes graficos. O residuo componente do desvio teve como objetivo
avaliar o ajuste individualmente em cada submodelo 7, e ¢, ja o residuo ZAR permitiu avaliar
o ajuste e identificar pontos atipicos na componente continua associado ao ajuste do parametro
6,. Na Figura 18| é apresentado os valores ajustados contra os residuos componente do desvio e
também os graficos normais de probabilidade com envelope para cada componente ajustado no
modelo de regressdo ZALPE. As Figuras[L8(a), [I8|c) e[18|e) correspondentes aos componentes
1, ¢ e T, respectivamente, mostram que os residuos ndo apresentaram nenhuma tendéncia
sistematica e apresentaram uma aleatoriedade em torno do zero. Ja nos graficos normais de
probabilidade com envelope indicam que n3o ha evidéncia de afastamento das suposicdes para
as trés componentes do modelo ZALPE mas pode-se observar um ligeiro afastamento na cauda
esquerda correspondente ao residuo componente do desvio para o submodelo 7. Por tltimo,
valores ajustados de 7 contra os residuos e grafico normal de probabilidade com envelope
para o residuo ZAR s3o apresentados na Figura [19) da mesma forma, observamos que n3o ha

evidéncia de afastamento das suposicoes e de pontos atipicos.
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Figura 19 — Gréfico de valores ajustados contra residuos do tipo ZAR (a) e grafico normal de
probabilidade com envelope (b) para a componente continua ajustado aos dados
de gastos em educacao.

Influéncia global e local

Avaliamos a influéncia global mediante graficos de indice contra LD(8Y ), LD(4/,)
e LD(OA(IZ.)) para os parametros da componente continua, componente discreta e no geral,
respectivamente, apresentados na Figura[20] Assim, o ponto #303 aparece como possivelmente
influente nos parametros da componente continua, os pontos #225, #400 e #407 aparecem
como observacdes possivelmente influentes nos parametros da componente discreta, ja no geral,
notamos os pontos #225, #303 e #400. Por ultimo, avaliamos a influéncia dos pontos nas
estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros mediante o esquema de perturbacado de
casos ponderados para os parametros da componente discreta (Figura a)) e componente
continua (Figura b)) Considere-se como potencialmente pontos influentes aquelas que
estejam com uma distancia desproporcional dos demais. Verificamos que os pontos destacados

nesse graficos sdo os mesmos destacados na analise de influéncia global.
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componente continua (b) e geral (c) para o modelo ajustado aos dados dos gastos
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Alavancagem generalizado

Nas Figura 22(a), 22(b) e [22|(c) é apresentado os pontos de alavancagem para o ajuste de
™, 1 e ¢, respectivamente. A partir dessas figura, nota-se que as observacoes #315, #538 e
#303 aparecem com alta alavancagem. Observamos de novo a presenca do ponto #303 para

a componente continua especificamente para o ajuste de ¢.
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Figura 22 — Grafico de pontos de alavanca generalizados para 7 (a), 1 (b) e ¢ (c) para o
modelo ajustado aos dados dos gastos totais em educacao em adolescentes do
Peru no ano 2009.

A seguir, A fim de verificar o impacto da retirada de cada ponto, ajustamos modelos sem a
presenca do ponto e verificamos a variacdo percentual dada por VR = (%) em que 6edld
sdo as estimativas de maxima verossimilhanca no modelo completo e no modelo sem a i —ésima
observacao. A Tabela apresenta as estimativas e a variacao percentual para os modelos
ajustados sem as observacdes #225, #303 e #400 individual e coletivamente. Vale a pena
dizer que os pontos #225 e #400 s3o observacdes possivelmente influentes para os parametros
da componente discreta, assim, podemos observar que ao momento de retirar os pontos #225
e #400 os parametros correspondentes ao componente continua ndo apresenta muita mudanca
sendo préximo a 0% (* significa que o impacto porcentual em absoluta é < 0,001%), ja para
os parametros da componente discreta, as novas estimativas apresentam uma maior mudanca
porcentual, ainda mais ao retirar o ponto #225 sendo que para o parametro 74 correspondente
a varidvel AE tem uma mudanca de 2,36% em relacdo a estimativa sem retirar a observac3o.
As estimativas dos parametros oy € oy apresentam maior mudancas ao momento de retirar o
ponto #303 com 8,384% e 14,07% de variacdo, respectivamente.

Tendo em vista que os pontos #225, #303 e #400 foram destacados em todas andlises,
apresentamos as caracteristicas de cada um, a saber:

#225: E uma observacio que se destaca para a componente discreta, o individuo tem
um ano de escolaridade de 9 anos, representando o valor maximo quando o estudante nao
apresenta gastos educativos.

#303: E uma observacio que se destaca para a componente continua, assim observando a

variavel IM, o individuo tem um valor menor do que o primeiro quartil com um valor de 0,269;
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acontece 0 mesmo para a variavel IC, com um valor de 0,167. Para a variavel ME o valor foi
de 1, préximo a zero e para a varidvel AE apresenta um valor de 8, sendo o limite dos 25%
menores.

#400: Também é uma observacido que se destaca para a componente discreta, o individuo
tem um ano de escolaridade de 8 anos, um valor préximo ao maximo quando o estudante nao

apresenta gastos educativos.
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4 CONCLUSOES

Na presente dissertacdo, inicialmente foi proposta uma nova classe de distribuicdes zero
ajustada log-simétrica, sendo a estrutura da nova classe composta por uma componente
discreta distribuida por uma bernoulli e uma componente continua sendo esta tltima a classe
log-simétrica. Foi apresentado a estimacao pontual e intervalar dos parametros e um estudo
de simulacdo para trés distribuicGes pertencentes a classe, a saber, ZALN, ZALSt e ZALPE,
sob diferentes cenérios concluiram que os estimadores de maxima verossimilhanca para os
parametros da componente continua chegam a ser afetados pela proporcdo de zeros, mas
apresentam um bom desempenho para amostras grandes.

Na segunda etapa deste trabalho foi proposto uma classe de modelos de regressao linear
bastante flexivel. Foi obtido a funcdo escore assim como a a matriz de informacao de Fisher,
as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros foi desenvolvido mediante um
processo iterativo de estimacdo. Foi apresentado 3 tipos de residuos: componente de desvio
(Pregibon, 1981), quantilico (Dunn e Smyth, 1996) e ZAR (Pereira et al., 2020). O residuo
componente de desvio, bastante utilizado para os modelos lineares generalizados e adaptado
para este trabalho, avalia as suposicdes em cada componente a ser modelado. O residuo
quantilico avalia as suposicdes globalmente e o residuo zero ajustado (ZAR) foi desenvolvido
pelas limitacdoes do residio quantilico para a deteccdo de pontos atipicos no componente
continuo. Outro ponto que representa uma importante contribuicdo foi propor medidas de
diagnéstico sob o enfoque de influéncia global, local e alavancagem generalizada.

Por dltimo, no contexto pratico, foi discutido um exemplo com um conjunto de dados
reais sobre despesas educativas em adolescentes entre 14 a 15 anos de idade no Peru, 2009.
Foi ajustado cinco modelos de regressdo a saber: ZAGA, ZAIG, ZALN, ZALSt e ZALPE; os
modelos ZAGA e ZAIG. Selecionamos o modelo que ajustou-se melhor aos dados com base as
medidas —2log(L), AIC e BIC. A anélise de residuos mostrou evidéncias que o modelo esta
adequado e o anélise de diagnéstico evidenciou alguns pontos influentes em que os pontos #225
e #400 destacam para a componente discreta e o ponto #303 destaca para a componente
continua. O ponto #225 apresenta um valor maximo de anos de escolaridade, ja o ponto #400
apresenta um valor de 8 anos de escolaridade, sendo bem préximo ao maximo. O ponto #303
em particular apresenta um indice de moradia menor do que o primeiro quartil, um valor de 8

anos de escolaridade pertencendo ao limite dos 25% menores.



87

REFERENCIAS

AITCHISON, J.; BROWN, J. A. The lognormal distribution with special reference to its uses
in economics. Cambridge Univ. Press, 1957.

ANDERSON, T.; FANG, K.-T. Theory and applications of elliptically contoured. 1990.

BIRNBAUM, Z. W.; SAUNDERS, S. C. A new family of life distributions. Journal of applied
probability, JSTOR, p. 319-327, 1969.

BOYDEN, J. Young Lives: an International Study of Childhood Poverty: Round 3, 2009.[data
collection]. UK Data Service. SN: 6853. 2018.

CASTELLACCI, G. A formula for the quantiles of mixtures of distributions with disjoint
supports. Available at SSRN 2055022, 2012.

COOK, R. D. Detection of influential observation in linear regression. Technometrics, Taylor &
Francis Group, v. 19, n. 1, p. 15-18, 1977.

COOK, R. D. Assessment of local influence. Journal of the Royal Statistical Society: Series B
(Methodological), Wiley Online Library, v. 48, n. 2, p. 133-155, 1986.

COOK, R. D.; WEISBERG, S. Residuals and influence in regression. New York: Chapman and
Hall, 1982.

CORDEIRO, G. M.; FERRARI, S. L.; URIBE-OPAZO, M. A.; VASCONCELLOQOS, K. L.
Corrected maximum-likelihood estimation in a class of symmetric nonlinear regression models.
Statistics & probability letters, Elsevier, v. 46, n. 4, p. 317-328, 2000.

COX, D. R.; HINKLEY, D. V. Theoretical statistics. CRC Press, 1979.

COX, D. R.; SNELL, E. J. A general definition of residuals. Journal of the Royal Statistical
Society: Series B (Methodological), Wiley Online Library, v. 30, n. 2, p. 248-265, 1968.

CYSNEIROS, F.; CORDEIRO, G.;: CYSNEIROS, A. Corrected maximum likelihood estimators
in heteroscedastic symmetric nonlinear models. Journal of Statistical Computation and
Simulation, Taylor & Francis, v. 80, n. 4, p. 451-461, 2010.

CYSNEIROS, F. J. A,; PAULA, G. A.; GALEA, M. Heteroscedastic symmetrical linear models.
Statistics & probability letters, Elsevier, v. 77, n. 11, p. 1084-1090, 2007.

CYSNEIROS, F. J. A.;; VANEGAS, L. H. Residuals and their statistical properties in
symmetrical nonlinear models. Statistics & Probability Letters, Elsevier, v. 78, n. 18, p.
3269-3273, 2008.

DUAN, N.; MANNING, W. G.; MORRIS, C. N.; NEWHOUSE, J. P. A comparison of
alternative models for the demand for medical care. Journal of business & economic statistics,
Taylor & Francis, v. 1, n. 2, p. 115-126, 1983.

DUNN, P. K.; SMYTH, G. K. Randomized quantile residuals. Journal of Computational and
Graphical Statistics, Taylor & Francis, v. 5, n. 3, p. 236-244, 1996.

ESCOBAR, L. A.; JR, W. Q. M. Assessing influence in regression analysis with censored data.
Biometrics, JSTOR, p. 507-528, 1992.



88

FANG, K. W. Symmetric multivariate and related distributions. Chapman & Hall, 1990.

GALEA, M.; PAULA, G. A.; CYSNEIROS, F. J. A. On diagnostics in symmetrical nonlinear
models. Statistics & Probability Letters, Elsevier, v. 73, n. 4, p. 459-467, 2005.

HASHIMOTO, E. M.; ORTEGA, E. M.; CORDEIRO, G. M.; CANCHO, V. G.; KLAUBERG, C.
Zero-spiked regression models generated by gamma random variables with application in the
resin oil production. Journal of Statistical Computation and Simulation, Taylor & Francis,
v. 89, n. 1, p. 52-70, 2019.

HELLER, G.; STASINOPOULOS, M.; RIGBY, B. et al. The zero-adjusted inverse gaussian
distribution as a model for insurance claims. In: GALWAY. Proceedings of the 21th International
Workshop on Statistical Modelling. , 2006. v. 226233.

HOAGLIN, D. C.; WELSCH, R. E. The hat matrix in regression and anova. The American
Statistician, Taylor & Francis Group, v. 32, n. 1, p. 17-22, 1978.

JONES, M. On reciprocal symmetry. Journal of Statistical Planning and Inference, Elsevier,
v. 138, n. 10, p. 3039-3043, 2008.

KAI-TAI; YAO-TING, Z. Generalized multivariate analysis. Science Press Beijing and
Springer-Verlag, Berlin, 1990. v. 19.

LAMBERT, D. Zero-inflated poisson regression, with an application to defects in manufacturing.
Technometrics, Taylor & Francis, v. 34, n. 1, p. 1-14, 1992.

LAURENT, R. T. S.; COOK, R. D. Leverage and superleverage in nonlinear regression. Journal
of the American Statistical Association, Taylor & Francis Group, v. 87, n. 420, p. 985-990,
1992.

LAWLESS, J. F. Statistical models and methods for lifetime data. John Wiley & Sons, 2003.
v. 362.

LAWRANCE, A. J. Regression transformation diagnostics using local influence. Journal of the
American Statistical Association, Taylor & Francis Group, v. 83, n. 404, p. 1067-1072, 1988.

LEHMANN, E. L.; CASELLA, G. Theory of point estimation. Springer Science & Business
Media, 1998.

LEIVA, V.; SANTOS-NETO, M.; CYSNEIROS, F. J. A.; BARROS, M. A methodology for
stochastic inventory models based on a zero-adjusted birnbaum-saunders distribution. Applied
Stochastic Models in Business and Industry, Wiley Online Library, v. 32, n. 1, p. 74-89, 2016.

LESAFFRE, E.; VERBEKE, G. Local influence in linear mixed models. Biometrics, JSTOR, p.
570-582, 1998.

MAIOR, V. Q.; CYSNEIROS, F. J. A. Symarma: a new dynamic model for temporal data on
conditional symmetric distribution. Statistical Papers, Springer, v. 59, n. 1, p. 75-97, 2018.

MARTIN, T. G.; WINTLE, B. A.; RHODES, J. R.; KUHNERT, P. M.; FIELD, S. A;;
LOW-CHOY, S. J.; TYRE, A. J.; POSSINGHAM, H. P. Zero tolerance ecology: improving
ecological inference by modelling the source of zero observations. Ecology letters, Wiley Online
Library, v. 8, n. 11, p. 12351246, 2005.



89

MCCULLAGH, P. Tensor methods in statistics, 1987. Chapman & Hall.

MEDEIROS, F. M.; FERRARI, S. L. Small-sample testing inference in symmetric and
log-symmetric linear regression models. Statistica Neerlandica, Wiley Online Library, v. 71,
n. 3, p. 200-224, 2017.

MIN, Y.; AGRESTI, A. Modeling nonnegative data with clumping at zero: a survey. JOURNAL
OF THE IRANIAN STATISTICAL SOCIETY (JIRSS), 2002.

OSPINA, R.; FERRARI, S. L. Inflated beta distributions. Statistical Papers, Springer, v. 51,
n. 1, p. 111, 2010.

PACE, L.; SALVAN, A. Principles of statistical inference: from a Neo-Fisherian perspective.
World scientific, 1997. v. 4.

PAULA, G. A. Assessing local influence in restricted regression models. Computational
statistics & data analysis, Elsevier, v. 16, n. 1, p. 63-79, 1993.

PEREIRA, G. H.; SCUDILIO, J.; SANTOS-NETO, M.; BOTTER, D. A.; SANDOVAL, M. C.
A class of residuals for outlier identification in zero adjusted regression models. Journal of
Applied Statistics, Taylor & Francis, v. 47, n. 10, p. 1833-1847, 2020.

PREGIBON, D. et al. Logistic regression diagnostics. The Annals of Statistics, Institute of
Mathematical Statistics, v. 9, n. 4, p. 705-724, 1981.

PUIG, P. A note on the harmonic law: a two-parameter family of distributions for ratios.
Statistics & probability letters, Elsevier, v. 78, n. 3, p. 320-326, 2008.

QUEIROZ, F. F.; LEMONTE, A. J. A broad class of zero-or-one inflated regression models for
rates and proportions. Canadian Journal of Statistics, Wiley Online Library, 2020.

RIGBY, R. A.; STASINOPOULQOS, D. M. Generalized additive models for location, scale and
shape. Journal of the Royal Statistical Society: Series C (Applied Statistics), Wiley Online
Library, v. 54, n. 3, p. 507-554, 2005.

RODRIGUES-MOTTA, M.; SOTO, D. M. G.; LACHOS, V. H.; VILCA, F.;: BALTAR, V. T ;
JUNIOR, E. V.; FISBERG, R. M.; MARCHIONI, D. M. L. A mixed-effect model for positive
responses augmented by zeros. Statistics in medicine, Wiley Online Library, v. 34, n. 10, p.
1761-1778, 2015.

SU, L.; TOM, B. D.; FAREWELL, V. T. Bias in 2-part mixed models for longitudinal
semicontinuous data. Biostatistics, Oxford University Press, v. 10, n. 2, p. 374-389, 2009.

TEAM, R. C. et al. R: A language and environment for statistical computing. Vienna, Austria,
2019.

TOMAZELLA, V.; PEREIRA, G. H.; NOBRE, J. S.; SANTOS-NETO, M. Zero-adjusted
reparameterized birnbaum—saunders regression model. Statistics & Probability Letters, Elsevier,
v. 149, p. 142-145, 2019.

TRASANDE, L.; CHATTERJEE, S. The impact of obesity on health service utilization and
costs in childhood. Obesity, Wiley Online Library, v. 17, n. 9, p. 1749-1754, 2009.



90

VANEGAS, L. H.; CYSNEIROS, F. J. A. Assessment of diagnostic procedures in symmetrical
nonlinear regression models. Computational Statistics & Data Analysis, Elsevier, v. 54, n. 4, p.
1002-1016, 2010.

VANEGAS, L. H.; PAULA, G. A. A semiparametric approach for joint modeling of median and
skewness. Test, Springer, v. 24, n. 1, p. 110-135, 2015.

VANEGAS, L. H.; PAULA, G. A. et al. Log-symmetric distributions: statistical properties and
parameter estimation. Brazilian Journal of Probability and Statistics, Brazilian Statistical
Association, v. 30, n. 2, p. 196-220, 2016.

VENTURA, M.; SAULO, H.; LEIVA, V.; MONSUETO, S. Log-symmetric regression models:
information criteria and application to movie business and industry data with economic
implications. Applied Stochastic Models in Business and Industry, Wiley Online Library, v. 35,
n. 4, p. 963-977, 2019.

WEI, B.-C.; HU, Y.-Q.; FUNG, W.-K. Generalized leverage and its applications. Scandinavian
Journal of statistics, Wiley Online Library, v. 25, n. 1, p. 25-37, 1998.

WEI, G. C.; TANNER, M. A. A monte carlo implementation of the em algorithm and the poor

man's data augmentation algorithms. Journal of the American statistical Association, Taylor &
Francis Group, v. 85, n. 411, p. 699-704, 1990.

YAMASHITA, T.; YAMASHITA, K.; KAMIMURA, R. A stepwise aic method for variable
selection in linear regression. Communications in Statistics—Theory and Methods, Taylor &
Francis, v. 36, n. 13, p. 2395-2403, 2007.



91

APENDICE A - PRIMEIRAS E SEGUNDAS DERIVADAS DOS MODELOS
LINEARES ZERO AJUSTADO LOG-SIMETRICAS

A.1 OBTENCAO DA FUNCAO ESCORE

O vetor escore é obtido derivando a funcdo de log-verossimilhanca em relacdo a cada

parametro assim para j; = 1,..., My, jo =1,..., My e j3 =1, ..., M3 temos que
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A.2  SEGUNDAS DERIVADAS

A matriz de segundas derivadas da funcdo de log-verossimilhanca para p; = 1,..., My,
po=1,..., M5 e p3 =1, ..., M3. Pela separabilidade dos parametros dos componentes continuo

e discretos segue que U, 5. =0eU, , =0

Para o componente discreto temos que

_ é)25(1)(’)’) . "\ 0 8&‘(%) om; 083\ Om; O3
79308 0y, Oy — Om \ Om 083 07y ) O&si Oy

Z 92, omi \’ L Ol(m) (0 0m\ Omi | 06 06
B 87T 083 on; om; 03 ) O&si a’ng a’)/ps

. Z 82&(7@) 87@- 2 i 8&(7@) 827@ 8531 8§Sz
N i—1 87rf 8531 87ri 85; 8’7j3 8%,3

= Z wlidijg dipg'

i=1

Para o componente continuo temos que
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APENDICE B - INFLUENCIA LOCAL

B.1 PERTURBACAO DE CASOS PONDERADOS
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No esquema de perturbacao de casos ponderados temos a funcao de log-verossimilhanca

perturbada ((0|w) = {1y (7|w) + £2)(B, @|w), em que:

lay(ylw) = sz i(mi)

B?a‘w Zwl 7 /'7’1/7¢’L

Em base ao Apéndice A, temos a i—ésima linha de A para j; =1,...., My, jo =1, ...

73 =1,..., M3 é dada por:
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B.2 PERTURBACAO NAS VARIAVEIS EXPLANATORIOS

B.2.1 Perturbacdo nas variaveis explanatérios individualmente

Perturbacao nas variaveis explanatoérias da componente discreta

,Mge

Seja [(f|w) a funcdo de log-verossimilhanca perturbada sobre o esquema de perturbacdo:

dijw = dij + w;iSa;,
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Derivando em relacdo a 7, para o caso em que j3 # j:
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em que ¥ (w) = [%:{j“) (%) + %%]. Para o caso em que j3 = j segue que:
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Assim, em geral segue que:
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Perturbacao individual nas variaveis explanatodrias da componente continua do sub-

modelo associado a 1

Seja ((0|w) a funcdo de log-verossimilhanca perturbada sobre o esquema de perturbac3o:
Tipw = Tip + WiSg,,
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Derivando (B.1|) em relacdo a (3, para o caso em que j; # p:
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%4i(Niw,Pi iw % 0li(niw,6i) 0° iw
em que g;(w) = [1 — Ioy(w;)] {% (%) + %%}. Para o caso em que

J1 = p, segue que:
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Assim, em geral segue que:
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Derivando (B.1)) em relacdo a o, para todo j, = 1,..., M, segue que:
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em que g (w) = [1 — Iy (w;)] {W%%}

Perturbacao individual nas variaveis explanatodrias da componente continua do sub-

modelo associado a ¢
Seja ¢(f|w) a funcdo de log-verossimilhanca perturbada sobre o esquema de perturbacio:
Ziqw = %iq + WiSzy»
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Derivando (B.2)) em relacdo a «;, para o caso em que js # ¢:
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2
9%4i(ni,biw iw ;i (niyPiw) 0 Piw
em que ¥y (w) = [1 — Loy (w;)] { 6(21255 ) (%21) + gzﬁf )88%1_ } Para o caso em que

Jo = @, segue que:
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Assim, em geral segue que:
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Vi (W) 2igQtgsz, + [1 — ]{0}(wi)][2¢)ﬁ](v(wi)wi2 —1) 8(;5521 Ssys S€J2 =,

Derivando (B.2)) em relagdo a (3;, para todo j; = 1,..., M; segue que:

626(9’@ _ 32&(771'7@@ on; 0&1i | Opiw 0&;
9Bj,0w; oni0di, 0% Bj, 09 Ow;

= Y3i(w)zj, S24%g-

B.2.2 Perturbacao nas variaveis explanatérias simultaneamente

Perturbacao nas variaveis explanatorias da componente continua

Seja ¢(f|w) a funcdo de log-verossimilhanca perturbada sobre o esquema de perturbacio:

Lipw = Lip + WiSa, s

Ziqw = Ziq + WiSzy5

logo,

oL(0|w) _ 86(2)(6, alw) - Ol (i, Giws) OMico 015 Oli(Micss Pics) Oy O

Ow; Ow; B 3% 0&1; Ow; 0i, 09 Ow;

Derivando em relacdo a f3;, para o caso em que j; # p:
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826(‘9’("}) — 8251 (nlun ¢2w) anzw 2 aélz 8{11
85]'13(,02‘ anfw 8512 le 8&)@'
8£i(77iw7 ¢zw) 8277iw afu 5’§1i
aniw af%@ 6]& awi
82&(77%.:7 ¢w) a?h'w 8511‘ a¢iw 8521‘
ONiw0i,  0&1; 5;'1 082 Ow;

o 8511 aflz 8511 8521
= 19;(w) B, + 3 (w) 5, O,

= ¢2i(w)$ij15p8xp + ¢3z‘(w)xij10‘q32q7

+

Para o caso em que j; = p, segue que:

020(0|w)
0B,0w;

:1/1% (w)xipﬁpsxp + w?ﬂ' (w)xipaqszq

| i —l iw ~ a w
+ [1 = Loy (wi)] ( og(w T)h‘w @Zg(n )> v(w;) 8zu Sz,-

Assim, em geral segue que:

2U(Olw)
8@1&% N

Pai(w) i, BpSa, + V3i(w)Tij, QgSz, s se j1 # p,

Vi (W) TipBpSa, + V3i(W)Tiporgs., + [1 — Loy (w;)] <W> v(wz)gglw Szps S€ J1 =D,

Agora derivando em relacdo a o, para o caso em que j, # ¢:

825(9@) _ 32@(77m7¢m) O0din 2 0&2; 0&a;
80@2(%)@- 8¢fw 8522 Ajy &,ui
5’&(77@, ¢iw) a2¢iw 3§2i 3521
8¢iw 8632 ijQ awi
82€i(77iw7 ¢iw) 00i, 02; Oy, 015
00i0Ni  0&; Ay 0&1; Ow;
0&9; Oy 0&q; O&1;
— ) 2R S

Oéj2 Wi Csz 80)7;

+

— ¢4i(w>zi7‘205qszq + 77Z)3i (w)zi]éﬂpszp

Para o caso em que j, = ¢, segue que:
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0%0(0|w 1 o~ 0Pis
) )i 0se, + bs@)iin s, + 1= Ty (0] I V)52 — DG,
q [ W 7
Assim, em geral segue que:
POw)
801j28wi N
Pai(W) 2ijy Qg Sz, + ¥3i(W) 214, BpSay se Ja # ¢,

ai () 2ig g2, + V3i(w)2igBpsa, + [1 = Loy (W) [ V(@)@ — 1) Ges.,, se ja = q,
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APENDICE C - ALAVANCAGEM GENERALIZADA

Pela propriedade de separabilidade dos parametros, podemos obter duas expressGes para
alavancagem generalizada, uma que depende dos parametros da componente discreta e outra da

componente continua, além disso, para a componente continua, é possivel observar a influéncia

para 7 e ¢.

C.1 CALCULOS PARA GL™(%)

Para a componente discreta, a alavancagem generalizada de 4 é definida como

GL™(%) = {Dﬂ( "W)_lva*H”y
em que DI = /oy, L., é a matriz jacobiana e L, = 0*((1)(7)/0vOw* . Para

Jjs=1,..., M3, temos que

on; . o, a§3i

a7]'3 B 8531 a’ng
07?1'

s
e
2 n * ;
() Z [ Wi = } r dij,
87]38w i=1 7T1 1 _Wl) Ot
_ Z ;%d-»
v (1 — ;) 03 7°
= Z (I)lidz'js
i—1
em que ¢; = ﬁ%

C.2 CALCULOS PARA GL"(6;)

Para a componente continua, especificamente para 7, a alavancagem generalizada de

0, =(B",a")" é definida como

GL"(61) = {Dj, (~Loy0,) "' Loyu} g,
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— 0%((6,)/00,00] é a matriz

em que Dy = (D},D%) = (9n/0B",0n/0a’), Lo,
My e jo =1,..., M5, temos que

jacobiana de 6, e Lglw = 0%(0,)/00,0w". Para j; =1, ...,

on; _ on; 0&; on; _ on; 0&1; _
aﬁjl 8511 8ﬁj1 8&]'2 8511 8aj2
_om
- anli 2J1)
e
lo(B, ) 0 _ . log(w;) — log(m:) O
= V{w; Lijy
aﬁjlaw,- 8wz inZ;O ( ) 771¢z 6612 !
1 N . ~ 8771
= Z 1 - [{0} w;)) ngbl[ V' (W;)al; +V(7~Ui>]@xij1
= Z (I)Qixijla
i=1
Ploy(Ba) D 1 N~
- Ui ~'i -1 179
e~ o | 32, 3] a9 - ¢
1 ~\ ~ 92 ~ ~ a(bl
= Z (1 = Ty (wi)) e —a Y v ()i /2 +in(wi)]@2ijQ
= Z q)3izij27
i=1

C.3 CALCULOS PARA GL®(6,)

Para a componente continua, especificamente para ¢, a alavancagem generalizada de

= (BT,a’)" é definida como

GL¢<é1) = {Dg) <_L9191)_1£91W}|6A1

em que D¢ = (D¢ D?%) = (0¢/08",0¢/0a"). Para j; = 1,..., M e jo = 1, ..., My, temos
que
O¢i _ O 08 _ 0 i Oni 98y
8@-1 8521 aﬁjl aOéj2 (9521 804]-2
_ 09

T Rij
an2z
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