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RESUMO

Comumente em situações reais tais como nas áreas de seguros, ecologia e biometria, nos

deparamos com a variável de interesse sendo positiva e além disso, contendo zeros e observações

atípicas. Transformações da variável ou ignorar os valores zeros não é um melhor procedimento

a ser utilizado ou mesmo adequado levando a uma maior dificuldade de interpretação e

conclusões errôneas. Nesse sentido, distribuições zero ajustada positivas permitem ajustar a

variável de interesse positiva com presença de zeros considerando duas componentes. A primeira

componente, denominada contínua, é responsável de modelar a variável de interesse quando

esta é positiva, e a segunda é discreta e é responsável por modelar o evento em que a variável

de interesse seja igual a zero. O objetivo do presente trabalho foi propor uma nova classe de

distribuições e de modelos de regressão para dados contínuos positivos com excesso de zeros

em que a componente contínua segue a classe log-simétrica que contém distribuições bimodais

e distribuições com caudas mais leves ou pesadas do que a log-normal. Foi considerado o

método de máxima verossimilhança para a estimação dos parâmetros do modelo proposto.

Além disso, estudos de simulação de Monte Carlo sob para diferentes cenários para avaliar o

comportamento dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros foram realizados.

Bem como, construímos intervalos de confiança assintóticos para os parâmetros e avaliamos as

suas propriedades. Análise de Resíduos e métodos de diagnóstico também foram desenvolvidos.

Para ilustrar nossa metodologia, conjuntos de dados reais na área de finanças e educação foram

analisados.

Palavras-chaves: Classe Log-Simétrica. Distribuições Zero Ajustadas. Estimador De Máxima

Verossimilhança. Influência Global. Influência Local. Modelos De Regressão Zero Ajustado.



ABSTRACT

Commonly in real situations such as in the areas of insurance, ecology and biometrics

we find that the response variable is positive and in addition, containing zeros and atypical

observations. Transformations of the variable or ignoring the zero values is not a best procedure

to be used or even appropriate leading to greater difficulty in interpretation and erroneous

conclusions. In this sense, zero adjusted distributions allow to fit the positive variable of interest

with excess of zero considering two components. The first component, called continuous, is

responsible for modeling the variable of interest when it is positive, and the second is discrete

and it is responsible for modeling the event in which the variable of interest is equal to zero. The

main objective of the present work was to propose a new class of distributions and regression

models for positive continuous data with excess of zeros in which the continuous component

follows the log-symmetric class that contains bimodal distributions and distributions with lighter

or heavier tails than the log-normal. The maximum likelihood method was used to estimate the

model parameters proposed. In addition, Monte Carlo simulation studies for different scenarios

to evaluate the maximum likelihood estimators of the parameters were performed. As well, we

build asymptotic confidence intervals for the parameters and evaluate their properties. Residual

analysis and diagnostic methods were developed. To illustrate our methodology, real data sets

in the area of finance and education were analyzed.

Keywords: Log-Symmetric Class. Zero Adjusted Distributions. Maximum Likelihood Estimator.

Global Influence. Local Influence. Zero Adjusted Regression Models.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 MOTIVAÇÃO

Em situações reais, é comum encontrar dados positivos com a presença de zeros verdadeiros,

dissemos zeros verdadeiros quando o valor zero é realmente observado, que comumente ocorrem

em conjuntos de dados biométricos, ecológicos ou em de dados sobre despesas de seguros. Por

exemplo, em ecologia é comum encontrar uma grande proporção de valores zeros causados

por efeitos ecológicos reais como contagens de abundância, taxas de ocupação proporcionais

ou densidades populacionais contínuas dos quais não se ajustam a distribuições usualmente

utilizadas como a distribuição normal, Poisson ou beta (Martin et al. 2005). Outro exemplo é o

“Medical Expenditure Panel Survey” (MEPS), que contém despesas com saúde de adultos nos

EUA, nos quais muitos indivíduos não registraram gastos médicos (resposta zero) ao longo dos

anos. Para lidar com tais situações, métodos usuais como transformar a variável de resposta

como, por exemplo, a transformação logarítmica não podem ser usados na presença de zeros

ou ignorar os valores zeros pode ser uma estratégia não adequada, tornando impossível prever a

probabilidade de zero e levando a uma inferência incorreta sobre os parâmetros. Uma estratégia

é de considerar uma distribuição mista de duas componentes: uma distribuição contínua cujo

suporte é o intervalo (0,∞) e uma distribuição discreta que assume zero com uma certa

probabilidade.

Aitchison & Brown (1957) introduziu uma distribuição de mistura entre uma distribuição

degenerada no zero e a distribuição log-normal, denominada distribuição delta. Duan et al.

(1983) propôs o modelo de duas partes. A primeira parte é um modelo probit para eventos

binários de despesas zero e a segunda etapa é um modelo log-linear para despesas positivas.

Heller et al. (2006) apresentou a distribuição zero ajustada gaussiana inversa para modelar o

valor pago de uma seguradora. Rodrigues-Motta et al. (2015) propõem um “framework” para

distribuições positivas com a presença de zeros considerando a família exponencial de dois

parâmetros como a componente contínua, nos quais inclui distribuições tais como log-normal

Weibull, gama e gaussiana inversa. Leiva et al. (2016) propuseram a distribuição zero ajustada

Birnbaum-Saunders reparametrizada para modelar dados de fadiga com a presença de zeros

verdadeiros. Recentemente, Hashimoto et al. (2019) apresentaram o modelo de regressão

gama-Weibull com zeros.

A parte contínua dessas distribuições mencionadas são algumas das distribuições mais
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flexíveis encontradas na literatura, mas de acordo com Lawless (2003), a distribuição log-normal

tem sido usada em diversas aplicações na engenharia, medicina e outras áreas, tornando

a distribuição log-normal uma das mais utilizadas para modelar variáveis de interesse que

podem incluir observações atípicas. Jones (2008) investigou a classe log-simétrica, que é uma

generalização da distribuição log-normal. Esta classe inclui distribuições bimodais e distribuições

de caudas mais leves/pesadas do que a log-normal, por exemplo as distribuições log-Student-t,

tipo-I-log-Logístico, tipo-II-log-Logístico, log-contaminado-normal e log-exponencial-potência.

Além disso, de acordo com Puig (2008) as distribuições log-simétricas têm propriedades muito

desejáveis, fechada sob mudança de escala e propriedade recíproca, que são utilizadas para

descrever dados com razões de magnitudes positivas. A classe envolve como parâmetros a

mediana e assimetria, implicitamente, tornando-a uma classe muito flexível; também de acordo

com Vanegas e Paula (2016), a função de risco das distribuições log-simétricas é mais flexível

em comparação com outras distribuições como as distribuições Gama ou Gaussiana Inversa

e pode assumir várias formas, por exemplo, crescente, decrescente, em forma de banheira e

banheira invertida. Existem vários estudos sobre a classe log-simétrica, Vanegas e Paula (2016)

estudaram e discutiram algumas propriedades da classe log-simétrica, Medeiros e Ferrari (2017)

desenvolvem testes de hipóteses para modelos de regressão linear simétricos e log-simétricos,

enquanto Ventura et al. (2019) conduzem um estudo de simulação de Monte Carlo para

investigar a precisão dos critérios de informação usuais nos modelos de regressão log-simétricos.

Motivados pelos trabalhos de distribuições semicontínuas e a vantagem da classe log-

simétrica em acomodar outliers, propomos uma distribuição semicontínua usando a classe

log-simétrica, com seu suporte no intervalo [0,∞). Na literatura, existem diferentes nomes para

este tipo de distribuição, o “zero inflacionado” como em Lambert (1992), o “zero ajustado”

como em Heller et al. (2006) ou o “zero aumentado” como em Rodrigues-Motta et al. (2015),

mas de acordo com Lambert (1992), os modelos zero inflacionados adicionam uma massa

de probabilidade adicional ao resultado de zero, por isso, é mais comum para usá-lo quando

envolve distribuições discretas. No presente trabalho, zero ajustado é usado, assim a nova classe

é chamada por zero ajustado log-simétrica. A classe de distribuições zero ajustada log-simétrica

têm várias propriedades estatísticas desejáveis. Por exemplo, a função Quantil é fácil de obter,

os parâmetros são ortogonais e em alguns casos pode envolver um parâmetro extra ou um

vetor de parâmetros extras que permitem por exemplo, generalizar distribuicoes, controlar a

assimetria e curtose da distribuição.
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1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é propor uma nova classe de distribuições e de modelos de

regressão baseado em uma mistura entre a classe log-simétrica e uma distribuição discreta.

Podemos descrever como objetivos específicos, a saber

i - Propor a classe de distribuições zero ajustada log-simétrica assim como apresentar a

estimação pontual e intervalar.

ii - Desenvolver os modelos lineares zero ajustados log-simétricos, bem como apresentar

um processo iterativo de estimação para os parâmetros.

iii - Obter resíduos para a verificação das suposições feitas.

iv - Obter medidas de influência tal como influência global, local e alavancagem generalizada

para a utilização como diagnósticos dos modelos propostos.

1.3 APRESENTAÇÃO DOS CAPÍTULOS

O presente trabalho encontra-se dividido em cinco capítulos. No segundo capitulo é

apresentado a classe zero ajustada log-simétrica, bem como a estimação pontual por máxima

verossimilhança e intervalar dos parâmetros, seguido de um estudo de simulação para avaliar

as propriedades dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros. Uma aplicação é

apresentada em que comparamos as distribuições propostas com outras já existentes na literatura.

No terceiro capitulo é abordado o modelo de regressão linear zero ajustado log-simétrico em

que é desenvolvido um processo iterativo para a estimação por máxima verossimilhança dos

parâmetros. Técnicas de análise de resíduos e métodos de diagnósticos sob o enfoque de

influência global, influência local e alavancagem generalizada seguido de uma ilustração são

apresentadas. Por fim, no quarto capítulo apresentamos as conclusões finais sobre a proposta

apresentada.

1.4 SUPORTE COMPUTACIONAL

As avaliações numéricas realizadas ao longo do presente trabalho foram feitas num compu-

tador inter core i5 de 12 gb de ram sob o sistema operacional Windows 10 através da ambiente
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de programação R na versão 4.0.2, encontrando-se disponível de forma gratuita no endereço

www.r-project.org/. Todas as rotinas computacionais desenvolvidas pode ser solicitada ao autor.

Por fim, a dissertação foi digitada usando o sistema de tipografia LATEXpara o desenvolvimento

e edição de texto científico.

1.5 PRELIMINARES

Nesta seção pretende-se apresentar e caracterizar a classe simétrica e log-simétrica de

distribuições.

1.5.1 Classe simétrica de distribuições

Seja a variável aleatória 𝑌 com suporte em R e que segue a classe simétrica com função

de densidade de probabilidade dada por

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑔[(𝑦 − 𝜇)2𝜑]√
𝜑

, 𝑦 ∈ R, (1.1)

em que 𝑔(·) é uma função geradora de densidade que satisfaz 𝑔(𝑢) > 0 e
∫︀∞

0 𝑢− 1
2 𝑔(𝑢)𝜕𝑢 = 1

para 𝑢 > 0, 𝜇 ∈ R é o parâmetro de locação e 𝜑 > 0 de escala. Denotamos a variável

𝑌 ∼ 𝑆(𝜇, 𝜑, 𝑔(·)). A classe simétrica contém distribuições com caudas mais leves/pesadas que

da distribuição normal podendo modelar dados que contém mais observações atípicas. Algumas

distribuições tal como normal, t-Student, t-Student generalizada, logística tipo I, logística tipo

I, exponencial-potencia, normal-contaminada, entre outras pertencem a essa classe.

Algumas propriedades da distribuição normal podem ser estendidas para a classe simétrica de

distribuições. Se 𝑌 ∼ 𝑆(𝜇, 𝜑, 𝑔(·)) então 𝑎+ 𝑏𝑌 ∼ 𝑆(𝑎+ 𝑏𝜇, 𝑏2𝜑, 𝑔(·)), em que 𝑎, 𝑏 ∈ R com

𝑏 ̸= 0. Da mesma forma 𝑌 = (𝑌 − 𝜇)/
√
𝜑 ∼ 𝑆(0, 1, 𝑔(·)), chamaremos de 𝑌 de uma variável

aleatória com distribuição simétrica padrão. A função característica de 𝑌 , 𝜙𝑌 (𝑟) = 𝐸(𝑒𝑖𝑟𝑌 )

é dada por 𝜙𝑌 (𝑟) = 𝑒𝑖𝑟𝜇𝛿(𝑟2𝜑), 𝑟 ∈ R para alguma função 𝛿 com 𝛿(𝑢) ∈ R para 𝑢 > 0. Se

existir, 𝐸(𝑌 ) = 𝜇 e Var(𝑌 ) = 𝜉𝜑, em que 𝜉 > 0 é uma constante dada por 𝜉 = −2𝜙′
𝑌 (0),

com 𝜙′
𝑌 (0) = 𝜕𝜙𝑌 (𝑢)/𝜕𝑢|𝑢=0 e que nao depende dos parâmetros 𝜇 e 𝜑 (Fang et al. 1990).

Como dito, membros da classe simétrica são induzidos por 𝑔(·) assim, uma função de

peso pode-se obter v(𝑦) = −2𝑔′(𝑦2)/𝑔(𝑦2) sendo uma função importante para estimar os

parâmetros mediante o método de máxima verossimilhança. Em algumas situações 𝑔(·) envolve



18

um parâmetro extra ou um vetor de parâmetros indicado aqui por 𝜈. Apresentamos algumas

distribuições pertencentes à classe simétrica, a saber

Distribuição normal

𝑔(𝑢) = 1√
2𝜋

exp[−𝑢/2], v(𝑦) = 1

Distribuição t-Student

𝑔(𝑢) = 𝑣𝑣/2

B(1/2, 𝜈/2)(𝜈 + 𝑢)− 𝜈+1
2 , 𝜈 > 0 e v(𝑦) = 𝜈 + 1

𝜈 + 𝑦2

em que B(.; .) é a função Beta.

Distribuição exponencial-potência

𝑔(𝑢) = 𝐶(𝜈)exp
[︂
−1

2𝑢
1/(1+𝜈)

]︂
, −1 < 𝜈 ≤ 1 e v(𝑦) = |𝑦|−(2𝜈)/(𝜈+1)

1 + 𝜈

em que 𝐶(𝜈)−1 = Γ(1+ 1+𝜈
2 )21+(1+𝜈)/2. Como casos especiais temos as distribuições normal(𝜈 =

0) e Laplace(𝜈 = 1).

Distribuição Logística tipo-I

𝑔(𝑢) = 𝑐
𝑒−𝑢

(1 + 𝑒−𝑢)2 , v(𝑦) = 2tanh(𝑦2/2)

em que 𝑐 ≈ 1.484300029 é uma constante normalizadora que satisfaz
∫︀∞

0 𝑢− 1
2 𝑔(𝑢)𝜕𝑢 = 1.

Distribuição Logística tipo-II

𝑔(𝑢) = 𝑒𝑢1/2

(1 + 𝑒−𝑢1/2)2
, v(𝑦) = (𝑒|𝑦|−1)/(|𝑦|(1 + 𝑒𝑦))



19

Distribuição normal-contaminada

𝑔(𝑢) = √
𝜈2exp

[︂
−1

2𝜈2𝑢

]︂
+(1 − 𝜈1)

𝜈1
exp
[︂
−1

2𝑢
]︂
, v(𝑦) = 𝜈

3/2
2 𝜈1exp[(1 − 𝜈2)(𝑦2/2)] + (1 − 𝜈1)
𝑣

1/2
2 𝜈1exp[(1 − 𝜈2)(𝑦2/2)] + (1 − 𝜈1)

em que 0 < 𝜈1 < 1, 0 < 𝜈2 < 1.

Ilustramos nas Figuras 1 e 2, funções de densidades para algumas distribuições padrão da

classe simétrica, em todos os casos, comparamos com a função de densidade de uma normal

padrão. Podemos observar que as diferentes funções de densidade apresentam características

particulares, a distribuição t-Student tende a distribuição normal à medida que os graus de

liberdade aumenta. Distribuições platicúrticas como é o caso da distribuição exponencial-

potência com 𝜈 = −0.5 e Logística tipo-I, e distribuições leptocúrticas como é o caso da

distribuição exponencial-potência com 𝜈 = 0.5 e Logística tipo-II são apresentadas.

(a) (b)

Figura 1 – Funções de densidade para algumas distribuições padrão da classe simétrica, t-
Student(a) e exponencial-potência(b).
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(a) (b)

Figura 2 – Funções de densidade para algumas distribuições padrão da classe simétrica, logística-
tipo-I(a) e logística-tipo-II(b).
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1.5.2 Classe log-simétrica de distribuições

Seja 𝑇 uma variável aleatória que segue uma classe de distribuições chamada log-simétrica,

em que o suporte é definido no intervalo (0,∞). Uma variável aleatória pertence a classe

log-simétrica, com parâmetros 𝜂 > 0, 𝜑 > 0 e tem função de densidade de probabilidade dada

por

𝑓𝑇 (𝑡) = 𝑔(𝑡2)
𝑡
√
𝜑
, 𝑡 > 0, (1.2)

em que 𝑡 = log
[︃(︂

𝑡

𝜂

)︂ 1√
𝜑

]︃
. 𝑇 é uma transformação da variável aleatória 𝑌 como 𝑇 = exp(𝑌 )

cuja distribuição segue a classe simétrica. Se uma variável aleatória segue a classe log-simétrica

então é denotada por 𝑇 ∼ 𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝑔(·)), em que 𝜂 = exp(𝜇) e 𝜑 são os parâmetros

de escala e potência. Algumas distribuições como log-normal, log-slash, log-Student-t, log-

power-exponencial, tipo-I-log-Logistic, tipo-II-log-Logistic, log-normal-contaminada e Birnbaum-

Saunders (1969) quando 𝜑 = 4 estão incluídos nesta classe.

Algumas propriedades da classe log-simétrica de distribuições são consequente da classe

simétrica. Se 𝑇 * = (𝑇/𝜂)
1√
𝜑 então 𝑇 * ∼ 𝐿𝑆(1, 1, 𝑔(·)), uma distribuição log-simétrica padrão.

Para 𝑎 > 0, segue que 𝑎𝑇 ∼ 𝐿𝑆(𝑎𝜂, 𝜑, 𝑔(·)). Para 𝑏 ̸= 0, segue que 𝑇 𝑏 ∼ 𝐿𝑆(𝜂𝑏, 𝑏2𝜑, 𝑔(·)).

(𝑇/𝜂) e (𝜂/𝑇 ) são duas variáveis identicamente distribuídas, a função geratriz de momentos de

𝑌 , quando existir, logo 𝐸(𝑇 𝑟) = 𝑀𝑌 (𝑦). Porque os momentos não são finitos ou podem chegar

a ser difícil de obter, Vanegas e Paula (2016) derivam algumas medidas frequentemente usadas

tais como locação, dispersão, dispersão relativa, assimetria e curtose com base nos quantis. A

mediana de 𝑇 é dada por 𝜂, o parâmetro de dispersão é definido por a amplitude interquartílica

e é dado por 2𝜂sinh(
√
𝜑𝑌

(0,75)
𝜉 ), a dispersão relativa é dada por tanh(

√
𝜑𝑌

(0,75)
𝜉 ), o coeficiente

de assimetria é dada por cosech(
√
𝜑𝑌

(𝑞)
𝜉 ) − cotanh(

√
𝜑𝑌

(𝑞)
𝜉 ) e o coeficiente de curtose é dado

por [sinh(
√
𝜑𝑌

(7/8)
𝜉 ) − sinh(

√
𝜑𝑌

(5/8)
𝜉 )]/sinh(

√
𝜑𝑌

(6/8)
𝜉 ), em que 𝑌 (𝑎)

𝜉 é o 100(𝑎)% quantil de

𝑌 ∼ 𝑆(0, 1, 𝑔(·)). Observe que o coeficiente de dispersão relativa e assimetria envolve só o

parâmetro 𝜑.

Como ilustração, apresentamos as funções de densidades na Figura 3 com 𝜂 fixo e para

diferentes valores de 𝜑 para as distribuições log-normal, log-t-student com 𝜈 = 4 e log-

exponencial-potência com 𝜈 = −0.5.
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φ=1

φ=2

φ=3

(a)

φ=1

φ=2

φ=3

(b)

φ=1

φ=2

φ=3

(c)

Figura 3 – Funções de densidade para algumas distribuições da classe log-simétrica, log-normal
(𝜂 = 2, 𝜑)(a), log-t-Student (𝜂 = 2, 𝜑, 𝜈 = 4)(b), log-exponencial-potência (𝜂 =
2, 𝜑, 𝜈 = −0.5)(c).
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2 DISTRIBUIÇÕES ZERO AJUSTADO LOG-SIMÉTRICAS

No presente capítulo apresentamos uma nova classe de distribuições semicontínuas baseada

na classe log-simétrica como componente contínua e uma distribuição Bernoulli como compo-

nente discreta. Algumas propriedades e também os estimadores de máxima verossimilhança,

estudos de simulação com a finalidade de avaliar o comportamento dos estimadores propostos

foram derivados. Por fim, é apresentado uma aplicação utilizando um conjunto de dados reais

sobre despesas de vereadores no Reino Unido.

O objetivo do presente capítulo é propor uma nova ferramenta, no sentido de uma nova

classe de distribuição, para a análise de variáveis semicontínuas que tem um comportamento

assimétrico na presença de observações atípicas e com excesso de valores zeros.

2.1 DEFINIÇÃO

Quando houver a presença de zeros nos dados, as distribuições log-simétricas não são

apropriadas. Uma alternativa é usar uma distribuição de mistura entre uma distribuição discreta

(Bernoulli) e outra contínua. Seja 𝑊 uma variável de mistura entre duas variáveis aleatórias,

uma seguindo uma distribuição Bernoulli, componente discreta, e uma que segue a classe

log-simétrica, componente contínua; denotamos por 𝑊 ∼ 𝑍𝐴𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝜋, 𝑔(·)). A função de

distribuição acumulada (FDA) de 𝑊 é dada por

𝐹𝑊 (𝑤) =

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜋, se 𝑤 = 0,

𝜋 + (1 − 𝜋)𝐹𝑇 (𝑤), se 𝑤 > 0,
(2.1)

em que 𝐹𝑇 (𝑤) é a função de distribuição acumulada da classe log-simétrica e 0 < 𝜋 < 1

é o parâmetro de mistura. Como 𝑇 é uma transformação para a variável aleatória 𝑌 , a

função de distribuição acumulada de 𝑇 pode ser expressada como 𝐹𝑇 (𝑡) = 𝐹𝑌 (𝑡), onde

𝑌 = (𝑌 − 𝜇)/
√
𝜑 ∼ 𝑆(0, 1, 𝑔(·)). Vamos denotar esta nova classe como zero ajustada

log-simétrica sendo a função de densidade correspondente dada por

𝑓𝑊 (𝑤) =

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜋, se 𝑤 = 0,

(1 − 𝜋)𝑓𝑇 (𝑤), se 𝑤 > 0,
(2.2)

em que 𝑓𝑇 (𝑤) é a função de densidade fornecida na Equação (1.2).

Algumas propriedades para a classe zero ajustada log-simétrica são apresentadas



24

(P1) Se 𝑊 ∼ 𝑍𝐴𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝜋, 𝑔(.)) logo segue que 𝑐𝑊 ∼ 𝑍𝐴𝐿𝑆(𝑐𝜂, 𝜑, 𝜋, 𝑔(.)) para 𝑐 > 0.

(P2) A função quantílica de 𝑊 ∼ 𝑍𝐴𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝜋, 𝑔(·)) pode ser obtida mediante Castellacci

(2012)

𝐹−1
𝑊 (𝑞; 𝜂, 𝜑, 𝜋, 𝑔(·)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, se 𝜋 ≥ 𝑞,

𝜂exp
(︂√

𝜑𝑌
( 𝑞−𝜋

1−𝜋
)

𝜉

)︂
, se 𝜋 < 𝑞,

(2.3)

em que 0 < 𝑞 < 1 e 𝑌 (𝑎)
𝜉 é o 100(𝑎)% quantil de 𝑌 ∼ 𝑆(0, 1, 𝑔(·)).

(P3) O 𝑟-th momento de 𝑊 existe se a função geradora de momentos de 𝑌 , M𝑌 (𝑟) existe.

Logo 𝐸(𝑊 𝑟) = (1 − 𝜋)M𝑌 (𝑟).

(P4) Se M𝑌 (𝑟) existe, logo podemos expandir a função característica de 𝑊 mediante uma

serie de Taylor

𝜙(𝑟) = 1 + (1 − 𝜋)
∞∑︁

𝑘=1

M𝑌 (𝑟)(𝑖𝑟)𝑘

𝑘! . (2.4)

(P5) A função de risco de 𝑊 é 1 para 𝑤 = 0 e 𝑟𝑇 (𝑤) = 𝑓𝑌 (𝑤)/[1 − 𝐹𝑇 (𝑤)] para 𝑤 > 0. De

acordo com Vanegas e Paula (2016), o 𝑟𝑇 (𝑤) da classe log-simétrica é muito flexível;

em comparação com as funções de risco da distribuição Gama com forma crescente,

decrescente ou constante, ou a distribuição Gaussiana Inversa com forma de ∩, a função

de risco para a classe log-simétrica pode tomar diferentes formas. Por exemplo, crescente,

decrescente, de forma de banheira invertida e de banheira.

(P6) A entropia de Shannon, 𝐸𝑇 (𝑤), é definida por 𝐸[−log𝑓𝑊 (𝑤)].

Para obter a entropia de shannon podemos utilizar a propriedade 𝐸[−𝑙𝑜𝑔𝑓𝑊 (𝑤)] =

𝐸[𝐸[−log𝑓𝑊 (𝑤)|𝐼{0}(𝑤)]]. Depois de algumas manipulações, 𝐸𝑇 (𝑤) pode ser expres-

sada como 𝐸𝑇 (𝑤) = (1 − 𝜋)[log(𝜂
√
𝜋) + 𝐸𝑇 (𝑌 )] somente se 𝐸𝑇 (𝑌 ) tem forma

fechada.

Na Figura 4 é apresentado diferentes funções de densidade da classe zero ajustada log-

simétrica com 𝜂 = 2 e 𝜋 = 0, 4, a saber, zero ajustada log-normal, zero ajustada log-t-Student

com 𝜈 = 4 e zero ajustada log-exponencial-potência com 𝜈 = −0, 5 para diferentes valores de

𝜑.
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φ=1

φ=2

φ=3

(a)

φ=1

φ=2

φ=3

(b)

φ=1

φ=2

φ=3

(c)

Figura 4 – Funções de densidade para algumas distribuições da classe zero ajustada log-
simétrica, zero ajustado log-normal (𝜂 = 2, 𝜋 = 0, 4)(a), zero ajustado log-t-
Student (𝜂 = 2, 𝜋 = 0, 4, 𝜈 = 4)(b), zero ajustado log-exponencial-potência
(𝜂 = 2, 𝜋 = 0, 4, 𝜈 = −0, 5)(c).
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Apresentamos um algoritmo para gerar números aleatórios de uma 𝑊 ∼ 𝑍𝐴𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝜋, 𝑔(·))

baseado no método da transformada inversa.

Algoritmo 1 - Geração de números aleatórios:

Passo 1: Gerar um valor aleatório 𝑢 de 𝑈 ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒(0, 1).

Passo 2: Baseado na propriedade (P2) fazer

𝑤 = 0, se 𝑢 ≤ 𝜋;

𝑤 = 𝜂exp
(︂√

𝜑𝑌
( 𝑞−𝜋

1−𝜋
)

𝜉

)︂
, se 𝑢 > 𝜋.

Passo 3: Fazer passo 1 e 2 até chegar ao número requerido de amostra de tamanho n.

2.1.1 Estimação de parâmetros

Sejam 𝑊1, ...,𝑊𝑛 𝑛 variáveis aleatórias independentes em que seguem

𝑊𝑖 ∼ 𝑍𝐴𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝜋, 𝑔(·)). A função de verossimilhança correspondente para 𝜃 = (𝜂, 𝜑, 𝜋)⊤ é

dada por

𝐿(𝜃) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑓𝑊 (𝑤𝑖) = 𝐿1(𝜋)𝐿2(𝜂, 𝜑),

em que

𝐿1(𝜋) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝜋𝐼{0}(𝑤𝑖)(1 − 𝜋)1−𝐼{0}(𝑤𝑖), 𝐿2(𝜂, 𝜑) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑓𝑇 (𝑤𝑖)1−𝐼{0}(𝑤𝑖).

O logaritmo da função de verossimilhança pode ser expressada como ℓ(𝜃) = ℓ(1)(𝜋) +

ℓ(2)(𝜂, 𝜑), em que ℓ(1)(𝜋) = 𝑊 *log(𝜋)+(𝑛−𝑊 *)log(1−𝜋) e ℓ(2)(𝜂, 𝜑) = (𝑛−𝑊 *)
(︀
−1

2 log(𝜑)
)︀
+∑︀

𝑖:𝑤𝑖>0 log[𝑔(𝑤𝑖
2)] +

∑︀
𝑖:𝑤𝑖>0 log(𝑤𝑖). 𝑊 * é o número de zeros na amostra de tamanho 𝑛,

𝑊 * =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝐼{0}(𝑤𝑖). O logaritmo da função de verossimilhança pode ser fatorada em dois

termos, um que depende apenas de 𝜋 e outro que depende dos parâmetros da componente

contínua 𝑌 ∼ 𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝑔(·)). Assim, o método de máxima verossimilhança pode ser aplicado

separadamente de (𝜂, 𝜑)⊤ e 𝜋 (Pace e Salvan 1997).
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Derivando o logaritmo da função de verossimilhança com respeito a cada parâmetro obtemos

o vetor escore em que

U(𝜃) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
U𝜋(𝜃)

U𝜑(𝜃)

U𝜂(𝜃)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑊 *−𝑛𝜋
𝜋(1−𝜋)

(︁
−𝑛−𝑊 *

2𝜑

)︁
+ 1

2𝜑

∑︀
𝑖:𝑤𝑖>0 v(𝑤𝑖)𝑤𝑖

2

1
𝜂𝜑

∑︀
𝑖:𝑤𝑖>0 log(𝑤𝑖/𝜂)v(𝑤𝑖)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦. (2.5)

Seja 𝐿̈𝜃𝜃 = 𝜕2𝑙(𝜃)/𝜕𝜃𝜕𝜃⊤ a matriz de segundas derivadas em relação aos parâmetros,

tomando o valor esperado da matriz de segundas derivadas obtemos a matriz de informação

de Fisher em que

K(𝜃) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑘𝜂𝜂 0 0

0 𝑘𝜑𝜑 0

0 0 𝑘𝜋𝜋

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.6)

sendo 𝑘𝜂𝜂 = 𝑛(1 − 𝜋)𝑑𝑔/(𝜑𝜂2), 𝑘𝜑𝜑 = 𝑛(1 − 𝜋)(𝑓𝑔 − 1)/(4𝜑2) e 𝑘𝜋𝜋 = 𝑛/[𝜑(1 − 𝜑)] com

𝑑𝑔 = 𝐸[v2(𝑊̃ )𝑊̃ 2|𝐼{0}(𝑊 ) = 0] e 𝑓𝑔 = 𝐸[v2(𝑊̃ )𝑊̃ 4|𝐼{0}(𝑊 ) = 0] para 𝑊̃ |𝐼{0}(𝑊 ) = 0 ∼

𝑆(0, 1, 𝑔(·)).

Tabela 1 – Valores para 𝑑𝑔 e 𝑓𝑔 para algumas distribuições da classe simétrica 𝑌 .

Distribuição 𝑑𝑔 𝑓𝑔

Normal 1 3

t-Student (𝜈+1)
(𝜈+3

3(𝑣+1)
(𝑣+3

Exponencial potencia 21−𝜈Γ[(3−𝑣)/2]
(1+𝜈)2Γ[(1+𝜈/)2]

(𝜈+3)
(𝜈+1)

Logistica tipo-I 0,09232751 0,2508615

Para obter as estimativas de máxima verossimilhança (EMV) de 𝜃, cada elemento do vetor

escore da Equação (2.5) deve ser igualado a zero, em que o EMV para 𝜋 é 𝑊 */𝑛, representa a

proporção de zeros na amostra. Para os parâmetros correspondentes a componente contínua, 𝜂

e 𝜑, não existe uma forma fechada para obter os EMV, requerendo um algoritmo de otimização

não-linear tais como Newton-Raphson, escore de Fisher, BHHH, entre outros.
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Pela separabilidade entre os parâmetros 𝜋 e (𝜂, 𝜑)⊤ e dado que as condições de regularidade

são satisfeitas para as distribuições log-simétrica exceto para algumas distribuições como

por exemplo, a distribuição log-Laplace (Vanegas e Paula 2016), e também para o EMV

de 𝜋 temos que 𝜃 é um estimador consistente de 𝜃 e segue que assintoticamente temos
√
𝑛(𝜃 − 𝜃) 𝐷−→ 𝒩3(0,K(𝜃)−1), em que K(𝜃)−1 é a matriz de variâncias e covariâncias de 𝜃.

Como em situações reais não conhecemos os verdadeiros valores dos parâmetros, segue que um

estimador consistente de K(𝜃)−1 é K(𝜃)−1. Outro ponto a mencionar-se é que podemos ver

que os EMV são assintoticamente independentes como pode ser observado na Equação (2.6).

Intervalos de confiança assintóticos (IC) para 𝜃 podem ser obtidos da distribuição assintótica,

mas se nosso interesse é de estimar uma função de 𝜃, i.e, ℎ(𝜃), logo, o método delta (Lehmann

& Casella 1998, Sect. 1.9) pode ser usado. Assim, usando o método delta para obter intervalos

de confiança para log(𝜂), log(𝜑) e logit(𝜋) = log(𝜋/(1 − 𝜋)) com um nível 100x[1 − 𝜉]% de

confiança são dados por

IC(log(𝜂); [1 − 𝜉]x100%) = log(𝜂) ± 𝑧(1−𝜉/2)

√︃
𝜑

𝑛𝑑𝑔(1 − 𝜋̂)

IC(log(𝜑); [1 − 𝜉]x100%) = log(𝜑) ± 𝑧(1−𝜉/2)

√︃
4

𝑛(𝑓𝑔 − 1)(1 − 𝜋̂)

IC(log(𝜋/(1 − 𝜋)); [1 − 𝜉]x100%) = logit(𝜋̂) ± 𝑧(1−𝜉/2)

√︃
1

𝑛𝜋̂(1 − 𝜋̂)

em que logit(𝜋̂) = log(𝜋̂/(1 − 𝜋̂)), 0 < 𝜉 < 1/2 e 𝑧(1−𝜉/2) representa o quantil 1 − 𝜉/2 da

distribuição normal padrão.

2.2 ESTUDO DE SIMULAÇÃO

Para avaliar o desempenho dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros

das distribuições da classe ZALS, um estudo de simulação de Monte Carlo é proposto. Neste

estudo consideramos algumas distribuições com caudas mais leves/pesadas que a distribuição

zero ajustada log-normal tal como as distribuições zero ajustada log-t-Student (ZALSt) e a

zero ajustada log-exponencial-potência (ZALPE) com 𝜈 = 4 e 𝜈 = −0, 5 como parâmetro

extra, respectivamente. Em cada cenário é considerado tamanhos amostrais, 𝑛 = 10, 30 e 50,

parâmetro de assimetria (ou dispersão relativa) para a componente contínua, 𝜑 ∈ {1, 2, 3} e

o parâmetro da proporção, 𝜋 ∈ {0, 1, 0, 2, 0, 3, 0, 4}. Para o caso de 𝜂 foi considerado fixo
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para um único valor, 𝜂 = 2, e o número de réplicas para o estudo de Monte Carlo foi de 5000.

Para gerar amostras das distribuições consideradas, foi utilizado o Algoritmo 1.

As Tabelas 2-4 apresentam os resultados das simulações para as distribuições ZALN,

ZALSt e ZALPE contendo algumas medidas estatísticas para avaliar os estimadores de máxima

verossimilhança como média empírica, mediana, desvio padrão (DP), Erro Quadrático Médio

(EQM),
√

EQM e viés de estimação.

Podemos notar nas Tabela 2-4 que a média empírica de 𝜂 incrementa ao momento que

𝜑 toma valores maiores, não entanto, para a mediana de 𝜂, apresenta um comportamento

similar para os diferentes valores de 𝜑. Mas note que quando a proporção de zeros na amostra

incrementa, o valor da média empírica e mediana de 𝜂 são afeitados, apresentando desempenhos

inferiores. Como era de se esperar, a medida que o tamanho amostral crescer o valor da média

empírica assim como a mediana ficam muito próximo do valor real de 𝜂. Em particular, o menor

viés para 𝜂 é observado para a distribuição ZALPE (ver Tabela 4). Para o caso de 𝜑, para os

três estudos de simulação, o valor da média empírica e mediana são afetados, diminuem, por o

incremento de 𝜋, porém incrementando o tamanho amostral, esses valores ficam aproximando-se

ao valor real de 𝜑. Já para o caso do estimador de máxima verossimilhança de 𝜋, os valores da

média empírica assim como da mediana estiveram muito próximo do valor real.

O viés do EMV para 𝜂 está superestimado, isto é, a média empírica é maior que o valor real,

em cada cenário para as distribuições consideradas. Como esperado e já antes mencionado, o

viés decresce ficando muito próximo de zero a medida que o tamanho amostral aumenta. Pode-

se notar que para o caso da distribuição ZALPE, o estimador apresenta melhores resultados

em relação ao viés de 𝜂 em comparação para as outras duas distribuições. Nas Tabelas 2 e

4, o viés dos EMV de 𝜑 subestimam o valor verdadeiro mas isso não acontece no caso da

distribuição ZALSt, e no caso do EMV de 𝜋, também subestima o valor verdadeiro de 𝜋. Vale

a pena dizer que o estimador de máxima verossimilhança de 𝜋 não depende da distribuição já

que a estimação da componente discreta é feito separadamente da componente contínua. Em

relação ao desvio padrão e o
√

EQM, a distribuição ZALPE apresenta melhores propriedades

que as distribuições ZALN e ZALSt para os EMV de 𝜂 e 𝜑.

Nas Tabelas 5-7 mostram os resultados das simulações para os intervalos de confiança

assintóticos para os parâmetros log(𝜂), log(𝜑) e logit(𝜋) com as respectivas taxas de cobertura

assim como para o limite inferior(CI) e superior(CS) considerando diferentes níveis de confiança

de 0,90, 0,95 e 0,99. Em geral para cada distribuição podemos ver que a cobertura para

o limite inferior do intervalo de confiança assintótico para log(𝜂) é similar a seu respectivo
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limite superior. Porém, para log(𝜑), a cobertura para o limite inferior é menor que o do limite

superior. Já para log(𝜋), a cobertura do limite inferior é maior que o do limite superior, mas

para valores maiores de 𝜋, as coberturas dos limites inferiores e superiores são similares, isto é,

o intervalo confidenciais tendem a ser balanceados. Para o caso das coberturas de probabilidade,

a distribuição ZALSt apresenta um melhor desempenho, isto é, tendem a taxa de confiança

verdadeira, para os intervalos assintóticos confidenciais para os parâmetros log(𝜂) e log(𝜑) que

em comparação para as distribuições ZALN e ZALPE para diferentes valores de 𝜋. A distribuição

ZALPE apresenta um menor desempenho nas coberturas de probabilidade especialmente para

o intervalo assintótico confidencial para log(𝜑) quando a proporção de zeros é maior que 0,1.

Outro a mencionar que com o aumento do valor de 𝜋, as taxas de cobertura destes parâmetros

tendem a diminuir do valor de confiança estipulado. No caso do logit(𝜋), a taxa de cobertura

tem as mesmas propriedades independente da distribuição por rações já antes mencionadas.

Como esperado, para esse parâmetro, a taxa de cobertura aumenta a medida que o tamanho

amostral aumenta.

Nas Figuras 5 a 7 são apresentadas os respectivos histogramas das simulações para

distribuição assintótica dos estimadores log(𝜂), log(𝜑) e logit(𝜋̂) para cada tamanho amostral

e tomando o cenário com maior proporção de zeros e 𝜑 = 3 , 𝜃 = (2, 3, 0, 4)⊤. Decidiu-

se tomar esse cenário por ser interessante, já que apresentou os piores desempenhos dos

estimadores, isto é maior víeis e EQM. Adicionalmente, os seguimentos de retas representam

os intervalos assintóticos para cada nível confiança, e a linha vertical representa o valor real do

parâmetro. Assim, podemos notar um comportamento simétrico para o estimador de máxima

verossimilhança de log(𝜂), já para o caso dos EMV de log(𝜑) e logit(𝜋), eles tem uma leve

assimetria.
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2.3 APLICAÇÃO

Nesta seção, ajustamos as distribuições propostas e comparamos com algumas distribuições

já estabelecidas na literatura em um conjunto de dados reais. Assim, consideramos o conjunto

de dados sobre despesas de vereadores eleitos, incluindo o prefeito da cidade de Leicester City,

no Reino Unido, do período 2012/2013. O conjunto de dados é extraído do Leicester City

Council, disponível em <https://data.leicester.gov.uk/pages/home/>. Neste caso, estamos

interessados na variável subsídio de responsabilidade especial (£), que consiste nos subsídios

adicionais para responsabilidades específicas. A amostra contém 18 valores de zeros, que

representa 32,73% das observações. Para os valores positivos foi feito um análise exploratória

dos dados, em que foi observado um mínimo de 221, 93, o primeiro quantil de 3879, 96, o

valor mediano de 6759, 58, a média de 9009, 571, o terceiro quantil de de 9259, 03 e o valor

máximo de 55908, 96. Para algumas medidas de variabilidade, um desvio padrão de 10553, 33,

a amplitude interquartil de 5379, 07. O coeficiente de assimetria e curtose de 3, 097 e 13, 207,

respectivamente. Também, a Figura 8 apresenta o respectivo histograma considerando os

valores zeros na linha vertical, e um boxplot ajustado considerando só os valores positivos.

Assim, podemos observar que os dados apresentam uma assimetria positiva e a presença de

pontos atípicos.

Baseado na análise exploratória dos dados ajustamos três distribuições da classe ZALS

aos dados de despesas a saber: zero ajustado log-normal (ZALN), zero ajustado t-Student

(ZALSt) e zero ajustado exponencial-potência (ZALPE). Também ajustamos três distribuições

encontradas na literatura: zero ajustado gaussiana inversa (ZAIG), zero ajustado gama (ZAGA)

e zero ajustado Birnbaum-Saunders reparametrizado (ZARBS). O parâmetro extra para os

casos das distribuições ZALSt e ZALPE foi considerado fixo e escolhido minimizando o AIC

para um vetor de valores de 𝜈 = [4; 10] para ZALSt e 𝜈 = (±0, 3; ±0, 2; ±0, 1) para ZALPE.

Assim, baseado nessa metodologia, o parâmetro extra escolhido foi de 𝜈 = 4 e 𝜈 = 0, 3 para o

caso de ZALSt e ZALPE, respectivamente.

https://data.leicester.gov.uk/pages/home/
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Figura 8 – Histograma e boxplot ajustado para as despesas especiais dos vereadores eleitos no
período 2012/2013 na cidade de Leicester.

A Tabela 8 apresenta as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros, erros

padrão assintóticos (entre parênteses), o critério de informação de Akaike (AIC= 2𝑝− 2log(𝐿̂))

e o Critério de Informação Bayesiano (BIC= 𝑝log(𝑛) − 2log(𝐿̂)), em que 𝑛 é o tamanho

amostral, 𝑝, o número de parâmetros e 𝐿̂ = 𝐿(𝜃) é a verossimilhança avaliada nos parâmetros

estimados para as distribuições ajustadas. Adicionalmente, o teste de Kolmogorov–Smirnov

(KS) foi obtido para avaliar a bondade do ajuste. Assim, podemos observar que a distribuição

ZALSt apresenta o menor AIC e BIC entre as distribuições ajustadas. Além disso, o teste KS

indica para as três distribuições pertencentes ao classe ZALS e a distribuição ZAGA que não

se tem evidencia suficiente para rejeitar que os dados seguem a distribuição em questão com

um nível de 5% de significância.
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Tabela 8 – Estimativa de máxima verossimilhança para os parâmetros e estatísticas para as
distribuições consideradas ajustadas ao conjunto de dados de despesas especiais
dos vereadores eleitos no período 2012/2013 na cidade de Leicester.

ZALSt ZALPE ZALN ZAGA ZARBS ZAIG
𝜂 5989,105 6023,433 5841,316 – – –

(806,091) (896,832) (929,127) – – –
𝜇 – – – 9009,571 8767,315 9009,571

– – – (1294,390) (1694,320) (2097,152)
𝜑 0,475 0,508 0,938 – – –

(0,146) (0,135) (0,218) – – –
𝜎 – – – 0,879 1,387 0,015

– – – (0,092) (0,325) (0,002)
−2log(𝐿̂) 809,13 811,23 813,94 815,97 822,20 825,15
AIC 815,13 817,23 819,94 821,97 828,20 831,15
BIC 821,15 823,25 825,97 827,99 834,22 837,18
KS 0,151 0,132 0,151 0,150 0,230 0,249
𝑝−valor 0,369 0,541 0,369 0,380 0,040 0,021

Por último, a Figura 9 apresenta as densidades ajustadas aos dados e gráficos Q-Q para as

diferentes distribuições utilizadas para a presente análise. Como podemos ver, as densidades

ajustadas das distribuições da classe ZALS se ajustam melhor ao histograma dos dados que

em comparação com as distribuições ZAGA, ZAIG e ZARBS.
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Figura 9 – Histograma e gráfico Q-Q para as distribuições ajustadas para o conjunto de dados
de despesas especiais dos vereadores eleitos no período 2012/2013 na cidade de
Leicester.
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3 MODELOS DE REGRESSÃO LINEARES ZERO AJUSTADO LOG-

SIMÉTRICAS

Os modelos de regressão são comumente usados para explicar o comportamento de

uma variável resposta através de um conjunto de variáveis explanatórias, sendo de muito

interesse por exemplo nas áreas de saúde, economia, engenharia e química. É muito comum

assumir normalidade dos erros (Wei e Tanner, 1990), mas pode acontecer em que certas

situações assumir normalidade não seja o mais adequado. Por exemplo, é bem conhecido que

os estimadores de máxima verossimilhança do modelo de regressão normal são altamente

sensíveis a observações aberrantes. Neste contexto, os modelos simétricos de regressão tem

sido estudado e recebido uma crescente atenção (veja por exemplo, Fang, Kotz e Ng , 1990;

Kai-Tai e Yao-Ting, 1990; Anderson e Fang, 1990; Cordeiro et al., 2000; Cysneiros et al., 2007;

Maior e Cysneiros, 2018). Contudo, em situações em que a variável resposta é positiva e tem

comportamento assimétrico, os modelos simétricos não são adequados. Uma possível solução é

transformar a variável resposta de tal forma que a nova variável assuma valores na reta real,

por exemplo, a transformação logarítmica e Box Cox (Box e Cox, 1964) foram provavelmente

as mais conhecidas e sugeridas a fim de alcançar uma normalidade nos valores observados. No

entanto, esta metodologia tem limitações no contexto que a parte inferencial do modelo já não

é mais feito em relação à variável resposta original ocasionando a perda de interpretabilidade

dos parâmetros. Uma solução viável é utilizar distribuições contínuas positivas com suporte

(0,∞) por exemplo, a distribuição gaussiana inversa, gama e gama generalizada.

As distribuicoes mencionadas são umas das mais atrativas e citadas na literatura, porém, os

estimadores são altamente influenciados na presença de observações atípicas. Assim, Vanegas

e Paula (2015) propuseram os modelos log-simétricos de regressão em que a variável resposta

é estritamente positiva e assimétrica. Este tipo de modelos é interessante já que permite que

a mediana e a assimetria da distribuição da variável resposta sejam modeladas por variáveis

explanatórias sendo uma opção mais natural na presença de observações atípicas. Algumas

das distribuições log-simétricas contém um parâmetro extra, permitindo que as distribuições

log-simétricas sejam ainda mais flexíveis.

Por outro lado, haverá ocasiões em que se procura estudar ou fazer predições de uma

determinada variável do qual os valores são contínuos e não negativos. Este tipo de variáveis

são comumente chamadas de semi-contínuas (Min e Agresti, 2002) com distribuição contínua

exceto no ponto zero em que atribuímos uma probabilidade de ocorrência. Por exemplo, em um
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estudo sobre níveis de dano corporal de pacientes com alguma doença, a medição pode assumir

o valor de zero se um paciente não apresentar dano ou pode assumir valores positivos para

indicar o nível de dano (Su et al., 2009), Transande e Chatterjee (2009) fizeram um estudo

avaliando o impacto nas despesas de saúde em crianças de 6 a 19 anos, encontrando zeros na

variável resposta.

No contexto de distribuições semi-contínuas, Duan et al. (1983) trata o modelo em duas

partes como uma mistura entre uma variável com distribuição discreta Bernoulli para os casos

que ocorrem zero e outra distribuição contínua, log-normal, para a parte positiva. Heller et

al. (2006) apresenta o modelo de regressão zero ajustado gaussiana inversa para modelar

dados de demanda de seguros em que a variável resposta apresenta uma assimetria positiva.

Rodrigues-Motta et al. (2015) propõem modelos de regressão para distribuições positivas com

zeros considerando a família exponencial dupla como a componente contínua. Ainda mais

recente, Tomazella et al. (2019) propõem o modelo de regressão zero ajustado reparametrizado

Birnbaum-Saunders.

Neste capítulo apresentamos os modelos de regressão lineares zero ajustado log-simétricas

para valores positivos contínuos e assimétricos que apresentam zeros na variável resposta.

O capítulo se encontra organizado na seguinte forma. Na secção 3.2 é definido o modelo

de regressão lineares zero ajustado log-simétrica, abordando o processo de estimação por

máxima verossimilhança baseado na função escore e a matriz de informação de Fisher para

apresentar o algoritmo de estimação. Estimação intervalar e método de seleção de variáveis

também são apresentados. Resíduos e métodos de diagnósticos são desenvolvidos para avaliar

o modelo proposto. Por último, um conjunto de dados reais é apresentado para aplicar a teoria

desenvolvida.

3.1 MODELO DE REGRESSÃO

Seja 𝑤1, .., 𝑤𝑛 𝑛 realizações independentes das variáveis aleatórias 𝑊𝑖 com função de

densidade dada na Equação (2.2), i.e., 𝑊𝑖 ∼ 𝑍𝐴𝐿𝑆(𝜂𝑖, 𝜑𝑖, 𝜋𝑖, 𝑔(·)) para 𝑖 = 1, ..., 𝑛. A relação

dos parâmetros de interesse (𝜂𝑖, 𝜑𝑖, 𝜋𝑖)⊤ é definida como
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𝑚1(𝜂𝑖) = 𝜉1𝑖 =
𝑀1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗𝛽𝑗 = 𝑋⊤
𝑖 𝛽,

𝑚2(𝜑𝑖) = 𝜉2𝑖 =
𝑀2∑︁
𝑗=1

𝑧𝑖𝑗𝛼𝑗 = 𝑍⊤
𝑖 𝛼,

𝑚3(𝜋𝑖) = 𝜉3𝑖 =
𝑀3∑︁
𝑗=1

𝑑𝑖𝑗𝛾𝑗 = 𝐷⊤
𝑖 𝛾,

(3.1)

em que 𝑥𝑖1, ..., 𝑥𝑖𝑀1 , 𝑧𝑖1, ..., 𝑧𝑖𝑀2 e 𝑑𝑖1, ..., 𝑑𝑖𝑀3 representa os valores de variáveis explicativas

relacionados com 𝜂𝑖, 𝜑𝑖 e 𝜋𝑖, respectivamente; 𝛽 = (𝛽1, ..., 𝛽𝑀1)⊤, 𝛼 = (𝛼1, ..., 𝛼𝑀2)⊤ e

𝛾 = (𝛾1, ..., 𝛾𝑀3)⊤ são vetores de parâmetros de regressão desconhecidos a serem estimados

tais que 𝛽 ∈ R𝑀1, 𝛼 ∈ R𝑀2 e 𝛾 ∈ R𝑀3. As funções de ligações 𝑚𝑘(·) para 𝑘 = 1, 2, 3.

são estritamente monótonas e pelo menos duas vezes diferenciáveis em que 𝑚1 : R+ → R,

𝑚2 : R+ → R e 𝑚3 : (0, 1) → R. 𝑔(·) é a função geradora de densidade que satisfaz as

condições que 𝑔(𝑢) > 0 e
∫︀∞

0 𝑢− 1
2 𝑔(𝑢)𝜕𝑢 = 1 para 𝑢 > 0.

Considerando os parâmetros 𝜃 = (𝛽⊤,𝛼⊤,𝛾⊤)⊤, a função de verosimilhança é dada por

𝐿(𝜃) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑓𝑊𝑖
(𝜂𝑖, 𝜑𝑖, 𝜋𝑖, 𝑔(·)) = 𝐿1(𝛾)𝐿2(𝛽,𝛼), (3.2)

sendo 𝐿1(𝛾) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝜋
𝐼{0}(𝑤𝑖)
𝑖 (1 − 𝜋𝑖)1−𝐼{0}(𝑤𝑖) e 𝐿2(𝛽,𝛼) =

∏︁
𝑖:𝑤𝑖>0

𝑓𝑇𝑖
(𝑤𝑖)1−𝐼{0}(𝑤𝑖) em que os

parâmetros 𝜂𝑖, 𝜑𝑖 e 𝜋𝑖 são funções dos parâmetros a serem estimados 𝛽, 𝛼 e 𝛾, respectivamente,

através de (3.1). Em alguns casos, a função geradora de densidade, 𝑔(·), envolve um parâmetro

extra, 𝜈, que será considerado fixo ou conhecido. Assim, O logaritmo da função verosimilhança

é dada por

ℓ(𝜃) = ℓ(1)(𝛾) + ℓ(2)(𝛽,𝛼), (3.3)

em que

ℓ(1)(𝛾) =
𝑛∑︁

𝑖=1

ℓ𝑖(𝜋𝑖),

ℓ(2)(𝛽,𝛼) =
𝑛∑︁

𝑖=1

ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖),

e
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ℓ𝑖(𝜋𝑖) = 𝐼{0}(𝑤𝑖)log(𝜋𝑖) + [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]log(1 − 𝜋𝑖),

ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖) = [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]{−1
2 log(𝜑𝑖) + log[𝑔(𝑤𝑖

2)] − log(𝑤𝑖)}.
(3.4)

Dado que em (3.2) os vetores de parâmetros (𝛽⊤,𝛼⊤)⊤ e 𝛾 são separáveis (Pace & Salvan,

1997, p. 128) a função de verosimilhança, 𝐿(𝜃) pode ser fatorada em dois termos, uma que

depende do vetor 𝛾 associado a componente discreta que é usado para modelar a probabilidade

de ocorrência de zero na variável resposta e outra que depende de (𝛽⊤,𝛼⊤)⊤ associado a

componente contínua para modelar a distribuição condicional da variável resposta no suporte

R+. Portanto o processo de estimação por máxima verosimilhança pode ser desenvolvido

separadamente para (𝛽⊤,𝛼⊤)⊤ e para o vetor 𝛾.

3.1.1 Função escore

As funções escore de 𝜃 = (𝛽⊤,𝛼⊤,𝛾⊤)⊤ são dadas por U(𝜃) = (U(𝛽)⊤,U(𝛼)⊤,U(𝛾)⊤) =

(𝜕ℓ(𝛽)/𝜕𝛽, 𝜕ℓ(𝛼)/𝜕𝛼, 𝜕ℓ(𝛾)/𝜕𝛾)⊤. Assim, U(𝜃) toma a forma

U(𝜃) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
U𝛾(𝜃)

U𝛼(𝜃)

U𝛽(𝜃)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
D⊤PΔ𝜋(wc − 𝜋*)

1
2Z⊤TΔ𝜑(In − Wc)(s − 1n)

X⊤TD(v)Q(In − Wc)(w+ − 𝜂*)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

em que 𝜂* = (𝜂*
1, ..., 𝜂

*
𝑛)⊤, w+ = (𝑤+

1 , ..., 𝑤
+
𝑛 )⊤, wc = (𝑤𝑐

1, ..., 𝑤
𝑐
𝑛)⊤, (Wc) = diag{𝑤𝑐

1, ..., 𝑤
𝑐
𝑛},

Q = diag{𝑞1, ..., 𝑞𝑛}, D(v) = diag{v1, ..., v𝑛} e a matriz T = diag{1/𝜑1, ..., 1/𝜑𝑛}, 𝜂*
𝑖 =

log(𝜂𝑖), 𝑤𝑐
𝑖 = 𝐼{0}(𝑤𝑖), 𝑞𝑖 = (𝜕𝜂𝑖/𝜕𝜉1𝑖)/𝜂𝑖 com 𝑖 = 1, ..., 𝑛, v≡v+(𝑤̃), em que 𝑤+ e v+(𝑤̃) é

uma função de 𝑤 da forma

𝑤+ =

⎧⎪⎨⎪⎩ log(𝑤), se 𝑤 > 0,

0, se 𝑤 = 0,
v+(𝑤̃) =

⎧⎪⎨⎪⎩ −2𝑔′(𝑤̃2)/𝑔(𝑤̃2), se 𝑤 > 0,

0, se 𝑤 = 0,

em U𝛼(𝜃) temos que s = (v1𝑤
+
1

2
, ..., v𝑛𝑤+

𝑛

2) e Δ𝜑 = diag{𝜕𝜑1/𝜕𝜉21, ..., 𝜕𝜑𝑛/𝜕𝜉2𝑛}. Para a

componente discreta temos que 𝜋* = (𝜋1, ..., 𝜋𝑛)⊤, Δ𝜋 = diag{𝜕𝜋1/𝜕𝜉31, ..., 𝜕𝜋𝑛/𝜕𝜉3𝑛} e
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P = diag{1/[𝜋1(1 − 𝜋1)], ..., 1/[𝜋𝑛(1 − 𝜋𝑛)]}.

𝑤+
𝑖

2
=

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑤𝑖
2, se 𝑤𝑖 > 0,

0, se 𝑤𝑖 = 0,

3.1.2 Informação de Fisher

Seja −𝐿̈𝜃𝜃 a matriz de informação observada de Fisher para 𝜃 em que 𝐿̈𝜃𝜃 = 𝜕2𝑙(𝜃)/𝜕𝜃𝜕𝜃⊤

é a matriz de segundas derivadas em relação aos parâmetros de interesse, assim

𝐿̈𝜃𝜃 =

⎡⎢⎣𝐿̈𝜃1𝜃1 0

0 𝐿̈𝛾𝛾

⎤⎥⎦ , (3.5)

em que 𝐿̈𝜃1𝜃1 e 𝐿̈𝛾𝛾 são matrizes de segundas derivadas de 𝜃1 = (𝛽⊤,𝛼⊤)⊤ e 𝛾 respetivamente,

𝐿̈𝜃1𝜃1 =

⎡⎢⎣𝐿̈𝛽𝛽 𝐿̈𝛽𝛼

𝐿̈𝛼𝛽 𝐿̈𝛼𝛼

⎤⎥⎦ ,
sendo que

𝐿̈𝛾𝛾 = −D⊤𝜓1D, 𝐿̈𝛽𝛽 = −X⊤𝜓2X, 𝐿̈𝛽𝛼 = 𝐿̈⊤
𝛼𝛽 = −X⊤𝜓3Z, 𝐿̈𝛼𝛼 = −Z⊤𝜓4Z,

em que 𝜓𝑘 para 𝑘 = 1, 2, 3, 4 são matrizes diagonais em que cada elemento 𝑖 da sua respectiva

diagonal para 𝑖 = 1, ..., 𝑛, é dado por

𝜓1𝑖 = 1
𝜋𝑖(1 − 𝜋𝑖)

[︂
(𝐼{0}(𝑤𝑖) − 𝜋𝑖)

𝜕2𝜋𝑖

𝜕𝜉2
3𝑖

+ ( 𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

)2[ 2𝜋𝑖 − 1
𝜋𝑖(1 − 𝜋𝑖)

(𝐼{0}(𝑤𝑖) − 𝜋𝑖) − 1]
]︂
,

𝜓2𝑖 = (1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖))
[︂

1
𝜑𝑖

( 𝜕𝜂𝑖

𝜂𝑖𝜕𝜉1𝑖

)2(v𝑖 + v′
𝑖𝑤𝑖) + v𝑖𝑤𝑖√

𝜑𝑖

[ 𝜕
2𝜂𝑖

𝜂𝑖𝜕𝜉2
1𝑖

− ( 𝜕𝜂𝑖

𝜂𝑖𝜕𝜉1𝑖

)2]
]︂
,

𝜓3𝑖 = (1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖))
1
𝜑

3/2
𝑖

( 𝜕𝜂𝑖

𝜂𝑖𝜕𝜉1𝑖

) 𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

[v𝑖𝑤𝑖 + v′
𝑖𝑤𝑖

2/2],

𝜓4𝑖 = (1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖))
[︂
( 𝜕𝜑𝑖

𝜑𝑖𝜕𝜉2𝑖

)2[v𝑖𝑤𝑖 + v′
𝑖𝑤𝑖

2/2]𝑤𝑖/2 + (v𝑖𝑤𝑖
2 − 1)

2𝜑𝑖

[𝜕
2𝜑𝑖

𝜕𝜉2
2𝑖

− 1
𝜑𝑖

( 𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

)2]
]︂
.

(3.6)
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A matriz de informação de Fisher esperada para o vetor de parâmetros 𝜃, K(𝜃), tem a

forma

K(𝜃) =

⎡⎢⎣K𝜃1(𝜃1) 0

0 K𝛾(𝛾)

⎤⎥⎦ , (3.7)

sendo K𝜃1(𝜃1) a matriz de informação de Fisher para 𝜃1 = (𝛽⊤,𝛼⊤)⊤ e K𝛾(𝛾) = K𝛾𝛾 =

D⊤PΔ2
𝜋D a matriz de informação de Fisher para 𝛾. Temos a matriz de informação de Fisher

para 𝜃1 = (𝛽⊤,𝛼⊤)⊤ é dada por

K𝜃1(𝜃1) =

⎡⎢⎣K𝛽𝛽 0

0 K𝛼𝛼

⎤⎥⎦ , (3.8)

em que K𝛽𝛽 = 𝑑𝑔X⊤RTQ2X, K𝛼𝛼 = (𝑓𝑔−1)
4 Z⊤RT2Δ2

𝜑Z e R = diag{𝑟1, ..., 𝑟𝑛} com 𝑟𝑖 =

1−𝜋𝑖 para 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Valores para 𝑑𝑔 e 𝑓𝑔 podem ser encontrados na Tabela 1. Em (3.7) e (3.8),

os parâmetros 𝛽, 𝛼 e 𝛾 são ortogonais, assim, deste fato temos a matriz de informação de Fisher

para 𝜃 é bloco-diagonal, K(𝜃) = diag{K𝛽𝛽,K𝛼𝛼,K𝛾𝛾}. Considere como casos particulares as

funções de ligação 𝑚1(𝜂𝑖) = log(𝜂𝑖), 𝑚2(𝜑𝑖) = log(𝜑𝑖) e 𝑚3(𝜋𝑖) = logit(𝜋𝑖) em que logit(𝜋𝑖) =

log( 𝜋𝑖

1−𝜋𝑖
); temos a função escore de 𝜃 em que U𝛽(𝜃) = X⊤TD(v)(In − Wc)(w+ − 𝜂*),

U𝛼(𝜃) = 1
2Z⊤(In − Wc)(s − 1n) e U𝛾(𝜃) = D⊤(wc − 𝜋*); a matriz de informação de Fisher

para 𝛾, 𝛽 e 𝛼 tem a forma K𝛾(𝛾) = D⊤P−1D, K𝛽𝛽 = 𝑑𝑔X⊤RTX e K𝛼𝛼 = (𝑓𝑔−1)
4 Z⊤RZ,

respectivamente.

3.1.3 Processo de estimação

A estimação de máxima verossimilhança de 𝜃 é feita igualando a função escore a zero e

resolvendo o sistema de equações não lineares, U(𝜃) = 0. Neste caso o sistema de equações

não lineares não apresenta solução analítica fechada sendo necessário algum algoritmo de

otimização não linear para maximizar a função de log-verossimilhança. Um ponto importante, é

que pela separabilidade dos parâmetros, o estimador de máxima verossimilhança de 𝛾 pode ser

obtido independentemente de 𝜃1. Assim, é apresentado dois algoritmos: um para a componente

discreta e outro para a componente contínua.
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Algoritmo 2 - Componente discreta:

Passo 1: Indicar o chute inicial para 𝛾(0)

Passo 2: Iniciar o contador em 𝑙 = 0 e 𝛾(𝑙) = 𝛾(0)

Passo 3: Basado em 𝛾(𝑙) fazer:

𝛾(𝑙+1) = 𝛾(𝑙) +
{︁

D⊤P(l)Δ2
𝜋

(l)D
}︁−1

D⊤P(l)Δ(l)
𝜋 (wc − 𝜋*(l))

Passo 4: Fazer 𝑙 = (𝑙 + 1) e atualizar 𝛾(𝑙)

Passo 5: Fazer passos 3, 4 até certo critério de convergência

Algoritmo 3 - Componente contínua:

Passo 1: Indicar o chute inicial para 𝜃(0)
1

Passo 2: Iniciar o contador em 𝑙 = 0 e 𝜃(𝑙)
1 = 𝜃

(0)
1

Passo 3: Basado em 𝜃
(𝑙)
1 fazer:

𝛽(𝑙+1) = 𝛽(𝑙) + 1
𝑑𝑔

{︁
X⊤RT(l)Q2(l)X

}︁−1
X⊤T(l)D(l)

(v)Q
(l)(In − Wc)(w+ − 𝜂*(l))

𝛼(𝑙+1) = 𝛼(𝑙) + 4
(𝑓𝑔 − 1)

{︁
Z⊤RT2(l)Δ2

𝜑

(l)Z
}︁−1 1

2
Z⊤T(l)Δ(l)

𝜑 (In − Wc)(s(l) − 1n)

Passo 4: Fazer 𝑙 = (𝑙 + 1) e atualizar 𝜃(𝑙)
1

Passo 5: Fazer passos 3, 4 até certo critério de convergência

Foi implementado utilizando as extensões do pacote GAMLSS no Software R, em que o

algoritmo CG (Rigby e Stasinopoulos, 2005) reduz ao algoritmo escore de Fisher.

Como a estimação de 𝜃 é obtida mediante o algoritmo escore de Fisher, então é importante

estabelecer valores inicias para a inicialização desse processo o qual estão fortemente ligados

ao sucesso da convergência. Baseado nos dados, podemos escolher os chutes iniciais para 𝜋,

𝜂 e 𝜑 e consequentemente atribuir valores iniciais aos vetores 𝛾, 𝛽 e 𝛼. Vanegas e Paula

(2016) sugeriram para a classe log-simétrica utilizar como chute inicial para 𝜂 e 𝜑 os EMV
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dos parâmetros de uma log-normal. Desta forma, consideramos os chutes iniciais para 𝜋,

𝜂 e 𝜑, respectivamente, a proporção de zeros na amostra, 𝜂 e 𝜑, em que os dois últimos

são funções dos EMV de 𝑊 |𝐼{0}(𝑊 ) = 0 ∼ 𝐿𝑁(𝜂, 𝜑). Para o critério de convergência, é

necessário estabelecer um critério de parada para o processo iterativo baseado em alguma

medida, por exemplo, quando o valor absoluto das distancias entre as iterações for menor que

uma constante fixada 𝜖,
⃒⃒⃒
𝜃(𝑙)−𝜃(𝑙−1)

𝜃(𝑙−1)

⃒⃒⃒
< 𝜖.

3.1.4 Distribuição assintótica

Seja 𝜃 a estimativa máxima verossimilhança de 𝜃 = (𝛽⊤,𝛼⊤,𝛾⊤)⊤, sob as condições

usuais de regularidade pode se mostrar que 𝜃 é um estimador consistente (ver Cysneiros et al.,

2010; Cox e Hinkley, 1974, Cap. 9), assim, para 𝑛 suficientemente grande temos

√
𝑛(𝜃 − 𝜃) 𝐷−→ 𝒩𝑀1+𝑀2+𝑀3(0,𝐽−1

𝜃𝜃 ); sendo 𝐽𝜃𝜃 = lim
𝑛→∞

K(𝜃)/𝑛

em que 𝒩𝑀1+𝑀2+𝑀3 segue uma distribuição normal 𝑀1 +𝑀2 +𝑀3-variada e K(𝜃)−1 é a matriz

de variância-covariância assintótico de 𝜃. Temos que K(𝜃)−1 é um estimador consistente de

K(𝜃)−1, como K(𝜃) = diag{K𝛽𝛽,K𝛼𝛼,K𝛾𝛾} é uma matriz bloco diagonal, então assintotica-

mente segue que 𝛽 𝐷−→ 𝒩𝑀1(𝛽, K̂𝛽𝛽), 𝛼̂ 𝐷−→ 𝒩𝑀2(𝛼, K̂𝛼𝛼) e 𝛾̂ 𝐷−→ 𝒩𝑀3(𝛾, K̂𝛾𝛾), em que K̂𝛽𝛽,

K̂𝛼𝛼 e K̂𝛾𝛾 são as matrizes invertidas de K̂𝛽𝛽, K̂𝛼𝛼 e K̂𝛾𝛾 , respectivamente. Desta forma pela

normalidade assintótica do estimador de máxima verossimilhança, podemos construir intervalos

de confiança assintóticos para os parâmetros do modelo de regressão. Temos assim,[︂
𝛽𝑗1 − Φ−1(1 − 𝜉

2)(K̂𝛽𝛽

𝑗1𝑗1)1/2, 𝛽𝑗1 + Φ−1(1 − 𝜉

2)(K̂𝛽𝛽

𝑗1𝑗1)1/2
]︂
,

para 𝑗1 = 1, ...,𝑀1,[︂
𝛼̂𝑗2 − Φ−1(1 − 𝜉

2)(K̂𝛼𝛼

𝑗2𝑗2)1/2, 𝛼̂𝑗2 + Φ−1(1 − 𝜉

2)(K̂𝛼𝛼

𝑗2𝑗2)1/2
]︂
,

para 𝑗2 = 1, ...,𝑀2 e[︂
𝛾𝑗3 − Φ−1(1 − 𝜉

2)(K̂𝛾𝛾

𝑗3𝑗3)1/2, 𝛾𝑗3 + Φ−1(1 − 𝜉

2)(K̂𝛾𝛾

𝑗3𝑗3)1/2
]︂
,

para 𝑗3 = 1, ...,𝑀3, são intervalos de confiança assintóticos para 𝛽𝑗1 , 𝛼𝑗2 e 𝛾𝑗3 com um

coeficiente de confiança de 100(1 − 𝜉)%. Para 0 < 𝜉 < 1/2, Φ−1(1 − 𝜉
2) representa o quantil

1 − 𝜉
2 de um normal padrão.
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3.1.5 Teste de razão de verosimilhança

Suponha que o interesse é testar a significância de alguns parâmetros, no qual, pode

ser utilizado como uma forma de avaliar a inclusão ou exclusão de variáveis explanatórias.

Em geral podemos considerar a hipótese 𝐻0 : 𝜃 = 𝜃0 contra 𝐻1 : 𝜃 ̸= 𝜃0, em que 𝜃0 é

um vetor conhecido de dimensão (𝑝 × 1) com 𝑝 = 𝑀1 + 𝑀2 + 𝑀3. A estatística da razão

de verossimilhança 𝜉𝑅𝑉 é dada por 2{ℓ(𝜃) − ℓ(𝜃0)}. Segue que sob 𝐻0 e para amostras 𝑛

suficientemente grande 𝜉𝑅𝑉 converge para uma distribuição qui-quadrada com 𝑝 graus de

liberdade.

3.1.6 Seleção de variáveis explanatórias

Uma vez que o conjunto de variáveis explanatórias está definido para um modelo proposto,

um ponto importante é de saber qual a melhor maneira de obter um modelo reduzido que

estejam só as variáveis explanatórias que melhor possam explicar a variável resposta. Para esse

problema utilizaremos a metodologia do método de Akaike, que para nosso caso, consiste em

obter as melhores variáveis explanatórias para cada parâmetro a ser modelado minimizando a

AIC pela metodologia de abordagem para frente, para melhores detalhes ver Yamashita et al.

(2007). O abordagem StepAIC e a metodologia a seguir para o modelo de regressão ZALS

consiste em

Algoritmo 4 - Abordagem StepAIC:

Passo 1: Modelo nulo: Ajustar o modelo de regressão sem variáveis explanatórias (modelo

nulo) e obter o AIC.

Passo 2: Seleção inicial: Ajustar 𝑘 modelos para as 𝑘 variáveis explanatórias, obter o AIC

para cada modelo e selecionar a variável explanatórias para o modelo que obtenha

o menor AIC que em comparação ao modelo nulo. Se não ter seleção, ir ao passo 5

Passo 3: Seleção de outra variável explanatória: ajustar outros modelos de regressão com a

variável selecionada anterior e selecionar a nova variável que minimize o AIC que

em comparação ao modelo do passo anterior. Se não ter mais seleções, ir ao passo

5, caso contrário ir ao passo 4.
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Passo 4: Deletar variáveis explanatórias insignificantes: comparar o AIC para todos os modelos

com as variáveis explanatórias 𝑥𝑖’s sem a variável 𝑥𝑗 e deletar 𝑥𝑗 se o modelo

obtido obtenha menor AIC. Se não ter mais variáveis insignificantes fazer o passo

3, caso contrario fazer passo 4.

Passo 5: Parar o algoritmo.

Algoritmo 5 - Seleção de variáveis para modelos da classe ZALS:

1. Para a componente discreta, o submodelo 𝜋, construir o modelo em base ao algoritmo

do abordagem StepAIC.

2. Para a componente contínua:

2.1. No submodelo 𝜂, construir o modelo em base ao algoritmo do abordagem StepAIC.

2.2. Dado o submodelo 𝜂, construir o modelo para 𝜑 em base ao algoritmo do abordagem

StepAIC.

Vale a pena dizer que eventualmente algumas variáveis explanatórias ou covariáveis sele-

cionadas podem não ser significativas marginalmente para o nosso modelo estimado. Assim,

podemos utilizar o teste de razão de verossimilhança para avaliar a retirada delas.

3.2 RESÍDUOS E MÉTODOS DE DIAGNÓSTICO

Os métodos de análise de resíduos são usados após ajustar um modelo de regressão para

verificar adequacidade, ou melhor, possíveis afastamentos das suposições feitas ao modelo,

como por exemplo a escolha da função de ligação ou da distribuição da componente aleatória.

3.2.1 Resíduos

Vários tipos de resíduos podem ser encontrados na literatura, Cox e Snell (1968) apresentam

uma forma bastante geral de resíduos. Pregibon (1981) propõe utilizar o componente do desvio

como resíduo para os modelos lineares generalizados. McCullagh (1987) apresenta uma forma

padronizada para o componente do desvio. Dunn e Smith (1996) propõem o resíduo quantílico.

Cysneiros e Paula (2005) e Cysneiros e Vanegas (2008) apresentam resíduos para a classe
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dos modelos de regressão não lineares simétricos, Vanegas e Paula (2015) propõem o resíduo

componente do desvio para os modelos log-simétricos. Recentemente Pereira et al. (2020)

apresentam uma nova classe de resíduos para os modelos de regressão zero ajustados em que

proporciona uma melhor forma de identificar pontos atípicos na componente contínua.

3.2.1.1 Resíduo componente do desvio

Para o nosso modelo de regressão, com três parâmetros a ser modelados, definimos as

funções desvio para 𝜂, 𝜑 e 𝜋.

Resíduo componente do desvio para 𝜂

A função desvio para 𝜂 dado 𝜑 e 𝜋̂ é

𝐷(𝜂|𝜑, 𝜋̂) = 2
𝑛∑︁

𝑖=1

[ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖, 𝜋𝑖) − ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖, 𝜋𝑖)], (3.9)

pela separabilidade dos parâmetros (𝜂⊤, 𝜑⊤)⊤ e 𝜋, a Equação (3.9) pode ser expressada

𝐷(𝜂|𝜑) = 2
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

[ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖) − ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)] =
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

d𝑖(𝜂|𝜑), (3.10)

em que 𝜂𝑖 é a estimativa de máxima verossimilhança de 𝜂𝑖 e 𝜂𝑖 é o valor de 𝜂𝑖 que maximiza

𝑙𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖). Vale notar que a Equação (3.10) coincide com a função dada por Vanegas e Paula

(2015). O resíduo componente de desvio associado a 𝜂 é definido como

𝑡𝜂( ^̃𝑤𝑖) = sinal( ^̃𝑤𝑖)[d𝑖(𝜂|𝜑)]1/2, para 𝑤𝑖 > 0. (3.11)

Substituindo o valor de 𝜂𝑖 por 𝑤𝑖, obtemos, d𝑖(𝜂|𝜑) = 2log[𝑔(0)/𝑔( ^̃𝑤2
𝑖 )].

Resíduo componente do desvio para 𝜑

A função de desvio para 𝜑 dado 𝜂 é definido por

𝐷(𝜑|𝜂) = 2
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

[ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖) − ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)] =
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

d𝑖(𝜑|𝜂), (3.12)
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em que 𝜑𝑖 é o valor de 𝜑𝑖 que maximiza ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖). Portanto, d𝑖(𝜑|𝜂) = 2log[𝑔(𝜚2)/𝑔( ^̃𝑤2
𝑖 )] −

log[ ^̃𝑤2
𝑖 /𝜚

2]. ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖) tem só um ponto crítico, logo 𝜚 é a solução da equação v(𝜚)𝜚2 = 1. O

resíduo componente de desvio associado a 𝜑 é dado por

𝑡𝜑( ^̃𝑤𝑖) = sinal( ^̃𝑤𝑖)[d𝑖(𝜑|𝜂)]1/2, para 𝑤𝑖 > 0, (3.13)

as Equações (3.11) e (3.13) coincidem com os resíduos propostos por Vanegas e Paula (2015).

Resíduo componente do desvio para 𝜋̂

A função de desvio para 𝜋̂ pode ser obtido separadamente através do logaritmo da função

de verosimilhança da componente discreta e é dado por

𝐷(𝜋̂) = 2
𝑛∑︁

𝑖=1

[ℓ𝑖(𝜋𝑖) − ℓ𝑖(𝜋𝑖)] =
𝑛∑︁

𝑖=1

d𝑖(𝜋̂), (3.14)

em que 𝜋𝑖 é o valor de 𝜋𝑖 que maximiza ℓ𝑖(𝜋𝑖). Assim d𝑖(𝜋̂) = 2{(𝐼{0}(𝑤𝑖)log[𝐼{0}(𝑤𝑖)/𝜋𝑖] +

[1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]log[(1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖))/(1 − 𝜋𝑖)]}. Todavia, quando 𝐼{0}(𝑤𝑖) = 0 ou 𝐼{0}(𝑤𝑖) = 1,

o i-ésimo termo, d𝑖(𝜋̂), vale −2log[1 − 𝜋𝑖] ou −2log[𝜋𝑖], respectivamente. Assim o resíduo

componente de desvio associado a 𝜋̂ é dado por

𝑡𝜋𝑖
=

⎧⎪⎨⎪⎩ −(−2log[1 − 𝜋𝑖])1/2, se 𝐼{0}(𝑤𝑖) = 0,

(−2log[𝜋𝑖])1/2, se 𝐼{0}(𝑤𝑖) = 1.

3.2.1.2 Resíduo quantílico

Seja 𝐹𝑊 (𝑤) a função de distribuição acumulada definida na Equação 2.1. Assim, consi-

derando 𝐹 contínua no intervalo 𝑤𝑖 > 0, segue que 𝐹𝑊 (𝑤) é uniformemente distribuída no

intervalo unitário. Portanto, o resíduo quantílico basado em Dunn e Smyth (1996), 𝑡𝑄(𝑤𝑖), é

expressado por

𝑡𝑄(𝑤𝑖) =

⎧⎪⎨⎪⎩ Φ−1[𝑢𝑖], se 𝑤𝑖 = 0,

Φ−1[𝐹𝑊 (𝑤𝑖)], se 𝑤𝑖 > 0,

em que Φ é a distribuição acumulada de uma normal padronizada e 𝑢𝑖 é uma variável

uniformemente distribuída no intervalo (0, 𝜋𝑖).
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3.2.1.3 Resíduo ZAR

De acordo com Pereira et al. (2020) o resíduo quantal apresenta limitações quando a 𝑤𝑖

é muito próximo a zero e a probabilidade, 𝜋𝑖, é em torno de 0,5, pois o valor de 𝑡𝑄(𝑤𝑖) será

negativo e o valor absoluto não será grande. Assim, Pereira et al. (2020), propuseram uma

classe de resíduos muito mais sensível no sentido de identificar pontos atípicos nos modelos de

regressão zero ajustado que em comparação a outros resíduos usualmente utilizados. A classe

de resíduos para modelos zero ajustados (ZAR) é uma função de qualquer resíduo definido

para a componente contínua e da probabilidade estimada da observação assumir zero.

𝑡*(𝑤𝑖) =

⎧⎪⎨⎪⎩ Φ−1[Φ(𝑡𝑖)(1 − 𝜋𝑖)], se 𝑡𝑖 < 0,

Φ−1[𝜋𝑖 + Φ(𝑡𝑖)(1 − 𝜋𝑖)], se 𝑡𝑖 > 0,
(3.15)

em que 𝑡𝑖 é qualquer tipo de resíduo para a componente contínua da variável resposta. Assim, a

Equação (3.15) representa uma classe de resíduos para os modelos de regressão zero ajustados.

3.2.2 Influência Global

Outro aspecto importante é a identificação de observações influentes nas estimativas de

máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo proposto. Assim, uma forma de identificar

as observações influentes, baseia-se na metodologia proposta por Cook (1977) para os modelos

lineares de resposta normal, denominada modelo de deleção de casos (CDM). Esta metodologia

consiste em avaliar o impacto nas estimativas dos parâmetros do modelo através de uma

medida de distância quando a 𝑖−ésima observação é excluída, 𝜃(𝑖), através do afastamento da

verossimilhança

𝐿𝐷(𝜃(𝑖)) = 2{ℓ(𝜃) − ℓ(𝜃(𝑖))},

em que ℓ(𝜃) e ℓ(𝜃(𝑖)) é o logaritmo da função de verossimilhança para os dados completos e

excluindo a observação 𝑖, respectivamente. Pelo alto custo computacional que pode requerer

estimar 𝜃(𝑖) para 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, podemos obter uma aproximação de 𝜃(𝑖) maximizando uma apro-

ximação de ℓ(𝑖)(𝜃), o logaritmo da função de verossimilhança excluindo a 𝑖−ésima observação.

Seja a expansão de Taylor até a segunda ordem de ℓ(𝑖)(𝜃) em torno de 𝜃 dada por

ℓ(𝑖)(𝜃) ≈ ℓ(𝑖)(𝜃) + (𝜃 − 𝜃)⊤U(𝑖)(𝜃) − 1
2(𝜃 − 𝜃)⊤(−𝐿̈(𝑖)

𝜃𝜃
)(𝜃 − 𝜃),
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em que U(𝑖)(𝜃) e 𝐿̈(𝑖)
𝜃𝜃 são o vector escore e a matriz de informação de Fisher observada avaliados

na estimativa de máxima verossimilhança, respectivamente, excluída a 𝑖−ésima observação.

Esta aproximação sugerida por Pregibon (1981), denominada de aproximação a um passo,

consiste em tomar a primeira iteração do processo iterativo pelo método de Scoring de Fisher.

A expressão acima atinge o máximo quando

𝜃𝐼
(𝑖) = 𝜃 − 𝐿̈

(𝑖)−1
𝜃𝜃

U(𝑖)(𝜃).

Substituindo −𝐿̈(𝑖)
𝜃𝜃 pelo seu valor esperado K(𝜃)(𝑖), logo 𝜃𝐼

(𝑖) pode ser expressado como

𝜃𝐼
(𝑖) = 𝜃 + K(𝜃)(𝑖)−1U(𝑖)(𝜃).

Após algumas manipulações algébricas, temos

𝜃𝐼
(𝑖) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛾𝐼

(𝑖)

𝛼̂𝐼
(𝑖)

𝛽𝐼
(𝑖)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛾 − 𝑐

(𝜋)
𝑖 |𝜃(D⊤P̂Δ̂2

𝜋D)−1Di/(1 − ℎ̂
(𝜋)
𝑖𝑖 )

𝛼̂− 𝑐
(𝜑)
𝑖 |𝜃(Z⊤R̂T̂2Δ̂2

𝜑Z)−1Zi/(1 − ℎ̂
(𝜑)
𝑖𝑖 )

𝛽 − 𝑐
(𝜂)
𝑖 |𝜃(X⊤R̂T̂Q̂2X)−1Xi/(1 − ℎ̂

(𝜂)
𝑖𝑖 )

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.16)

sendo que Xi
⊤, Zi

⊤ e Di
⊤ são a 𝑖−ésima linha de X, Z e D, além, tem-se que 𝑐(𝜂)

𝑖 = 1
𝑑𝑔

[1 −

𝐼{0}(𝑤𝑖)](𝑤𝑖/
√
𝜑𝑖)v(𝑤𝑖)(𝜕𝜂𝑖/(𝜂𝑖𝜕𝜉1𝑖)), 𝑐(𝜑)

𝑖 = 2
(𝑓𝑔−1) [1−𝐼{0}(𝑤𝑖)](v(𝑤𝑖)𝑤𝑖

2−1)(𝜕𝜑𝑖/(𝜑𝑖𝜕𝜉2𝑖)),

𝑐
(𝜋)
𝑖 = (𝐼{0}(𝑤𝑖)−𝜋𝑖)

𝜋𝑖(1−𝜋𝑖) (𝜕𝜋𝑖/𝜕𝜉3𝑖), ℎ
(𝜂)
𝑖𝑖 = 1

𝜑𝑖
(1 − 𝜋𝑖)(𝜕𝜂𝑖/(𝜂𝑖𝜕𝜉1𝑖))2X⊤

i (X⊤RTQ2X)−1Xi,

ℎ
(𝜑)
𝑖𝑖 = (1−𝜋𝑖)(𝜕𝜑𝑖/(𝜑𝑖𝜕𝜉2𝑖))2Z⊤

i (Z⊤RT2Δ2
𝜑Z)−1Zi e ℎ(𝜋)

𝑖𝑖 = (𝜕𝜋𝑖/(𝜕𝜉3𝑖))2

𝜋𝑖(1−𝜋𝑖) D⊤
i (D⊤PΔ2

𝜋D)−1Di.

Podemos obter uma aproximação para 𝐿𝐷(𝜃(𝑖)) de segunda ordem de Taylor, obtendo

𝐿𝐷(𝜃(𝑖)) ≈ (𝜃(𝑖) − 𝜃)⊤[−𝐿̈𝜃𝜃](𝜃(𝑖) − 𝜃). (3.17)

Neste trabalho no lugar de −𝐿̈𝜃𝜃 consideramos o valor esperado K(𝜃). Substituindo (3.16)

em (3.17) obtemos uma aproximação para 𝐿𝐷(𝜃(𝑖)) que pode ser expressa como

𝐿𝐷(𝜃𝐼
(𝑖)) ≈ (𝜃𝐼

(𝑖) − 𝜃)⊤K(𝜃)(𝜃𝐼
(𝑖) − 𝜃),

dado que os estimadores de máxima verossimilhança de 𝛽, 𝛼 e 𝛾 são assintoticamente inde-

pendentes, podemos usar a expressão acima para mostrar que o efeito da 𝑖−ésima observação

na estimativa de 𝛽, 𝛼 e 𝛾 pode ser expressada como
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𝐿𝐷(𝛽𝐼
(𝑖)) = 1

𝑑𝑔(1 − 𝜋̂𝑖)
[1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)] ^̃𝑤2

𝑖 v2( ^̃𝑤𝑖)
ℎ̂

(𝜂)
𝑖𝑖

(1 − ℎ̂
(𝜂)
𝑖𝑖 )2

,

𝐿𝐷(𝛼̂𝐼
(𝑖)) = 1

(𝑓𝑔 − 1)(1 − 𝜋̂𝑖)
[1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)](v( ^̃𝑤𝑖) ^̃𝑤2

𝑖 − 1)2 ℎ̂
(𝜑)
𝑖𝑖

(1 − ℎ̂
(𝜑)
𝑖𝑖 )2

,

𝐿𝐷(𝛾𝐼
(𝑖)) =

(𝐼{0}(𝑤𝑖) − 𝜋̂𝑖)2

𝜋̂𝑖(1 − 𝜋̂𝑖)
ℎ̂

(𝜋)
𝑖𝑖

(1 − ℎ̂
(𝜋)
𝑖𝑖 )2

,

pode ser observar que quando {𝑤𝑖 = 0}, 𝐿𝐷(𝛽𝐼
(𝑖)) = 0 e 𝐿𝐷(𝛼̂𝐼

(𝑖)) = 0.

Gráficos de 𝐿𝐷(𝛽𝐼
(𝑖)), 𝐿𝐷(𝛼̂𝐼

(𝑖)) e 𝐿𝐷(𝛾𝐼
(𝑖)) contra os índices das observações são reco-

mendados para detetar pontos aberrantes.

3.2.3 Influência Local

Influência local tem como objetivo verificar o efeitos de pequenas perturbações no modelo

e/ou nos dados por meio de algum tipo de perturbação. Caso tais perturbações causarem

variações desproporcionais, isto indica que pode haver indícios de que o modelo esteja mal

ajustado ou com problemas de afastamento das suposições feitas para o mesmo.

Cook (1986) propôs avaliar a influência das observações sob pequenas perturbações nos

dados ou no modelo através do estudo da curvatura normal do afastamento da verossimilhança.

Conhecido como influência local, nesta mesma direção, Lawrence (1988) investigou a aplicação

de influência local nos modelos lineares com parâmetros na transformação da resposta, Paula

(1993) aplica influência local em modelos lineares com restrições, Galea, Paula e Cysneiros

(2005) desenvolveram influência local em modelos de regressão simétricos, Vanegas e Paula

(2015) aplicaram influência local para os modelos log-simétricos, Tomazella et al. (2019)

desenvolveram influência local utilizando o esquema de perturbação de casos ponderados para

o modelos de regressão zero ajustado reparametrizado Birnbaum-Saunders, recentemente,

Queiroz e Lemonte (2020) propuseram influência local para os esquemas de perturbação de

casos ponderados e nas variáveis explanatórias para uma classe de modelos de regressão para

taxas e proporções.

Seja o vetor de perturbações 𝜔 = (𝜔1, ..., 𝜔𝑛)⊤ e 𝑙(𝜃) o logaritmo da função de verossi-

milhança. A medida de influência mais conhecida é o afastamento da verossimilhança dada

por

𝐿𝐷(𝜔) = 2{ℓ(𝜃) − ℓ(𝜃𝜔)} ≥ 0,
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em que 𝜃 e 𝜃𝜔 denota as estimativas de máxima verossimilhança sob o modelo não perturbado

e perturbado, respectivamente.

A sugestão de Cook (1986) é estudar o comportamento do afastamento da verossimilhança,

𝐿𝐷(𝜔) = 2{ℓ(𝜃) − ℓ(𝜃𝜔)}, em torno ao vetor de não perturbação 𝜔0 através da curvatura

normal da linha projetada 𝐿𝐷(𝜔0 + 𝑎ℓ), em que 𝑎 ∈ R e ℓ é um vetor unitário, ou seja,

||ℓ|| = 1. Assim, Cook (1986) mostra que a curvatura normal pode ser expressada numa forma

geral dada por

𝐶ℓ(𝜃) = 2|ℓ⊤Δ⊤𝐿̈−1
𝜃𝜃 Δℓ|,

em que Δ é uma matriz de dimensão (𝑀1 +𝑀2 +𝑀3) × 𝑛 dada por Δ = 𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)/𝜕𝜃𝜕𝜔

avaliada em 𝜃 e 𝜔0.

Cook (1986) sugere utilizar o autovetor, ℓ𝑚𝑎𝑥, correspondente ao maior autovalor 𝐶ℓ𝑚𝑎𝑥

da matriz 𝐹 = −Δ⊤𝐿̈−1
𝜃𝜃 Δ. O gráfico de índices de ℓ𝑚𝑎𝑥 contra a ordem das observações

pode mostrar os pontos que exercem maior influência nas estimativas de 𝜃 mediante pequenas

perturbações. Contudo, é possível avaliar a influência local para um subvetor do vetor de

parâmetro 𝜃, por exemplo, se o interesse é somente no vetor da componente discreta 𝛾, nesse

caso a curvatura normal fica dada por

𝐶ℓ(𝛾) = 2|ℓ⊤Δ⊤(𝐿̈−1
𝜃𝜃 − 𝐿1)Δℓ|,

em que

𝐿1 =

⎡⎢⎣0 0

0 𝐿̈−1
𝜃1𝜃1

⎤⎥⎦ ,
em que 𝜃1 = (𝛽⊤,𝛼⊤)⊤.

Outra alternativa, proposta por Escobar e Meeker (1992), consiste em tomar como medida

de influência os elementos da diagonal principal 𝐹 . Lesaffre e Verbeke (1998) sugerem em

avaliar a curvatura normal na direção da 𝑖−ésima observação. Essa curvatura é denominada e

dada por 𝐶𝑖 = 2|Δ⊤
𝑖 𝐿̈

−1
𝜃𝜃 Δ𝑖|, em que Δ𝑖 é a 𝑖−ésima coluna da matriz Δ. Assim, é sugerido

um gráfico de 𝐶𝑖 versus o índice, e que as observações tais que 𝐶𝑖 > 2𝐶 tenham uma atenção

especial.

Neste estudo, apresentamos dois esquemas de perturbação nos modelos lineares zero ajustado

log-simétricas: perturbação de casos ponderados e perturbação nas variáveis explanatórias. No

caso de perturbação na variável resposta, não é possível obter uma forma de perturbar por

causa da variável resposta ser semi-contínua.
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3.2.3.1 Perturbação de casos ponderados

Seja o vetor de perturbações 𝜔 = (𝜔1, ..., 𝜔𝑛)⊤. A função de log-verossimilhança perturbada

é dada por

ℓ(𝜃|𝜔) = ℓ(1)(𝛾|𝜔) + ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔) (3.18)

é a função de log-verossimilhança perturbada em que,

ℓ(1)(𝛾|𝜔) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖ℓ𝑖(𝜋𝑖), ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖),

em que ℓ𝑖(𝜋𝑖) e ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖) são as funções de log-verossimilhança definidas em (3.4). Para o

esquema de perturbação de casos ponderados, o vetor de não perturbação é 𝜔0 = (1, 1, ..., 1)⊤

e a matriz Δ é dada por

Δ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Δ𝛾

Δ𝛼

Δ𝛽

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
D⊤P̂Δ̂𝜋ℰ̂

1
2Z⊤T̂Δ̂𝜑(In − Wc)(D̂(v)D̂2

(𝑤̃) − In)

X⊤T̂1/2D̂(v)Q̂(In − Wc)D̂(𝑤̃)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.19)

em que D̂(𝑤̃) corresponde a D(𝑤̃) = diag{𝑤+
1 −𝜂*

1√
𝜑1

, ..., 𝑤+
𝑛 −𝜂*

𝑛√
𝜑𝑛

}, ℰ̂ corresponde a ℰ = diag{(𝐼{0}(𝑤1)−

𝜋1), ..., (𝐼{0}(𝑤𝑛) − 𝜋𝑛)} avaliados no estimador de máxima verossimilhança de 𝜃 e 𝜔0. Para

maiores detalhes ver Apêndice B.

3.2.3.2 Perturbação nas variáveis explanatórias

Nesta seção apresentamos a perturbação nas variáveis explanatórias de forma aditiva, o

esquema será dividido em: perturbação nas variáveis explanatórias individualmente e simultane-

amente.

Perturbação nas variáveis explanatórias individualmente

Perturbação individual nas variáveis explanatórias da componente discreta

Considere o esquema em que é adicionado um vetor de perturbação a uma variável

explanatória particular da componente discreta, 𝑑𝑗, ponderado por um fator de escala 𝑠𝑑𝑗
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podendo ser o desvio padrão, ou seja,

𝑑𝑖𝑗𝜔 = 𝑑𝑖𝑗 + 𝜔𝑖𝑠𝑑𝑗
, 𝑖 = 1, ..., 𝑛;

a perturbação leva ao esquema em que 𝑚3(𝜋𝑖𝜔) = D⊤
𝑖𝜔𝛾 e D𝑖𝜔 = (𝑑𝑖1, ..., 𝑑𝑖𝑗 +𝜔𝑖𝑠𝑑𝑗

, ..., 𝑑𝑖𝑀3)⊤.

Logo, o logaritmo da função de verossimilhança perturbada assume a forma

ℓ(𝜃) = ℓ(1)(𝛾|𝜔) + ℓ(2)(𝛽,𝛼),

em que ℓ(1)(𝛾|𝜔) =
∑︀𝑛

𝑖=1 ℓ𝑖(𝜋𝑖𝜔), aqui ℓ(2)(𝛽,𝛼) é desprezível. Logo, depois de algumas

manipulações algébricas, avaliando em 𝛾𝑗 e no vetor de não perturbação 𝜔0 = (0, ..., 0)⊤

obtemos

Δ𝛾 = 𝑠𝑑𝑗
{F1P̂Δ̂𝜋ℰ̂ + 𝛾𝑗D⊤𝜓1},

em que F1 é uma matriz 𝑀3 ×𝑛 de zeros com uns na 𝑗−ésima linha, 𝜓1 é uma matriz diagonal

definida na Equação (3.6).

Perturbação individual nas variáveis explanatórias da componente contínua do sub-

modelo associado a 𝜂

Agora, considere o esquema em que é adicionado um vetor de perturbação a uma variável

explanatória particular da componente contínua do submodelo associado a 𝜂 ponderado por

um fator de escala 𝑠𝑥𝑝 podendo ser o desvio padrão, i.e,

𝑥𝑖𝑝𝜔 = 𝑥𝑖𝑝 + 𝜔𝑖𝑠𝑥𝑝 , 𝑖 = 1, ..., 𝑛;

a perturbação leva ao esquema em que 𝑚1(𝜂𝑖𝜔) = X⊤
𝑖𝜔𝛽 e X𝑖𝜔 = (𝑥𝑖1, ..., 𝑥𝑖𝑝+𝜔𝑖𝑠𝑥𝑝 , ..., 𝑥𝑖𝑀1)⊤.

Logo, o logaritmo da função de verossimilhança perturbada assume a forma

ℓ(𝜃) = ℓ(1)(𝛾) + ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔),

em que ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔) =
∑︀𝑛

𝑖=1 ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖), aqui ℓ(1)(𝛾) é desprezível. Logo, depois de algumas

manipulações algébricas, avaliando em 𝜃1 e no vetor de não perturbação 𝜔0 = (0, ..., 0)⊤

obtemos

Δ𝜃1 =

⎡⎢⎣
Δ𝛼

Δ𝛽

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣
𝑠𝑥𝑝𝛽𝑝Z⊤𝜓3

𝑠𝑥𝑝{F2T̂1/2D̂(v)Q̂(In − Wc)D̂(𝑤̃) + 𝛽𝑝X⊤𝜓2}
⎤⎥⎦ ,

em que F2 é uma matriz 𝑀1 × 𝑛 de zeros com uns na 𝑝−ésima linha, 𝜓2 e 𝜓3 são matrizes

diagonais definidas na Equação (3.6).
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Perturbação individual nas variáveis explanatórias da componente contínua do sub-

modelo associado a 𝜑

De forma análoga, considere o esquema em que é adicionado um vetor de perturbação

a uma variável explanatória particular da componente contínua do submodelo associado a 𝜂

ponderado por um fator de escala 𝑠𝑧𝑞 podendo ser o desvio padrão, i.e,

𝑧𝑖𝑞𝜔 = 𝑧𝑖𝑞 + 𝜔𝑖𝑠𝑧𝑞 , 𝑖 = 1, ..., 𝑛;

a perturbação leva ao esquema em que 𝑚2(𝜑𝑖𝜔) = Z⊤
𝑖𝜔𝛼 e Z𝑖𝜔 = (𝑧𝑖1, ..., 𝑧𝑖𝑞 +𝜔𝑖𝑠𝑧𝑞 , ..., 𝑧𝑖𝑀2)⊤.

Logo, o logaritmo da função de verossimilhança perturbada assume a forma

ℓ(𝜃) = ℓ(1)(𝛾) + ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔),

em que ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔) =
∑︀𝑛

𝑖=1 ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖𝜔), aqui também ℓ(1)(𝛾) é desprezível. Logo, depois

de algumas manipulações algébricas, avaliando em 𝜃1 e no vetor de não perturbação 𝜔0 =

(0, ..., 0)⊤ obtemos

Δ𝜃1 =

⎡⎢⎣
Δ𝛼

Δ𝛽

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣
𝑠𝑧𝑞{1

2F3T̂Δ̂𝜑(In − Wc)(D̂(v)D̂2
(𝑤̃) − In) + 𝛼𝑞Z⊤𝜓4}

𝑠𝑧𝑞𝛼𝑞X⊤𝜓3

⎤⎥⎦ ,
em que F3 é uma matriz 𝑀2 ×𝑛 de zeros com uns na 𝑞−ésima linha, 𝜓4 é uma matriz diagonal

definida na Equação (3.6).

Perturbação nas variáveis explanatórias simultaneamente

Perturbação simultânea nas variáveis explanatórias da componente contínua

Considere o esquema em que é adicionado um vetor de perturbação a uma variável

explanatória particular da componente contínua do submodelo associado a 𝜂, e considere

também que é feito o mesmo para o submodelo associado a 𝜑, assim, o esquema de ponderações

é definido como

𝑥𝑖𝑝𝜔 = 𝑥𝑖𝑝 + 𝜔𝑖𝑠𝑥𝑝 ,

𝑧𝑖𝑞𝜔 = 𝑧𝑖𝑞 + 𝜔𝑖𝑠𝑧𝑞 ,

para qualquer 𝑝 = 1, ...,𝑀1 e 𝑞 = 1, ...,𝑀2. Contudo, neste caso se considera que 𝑥𝑝 ≠ 𝑧𝑞. Essa

perturbação leva ao esquema em que 𝑚1(𝜂𝑖𝜔) = X⊤
𝑖𝜔𝛽, X𝑖𝜔 = (𝑥𝑖1, ..., 𝑥𝑖𝑝 + 𝜔𝑖𝑠𝑥𝑝 , ..., 𝑥𝑖𝑀1)⊤,
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𝑚2(𝜑𝑖𝜔) = Z⊤
𝑖𝜔𝛼 e Z𝑖𝜔 = (𝑧𝑖1, ..., 𝑧𝑖𝑞 + 𝜔𝑖𝑠𝑧𝑞 , ..., 𝑧𝑖𝑀2)⊤. Logo, o logaritmo da função de

verossimilhança perturbada assume a forma

ℓ(𝜃) = ℓ(1)(𝛾) + ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔),

em que ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔) =
∑︀𝑛

𝑖=1 ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖𝜔), aqui também ℓ(1)(𝛾) é desprezível. Logo, depois

de algumas manipulações algébricas, avaliando em 𝜃1 e no vetor de não perturbação 𝜔0 =

(0, ..., 0)⊤ obtemos

Δ𝜃1 =

⎡⎢⎣
Δ𝛼

Δ𝛽

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣
𝑠𝑧𝑞{1

2F3T̂Δ̂𝜑(In − Wc)(D̂(v)D̂2
(𝑤̃) − In) + 𝛼𝑞Z⊤𝜓4} + 𝑠𝑥𝑝𝛽𝑝Z⊤𝜓3

𝑠𝑥𝑝{F2T̂1/2D̂(v)Q̂(In − Wc)D̂(𝑤̃) + 𝛽𝑝X⊤𝜓2} + 𝑠𝑧𝑞𝛼𝑞X⊤𝜓3

⎤⎥⎦ ,
em que F2 é uma matriz 𝑀1 ×𝑛 de zeros com uns na 𝑝−ésima linha, F3 é uma matriz 𝑀2 ×𝑛

de zeros com uns na 𝑞−ésima linha.

Perturbação simultânea nas variáveis explanatórias da componente discreta e con-

tínua

Agora, considere o esquema em que é adicionado um vetor de perturbação a uma variável

explanatória particular da componente discreta, considere-se também que é perturbado uma

variável explanatória da componente contínua associado a componente 𝜂 assim também, a

componente 𝜑, i.e,

𝑥𝑖𝑝𝜔 = 𝑥𝑖𝑝 + 𝜔𝑖𝑠𝑥𝑝 ,

𝑧𝑖𝑞𝜔 = 𝑧𝑖𝑞 + 𝜔𝑖𝑠𝑧𝑞 ,

𝑑𝑖𝑗𝜔 = 𝑑𝑖𝑗 + 𝜔𝑖𝑠𝑑𝑗
,

para qualquer 𝑝 = 1, ...,𝑀1, 𝑞 = 1, ...,𝑀2 e 𝑗 = 1, ...,𝑀3. Contudo, neste caso se considera

que 𝑥𝑝 ̸= 𝑧𝑞 ̸= 𝑑𝑗. O logaritmo da função de verossimilhança assume a forma

ℓ(𝜃) = ℓ(1)(𝛾|𝜔) + ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔),

Depois de algumas manipulações, avaliando no vetor de não perturbação 𝜔0 = (0, ..., 0)⊤

e em 𝜃 obtemos

Δ𝜃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Δ𝛾

Δ𝛼

Δ𝛽

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑠𝑑𝑗

{F1P̂Δ̂𝜋ℰ̂ + 𝛾𝑗D⊤𝜓1}

𝑠𝑧𝑞{1
2F3T̂Δ̂𝜑(In − Wc)(D̂(v)D̂2

(𝑤̃) − In) + 𝛼𝑞Z⊤𝜓4} + 𝑠𝑥𝑝𝛽𝑝Z⊤𝜓3

𝑠𝑥𝑝{F2T̂1/2D̂(v)Q̂(In − Wc)D̂(𝑤̃) + 𝛽𝑝X⊤𝜓2} + 𝑠𝑧𝑞𝛼𝑞X⊤𝜓3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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3.2.4 Alavancagem Generalizada

A ideia principal de pontos de alavanca é avaliar a influência de 𝑤𝑖 sobre o próprio valor

predito (veja, por exemplo, Welsh, 1978; Cook e Weisberg, 1982; Laurent e Cook, 1992; Wei,

Hu e Fung, 1998; Galea, Paula e Cysneiros, 2005). Uma forma de medir essa influência é por

meio da derivada 𝜕𝑤𝑖/𝜕𝑤𝑖, que coincide com ℎ𝑖𝑖 no caso normal linear, em que ℎ𝑖𝑖 representa

a 𝑖−ésimo elemento da diagonal de projeção, conhecida como matriz hat. Wei, Hu e Fung

(1998) propuseram uma simples mas poderoso expressão para 𝜕𝑤𝑖/𝜕𝑤𝑖, desenvolvendo uma

forma explícita para alavancagem.

Seja o vetor 𝑤 = (𝑤1, ..., 𝑤𝑛)⊤ de respostas observadas com densidade de probabilidade

𝑓𝑊 (𝑤,𝜃) ,definida em (2.2). Denotamos por 𝜃 = 𝜃(𝑤) a estimativa de máxima verossimi-

lhança de 𝜃 e por 𝜇 o vetor de valores esperados, então 𝑤̂ = 𝜇(𝜃) é o vetor de respostas

preditas. Para o nosso caso, pode haver interesse em três medidas de pontos de alavanca, a

influência de 𝑤𝑖 em 𝜋̂𝑖 representada por 𝜕𝜋̂𝑖

𝜕𝑤𝑖
, a influência de 𝑤𝑖 em 𝜂𝑖 representada por 𝜕𝜂𝑖

𝜕𝑤𝑖
e a

influência de 𝑤𝑖 em 𝜑𝑖 representada por 𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑤𝑖
. Pela propriedade da separabilidade dos parâmetros

𝜃1 = (𝛽⊤,𝛼⊤)⊤ e 𝛾, podemos obter a matriz de medidas de alavancagem generalizada de

pontos de alavanca 𝜕𝜋̂𝑖

𝜕𝑤𝑖
dada por

𝐺𝐿𝜋(𝛾̂) = {𝐷𝜋
𝛾 (−𝐿̈𝛾𝛾)−1𝐿̈𝛾𝑤*}|𝛾 (3.20)

em que 𝐷𝜋
𝛾 = 𝜕𝜋/𝜕𝛾⊤, 𝐿̈𝛾𝑤* = 𝜕2ℓ(𝛾)/𝜕𝛾𝜕𝑤*⊤ e 𝑤* = (𝐼{0}(𝑤1), ..., 𝐼{0}(𝑤𝑛))⊤. Observe

que em (3.20) envolve só a componente discreta.

A matriz de medidas de alavancagem generalizada de pontos de alavanca 𝜕𝜂𝑖

𝜕𝑤𝑖
e 𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑤𝑖
pode

ser expressa como

𝐺𝐿𝜂(𝜃1) = {𝐷𝜂
𝜃1

(−𝐿̈𝜃1𝜃1)−1𝐿̈𝜃1𝑤}|𝜃1
, 𝐺𝐿𝜑(𝜃1) = {𝐷𝜑

𝜃1
(−𝐿̈𝜃1𝜃1)−1𝐿̈𝜃1𝑤}|𝜃1

,

respectivamente, em que 𝐷𝜂
𝜃1

= (𝐷𝜂
𝛽,𝐷

𝜂
𝛼) = (𝜕𝜂/𝜕𝛽⊤, 𝜕𝜂/𝜕𝛼⊤), 𝐷𝜑

𝜃1
= (𝐷𝜑

𝛽 ,𝐷
𝜑
𝛼) =

(𝜕𝜑/𝜕𝛽⊤, 𝜕𝜑/𝜕𝛼⊤), 𝐿̈𝜃1𝜃1 = 𝜕2ℓ(𝜃1)/𝜕𝜃1𝜕𝜃
⊤
1 definida em (3.5) e 𝐿̈𝜃1𝑤 = 𝜕2(𝜃1)/𝜕𝜃1𝜕𝑤

⊤.

Segundo o Apêndice C, matricialmente temos 𝐷𝜋
𝛾 = Δ𝜋D, 𝐷𝜂

𝜃1
= (Q(In − Wc)X,0),

𝐷𝜑
𝜃1

= (0,Δ𝜑(In − Wc)Z)

𝐿̈𝛾𝑤 = D⊤Φ1, 𝐿̈𝜃1𝑤 =

⎡⎢⎣
𝐿̈𝛼𝑤

𝐿̈𝛽𝑤

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣
Z⊤Φ3

X⊤Φ2

⎤⎥⎦ ,
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sendo Δ𝜋, Q e Δ𝜑 definidas em (3.1.1), Φ1, Φ2 e Φ3 são matrizes diagonais em que cada

elemento 𝑖 da respectiva diagonal para 𝑖 = 1, ..., 𝑛, é dado por

Φ1𝑖 = 1
𝜋𝑖(1 − 𝜋𝑖)

( 𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

),

Φ2𝑖 = (1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖))
[︂

1
𝑤𝑖𝜑𝑖

( 𝜕𝜂𝑖

𝜂𝑖𝜕𝜉1𝑖

)(v𝑖 + v′
𝑖𝑤𝑖)

]︂
,

Φ3𝑖 = (1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖))
[︂

1
𝑤𝑖

√
𝜑𝑖

( 𝜕𝜑𝑖

𝜑𝑖𝜕𝜉2𝑖

)[v𝑖𝑤𝑖 + v′
𝑖𝑤𝑖

2/2]
]︂
.

3.3 APLICAÇÃO

O objetivo deste capítulo é apresentar e ilustrar como os modelos lineares zero ajustado log-

simétricas se aplicam a um conjunto de dados reais. Para obter as estimativas dos parâmetros

foi usado as extensões do pacote GAMLSS implementado pelo autor no software R.

Descrição do banco de dados

O banco de dados foi obtido através de um estudo longitudinal denominado Young Lives,

que trata sobre aspectos sócio econômicos tais como gastos em saúde, educação, qualidade de

vida, entre outros para identificar as causas ou consequências da pobreza infantil realizado nos

países de Etiópia, Índia, Peru e Vietnã. Foram realizadas 5 rodadas até o momento (2002, 2006,

2009, 2013 e 2016) nos quais estão disponíveis no repositório UK Data Service. Cada rodada

teve como finalidade estudar o mesmo grupo de crianças através de uma série de entrevistas

baseadas em questionários.

A finalidade da presente aplicação é de identificar as variáveis que influenciam com os

gastos em educação dos adolescentes que residem no Peru. A idade frequente para um aluno

terminar o ensino secundário no Peru é de 16 anos, assim, foi considerado a rodada 3 (Boyden,

2018) já que a idade dos adolescentes foi de 14 a 15 anos, sendo uma idade frequente e

obrigatária para estudar. As rodadas 4 e 5 consideram jovens maiores de 18 anos em que não

necessariamente tem a obrigação de estudar. Além disso, pela natureza dos dados, não foi

considerado os estudos nos anos 2002 e 2006, rodada 1 e 2, já que requere-se modelagem

para dados longitudinais sendo uma diferente metodologia dos modelos propostos. Inicialmente,

consideramos uma amostra de 678 adolescentes e realizamos um pré-processamento de dados
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tal como remover as observações faltantes, resultando em uma amostra final de 661 indivíduos.

A variável resposta de interesse é definida como gastos totais em educação sendo a soma dos

gastos diretos e indiretos destinado à educação de adolescentes. Vale a pena dizer que os

valores zeros indicam que o adolescente não apresentou despesas em educação no momento do

estudo.

As variáveis que foram consideradas para o estudo são

1. Resposta (𝑦): gasto total (diretos e indiretos) individual da pessoa em educação no ano

2009 em milhares de soles.;

2. IM: índice sobre a qualidade da moradia do adolescente;

3. IC: índice sobre o consumo de bens duráveis da moradia do adolescente;

4. ME: número de pessoas menores de 18 anos que moram na mesma moradia e que

estudam (sem considerar o indivíduo da amostra);

5. Sexo: 0 = masculino, 1 = feminino;

6. CA: se um adolescente estuda na capital 0 = sim, 1 = não;

7. AE: número de anos de estudo formal do adolescente até o ano 2009.

Análise exploratória de dados

Temos 661 adolescentes com 53% sendo do sexo masculino, 75% estudam na capital e

tem entre 14 e 15 anos de idade. 49 adolescente não tiveram gastos em educação no ano

2009, representando 7,41%. Na Tabela 9 encontra-se algumas medidas descritivas das variáveis

contínuas utilizadas na análise. Note-se que a variável resposta apresenta um alto grau de

curtose, uma forte assimetria e alguns valores atípicos (veja a Figura 10).
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Tabela 9 – Medidas de resumo das variáveis contínuas.(IIQ = Intervalo interquartil)

Medida 𝑦>0 IM IC ME AE

Mínimo 0,050 0,004 0,000 0,000 2,000
Quartil 1 1,172 0,270 0,333 0,000 8,000
Mediana 2,050 0,510 0,500 1,000 9,000
Média 3,699 0,460 0,464 1,207 8,649
Quartil 3 3,250 0,763 0,667 2,000 10,000
Máximo 49,000 0,884 1,000 6,000 11,000
Desvio padrão 5,466 0,237 0,217 1,078 1,396
IIQ 2,078 0,493 0,333 2,000 2,000
Assimetria 3,728 0,058 -0,097 0,868 -1,391
Curtose 20,018 1,876 2,155 3,660 5,634
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Figura 10 – Gráfico de frequência (a) e boxplot ajustado (b) aos gastos totais em educação
em adolescentes do Peru no ano 2009.

Na Figura 11 apresentam os box-plots dos gastos totais em educação por categoria das

demais variáveis explicativas não contínuas. Na Figura 11(a) observa-se que o valor máximo

do gasto em educação está presente no sexo masculino, além disso o valor mediano é similar

para ambos sexos. Na Figura 11(b) é possível notar que para as pessoas que moram na capital,

apresentam maiores gastos em educação e maior variabilidade em comparação com uma pessoa

que não mora na capital. Destaca-se a Figura 11(c), correspondente à variável ME, quanto

maior o número de menores que estudam na moradia, menor é o gasto em educação no
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adolescente; observamos também, na Figura 11(d), que quanto maior os anos de escolaridade

maior os gastos em educação e maior variabilidade.
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Figura 11 – Boxplots para gastos em educação de acordo ao sexo (a), capital (b), menores
que estudam (c) e anos de escolaridade (d).

A Figura 12 apresenta os gráficos de dispersão dos gastos com educação por índice de

moradia e de consumo. Podemos notar um aumento nos gastos quando o índice de moradia e

o índice de consumo aumentam, além disso também há um aumento da variabilidade por faixa

observada.
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Figura 12 – Diagramas de dispersão em relação aos gastos em educação de acordo ao índice
de moradia (a) e índice de consumo (b).

Ajuste do modelo

Dado a natureza da variável resposta com um comportamento assimétrico e a presença de

zeros consideramos cinco modelos de regressão, zero ajustado gama (ZAGA), zero ajustado

gaussiana inversa (ZAIG), zero ajustado log-normal (ZALN), zero ajustado log-t-Student

(ZALSt) e zero ajustado log-exponencial-potência (ZALPE) para explicar a relação com as

variáveis explicativas. A metodologia a seguir para o modelagem consistiu em duas etapas uma

que envolve a parte discreta (𝜋) e outra parte contínua (𝜂 ou 𝜇, 𝜎 ou 𝜑). Estas partes foram

feitas independentes devido a propriedade da separabilidade. Em ambas partes descrevemos a

estrutura sistemática da componente mediante o critério AIC de seleção de variáveis.

Foi usada a parametrização de casela de referência para as variáveis do tipo categóricas,

tomando como referência ao sexo feminino e a uma pessoa que mora na capital. Em uma

primeira etapa, modelamos a componente discreta e seguinte modelamos a parte contínua.

Modelo para a componente discreta

O submodelo para a componente discreta tem como objetivo explicar a probabilidade de um

aluno ter efetuado gastos em educação em função de algumas variáveis explanatórias. Como o

submodelo para 𝜋 é estimado separadamente dos parâmetros correspondentes a componente

contínua, as estimativas de máxima verosimilhança para o submodelo 𝜋 será o mesmo para

todos os modelos ajustados. O submodelo modelo para a parte discreta é dada por
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log
(︂

𝜋𝑖

1 − 𝜋𝑖

)︂
= 𝜉3𝑖,

em que

𝜉3𝑖 =𝛾0 + 𝛾1IM𝑖 + 𝛾2IC𝑖 + 𝛾3ME𝑖 + 𝛾4Sexo𝑖 + 𝛾5CA𝑖 + 𝛾6AE𝑖,

Sexo𝑖 assume zero para um indivíduo 𝑖 com sexo masculino ou um para o sexo feminino e CA𝑖

assume zero para uma indivíduo 𝑖 que mora na capital ou um caso contrário para 𝑖 = 1, ..., 661.

A Tabela 10 apresenta as estimativas de máxima verossimilhança para a componente discreta.

Tabela 10 – Estimativas de máxima verossimilhança para a componente discreta ajustado aos
dados de gastos em educação.

Parâmetro

𝛾0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6

Estimativa 6,649 -1,409 -1,170 -0,250 -0,394 -0,485 -0,967
Erro padrão 1,086 0,958 1,013 0,154 0,371 0,425 0,128

O critério AIC para seleção de variáveis sugeriu que a variável AE estivesse presente no

modelo. Sendo assim, consideramos o teste da razão de verossimilhança para as hipótese

𝐻0 : 𝛾* = 0 contra 𝐻1 : pelo menos 𝛾𝑗 ̸= 0, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, 5 em que 𝛾* = (𝛾1, 𝛾2, 𝛾3𝛾4, 𝛾5)⊤, o

valor do teste deu 𝜉𝑅𝑉 = 7, 385 com um 𝑝−valor de 0,194, assim no modelo final só a variável

AE foi incluído para a componente discreta. A Tabela 11 apresenta as estimativas do modelo

final para a componente discreta.

Tabela 11 – Estimativas de máxima verossimilhança para a componente discreta com as
variáveis selecionadas ajustadas aos dados de gastos em educação.

Parâmetro

𝛾0 𝛾6

Estimativa 5,283 -1,001
Erro padrão 0,841 0,115

Modelo para a componente contínua

Para a componente contínua, iniciamos a modelagem do parâmetro de localização 𝜇 para

os modelos ZAGA e ZAIG e 𝜂 para os modelos da classe log-simétrica através da função de

ligação log em que log(·)=𝜉1𝑖. Os preditores lineares para o correspondente parâmetro é dado

por:
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𝜉1𝑖 =𝛽0 + 𝛽1IM𝑖 + 𝛽2IC𝑖 + 𝛽3ME𝑖 + 𝛽4Sexo𝑖 + 𝛽5CA𝑖 + 𝛽6AE𝑖,

para 𝑖 = 1, ..., 661. Para o caso de distribuições ZALPE e ZALSt, os parâmetros extras foram

considerado fixo mas desconhecido. Para a escolha desse parâmetro consideramos uma faixa

de valores e selecionamos o valor do parâmetro associado ao modelo com menor valor de AIC,

sendo que para o modelo ZALSt foi considerado um intervalo de valores 𝜈 = [3; 15] e para o

modelo ZALPE foi considerado 𝜈 = [−0, 9; 0, 9]. O valor do parâmetro extra selecionado foi

de 𝜈 = 4 e 𝜈 = 0, 8 para o modelo de regressão ZALSt e para a ZALPE, respectivamente. A

Tabela 12 apresenta as estimativas de máxima verossimilhança para a componente contínua

dos modelos considerados.

Tabela 12 – Estimativas de máxima verossimilhança (erro padrão) para o submodelo da com-
ponente contínua 𝜂 e 𝜇 dos modelos ajustados aos dados de gastos em educação.

Parâmetro Modelo

ZAGA ZAIG ZALN ZALSt ZALPE
𝛽0 -0,829 -0,907 -0,781 -0,606 -0,612

(0,275) (0,291) (0,301) (0,265) (0,240)
𝛽1 0,454 0,402 0,349 0,291 0,359

(0,167) (0,219) (0,181) (0,159) (0,138)
𝛽2 2,029 1,917 1,686 1,497 1,371

(0,195) (0,254) (0,211) (0,185) (0,161)
𝛽3 -0,102 -0,060 -0,106 -0,125 -0,113

(0,031) (0,032) (0,035) (0,031) (0,030)
𝛽4 -0,044 -0,039 0,079 0,060 0,037

(0,067) (0,086) (0,071) (0,063) (0,054)
𝛽5 0,001 -0,038 0,074 0,067 0,040

(0,092) (0,105) (0,097) (0,085) (0,074)
𝛽6 0,104 0,116 0,072 0,068 0,072

(0,030) (0,033) (0,033) (0,029) (0,025)

Pode-se observar a presença de parâmetros não significativas em todos os modelos apre-

sentados, do qual, se observou que em comum os parâmetros 𝛽4 e 𝛽5 correspondentes as

variáveis Sexo e CA não foram significativas a um nível de 10% de significância. O critério

AIC sugeriu que só as variáveis Sexo e CA não devem estar presente nos cinco modelos de

regressão ajustados. A Tabela 13 apresenta as estimativas dos parâmetros para o submodelo

final da componente contínua 𝜂 e 𝜇.
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Tabela 13 – Estimativas de máxima verossimilhança (erro padrão) para o submodelo final
da componente contínua 𝜂 e 𝜇 dos modelos ajustados aos dados de gastos em
educação.

Parâmetro Modelo

ZAGA ZAIG ZALN ZALSt ZALPE
𝛽0 -0,944 -1,058 -0,825 -0,570 -0,585

(0,240) (0,295) (0,258) (0,232) (0,203)
𝛽1 0,433 0,435 0,312 0,300 0,304

(0,160) (0,215) (0,173) (0,151) (0,138)
𝛽2 1,991 1,996 1,584 1,398 1,359

(0,173) (0,227) (0,188) (0,163) (0,151)
𝛽3 -0,077 -0,056 -0,098 -0,118 -0,107

(0,028) (0,033) (0,032) (0,028) (0,025)
𝛽6 0,114 0,124 0,090 0,074 0,076

(0,028) (0,034) (0,030) (0,027) (0,026)

Em seguida ajustamos o submodelo para o parâmetro 𝜓, em que 𝜓 = 𝜑 para os modelos

ZALN, ZALSt e ZALPE e 𝜓 = 𝜎 para ZAGA e ZAIG. Vale a pena dizer que o modelagem de

𝜓 envolve superdispersão, 𝜓 é encargado de modelar a dispersão relativa para os modelos da

classe log-simétrica e dispersão para ZAGA e ZAIG. Temos que submodelo completo é dado

por

log(𝜓𝑖) = 𝜉2𝑖 = 𝛼0 + 𝛼1IM𝑖 + 𝛼2IC𝑖 + 𝛼3ME𝑖 + 𝛼4Sexo𝑖 + 𝛼5CA𝑖 + 𝛼6AE𝑖,

Inicialmente, verificamos a hipótese de dispersão variável, as hipóteses consideradas são

𝐻0 : 𝛼* = 0 contra 𝐻1 : pelo menos 𝛼𝑗 ≠ 0, 𝑗 = 1, ..., 6 em que 𝛼* = (𝛼1, ..., 𝛼6)⊤. A Tabela

14 apresenta os valores das estatísticas de razão de verossimilhança com seus respectivos

𝑝−valores do qual podemos observar que há indício, ao nível de significância de 1%, de dispersão

variável nos cinco modelos de regressão.

Tabela 14 – Valor da estatística de razão de verossimilhança e 𝑝−valor para o respectivo teste
de hipótese nos modelos de regressão ajustados ao dados de gastos em educação.

ZAGA ZAIG ZALN ZALSt ZALPE
𝜉𝑅𝑉 41,19 36,00 37,57 35,79 26,12
𝑝−valor < 0, 01 < 0, 01 < 0, 01 < 0, 01 < 0, 01

A Tabela 15 apresenta as estimativas dos parâmetros com as variáveis selecionadas em

cada modelo de regressão correspondente ao segundo parâmetro da componente contínua.
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Tabela 15 – Estimativas de máxima verossimilhança (erro padrão) para o submodelo da com-
ponente contínua 𝜑 e 𝜎 dos modelos ajustados aos dados de gastos em educação.

Parâmetro Modelo

ZAGA ZAIG ZALN ZALSt ZALPE
𝛼0 -0,376 0,054 -0,582 -2,652 -2,502

(0,088) (0,101) (0,184) (0,569) (0,202)
𝛼2 0,514 -0,762 0,988 1,444 1,527

(0,144) (0,160) (0,306) (0,377) (0,359)
𝛼4 -0,116 -0,225 -0,274 -0,316 -0,272

(0,053) (0,059) (0,115) (0,152) (0,154)
𝛼5 -0,160 -0,179 -0,321 – –

(0,075) ( 0,082) (0,153) – –
𝛼6 – – – 0,138 –

– – – (0,068) –

Análise de resíduo

As Figuras 13-17 apresentam diferentes gráficos para os resíduos do tipo quantílico para os

modelos ZAGA, ZAIG, ZALN, ZALSt e ZALPE, respectivamente. Podemos ver que para os

diferentes modelos ajustados não há evidencia de afastamento das suposições, mas podemos

observar que para os valores ajustados contra o resíduo para os modelos ZAGA e ZAIG há

uma ligeira tendência, uma variabilidade menor do resíduo a medida que os valores ajustados

aumentam. Os resíduos para os modelos ZAGA, ZAIG e ZALN apresentam um comportamento

leptocúrtica, já para os modelos ZALSt e ZALPE apresentam um comportamento mesocúrtico.

Podemos observar nos gráficos normal de probabilidade que só no modelo ZAGA existe um ligeiro

afastamento na cauda direita, já para os outros modelos, podemos ver que não apresentam

nenhum comportamento inusual.
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Figura 13 – Resíduo do tipo quantílico do modelo ZAGA ajustado aos dados de gastos em
educação.
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Figura 14 – Resíduo do tipo quantílico do modelo ZAIG ajustado aos dados de gastos em
educação.
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Figura 15 – Resíduo do tipo quantílico do modelo ZALN ajustado aos dados de gastos em
educação.
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Figura 16 – Resíduo do tipo quantílico do modelo ZALSt ajustado aos dados de gastos em
educação.
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Figura 17 – Resíduo do tipo quantílico do modelo ZALPE ajustado aos dados de gastos em
educação.
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A tabela 16 apresenta alguma medidas de adequacidade tais como tais como −2log(𝐿̂),

AIC, BIC e pseudo 𝑅2 para cada modelo ajustado podendo observar que o modelo ZALPE tem

os menores valores para as medidas mencionadas e o segundo maior pseudo 𝑅2, logo o modelo

ZALPE foi o que se ajustou melhor aos dados de gastos em educação.

Tabela 16 – Valores do −2log(𝐿̂), AIC e BIC para os modelos considerados ajustados aos
dados de gastos em educação.

Modelo de regressão

ZAGA ZAIG ZALN ZALSt ZALPE
−2log(𝐿̂) 2753,002 2792,975 2699,653 2661,195 2659,105
AIC 2775,002 2814,975 2721,653 2683,195 2679,105
BIC 2824,433 2864,407 2771,084 2732,626 2724,043
pseudo 𝑅2 0,471 0,353 0,368 0,369 0,370

Análise de resíduos e diagnóstico para o modelo selecionado

Resíduos

O análise de resíduos proposta neste trabalho consistiu em avaliar os resíduos da componente

continua e discreta do modelo selecionado ZALPE sob o resíduo componente do desvio e o

resíduo ZAR mediante diferentes gráficos. O resíduo componente do desvio teve como objetivo

avaliar o ajuste individualmente em cada submodelo 𝜋, 𝜂 e 𝜑, já o resíduo ZAR permitiu avaliar

o ajuste e identificar pontos atípicos na componente contínua associado ao ajuste do parâmetro

𝜃1. Na Figura 18 é apresentado os valores ajustados contra os resíduos componente do desvio e

também os gráficos normais de probabilidade com envelope para cada componente ajustado no

modelo de regressão ZALPE. As Figuras 18(a), 18(c) e 18(e) correspondentes aos componentes

𝜂, 𝜑 e 𝜋, respectivamente, mostram que os resíduos não apresentaram nenhuma tendência

sistemática e apresentaram uma aleatoriedade em torno do zero. Já nos gráficos normais de

probabilidade com envelope indicam que não há evidência de afastamento das suposições para

as três componentes do modelo ZALPE mas pode-se observar um ligeiro afastamento na cauda

esquerda correspondente ao resíduo componente do desvio para o submodelo 𝜂. Por último,

valores ajustados de 𝜂 contra os resíduos e gráfico normal de probabilidade com envelope

para o resíduo ZAR são apresentados na Figura 19, da mesma forma, observamos que não há

evidência de afastamento das suposições e de pontos atípicos.
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Figura 18 – Gráfico de valores ajustados contra resíduo componente do desvio (a), (c), (e) e
gráfico normal de probabilidade com envelope (b), (d), (f) para a componente
contínua e discreto ajustados aos dados de gastos em educação.
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Figura 19 – Gráfico de valores ajustados contra resíduos do tipo ZAR (a) e gráfico normal de
probabilidade com envelope (b) para a componente contínua ajustado aos dados
de gastos em educação.

Influência global e local

Avaliamos a influência global mediante gráficos de índice contra 𝐿𝐷(𝜃𝐼
1(𝑖)), 𝐿𝐷(𝛾𝐼

(𝑖))

e 𝐿𝐷(𝜃𝐼
(𝑖)) para os parâmetros da componente contínua, componente discreta e no geral,

respectivamente, apresentados na Figura 20. Assim, o ponto #303 aparece como possivelmente

influente nos parâmetros da componente contínua, os pontos #225, #400 e #407 aparecem

como observações possivelmente influentes nos parâmetros da componente discreta, já no geral,

notamos os pontos #225, #303 e #400. Por último, avaliamos a influência dos pontos nas

estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros mediante o esquema de perturbação de

casos ponderados para os parâmetros da componente discreta (Figura 21(a)) e componente

contínua (Figura 21(b)). Considere-se como potencialmente pontos influentes aquelas que

estejam com uma distância desproporcional dos demais. Verificamos que os pontos destacados

nesse gráficos são os mesmos destacados na análise de influência global.
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Figura 20 – Gráfico de influência global para a componente discreta (a), componente contínua
(b) e geral (c) para o modelo ajustado aos dados dos gastos totais em educação
em adolescentes do Peru no ano 2009.
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Figura 21 – Gráfico de influência local ponderação de casos para a componente discreta (a),
componente contínua (b) e geral (c) para o modelo ajustado aos dados dos gastos
totais em educação em adolescentes do Peru no ano 2009.

Alavancagem generalizado

Nas Figura 22(a), 22(b) e 22(c) é apresentado os pontos de alavancagem para o ajuste de

𝜋, 𝜂 e 𝜑, respectivamente. A partir dessas figura, nota-se que as observações #315, #538 e

#303 aparecem com alta alavancagem. Observamos de novo a presença do ponto #303 para

a componente contínua especificamente para o ajuste de 𝜑.
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(a) (b) (c)

Figura 22 – Gráfico de pontos de alavanca generalizados para 𝜋 (a), 𝜂 (b) e 𝜑 (c) para o
modelo ajustado aos dados dos gastos totais em educação em adolescentes do
Peru no ano 2009.

A seguir, A fim de verificar o impacto da retirada de cada ponto, ajustamos modelos sem a

presença do ponto e verificamos a variação percentual dada por VR =
(︁
𝜃−𝜃(𝑖)

𝜃

)︁
em que 𝜃 e 𝜃(𝑖)

são as estimativas de máxima verossimilhanca no modelo completo e no modelo sem a 𝑖−ésima

observação. A Tabela 17 apresenta as estimativas e a variação percentual para os modelos

ajustados sem as observações #225, #303 e #400 individual e coletivamente. Vale a pena

dizer que os pontos #225 e #400 são observações possivelmente influentes para os parâmetros

da componente discreta, assim, podemos observar que ao momento de retirar os pontos #225

e #400 os parâmetros correspondentes ao componente contínua não apresenta muita mudança

sendo próximo a 0% (* significa que o impacto porcentual em absoluta é < 0, 001%), já para

os parâmetros da componente discreta, as novas estimativas apresentam uma maior mudança

porcentual, ainda mais ao retirar o ponto #225 sendo que para o parâmetro 𝛾6 correspondente

a variável AE tem uma mudança de 2,36% em relação a estimativa sem retirar a observação.

As estimativas dos parâmetros 𝛼2 e 𝛼4 apresentam maior mudanças ao momento de retirar o

ponto #303 com 8,384% e 14,07% de variação, respectivamente.

Tendo em vista que os pontos #225, #303 e #400 foram destacados em todas análises,

apresentamos as características de cada um, a saber:

#225: É uma observação que se destaca para a componente discreta, o indivíduo tem

um ano de escolaridade de 9 anos, representando o valor máximo quando o estudante não

apresenta gastos educativos.

#303: É uma observação que se destaca para a componente contínua, assim observando a

variável IM, o indivíduo tem um valor menor do que o primeiro quartil com um valor de 0,269;
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acontece o mesmo para a variável IC, com um valor de 0,167. Para a variável ME o valor foi

de 1, próximo a zero e para a variável AE apresenta um valor de 8, sendo o limite dos 25%

menores.

#400: Também é uma observação que se destaca para a componente discreta, o indivíduo

tem um ano de escolaridade de 8 anos, um valor próximo ao máximo quando o estudante não

apresenta gastos educativos.
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4 CONCLUSÕES

Na presente dissertação, inicialmente foi proposta uma nova classe de distribuições zero

ajustada log-simétrica, sendo a estrutura da nova classe composta por uma componente

discreta distribuída por uma bernoulli e uma componente contínua sendo esta última a classe

log-simétrica. Foi apresentado a estimação pontual e intervalar dos parâmetros e um estudo

de simulação para três distribuições pertencentes a classe, a saber, ZALN, ZALSt e ZALPE,

sob diferentes cenários concluíram que os estimadores de máxima verossimilhança para os

parâmetros da componente contínua chegam a ser afetados pela proporção de zeros, mas

apresentam um bom desempenho para amostras grandes.

Na segunda etapa deste trabalho foi proposto uma classe de modelos de regressão linear

bastante flexível. Foi obtido a função escore assim como a a matriz de informação de Fisher,

as estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros foi desenvolvido mediante um

processo iterativo de estimação. Foi apresentado 3 tipos de resíduos: componente de desvio

(Pregibon, 1981), quantílico (Dunn e Smyth, 1996) e ZAR (Pereira et al., 2020). O resíduo

componente de desvio, bastante utilizado para os modelos lineares generalizados e adaptado

para este trabalho, avalia as suposições em cada componente a ser modelado. O resíduo

quantílico avalia as suposições globalmente e o resíduo zero ajustado (ZAR) foi desenvolvido

pelas limitações do resídio quantílico para a detecção de pontos atípicos no componente

contínuo. Outro ponto que representa uma importante contribuição foi propor medidas de

diagnóstico sob o enfoque de influência global, local e alavancagem generalizada.

Por último, no contexto prático, foi discutido um exemplo com um conjunto de dados

reais sobre despesas educativas em adolescentes entre 14 a 15 anos de idade no Peru, 2009.

Foi ajustado cinco modelos de regressão a saber: ZAGA, ZAIG, ZALN, ZALSt e ZALPE; os

modelos ZAGA e ZAIG. Selecionamos o modelo que ajustou-se melhor aos dados com base as

medidas −2log(𝐿̂), AIC e BIC. A análise de resíduos mostrou evidências que o modelo está

adequado e o análise de diagnóstico evidenciou alguns pontos influentes em que os pontos #225

e #400 destacam para a componente discreta e o ponto #303 destaca para a componente

contínua. O ponto #225 apresenta um valor máximo de anos de escolaridade, já o ponto #400

apresenta um valor de 8 anos de escolaridade, sendo bem próximo ao máximo. O ponto #303

em particular apresenta um índice de moradia menor do que o primeiro quartil, um valor de 8

anos de escolaridade pertencendo ao limite dos 25% menores.
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APÊNDICE A – PRIMEIRAS E SEGUNDAS DERIVADAS DOS MODELOS

LINEARES ZERO AJUSTADO LOG-SIMÉTRICAS

A.1 OBTENÇÃO DA FUNÇÃO ESCORE

O vetor escore é obtido derivando a função de log-verossimilhança em relação a cada

parâmetro assim para 𝑗1 = 1, ...,𝑀1, 𝑗2 = 1, ...,𝑀2 e 𝑗3 = 1, ...,𝑀3 temos que

U𝛽𝑗1
=
𝜕ℓ(2)(𝛽,𝛼)

𝜕𝛽𝑗1

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝛽𝑗1

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

{︂
𝑔′(𝑤𝑖

2)(2𝑤𝑖)
𝑔(𝑤𝑖

2)

(︂
−1√
𝜑𝑖𝜂𝑖

)︂}︂
𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝑥𝑖𝑗1

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

v(𝑤𝑖)
log(𝑤𝑖/𝜂𝑖)

𝜂𝑖𝜑𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝑥𝑖𝑗1

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

v(𝑤𝑖)
log(𝑤𝑖) − log(𝜂𝑖)

𝜂𝑖𝜑𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝑥𝑖𝑗1

U𝛼𝑗2
=
𝜕ℓ(2)(𝛽,𝛼)

𝜕𝛼𝑗2

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝛼𝑗2

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

{︂
− 1

2𝜑𝑖

+ 𝑔′(𝑤𝑖
2)(2𝑤𝑖)

𝑔(𝑤𝑖
2)

(︂
−𝑤𝑖

2

2𝜑𝑖

)︂}︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝑧𝑖𝑗2

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

[︂
1

2𝜑𝑖

]︂
(v(𝑤𝑖)𝑤𝑖

2 − 1) 𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝑧𝑖𝑗2

U𝛾𝑗3
=
𝜕ℓ(1)(𝛾)
𝜕𝛾𝑗3

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕ℓ𝑖(𝜋𝑖)
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝛾𝑗3

=
𝑛∑︁

𝑖=1

[︂
𝐼{0}(𝑤𝑖)
𝜋𝑖

−
1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)

1 − 𝜋𝑖

]︂
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝑑𝑖𝑗3

=
𝑛∑︁

𝑖=1

[︂
𝐼{0}(𝑤𝑖) − 𝜋𝑖

𝜋𝑖(1 − 𝜋𝑖)

]︂
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝑑𝑖𝑗3
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A.2 SEGUNDAS DERIVADAS

A matriz de segundas derivadas da função de log-verossimilhança para 𝑝1 = 1, ...,𝑀1,

𝑝2 = 1, ...,𝑀2 e 𝑝3 = 1, ...,𝑀3. Pela separabilidade dos parâmetros dos componentes contínuo

e discretos segue que U𝛾𝑗3 𝛽𝑗1
= 0 e U𝛾𝑗3 𝛼𝑗2

= 0

Para o componente discreto temos que

U𝛾𝑗3 𝛾𝑝3
=
𝜕2ℓ(1)(𝛾)
𝜕𝛾𝑗3𝜕𝛾𝑝3

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝜋𝑖

(︂
𝜕ℓ𝑖(𝜋𝑖)
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝛾𝑗3

)︂
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝛾𝑝3

=
𝑛∑︁

𝑖=1

{︃
𝜕2ℓ𝑖(𝜋𝑖)
𝜕𝜋2

𝑖

(︂
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

)︂2

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜋𝑖)
𝜕𝜋𝑖

(︂
𝜕

𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

)︂
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

}︃
𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝛾𝑗3

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝛾𝑝3

=
𝑛∑︁

𝑖=1

{︃
𝜕2ℓ𝑖(𝜋𝑖)
𝜕𝜋2

𝑖

(︂
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

)︂2

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜋𝑖)
𝜕𝜋𝑖

𝜕2𝜋𝑖

𝜕𝜉2
3𝑖

}︃
𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝛾𝑗3

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝛾𝑝3

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓1𝑖𝑑𝑖𝑗3𝑑𝑖𝑝3 .

Para o componente contínuo temos que

U𝛽𝑗1 𝛽𝑝1
=
𝜕2ℓ(2)(𝛽,𝛼)
𝜕𝛽𝑗1𝜕𝛽𝑝1

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

𝜕

𝜕𝜂𝑖

(︂
𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝛽𝑗1

)︂
𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝛽𝑝1

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

{︃
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)

𝜕𝜂2
𝑖

(︂
𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

)︂2

+ 𝜕𝑙𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜂𝑖

(︂
𝜕

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

)︂
𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

}︃
𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝛽𝑗1

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝛽𝑝1

=
𝑛∑︁

𝑖=1

[1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
{︃
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)

𝜕𝜂2
𝑖

(︂
𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

)︂2

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜂𝑖

𝜕2𝜂𝑖

𝜕𝜉2
1𝑖

}︃
𝑥𝑖𝑗1𝑥𝑖𝑝1

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓2𝑖𝑥𝑖𝑗1𝑥𝑖𝑝1 ,

U𝛽𝑗1 𝛼𝑝2
=
𝜕2ℓ(2)(𝛽,𝛼)
𝜕𝛽𝑗1𝜕𝛼𝑝2

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

𝜕

𝜕𝜑𝑖

(︂
𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝛽𝑗1

)︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝛼𝑝2

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

{︂
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜂𝑖𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

}︂
𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝛽𝑗1

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝛼𝑝2

=
𝑛∑︁

𝑖=1

[1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
{︂
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜂𝑖𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

}︂
𝑥𝑖𝑗1𝑧𝑖𝑝2

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓3𝑖𝑥𝑖𝑗1𝑥𝑖𝑝1 ,
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U𝛼𝑗2 𝛼𝑝2
=
𝜕2ℓ(2)(𝛽,𝛼)
𝜕𝛼𝑗2𝜕𝛼𝑝2

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

𝜕

𝜕𝜑𝑖

(︂
𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝛼𝑗2

)︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝛼𝑝2

=
∑︁

𝑖:𝑤𝑖>0

{︃
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)

𝜕𝜑2
𝑖

(︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

)︂2

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜑𝑖

(︂
𝜕

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

)︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

}︃
𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝛼𝑗2

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝛼𝑝2

=
𝑛∑︁

𝑖=1

[1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
{︃
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)

𝜕𝜑2
𝑖

(︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

)︂2

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜑𝑖

𝜕2𝜑𝑖

𝜕𝜉2
2𝑖

}︃
𝑧𝑖𝑗2𝑧𝑖𝑝2

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜓4𝑖𝑧𝑖𝑗2𝑧𝑖𝑝2 ;

em que

𝜓1𝑖 =
{︃
𝜕2ℓ𝑖(𝜋𝑖)
𝜕𝜋2

𝑖

(︂
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

)︂2

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜋𝑖)
𝜕𝜋𝑖

𝜕2𝜋𝑖

𝜕𝜉2
3𝑖

}︃
,

𝜓2𝑖 = [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
{︃
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)

𝜕𝜂2
𝑖

(︂
𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

)︂2

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜂𝑖

𝜕2𝜂𝑖

𝜕𝜉2
1𝑖

}︃
,

𝜓3𝑖 = [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
{︂
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜂𝑖𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

}︂
,

𝜓4𝑖 = [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
{︃
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)

𝜕𝜑2
𝑖

(︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

)︂2

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖)
𝜕𝜑𝑖

𝜕2𝜑𝑖

𝜕𝜉2
2𝑖

}︃
.
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APÊNDICE B – INFLUÊNCIA LOCAL

B.1 PERTURBAÇÃO DE CASOS PONDERADOS

No esquema de perturbação de casos ponderados temos a função de log-verossimilhança

perturbada ℓ(𝜃|𝜔) = ℓ(1)(𝛾|𝜔) + ℓ(2)(𝛽, 𝛼|𝜔), em que:

ℓ(1)(𝛾|𝜔) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖ℓ𝑖(𝜋𝑖)

ℓ(2)(𝛽, 𝛼|𝜔) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖).

Em base ao Apêndice A, temos a 𝑖−ésima linha de Δ para 𝑗1 = 1, ...,𝑀1, 𝑗2 = 1, ...,𝑀2 e

𝑗3 = 1, ...,𝑀3 é dada por:

𝜕2ℓ(2)(𝛽,𝛼)
𝜕𝛽𝑗1𝜕𝜔𝑖

= [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]v(𝑤+
𝑖 ) log(𝑤+

𝑖 ) − log(𝜂𝑖)
𝜂𝑖𝜑𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝑥𝑖𝑗1 ,

𝜕2ℓ(2)(𝛽,𝛼)
𝜕𝛼𝑗2𝜕𝜔𝑖

= [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
[︂

1
2𝜑𝑖

]︂
(v(𝑤+

𝑖 )𝑤+
𝑖

2
− 1) 𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝑧𝑖𝑗2 ,

𝜕2𝑒𝑙𝑙(1)(𝛾)
𝜕𝛾𝑗3𝜔𝑖

=
[︂
𝐼{0}(𝑤𝑖) − 𝜋𝑖

𝜋𝑖(1 − 𝜋𝑖)

]︂
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝑑𝑖𝑗3 .

B.2 PERTURBAÇÃO NAS VARIÁVEIS EXPLANATÓRIOS

B.2.1 Perturbação nas variáveis explanatórios individualmente

Perturbação nas variáveis explanatórias da componente discreta

Seja 𝑙(𝜃|𝜔) a função de log-verossimilhança perturbada sobre o esquema de perturbação:

𝑑𝑖𝑗𝜔 = 𝑑𝑖𝑗 + 𝜔𝑖𝑠𝑑𝑗
,

logo,

𝜕ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝜔𝑖

=
𝜕ℓ(1)(𝛾|𝜔)

𝜕𝜔𝑖

= 𝜕ℓ𝑖(𝜋𝑖𝜔)
𝜕𝜋𝑖𝜔

𝜕𝜋𝑖𝜔

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝜔𝑖

.
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Derivando em relação a 𝛾𝑗3 para o caso em que 𝑗3 ̸= 𝑗:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛾𝑗3𝜕𝜔𝑖

= 𝜕2ℓ𝑖(𝜋𝑖𝜔)
𝜕𝜋2

𝑖𝜔

(︂
𝜕𝜋𝑖𝜔

𝜕𝜉3𝑖

)︂2
𝜕𝜉3𝑖

𝛾𝑗3

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝜔𝑖

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜋𝑖𝜔)
𝜕𝜋𝑖𝜔

𝜕2𝜋𝑖𝜔

𝜕𝜉2
3𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝛾𝑗3

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝜔𝑖

= 𝜓1𝑖(𝜔)𝑑𝑖𝑗3𝛾𝑗𝑠𝑑𝑗
,

em que 𝜓1𝑖(𝜔) = [𝜕2ℓ𝑖(𝜋𝑖𝜔)
𝜕𝜋2

𝑖𝜔

(︁
𝜕𝜋𝑖𝜔

𝜕𝜉3𝑖

)︁2
+ 𝜕ℓ𝑖(𝜋𝑖𝜔)

𝜕𝜋𝑖𝜔

𝜕2𝜋𝑖𝜔

𝜕𝜉2
3𝑖

]. Para o caso em que 𝑗3 = 𝑗 segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛾𝑗𝜕𝜔𝑖

= 𝜓1𝑖(𝜔)𝑑𝑖𝑗𝛾𝑗𝑠𝑑𝑗
+
[︂
𝐼{0}(𝑤𝑖) − 𝜋𝑖𝜔

𝜋𝑖𝜔(1 − 𝜋𝑖𝜔)

]︂
𝜕𝜋𝑖𝜔

𝜕𝜉3𝑖

𝑠𝑑𝑗
.

Assim, em geral segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛾𝑗3𝜕𝜔𝑖

=

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜓1𝑖(𝜔)𝑑𝑖𝑗3𝛾𝑗𝑠𝑑𝑗
, se 𝑗3 ̸= 𝑗,

𝜓1𝑖(𝜔)𝑑𝑖𝑗𝛾𝑗𝑠𝑑𝑗
+
[︁

𝐼{0}(𝑤𝑖)−𝜋𝑖𝜔

𝜋𝑖𝜔(1−𝜋𝑖𝜔)

]︁
𝜕𝜋𝑖𝜔

𝜕𝜉3𝑖
𝑠𝑑𝑗
, se 𝑗3 = 𝑗,

Perturbação individual nas variáveis explanatórias da componente contínua do sub-

modelo associado a 𝜂

Seja ℓ(𝜃|𝜔) a função de log-verossimilhança perturbada sobre o esquema de perturbação:

𝑥𝑖𝑝𝜔 = 𝑥𝑖𝑝 + 𝜔𝑖𝑠𝑥𝑝 ,

logo,

𝜕ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝜔𝑖

=
𝜕ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔)

𝜕𝜔𝑖

= 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖)
𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜔𝑖

(B.1)

Derivando (B.1) em relação a 𝛽𝑗1 para o caso em que 𝑗1 ̸= 𝑝:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝑗1𝜕𝜔𝑖

= 𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖)
𝜕𝜂2

𝑖𝜔

(︂
𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

)︂2
𝜕𝜉1𝑖

𝛽𝑗1

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜔𝑖

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖)
𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕2𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉2
1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝛽𝑗1

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜔𝑖

= 𝜓2𝑖(𝜔)𝜕𝜉1𝑖

𝛽𝑗1

𝜕𝜉1𝑖

𝜔𝑖

= 𝜓2𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑗1𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 ,
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em que 𝜓2𝑖(𝜔) = [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
{︂

𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔 ,𝜑𝑖)
𝜕𝜂2

𝑖𝜔

(︁
𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

)︁2
+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔 ,𝜑𝑖)

𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕2𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉2
1𝑖

}︂
. Para o caso em que

𝑗1 = 𝑝, segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝑝𝜕𝜔𝑖

= 𝜓2𝑖𝑥𝑖𝑝𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 + [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
(︂

log(𝑤𝑖) − log(𝜂𝑖𝜔)
𝜂𝑖𝜔𝜑𝑖

)︂
v(𝑤𝑖)

𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

𝑠𝑥𝑝 .

Assim, em geral segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝑗1𝜕𝜔𝑖

=

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜓2𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑟1𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 , se 𝑗1 ̸= 𝑝,

𝜓2𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑝𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 + [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
(︁

log(𝑤𝑖)−log(𝜂𝑖𝜔)
𝜂𝑖𝜔𝜑𝑖

)︁
v(𝑤𝑖)𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖
𝑠𝑥𝑝 , se 𝑗1 = 𝑝,

Derivando (B.1) em relação a 𝛼𝑗2 para todo 𝑗2 = 1, ...,𝑀2 segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛼𝑗2𝜕𝜔𝑖

=
[︂
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖)
𝜕𝜑𝑖𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝛼𝑗2

]︂
𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜔𝑖

= 𝜓3𝑖(𝜔)𝑧𝑗2𝑠𝑥𝑝𝛽𝑝,

em que 𝜓3𝑖(𝜔) = [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
{︁

𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔 ,𝜑𝑖)
𝜕𝜑𝑖𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

}︁
.

Perturbação individual nas variáveis explanatórias da componente contínua do sub-

modelo associado a 𝜑

Seja ℓ(𝜃|𝜔) a função de log-verossimilhança perturbada sobre o esquema de perturbação:

𝑧𝑖𝑞𝜔 = 𝑧𝑖𝑞 + 𝜔𝑖𝑠𝑧𝑞 ,

logo,

𝜕ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝜔𝑖

=
𝜕ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔)

𝜕𝜔𝑖

= 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜔𝑖

(B.2)

Derivando (B.2) em relação a 𝛼𝑗2 para o caso em que 𝑗2 ̸= 𝑞:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛼𝑗2𝜕𝜔𝑖

= 𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜑2

𝑖𝜔

(︂
𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖

)︂2
𝜕𝜉2𝑖

𝛼𝑗2

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜔𝑖

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕2𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2
2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝛼𝑗2

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜔𝑖

= 𝜓4𝑖(𝜔)𝜕𝜉2𝑖

𝛼𝑗2

𝜕𝜉2𝑖

𝜔𝑖

= 𝜓4𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑗2𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞
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em que 𝜓4𝑖(𝜔) = [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
{︂

𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖,𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜑2

𝑖𝜔

(︁
𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖

)︁2
+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖,𝜑𝑖𝜔)

𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕2𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2
2𝑖

}︂
. Para o caso em que

𝑗2 = 𝑞, segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛼𝑞𝜕𝜔𝑖

= 𝜓4𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑞𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞 + [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)][
1

2𝜑𝑖𝜔

](v(𝑤𝑖)𝑤𝑖
2 − 1)𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖

𝑠𝑧𝑞 .

Assim, em geral segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛼𝑗2𝜕𝜔𝑖

=

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜓4𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑗2𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞 ,

𝜓4𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑞𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞 + [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)][ 1
2𝜑𝑖𝜔

](v(𝑤𝑖)𝑤𝑖
2 − 1)𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖
𝑠𝑧𝑞 , se 𝑗2 = 𝑞,

Derivando (B.2) em relação a 𝛽𝑗1 para todo 𝑗1 = 1, ...,𝑀1 segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝑗1𝜕𝜔𝑖

=
[︂
𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜂𝑖𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝛽𝑗1

]︂
𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜔𝑖

= 𝜓3𝑖(𝜔)𝑥𝑗1𝑠𝑧𝑞𝛼𝑞.

B.2.2 Perturbação nas variáveis explanatórias simultaneamente

Perturbação nas variáveis explanatórias da componente contínua

Seja ℓ(𝜃|𝜔) a função de log-verossimilhança perturbada sobre o esquema de perturbação:

𝑥𝑖𝑝𝜔 = 𝑥𝑖𝑝 + 𝜔𝑖𝑠𝑥𝑝 ,

𝑧𝑖𝑞𝜔 = 𝑧𝑖𝑞 + 𝜔𝑖𝑠𝑧𝑞 ,

logo,

𝜕ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝜔𝑖

=
𝜕ℓ(2)(𝛽,𝛼|𝜔)

𝜕𝜔𝑖

= 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜔𝑖

+ 𝜕𝑙𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜔𝑖

Derivando em relação a 𝛽𝑗1 para o caso em que 𝑗1 ̸= 𝑝:
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𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝑗1𝜕𝜔𝑖

= 𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜂2

𝑖𝜔

(︂
𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

)︂2
𝜕𝜉1𝑖

𝛽𝑗1

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜔𝑖

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕2𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉2
1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝛽𝑗1

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜔𝑖

+ 𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜂𝑖𝜔𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝛽𝑗1

𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜔𝑖

= 𝜓2𝑖(𝜔)𝜕𝜉1𝑖

𝛽𝑗1

𝜕𝜉1𝑖

𝜔𝑖

+ 𝜓3𝑖(𝜔)𝜕𝜉1𝑖

𝛽𝑗1

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜔𝑖

= 𝜓2𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑗1𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 + 𝜓3𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑗1𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞 ,

Para o caso em que 𝑗1 = 𝑝, segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝑝𝜕𝜔𝑖

=𝜓2𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑝𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 + 𝜓3𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑝𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞

+ [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
(︂

log(𝑤𝑖) − log(𝜂𝑖𝜔)
𝜂𝑖𝜔𝜑𝑖𝜔

)︂
v(𝑤𝑖)

𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

𝑠𝑥𝑝 .

Assim, em geral segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝑗1𝜕𝜔𝑖

=⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜓2𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑗1𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 + 𝜓3𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑗1𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞 , se 𝑗1 ̸= 𝑝,

𝜓2𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑝𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 + 𝜓3𝑖(𝜔)𝑥𝑖𝑝𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞 + [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)]
(︁

log(𝑤𝑖)−log(𝜂𝑖𝜔)
𝜂𝑖𝜔𝜑𝑖𝜔

)︁
v(𝑤𝑖)𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖
𝑠𝑥𝑝 , se 𝑗1 = 𝑝,

Agora derivando em relação a 𝛼𝑗2 para o caso em que 𝑗2 ̸= 𝑞:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛼𝑗2𝜕𝜔𝑖

= 𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜑2

𝑖𝜔

(︂
𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖

)︂2
𝜕𝜉2𝑖

𝛼𝑗2

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜔𝑖

+ 𝜕ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕2𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2
2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝛼𝑗2

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜔𝑖

+ 𝜕2ℓ𝑖(𝜂𝑖𝜔, 𝜑𝑖𝜔)
𝜕𝜑𝑖𝜔𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝛼𝑗2

𝜕𝜂𝑖𝜔

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜔𝑖

= 𝜓4𝑖(𝜔)𝜕𝜉2𝑖

𝛼𝑗2

𝜕𝜉2𝑖

𝜔𝑖

+ 𝜓3𝑖
𝜕𝜉2𝑖

𝛼𝑗2

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜔𝑖

= 𝜓4𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑟2𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞 + 𝜓3𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑗2𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝

Para o caso em que 𝑗2 = 𝑞, segue que:
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𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛼𝑞𝜕𝜔𝑖

= 𝜓4𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑗2𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞 + 𝜓3𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑗2𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 + [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)][
1

2𝜑𝑖𝜔

](v(𝑤𝑖)𝑤𝑖
2 − 1)𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖

𝑠𝑧𝑞 .

Assim, em geral segue que:

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛼𝑗2𝜕𝜔𝑖

=⎧⎪⎨⎪⎩ 𝜓4𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑗2𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞 + 𝜓3𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑗2𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 , se 𝑗2 ̸= 𝑞,

𝜓4𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑞𝛼𝑞𝑠𝑧𝑞 + 𝜓3𝑖(𝜔)𝑧𝑖𝑞𝛽𝑝𝑠𝑥𝑝 + [1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖)][ 1
2𝜑𝑖𝜔

](v(𝑤𝑖)𝑤𝑖
2 − 1)𝜕𝜑𝑖𝜔

𝜕𝜉2𝑖
𝑠𝑧𝑞 , se 𝑗2 = 𝑞,
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APÊNDICE C – ALAVANCAGEM GENERALIZADA

Pela propriedade de separabilidade dos parâmetros, podemos obter duas expressões para

alavancagem generalizada, uma que depende dos parâmetros da componente discreta e outra da

componente contínua, além disso, para a componente contínua, é possível observar a influência

para 𝜂 e 𝜑.

C.1 CÁLCULOS PARA 𝐺𝐿𝜋(𝛾̂)

Para a componente discreta, a alavancagem generalizada de 𝛾̂ é definida como

𝐺𝐿𝜋(𝛾̂) = {𝐷𝜋
𝛾 (−𝐿̈𝛾𝛾)−1𝐿̈𝛾𝑤*}|𝛾

em que 𝐷𝜋
𝛾 = 𝜕𝜋/𝜕𝛾⊤, 𝐿̈𝛾𝛾 é a matriz jacobiana e 𝐿̈𝛾𝑤* = 𝜕2ℓ(1)(𝛾)/𝜕𝛾𝜕𝑤*⊤. Para

𝑗3 = 1, ...,𝑀3, temos que

𝜕𝜋𝑖

𝜕𝛾𝑗3

= 𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝜕𝛾𝑗3

= 𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝑑𝑖𝑗3

e

𝜕2ℓ(1)(𝛾)
𝜕𝛾𝑗3𝜕𝑤

*
𝑖

= 𝜕

𝜕𝑤*
𝑖

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

[︂
𝑤*

𝑖 − 𝜋𝑖

𝜋𝑖(1 − 𝜋𝑖)

]︂
𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝑑𝑖𝑗3

)︃

=
𝑛∑︁

𝑖=1

1
𝜋𝑖(1 − 𝜋𝑖)

𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖

𝑑𝑖𝑗3

=
𝑛∑︁

𝑖=1

Φ1𝑖𝑑𝑖𝑗3

em que Φ1𝑖 = 1
𝜋𝑖(1−𝜋𝑖)

𝜕𝜋𝑖

𝜕𝜉3𝑖
.

C.2 CÁLCULOS PARA 𝐺𝐿𝜂(𝜃1)

Para a componente contínua, especificamente para 𝜂, a alavancagem generalizada de

𝜃1 = (𝛽⊤,𝛼⊤)⊤ é definida como

𝐺𝐿𝜂(𝜃1) = {𝐷𝜂
𝜃1

(−𝐿̈𝜃1𝜃1)−1𝐿̈𝜃1𝑤}|𝜃1
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em que 𝐷𝜂
𝜃1

= (𝐷𝜂
𝛽,𝐷

𝜂
𝛼) = (𝜕𝜂/𝜕𝛽⊤, 𝜕𝜂/𝜕𝛼⊤), 𝐿̈𝜃1𝜃1 = 𝜕2ℓ(𝜃1)/𝜕𝜃1𝜕𝜃

⊤
1 é a matriz

jacobiana de 𝜃1 e 𝐿̈𝜃1𝑤 = 𝜕2ℓ(𝜃1)/𝜕𝜃1𝜕𝑤
⊤. Para 𝑗1 = 1, ...,𝑀1 e 𝑗2 = 1, ...,𝑀2, temos que

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝛽𝑗1

= 𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝛽𝑗1

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝛼𝑗2

= 𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝜕𝛼𝑗2

= 0

= 𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜂1𝑖

𝑥𝑖𝑗1 ,

e
𝜕2ℓ(2)(𝛽,𝛼)
𝜕𝛽𝑗1𝜕𝑤𝑖

= 𝜕

𝜕𝑤𝑖

(︃ ∑︁
𝑖:𝑤𝑖>0

v(𝑤𝑖)
log(𝑤𝑖) − log(𝜂𝑖)

𝜂𝑖𝜑𝑖

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝑥𝑖𝑗1

)︃

=
𝑛∑︁

𝑖=1

(1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖))
1

𝑤𝑖𝜂𝑖𝜑𝑖

[v′(𝑤𝑖)𝑤𝑖 + v(𝑤𝑖)]
𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖

𝑥𝑖𝑗1

=
𝑛∑︁

𝑖=1

Φ2𝑖𝑥𝑖𝑗1 ,

𝜕2ℓ(2)(𝛽,𝛼)
𝜕𝛼𝑗2𝜕𝑤𝑖

= 𝜕

𝜕𝑤𝑖

(︃ ∑︁
𝑖:𝑤𝑖>0

[︂
1

2𝜑𝑖

]︂
(v(𝑤𝑖)𝑤𝑖

2 − 1) 𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝑧𝑖𝑗2

)︃

=
𝑛∑︁

𝑖=1

(1 − 𝐼{0}(𝑤𝑖))
1

𝑤𝑖𝜑
(3/2)
𝑖

[v′(𝑤𝑖)𝑤𝑖
2/2 + 𝑤𝑖v(𝑤𝑖)]

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝑧𝑖𝑗2

=
𝑛∑︁

𝑖=1

Φ3𝑖𝑧𝑖𝑗2 ,

em que Φ2𝑖 = (1−𝐼{0}(𝑤𝑖))
𝑤𝑖𝜂𝑖𝜑𝑖

[v′(𝑤𝑖)(𝑤𝑖)+v(𝑤𝑖)] 𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉1𝑖
e Φ3𝑖 = (1−𝐼{0}(𝑤𝑖))

𝑤𝑖𝜑
(3/2)
𝑖

[v′(𝑤𝑖)𝑤𝑖
2/2+𝑤𝑖v(𝑤𝑖)] 𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜉2𝑖
.

C.3 CÁLCULOS PARA 𝐺𝐿𝜑(𝜃1)

Para a componente contínua, especificamente para 𝜑, a alavancagem generalizada de

𝜃1 = (𝛽⊤,𝛼⊤)⊤ é definida como

𝐺𝐿𝜑(𝜃1) = {𝐷𝜑
𝜃1

(−𝐿̈𝜃1𝜃1)−1𝐿̈𝜃1𝑤}|𝜃1

em que 𝐷𝜑
𝜃1

= (𝐷𝜑
𝛽 ,𝐷

𝜑
𝛼) = (𝜕𝜑/𝜕𝛽⊤, 𝜕𝜑/𝜕𝛼⊤). Para 𝑗1 = 1, ...,𝑀1 e 𝑗2 = 1, ...,𝑀2, temos

que

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝛽𝑗1

= 𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝛽𝑗1

= 0 𝜕𝜑𝑖

𝜕𝛼𝑗2

= 𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝜉2𝑖

𝜕𝛼𝑗2

= 𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜂2𝑖

𝑧𝑖𝑗2 .
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