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RESUMO

Propomos neste trabalho a implementacdo de um programa que possa auxiliar professores no
desenvolvimento das potencialidades intuitivas de seus alunos e um estudo para verificar se
existe alguma relacéo entre o desenvolvimento da intui¢éo fisica e o avancar dos periodos dos
estudantes do curso de Fisica-Licenciatura, do Campus de Caruaru e do Campus de Recife,
ambos da UFPE. Para isso escolhemos o péndulo duplo como problema motivador e, usando
0 meétodo de Runge-Kutta na resolucdo numérica das suas equacdes, realizamos uma
simulacdo computacional de seu movimento. O estudo foi realizado através da aplicacdo de
um questionario contendo perguntas com respostas fechadas e da posterior analise
quantitativa dos percentuais de acerto das respostas dadas pelos estudantes. Os resultados
obtidos ndo apresentam indicios suficientes de que os cursos de Fisica-Licenciatura dos campi
de Caruaru e Recife, da UFPE, apresentam alguma relacdo entre o desenvolvimento da
intuicdo fisica de seus alunos e 0 avanco dos periodos no curso, porém, tendo em vista que
este é o primeiro estudo deste tipo realizado nos cursos citados, propomos a realizacdo de

outras pesquisas para gque resultados mais conclusivos possam ser obtidos.

PALAVRAS CHAVES: desenvolvimento da intui¢do fisica, péndulo duplo, simulacao

computacional.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Nesse capitulo apresentaremos inicialmente uma justificativa para o desenvolvimento
deste trabalho. Em seguida partiremos para a metodologia desenvolvida e o objeto de estudo

escolhido e finalizaremos o capitulo tratando da organizago desta monografia.

1.1 JUSTIFICATIVA E OBJETIVOS

Certamente, a maioria dos alunos de graduacdo em Fisica ja passou pela experiéncia
de chegar a resposta de um problema sem a necessidade de utilizar calculos matematicos.
Outros, ainda, apds chegarem a algumas equaces testam sua validade aplicando-as a alguns
casos particulares e, analisando o comportamento da solu¢do encontrada para tais casos, sao
capazes de inferir sobre a validade das equacOes encontradas. Nestas ocasides, o aluno utiliza
sua intuicdo® fisica para testar hipoteses e antecipar a solucdo do problema ou para validar

suas respostas.

Ainda durante a graduacdo, o estudante as vezes depara-se com algumas questdes
gue ndo possuem respostas no fim do livro, de forma que uma boa maneira de descobrir se
sua solucéo pode estar certa é verificar se sua resposta € condizente com sua intuicdo fisica. O
mesmo acontece, com maior frequéncia, em cursos de mestrado e doutorado, de maneira que
um estudante que deseja ingressar em um programa de pés-graduacdo deve estar preparado

para enfrentar tais dificuldades.

E sob esta Otica que julgamos ser de grande importdncia o incentivo ao
desenvolvimento da intui¢do fisica dos alunos de nossas universidades e o estudo sobre esse
tema, de modo a fomentar e mapear o desenvolvimento da potencialidade intuitiva dos alunos

durante a sua graduacdo. Pensando nisso propomos, como objetivos principais, a construgdo

! Neste Trabalho o termo intuicao refere-se na verdade & intuicéo volitiva citada em O papel da intuicdo nas
descobertas e invengdes cientificas dos autores Celso Luis Levada, Miriam de Magalhées Oliveira Levada e Ana
Laura Remédio Zeni Beretta, indicado na bibliografia deste trabalho.
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de um roteiro de aula, que possa auxiliar professores no incentivo ao desenvolvimento da
intuicdo fisica dos alunos, e um estudo quantitativo — realizado com os alunos do curso de
Fisica-Licenciatura, do Centro Académico do Agreste e do Campus Recife, ambos da UFPE —
para investigar se existe alguma relagdo entre o avancar dos periodos no curso e o

desenvolvimento da intuigdo fisica dos estudantes.

1.2 METODOLOGIA

Este projeto teve inicio no primeiro semestre de 2012, quando cursdvamos a disciplina
de Metodologia da Pesquisa Educacional. Naquele semestre houve a definicdo do orientador e
a discussdo inicial sobre o tema do trabalho que culminaria com a escrita desta monografia.
Realizamos ainda uma divisdo do projeto em etapas e construimos um cronograma com a

previsao inicial sobre o tempo necessario para a conclusdo de cada uma delas.

Em meados de dezembro de 2012 iniciamos a apropriacdo de alguns contedos
indispensaveis para a realizacdo deste trabalho, como o Calculo Variacional, o Principio de
Hamilton e a Mecéanica Lagrangeana. Isto foi feito através de estudo do livro Classical

Dynamics of particles and systems 2.

Continuando o trabalho, demos inicio a modelagem matematica do problema. Esta
etapa teve duracdo de trés semanas. Nela encontramos as equacgdes diferenciais que regem o

movimento do péndulo duplo usando os conceitos aprendidos na etapa anterior.

Apds encontrar as equacdes diferenciais, sequimos para o estudo e a avaliacdo dos
varios métodos computacionais que propdem a aproximacdo numérica das solucbes de
equacdes diferenciais ordinarias. Nesta etapa foram usados os livros Equagdes Diferenciais
Elementares e Problemas de Valores de Contorno® e Equacdes Diferenciais®, quando
percebemos que os métodos numéricos encontrados para resolucdo de equacgdes diferenciais

ordinérias tratam das equacOes diferenciais de primeira ordem, de maneira que para servir a

2 J.B. Marion e S.T. Thornton, Classical Dynamics of Particles and Systems - 5a. ed., Saunders College
Publishing / 2004.

* BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C. Equac6es diferenciais elementares e problemas de

valores de contorno. 6. ed. rev. Rio de Janeiro: LTC - Livros Técnicos e Cientificos, 1998.

* ZILL, Dennis G.; CULLEN, Michael R. Equacdes diferenciais. Sao Paulo: Pearson Education

do Brasil, 2010.
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nosso proposito, que era resolver duas equacgdes diferenciais ordinérias de segunda ordem
deveriamos adaptar as equacdes encontradas transformando-as em um sistema de equacdes de

primeira ordem atraves do procedimento descrito no terceiro capitulo.

Prosseguimos para a implementacdo do programa para resolucdo numérica das
equacdes de movimento do sistema. Esta foi a etapa mais dificil e trabalhosa deste trabalho.
O principal motivo foi a dificuldade de encontrar material didatico sobre o tema, e
principalmente sobre a parte grafica do DEV C++°. Apds o término do programa iniciamos
uma série de testes com o intuito de verificar se 0 programa estava funcionando corretamente.
Como exemplo, podemos citar os testes sobre a invariancia da energia do sistema (j& que
trata-se de um sistema livre de forcas dissipativas), a comparagdo com outros programas
desenvolvidos anteriormente e a verificacdo do movimento do sistema para casos particulares

nos quais sabiamos como deveria ser seu comportamento.

Apds o término da parte computacional, iniciamos a construcdo da sugestdo do roteiro
de aula com o uso do programa desenvolvido. Nesta etapa analisamos varias situacdes iniciais
e quais os tipos de perguntas que poderiam ser feitas para cada situacdo, e escolhemos sete

sugestdes de situacdes iniciais, com uma pergunta para cada uma e suas respectivas respostas.

Finalmente, iniciamos o estudo sobre a existéncia ou ndo de uma relacdo entre o
desenvolvimento da intuicdo fisica dos estudantes e o avancar dos periodos dos mesmos em

relacdo ao curso.

O instrumento para coleta de dados usado nesta etapa do trabalho foi o questionario e
as perguntas utilizadas foram de mdltipla escolha e dicotbmicas. As questdes de multipla
escolha sdo as que permitem que o participante escolha uma entre algumas alternativas
preestabelecidas. As dicotbmicas também envolvem a escolha de uma alternativa, mas nesse
caso existem apenas duas alternativas de valores l6gicos opostos como sim e ndo ou

verdadeiro e falso.

Este tipo de questionario é bastante objetivo, possibilita interrogar um elevado
numero de pessoas, exige menos tempo para recolher informacdes e facilita a sistematizacéo

dos resultados fornecidos e a analise dos dados.

5 Consulte o livro Aprendendo a programar programando na linguagem C, de Jaime Evaristo, indicado na
bibliografia deste trabalho
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O questionério foi aplicado em todos os periodos do curso de Fisica-Licenciatura do
Centro Académico do Agreste, e nos 1°, 3° 5° e 7° periodos do curso de Fisica-Licenciatura
do Campus Recife (no semestre 2014.1 havia turmas apenas para 0s periodos impares no
Campus de Recife), ambos da UFPE. A aplicacdo ocorreu simultaneamente, no dia 7 de julho
de 2014, das 20:30 as 20:50 horas, e contou com a colaboracdo de todos os professores que

ministravam aula a cada um dos periodos neste horario.

A pesquisa contou com a participacdo de 129 estudantes da UFPE, sendo 39 alunos
do Campus de Recife e 90 alunos do Campus de Caruaru, porém 5 alunos, do Campus de
Recife, deixaram de responder o campo referente aos seus respectivos periodos, de forma que
suas respostas ndo puderam ser consideradas e o quantitativo de alunos participantes por curso

e periodo ficou distribuido como mostrado nas tabelas abaixo:

Tabela 1: nimero de estudantes do CAA, por periodo, participantes da pesquisa.

UFPE — CAA
PERIODO | N° DE ALUNOS
1° 25
2° 21
3° 13
4° 10
5° 10
6° 3
7° 3
8° 1
9° 4

Tabela 2: nimero de discentes do Campus Recife, por periodo, participantes da pesquisa.
UFPE - CAMPUS RECIFE

PERIODO N° DE ALUNOS
1° 17
30 9
50 5
7° 3
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1.3 PROBLEMA UTILIZADO NA PESQUISA

O sistema fisico usado para o desenvolvimento deste trabalho é conhecido como
péndulo duplo. Trata-se de um sistema nao-linear® com dois graus de liberdade’ que pode ser
classificado como néo integravel, ou seja, embora possamos obter as equacdes que regem seu

movimento ndo conseguimos encontrar sua solugdo analiticamente.

Como podemos visualizar na Figura 1, o péndulo duplo € composto por dois
péndulos simples® acoplados, de massas m; e m,, localizadas nas extremidades de duas
hastes com comprimentos [; e [, e que formam, respectivamente, angulos 6, e 8, com a
direcdo vertical. Neste trabalho iremos considerar que o sistema estd livre de forcas
dissipativas como resisténcia do ar e atrito e que as hastes sdo rigidas, possuem massas
despreziveis e estdo articuladas de maneira que podem girar 360° em torno dos eixos aos

quais estdo conectados.

v o m,

Y

Figura 1 — representacao esquematica de um péndulo duplo

® Caso necessite, consulte o livro Classical Dynamics of Particles and Sistems, de J.B. Marion e S.T. Thornton,
indicado na bibliografia deste trabalho.

" Caso necessite, consulte o livro Classical Dynamics of Particles and Sistems, de J.B. Marion e S.T. Thornton,
indicado na bibliografia deste trabalho.

8 Uma boa explicacéo sobre péndulo simples pode ser encontrada no volume 2 do livro Fundamentos de fisica,
dos autores David Halliday, Robert Resnick e Jearl Walker, indicado na bibliografia deste trabalho.
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Como veremos no terceiro capitulo, as equacGes de movimento do péndulo duplo
formam um conjunto de duas equac@es diferenciais ordinarias de segunda ordem acopladas e,
por isso, sua solucdo analitica torna-se inviavel, de maneira que devemos recorrer a sua
solucdo numeérica para obter qualquer informacdo sobre o sistema. Neste trabalho uma
solucdo numérica para as equacGes de movimento do péndulo duplo, implementada em
linguagem C, € apresentada no Apéndice 1. O método para resolucdo das equacbes foi o
método de Runge-Kutta® e os dados que devem ser fornecidos pelo usuério sdo as massas m,

e m, dos péndulos, os comprimentos [, e [, das hastes, os angulos iniciais 6, e 6, € as
velocidades angulares iniciais w,, € w;,.

1.4 ORGANIZACAO

Este trabalho esta estruturado em cinco capitulos. O primeiro deles contém uma
breve introducdo onde apresentamos a justificativa, os objetivos, a metodologia e o problema

utilizado na pesquisa.

O segundo capitulo apresenta uma pequena introducao tedrica sobre o Principio de
Hamilton e a Mecanica Lagrangeana — usados neste trabalho para que possamos encontrar as
equacOes que regem a dinamica do péndulo duplo — e 0 método de Runge-Kutta, utilizado na

resolucdo numérica das equacBes encontradas.

O terceiro capitulo trata da parte computacional do projeto. Nele obtemos as
equacdes de movimento do péndulo duplo e mostramos como adapta-las para que possam ser
solucionadas numericamente a partir do método de Runge-Kutta. Apresentamos também neste
capitulo uma sugestdo de roteiro de aula com sete questdes sobre o movimento do sistema e

suas respectivas solugoes.

No quarto capitulo apresentamos a pesquisa de campo realizada neste trabalho
através de uma breve explanagdo sobre o questionario aplicado, suas questdes, como foram
corrigidas e os resultados obtidos.

O quinto capitulo apresenta uma breve conclusdo desta monografia e algumas

consideragdes que consideramos pertinentes para a realizacgéo de trabalhos futuros.

% Veja descrigdo no capitulo 2 deste trabalho.
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CAPITULO I

FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesse Capitulo serd apresentada uma breve introducdo tedrica necesséria para o
entendimento deste trabalho. Iniciamos com uma pequena discussao sobre a vantagem do uso
da mecéanica lagrangeana. Em seguida apresentamos o principio de Hamilton e as equaces de

Lagrange e concluimos com uma pequena introducdo sobre 0 método de Runge-Kutta.

2.1- A MECANICA LAGRANGEANA

A formulacdo newtoniana da mecéanica pode tornar a resolucdo de um problema um
tanto quanto complexa. Ela ndo se mostra conveniente, por exemplo, na resolucdo de
problemas onde forcas de vinculo™ se fazem presentes. Segundo Marion e Thornton (2004)
em situacBes particulares pode ser dificil ou até mesmo impossivel obter expressbes
matematicas explicitas para as forgas de vinculo. Nestes casos, nos deparamos com um
enorme problema!, ja que a dindmica de um sistema — com massa invariante — obedece &
Segunda Lei de Newton

F = Mdgp,

onde F é a soma vetorial de todas as forcas externas que atuam no sistema a ser investigado,
Mé a massa total do sistema e d.,,, € 0 vetor aceleracdo de seu centro de massa. Para superar
essa dificuldade, podemos fazer uso de uma segunda formulacdo da mecanica chamada de
Mecanica de Lagrange'> ou mecanica lagrangeana. Ela nos permite determinar o
comportamento dindmico de varios sistemas sabendo apenas a forma das suas energias
cinética e potencial de maneira que, inicialmente, podemos dispensar o estudo das forcas
atuantes no sistema analisado.

10" Caso necessite, consulte o livro Classical Dynamics of Particles and Sistems, de J.B. Marion e S.T. Thornton,
indicado na bibliografia deste trabalho.

1 N&o conseguimos obter uma expresséo para a forca total, ja que ndo sabemos expressar as forcas de vinculo.

12 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) matemético e fisico-matematico italiano conhecido principalmente pelo
desenvolvimento do calculo variacional e pela introdugdo deste a mecanica.
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A mecénica Lagrangeana pode ser formulada a partir de um principio minimal
chamado principio de Hamilton™.

2.1.1 - O PRINCIPIO DE HAMILTON

Os principios minimais possuem grande destaque na descricéao fisica dos fenémenos
naturais. Eles tém origem na suposicao de que a natureza minimiza certas quantidades fisicas
guando um fendmeno ocorre. O primeiro a propor um desses principios foi Heron de
Alexandria™, que conseguiu explicar a igualdade entre os angulos de incidéncia e reflex&o da
luz através de um espelho plano propondo que, em um meio homogéneo, a luz sempre segue
o caminho mais curto. Mais tarde Pierre de Fermat™ reformulou este principio propondo que
a luz minimiza o tempo de viagem entre dois pontos quaisquer e com isso conseguiu explicar
ndo apenas a lei de reflexdo por um espelho plano, mas também a lei da refracéo de Snell*.

Segundo Marion e Thornton (2004) o principio de Hamilton — enunciado em dois

artigos publicados nos anos de 1834 e 1835 — pode ser enunciado da seguinte maneira:

De todos os possiveis caminhos!’ ao longo dos quais um sistema
dindmico pode mover-se de um ponto a outro num intervalo de tempo
especificado (consistente com qualquer vinculo) o caminho real
seguido é aquele que minimiza a integral temporal da diferenca entre

as energias cinética e potencial.

A integral definida no principio de Hamilton, chamada de acdo por alguns autores, é

definida como

3 Willian Rowan Hamilton (1805-1865), matemético e fisico irlandés, estudou 6tica, dinamica e &lgebra. Em

fisica é conhecido por seu trabalho em mecénica analitica, que posteriormente tornou-se muito importante para a
mecanica quantica.

4 Mais informacdes sobre Heron e seus trabalhos podem ser encontradas em Principios da 6ptica geométrica e
suas excecOes: Heron e a reflexdo em espelhos, de R. A. Martins e A. P. B. Silva, indicado na bibliografia deste
trabalho.

> Pierre de Fermat (1601-1665), mateméatico francés, influenciou bastante o desenvolvimento da Geometria
Analitica, algebra e teoria dos nimeros. Ficou mundialmente famoso pelo chamado Ultimo teorema de Fermat.
Em fisica é conhecido pelo principio do tempo minimo.

1% Willebrord Van Roijen Snell (1591-1626), matematico holandés, famoso pela descoberta da lei da refracio
que recebeu seu nome. Criou 0 método de triangulacdo trigonométrica usado ainda hoje em mapeamentos
topogréficos (inclusive mapeamentos com auxilio de satélites).

7 Segundo Marion e Thornton (2004) — secéo 7.3 — a palavra caminho significa um conjunto de pontos no
espaco de configuracdo e ndo no espaco tridimensional que estamos acostumados.
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S= fttlz Ldt, )

onde
L=T-U 2

é a chamada lagrangeana do sistema — diferenca entre as energias cinética ( T) e potencial (U).

2.1.2 — COORDENADAS GENERALIZADAS E EQUACOES DE EULER-
LAGRANGE

Para poder estudar o movimento de um sistema qualquer existe a necessidade de
adotar um sistema de referéncia — ja que alguns conceitos como posicao e trajetoria apenas
fazem sentido quando relacionados a um referencial — e definir algumas variaveis que
permitam localizar o sistema estudado em cada instante de tempo (estas varidveis sdo
chamadas coordenadas). Chamamos de coordenadas generalizadas — comumente
representadas por g; — um conjunto qualquer de coordenadas, mesmo que nao tenham
unidades de comprimento, com as quais podemos especificar, para qualquer instante de
tempo, as posicdes das particulas de um sistema. Lembrando que as energias potencial e
cinética sao, respectivamente, funcbes das posi¢des e velocidades, e usando agora o conceito
de coordenadas generalizadas e suas derivadas temporais, podemos escrever a equagéo (1)
como

S = fff L{g;(®),q;(); t}dt,comj =1,2,3,..n 3)

onde o ponto acima da variavel q; representa sua derivada com respeito ao tempo e o ponto e
virgula no argumento da lagrangeana separa a variavel independente t das variaveis
dependentes e suas derivadas.

Através do calculo variacional®

é possivel mostrar que a integral acima assume um
valor extremo — que no caso da acdo geralmente € um minimo — quando a lagrangeana

obedece a um conjunto de equacdes chamadas de equagdes de Euler'®-Lagrange:

8 Caso necessite, o leitor podera obter uma boa explicacdo sobre calculo variacional consultando o livro

Classical Dynamics of Particles and Sistems, de J.B. Marion e S.T. Thornton, indicado na bibliografia deste
trabalho.

19 | eonhard Euler (1707-1783), brilhante matemético suico, contribuiu para a teoria dos grafos, mecanica, Gtica,
teoria dos nimeros, astronomia, calculo diferencial e integral, calculo de variacdes, fungdes especiais, equacbes
diferenciais ordinarias e parciais e teoria de fungdes. Introduziu a fungdo gama e a resolugdo de equagdes
diferenciais pelo método dos fatores integrantes. Na area de equagOes diferenciais trabalhou com equagdes
lineares de coeficientes constantes, equagdes de segunda ordem com coeficientes variaveis, solugdo de equacGes
por série de poténcias, fatores integrantes e solucionou a equacao de Bessel.
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————=0,0ndej=1,23,..n (4)

Este conjunto de equacdes possui, para a mecanica lagrangeana, a mesma

importancia que a equacdo F = Md,,, tem para a mecanica newtoniana. Elas fornecem n
equacOes diferenciais — uma para cada coordenada do sistema analisado — que quando

resolvidas fornecem a posicdo dos constituintes do sistema a cada instante de tempo.

2.2 -0 METODO DE RUNGE-KUTTA

Dentre os métodos numéricos encontrados na literatura que produzem aproximacdes
para solucBes de equacdes diferenciais, um dos mais populares ¢ o chamado método de
Runge-Kutta, que tem esse nome gracas a dois alemées chamados Carl David Runge® e
Martin Wilhelm Kutta?". Existem na verdade varios desses métodos, que s&o chamados de
métodos de Runge-Kutta de 12, 22, 32,..., k-ésima ordem. O mais usado deles — por possuir
simples implementacdo, baixo esforco computacional e erro muito pequeno em relacdo a
solucdo da equacdo diferencial analisada — é o de quarta ordem. Os métodos de Runge-Kutta
consistem basicamente na aproximacdo da solucdo da equacdo diferencial analisada por um
polindmio de Taylor?® até o termo de ordem k. Usaremos, em capitulo posterior, para
resolucdo das equacGes diferenciais que regem o movimento do péndulo duplo, 0 método de
Runge-Kutta de 4% ordem, mas a titulo de ilustragdo mostraremos agora como encontrar a
formula de iteracdo para o método de primeira ordem e como devemos generalizar o

procedimento para métodos de ordem qualquer.

20 Carl David Runge (1856-1927), matematico e fisico alemao, trabalhou durante muitos anos em espectroscopia.
A andlise de dados levou-0 a investigar os problemas da computacdo numeérica e 0 método de Runge-Kutta
originou-se de um artigo sobre a resolugdo numérica de equacgdes diferenciais, em 1895. O método foi estendido
a sistemas de equac6es em 1901 por Kutta.

2L Martin Wilhelm Kutta, (1867-1944), matematico e engenheiro alemdo, é bastante conhecido por suas
contribuicdes a teoria classica de aerofolios.

22 Brook Taylor (1685-1731), matemético inglés, foi um dos fundadores do célculo de diferencas finitas e um
dos primeiros a usa-lo em interpolagéo e somatorio de séries. E muito conhecido pela chamada série de Taylor.
Para mais informag@es sobre série de Taylor consulte STEWART (2011).
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2.2.1- O METODO DE RUNGE-KUTTA DE PRIMEIRA ORDEM

Podemos escrever um polinémio de Taylor para uma funcdo y(x), em torno de um
ponto x,, da seguinte maneira:

(x— xo)

) (x— xo)

y(x) = y(xo) + y(xo y70r0) EZL gy (g) E 5)

Porém, como buscamos um método iterativo (a ser usado na implementacdo de um
programa), devemos substituir x, por x,, € x por x,,; = x, + h, de maneira que a equacéo
(5) se torna:

h? hk
y(xn + h) = y(xn) + y’(xn)h + y"(xn) or + -+ yk(xn)z + - (6)
onde h € um pequeno incremento na variavel x.

Os métodos de Runge-Kutta buscam aproximacdes para equacdes do tipo

y =2 =fxy), ()
sujeitas & condicao inicial
y(x0) = Yo, (8)
portanto, nossa tarefa é buscar uma funcédo do tipo

y(xn + h) = y(x,) + ho(xn, yu; h) )

que coincida com um polindbmio de Taylor de ordem 1. Fazendo k = 1 na equacéo (6),
obtemos

¥y + h) = y(x) + hy (xn). (10)
Portanto, igualando as equacdes (9) e (10) obtemos
@ (xn, Yn; B) =y (xn),
de onde concluimos que a formula de iteracdo para o método de Runge-Kutta de primeira

ordem é a propria equacao (10).

Para encontrar a formula de iteragdo para os metodos de ordem k > 1 usamos o
mesmo desenvolvimento ilustrado acima: primeiro, através da formula (6), encontramos um
polinémio de Taylor de ordem k e posteriormente buscamos uma funcéo do tipo

y(x, +h) = y(x,) + ho(xp, Yus h)

gue coincida com o polinémio encontrado.
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2.2.2— 0 METODO DE RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

No caso do método de Runge-Kutta de quarta ordem precisa-se determinar

constantes apropriadas para que uma férmula do tipo

y(x, + h) = y(x,) + aky + bk, + cks + dk,,

onde a, b, c, e d sdo constantes e k4, k,, ks € k, sdo funcdes de x,, e y(x,,), coincida com um
polindbmio de Taylor até o termo de grau quatro (ZILL, D. G. e CULLEN, M. R., 2001), ou
seja, com um polindmio do tipo

2 3 4
Y0 +h) = yCen) + hy Gn) + 2y 0n) + 537 () + 5oy ().

Segundo ZILL e CULLEN (2001), a obtencéo dessas constantes &, no minimo, trabalhosa®® e

possui 0s seguintes resultados:

Yt + ) = () + 5 (ky + 2k, + 2ks + ks, (11)
onde
kl = f(xn' yn)! (12)
ky = f (%0 +2h Y + 2Rk ), (13)
1 1
ks = f (xn 30 +3hky), (14)
k4 = f(xn + h; Yn + hk3)’ (15)

com f = Z—z, como na equacao (7).

%> Uma boa descrigdo sobre uma maneira de obter estas equacdes (ndo se tratando de deducdes completas) pode
ser encontrada em VALLE (2012).
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CAPITULO Il

PENDULO DUPLO: SIMULACAO COMPUTACIONAL

Iniciaremos este capitulo apresentando alguns problemas enfrentados por professores
e alunos que justificam o uso da simulacdo computacional como auxilio no processo de
ensino-aprendizagem de fisica. Em seguida, encontraremos as equacOes diferenciais que
governam o movimento do péndulo duplo e procederemos com a adaptacéo de tais equacoes
para que possam ser solucionadas pelo método numérico de Runge—Kutta. Por fim,
mostraremos algumas possibilidades de uso do programa como auxilio para professores e

alunos em uma discussdo qualitativa sobre 0 movimento do péndulo duplo.

3.1- ASIMULACAO COMPUTACIONAL COMO AUXILIO NO ENSINO DE FISICA

O ensino da Fisica, bem como sua aprendizagem, ndo tem se mostrado tarefa facil
para grande quantidade dos professores e alunos tanto na Educacdo Basica quanto na
Educacdo Superior. Um dos motivos para tais problemas é a necessidade de lidar com
fendmenos inacessiveis experimentalmente, que exigem uma alta dose de abstracdo e sdo
descritos com elevada complexidade matematica (MEDEIROS, A. e MEDEIROS, C. F.,
2002). Na tentativa de minimizar tais dificuldades alguns professores e autores de livros
didaticos tem frequentemente recorrido ao uso de ilustracGes. Existe, porém, um grande
problema em representar fendmenos dindmicos através de imagens estaticas e para contorna-
lo tem sido utilizados alguns recursos como imagens sequenciadas para representar o sistema
analisado em diferentes instantes de tempo ou imagens com linhas tracejadas para simbolizar
movimentos e trajetorias, mas mesmo esses tipos de ilustracdo exigem um certo grau de
abstracdo por parte dos alunos (MEDEIRQOS, A. e MEDEIROS, C. F., 2002). Eles devem ser
capazes de imaginar a evolucdo dindmica do sistema fisico atraves dessas imagens e isso
muitas vezes pode se tornar uma tarefa dificil para aqueles que ndo possuem conhecimento

prévio do fenbmeno em questao.
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Uma boa alternativa para toda essa problematica é a simulagdo computacional. Sua
principal caracteristica € o alto grau de interatividade com o aprendiz, ja que a simulacéo pode
ser realizada a partir de parametros fornecidos pelo préprio estudante. Imagine por exemplo
um aluno que estuda o langcamento de um projétil. Através de uma simula¢do computacional
ele poderia escolher variar o angulo de langamento ou a velocidade inicial e analisar como o

movimento do projétil mudara de acordo com a mudanca de cada um desses parametros.

Neste trabalho recorreremos a simulacdo computacional como auxilio para a
resolucdo do sistema de equacdes diferenciais relacionadas a dinamica do péndulo duplo. Para
este caso, a simulacdo computacional faz-se necesséria, pois, como veremos a seguir, as

equacdes que regem o movimento do sistema analisado possuem resolucao analitica inviavel.

3.2- MODELAGEM MATEMATICA PARA O PENDULO DUPLO

Para obtermos as equacOes que regem a dindmica do péndulo duplo devemos
inicialmente encontrar a sua lagrangeana e posteriormente substitui-la nas equacgdes de Euler-

Lagrange. Para isso analisamos a Figura 1 (pagina 13), de onde podemos observar que:
x; = [, sen by,
y1 =lycosby,
X, =l;senf; + 1, sené,,

y, =l cos 0y + 1, cos b,

e, consequentemente,
%, = 1,0, cos 6,
Y1 = _1191 sen 6,
%, = 1,0, cos ; + 1,0, cos B,

yz = _llél Sen 61 - lzéz sen 02.
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Portanto, as energias cinéticas para as massas m, e m, sao, respectivamente,
Ty = 22 +3]) = ;my 267, (16)
T, = 22 (i3 + y3) = 22[126F + 1365 + 21,1,6,6, cos(6; — 6,)], (17)
e suas energias potenciais sao

U, = —mygl, cos 6y, (18)
U, = —m,g(l; cos 8, + L, cos B,). (19)

Desta maneira, como a lagrangeana do sistema é dada por

temos que
m;+m . m . ..
L = %l%@f + 721%622 + mzlllzglez COS(BI - 92) +
+(my + my)gly cos B, + myl, cos9,. (21)

Substituindo a equacdo (21) na equacao (4), para g, = 6, e g, = 6,, obtemos finalmente as
equacOes do movimento do sistema. Sao elas:

m,1,0% sen(6, — 0,) + (my + my)gsen@;, + (m; + my) 1,6,+
+m2l29"2 COS(Hl - 92) = 0, (22)

1,62 sen(8;, — 6,) — gsen 6, — 1,6, — 1,6, cos(8; — 6,) = 0. (23)

Observando as equacOes acima percebemos que sdo equacdes diferenciais ordinarias
de segunda ordem acopladas, e possuem solucdo analitica inviavel, de maneira que devemos
recorrer a uma solucdo numerica. Para isso, reescreveremos as equacdes (22) e (23) nas
seguintes formas, respectivamente:

0, = [-m,l,02 sen(6, — 8,) cos(8; — 6,) + gm, sen B, cos(8; — 6,) +

—m2l2922 sen(f; — 6,) — (my; + my)g sen6,]/[(my + my)l; —myl; C052(91 —03)], (24)

6, = {(m; + my)[gsen B, — 1,02 sen(6; — 0,) —g sen 6, cos(8; — 6,)] +

—m, 1,03 sen(6; — 6;) cos(8; — 6,)}/[myl; cos?(6; — 6,) — (g + my)L,].  (25)
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Mas o0 método de Runge-Kutta foi desenvolvido para solucdo de equaces diferenciais
de primeira ordem, de maneira que para usa-lo devemos transformar as equacdes (24) e (25)

em um conjunto de equacdes de primeira ordem como a seguir®*.

3.3- ADAPTACAO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO DO PENDULO DUPLO E
RESOLUCAO ATRAVES DO METODO DE RUNGE-KUTTA.

Através da definicdo das variaveis auxiliares

Z, =6,
Z, = 0,,

podemos transformar as equacoes (24) e (25), que sdo, respectivamente, equacgdes dos tipos

91 = f(91» 02, 91' 92), (27)
92 = 9(911 92) 91' 0.2)' (28)
no seguinte sistema de equacgdes de primeira ordem:
( Z, =06,
! ZZ == éz,

LZ1 = f(91'92'z1,zz)'
Zy, = 9(61,0,,Z,,7Z,).

Para solucionar este sistema devemos definir um conjunto de fungGes como o que esta
representado nas equacbes de (11) a (15) para cada uma das quatro varidveis acima, de
maneira que teremos um conjunto com vinte funcGes a serem inseridas no arquivo para
implementacdo. Nessas funcdes, que sdo mostradas abaixo, f e g sdo definidas como nas
equac0es (27) e (28):

kin = f(elnf 92n»ZIn'ZZn); (29)

Jin = g(elm 02, Z1n, ZZn); (30)

?* Caso tenha alguma divida consulte Equacdes diferenciais elementares e problemas de valores de contorno, de
Boyce e Diprima, citado nas referencias deste trabalho.



ko =f (9111 + g(zln + %kln) 020 + S(ZZn + %jln)rzln + gkln' Zon + %jln);

Jon =9 (eln + g(zln + gkln)»HZn + S(ZZn + gjln)lzln + gkln:ZZn + gjln);

NS

ksn = f (eln + (Zln + ngn) , 0o + g(ZZn + ngn) g + ngn:ZZn + ngn);

NS

. h h h . h h .
Jan=J (Gln + (Zln + Ean): On + ;(ZZn + E]Zn)'Zln + EanrZZn + E]Zn);
kyn = f(gln + h(Zln + hk3n)r 00 + h(ZZn + han)rzln + hk3p, Zon + han);

Jan = 9010 + h(Z1y + hk3y), 020 + W(Zoy + hjzn), Z1y + hksp, Zon + Rjsy);

Pin = Zln:
O1n = ZZn:
_ h
Pan Zln + Eklnr

O3n = Zon + %jZn;
Pan = Zin + hkap;
O4n = Zon + Wzn;
O1n+1) = O1n + % (k1n + 2kop + 2k3y + kan);
Oatnen) = O2n + = Gin + 2fzn + 2z + jan);
Zin+1) = Zin t+ g(Pm + 2p2n + 2P3n + Pand;

h
ZZ(n+1) =Zm+ P (01n + 2025 + 2035 + 047);
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(31)
(32)
(33)

(34)

(35)

(36)

(37)
(38)
(39)
(40)
(41)
(42)
(43)
(44)
(45)
(46)
(47)

(48)



29

3.4- SIMULACAO COMPUTACIONAL COMO ESTIMULO PARA O
DESENVOLVIMENTO DA INTUICAO FISICA

Um programa, escrito em linguagem C, desenvolvido para a resolucdo do sistema de
equacOes acima, pode ser encontrado no Apéndice 1. Ele pode ser usado para auxiliar
professores e alunos no estudo do movimento do péndulo duplo sem atrito. Uma possibilidade
é usé-lo como fator estimulante no desenvolvimento da intuicdo fisica dos alunos. Para isso o
professor podera, por exemplo, apresentar um conjunto de condicdes iniciais e estimular os
alunos a pensarem sobre como serd 0 movimento do sistema e posteriormente apresentar e
discutir a resposta correta com 0 uso do programa. Apresentamos abaixo algumas

possibilidades.
e Sugestdo 1

Os péndulos possuem massas iguais, hastes de mesmo comprimento e partem do
repouso formando, respectivamente, angulos iniciais de 180° e 160°, como na Figura 2. Como
estara o sistema depois de passado um intervalo de tempo pequeno, mas suficiente para que o

sistema saia de sua configuragao inicial?

Figura 2 — situacdo inicial referente a sugestao 1.

Neste caso podemos ver que o segundo péndulo possui tendéncia para girar para a
direita e, como seu ponto de apoio é o primeiro péndulo, ao girar para a direita o segundo
imprime no primeiro uma forca que faz com que o primeiro gire para a esquerda. Para

conferir a resposta inserimos no programa as condigdes iniciais m; = m, = 1kg,
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lL,=1,=1m, 6; =180° 6, =160° e w; = w, =0, € vemos a seguinte configuracao,

apresentada na Figura 3.

Figura 3 — configuracao resposta para a sugestéo 1.

e Sugestéo 2

Os péndulos possuem massas iguais, hastes de mesmo comprimento e partem do
repouso formando angulos iguais a 80°, como na Figura 4. Qual serd a configuracdo do
sistema ap0s um pequeno intervalo de tempo, suficiente para que uma mudanca apreciavel na

configuracdo possa ocorrer?

Figura 4 — situagdo inicial referente a sugestéo 2.

A resposta novamente tem a ver com o ponto de suspensdo do segundo péndulo.
Como o ponto de suspensdo do segundo péndulo é o primeiro, tanto o segundo péndulo
guanto o seu ponto de apoio giram juntos no sentido horario e isso faz com que o segundo

péndulo gire mais lentamente que o primeiro. Inserindo no programa as condicdes iniciais



31

my=m,=1kg, ly=01,=1m, 6; =6, =80° e @ =w,=0, obtemos a configuragdo

apresentada na figura 5.

Figura 5 — configuracao resposta para a sugestao 2.

e Sugestdo 3

O primeiro péndulo possui massa muito maior que o segundo e os dois partem do

repouso com angulos iguais a 60°. O que podemos afirmar sobre 0 movimento do sistema?

Figura 6 — situacdo inicial referente a sugestao 3.

A resposta é que o primeiro péndulo possuird movimento semelhante ao de um
péndulo simples, pois como a massa do segundo péndulo é muito menor que a do primeiro,
ele ndo possui inércia suficiente para causar uma mudanca significativa no movimento do
primeiro. Podemos verificar isto inserindo no programa as seguintes condic¢des iniciais:

mq =100kg,m2=1kg,11=12=1m,01=02=600,0)1=w2=0.
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e Sugestdo 4

O primeiro péndulo possui massa muito menor que a do segundo e os dois partem do
repouso a partir de angulos iguais a 60°. O que podemos afirmar sobre o movimento do

sistema?

Figura 7 — situacdo inicial referente a sugestéo 4.

Novamente temos que, como na sugestdo 2, no inicio do movimento o segundo
péndulo tende a girar mais lentamente que o primeiro. Porém, neste caso o primeiro péndulo
encontrard uma grande resisténcia gracas a grande inércia do segundo e ndo conseguira
influenciar no seu movimento. O resultado é que o primeiro péndulo possuird um movimento
oscilatorio e ndo periddico enquanto o segundo oscilard como um péndulo simples de
comprimento [, + [,. Verificamos tal comportamento inserindo no programa as seguintes

Condlgf)es IﬂICIaIS my = 1 kg, m, = 100 kg, ll = lz =1 m, 01 = 02 =60°¢e w1 = Wy = 0.

e Sugestdo 5

Observe a Figura 8. Sabendo que o primeiro péndulo possui massa muito maior que a
do segundo e que os dois se encontram em repouso a angulos de 0° quando o segundo sofre
uma violenta pancada na direcdo horizontal, representada pela seta, descreva o movimento do

sistema apoés a pancada.
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‘_

Figura 8 — situacéo inicial referente a sugestao 5.

Mais uma vez, gracas a grande diferenca entre as massas, 0 segundo péndulo néo
possui inércia suficiente para alterar consideravelmente o estado de repouso do primeiro, que
permanece praticamente imovel, enquanto o segundo passa a realizar um movimento circular
em torno do primeiro. Neste caso podemos inserir no programa as condigfes iniciais
m; =100kg, m, =1kg, [, =1, =1m,0, =60, =0, w; =0, w, =100 rad/s.

e Sugestdo 6

Descreva 0 movimento do sistema, mostrado na Figura 9, sabendo que o primeiro
péndulo possui massa muito menor que a do segundo e que ambos estdo em repouso a
angulos de 0° quando o primeiro sofre uma violenta pancada na direcdo horizontal,

representada pela seta.

Figura 9 — situag&o inicial referente a sugestéo 6.

O movimento do primeiro péndulo, nesse caso, novamente ndo ird causar mudanca
significativa no estado do segundo, que permanece praticamente imoével enquanto o primeiro

realiza um movimento oscilatorio em torno de seu ponto inicial. Podemos inserir as condigdes
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iniciais my = 1kg, m, =100kg, [, =1, =1m, 6, =6, =0, w; =100rad/s e w, =

—100 rad/s para verificar tal comportamento.

e Sugestéo 7

Considere que dois péndulos idénticos em massa e comprimento de haste séo
abandonados a angulos iguais a 90° como ilustramos na Figura 10. O que podemos afirmar
sobre o estado do sistema apos passado um intervalo de tempo pequeno mas suficiente para o

sistema sair de sua configuragéo inicial?

Figura 10 — situacdo inicial referente a sugestdo 7.

Sabemos que a forca de gravidade age da mesma maneira nas duas massas, portanto,
no inicio do movimento, quando a forca de vinculo ainda ndo alterou consideravelmente o
movimento vertical do primeiro péndulo, os dois péndulos terdo percorrido distancias
verticais idénticas de maneira que o sistema estar4 na posicdo indicada na Figura 9. Para
verificacdo inserimos em nosso programa as condi¢des: m; =m, = 1kg, [, =1, = 1 m,

6, =0, =90°e w; = w, = 0. Aresposta estd na Figura 11.

Figura 11 — configurag&o resposta para a sugestao 7.
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CAPITULO IV

ESTUDO SOBRE DESENVOLVIMENTO DA INTUICAO FISICA ATRAVES DE
QUESTIONARIO SOBRE O PENDULO DUPLO

Neste capitulo sera apresentada a pesquisa de campo realizada neste trabalho.
Iniciaremos com uma breve explanacdo sobre o questionario aplicado, passando pelas
questBes nele contidas e como foram corrigidas. Apresentaremos também os resultados

obtidos e finalizaremos apresentando algumas sugestdes para trabalhos futuros.

4.1- RESULTADOS E DISCUSSAO

O questionario apresentado aos alunos pode ser visto no Apéndice 2. Ele contém
duas paginas e é composto por trés partes. A primeira delas contém todas as informacdes que
julgamos necessarias para que 0s estudantes pudessem responder a todas as questdes
apresentadas. A segunda permite a identificacdo do campus da UFPE ao qual o estudante esta
vinculado, qual o periodo letivo que o0 mesmo esta cursando, se ele ja viu ou analisou de
alguma maneira 0 movimento de um péndulo duplo e, principalmente, se 0 mesmo soube
anteriormente da aplicacdo do questionario. A terceira parte refere-se a pesquisa propriamente

dita. Nela encontramos as questdes relativas ao movimento do péndulo duplo.

QUESTAO 01

A primeira questdo apresenta seis afirmativas referentes ao movimento de um
péndulo duplo que esta inicialmente em repouso quando recebe uma violenta pancada, em seu
segundo disco, na direcdo horizontal. Nesta questéo, é pedido que o estudante decida sobre a
validade de cada uma das afirmativas apresentadas assinalando V para as que julgar
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verdadeiras e F para as que considerar falsas. Com o intuito de evitar possiveis acertos por
chute, a primeira questdo foi dividida em dois blocos com trés alternativas interrelacionadas
de tal forma que a terceira alternativa de cada bloco depende da resposta das duas alternativas
anteriores. Respostas brancas ou nulas também obedeceram & corregdo feita por bloco, de
maneira que uma resposta foi considerada branca apenas quando o estudante ndo marcou
nenhuma das trés primeiras ou das trés ultimas alternativas, e considerada nula quando
continha respostas rasuradas, com mais de uma marcagdo por alternativa ou incompleta.
Apresentaremos a seguir os graficos com os dados obtidos. O nimero acima de cada barra é a
quantidade de participantes do questionario, no respectivo periodo.

A Figura 12, mostrada abaixo, apresenta a porcentagem de acertos dos estudantes do
Campus de Caruaru para o primeiro bloco da primeira questdo. Neste bloco as respostas

corretas seriam, respectivamente, falso, verdadeiro, falso.

[QUESTAD 1- PARTE 1]
1 4
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Figura 12 - grafico do percentual de acertos dos estudantes do Campus de Caruaru

para a primeira parte da questdo 1.

A Figura 13 representa o percentual de acertos das respostas dadas pelos alunos do
Campus de Recife para o bloco 1 da primeira questéo.
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[QUESTAD 1-PARTE 1 |
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Figura 13 - grafico do percentual de acertos dos estudantes do Campus de Recife para a
primeira parte da questéo 1.

Os resultados para a parte 2 da questdo 1 sdo mostrados nas Figura 14 e 15. Elas

representam respectivamente o percentual de acertos dos alunos do Campus de Caruaru e do

Campus de Recife. Neste caso a sequéncia correta seria verdadeiro, falso, falso.
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Figura 14 - grafico do percentual de acertos dos estudantes do Campus de Caruaru para a

segunda parte da questéo 1.
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Figura 15 - grafico do percentual de acertos dos estudantes do Campus de Recife para a

segunda parte da questdo 1.

Um fato interessante que pode ser observado é que se compararmos a média do
percentual de acerto dos alunos dos cinco primeiros periodos com a média dos alunos dos
cinco ultimos, no caso dos estudantes do Campus de Caruaru, ou a média do percentual de
acertos dos alunos do primeiro e do terceiro periodos com a média do dos alunos do quinto e
do sétimo periodos, no caso dos estudantes do Campus de Recife, podemos observar que
houve um aumento significativo em todos os graficos acima, da primeira para a segunda
metade do curso. No grafico da Figura 12 a média de acertos dos estudantes dos periodos 1 a
5 foi de 59,28% e a média dos periodos 5 a 9 foi de 82,67%. No grafico da Figura 13 a média
do primeiro e terceiro periodos foi de 55,55%, enquanto a média dos periodos 5 e 7 foi de
70%. Ja no grafico da Figura 14 a média da primeira parte foi 67,70% e a da segunda parte foi
de 98%, e no grafico da Figura 15 as médias foram de 70% e 90% para 0 primeiro e o terceiro

periodos e para o quinto e sétimo periodos, respectivamente.

Podemos observar também que trés dos quatro graficos acima apresentam um
comportamento interessante. O grafico da Figura 15 apresentou apenas uma queda no
percentual de acertos entre o primeiro e terceiro periodos, o grafico da Figura 12 apresentou
duas quedas entre os periodos 1 e 2 e entre os periodos 5 e 6 e o grafico da Figura 14

apresentou apenas uma queda entre os periodos 3 e 4, de maneira que podemos perceber uma
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predominancia de aumentos no nimero de acertos entre os periodos considerados. O Unico

desses graficos que apresentou mais quedas que aumentos foi o da Figura 13.

QUESTAO 02

A segunda questdo — que esta dividida nos itens a e b — trata do movimento de um
péndulo duplo abandonado a partir do repouso em duas configuragdes iniciais distintas. Em
cada item é apresentado um quadro com a configuracdo inicial do sistema e mais quatro que
representam possiveis configuracGes num instante posterior. Nesta questdo o estudante devera
marcar com um “X” um dos quadros que em sua opinido representa 0 sistema depois de
passado um intervalo de tempo pequeno, mas suficiente para que uma mudanca perceptivel na
configuracdo do sistema possa acontecer. Foram consideradas como respostas brancas as que
ndo continham nenhuma marcacao e nulas as que continham rasuras ou marcagdes em mais
de uma alternativa. A resposta correta para o item a foi representada no pendltimo quadro e 0s
percentuais de acerto para os alunos do Campus de Caruaru e do Campus de Recife séo

apresentados nas Figuras 16 e 17, respectivamente.

[QUESTAOD 2- ITEM 4]
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Figura 16 - grafico do percentual de acertos dos estudantes do Campus de Caruaru para o
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item a da questdo 2.
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Figura 17 - grafico do percentual de acertos dos estudantes do Campus de Recife para o item

a da questéo 2.

As Figuras 18 e 19, mostradas a seguir, apresentam 0s percentuais de acertos para o
item b da segunda questdo para os alunos do Campus de Caruaru e do Campus de Recife,

respectivamente. Neste caso, a resposta correta foi apresentada no ultimo quadro.
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Figura 18 - grafico do percentual de acertos dos estudantes do Campus de Caruaru para o item

b da questéo 2.
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Figura 19 - grafico do percentual de acertos dos estudantes do Campus de Recife para o item

b da questao 2.

No caso dos graficos apresentados nas Figuras 16, 17, 18 e 19, que representam 0s
resultados para a questao 2, podemos observar que apenas um deles, o da Figura 17, apresenta
aumento regular no percentual de acerto com o0 avango no curso.

Na comparagdo entre as médias dos percentuais de acertos dos alunos da primeira
metade do curso com os alunos da segunda metade, como fizemos para as figuras de 12 a 15,
tivemos aumento nos graficos apresentados nas Figuras 16 e 17, nos quais a média saltou de
14,64% para 20% e de 8,89% para 26,67%, respectivamente. No gréfico da Figura 18 a média
permaneceu praticamente inalterada, passando de 32,05% para 32%, e no gréafico da Figura 19
a média passou de 21,11 % para 0%.

Temos, portanto que quatro dos oito graficos apresentados (os das figuras 12, 14, 15 e
17) possuem predominancia de aumentos nos percentuais de acerto de estudantes de periodos
consecutivos e que, na comparacao entre as médias dos percentuais de acerto dos alunos da
primeira e da segunda metade do curso, apenas dois dos oito gréaficos (os apresentados nas

figuras 18 e 19) ndo apresentaram aumentos significativos.
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CAPITULO V

CONSIDERACOES FINAIS

O estudo de possiveis relagdes entre o decorrer da vida académica dos alunos e o
desenvolvimento da intuicdo fisica dos mesmos pode ser um fator determinante para a
melhoria da qualidade de ensino em um curso superior. Um curso onde professores ensinam
0s conteldos de maneira matematizada e esperam que 0s alunos memorizem 0s assuntos
através da resolucdo de enormes listas de exercicio, por exemplo, certamente ndo apresentara
crescimento nas potencialidades intuitivas de seus discentes com o passar dos periodos, de
maneira que a realizacdo de pesquisas semelhantes a esta podem detectar ou no minimo dar
indicios deste problema.

Neste trabalho, especificamente, como pode ser observado no capitulo 1V, seis dentre
os oito gréaficos, representados nas Figuras de 12 a 19, apresentaram aumentos nas
comparagdes entre a média de acertos dos estudantes que se encontram na primeira metade do
curso e 0s que se encontram na Ultima metade. Verificamos também que em quatro desses
graficos predominam os aumentos nos percentuais de acertos para estudantes de periodos
consecutivos. Esses resultados, porém, ndo apresentam indicios suficientes de que 0s cursos
de Fisica-Licenciatura dos campi de Caruaru e Recife, da UFPE, apresentam alguma relacdo
entre 0 desenvolvimento da intuicdo fisica de seus alunos e 0 avanco dos periodos no curso,
de maneira que sugerimos que outras investigaces como esta sejam realizadas para que

resultados mais conclusivos possam ser obtidos.

Durante a realizacdo deste trabalho foram encontradas algumas dificuldades que
gostariamos de citar e que nos permitem fazer algumas sugestdes para possiveis realizacdes

de pesquisas futuras.

e O uso de um questionario apenas com questdes fechadas gerou dificuldades na analise
dos dados obtidos, j& que na maioria deles ndo foram encontrados padrées bem
definidos, como pode ser visto no capitulo IV, de maneira que, para a realizacdo de
pesquisas semelhantes, sugerimos que sejam adicionas ao questionario algumas
perguntas com respostas abertas. Com isto o pesquisador teria a possibilidade de

analisar as respostas quantitativa e qualitativamente.
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Uma segunda dificuldade foi o pequeno numero de estudantes participantes na
aplicacdo do questionario (podemos citar como exemplo o oitavo periodo do campus
de caruaru que contou com a participacdo de apenas um estudante) e a impossibilidade
de uma segunda aplicagdo — j& que os alunos participantes em um primeiro momento
poderiam trocar informagfes com 0s que iriam responder em um momento posterior
causando o comprometimento dos resultados obtidos. Sugerimos, neste caso, que 0
pesquisador atente para a escolha do dia da aplicagéo, garantindo que 0 maior niUmero

possivel de estudantes possa participar da pesquisa.

A terceira dificuldade encontrada diz respeito ao programa desenvolvido. Neste
trabalho ndo foi possivel a realizacdo de um programa mais interativo de maneira que
sugerimos que em trabalhos posteriores o pesquisador atente para esta questdo criando
um programa mais facil de ser executado e talvez até desenvolvendo uma descricao

mais detalhada em formato tutorial.



44

REFERENCIAS

ASSOCIACAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS. NBR 6023: Informagio e
documentacgédo - Referéncias - Apresentacao. Disponivel em:
www.habitus.ifcs.ufrj.br/pdf/abntnbr6023.pdf. Acesso em: 20 ago. 2014.

ASSOCIACAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS. NBR 10520: Informagéo e
documentagdo - Citacbes em documentos - Apresentacdo. Disponivel em:
www.cch.ufv.br/revista/pdfs/10520-citas.pdf. Acesso em: 20 ago. 2014.

ASSOCIACAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS. NBR 14724: Informacéo e
documentagdo - Trabalhos Académicos - Apresentacdo. Disponivel em:
pt.slideshare.net/LazinhaSantos/nbr-14724-2011-nova-norma-da-abnt-para-trabalhos-
acadmicos-11337543. Acesso em: 20 ago. 2014,

BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C. Equag0es diferenciais elementares e problemas de
valores de contorno. 6. ed. Traducdo Valéria de Magalhdes lorio. Rio de Janeiro: LTC, 1998.

LEVADA, C. L.; LEVADA, M. M. O.; BERETA, A. L.R. Z. O PAPEL DA INTUICAO
NAS DESCOBERTAS E INVENCOES CIENTIFICAS. Disponivel em:
www.conhecer.org.br/enciclop/2010c/0%20papel.pdf. Acesso em 05 ago. 2014.

DEPARTAMENTO DE ELETRONICA E COMPUTACAO DA UNIVERSIDADE
FEDERAL DE SANTA MARIA. Solucdo de Equacbes Diferenciais Ordinarias Usando
Meétodos Numeéricos. Disponivel em: WWW-
usr.inf.ufsm.br/~gbaratto/graduacao/ELC1021/atual/textos/EDO/solucao EDO pelos _metodo
s_Euler Runge-Kutta.pdf. Acesso em: 13 mai. 2013.

EDUARDO CASAVELLA. TUTORIAL DE INSTALACAO DO DEV C++. Disponivel
em: linguagemc.com.br/tutorial-de-instalacao-do-dev-c/. Acesso em: 8 mar. 2013.

EVARISTO, J. Aprendendo a Programar Programando na Linguagem C. 3. ed. Alagoas:
EDUFAL

FACULDADE DE ENGENHARIA DO CAMPUS DE ILHA SOLTEIRA DA
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA. Apostila de DEV C++. Disponivel em:
educaonline.eng.br/UNISANTA/HTML/DOWNLOAD/APOSTILAS/apostila%20de%20dev.
pdf. Acesso em:19 jun. 2013.

HALLIDAY, D.; RESNICK, R.; WALKER, J. Fundamentos de Fisica, volume 2. 8.
ed.Tradugdo e revisdo técnica Ronaldo Sérgio de Biasi. Rio de Janeiro: LTC, 2008.

LUIS ANTONIO. C++ Basico. Disponivel em:
www.inf.ufes.br/~avalli/programacao/material/apostilandoC++.pdf. Acesso em: 19 jun. 2013.

MARION, J.B.: THORNTON, S. T. Classical Dynamics of Particles and Systems. 5. ed.
Saunders College Publishing, 2004.


http://www.habitus.ifcs.ufrj.br/pdf/abntnbr6023.pdf
http://www.cch.ufv.br/revista/pdfs/10520-citas.pdf
http://www.conhecer.org.br/enciclop/2010c/o%20papel.pdf
http://www-usr.inf.ufsm.br/~gbaratto/graduacao/ELC1021/atual/textos/EDO/solucao_EDO_pelos_metodos_Euler_Runge-Kutta.pdf
http://www-usr.inf.ufsm.br/~gbaratto/graduacao/ELC1021/atual/textos/EDO/solucao_EDO_pelos_metodos_Euler_Runge-Kutta.pdf
http://www-usr.inf.ufsm.br/~gbaratto/graduacao/ELC1021/atual/textos/EDO/solucao_EDO_pelos_metodos_Euler_Runge-Kutta.pdf
http://www.comp.ita.br/~pauloac/ces11/Graficos_DevCpp.pdf
http://www.inf.ufes.br/~avalli/programacao/material/apostilandoC++.pdf

45

MARTINS, R. A.; SILVA, A. P. B. Principios da dptica geométrica e suas excecoes:
Heron e a reflexdo em espelhos. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, Sdo Paulo, v. 35, n.
1, mar. 2013. Disponivel em: www.sbfisica.org.br/rbef/pdf/351605.pdf. Acesso em: 20 mar.
2013.

MEDEIROS, A.; MEDEIROS, C. F. Possibilidades e Limita¢cbes das Simulacgdes
Computacionais no Ensino da Fisica. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, Sdo Paulo, v.
24, n. 2, jun. 2002. Disponivel em: www.sbfisica.org.br/rbef/pdf/v24_77.pdf. Acesso em: 18
jan. 2014.

PAULO ANDRE CASTRO. Uso de Graficos no ambiente Dev C++. Disponivel em:
www.comp.ita.br/~pauloac/ces11/Graficos_DevCpp.pdf. Acesso em: 18 jun. 2013.

STEWART, J. Célculo, volume 2. 6. ed. Traducdo Antonio Carlos Moretti, Antonio Carlos
Gilli Martins. Sdo Paulo: Cengage Learning, 2011.

VALLE, K. N. F. Métodos Numeéricos de Euler e Runge-Kutta. 2012. 40 f. Monografia
(Especializacdo em Educacdo Matematica) — Programa de P6s-graduacdo em matematica para
professores, Universidade Federal de Minas Gerais, Minas Gerais. 2012.

ZILL, D. G.; CULLEN, M. R. Equac0es diferenciais, volume 2. 3. ed. Traducdo Alfredo
Alves de Farias. So Paulo: Pearson Education do Brasil, 2010.


http://www.sbfisica.org.br/rbef/pdf/351605.pdf
http://www.sbfisica.org.br/rbef/pdf/v24_77.pdf
http://www.comp.ita.br/~pauloac/ces11/Graficos_DevCpp.pdf

46

APENDICE 1

O codigo do programa, escrito em linguagem C, desenvolvido neste trabalho para
simular o movimento do péndulo duplo é o seguinte:

#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#include<graphics.h>
#include<math.h>

double  fl(double t, double tetal, double teta2, double z1, double z2)
{return z1;}

double  f2(double t, double tetal, double z1, double teta2, double z2)
{return z2;}

double gl(double t, double tetal, double teta2, double z1, double z2, double m1, double
m2, double |1, double 12, double g)

{return (-m2*11*z1*z1*sin(tetal-teta2)*cos(tetal-teta2)
+g*m2*sin(teta2)*cos(tetal-teta2) -m2*12*z2*z2*sin(tetal-teta2)-
(m1+m2)*g*sin(tetal))/((m1+m2)*I1-m2*|1*cos(tetal-teta2)*cos(tetal-teta2));

double  g2(double t, double tetal, double teta2, double z1, double z2, double m1, double
m2, double |1, double 12, double g)

{return ((m1+m2)*(g*sin(teta2)-11*z1*z1*sin(tetal-teta2)-
g*sin(tetal)*cos(tetal-teta2))-m2*12*z2*z2*sin(tetal-teta2)*cos(tetal-
teta2))/(m2*12*cos(tetal-teta2)*cos(tetal-teta2)-(ml+mz2)*12);

main()
//declaracao dos tipos de variaveis usadas no programa

double t0, tn, tn1, tmax, tetal, teta2, tetaln, teta2n;
double m1, m2,11, 12, g, pi, T1, T2, Z1, Z2, T, U, En;
double z1n, z2n, z1, z2, tetalO, teta20, z10, z20;
double h;

double k1, k2, k3, k4;

double j1,j2,j3, j4;

double p1, p2, p3, p4;

double 01, 02, 03, 04;

intn,i;

/linsercéo das condicgdes iniciais
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printf(*forneca o valor da massa 1 em kilogramas:");
scanf("%lIf", &m1l);

printf(**forneca o valor da massa 2 em kilogramas:");
scanf("%lIf", &m?2);

printf(*forneca o comprimento da haste da massa 1 em metros:");
scanf("%lIf", &I1);

printf(*forneca o comprimento da haste da massa 2 em metros:");
scanf("%lf", &I2);

printf(“forneca o angulo inicial da massa 1 em graus:");
scanf("%lIf", &tetal0);

printf(“forneca o angulo inicial da massa 2 em graus:");
scanf("%lf", &teta20);

printf(""forneca a velocidade inicial da massa 1 :");

scanf("%lIf", &z10);

printf("forneca a velocidade inicial da massa 2 :");

scanf("%lIf", &z20);

initwindow(700,500); //comando para iniciar janela grafica (eixo x, eixo y)

t0=0;

g=9.81;

h =0.001;

pi = 3.1415926536;
tmax = 50;

/linicia as variaveis com os valores iniciais
n=0;

tn =1t0;

tetaln = tetal0*2*pi/360;

z1n = z10*2*pi/360;

teta2n = teta20*2*pi/360;

z2n = z20*2*pi/360;

while (tn< tmax)

/ldesenho dos eixos
line(350, 20, 350, 480);
line(100, 250, 600, 250);

// desenho do primeiro péndulo

circle(350+100*sin(tetaln), 250+100*cos(tetaln), 15);

line(350, 250, 350+100*sin(tetaln), 250+100*cos(tetaln));

//desenho do segundo péndulo

circle( 350+100*sin(tetaln)+100*sin(teta2n), 250+100*cos(tetaln)+100*cos(teta2n), 15);
line(350+100*sin(tetaln), 250+100*cos(tetaln), 350+100*sin(tetaln)+100*sin(teta2n),
250+100*cos(tetaln)+100*cos(teta2n));

// Comando para imprimir nimeros na tela. Transformamos variaveis numéricas em textuais.



T1 = tetaln*360/(2*pi);
T2 = teta2n*360/(2*pi);
Z1 = z1n*360/(2*pi);
Z2 = z2n*360/(2*pi);

char A [30];
char B [30];
char C [30];
char D [30];
char E [30];

sprintf(A, "tetal=%lIf", T1);
outtextxy(50, 50, A);
sprintf(B, "teta2=%lf", T2);
outtextxy(50, 100, B);
sprintf(C, "Z1=%If", Z1);
outtextxy(50, 150, C);
sprintf(D, "Z2=%lIf", Z2);
outtextxy(50, 200, D);
sprintf(E, "energia=%If", En);
outtextxy(500, 50, E);
delay(10);

cleardevice(); //limpa a tela grafica

/limplementacdo do método de Runge-Kutta

k1 = h*f1(tn, tetaln, teta2n, z1n, z2n);

j1 = h*f2(tn, tetaln, teta2n, z1n, z2n);

pl = h*gl(tn, tetaln, teta2n, z1n, z2n, m1, m2, 11, 12, 9);
0l = h*g2(tn, tetaln, teta2n, z1n, z2n, m1, m2, 11, 12, g);

k2 = h*f1(tn+h/2, tetaln+k1/2, teta2n+j1/2, zAn+pl/2, z2n+01/2);
J2 = h*f2(tn+h/2, tetaln+k1/2, teta2n+j1/2, zZ1n+pl/2, z2n+01/2);
p2 = h*gl(tn+h/2, tetaln+k1/2, teta2n+j1/2, z1n+pl/2, z2n+01/2, m1, m2, 11, 12, g);
02 = h*g2(tn+h/2, tetaln+k1/2, teta2n+j1/2, z1n+pl/2, z2n+0l1/2, m1, m2, 11, 12, g);

k3 = h*f1(tn+h/2, tetaln+k2/2, teta2n+j2/2, z1n+p2/2, z2n+02/2);
J3 = h*f2(tn+h/2, tetaln+k2/2, teta2n+j2/2, zZ1n+p2/2, z2n+02/2);
p3 = h*gl(tn+h/2, tetaln+k2/2, teta2n+j2/2, z1n+p2/2, z2n+02/2, m1, m2, 11, 12, g);
03 = h*g2(tn+h/2, tetaln+k2/2, teta2n+j2/2, z1n+p2/2, z2n+02/2, m1, m2, 11, 12, g);

k4 = h*f1(tn+h, tetaln +k3, teta2n+j3, z1n +p3, z2n +03);
j4 = h*f2(tn+h, tetaln +k3, teta2n+j3, z1n +p3, z2n +03);
p4 = h*gl(tn+h, tetaln +k3, teta2n+j3, z1n +p3, z2n +03, m1, m2, 11, 12, g);
04 = h*g2(tn+h, tetaln +k3, teta2n+j3, z1n +p3, z2n +03, m1, m2, 11, 12, g);

tnl = tn+h;

z1 = z1n +(pl+2*p2+2*p3+p4)/6;
tetal = tetaln +(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;
z2 = z2n +(01+2*02+2*03+04)/6;
teta2 = teta2n +(j1+2*j2+2*j3+j4)/6;

48
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n=n+l;
tnh = tnl;
zln =21,
tetaln = tetal;
z2n =22,
teta2n = teta2;

/I calculo da energia do sistema
T = (M1*I11*11*z1n*z1n)/2+(11*11*z1n*z1n+I2*12*z2n*z2n+2*|1*12*z1n*z2n*cos(tetaln-
teta2n))*m2/2;

U = -(m1+m2)*g*I1*cos(tetaln)-m2*g*12*cos(teta2n);
En=T+U;
¥

closegraph(); // fecha modo gréafico

return O;

}

Para utiliz&-lo o leitor devera seguir os seguintes passos:

1- instalar em seu computador um compilador para programas desenvolvidos em linguagem
C. Um bom exemplo é o DEV C++. Seu processo de instalacdo pode ser encontrado em
TUTORIAL DE INSTALACAO DO DEV C++, do autor Eduardo Casavella, indicado na
bibliografia deste trabalho.

2- Instalar uma rotina grafica no ambiente DEV C++. Um bom exemplo é a Borland Graphics
Interface (BGI). Consulte Uso de Gréficos no ambiente Dev C++, do autor Paulo André
Castro, indicado na bibliografia deste trabalho, para aprender a baixar e instalar os arquivos
necessarios ao uso da BGI.

3- Criar um projeto e copiar o codigo acima.
Com isto 0 computador estard pronto para executar o programa. Ao fazé-lo a seguinte tela

sera aberta (Figura 20):

8 Hiexperimentando graficos em c\grafico2.exe

|

forneca o valor da massa 1 em kilogramas:_

Figura 20- tela inicial ao executar o programa
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E o usuario devera seguir 0s passos a seguir, apertando a tecla “enter” apds cada um deles:

1- Digitar o valor da massa do péndulo 1 em kilogramas.

2- Digitar o valor da massa do péndulo 2 em kilogramas.

3- Digitar o valor do comprimento da haste do péndulo 1 em metros.

4- Digitar o valor do comprimento da haste do péndulo 2 em metros.

5- Digitar o valor do angulo inicial do péndulo 1 em graus.

6- Digitar o valor do angulo inicial do péndulo 2 em graus.

7- Digitar o valor da velocidade angular inicial do péndulo 1 em radianos por segundo.
8- Digitar o valor da velocidade angular inicial do péndulo 2 em radianos por segundo.

Ap0s todos os dados serem fornecidos uma tela como na Figura 21 ira abrir:

i Windows BGI = e |

tetal=15.448945 energia=-19.620000

teta2=-39.518265

Z1=-47.441019

72=230.388875

Figura 21- tela do programa durante a simulagdo de movimento do péndu’Io duplo

Esta tela apresenta a simulagcdo do movimento do péndulo duplo para as configuragdes iniciais
que foram fornecidas e os valores da energia do sistema (no canto superior direito), dos
angulos 6, e 6, e de Z; e Z, (no canto superior esquerdo, de cima para baixo,
respectivamente) para cada instante de tempo.
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APENDICE 2

Questionario apresentado aos estudantes.

QUESTIONARIO

Este questionario — que € anénimo e sera utilizado exclusivamente para fins académicos — trata do
movimento de um péndulo duplo com hastes rigidas. Vocé tem 20 minutos para respondé-lo. E necessario
ler com atengdo as informagdes abaixo.

eixo fixo

discos
hastes rigidas /

(articuladas)

e O sistema nao esta sujeito a forcas dissipativas, como resisténcia do ar ou atrito.
e As hastes rigidas tém massas despreziveis, de forma que as massas estdo concentradas nos discos.

e As hastes sdo articuladas de tal maneira que podem girar 360° em torno dos eixos aos quais estao
conectadas (isso € experimentalmente realizavel).

Institui¢éo: |:| UFPE/Caruaru l:’ UFPE/Recife

Sou estudante do periodo do curso de Fisica-Licenciatura (informe o periodo no qual esta
cursando o maior numero de disciplinas).

Vocé ja assistiu a algum video ou simulagdo computacional apresentando um péndulo duplo com hastes
rigidas em movimento? () SIM () NAO
Em caso afirmativo, vocé analisou tal movimento? Como?

Vocé sabia da aplicacdo deste questinario?( ) SIM () NAO
Em caso afirmativo, se preparou para ele de alguma forma? Como?

QUESTAO 01:Na figura abaixo, o péndulo duplo esta inicialmente em repouso. A seta inferior representa
uma violenta pancada horizontal sofrida pelo disco branco. Assinale V (verdadeiro) ou F (falso) em cada
uma das afirmativas a seguir.

«—— eixo fixo

Q,
4—
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() Se a massa do disco preto € muito menor que a massa do disco branco, apos a pancada o
disco branco realiza movimento circularem torno do disco preto.

() Seamassado disco preto é muito menor que a massa do disco branco,apos a pancada ambos
os discos realizam movimento circular em torno do eixo fixo.

() Asduas afirmativas acima estdo incorretas.

() Seamassado disco preto é muito maior que a massa do disco branco, apos a pancada o disco
branco realiza movimento circular em torno do disco preto.

() Seamassado disco preto é muito maior que a massa do disco branco, apds a pancada ambos
os discos realizam movimento circular em torno do eixo fixo.

() Asduas afirmativas acima estdo incorretas.

QUESTAO 02: Nos itens a e b, o primeiro desenho representa um péndulo duplo inicialmente em repouso.
Os discos possuem massas iguais, e as hastes tém o mesmo comprimento. Assinale qual das figuras a direita
melhor representa o sistema apos um pequeno intervalo de tempo. Considere um intervalo de tempo grande
o suficiente para que uma mudanca perceptivel na configuragdo do sistema ocorra.

a)
—e—f —e_, \.\o —e—o0 —e©
(G (G (G C )
b)
¢ ) (G (G C )

Muto obripacs por- sua particpagir!



