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“A busca da verdade deve ser
o0 objetivo de nossa atividade;
é o unico fim digno dela.”
(POINCARE, 1905)



RESUMO

Apresentamos alguns dos principais resultados da teoria dos polindbmios
positivos, o problema dos momentos e aplicagbes ao fluxo de poténcia 6timo (FPO)
global deterministico, estocéastico e racional. O problema de certificar positividade de
um polinbmio multivariado sob subconjuntos do Rn e o problema de determinar a
existéncia, unicidade e identificar uma medida boreliana suportada em um
subconjunto do Rn a partir de uma sequéncia de reais representando seus momentos
estdo relacionados entre si e possuem uma rica teoria em desenvolvimento. Muitos
problemas importantes podem ser abordados a partir desta teoria. Alguns exemplos
envolvem os temas: otimizacdo, probabilidade, teoria de controle, equacdes
diferenciais parciais, analise convexa, teoria ergodica e computacao algébrica. Serdo
apresentadas aplicacbes ao FPO, que é um problema de otimizacdo nao linear de
relevancia em analise de sistemas de poténcia. A saber, o FPO permite a obtencao
do melhor estado de operacédo de uma rede elétrica sob determinado critério de funcao
de custo. Por ser um problema ndo convexo, os métodos tradicionais realizam a busca
por 6timos locais. A obtencao de 6timos globais é, em geral, um problema NP-dificil.
A teoria apresentada permite a formulacéo de uma hierarquia de relaxacdes convexas
semidefinidas para o FPO em busca de resultados globais. Além das aplicacdes
deterministicas, utilizamos as técnicas em versbes do fluxo de poténcia 6timo
estocastico (FPOE) e em um problema de FPO néo usual formulado deliberadamente

para analise dos métodos com funcao objetivo racional.

Palavras-chave: Certificados de Positividade. Fluxo de Poténcia Otimo. Hierarquia
de Lasserre. Otimizacdo Polinomial Global. Problema dos Momentos. Programacéo

Semidefinida. Relaxacdo dos momentos/SOS.



ABSTRACT

We present some of the main results in positive polynomials theory, the moment
problem and global optimal power flow (OPF) applications: deterministic, stochastic
and rational. Certificating the positivity of a multivariate polynomial on a subset of Rn
and identifying a Borel measure supported on a subset of Rn from a sequence of its
moments, as well as determining its existence and uniqueness, are related problems
and there are great results being developed. Several important problems can be
approached using these theories. Some examples include optimization, probability,
control theory, partial differential equations, convex analysis, ergodic theory and
algebraic computation. Applications to OPF will be presented, which is a relevant
nonlinear optimization problem in power systems analysis. Namely, OPF allows
obtaining the best operation configuration in an electrical grid based on some cost
function. Since the problem is non-convex, traditional methods search for local
solutions. Getting global solutions is, generally, NP-hard. The theory presented allows
to formulate a hierarchy of convex semidefinite relaxations to OPF aiming for global
results. Besides deterministic applications, we utilize these techniques to stochastic
optimal power flow (SOPF) and an unusual OPF deliberately formulated to analyze the

methods with rational objective function.

Keywords: Global Polynomial Optimization. Lasserre Hierarchy. Moment Problem.
Moment/SOS Relaxation. Optimal Power Flow. Positivity Certificate. Semidefinite

Programming.
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Capitulo

INTRODUCAO

Certificar positividade de polindmios multivariados sob subconjuntos do IR” € um problema de inte-
resse em Matemadtica. Além da importancia tedrica, existem muitas aplicacdes praticas relacionadas
ao tema. Decomposi¢cdo em soma de quadrados (sum of squares: SOS) representa um destacado certi-
ficado de positividade (positivstellensatz'). Outro problema interessante consiste em identificar uma
medida de Borel com suporte em subconjuntos do IR” a partir de uma sequéncia de nimeros reais
representando seus momentos. O problema dos momentos e a teoria dos polindmios SOS possuem
uma estreita relagcdo entre si [1], [2].

Programacido semidefinida (PSD) € uma das dreas de pesquisa mais ativas em otimizagdo con-
vexa. Isto se deve a capacidade de formulagcdo de uma ampla faixa de problemas e a existéncia de
algoritmos eficientes para solucdo sob as perspectivas tedrica e pratica [3]. H4 teoremas que relacio-
nam o problema dos momentos/SOS a PSD, permitindo uma abordagem favordvel para a solugdo de
alguns destes problemas.

Muitos problemas de engenharia podem ser estudados pela teoria dos momentos e polindmios

Termo alemio que se refere aos teoremas que certificam positividade, semelhante ao célebre teorema nullstellensatz
de Hilbert.
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positivos. Alguns exemplos sdo otimizacao polinomial global [4], anélise de estabilidade de sistemas
dindmicos polinomiais [5] e controle 6timo [6].

O fluxo de poténcia 6timo (FPO) é uma ferramenta em andlise de sistemas elétricos de poténcia
que visa a busca do melhor estado de operacdo de uma rede sob determinadas restricdes [7], [8].
E um problema de otimizagio continua nio linear, eventualmente com formulacdo mista. Alguns
objetivos podem ser minimizar perdas de poténcia ativa, o custo de geracdo ou o corte de carga sob
contingéncias, maximizar o carregamento do sistema, minimizar o fluxo de poténcia entre ramos do
circuito elétrico, minimizar o consumo de reativos, etc. As equacdes de balanco de poténcia nas
barras representam as restricdes dadas pelas leis de Kirchhoff. Além disto, o FPO possui restricdes
fisicas relacionadas aos aspectos construtivos dos equipamentos, como as restri¢des das relagcdes de
transformacao dos transformadores e ha restricdes operacionais, como os limites de tensio nas barras
e os limites de fluxo em alguns ramos.

O FPO € um problema de otimizacdo ndo convexo e, por este motivo, solu¢des Otimas locais
podem nao representar a melhor solucdo global. Otimiza¢do ndo convexa global € um problema NP-
dificil e, portanto, ndo deve existir um algoritmo de tempo polinomial que alcanca sempre solucdes
globais para problemas ndo convexos, a menos que P = NP. Classificacdo de problemas e alguns
resultados em teoria da complexidade computacional podem ser encontrados em [9], [10]. Natural-
mente, os métodos tradicionais de otimizagao aplicados ao FPO convergem para solucdes estaciona-
rias (6timos locais). Estamos interessados em alcangar a melhor solucdo do FPO (solugdo global),
quando possivel em tempo ndo proibitivo. E comum o uso de coordenadas polares para formulagio
das equagdes de fluxo de poténcia, devido a interpretacio fasorial das grandezas elétricas, mas utiliza-
mos coordenadas cartesianas para as varidveis elétricas, uma vez que permitem a formulagdo do FPO
como um problema de otimizag@o polinomial. A teoria dos momentos/SOS fornece uma abordagem
global para problemas de otimizacdo polinomial a partir de hierarquias de relaxa¢des semidefinidas.

O problema de otimizagdo original é aproximado (relaxado) por um problema de PSD em um
espaco de dimensdo maior. O problema semidefinido é convexo e sua solu¢do é sempre global. A
solug¢do do PSD fornece uma cota para a solu¢do do problema original e, eventualmente, a solucio
global original pode ser recuperada a partir da solu¢do do PSD, situacdo na qual dizemos que a re-
laxacdio é exata. Se a exatiddo ndo é alcancada, uma nova relaxacio semidefinida mais estreita® é
formulada em um espacgo de dimensio ainda maior e uma cota melhor para a solugdo € alcancada. Os
PSDs fornecem uma sequéncia de cotas convergindo para solu¢do do problema original. A sequéncia
de problemas convexos consiste na hierarquia de relaxacdes semidefinidas, conhecida por hierarquia
de Lasserre ou hierarquia de relaxagdes dos momentos/SOS. Uma vez que o problema de otimizagado
global € NP-dificil, exatiddao nem sempre € alcangada para uma relaxacido de ordem baixa, casos nos
quais a obtencdo de solucgdes para o problema original torna-se invidvel. Todavia, conforme apresen-

taremos, é comum alcancar exatiddo para relaxagdes de ordens pequenas para problemas préticos de

2 Uma melhor aproximagio do problema original.
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FPO. Isto justifica a vantagem destes métodos para as aplicagdes globais.

1.1 OBJETIVOS E CONTRIBUICOES

O presente trabalho de pesquisa objetiva a busca de solugdes globais para alguns problemas de FPO
e de fluxo de poténcia 6timo estocdstico (FPOE) a partir de hierarquias de relaxacdes semidefinidas
dos momentos/SOS. Iniciamos com casos deterministicos para sistemas de teste com multiplas so-
lucdes locais e acrescentamos exemplos simples com as primeiras aplicagdes ao FPOE. Além disto,
apresentamos um exemplo pictérico de FPO com fung¢do objetivo racional, ilustrando a versatilidade
da técnica.

As poucas aplicacdes da teoria ao FPO deterministico existentes na literatura consideram a abor-
dagem do problema dos momentos e o certificado de positividade de Putinar [11], [12], [4]. Con-
tribuimos com uma andlise mais detalhada, considerando as formulac¢des da hierarquia a partir do
problema dos momentos e da linguagem da geometria algébrica real, utilizando os positivstellen-
satz de Schmiidgen e Putinar. Apresentamos tépicos relacionados a dualidade entre as formulacdes
e aos teoremas de complexidades dos positivstellensatz e realizamos diversos testes com diferentes

softwares, incluindo pacotes com tratamento de esparsidade.

1.2 ESTRUTURA DO DOCUMENTO

Esta dissertacdo apresenta a seguinte estrutura:

1. Introducdo: motivagao, objetivos e ementa do texto.

2. Introducdo a Programacdo Semidefinida: PSD como um problema de programacgdo conica. For-
mulagdo de um problema semidefinido padrio, dualidade forte e métodos de pontos interiores para
PSD. Pacote SeDuMi.

3. Positivstellensatz: Polindmios positivos, decomposicao SOS e o décimo-sétimo problema de Hil-
bert. Relag@o entre polindmios SOS e PSD. Defini¢cdes da geometria algébrica real, os positivs-
tellensatz de Schmiidgen e Putinar e aplicacdes ao problema de otimizacdo polinomial global.
Teoremas de complexidade dos positivstellensatz baseados em pré-ordenamentos e médulos qua-
draticos. Pacote SOSTOOL.

4. O Problema dos Momentos e a Hierarquia de Lasserre: o problema dos momentos e uma con-
dicdo necessdria e suficiente para existéncia de medidas representativas dada pelo teorema de
Riesz-Haviland. Solucdo do problema dos momentos para medidas suportadas em semialgébricos

basicos compactos a partir das versdes duais dos teoremas de Schmiidgen e Putinar. Otimizagao
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polinomial global via relaxacdo dos momentos: hierarquia de relaxagcdes semidefinidas de Las-
serre. Outras aplicagdes: otimizagdo racional global e otimizac¢do polinomial global estocéstica.
Dualidade entre cones convexos relacionando o problema de certificar positividade ao problema

dos momentos. Pacote GloptiPoly 3.

5. Aplicagdes: FPO global como ferramenta para determinacao do melhor estado de operacdo de um
sistema elétrico de poténcia. Formulacdo do FPO polinomial utilizando coordenadas cartesianas
para descricdo das variaveis elétricas. Aplicagdes da hierarquia de relaxacdes dos momentos/SOS
para solugd@o global de problemas deterministicos com multiplas solugdes locais. Solug@o global
de um FPO racional utilizando a hierarquia de Lasserre. Aplicacdes da hierarquia de Lasserre a
problemas de FPOEs: varidveis aleatdrias (VAs) relacionadas a natureza do problema e a incerteza

na modelagem dos pardmetros do sistema elétrico.

6. Conclusdes: sintese das teorias desenvolvidas e aplicacdes apresentadas. Indicacdo de possiveis

pesquisas futuras.

7. Apéndice A: sistemas de teste em formato MatPower para problemas de FPO com muiltiplas solu-

¢oes locais.



Capitulo

INTRODUCAO A PROGRAMACAO
SEMIDEFINIDA

2.1 INTRODUCAO

Programacdo conica é uma 4area da otimizagdo convexa na qual o espaco vidvel é definido sobre
um cone convexo. Alguns casos particulares sdo PSD, a programagdo no cone de segunda ordem
(PCSO) e a programacdo linear (PL). O que difere entre estes casos s30 0s cones convexos nos quais
o problema estd definido. PSD € uma das dreas de pesquisa mais ativas em otimiza¢do convexa e
sua aplicacdo a problemas da industria € cada vez mais frequente [3]. Isto se deve a capacidade de
formulagdo de uma ampla faixa de problemas e a existéncia de algoritmos eficientes para solugio sob

as perspectivas tedrica e pritica. Além disso, PSD engloba PCSO e PL como casos particulares.

Definicao 2.1.1. Um subconjunto C de um espago vetorial real V é um cone convexo se é fechado

para combinag¢des lineares com coeficientes ndo negativos:
Ya,eRieVx,yeC=ax+ByeC (2.1)
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C é pontudo se satisfaz: x,-x € C = x = Oy
Consideremos o espago vetorial real das matrizes reais de ordem n dotado com o produto interno:

<'a'>:MnXMn'_>]R

(2.2)
(A,B) = Tr(A”B).

O conjunto das matrizes simétricas de ordem n (5,) € um importante subespago vetorial de IM,,.

Definicdo 2.1.2. Diz-se que A € S, é positiva semidefinida (A > 0), se x’ Ax > 0 para todo x € R".
E positiva definida (A > 0), se x” Ax > 0 para todo x # OR».

Proposicao 2.1.1. O conjunto das matrizes simétricas positivas semidefinidas ¢ um cone convexo,

pontudo, cujo interior € o conjunto das matrizes simétricas positivas definidas.

Proposicao 2.1.2 (Ordem de Lowner). O cone das matrizes simétricas positivas semidefinidas induz

uma relacdo de ordem parcial sobre 5,: A,B€S5,,A > B,se A—B > 0.

A demonstracdo destes fatos € direta. A relacdo de ordem € também homogénea e aditiva. Ou-
tros cones convexos induzem relagdes de ordem parcial da mesma maneira. Algumas propriedades

importantes sobre matrizes positivas semidefinidas:

Proposicao 2.1.3. Seja A € 5,,. Sdo equivalentes as seguintes afirmagdes:
1. A é positiva semidefinida (definida)
2. Os autovalores de A sdo ndo negativos (positivos)
3. Os menores principais de A sdo ndo negativos (positivos)

4. Decomposigio Cholesky: existe uma matriz L € My, tal que A = L'L (k = n e L nio

singular).

A demonstracdo da equivaléncia das afirmacdes pode ser encontrada em grande parte dos livros
de andlise matricial [13] e dlgebra linear numérica.

Um problema de PSD € um problema de otimiza¢do da forma:

min (C, X) (2.3a)

XeS,
sujeito a:  (A;, X) =b;, iell,...,m} (2.3b)
X>0 (2.3¢)

emque C,A; €5, b; € R. A fungfo objetivo € linear e o conjunto vidvel € a intersecdo de um espago

afim e o cone semidefinido positivo. Conjuntos deste tipo recebem o nome de espectraedro!.

1 Anélogo ao poliedro em PL, que ¢ a interse¢@o de um espago afim com o ortante positivo (cone para PL).
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2.2 DUALIDADE FORTE E METODOS DE PONTOS INTERIORES

Podemos definir o problema dual associado ao problema primal (2.3):

max bly (2.4a)
yeR™
m
sujeitoa: €= )" yid; = 0. (2.4b)

i=1

A maneira em que o problema dual é construido assegura dualidade fraca: (C, X) > b’y, sempre
que X e y sdo vidveis. Isto significa que pontos vidveis do problema primal fornecem cotas superio-
res para a solugdo do problema dual, enquanto que pontos viaveis do problema dual fornecem cotas
inferiores para a solu¢do do problema primal. Se o gap de dualidade for nulo para pontos vidveis:
(C,X*y—bTy* = 0, (X*,y*) constitui um par de solucdes dos problemas primal e dual. Reciproca-

mente, dualidade forte ocorre sob hipdteses de qualificac@o das restricdes [3]:

Teorema 2.2.1 (Dualidade Forte). Se o problema primal é limitado e possui ponto com viabilidade
estrita’: X > 0, entdo o problema dual alcanca solugiio y* e as solugdes dos problemas sdo iguais. Da
mesma forma, se o problema dual ¢ limitado e possui ponto estritamente vidvel: C — 3" | y;,A; > 0,
entdo o problema primal alcanca solucdo X* e os problemas possuem solugdes iguais. Portanto,
quando ambos os problemas possuem pontos com viabilidade estrita, existe par de solucdes primal-
dual (X*,y*), satisfazendo: (C, X*) = bTy*.

O teorema permite a solu¢do de problemas de PSD pela busca de um par (X,y) satisfazendo
a viabilidade primal, dual e gap de dualidade nulo. Estas sdo as condi¢des de otimalidade para o
problema semidefinido.

Meétodos primal-dual de pontos interiores (PDPI) consistem em uma familia de algoritmos efi-
cientes para PSD. Sao algoritmos de tempo polinomial e apresentam bons resultados nas aplicacdes
priticas. De forma andloga ao caso em PL, uma barreira logaritmica é adicionada a fun¢@o obje-
tivo para assegurar que as iteracdes ocorram no interior do cone semidefinido [3]. Um parametro
de barreira o que multiplica esta parcela é reduzido conforme processo iterativo, fazendo com que o
problema perturbado se aproxime do problema original.

A extensdo dos métodos de pontos interiores para problemas de programagao conica mais gerais
foi apresentada no trabalho seminal [14]. Os autores identificaram a propriedade bdsica que levaria a
complexidade polinomial dos algoritmos com funcao de barreira. Esta fung¢do deve satisfazer critérios

técnicos que a classifica como auto-concordante.

2 Condicdo de regularidade de Slater.
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O problema semidefinido com barreira logaritmica assume a forma:

min (C, X) — o log(det(X)) (2.5a)
XeS,
sujeito a: (A, X) =b;, i€e{l,...,m} (2.5b)

X > 0. (2.5¢)

As condigdes de otimalidade para o problema com barreira sao:

C-Y yAi+S =0 (2.62)
i=1

(A, X) = b; (2.6b)

XS =0 (2.6¢)

Uma linearizacao do sistema € resolvido em cada iteracdo do algoritmo e o pardmetro de barreira
¢ atualizado pela estimativa: o = (X, S)/n. Um novo sistema é resolvido e o processo se repete. O
critério de parada é baseado na viabilidade dos problemas primal, dual e valor alcangado pelo gap
de dualidade. Esta é apenas uma visdo geral e detalhes das variacdes dos métodos e implementacdes
computacionais podem ser encontrados em [15].

PL e PCSO sido casos particulares de PSD e muitos outros problemas importantes podem ser
formulados via PSD. Uma ampla faixa de problemas combinatérios NP-dificil s@o resolvidos por
algoritmos de aproximagao via relaxacdo semidefinida.

Exemplos de problemas nos quais PSD possui papel de destaque sdo: méximo corte em um
grafo (max-cut) [16], limitantes para capacidade de um canal a partir da funcdo theta de Lovasz [17],
programacdo inteira 0-1 [18], desigualdades matriciais lineares [19], correlacdes quanticas [20] e

otimizagdo polinomial global [21]. Este ultimo serd apresentado nos préximos capitulos.

2.3 SEDUMI

SeDuMi € um software de disponibilidade gratuita implementado em MATLAB que permite a solucio
eficiente de problemas de programacdo conica (linear, quadrética e semidefinida). Uma descri¢do da
ferramenta pode ser obtida em [22]. O programa utiliza algoritmos baseados em métodos PDPI.

H4 uma grande quantidade de programas computacionais de otimizacdo para PSD disponiveis
gratuitamente. Alguns exemplos sdo: SeDuMi, SDPT3 [23], SDPA [24], CSDP [25].



Capitulo

POSITIVSTELLENSATZ

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo estamos interessado no problema de certificar ndo negatividade ou positividade de um
polindmio multivariado sob um subconjunto do IR". Ou seja, dado p € R[x] e K c R”, queremos um

critério que assegure a validade da desigualdade:
p(x) > 0 para todo x € K. (3.1)

Este problema possui muitas aplicacdes que serdo apresentadas posteriormente. Alguns teore-
mas baseados na estrutura algébrica de K permitem a classificagdo de polindmios satisfazendo (3.1).
Os métodos apresentados sdo da geometria algébrica real. Referimo-nos indistintamente a fungdes
polinomiais por polindmios'.

Dizemos que um polindmio é ndo negativo se p(x) > 0 Yx € R". E positivo se a desigual-

dade estrita é assegurada. Um polindmio p(x) € R[x] é SOS se existem polindmios ¢;(x) € R]x],

! A rigor, a palavra polindmio refere-se aos elementos de um anel de polindmios.
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satisfazendo:
m

p(x) =) qi(x) (3.2)

i=1
Comecamos pelo caso em que K = IR”. Todo polindmio SOS é ndo negativo. Portanto, uma
forma de certificar ndo negatividade de um polindmio é apresentando uma decomposi¢do SOS. Uma
pergunta natural é: todo polindmio nio negativo é SOS?
A resposta é ndo. Hilbert estabeleceu em 1888 um resultado que caracteriza os polindmios nao

negativos que sdo SOS:

Teorema 3.1.1. (Hilbert) Nao negatividade e SOS s@o equivalentes apenas nos casos:
e polindmios univariados
e polindmios quadraticos
e polindmios quarticos bivariados

Para os demais casos, existem polindmios nao negativos que ndo sdo SOS. O exemplo mais famoso
¢ o polindomio de Motzkin:
_ 42, 24 2.2
M(x1,x2) = x{x5 4 x7x; — 3x7x5 + 1 (3.3)
Nao negatividade segue da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica para (x‘l‘x%, x%x;‘, 1)
Um teorema a ser apresentado garante que este polindmio nio pode ser escrito como soma de qua-

drados.

Dada a importancia histérica, mencionamos brevemente o 17° problema de Hilbert.

3.2 0O 17° PROBLEMA DE HILBERT

Em 1900, durante o 3° congresso internacional de matemadticos, realizado em Paris, o matematico ale-
mao David Hilbert apresentou uma lista de problemas que guiariam boa parte da pesquisa matemética
do século XX. Os 23 problemas de Hilbert acabaram se tornando a mais famosa lista de problemas
da histéria da Matemadtica [26]. Alguns dos problemas que compdem a lista sdo a hipétese do conti-
nuo, a existéncia de algoritmos para solubilidade de equagdes diofantinas, a hipétese de Riemman e
a conjectura de Goldbach. Muitos ja foram resolvidos, restando alguns em aberto.

O 17° problema da lista de Hilbert busca caracterizar os polindmios néo negativos que podem ser
escritos como soma de quadrados de fungdes racionais. A formulagdo original do problema seria:
todo polindmio multivariado ndo negativo é soma de quadrados de fungdes racionais? A resposta

afirmativa foi provada por Emil Artin e Otto Schreier em 1927.
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3.3 CERTIFICADOS DE POSITIVIDADE VIA SOMA DE QUADRA-
DOS

Sabemos que SOS é um certificado de ndo negatividade. A utilidade deste certificado é consequén-
cia do teorema que estabelece a relagéo entre SOS e PSD. Consideremos o vetor v;(x) de dimensdo
s(d) = (”;d), com os elementos da base monomial de IR[x]4, ordenado seguindo a ordem lexicogra-
fica:

va(x) = [1x1 x2 ... X0 Xt x120 .o xo o X497 (3.4)
Teorema 3.3.1. p € X[x],y & IQ€S,),.0=0]p=1)0v,.

O teorema estabelece que a busca por uma decomposi¢do SOS para um polindmio é equivalente a
resolver um problema de PSD. De fato, a varidvel Q deve satisfazer positividade semidefinida, além
das restricdes impostas pelos coeficientes na igualdade p = vg Qvy, definindo um espectraedro para

o problema semidefinido.

Exemplo 3.3.1. Seja p(x) = 2x + 5x5 — x1x; + 2x7x + 2x1 + 2 € R[x], uma qudrtica bivariada.
Sabemos pelo Teorema 3.1.1 que este polindmio € ndo negativo se e somente se ele € SOS. Procuramos
uma matriz Q > 0, tal que p(x) = v; TQvy,emque vy, = [1x1 x2 x% X1X2 x%]T. PSD permite a obtengio

de uma matriz:

(6 3 0 -2 0 -2
3 4 0 0
1|0 0 4 0
=315 0 o 3 4|
0 0 0 5 0
2 0 0 -4 0 15|

A partir de uma fatorizacio Cholesky, Q = V7’ V, obtemos uma decomposi¢io SOS explicita:

Vi (VIV)vy = (V)T (Vi)
:4_1 , 1349 . 1
32T 05 2T 12

p(x) =

1 1
E(3x%+5x1xz) + E( ~21x3 +20x% + 10)?
1

59220

—(4x1 +3)> +
———(328x3 - 235)?
Desta forma, sabemos que p(x) € X[x] e, portanto, p(x) > 0 para todo x € R".

Seguem algumas defini¢des necessarias da geometria algébrica real.

Definicao 3.3.1. Um conjunto semialgébrico basico fechado é um conjunto da forma:

S(gts...ngm) ={xeR" | gi(x) =0, iefl,...,m}} cR"
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Para alguma familia {g;}”" , C R[x].

Defini¢do 3.3.2. O pré-ordenamento gerado por {g1, ..., gm} C R[x] é 0 conjunto:
PO(g1,. ... 8m) = Z ss8 €R[x] | sy € Z[x], go =1, g1 = l_[gi C R[x].
Jcdl,...,m} ieJ
Defini¢do 3.3.3. O médulo quadrético gerado por {g1, ..., gn} C R[x] é 0 conjunto:

MQ(g1,....gm) = {z’”: sigi € Rlx] | s; € Zx], go = 1} C Rlx].

i=0
Observe que MQ(g1,---.8m) C PO(g1,---.8m)-

Defini¢iio 3.3.4. Um médulo quadritico MQ C R[x]| é arquimediano se AN € IN tal que N —
>r xte MQ.

Quando f € MQ(g1,...,8m) ou f € PO(gi1,...,8m), é facil ver que f > 0 para todo x €
S(g1,--->8m)- Sob a hipétese de compacidade do semialgébrico bésico fechado, positividade de um
polindmio neste conjunto, implica que o polindmio seja elemento do pré-ordenamento associado.
Mais ainda, se 0 médulo quadritico é arquimediano, o resultado andlogo é verdadeiro para o mé-
dulo quadrético. Estes sao os resultados dos teoremas que certificam positividade de polindmios sob

conjuntos semialgébricos bdsicos compactos:

Teorema 3.3.2 (Schmiidgen). Suponha que S(gi,...,gn,) é semialgébrico bdsico compacto. Entdo,
seja f € R]x]:
f(x)>0,VxeS(g1,.--,8m) = f € PO(g1,-..,8m)-

A versdo deste teorema para modulos quadréticos considera a hipdtese arquimediana adicional:

Teorema 3.3.3 (Putinar). Suponha que S(gi,...,gn) € semialgébrico bdsico compacto e tal que

MQ(g1,---,8m) é arquimediano. Entdo, seja f € R|x]:

f(x)>0,VxeS(g1,....8m) = fEMO(g1,....8m)-

A hipdtese do médulo quadritico ser arquimediano ndo € muito restritiva. Uma condi¢do equi-
valente é: dg € MQ tal que {x € R", g(x) > 0} é compacto. Em muitas aplicacdes, é in-
teressante adicionar uma desigualdade para garantir que o médulo quadrético seja arquimediano:
gm+1(x) =N-3! x*>0com N € N suficientemente grande.

E natural questionar se existem conjuntos semialgébricos bésicos compactos cujos médulos qua-

dréticos associados ndo sejam arquimedianos. A resposta é sim e a identificacdo destes conjuntos é
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ndo trivial. O conjunto K = {(x,x) € R? | x; 20, x, >0, 1 - x% - x?xz - xg > 0} é um exemplo de

semialgébrico basico, compacto e tal que MQ(xy, x3, 1 — x% - x?xz - xg) ndo é arquimediano. Mais
detalhes podem ser encontrados em [27], [28].

Os teoremas de Schmiidgen e Putinar sdo exemplos do tipo positivstellensatz. Os Teoremas 3.3.1,
3.3.2 e 3.3.3 permitem certificar positividade de polindmios em conjuntos semialgébricos basicos
compactos via PSD. No caso do polindmio ser positivo, a existéncia desta representacdo € garantida
pelos teoremas. Reciprocamente?, caso f € MQ(g1,...,gn) ou f € PO(g1,...,8gn), garantimos que
f = 0 no conjunto semialgébrico basico. Assim, uma tentativa para identificar se um polindmio é nio
negativo em certo conjunto semialgébrico basico compacto, consite em buscar polindmios SOS que
o represente como elemento do pré-ordenamento ou médulo quadrético. O exemplo a seguir ilustra

esta ideia.

Exemplo 3.3.2. Certifiquemos que f > 0 em K:
f:x?—x%—l—quz—x%—i—xg, ]K:{xelelgl =x120,80=x20,g3=x1+x-1=0}L

Tentamos identificar se f € M Q. Desejamos encontrar sg, Sy, S2, S3 € Z[x], tais que: f = so +

5181 1 5282 + 5383.
A ideia ¢ limitar o grau dos candidatos s; e aumentar o limite, se necessario. Portanto, o problema

consiste em encontrar matrizes positivas semidefinidas Q;, i € {0, 1, 2, 3}, satisfazendo:

f =150+ 5181 + 5282 + 5383

1
s,:[l 1 XZ]Q,- x|, 0i=0, i€{0,1,2,3)

X2

Este € um problema de viabilidade semidefinida, com solugéo:

0 0 O 0 0 O 0 O 0
Q=033, Q=0 0 Of, Q=01 0], O3=|0 1 -1
0 0 1 0 0O 0 -1 1

Logo, f(x) = x%xl + x%xz + (x1 = x2)?(x1 + x2 — 1). Portanto, f > 0 em K.
2

Perceba que ha uma diferenca entre positividade e nao negatividade.
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3.4 OTIMIZACAO POLINOMIAL VIA SOS

Iniciamos pelo caso irrestrito. Considere o problema:

inf p(x) (3.5)

xeR”

O problema (3.5) pode ser reformulado como:

sup Y (3.6a)
(x,7)eR"XR
sujeitoa: p(x)—y >0 (3.6b)

Para o caso univariado, a condi¢cdo de ndo negatividade é equivalente a condicdo SOS (Teorema 3.1.1)

e o problema pode ser reescrito como:

sup vy (3.7a)
sujeito a:  p(x) —y € X[x] (3.7b)

Este problema pode ser resolvido via PSD utilizando o Teorema 3.3.1. Como consequéncia,
otimizacdo irrestrita global para polindmios univariados € um problema de complexidade polinomial.
Este pode ndo ser o caso para polindmios multivariados, uma vez que positividade e SOS ndo séo
sempre equivalentes.

Para o caso multivariado, a substituicdo da restricdo de desigualdade pela restricdo SOS fornece
um problema cuja solugio é uma cota inferior para o problema original® e, eventualmente, é a so-
lucdo exata. Este procedimento consiste na relaxacdo SOS. A exatiddo € avaliada a partir dos ranks
das matrizes da soluc@o do problema dual semidefinido. A decomposicdo SOS fornece um sistema
de equacdes algébricas cujas solugdes sio os pontos nos quais o minimo global é atingido*. A ob-
tencdo destes pontos ¢ melhor realizada por fatorizacdo das matrizes das solu¢des dos problemas
semidefinidos. Detalhes podem ser encontrados em [29], [30].

Para otimizagdo restrita, que ocorre na maioria das situagdes préticas, os teoremas de Putinar
e Schmiidgen permitem a formulagdo de problemas semidefinidos que constituem a hierarquia das

relaxagdes convexas.

3
4

No caso em que o problema ¢ invidvel, sua solu¢do é —oo.
O infimo de um polindmio multivariado pode ndo ser alcangado, como é o caso do polindmio p(xj, xp) = x% +(1-
x1x2)2, que fornece um sistema de equacdes algébricas com solugdo vazia.
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3.5 CASO RESTRITO

Antes de apresentar a hierarquia de relaxagcdes semidefinidas para problemas polinomiais gerais, € in-
teressante considerar programacio quadrética com restricdo quadrética (QCQP) utilizando relaxagdo
semidefinida da restricdo de rank unitario, conhecida por relaxacdo de Shor. Este ¢ um caso particular

do esquema de hierarquia de relaxacdes. A saber, € equivalente a primeira relaxacio da hierarquia.

3.5.1 Problema QCQP e Relaxaciao Semidefinida

Consideramos o problema QCQP:

min  x" Agx + 2b{ x (3.8a)
xeR"
sujeito a: T Aix+2b] x+¢; >0, i€{l,2,...,m}. (3.8b)

Podemos homogeneizar o problema, a partir de uma mudanga de varidveis:

min  y’ Qpy (3.9a)

]Rn+1
sujeito a: yTQ,-yZ—ci, ie{l,2,....,m} (3.9b)
Y Qay =1 (3.9¢)

em que
o, 0 b 0 10 2 (3.10)
— , ;= s o = S a” = 1. .
Y X bi Ai 0 0

Proposicio 3.5.1. O traco Tr : S, — R é um operador ciclico: Tr(ABC) = Tr(BCA).

Em consequéncia da Proposi¢do 3.5.1, temos: y' Qy = Tr(y? Qy) = Tr(Ow") = (Q,y7).

Assim, (3.9) é equivalente a:

min  (Qo,yy") (3.11a)

ye]RnJrl
sujeito a: (Q,yy' ) > —ci, i€{l,2,...,m} (3.11b)
(Qaryy"y = 1. 3.11c)

Um fato importante € o seguinte caso particular de 2.1.3:

Proposi¢io 3.5.2. X €S,, X >0erank(X) =1 & IxeR"| X = xx’.
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Portanto, o problema (3.11) pode ser reescrito para uma variavel Y € 5, 1:

Ylg}sinril (Qo, Y) (3.12a)
sujeito a:  (Q;,Y) > —¢;, 1€{l,2,...,m} (3.12b)
(0, V) =1 (3.12¢)

rank(Y) = 1 (3.12d)

Y >0. (3.12e)

A condi¢do de rank unitédrio € o que impede (3.12) de ser um problema convexo. Relaxacio se-
midefinida consiste em desconsiderar esta restricdo. Assim, resolve-se o problema convexo relaxado,
cuja solucdo fornece uma cota inferior para o problema original. Dizemos que a relaxacdo é exata
quando a solucdo do problema relaxado possuir rank unitdrio. Neste caso, a solu¢do do problema
original pode ser recuperada de Y = yy’. O problema relaxado é semidefinido e pode ser resolvido
por métodos PDPI. E importante observar que estes algoritmos tendem a convergir para solugdes de
maximo rank. Isto é uma dificuldade em relacdo a exatidao. Ainda assim, € comum a obtencdo de
exatiddo da relaxacdo semidefinida para problemas préticos.

A convexidade do problema semidefinido garante que as solucdes alcangadas sdo globais. Desta
forma, solucdes globais podem ser obtidas para muitos problemas QCQP. Aplicacdes ao FPO podem
ser consultadas em [31], [32] e um estudo detalhado desta relaxagdo aplicado ao FPO foi conduzido
em [33], [34].

3.5.2 Hierarquia de Relaxacoes SOS

Consideramos agora o problema de otimizagdo polinomial restrito da forma:

p = inf p(x)
xeK (313)
K={xeR"|g(x)>0,ie{l,2,...,m}}

O problema pode ser reescrito como:

p=supy, sujeitoa: p(x)-y>0, Vxe K
=supy, sujeitoa: p(x)—-y>0, VxekK (3.14)
K ={xeR"|g(x)>0,ie(l,2,....m}

Buscamos um certificado de positividade para p(x) —y sobre K. Podemos usar os teoremas de

Schmiidgen e Putinar para formular um problema equivalente a (3.14) quando K satisfaz as hip6teses
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dos teoremas. O positvstellensatz de Schmiidgen fornece o problema equivalente:

=su
P b (3.15)

sujeito a: p(x) —y € PO(g1,---»8m)

A relaxacdo SOS consiste em resolver o problema para um grau limitado dos polindmios na
expressdo geradora dos elementos do pré-ordenamento ou médulo quadritico, o que equivale a um

problema de PSD. Denotemos:

PO(g1,..ogm) =1 D ssgr€R[x|Is;€Xx], go=1, g/ = | | g er(ss8s) <k
Jcd{l,...,m} ieJ
(3.16a)
MQOk(81.---.8m) = {Z sigi € Rlx] | s € 2[x], g0 = 1, gr(sigi) < k} (3.16b)
i=0

Note que POk(g1,....8m) C PO(g1,....8m) NRi[x] e MOk(g1,...,8m) € MO(g1,...,8m) N
Ry [x]. A relaxagdo de ordem k via Schmiidgen positivstellensatz consiste no seguinte problema:

Pk = Sup y
. 3.17)
sujeito a: p(x) —y € POk(g1,---,8m)
Analogamente, temos a relaxagdo de ordem k baseada no positivstellensatz de Putinar:
Pk = Sup y
(3.18)

sujeito a: p(x) —y € MQOk(g15--->8m)

A solucdo de 3.17 ou 3.18 apresentard um limite inferior para solucdo do problema original:
Pk < p. Caso o problema semidefinido seja invidvel, este limite serd —oo. A relaxacdo € exata quando
fornece uma solugdo para o problema original, situagdo identificada a partir de condi¢des satisfeitas
pelos ranks das matrices do problema dual semidefinido. A hierarquia de relaxagdes consiste em
aumentar sucessivamente o valor do grau mdximo dos polindmios, obtendo uma sequéncia de cotas
inferiores, que converge para solucdo de (3.13): px T p, kK — oo. A dificuldade perdura nos casos
em que a ordem da relaxagdo é alta, uma vez que a dimensdo do problema semidefinido cresce
rapidamente: ("Zk). E inevitdvel que isto ocorra para alguns casos, pois o problema é de natureza
NP-dificil. Apesar disto, o resultado é alcangado apds uma quantidade finita de relaxacdes em muitos

casos e exatidao € obtida frequentemente para relaxacdes de pequena ordem.



3.6. POSITIVSTELLENSATZ E COMPLEXIDADE 33

3.6 POSITIVSTELLENSATZ E COMPLEXIDADE

Os certificados de Putinar e Schmiidgen fornecem relaxacdes SOS diferentes para o problema de oti-
mizacdo. A hipétese do teorema de Putinar exige que o mddulo quadritico associado ao conjunto
vidvel seja arquimediano, o que é compensado com um certificado de positividade e problemas se-
midefinidos mais simples. Como ja mencionado, a hipétese adicional € facilmente contornada pela
adi¢do de uma restricdo a K. Por outro lado, € possivel que relaxacdes baseadas em Schmiidgen
resolvam o problema para ordens de relaxacdo inferiores quando comparado a Putinar. Os seguintes
teoremas fornecem avaliacdo da complexidade dos certificados de Schmiidgen e Putinar. Para anélise
detalhada, consultar [35], [36].

Precisamos definir a seguinte norma no espago vetorial R[x]:

f= Zaax“ € R[«]
ael
n
|| = Z @
i=1
xa :xfll’l “'XZ”
laq|
I/l = max —-
ler
el ( g )
Teorema 3.6.1 (Complexidade de Schmiidgen). Dado S (g1, . .., gn) semialgébrico basico compacto,

ndo vazio e contido no hipercubo (—1,1)". Existe ¢ > 1 (dependendo dos g;s), tal que Vf € R[x] de

grau d com:
= min f(x)>0,
X€S (gl ----- gm)
tem-se: .
f€POg,. ., 8m), comk< cd? (1 + (dznd”;—*n) )
Teorema 3.6.2 (Complexidade de Putinar). Dado S (g1,. .., gn) semialgébrico bdsico compacto, ndo
vazio, contido no hipercubo (—1,1)" e tal que MQ(g1, ..., gn) é arquimediano. Existe ¢ > 0 (depen-
dendo dos g;s), tal que ¥ f € R[x] de grau d com:
= min f(x)>0,
X€S (gl ssss gm)
tem-se: .
FeMOw(grs- - 8m)s comkScexp(dznd%)

Os teoremas fornecem cotas para os graus dos polindmios SOS nos certificados de positividade
sobre conjuntos semialgébricos basicos fechados, compactos. Nao se sabe se existem limites mais

estreitos, podendo haver limites iguais para ambos os casos. O fato é que estas cotas conhecidas
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indicam que o grau da relaxacdo necessdria para solugcdo de problemas via putinar positivstellensatz
pode ser maior do que o necessario para schmiidgen positivstellensatz, o que estd de acordo com
a diferenca entre as estruturas algébricas de pré-ordenamento e mddulo quadritico. A quantidade
de termos geradores dos elementos de um pré-ordenamendo varia de forma exponencial em relagéo
a quantidade de geradores de um médulo quadritico, o que contrasta com a cota exponencial no

Teorema 3.6.2.

3.7 SOSTOOL

O pacote SOSTOOL [37], programado em MATLAB e disponivel gratuitamente, permite a solugdo de
diversos problemas de programacio SOS, utilizando computacdo algébrica simbdélica. Este software
realiza a conversdo do problema SOS para o equivalente PSD, utiliza outros pacotes gratuitos para
solucdo do problema semidefinido e, entdo, converte a solucio PSD para a solu¢do do problema
original. A ferramenta permite o uso de diversos solvers de PSD. Utilizaremos o default, que é o
pacote SeDuMi.

SOSTOOL foi desenvolvido com base no certificado de positividade de Schmiidgen. Outros
pacotes utilizam teoremas equivalentes ao positivstellensatz de Putinar, a partir da linguagem do
problema dos momentos, conforme descrito no capitulo subsequente. As aplicacles existentes da
hierarquia de relaxagdes semidefinidas ao FPO utilizam softwares desenvolvidos pela abordagem da
relaxacdo dos momentos. Utilizaremos computacdo algébrica para o FPO, além do problema dos
momentos. Como veremos, as duas metodologias sdo duais e, portanto, equivalentes. As principal
diferenca diz respeito ao positivstellensatz utilizado. Explorar as duas abordagens permite uma visao

mais completa e é vantajoso.



Capitulo

O PROBLEMA DOS MOMENTOS E A
HIERARQUIA DE LASSERRE

4.1 O PROBLEMA DOS MOMENTOS

Considere um conjunto K c R” e uma sequéncia (y,)sene de nimeros reais. O problema dos
momentos consiste em identificar os casos de existéncia e unicidade de uma medida de Borel u com

suporte contido em IK, satisfazendo:

Vo = f xdu, YaeIN" 4.1
K

Se uma medida satisfaz (4.1), dizemos que ela ¢ uma medida representativa da sequéncia. Quando
a medida representativa é dnica, dizemos que ela é determinada. E desejdvel a identificacio de uma
tal medida para os casos de existéncia. O problema dos momentos apresenta muitas aplicacdes im-
portantes e alguns casos particulares sdo o problema do hamburguer, o problema de Stieltjes e o

problema de Haursdorff, diferindo pelo espago mensuravel no qual o conjunto K esta definido e os

35
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valores assumidos pela sequéncia (ya)aeNn. O problema dos momentos truncados considera o caso
de uma sequéncia finita (y,)aeNe-

Como veremos adiante, caracterizar medidas suportadas' em IK c IR” definidas por sequéncias
de nimeros reais representando seus momentos € o problema dual ao de certificar positividade de
polindomios sobre K [38], [30]. Este ¢ um resultado da dualidade cldssica da andlise convexa. A
identificacdo entre os dois problemas estard mais clara no decorrer deste capitulo.

Associamos a sequéncia (y,)aene, 0 funcional linear de Riesz:

Ly:R[x] » R, p(x) = Z pax’,  Ly(p(x)) = Z YaPa 4.2)
acN" acN"

Teorema 4.1.1 (Riesz-Haviland). Seja (y,)sene € R e K c R”, fechado. Existe uma medida de
Borel finita suportada em K satisfazendo (4.1), se e somente se:

L(f) 20, Vf e R[x] | f(x) 20V¥xeK 4.3)

O teorema evidencia que a dificuldade do problema dos momentos estd diretamente relacionada
a caracterizacdo de polindmios positivos. Assim como para certificar positividade, existem vérios

teoremas de representabilidade de uma sequéncia por uma medida considerando diferentes hipdteses

n+r

") com os elementos da

sobre K. Novamente, consideremos o vetor v,(x) de dimensao s,(r) = (

base candnica de R, [x], ordenado seguindo a ordem lexicografica:
ve(x) =[1x1x2 ... X x% X|Xp - xi xr]T )

Dada uma matriz A, L,(A) representa a matriz resultante da aplicagio de L, elemento a elemento.
Defini¢do 4.1.1. Seja uma sequéncia (yq) ,opse) € IR € um polindmio u € Rx].
1. A matriz dos momentos M,(y) € Sy, é definida por: M,(y) = Ly(ve(x)v(x)")

2. A matriz de localizagdo M, (u,y) € Sy, é definida por: M, (u,y) = Ly (uv,(x)ve(x)7). Bvi-
dentemente, M, (y) = M,(1,y).

Segue um exemplo para fixar notacao:

Exemplod.1.1. r=1,n=2,5(1) = (3) =3, (a)aene € R, u(x) = 1 + 22 - x, x,.

1 I x X2
v () (x) = |x [1 X1 xz]: XX XX

X2 X2 X1X2 x%

1 Medidas cujo suporte ¢ um subconjunto de K.



4.1. O PROBLEMA DOS MOMENTOS 37

Yoo Y10 Yo1
Mi(y) = Ly(Vl(x)Vl(x)T) =|(yi0 Y20 Y
yor Yir Yoz

Yoo +3y20 —=¥11 Y10+ 3y30—y21 Yor +3y21 = Y12

T
M, (u,y) = Ly(uv,(x)v-(x)") = [y10 +3y30 —y21 Y20 + 30 —y31 Y11 +3y31 —y»
Yor +3y21=y12 yir +3y31 —y22  yo2 + 3y22 —yi3

Os teoremas a seguir apresentam as versdes duais dos Teoremas 3.3.2 e 3.3.3.

Teorema 4.1.2 (Dual de Schmiidgen). SejalK = {x € R" | g;(x) > 0, i € {1,2,..., m}} semialgébrico
basico fechado, compacto, (yq)een» C R com funcional linear de Riesz: L, : R[x] — R. Entdo,

(Ya)aenn tem medida finita de Borel representativa com suporte contido em KK, se e somente se:
M,(gs,y) =0, YJc{l,....meVreN

emque g7 = [lies & eg@(x) =1L

Teorema 4.1.3 (Dual de Putinar). Seja K = {x € R" | g;(x) > 0, i € {1,2,...,m}} semialgébrico
bésico fechado, compacto, tal que M Q(gl, ...,&m) € arquimediano e (ya)aean C R com funcional
linear de Riesz: L, : R[x] — R. Entdo, (y,)sen tem medida finita de Borel representativa com

suporte contido em KK, se e somente se:
M,(gi,y) =0, VYie{0,1,....m}eVre N

em que go(x) = 1.

E possivel perceber semelhangas com o problema de certificar positividade sob um semialgébrico
basico fechado. De fato, a existéncia de uma medida de Borel finita com suporte contido em K
faz exigé€ncia de positividade semidefinida de uma familia de matrizes relacionadas aos polindmios
que definem o conjunto semialgébrico. A analogia com os positivstellensatz ocorre pela existéncia
de matrizes positivas semidefinidas (polindmios SOS) associadas aos elementos geradores do pré-
ordenamento ou médulo quadrético relacionado a K.

O seguinte teorema fornece uma condicao suficiente para o problema dos momentos truncado

(sequéncia finita de reais), que pode ser verificada por métodos numéricos:

Teorema 4.1.4 (Momentos Truncado). Seja K = {x € R" | g;(x) > 0, i € {1,2,...,m}} semialgé-
brico basico fechado, em que cada polindmio g; tem grau 2v; ou 2v; — 1. Seja (ya)INg, sequéncia finita
de reaise v = max v;. Entdo a sequéncia tem medida representativa rank (M,_,(y))-atdmica? com

i€f{l,...,m}
suporte contido em KK, se e somente se as duas condi¢des sdo verificadas:

2 Uma medida p-atdmica é uma combinagdo linear de p medidas de Dirac (4tomos).
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1. My(y) 20, M,_,(gi,y) =0,i=1,....m
2. rank(Mr(y)) = rank(Mr—v(,V))

Mais ainda, a medida possui rank (M, (y)) — rank(M,_,(g;,y)) dtomos x € IR" satisfazendo g;(x) = 0,

paracadai e {1,...,m}.

A condic¢do 2 do Teorema 4.1.4 fornece uma maneira de assegurar exatiddo para a relaxacdo dos
momentos apresentada na proxima se¢do. Além disto, o teorema permite a obtencao da solug@o 6tima

do problema de otimizagdo a partir dos dtomos da medida representativa da sequéncia.

4.2 HIERARQUIA DE LASSERRE E OTIMIZACAO POLINOMIAL
GLOBAL

A abordagem dos momentos pode ser aplicada diretamente ao problema de otimizac@o polinomial

global. De fato, o problema (3.13) é equivalente a:

Pmom =  Inf fpd/l
peM(K)+  JK (4.5)

sujeito a: u(K) = 1.
Este € um problema linear, portanto convexo, em um espaco de dimensdo infinita.
Teorema 4.2.1. Se p € ppom S40 solugdes para (3.13) e (4.5), entdo p = Pmom.
Esta formulacdo justifica a preocupacgdo que despendemos ao problema dos momentos. Se p =

> pax®, temos:
ael

acl (4.6)
sujeito a: p(K) = 1.

Em vez de medidas, buscamos sequéncias que possuem medidas representativas:

Pmom = §§£ ., Z PaYa

sujeito a: yg = 1 4.7)

ya:fxad,u.
K
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.....

pi= inf L,(p) (4.8a)
yeRN2i

sujeito a: yg = 1 (4.8b)

Mi(y) = 0 (4.8¢)

Mi_vj(gj,y) >0, jell,...,m}. (4.8d)

Esta é a relaxag@o semidefinida de ordem i para o problema (4.5), em que as restricdes semide-
finidas sobre as matrizes dos momentos e de localizagdo s@o condigdes necessdrias para a sequéncia
(ya) aeN?. possuir medida de Borel finita representativa suportada em K. Cada solugéo p; € uma cota
inferior para a solugdo de 4.5 e a sequéncia de solugdes (p;)i>;, converge monotonicamente para Pmoms
se KK € semialgébrico basico compacto com médulo quadratico arquimediano. Esta é a hierarquia de
Lasserre de relaxacdes semidefinidas e possui convergéncia finita em muitos casos [39], [38], [21].
Quando a condicdo de rank do Teorema 4.1.4 € verificada, a sequéncia 6tima possui medida repre-
sentativa e a relaxacdo € exata, caso em que p; = Pmom- A relaxacido semidefinida (4.8) é baseada no
Teorema 4.1.3 de Putinar. Uma hierarquia de relaxacdes baseadas em Schmiidgen (Teorema 4.1.2)
pode ser obtida de maneira andloga.

Novamente, a metodologia consiste em resolver a hierarquia de relaxagdes semidefinidas com
intuito de alcangar exatiddo para uma determinada ordem. As dificuldades e recomendacdes relacio-
nadas a complexidade e a dimensao do problema semidefinido sdo as mesmas.

Quando a relaxagéo € exata, é possivel, a partir da sequéncia (y,) aeNz,, extrair uma medida repre-
sentativa e todas as solugdes globais do problema polinomial (3.13) utilizando um algoritmo pratico e
eficiente. Detalhes do algoritmo podem ser consultados em [38]. A computag@o necessdria estd limi-
tada a uma fatorizacdo Cholesky, escalonamentos, multiplicacdes de matrizes € uma decomposi¢ao
de Schur.

4.3 HIERARQUIA DE LASSERRE E OTIMIZACAO RACIONAL GLO-
BAL

Aplicamos a formulacdo do problema dos momentos e a hierarquia de Lasserre ao problema de oti-

mizacdo com funcio objetivo racional:

xK g(x) 4.9)
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Suponha que g(x) > 0. Pode ser demostrado que (4.9) é equivalente a [38]:

p = inf fpdu
peM(K)+  JK

(4.10)
sujeito a: f gdu = 1.
K

Para i > ip = max{[gr(p)/2], r{rllax }{vj = [gr(g;)/21}}. A relaxagio semidefinida de ordem i para
Jjell,...,
(4.10) é:

pi= inf Ly(p) 4.11a)
yeRN2i

sujeito a: M;(y) = 0 (4.11b)

M (gj,y) =20, jell,...,m} (4.11¢c)

Ly(q) = 1. 4.11d)

Similarmente, resolvemos a hierarquia de relaxa¢des semidefinidas aumentando a ordem da relaxacéo

para alcancar exatidao ou cotas inferiores.

4.4 HIERARQUIA DE LASSERRE E OTIMIZACAO POLINOMIAL
GLOBAL ESTOCASTICA

Otimizacdo paramétrica consiste em uma familia de problemas de otimizacdo dependendo de certos
pardmetros. Quando os pardmetros sdo VAs, temos um problema de otimizagdo estocdstica. Apre-
sentamos aplicagdes do problema dos momentos e da hierarquia de Lasserre ao problema de otimi-
zacdo polinomial global estocdstica. A ideia é obter diretamente aproximagdes para o valor médio
das solu¢des globais dos problemas, sem a necessidade de uma abordagem do tipo Monte Carlo por
amostragem das VAs.

Sejam f(y,x),gj(y,x) € Ry, x], j € {l,...,m}, K = {g;j(y.x) 20, je{l,...,m}} c RPxR"
e K, = {gy(x) 20, j € {l,...,m}} ¢ R" paracaday € ¥ C IR” conjuntos semialgébricos
bésicos compactos, com gjy(x) = g;(», x). Dado ¢ uma medida de probabilidade de Borel sobre Y,
absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue. Consideramos o problema de otimizacao
polinomial estocdstica:

(y,x)gllg;?xﬁ{" %)

sujeito a: (y,x) e K ={gj(y,x) 20, je{l,...,m}} c R’ xR" 4.12)

P(ycB) = ¢(B) = f xsd. Beo(Y)
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Para cada y € Y, hd um problema de otimizagdo polinomial deterministico:

I
R (4.13)
sujeito a: x € Ky = {g;y(x) =0, je{l,...,m}}.

Analogamente ao que fizemos anteriormente, associamos a (4.12) um problema linear de dimensao

infinita sobre o espaco das medidas:

p= inf f f(y,x)du
ueM(K)+ JK (4.14)

sujeito a: mu = ¢.

A restri¢do significa que ¢ é a medida marginal de u sobre IR?. [40] provou que a medida 6tima
codifica todas as informacdes a respeito das solugdes globais de (4.12) quando y € Y. Particularmente,
P = Jiy JO)d ().

Uma vez que K é semialgébrico basico compacto e u € medida de probabilidade, portanto finita, u
é completamente determinada pelos seus momentos. Entdo, a restricao em (4.14) pode ser substituida

pelas restricdes de igualdade linear:

f yidu(y, x) = f yde(y), VYaeINP. (4.15)
K K,

O Teorema 4.1.3 e a equagdo (4.15) permitem a formula¢do de uma sequéncia de relaxagdes
semidefinidas para obtencdo de cotas para (4.14), convergindo para a solucao.

Para i > iy = max{[gr(p)/2], maxje,..m{v; = [gr(g;)/21}}. A relaxacdo semidefinida de

i-€sima ordem para (4.14) é:
i = inf L
P ZeR(NPXN™); Z (f)

sujeito a: M;(z) = 0 (4.16)

Ml—vj<gjaz)zoa ]e{la’m}
Lz(yb) =y, be ]Ngl.

em que () peNZ Tepresenta os momentos da VA até a ordem 2i. Novamente p; <pep; T p, i — oo.
A sequéncia de relaxacdes é resolvida para obteng@o de cotas convergindo para o valor médio das
solucdes globais. E importante observar que a VA é melhor aproximada quanto maior for a ordem da
relaxacdo e o problema sempre apresentard uma cota, uma vez que perdemos informagdes da VA ao

aproxima-la por uma sequéncia de momentos truncada.
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4.5 DUALIDADE

Dualidade em programacao cOnica linear consiste em associar um problema de otimizagdo dual ao
problema original (primal) em espacgos vetoriais duais algébricos, com restri¢do cnica substituida
pela restricdo ao cone dual e restricdo afim substituida pela restricdo associada utilizando operado-
res adjuntos. A ideia é baseada no emparelhamento dos espagos vetoriais com respectivos duais
utilizando formas bilineares para constru¢do de uma fun¢do lagrangeana que permite manipulacdes
algébricas para formulagdo do problema dual. A teoria é bastante geral e inclui espagos vetoriais
topoldgicos localmente convexos arbitrarios [41]. Por simplicidade, iremos apenas observar a dua-
lidade existente entre os cones dos polindmios ndo negativos e SOS e os cones das sequéncias que
possuem medida representativa e cuja matriz dos momentos € positiva semidefinida.

Consideremos o espago dual R[x]|* dos funcionais lineares L : R[x] — IR e os cones convexos
P[x] ¢ R[x] e X[x] c R[x] dos polindmios positivos e SOS. Identificamos um polindmio p(x) =

Y, pax® com a sequéncia de seus coeficientes (p,)zene € R, em que R é o subespago de RN
aceN"

das sequéncias finitamente ndo nulas. Identificamos L € R[x]* com a sequéncia y := (L(x%))zeN» €
RN" de tal modo que L = Ly, sendo L, o funcional linear de Riesz, definido em (4.2). Consideremos

. n
0s seguintes cones em ]R]N .

M= {y e RN | y possui medida representativa} (4.17a)
M. = [y e RN" | M(y) > 0}. (4.17b)

Aqui, M(y) é uma matriz de dimensdo infinita, andloga & M, (y) na Defini¢do 4.1.1. A teoria de

dualidade em andlise convexa fornece a descri¢do dos cones duais em R [x]*:

Plx]* = {L e R[x]* | L(p) > 0, Vp € P[x]} (4.18a)
S[x]" ={LeR[x]" | L(p) 2 0, Vp e Z[x]} = {L e R[x]* | L(p?) 20, Vp € R[x]}.  (4.18b)

O teorema seguinte estabelece a relacdo dual entre o problema dos momentos e a caracterizacio

de polindmios nio negativos, a partir da identificacio entre R[x]* e RN":

Teorema 4.5.1. P[x]* = M, M* = P[x|, My = Z[x]*, e Z[x] = ML.

Detalhes relacionados ao teorema e sua demonstragao podem ser encontrados em [42], [39] e suas
referéncias. Versdes considerando conjuntos semialgébricos bdsicos e sequéncias truncadas podem
ser encontradas em [43], [44] e estdo diretamente relacionadas ao teorema da extensdo de Riesz em

analise funcional.
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4.6 GLOPTIPOLY 3

GloptiPoly 3 é um software de licenca publica com cédigo em MATLAB proposto para solucio do
problema dos momentos generalizados a partir da hierarquia de relaxacdes de Lasserre, conforme
discutido. O programa utiliza pacotes de PSD para resolver o problema relaxado, incluindo SeDuMi
como default. Uma grande variedade de problemas podem ser formulados a partir da linguagem do
problema dos momentos e resolvidos eficientemente utilizando GloptiPoly 3. Detalhes podem ser
obtidos em [45].



Capitulo

FLUXO DE POTENCIA OTIMO
GLOBAL

Apresentamos aplicagdes dos métodos descritos ao FPO global deterministico, estocastico e a um
exemplo ndo usual de FPO racional. As aplica¢des ao FPO deterministico existentes na literatura
consideram apenas o teorema de Putinar aplicado ao problema dos momentos. Aqui, utilizamos as
técnicas com ambos o0s positivstellensatz, formulando as hierarquias de relaxacdes semidefinidas a
partir do problema dos momentos e da linguagem da geometria algébrica real, além do uso de um
software com tratamento de esparsidade. Também, apresentamos as primeiras aplicacdes da hierar-

quia de Lasserre ao FPOE e a um problema de FPO com fung¢@o objetivo racional.

5.1 FLUXO DE POTENCIA OTIMO

O fluxo de poténcia (FP) ou fluxo de carga € uma ferramenta matematica para determinagdo do estado
de operacgdo estaciondrio de um sistema elétrico de poténcia. Consiste na aplicacio das leis de Kirc-

choff ao circuito que modela a rede, formulando um sistema de equacgdes ndo lineares. Compreende

44
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a modelagem, equacionamento e solu¢@o de um sistema ndo linear.

A versdo do FPO traduz-se na busca do melhor estado de operacdo da rede elétrica sob um de-
terminado objetivo. O FPO é, portanto, um problema de otimizacdo com restricdes, normalmente
formulado como um problema de otimizacdo continua. Alguns dos objetivos sdo a minimizacio do
custo de geracdo, minimizacao das perdas elétricas de poténcia ativa, minimizacao do corte do supri-
mento de carga sob contingéncias, maximizacao do carregamento do sistema elétrico, minimizacao do
fluxo de poténcia entre duas barras, minimizag¢do da alocagao de poténcia reativa em um determinado
trecho do sistema, entre outros.

O FPO possui restricdes de igualdade dadas pelas equacdes de balango de poténcia ativa e reativa
nas barras do sistema imposto pelas leis de Kirchhoff. Além disto, existem outras restricdes fisicas
e operacionais, tais como os limites das tensdes nas barras, os limites de injecdo de reativos e de
geragdo de poténcia ativa e reativa, restricdes de fluxo de poténcia em determinadas linhas, limites na
comutacdo de tapes dos transformadores, etc. As restri¢des fisicas estdo normalmente relacionadas as
leis da Fisica e aos aspectos construtivos dos equipamentos, enquanto que as restricdes operacionais
referem-se aos limites estabelecidos para operacao do sistema elétrico em condi¢des normais, visando
seguranca e qualidade do fornecimento da energia.

Muitas formulag¢des do FPO utilizam coordenadas polares para identificagdo das grandezas elétri-
cas, associando a cada varidvel sua magnitude e fase. Isto se deve a pratica interpretagdo fasorial. Para
estes casos, t€ém-se normalmente um problema de otimizac¢do ndo linear que ndo é polinomial. Para
a abordagem proposta, utilizamos coordenadas cartesianas, identificando cada variavel por sua parte
real e imagindria. Desta forma, formulamos um problema de otimizacdo polinomial, permitindo a
aplicacdo das técnicas de otimizagdo global propostas. Alguns problemas de FPO possuem multiplas
solucdes locais e os algoritmos usuais de otimiza¢do nao linear convergem para algum 6timo local,
que pode ndo ser a melhor solugdo. A principal vantagem da aplicagdo dos métodos apresentados
consiste em alcancar a solugdo global, quando possivel em um tempo nao proibitivo.

O primeiro passo para formula¢do do problema consiste na modelagem dos componentes do

sistema elétrico e na construcio da matriz admitincia de barra ¥ da rede:
Y =G+ jB (5.1

Em seguida, os n6és do sistema sdo classificados quanto as varidveis desconhecidas. A classificagdo

das barras em problemas de FP é usualmente:

e Barra de referéncia - V6: a tensio é conhecida em amplitude e fase e devem ser calculadas as

poténcias ativa e reativa;

e Barra de tensao controlada - PV: sdo especificadas a poténcia ativa e a magnitude de tensao e

devem ser calculadas a poténcia reativa e a fase da tensao;
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e Barra PQ: as poténcias ativa e reativa sdo conhecidas e ha a necessidade de obtencdo da tensio

em modulo e fase.
Consideramos os seguintes conjuntos de indices:
e N ={i|ié uma barra do sistema}
o G = {i| i é barra de geragado}
e & = {i| i é barra com alocacdo shunt de poténcia reativa}
e ' = {(i, k) |as barras i e k estdo conectadas}
e I'; = {k| k esta conectada a barra i}

Representamos as tensdes complexas em coordenadas cartesianas:
Vi=ei+jfi, YieN (5.2)

em que ¢; e f; correspondem as partes real e imagindria da tens@o no né i. Sem perda de generalidade,
a barra # 1 estabelece a referéncia angular com f; = 0.

As equagdes de fluxo de poténcia entre os nds i e k sio:

Pi. = Gy(eiex + fifi) + Bic(fiex — eifi) (5.3a)
Qi = Gik(fiex — eifx) — Buc(eiex + fifi)- (5.3b)

As inje¢oes liquida de poténcia ativa e reativa podem ser calculadas por:

Pi= " Py (5.42)
kel

0= O (5.4b)
kef,-

O balanco de poténcia nas barras é dado pela lei dos n6s de Kirchhoft:

Pp, — PG, + P; =0 (5.5a)
Op,— Qg + Qi =0. (5.5b)

Os indices D e G referem-se a demanda e a geracdo, respectivamente. O custo de geragdo em cada

fonte € considerado como uma fungao polinomial da poténcia ativa gerada:

r

Ci= > aPf, (5.6)
k=0
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Segue um exemplo de formulacdo de FPO para minimizacdo do custo de geracdo:

min ZCi (5.7a)
i€G
sujeito a: P;+ Pp,—Pg, =0, Vie N (5.7b)
Qi+0p -0 =0, VieN (5.7¢)
P < PG, < P, Vieg (5.7d)
oMM < Qg, < O™, VieGUE (5.7¢)
ymin? < @2 4 2 cymalyie N (5.70)

Aplicacdes ao FPO de relaxacdo semidefinida e de relaxacdo de segunda ordem podem ser en-
contradas na literatura [31], [32], [33], [34], [46]. A maior dificuldade perdura no fato de ndo haver
garantia de exatiddo para grande parte dos problemas. Existem condi¢des que asseguram exatiddo
para casos especificos, principalmente relacionadas a topologia da rede elétrica, mas ndo h4 uma
caracterizagado precisa que possa ser aplicada em geral.

Algumas condicdes suficientes para exatidao da relaxacdo semidefinida e de segunda ordem apli-
cada ao FPO podem ser encontradas em [34]. H4 uma demanda natural por resultados que garantam
exatidao para relaxacdes do FPO de ordem superior. Embora pareca restritivo, muitos sistemas elé-
tricos apresentam as hipdteses das proposi¢des que asseguram exatiddao. Eventualmente, pequenas
alteracdes podem ser efetuadas para adequar o problema a determinados casos especificos. E o caso,
por exemplo, da inser¢do de elementos resistivos nos ramos da rede elétrica. Este é um artificio de
modelagem realista e apresenta bons resultados computacionais [34]. Outras dificuldades estéo re-
lacionadas a dimensdo do problema e ao custo computacional e podem ser contornadas utilizando
técnicas de esparsidade e outras ferramentas, como € o caso da relaxacdo cordal. Problemas de FPO
esparsos sdo frequentes, sobretudo para redes elétricas radiais.

Relaxagdes de ordem superior apresentam uma opg¢do para contornar a falta de exatidao das re-
laxacdes conicas usuais. A hierarquia de Lasserre de relaxacdes semidefinidas ja foi aplicada ao
FPO [4], [11], [12]. Estas aplica¢des sdo baseadas no certificado de positividade de Putinar e inicial-
mente foram tratados sistemas elétricos com poucas barras. Existem bons resultados com sistemas de
maior escala [12]. Isto foi possivel pelo tratamento da esparsidade e utilizagdo de uma adaptacao da
hierarquia de Lasserre a formulagdo do problema de otimizac¢do em varidveis complexas. Aqui, apre-
sentaremos exemplos ilustrativos simples, com aplicagdo de ambos os positivstellensatz (Schmiidgen
e Putinar), a partir dos softwares SOSTOOL e Gloptypoly 3, além do uso do software SparsePOP
que considera técnicas de esparsidade [47]. Adicionalmente, consideraremos problemas estocasticos
e com funcgdo objetivo racional nas préximas secdes.

Iniciamos com aplicacdes ao FPO deterministico em problemas com multiplas solucdes locais.



5.1. FLUXO DE POTENCIA OTIMO 48

Utilizamos os sistemas disponiveis em https://www.maths.ed.ac.uk/optenergy/LocalOpt/.
Estes sistemas ndo alcangam exatiddo para relaxacdes semidefinidas usuais [32] e, portanto, a hierar-
quia de relaxacdes representa uma possibilidade para solugdo global. Apenas alguns destes sistemas
foram testados em [11]. A Tabela 1 apresenta um resumo das multiplas solucdes estacionarias dos
FPOs analisados.

Tabela 1 - Multiplas solugdes locais

Sistema NP° solugdes locais | Pior solugdo local | Solugéo global
WB2 2 905,73 $/h 877,78 $/h
WB3 2 418,14 $/h 415,25 $/h
LMBM3 5 9.677,11 $/h 5.694,54 $/h
WBS5 2 1.082,33 $/h 946,58 $/h
WB5mod 3 1.996,19 $/h 918,55 $/h
case22loop 2 5.929,14 $/h 4.538,80 $/h
case30loop 2 3.827,67 $/h 2.863,06 $/h
case30loopmod 3 6.665,47 $/h 2.861,88 $/h

Além da solucdo global a partir das hierarquias de relaxacdes semidefinidas, buscamos solucgdes
pelo método PDPI para programacdo ndo linear, implementado no MatPower [48], [49]. Este é um
método tradicional que converge para solucdes locais, eventualmente distintas da solucdo global.
Informacdes detalhadas dos sistemas de testes podem ser encontradas no Apéndice A.

Os grafos que representam as redes elétricas estdo simplificadamente representados na Figura 1.
Os pares de grafos WB5, WB5mod e case30loop, case30loopmod apresentam as mesmas topologias,
mas os problemas sdo distintos, diferindo nos limites das tensdes nas barras. Além disto, as cargas e
geradores conectados nos nés ndo estdo representados, assim como os circuitos I'T que modelam as
linhas.

As simulacdes foram realizadas com um notebook com processador Intel(R) Core(TM) 15-8265U
CPU @ 1,60GHz, 1800Mhz, 4 Nucleos, 8 Processadores Logicos e memoéria RAM de 8GB. Foram
utilizadas as versdes R2019b e R2016a do MATLAB. A versdao R2016a foi utilizada para simulagdes
do SOSTOOL, uma vez que este pacote utiliza funcdes simbodlicas que foram substituidas em versdes
posteriores.

Ha uma diferenca sutil entre as ordens das relaxagdes semidefinidas SOS e dos momentos. A k-
ésima relaxacdo SOS limita a k os graus dos polindmios geradores dos elementos do pré-ordenamento
e a relaxag@o dos momentos de ordem i considera sequéncias truncadas indexadas por IN’,. Uma re-
laxacdo dos momentos de ordem i € melhor comparavel a uma relaxacdo SOS de ordem 2i. Referimo-
nos as ordens das relaxacdes desta maneira para coincidir com a notagdo usual e os pacotes de otimi-
zacdo disponiveis. Os resultados podem ser vistos nas tabelas a seguir.

Pode-se perceber a forga do método ao alcancar solucdes globais em ordens de relaxacao baixas.

Mais ainda, mesmo quando a relaxacdo ndo € exata, a cota apresentada ja € muito proxima da solugéo
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case 30loopmod

Meétodo Ordem | Solucdo/Cota | Tempo | Exatiddo
GloptiPoly 3 1 877,78 $/h 0,1s Nio
GloptiPoly 3 2 877,78 $/h 0,1s Sim
SparsePOP 1 877,78 $/h 2,45 Nio
SparsePOP 2 877,78 $/h 24s Sim
SOSTOOL 2 877,78 $/h 1,5s Nio
SOSTOOL 4 877,78 $/h | 209 s Sim
MatPower (PDPI) - Nao convergiu - -

global. A exatidao é importante porque nos permite obter o ponto de minimo para a operagdo do

sistema elétrico em tal condigao.

O pacote SOSTOOL apresenta detalhes para representagcdes de polindmios por soma de quadra-

dos e ¢ bastante vantajoso em muitas aplicagdes. Um exemplo interessante consiste no célculo de

expressoes explicitas para fun¢des de Lyapunov polinomiais em andlise de estabilidade de sistemas

dindmicos polinomiais [5]. Por outro lado, por ser baseado em um positivstellensatz mais forte, apre-

senta problemas semidefinidos maiores e sofre com limites de meméoria das maquinas, além de maior

tempo computacional. Técnicas algébricas permitem o tratamento de esparsidade na tentativa de su-

perar tais dificuldades. Os politopos de Newton dos polindmios fornecem restri¢des que podem ser

consideradas para cdlculos de certificados de positividade, por exemplo.

GloptiPoly 3 ¢ escrito na linguagem do problema dos momentos e € baseado no certificado de
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Tabela 3 - Sistema WB3

Método Ordem | Solu¢do/Cota | Tempo | Exatiddo
GloptiPoly 3 1 415,25 $/h 03s Nio
GloptiPoly 3 2 415,25 $/h 0,2s Sim
SparsePOP 1 415,25 $/h 4,1 Nao
SparsePOP 2 415,25 $/h 4,2's Sim
SOSTOOL 2 415,25 $/h 23s Nio
SOSTOOL 4 41525 %$/h | 2225 Sim
MatPower (PDPT) - Nao convergiu - -
Tabela 4 - Sistema LMBM3
Método Ordem | Solucdo/Cota | Tempo | Exatiddao
GloptiPoly 3 2 5694.,54 $/h 0,3s Sim
SparsePOP 2 5694,54 $/h | 14,7 s Sim
SOSTOOL 4 Problemas de Tempo/Memoria
MatPower (PDPD) | - 5694,548h [ 02s | -
Tabela 5 - Sistema WBS

Método Ordem | Solucio/Cota | Tempo | Exatiddo
GloptiPoly 3 1 946,53 $/h 0,2s Niao
GloptiPoly 3 2 946,58 $/h 1,5s Sim
SparsePOP 1 946,53 $/h | 11,8s Nao
SparsePOP 2 946,58 $/h | 13,5 Sim
SOSTOOL 2 946,53 $/h | 593 s Nao
SOSTOOL 4 Problemas de Tempo/Memoria
MatPower (PDPI) | - 1082,338h | 01s| -

positividade de Putinar. Neste caso, os problemas sao menores € a exatiddo é normalmente alcancada
na segunda relaxacdo (ordem 2). A hipétese de médulo quadritico arquimediano € sempre respei-
tada nos exemplos e sua violagdo poderia ser facilmente contornada com uso de restri¢do adicional.
O bom desempenho do GloptiPoly 3 pode ser observado e uma grande vantagem € a possibilidade
da incorporacdo direta de restricdes sob os momentos de medidas de probabilidade relacionadas ao
problema, conforme apresentaremos na Secdo 5.3. E interessante recordar os teoremas de complexi-
dade dos positivstellensatz e observar que representacdes do tipo Schmiidgen também apresentaram
exatiddo na segunda relaxagdo (ordem 4) para os problemas menores das Tabelas 2 e 3.

O SparsePOP foi indispensédvel para solucao de problemas maiores, haja vista o uso de técnicas
de esparsidade implementadas no software. Além disso, utiliza o certificado de Putinar, que fornece
problemas mais simples.

Em alguns casos, PDPI para programacdo nao linear, implementado no MatPower, apresentou

divergéncia, o que contrasta com a robustez dos métodos globais. Para o sistema WBS5, MatPower
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Tabela 6 - Sistema WB5mod

Método Ordem | Solucido/Cota Tempo | Exatidao
GloptiPoly 3 1 918,54 $/h 0,1s Nio
GloptiPoly 3 2 918,55 $/h 1,4s Sim
SparsePOP 1 918,55 $/h 13,6 s Nao
SparsePOP 2 918,55 $/h 13,8 s Sim
SOSTOOL 2 918,55 $/h | 12min 6s Nio
SOSTOOL 4 Problemas de Tempo/Memoria
MatPower (PDPI) - 918,55 $/h | 01s] -
Tabela 7 - Sistema case22loop
Método Ordem | Solucdo/Cota | Tempo | Exatiddao
GloptiPoly 3 1 4538,78 $/h 2,7s Nao
GloptiPoly 3 2 Problemas de Tempo/Memoria
SparsePOP 1 4538,78 $/h 70 s Nio
SparsePOP 2 4538,80 $/n | 128 Sim
SOSTOOL 2 Problemas de Tempo/Memoria
MatPower (PDPD) | - 4538.80$/h | 04s| -
Tabela 8 - Sistema case30loop
Meétodo Ordem | Solu¢do/Cota | Tempo | Exatiddo
GloptiPoly 3 1 2862,99 $/h | 13,28 Nao
GloptiPoly 3 2 Problemas de Tempo/Memdria
SparsePOP 1 2863,06 $/h 97s Nio
SparsePOP 2 2863,06 $/h | 206s Sim
SOSTOOL 2 Problemas de Tempo/Memoria
MatPower (PDPI) | - 2863,06%h | 01s| -

convergiu para uma solugdo local que ndo é global. Ainda assim, PDPI convergiu para a solugéo

global na maioria dos casos. E dificil justificar a solucdo alcangada por métodos locais, uma vez que

depende de vdrios fatores, inclusive da inicializacio do algoritmo.

Em todos os casos, os problemas semidefinidos foram resolvidos pelo SeDuMi. O uso de outros

pacotes de PSD € possivel, mas ndo € o objetivo aqui. O tempo de simulacdo cresce consideravel-

mente com o aumento da ordem da relaxacdo, devido ao aumento da dimensao das varidveis do pro-

blema semidefinido. Os problemas PSDs formulados pelo certificado de Schmiidgen possuem grande

quantidade de varidveis e, portanto, apresentam tempos de simulagdo significativamente maiores.
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Tabela 9 - Sistema case30loopmod

Método Ordem | Solucao/Cota | Tempo | Exatidao
GloptiPoly 3 1 2861,55$/h | 1355 Nio
GloptiPoly 3 2 Problemas de Tempo/Memoria
SparsePOP 1 2861,88 $/h 89 s Nio
SparsePOP 2 2861,88 $/n | 203 s Sim
SOSTOOL 2 Problemas de Tempo/Memoria
MatPower (PDPI) - 2861,88%h | 01s| -

5.2 FLUXO DE POTENCIA OTIMO RACIONAL

Formulamos um exemplo de FPO cuja func¢do objetivo € uma fun¢ao racional. Consideramos maximi-
zacdo do fator de poténcia (fp) e modelamos as cargas como fontes de corrente. Este problema é
diferente da minimizacdo do consumo de poténcia reativa, o que justifica sua formulacio racional.
Denotemos a corrente complexa demandada pela i-ésima barra por Ip, . Novamente, sem perda de
generalidade: f; = 0. O fp na i-ésima barra de geracéo é calculado por:

P,
fp = —2 (5.8)

2 2
VPGi + QGi

QGI'

Uma vez que Pg, > 0 e considerando Qg, > 0, maximizar fp; é equivalente a minimizar Por Assim,
temos o modelo de FPO racional:
min 2 (5.92)
Pg,
sujeito a: Pi+R(Vil}, ) +Pg, =0, VieN (5.9b)
Qi+3(Vil, )+ Q6, =0, VieN (5.9¢)
PN < PG, < P™Y, VieG (5.9d)
O™ < Qg < O™, Vieg (5.9€)
vmin? < 2 4 2 <yl yie N (5.99)

Consideremos o circuito adaptado de WBS5 na Figura 2. O objetivo é maximizar o fp na barra 1.
Uma tentativa natural para aumentar o fp consiste em reduzir o consumo de poténcia reativa. Entao,
resolvemos 2 FPOs distintos: a) minimizacdo de Qg,, € b) maximizac¢do de fp;. Para ambos os
casos, a hierarquia de Lasserre alcanca solu¢des globais para relaxacdes de ordem 2. O primeiro ¢ um
problema de otimizaga@o polinomial e o segundo é um problema de otimizagdo racional. As solucdes
sdo mostradas nas Tabelas 10 e 11.

A solucdo do problema racional alcanga o maior fp. De fato, a solugdo € global. Observe a
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Tabela 10 - Minimizag@do de Qy,

barra IV 6 Pg(MW) Qo(MVar)
11,0318  0,0000 173,40 85,79
2 09500 -4,1753 - -
309653 -3,1111 - -
4 09816 -30,2838 - -
51,0500 -28,6974 26,73 77,36
Tabela 11 - Maximizacao de fp
barra \4 6 Pg(MW) Qc(MVar)
11,0483 0 243,75 99,42
20,9500 -5,8203 - -
309626  -4,8368 - -
4 09904 -50,778 - -
51,0500 -49,9499 0.00 106,33

comparacdo entre os fp’s para os dois problemas na Tabela 12: 0, 9259 > 0, 8963.

Tabela 12 - Fator de poténcia - barra 1

Problema fpi
Minimizacdo de Q,,  0,8963
Maximizagdo de fp; 0,9259

A solucio global do problema (a) prové uma solucio estaciondria para (b). Os multiplicadores de

Lagrange para esta solucdo estaciondria so:

hy
hy
h3
hy
hs
he
81
82

As outras desigualdades sdo inativas nesta solu¢do, possuindo multiplicadores de Lagrange nulos.

\_/\_/\_/bg\_/\_/\_/
Il
o 00 o o o o o

v

An,

-0,2158
0,6349
-0,2348
0,5965
0,0078
0,0641
0,3405
0,3501

Uma tentativa de evitar a func¢do objetivo racional seria alterar o objetivo para: min A e acrescentar

a restricdo: APg, — Og, = 0. Porém, a hierarquia de Lasserre aplicada a este problema polinomial

ndo apresenta exatiddao para as ordens 1 e 2. Para relaxacdes de ordens superiores, os problemas
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Pg1 +jQg1
FONTE

FABRICA 1
0,05 +j0,1

Sbase =100 MVA

0,04 +j0,09

0,07 +j0,09

0,55 +j0.9

0,55 +j0,9

0,1-j0,5 0,8 - j0,65

0,06 +j0,1

Pg2 + jQg2

0,65 - j0,45

Figura 2 - Fluxo de poténcia 6timo racional

semidefinidos apresentam instabilidade numérica e problemas de memoria/tempo de simulagdo. Em
resumo, a solugdo global do problema de maximizagdo do fp sé foi alcancada a partir da relaxacdo

dos momentos aplicada diretamente ao problema com fung@o objetivo racional.

5.3 FLUXO DE POTENCIA OTIMO ESTOCASTICO

Ha4 incertezas em problemas de andlise de sistemas de poténcia, que podem surgir da imprecisao na
modelagem ou da prépria natureza do problema. Existem incertezas relacionadas aos valores dos
parametros da rede, por exemplo, e é possivel que algumas grandezas sejam VAs, como a poténcia
demandada por consumidores, o custo de geracdo, a capacidade de linhas disponiveis para despacho
em situacdes de contingéncia, etc. Estas situacdes sdo consideradas como um problema de FPOE
[50], [51]. Podemos aplicar os métodos apresentados para obtengdo de aproximagdes para o valor
médio das solucdes globais dos FPOs considerando incertezas.

Consideramos as seguintes caracteristicas:
e Restri¢do ao fluxo estocdstica;

o Incertezas nos parametros da rede;

e Demanda de carga estocdstica;

o Custo de geracdo estocdstico.
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5.3.1 Restricdo ao Fluxo Estocastica

Consideramos a restri¢do ao fluxo de poténcia no ramo (2,3) do circuito LMBM3 como uma VA
uniformemente distribuida em [10, 60] MVA. Esta ndo é uma condi¢@o normal de operagio em siste-
mas elétricos de poténcia, visto que os contratos de prestagdo de servico estabelecem as capacidades
disponiveis das linhas. Porém, este é um exercicio que considera uma situacdo de contingéncia para

avaliacdo das técnicas.

Sbase =100 MVA

Pg1 + jQg
C1=0,11P%g1 + 5Pg1

Pg2 + jQg2
C2=0,085P°x2 + 1,2Pg2

0,042 +j0,9

2

ibshi2 =j0,3

110 + j40 110 + j40

0,025 +j0,75

0,065 + j0,62 ibsn2z = jo,7

S23max = S32mix ~ U(10,60)
ibsh1z = j0,45

iQg3
95 + j50

Figura 3 - LMBM3 - Restri¢do ao fluxo estocéstica
Assim, temos o seguinte modelo de FPOE:

min C; +C,

sujeito a: Pz + Py, =0
Pi+ Py +Pg, =0, ie{l,2)
Qi+ 04+ 0 =0, i€{l,23}
0P < Qg < 0P, ie(1.2.3)
PM < Pg, < PP, i€ ({l,2)
vmin® < 2 4 g2 <yl e (l,2,3)
533 = P33 + Q3 < (100x)°
53, = P3, + 03, < (100x)*
x~U(0,1,0,6)

Uma vez que a VA x é uniformemente distribuida em [0, 1, 0, 6], podemos representé-la pela sequén-
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cia de momentos:
(1 0,35 0,1433 0,0647 0,0311 0,0156 0,008 0,0042 0,0022...)

Quanto maior a ordem da relaxacao, melhor € a representacao da VA pela sequéncia de momentos.
O problema € relaxado como (4.16), considerando restricdes dos momentos. A Tabela 13 resume os

resultados.

Tabela 13 - Restri¢do ao fluxo estocdstica - LMBM3

Ordem | Ordem dos Momentos | Solucdo Tempo
2 4 6.131,29 04s
3 6 6.602,91 10,2's
4 8 6.609,94 | 6min 27,5s

Para fins de comparacdo, resolvemos uma familia de 3000 problemas de FPO gerada por amostra-
gem da VA, tal qual um método do tipo Monte Carlo. O valor médio obtido para as solucdes globais
foi de 6.627,31 e o tempo de simulagdo foi de 16min 17s. As solugdes obtidas via relaxacdes semi-
definidas se aproximam rapidamente do valor médio das solucdes globais. E importante observar a
ndo linearidade pelo contraste com a solug@o que seria obtida se utilizdssemos o valor médio da VA:

Solugdo (53 = 35) = 6.285,19. O resultado do Monte Carlo pode ser visualizado na Figura 4.

0.25

o

. o

w 3]
T
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o

005}

5500 6000 6500 7000 7500 8000 8500

CUSTO MINIMO GLOBAL ($/h)

Figura 4 - Histograma - Restri¢cdo ao fluxo estocéstica
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5.3.2 Incertezas nos Parametros da Rede

Consideramos uma adaptagdo do circuito WB3 com incertezas na modelagem da linha (1, 2). A supo-
si¢do é de que ndo hd conhecimento dos pardmetros da rede com precisdo, de modo que a admitancia
shunt do modelo é considerada uma VA uniformemente distribuida em [0, 1,1] p.u. Novamente,
esta ndo é uma situacio pritica comum, mas apresenta um caminho para aplicagdes das técnicas em

situacdes mais complexas.

Sbase =100 MVA

Pgi1 + jQg1
~_ ) C1=2Pga1
1 2 0,0139 + j0,0605 3
0.04+ 02 : | : jbsh23=j1,9 :‘:
120 + 86 68 + 50
jbshiz | jbshiz 1 __
pR— : —/

bsh12 ~ U(0, 1,1)

Figura 5 - WB3 - Admitancia shunt estocéstica
Temos o seguinte modelo de FPOE:

min C;

sujeitoa: P;+ Pp, =0, i€{2,3}
Qi+0p =0, i€{23}
Py + Pg, =0,
01+ Qg, =0,
o < Qg < O
P < P, < PP
ymin® < 2 g2 cyma e (12,3)
bsn,, ~ U(0, 1.1)
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Representamos by, ~ U(0, 1, 1) pela sequéncia de momentos:
(I 0,55 0,4033 0,3328 0,2928 0,2684 0,2531 ...)

Os resultados podem ser visualizados na Tabela 14. Um Monte Carlo com 10.000 FPOs indicou
valor esperado de 411,72 com 52min de simulagdes, Figura 6. A solugdo utilizando o valor médio
b1y = 0,55 ¢é de 411,61.

Tabela 14 - Admitancia shunt estocastica - WB3

Ordem | Ordem dos Momentos | Solucdo | Tempo
2 4 411,67 0,3s
3 6 411,68 5.1s

012 — T T T T T T

0.1

0.08

0.06

FREQUENCIA RELATIVA

0.04

0.02

408 409 410 411 412 413 414 415

CUSTO MINIMO GLOBAL ($/h)

Figura 6 - Histograma - Admitancia shunt estocdstica

Por ser um problema de pequeno porte, pela dependéncia linear da funcao objetivo com a poténcia
gerada e pela pequena influéncia da admitancia shunt, a distribuicdo das solucdes € proxima de uma

distribui¢@o uniforme. Novamente, a técnica aparenta ser muito bem sucedida.

5.3.3 Demanda de Carga Estocastica

Consideramos o circuito adaptado de WB5' com demanda de carga estocdstica variando com uma

fungdo quadratica de uma VA uniformemente distribuida. A poténcia ativa demandada no né 3 varia

1 A impedancia das linhas foram modificadas para alcangcar uma melhor distribui¢do da poténcia gerada entre as duas

fontes, obtendo um problema estocastico mais interessante.
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entre 130 MW e 290 MW. Podemos imaginar que o consumidor possua uma fonte propria de geragao
alternativa (solar ou edlica, por exemplo), ou que seu consumo de energia varia com a demanda de

seus clientes.

Shase = 100 MVA Pg1 + jQg1

C1=0,9P%*g1 + Pg1

1

0,05 + j0,1 0,04 + j0,09

0,07 + j0,09

0,6X2 + 10X + 130 + j20 \ %07 +101 0,07 +j0,1

X ~U(0, 10)

130 +j20

jbsh3s =j0.45 0,06 +§0,1 ibsh24 = 10,45

Pg2 + jQg2

65 +j10

C2=0,6P*g + 2P

Figura 7 - WB5 - Demanda de carga estocdstica
Temos o seguinte modelo de FPOE:

min C; + Cy
sujeito a: P; + Pp, =0, i€({2,3,4)
Qi+ 0p, =0, i€{2,3,4}
P;i+Pp,+Pg, =0, i€{l,5}
Qi+ 0Op,+0c =0, ie{l,5}
oM < G, < O, i€ {l,5)
P < PG, < P, ie(l,5)
ymin? ¢ 2 4 g2 cym e y) 2 3.4,5)
Pp, = 0,6x* + 10x + 130, x ~ U(0, 10)

Representamos x ~ U(0, 10) pela sequéncia de momentos:

(1 5 33,3 250 2000 ...)
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O Monte Carlo utilizou 1.000 FPOs, alcangcando valor médio de 651,07 em 44min 31s. A solugdo
obtida utilizando o valor médio X = 5 foi de 628, 1563. A Tabela 15 resume os resultados e a solugcdo
do Monte Carlo pode ser vista na Figura 8. Podemos perceber que momentos de ordens baixas
apresentam boa caracterizacdo da medida de probabilidade, alcancando valores préximos do valor
médio das solugdes globais, frequentemente em tempos de simulacio bastante inferiores aos obtidos

a partir da solu¢do de uma amostragem de problemas de FPO.

FREQUENCIA RELATIVA
o

400 500 600 700 800 900 1000

CUSTO MINIMO GLOBAL ($/h)

Figura 8 - Histograma - Demanda de carga estocdstica

Tabela 15 - Demanda de carga estocastica - WB5

Ordem | Ordem dos Momentos | Solu¢do Tempo
2 4 658,2100 3s
3 6 658,4373 | 1h 10min 15s

5.3.4 Custos de Geracao Estocasticos

Utilizamos o circuito WB5 adaptado, com custos de geracdo nas barras 1 e 5 com uma parcela esto-
castica. Para ambas as barras, o custo é uma fung¢do quadratica da poténcia ativa e a parcela linear

tem coeficiente aleatério. Neste caso, temos duas VAs.



5.3. FLUXO DE POTENCIA OTIMO ESTOCASTICO 61

Sbase =100 MVA Pgi + jQg1
C1=0,1P%*g1 + X1Pg1

X1 ~U(0, 6)

0,05 +j0.1

0,04 + j0,09

0,07 +j0,09

130 + j20 0,07 +j0,1 0,07 +j0,1

130 + j20

Thshss = j0.45 0,06 + 0.1 Ibshz4 = 10,45

Pg2 + jQg2

65 +j10
C2=0,08Pg2 + X2Pg

X2 ~ U(0, 10)

Figura 9 - WBS - Custos de geragdo estocdsticos

Temos o seguinte modelo de FPOE:

min 0, 1P + X, Pg, + 0,08P¢_+ X, Pg,

sujeito a: P;+Pp, =0, i€({2,3,4}

Qi+0p =0, i€{234}

Pi+PDi+PG,':0a 1{175}

Qi+ Op, + 0c, =0, {l1,5}

oMM < Og, < O™, i€ {1,5)

P < Pg, < PP, iefl,5)

ymin? < 24 2 cym2 (] 23 4,5)

X, ~ U(0,6)

X, ~ U(0,10)

Representamos X; e X, pelos seus momentos:

Xi: (1 3 12 54 3592 1296 6.665,1...)
X,: (1 5 33,3 250 2.000 16.666,6 142.857,143 ...)

A Tabela 16 resume os resultados. O Monte Carlo com 3.000 simulacdes alcanga a média de 6.526, 63
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em lh 35min 49s e pode ser visualizado na Figura 10. A solucdo utilizando os valores esperados
X1 =3,X, =5éde 6.550,9.

018 — . . . . . ;
0.16
0.14
s
£ 012
—
L
x 01
<
[&]
= 0.08
L]
5
& 0.06
4
[T
0.04
0.02
0
5000 5500 6000 6500 7000 7500 8000
CUSTO MINIMO GLOBAL ($/h)
Figura 10 - Histograma - Custos de geragdo estocdsticos
Tabela 16 - Custos de geragdo estocdsticos - WBS
Ordem | Ordem dos Momentos | Solucdo Tempo
2 4 6.523,97 9s
3 6 6.520,54 | 5h 12min 22s

A hierarquia de relaxacdes semidefinidas apresenta resultados relativamente bons para problemas
estocdsticos. O tempo de simulacdo cresce rapidamente com o aumento da ordem da relaxagdo, haja
vista a dimens@o dos problemas semidefinidos associados. Por outro lado, a alternativa obtida pela
busca de uma amostragem de solucdes € bastante onerosa. Além disto, para os exemplos testados, a
segunda relaxacdo ja apresenta uma cota estreita para a solucdo do problema estocéstico. E importante
observar a propagacdo das incertezas pelas solucdes dos FPOs de maneira ndo linear, o que justifica

a diferenca entre o valor médio das solucdes e a solugdo do valor médio.



Capitulo

CONCLUSOES

Apresentamos aplicagdes da hierarquia de relaxagdes semidefinidas dos momentos/SOS ao FPO glo-
bal em versdes deterministica, estocdstica e racional. Para isto, estudamos a teoria dos polindmios
positivos e os certificados de positividade (positivstellensatz) baseados em soma de quadrados, o pro-
blema dos momentos e PSD. Destacamos as versdes dos positivstellensatz de Schmiidgen e Putinar,
além dos teoremas duais para caracterizagdo de medidas com suporte contido em conjuntos semial-
gébricos basicos compactos do R".

O uso de diferentes implementacdes computacionais das técnicas realca os detalhes da teoria,
incluindo as formula¢des do problema baseadas em geometria algébrica convexa e teoria da medida.
As aplicacdes mais conhecidas ao FPO sdo baseadas no teorema de Putinar em sua abordagem ao
problema dos momentos. A formulagéo algébrica torna a teoria mais completa.

Os métodos também permitem a abordagem ao FPOE, ressaltando a sua importancia e abran-
géncia. O FPOE é um problema dificil, que tem atraido bastante pesquisa recente e, em funcgéo
do conhecimento baseado em pesquisa da literatura, acreditamos que esta seja a primeira aplicagdo
da hierarquia de Lasserre ao FPOE. A solu¢do de um FPO com fung¢do objetivo racional corrobora

a versatilidade das técnicas apresentadas, acrescentando um novo problema, cuja solug¢do global é

63
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alcancgada.

Pesquisas relacionadas a outras aplicacdes a engenharia elétrica e ao desenvolvimento de técnicas
para abordagem de problemas de grande escala poderdo ser exploradas em outras ocasides. Algumas
possibilidades sdo: controle 6timo e andlise de estabilidade em sistemas de poténcia [52], [53].

Métodos de computacio algébrica aplicados ao FP com formulacio cartesiana representam outra
perspectiva de projetos futuros e possuem estreita relacio com a teoria apresentada. E de interese
também para pesquisas futuras, aplicacdes de PSD a teoria da informacdo, incluindo criptografia e

computacdo quantica.
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APENDICE - SISTEMAS DE TESTE

WB2

function mpc = WB2

%% 2 bus case in MATPOWER format

% W. A. Bukhsh, Feb 2013

%%  References:

% [1] W. A. Bukhsh, Andreas Grothey, Ken McKinnon, Paul trodden, "Local Solutions of Optimal Power Flow Problei
% submitted to IEEE Transactions on Power Systems, 2813

% [2] W. A. Bukhsh, Andreas Grothey, Ken McKinnon, Paul trodden, “"Local Solutions of Optimal Power Flow Problei
% Technical Report ERGO, 2011

%% MATPOWER Case Format : Version 2
mpc.version = "2°;

- --- Power Flow Data ----- ¥ 54
%% system MVA base
mpc.baseMVA = 100;

%% bus data
% bus_i  type Pd Qd Gs Bs area Vm Va baseKV zone Vmax Vmin
mpc.bus = [
1 3 a a @ @ 1 @8.%64 [} @ 1 1.85 8.95;
2 1 358 -350 @ @ 11 -65 2} 1 1.85 8.95;
IH
%% generator data
% bus Pg Qg Qmax Qmin Vg mBase status Pmax Pmin Pcl Pc2 Qclmin 1
mpc.gen = [
1 488 188 488 -408  09.964 100 1 688 2} 2} 0 60 60 @ @ @ 0O

IH

%% branch data
% fbus tbhus r b4 b rateA rateB rateC ratio angle status angmin angmax
mpc.branch = [

2 a.84 a.2 8 9%eeee o 5} 5} 2} 1 -360 360;
I
oo - - - - OPF Data ----- %%
%% generator cost data
% 1 startup shutdown n x1 vyl v xn yn
% 2 startup shutdown n c(n-1) ... B

mpc.gencost = [
2 a a 3 2} 2 e;

IH
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WB3

function mpc = WB3
%% 3 bus case in MATPOWER format
% W. A. Bukhsh, Feb 2013

%% References:
% [1] W. A. Bukhsh, Andreas Grothey, Ken McKinnon, Paul trodden, "Local Solutions of Optimal Power Flow Proble
% submitted to IEEE Transactions on Power Systems, 2013
% [2] W. A. Bukhsh, Andreas Grothey, Ken McKinnon, Paul trodden, “"Local Solutions of Optimal Power Flow Proble
% Technical Report ERGO, 2011
%% MATPOWER Case Format : Version 2
mpc.version = "27;
HE----- Power Flow Data ----- x%
%% system MVA base
mpc.baseMVA = 10@;
%% bus data
% bus_i  type Pd Qd Gs Bs area Vm Va baseKV zone Vmax Vmin
mpc.bus = [
1 3 ] -] @ @ 1 8.95 ] ] 1 1.85 @8.95;
2 1 12@ 86.0 a a 1 8.95 -55 ] 1 1.85 8.95;
3 1 68.@ 58.8 a a 1 8.95 -59 [*] 1 1.85 8.95;
%86
%50
I
%% generator data
% bus Pg Qg Qmax Qmin Vg mBase status Pmax Pmin Pcl Pc2 Qclmin
mpc.gen = [
1 3ee 129 Jee -3ee 1.1 lee 1 50600 ] a @ 29 00 0 @ 0 00
%3000 -3000
1;
%% branch data
% fbus tbhus r X b rateA  rateB rateC ratio angle status angmin angmax
mpc.branch = [
1 2 2.94 8.20 0.9 990008 @ @ e e 1 -368 360;
2 3 9.9139 9.9605 2.459 990000 @ 2] a 2} 1 -360 360;
%0
%2.459
k]
%0.9139 0.0605 2.459
H----- OPF Data ----- b+ 1
%% generator cost data
% 1 startup shutdown n x1 yl . xn yn
% 2 startup shutdown n c(n-1) c®
mpc.gencost = [
2 a [*] 3 2] 2 H

1;
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LMBM3

function mpc = LMBM3
%% case3_bernie Power flow data for 3 bus, 3 generator case.

% This test case is taken from the following paper

% Lesieutre, B.C., Molzahn, D.K., Borden, A.R., DeMarco, C.L., "Examining the
% limits of the application of semidefinite programming to power flow problems”
%

49th Annwal Allerton Conference on Communication, Control, and Computing, 2011

% Please see CASEFORMAT for details on the case file format.
%% W. A. Buksh, April 2013

% w.a.bukhsh@sms.ed.ac.uk

%% MATPOWER Case Format : Version 2

mpc.version = '2°;

- ---- Power Flow Data ----- ¥4
%% system MVA base
mpc.baseMVA = 188;

%% bus data
% bus_i  type Pd Qd Gs Bs area Vm
mpc.bus = [
1 3 11@ 40 a e 1 1.869
2 2 118 48 @ a 1 1.828 9.916
3 2 95 5@ a 2} 1 1.801
1;
%% generator data
% bus Pg Qe Qmax Qmin Vg mBase status
mpc.gen = [
1 131.89 17.82 10600 -lpee@ 1.869 160 1
2 185.93 -3.5@ 1loee -lgee 1.828  1ee 1 legee
3 8 8.86 laee -lgea 1l.eel1 1ee 1
1;
%% branch data
% fbus tbus r X b ratel rateB rateC
mpc.branch = [
1 3 8.865 ©.628 @.458 9999 94999 9999
3 2  8.825 8.758 ©.7e@ 186 9999 94899 e
1 2 8.842 ©.908 ©.300 9999 9999 9999
1;
%% generator cost data
% 1 startup shutdown n x1 yl .
% 2 startup shutdown n c(n-1) ... cB
mpc.gencost = [
2 8 e 3 8.118 5 a;
2 5} e 3 e.e85 1.2 a;
2 @ 5} 3 e 1 a;

1;

Va basekV
e 345
345 1
-13.561 345
Pmax Pmin
leeea @

e e

e %}
ratio angle
e 8

e 1

e e

xn yn

Zone

Pecl

=

status

-360

Vmax

Pc2

=

angmin

-360
360;
-360

angmax
360;

360;
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WBS

function mpc = WB5S
%% 5 bus case in MATPOWER format
% W. A. Bukhsh, Feb 2813

%%  References:
% [1] W. A. Bukhsh, Andreas Grothey, Ken McKinnon, Paul trodden, “"Local Solutions of Optimal Power Flow Probl
% submitted to IEEE Transactions on Power Systems, 2013
% [2] W. A. Bukhsh, Andreas Grothey, Ken McKinnon, Paul trodden, “"Local Solutions of Optimal Power Flow Probl
% Technical Report ERGO, 2011
%% MATPOWER Case Format : Version 2
mpc.version = "2°;
- Power Flow Data ----- ¥4
%% system MVA base
mpc.baseMVA = 188;
%% bus data
x bus_i  type Pd Qd Gs Bs area Vm Va basekKV zone Vmax Vmin
mpc.bus = [
1 3 8 8 8 8 1 1.8 8 345 1 1.a85 8.95;
2 1 138 20 8 8 1 1. -1 345 1 1.85 8.95;
3 1 138 20 8 8 1 1. -28 345 1 1.85 8.95;
4 1 65 18 @ 8 1 1.8 -135 345 1 1.85 8.95;
5 2 8 8 8 8 1 1. -148 345 1 1.85 B.95;
IE
%% generator data
% bus Pg Qg Qmax Qmin Vg mBase  status Pmax Pmin Pcl Pc2 Qclmin
mpc.gen = [
1 sea 58 1880 -3 1 lea 1 Seee 8 8 8 5]
5 8 8 1880 -3 1 1ea 1 5000 8 8 8 5}
I
%% branch data
% fbus tbus r X b rated  rateB rateC ratio angle status angmin angmax
mpc.branch = [
1 2 8.84 8.89 8.8 2580 2500 2580 8 8 1 -368 368,
1 3 8.85 8.18 8.8 2580 2500 2580 8 8 1 -368 368,
2 4 8.55 8.98 8.45 2580 2500 2580 8 8 1 -368 368,
3 5 8.55 8.98 8.45 2580 2500 2580 8 8 1 -36@ 368,
4 5 8.86 8.1 8.8 2580 2500 2580 8 8 1 -36@ 368,
2 3 8.a7 8.89 8.8 2580 2500 2580 8 8 1 -36@ 368,
1;
- - - OPF Data ----- ¥ 1
%% area data
% area refbus
mpc.areas = [
1 5;
I
%% generator cost data
% 1 startup shutdown n x1 yl . xn yn
% 2 startup shutdown n c(n-1) ... B
mpc.gencost = [
2 2 8 3 8 4.80 a;
2 2 8 3 (4 1.80 a;

1;
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WB5mod

function mpc = WB5mod
%% 5 bus case in MATPOWER format
% W. A. Bukhsh, Feb 2813

%% References:

% [1] W. A. Bukhsh, Andreas Grothey, Ken McKinnon, Paul trodden,
% submitted to IEEE Transactions on Power Systems, 2813

% [2] W. A. Bukhsh, Andreas Grothey, Ken McKinnon, Paul trodden,

% Technical Report ERGO, 20811

"Local Solutions of Optimal Power Flow Prob.

"Local Selutions of Optimal Power Flow Prob.

%% MATPOWER Case Format : Version 2

mpc.version = '2°;

- --- Power Flow Data ----- %

%% system MVA base

mpc.baseMVA = 108;

%% bus data

% bus_i  type Pd Qd Gs Bs area Vm Va baseKV zone Vmax Vmin

mpc.bus = [
1 3 8 8 8 e 1 1.8 4] 345 1 1.1 8.9;
2 1 138 28 8 8 1 1.8 -1 345 1 1.1 8.9;
3 1 138 20 8 8 1 1.8 -28 345 1 1.1 B8.9;
4 1 65 18 @ 8 1 1.8 -135 345 1 1.1 8.9;
5 2 8 8 8 8 1 1.8 -148 345 1 1.1 8.9;

I;

%% generator data

% bus Pg Qg Qmax Qmin Vg mBase  status Pmax Pmin Pcl Pc2 Qclmin

mpc.gen = [
1 568 58 1880 -38 1 lee 1 5808 8 8 (4 8
5 8 8 1880 -39 1 lee 1 Seee 8 8 8 5]

I;

#% branch data

% fbus thus r X b rated  rateB rateC ratioc angle status angmin angmax

mpc.branch = [
1 2 8.84 B.e9 8.8 2500 2580 2580 8 8 1 -368 360;
1 3 8.85 B.18 8.8 2588 25880 2588 8 8 1 -368 368;
2 4 8.55 B.98 8.45 2580 2580 2588 8 8 1 -368 368;
3 5 8.55 g.98 8.45 2500 2580 2580 8 8 1 -368 360;
4 5 8.86 8.1 8.8 2588 2580 2588 8 8 1 -368 368;
2 3 8.a7 B.89 8.8 2588 25880 2588 8 8 1 -368 368;

Ik

- - OPF Data ----- ¥

%% area data

% area refbus

mpc.areas = [
1 5;

I

%% generator cost data

% 1 startup shutdown n x1 yl . xn yn

% 2 startup shutdown n c(n-1) B

mpc.gencost = [
2 2 8 3 8 4.80 a;
2 2 8 3 8 1.880 a;

1;
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case22loop

function mpc = caseloop22

%% 22 bus loop case in MATPOWER format
% W. A. Bukhsh, Feb 2813

%% References:

% [1] W. A. Bukhsh, Andreas Grothey,
% submitted to IEEE Transactions
% [2] W. A. Bukhsh, Andreas Grothey,
% Technical Report ERGO, 2811
%% MATPOWER Case Format : Version 2
mpc.version = '2°;
- ---- Power Flow Data ----- 54
%% system MVA base
mpc.baseMVA = 188;
mpc.bus = [
1 3 8 8 a
2 1 95 28 @
3 2 8 8 a
4 1 95 28 a
5 2 g 8 @
6 1 95 28 a
7 2 8 8 a
8 1 95 28 @
9 2 8 8 a
18 1 95 28 a
11 2 8 8 a
12 1 95 28 a
13 2 8 8 a
14 1 95 28 a
15 2 8 8 a
16 1 95 28 a
17 2 8 8 a
18 1 95 28 @
19 2 8 8 a
28 1 95 28 a
21 2 g 8 @

1 95 28 a

e P
[

Ken McKinnon, Paul tredden, "Local Solutions of Optimal Power

on Power Systems, 2013

Ken McKinnon, Paul trodden, "Local Solutions of Optimal Power

00 0 00 0000000000000 000®

)

2200000 0000000000000 0®
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.95
.95
.95

95

.95

95

.95

95

.95
.95
.95
.95

95

.95

95

.95
.95
.95
.95

95

.95

6.00

-342.
-325.
-388.

-291

-222

-171

-182

g6
71
57

.43
-274.
-257.
-248.

29
14
a8

.86
-205.
-188.

71
57

.43
-154.
-137.
-12@.

29
14
ae

.86

-85.71
-68.57
-51.43
-34.29
-17.14

8.e8

345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345
345

e Y )

e R B =y

.85
.85
.85
.85

a5

.B5

as

.85

85

.B5
.85
.B5
.B5

as

.85

85

.85
.85
.85
.85

a5

.B5

2DE D000 E 3



77

mpc.gen = [
95.
95.
95.
95.
95.
95.
95,
a5.
95.
95.
95.

mpc . branch

[T N B W [ SO U I ]

1@
11
12
13
14
15
16
17
18
19
28
21
22

1;

mpc.gencost

LSRN SR SR SR S SIS S

=)

1;

Emmumm#wu

11
12
13
14
15
16
17
18
19
28
21
22

Low I I B wow I o T s B v I v T o TR v Y v
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e
e
e
e
e
8o

e
e
e
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20.
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20.
28.
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28.
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0000000000 0000000000003

0000000000 O ®
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mpc.bus(:,3)=2.15*mpc.bus(:,3);
mpc.bus(:,4)=2.15*mpc.bus(:,4)
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8a;
8a;
8a;



78

case30loop

function mpc = case3@loop

mpc.version = "2°;

mpc.baseMVa = 18a;

mpc.bus = [
1 3 a a a ] 1 @.95 a 345 1 1.a5 8.95;
2 1 a5 28 a8 ] 1 @.95 338 345 1 1.85 8.95;
3 2 e e e e 1 @.9a5 326 345 1 1.5 B8.95;
4 1 a5 26 ] ] 1 @.95 314 345 1 1.85 @.95;
E 2 a a a ] 1 @.95 3e2 345 1 1.5 B8.95;
6 1 a5 28 a ] 1 @.95 29a 345 1 1.a5 8.95;
7 2 a8 a8 a8 ] 1 @.95 278 345 1 1.85 8.95;
8 1 a5 28 e e 1 @.9a5 266 345 1 1.5 B8.95;
El 2 ] ] ] ] 1 @.95 254 345 1 1.a5 @.95;
18 1 a5 28 a a8 1 @.95 242 345 1 1.85 B8.95;
11 2 e e e ] 1 @.a5 23@ 345 1 1.5 B8.95;
12 1 a5 26 ] ] 1 @.95 218 345 1 1.85 @.95;
13 2 a a a ] 1 @.95 216 345 1 1.5 B8.95;
14 1 a5 28 a ] 1 @.95 284 345 1 1.a5 8.95;
15 2 a8 a8 a8 ] 1 @.95 192 345 1 1.85 8.95;
16 1 a5 28 e e 1 @.9a5 13e 345 1 1.5 B8.95;
17 2 ] ] ] ] 1 @.95 168 345 1 1.a5 @.95;
18 1 a5 28 a a8 1 @.95 156 345 1 1.85 B8.95;
19 2 a a a ] 1 @.95 144 345 1 1.a5 8.95;
28 1 a5 28 a8 ] 1 @.95 132 345 1 1.85 8.95;
21 2 e e e e 1 @.9a5 128 345 1 1.5 B8.95;
22 1 a5 26 ] ] 1 @.95 1a8 345 1 1.a5 @.95;
23 2 a a a a8 1 @.95 96 345 1 1.85 B8.95;
24 1 a5 28 e ] 1 @.a5 84 345 1 1.5 B8.95;
25 2 ] ] ] ] 1 @.95 72 345 1 1.85 @.95;
26 1 a5 28 a ] 1 @.95 o] 345 1 1.5 B8.95;
27 2 a a a ] 1 @.95 43 345 1 1.a5 8.95;
23 1 a5 28 a8 ] 1 @.95 36 345 1 1.85 8.95;
29 2 e e e e 1 @.9a5 24 345 1 1.5 B8.95;
38 1 a5 26 ] ] 1 @.95 12 345 1 1.a5 B.95];

mpc.gen = [
1 125 155 Zeeee -Jegaea ©.95 1lee 1 Joeeee @ 8 8 8
3 125 155  3eeee -3@aea  @.95 1aa 1 Jeaeee @ ] ] ]
E 125 155 Zeeee -Jgaee  8.95 lee 1 Jgeeege e B B B
7 125 155  3eeae -3@paaa @.95 1aa 1 Seaeee @ =] =] =]
9 125 155 3eaae -3@aea @.95 1aa 1 Jaeeea @ 8 8 8
11 125 155 Zeeee -Jegaea ©.95 1lee 1 Joeeee @ 8 8 8
13 125 155  3eeee -3@aea  @.95 1aa 1 Jeaeee @ ] ] ]
15 125 155 Zeeee -Jgaee  8.95 lee 1 Jgeeege e B B B
17 125 155 3seaee -3@aaa @.95 1laa 1 Jaaeea @ =] =] =]
19 125 155 3paes -3@aea @.95 1aa 1 Jgeeee @ 8 8 8
21 125 155 Zeeee -Jgaea  ©.95 1lee 1 Joeeee @ 8 8 8
23 125 155  3eeae -3@paaa @.95 1aa 1 Seaeee @ =] =] =]
25 125 155 3eaae -3@aea @.95 1aa 1 Jaeeea @ 8 8 8
27 125 155 Zeeee -Jegaea ©.95 1lee 1 Joeeee @ 8 8 8
29 125 155  3eeee -3@aea  @.95 1aa 1 Jeaeee @ ] ] ]
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mpc.branch =

mpc.areas =
mpc.gencost
2

R R R RS RS R R ORI BRI BRI R R RS R
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258668
25866
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Jeeee
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R R R R R R ORI ORI R R R R R R R

258668
25866
15866
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25666
15aee
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25866
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15aee
Jgaee
158668
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gl o g o o o o o o o
= tae tmn s tms fet fm e lmn e .

[y
-e
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25868
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-368
-368
-368
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-368
-368
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-36@
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-36@
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-368
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case30loopmod

function mpc = case3@loopmod

mpc.version = "2°;

mpc.baseMVA = 18@;

mpc.bus = [
1 3 a 8 a8 a 1 2.9 2 345
2 1 95 28 a8 a 1 2.9 338 345
3 2 a 8 a8 a 1 2.9 326 345
4 1 95 28 a8 a 1 2.9 314 345
5 2 a 8 a8 a 1 2.9 382 345
6 1 95 28 a a 1 @.9 298 345
7 2 a 8 a a 1 @.9 278 345
8 1 95 28 a a 1 @.9 266 345
9 2 a 8 a a 1 @.9 254 345
1@ 1 95 28 a a 1 @.9 242 345
11 2 a 8 a a 1 @.9 238 345
12 1 95 28 a a 1 @.9 218 345
13 2 a 8 a a 1 @.9 216 345
14 1 95 28 a a 1 @.9 284 345
15 2 a 8 a a 1 @.9 192 345
16 1 95 28 a a 1 @.9 188 345
17 2 a 8 a a 1 @.9 168 345
18 1 95 28 a a 1 @.9 156 345
19 2 a 8 a a 1 @.9 144 345
28 1 95 28 a a 1 @.9 132 345
21 2 a 8 a a 1 @.9 12@ 345
22 1 95 28 a a 1 @.9 1@8 345
23 2 a 8 a a 1 @.9 96 345
24 1 95 28 a a 1 @.9 a4 345
25 2 a 8 a a 1 @.9 72 345
26 1 95 28 a a 1 @.9 68 345
27 2 a B a a 1 @.9 48 345
28 1 a3 28 e a 1 @.9 36 345
29 2 a 8 e a 1 @.9 24 345
38 1 a3 28 e a 1 @.9 12 345

mpc.gen = [
1 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
3 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
E 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
7 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
£l 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
11 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
13 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
15 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
17 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
19 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
21 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
23 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
25 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
27 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @
29 125 155 3ZSeeee -Jpgaa .95 188 1 Jeggaee @

e fmr fes fmr fms fer fms fer fms fms fmr fms fer fms fer fms fms fmr fes fer fes fes lms fme s tme e
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mpc.branch = [

1 2 @.81 @.as5e a8 25668 25888 25868 a8 a 1 -368 36@;
2 3 a.el B.a5e a 25808 25ee8 25808 a a 1 -368 36@;
3 4 e@.el B.a5e e 15ae8 1>eee 15868 e a 1 -368 36@;
4 5 @.el @.a5a ] Jaaea Seeae Iaeaa ] a 1 -368 36@;
5 6 @.81 @.as5e a8 15868 158a8 15868 a8 a 1 -368 36@;
& 7 a.el B.a5e a 25808 25ee8 25808 a a 1 -368 36@;
7 8 e@.el B.a5e e 256688 25eee 258608 e a 1 -368 36@;
8 9 @.el @.a5a ] 25668 25888 25668 ] a 1 -368 36@;
9 1@ @.81 @.as5e a8 15868 158a8 15868 a8 a 1 -368 36@;
18 11 a.el B.a5e a Jeaoe Jgees Jaeoe a a 1 -368 36@;
11 12 e@.el B.a5e e 15ae8 1>eee 15868 e a 1 -368 36@;
12 13 @.el @.a5a ] 25668 25888 25668 ] a 1 -368 36@;
13 14 @.81 @.as5e a8 25668 25888 25868 a8 a 1 -368 36@;
14 15 a.el a.as5e a 25868 25888 25868 a a 1 -368 36@;
15 16 @.el B.a5e e 15@608 1>eee 15668 e a 1 -368 36@;
16 17 @.el @.a5a ] Jaaea Seeae Iaeaa ] a 1 -368 36@;
17 18 @.81 @.as5e a8 15868 158a8 15868 a8 a 1 -368 36@;
18 19 a.el a.as5e a 25868 25888 25868 a a 1 -368 36@;
19 28 @.el B.a5e e 256608 2588 258608 e a 1 -368 36@;
28 21 a.el @.a5a a 25668 25888 25668 a a 1 -368 36@;
21 22 @.el @.a5a ] 15a6a 1588 15668 ] a 1 -368 36@;
22 23 a.el a.as5e a Jaaaa Jaeee Jaeaa a a 1 -368 36@;
23 24 @.el B.a5e e 15@608 1>eee 15668 e a 1 -368 36@;
24 25 a.el @.a5a a 25668 25888 25668 a a 1 -368 36@;
25 26 @.el @.a5a ] 25668 25888 25668 ] a 1 -368 36@;
26 27 a.el a.as5e a 25868 25888 25868 a a 1 -368 36@;
27 28 @.el B.a5e e 15@608 1>eee 15668 e a 1 -368 36@;
23 29 a.el @.a5a a Jaaea Jaeae Jaaaa a a 1 -368 36@;
29 3@ @.el @.a5a ] 15a6a 1588 15668 ] a 1 -368 36@;
38 1 a.el a.as5e a 25868 25888 25868 a a 1 -368 368];

mpc.areas = [1 5];
mpc.gencast = [
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