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RESUMO

No processo de desenvolvimento cientifico, um dos temas que ao longo do tempo vem
recebendo maior atencdo é o das séries temporais, com aplicacdes em varios campos do co-
nhecimento, tais como financas, economia, biologia, hidrologia, etc. Neste sentido, o presente
trabalho busca contribuir com os estudos das séries temporais a partir da proposicao de um
modelo alternativo ao t3o bem conhecido modelo autorregressivo e de médias méveis (ARMA)
e ao modelo ARMA Generalizado (GARMA), por possuirem limitacdes quanto a suposicio de
normalidade da varidvel resposta no caso do modelo ARMA e a limitacdo, novamente, da
variavel resposta, as distribuicdes da familia exponencial, no caso do GARMA. Para tanto,
considera-se como distribuicdo marginal do modelo proposto a distribuicio Gompertz, defi-
nindo, portanto, o novo modelo denominado de — Gompertz-ARMA. O referido modelo é
construido com base na reparametrizacdo em termos dos quantis da distribuicio Gompertz.
O objetivo de usar um modelo reparamentrizado é ter uma maior flexibilizacdo na anélise de
uma dada série temporal, considerando que passamos a poder estudar qualquer trecho da
série, a mediana, o primeiro e o terceiro quartil. Uma vez definido o modelo, realiza-se um
estudo de simulacdo de Monte Carlo para diferentes cenarios dos parametros da distribuicdo
Gompertz-ARMA, diferentes quantis e tamanhos amostrais. Como método de estimacdo dos
parametros da série, utiliza-se o método da maxima verossimilhanca condicional. Por fim, para
mostrar a aplicabilidade do novo modelo a situacdes reais, realiza-se um estudo sobre a série
de precos de fechamento das acdes da PETROBRAS, buscando predizer o comportamento da

série temporal considerada.

Palavras-chaves: Gompertz; Gompertz-ARMA; predicdo; séries temporais.



ABSTRACT

In the process of scientific development, one of the themes that has received greater
attention over time is that of time series, which may have applications in various fields of
knowledge, such as finance, economics, biology, hydrology, etc. In this sense, the present work
seeks to contribute to the studies of time series from the proposition of an alternative model
to the well-known autoregressive and moving average model (ARMA) and to the Generalized
ARMA model (GARMA), as they have limitations as to a normality assumption of the response
variable in the case of the ARMA model and the limitation, again of the response variable
to the exponential family distributions, in the case of the GARMA. Therefore, the Gompertz
distribution is considered as the marginal distribution of the proposed model, thus defining the
new model called — Gompertz-ARMA. This model is built based on the reparametrization in
terms of the quantiles of the Gompertz distribution. The objective of using a reparative model
is to have greater flexibility in the analysis of a temporal data series, considering that we are
now able to study any part of the series, the median, the first and third quartiles. Once the
model is defined, a Monte Carlo simulation study is carried out for different settings of the
parameters of the Gompertz-ARMA distribution, different quantiles and samples. As a method
of estimating the parameters of the series, the conditional maximum likelihood method is used.
Finally, to show the applicability of the new model to real hypotheses, a study is carried out
on the data from the closing of PETROBRAS shares, seeking to predict the behavior of the

considered time series.

Keywords: Gompertz; Gompertz-ARMA; forecast; time series.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Uma das areas da estatistica que ao longo do dltimos anos vem se desenvolvendo de forma
muito significativa é a de séries temporais, que de acordo com [Morettin e Toloi (2006]), tem
como um dos objetivos fazer previsGes, sejam essas de curto prazo, como nos casos de séries
de vendas, producao e estoque; ou de longo prazo, como no caso de séries populacionais e de
produtividade. Dentre os métodos desenvolvidos no transcurso do tempo, a metodologia de
Box & Jenkins (1976) vem se destacando no sentido de aplicagdes e estudos, especialmente
nas areas de economia e financas.

O modelo autorregressivo de médias méveis (ARMA), proposto por Box e Cox| (1964),
tornou-se uma abordagem padrao em estudos de séries temporais, entretanto, o modelo pos-
sui certas limitacdes que sdo intrinsecas ao proprio desenvolvimento, como a suposicao de
normalidade da variavel resposta, ou seja, a varidvel resposta precisa ser necessariamente nor-
mal. Uma vez que nem sempre a natureza dos dados que estdo sendo submetidos a analise
tem distribuicao normal, essa suposicao restringe a aplicabilidade do modelo para determina-
dos conjuntos de dados. Com vistas a superar essa limitacdo, algumas abordagens alternativas
foram feitas e dentre elas, pode-se destacar os modelos autorregressivos de médias méveis
generalizados (GARMA). Essa classe de modelos pode ser usada para modelar séries cujas
respostas tenham dependéncia temporal e ndo sejam limitadas a distribuicdo gaussiana (BEN-
JAMIN; RIGBY; STASINOPOULOQS| 2003).

Por outro lado, outros modelos surgiram como alternativa ao GARMA, e tém como objetivo
modelar séries cuja resposta nao precisa estar necessariamente incluida dentro das distribuicoes

da familia exponencial. Nesse sentido, os trabalhos desenvolvidos por:

= [Ferrari e Cribari-Neto| (2004) propuseram um modelo cuja distribuicdo marginal é a dis-
tribuicdo beta, tomando, dessa forma, o modelo beta autorregressivo de médias méveis
(BARMA). Os autores aplicaram o modelo desenvolvido ao estudo da taxa de desem-
prego oculto, na cidade de S3o Paulo. O estudo abarca o periodo que vai de Janeiro de

1991 até Novembro de 2015.

= J4 Cordeiro e Andrade (2009), expandiram as séries de respostas para as distribuicdes

da familia exponencial generalizada, propondo uma nova classe de modelos, a saber,
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modelos ARMA generalizados transformados (TGARMA);

= Bayer, Bayer e Pumi (2017)) desenvolveram do modelo Kumaraswamy autorregressivo de
médias méveis (KARMA), cuja distribuicdo marginal é a Kumaraswamy, com aplicacdes
em hidrologia. A aplicacdo tem como objetivo avaliar a média mensal da umidade relativa

do ar da cidade de Brasilia, para os anos de 2000 até 2016.

= |Maior e Cysneiros| (2018) desenvolveram um modelo de séries temporais sobre a estrutura
autorregressiva e de médias moveis para a classe das distribuicdes simétricas, propondo
dessa forma, o modelo SYMARMA, que foi aplicado ao mercado financeiro, avaliando o

execesso de retorno dos precos de fechamento das acdes da Microsoft e o indice S&P500.

Mais recentemente tivemos outros autores, que seguindo a mesma linha, propuseram ex-

tensdes ao modelo ARMA tradicional, como por exemplo:

= Ribeiro| (2020), propds o modelo Unit BurrXIl ARMA, com o objetivo de modelar da-
dos no intervalo (0,1) e aplicou este novo modelo aos dados de taxas de mortalidade

provocadas pelo novo Coronavirus.

» Palm, Bayer e Cintra (2021)), por sua vez, prosuperam uma extensdo para os modelos
ARMA tomando como marginal a distribuicao Beta Binomial, dando forma ao modelo

BSBARMA, com o objetico de modelar dados de contagem limitados e amplitude.

= J4/Almeida-Junior e Nascimento| (2021), a partir das marginais 4 e K-Bessel, desenvol-
veram os modelos 4°-ARMA e KB-ARMA, com o objetivo de descrever séries temporais
de intensidades das imagens de radares tanto de imagens distintas quanto das vizinhacas

espaciais de uma imagem.

Seguindo a mesma linha do que fora proposto pelos autores supracitados, especialmente Ribeiro
(2020), no sentido de modelagem, o presente trabalho busca uma abordagem alternativa para
se fazer predicdo em areas relevantes do conhecimento, tendo como marginal a distribuicdo
GOMPERTZ, a partir de uma reparametrizacdo especifica, que busca captar os efeitos dos
quantis das séries analisadas e evidenciar o efeito desses quantis na predicio do preco de

fechamento das acdes listadas na Bolsa de valores de Sao Paulo.
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1.2 OBJETIVOS

De uma forma mais abrangente, o presente trabalho tem como objetivo propor uma nova
alternativa ao modelo GARMA, uma vez que este ja é uma generalizacao do ARMA, no en-
tanto, mantém a restricdo sobre a varidvel resposta, que agora passa a ser as distribuicdes da
familia exponencial, tomando como distribuicao marginal a distribuicio Gompertz reparame-
trizada pela sua quantilica.

De forma mais especifica, o trabalho tem como objetivos:

» Propor uma nova reparametrizacao para a funcao de distribuicio Gompertz, através da

quantilica;

» Propor uma nova abordagem a anélise de séries temporais a partir da distribuicao Gom-

pertz reparametrizada pela quantilica;

= Verificar se o modelo Gompertz-ARMA(1,1) e os seus casos particulares, Gompertz-
AR(1) e Gompertz-MA(1) sdo eficientes na analise dos precos de fechamento das a¢bes
listados na Bolsa de valores de Sao Paulo, tomando as acGes da Petrobras como refe-

réncia.

1.3 PLATAFORMA COMPUTACIONAL

No que tange as avaliacGes numéricas, simulacdes, elaboracao de graficos, expostas ao
longo da dissertacao, utilizamos o software R na sua versao 4.0.5 para Windows. O software R
encontra-se disponivel gratuitamente no site https://www.r-project.org. Por fim, o traba-
Iho foi digitado usando o sistema de tipografia IATEX, seguindo o desenvolvimento de Goossens,

Mittelbach e Samarin| (1994).

1.4 ORGANIZACAO

O presente trabalho esta estruturado em quatro capitulos, desenvolvidos da seguinte forma:
no Capitulo 2 apresenta-se uma breve revisdo da literatura, mostrando desde o surgimento do
modelo Gompertz até algumas das aplicacGes mais recentes, bem como, descreve-se algumas
propriedades estatisticas e matematicas. Além disso, é feita a proposta de uma reparametriza-

¢do da distribuicdo Gompertz. No Capitulo 3, introduz-se o modelo Gompertz-ARMA(p,q), o


https://www.r-project.org
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processo inferencial para a estimacdo dos seus parametros e as medidas de qualidade para se
avaliar a acuracia do modelo proposto. Ja o Capitulo 4 tem como objetivo avaliar o modelo
proposto por meio de estudos de simulacio de Monte Carlo. J& no Capitulo 5 tem-se uma
aplicacdo a dados do mercado financeiro e, por fim, no Capitulo 6 temos a conclusao e a

proposta de novos trabalhos.
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2 DISTRIBUICAO GOMPERTZ

Gompertz (1825) mostrou que as taxas de mortalidade cresciam exponencialmente com o
aumento da idade. A motivacdo por tras do desenvolvimento do modelo estava no fato de se
querer maior precisdo para os calculos das anuidades, ou seguros. Com o passar do tempo, o
modelo foi sendo estendido para outras areas do conhecimento com o propdsito de analisar os
padrdes de mortes em uma ampla gama de outros organismos (KIRKWOOD, [2015])

Garg, Rao e Redmond (1970) estudaram algumas das propriedades estatisticas da distri-
buicdo de Gompertz e estimaram os parametros usando o método de maxima verossimilhanca
com referéncia aos dados sobre os efeitos da contracepcao oral prolongada na mortalidade
em ratos. [Jaheen| (2003) estudou esta distribuicio com base em censurd!| tipo Il e valores
de registro usando abordagem bayesiana. Wu, Hung e Tsai| (2003) derivaram os estimadores
pontuais e intervalares para os parametros da distribuicio Gompertz baseada em amostras
censuradas tipo |l progressivas.

Wu, Hung e Tsai (2004) usaram o método dos minimos quadrados para estimar os pa-
rametros da distribuicdo Gompertz. Ismail (2010) discutiu estimativas pontuais e intervalares
de uma distribuicao Gompertz bi-paramétrica em testes de vida parcialmente acelerados com
censura Tipo Il

Kiani, Arasan e Midi| (2012)), que estudaram o desempenho do modelo Gompertz conside-
rando a dependéncia temporal das covariaveis, na presenca de dados censurados a direita. Além
disso, foi feita uma comparacao entre o desempenho do modelo sob diferentes proporcdes de
censura (CP) e tamanhos de amostra.

Sob essa mesma perspectiva de regressdo, muitos autores abordaram o modelo Gompertz

em diferentes areas do conhecimento, como listado a seguir:

1. Crescimento de organismos, como

» Dinossauros (COOPER et al., [2008} |LEE et al., 2014, por exemplo) ;
= Passaros (RICKLEFS, |1967} RICKLEFS, 1968; TJ@RVE, [2009, por exemplo);

= Mamiferos no geral, (ZULLINGER et al., |1984; BEGALL, 1997, por exemplo);

1 De uma forma geral pode-se definir censura como sendo os dados que est3o fora dos limites de mensurac3o

de determinados equipamentos. Esse tipo de dado pode ser subdividodo em duas categorias, dados com
censura do Tipo |, e dados com censura do Tipo Il. No caso da censura Tipo I, os limites de medic3o
sdo fixos e o nimero de dados fora desse limite variam. Enquanto que na censura Tipo Il, os limites sdo
variaveis, [Mercy e Kumaran| (2010))
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= Marsupiais (LEE; COCKBURN et al., 1985; COCKBURN; JOHNSON, |1988, por exem-

plo).
2. Crescimento de tumores (LAIRD, [1964; NORTON, 1988} VAGHI et al., 2020)).

3. Sobrevida em pacientes com cancer (RIFFENBURGH; JOHNSTONE, 2001, por exemplo)

Adicionalmente, na proposta de novas distribuicdes o modelo Gompertz também tem sua
importéncia. EI-Gohary, Alshamrani e Al-Otaibi (2013) generalizaram a distribuicdo Gompertz
propondo um novo modelo com trés pardametros que se mostrou eficaz no ajuste a um conjunto
de dados de tempo de vida.

Com o grande uso do modelo Gompertz para modelar tempo de vida, Lenart e Missov
(2016) perceberam que muitos autores que trabalhavam com o modelo até entdo estavam
negligenciando o fato da andlise do ajuste satisfazer ou nao os critérios tedricos, a saber:
estatistica de Anderson-Darling, teste do coeficiente de correlacdo, uma estatistica usando os
momentos e um teste contra as distribuicSes de valores extremos generalizados. Essas medidas
de ajustes foram discutidas no trabalho.

Mazucheli, Menezes e Dey (2019) propuseram uma distribuicdo Gompertz reparametri-
zada. Os autores usaram a transformacdo X = exp(—Y') para obter a nova distribuicdo com
suporte no intervalo (0,1). Antes da transformacédo, Y era uma variavel aleatéria ndo negativa,
com distribuicio Gompertz. A nova distribuicao foi nomeada de Gompertz unitaria. O novo
modelo apresentou maior flexibilidade no que diz respeito as formas da funcao taxa de falha,
que apresentou as formas constante, crescente e as formas de banheira e banheira invertida.
Adicionalmente, a distribuicdo proposta mostrou-se com performance superior na aplicacao a
dados ambientais e de fadiga.

Mais recentemente, [Eliwa et al.| (2020) propuseram uma extensdo bivariada da familia
Gompertz-G. No trabalho, é proposto uma distribuicdo bivariada flexivel com base na distri-
buicdo Marshall-Olkinna, na familia Gompertz-H. Além disso, os autores mostraram a perfor-
mance da familia em questdo através de uma aplicacdo a dados reais de futebol.

Embora com o passar do tempo a distribuicdo tenha ganhado relevancia e aplicacdo nas
mais diversas areas, o modelo n3o se desenvolveu na mesma medida sob a perspectiva das
séries temporais. Dessa forma, o presente trabalho é inovador no que diz respeito a proposta
de se utilizar a distribuicao Gompertz reparametrizada pela quantilica, uma vez que ha maior

flexibilidade na hora de se fazer as analises das séries temporais, ndo considerando necessa-
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riamente a média e a mediana como referéncia; e ao fato de utilizar essa distribuicdo como
marginal para um modelo de séries temporais. Além do fato de ndo ser encontrado na literatura

um modelo Gompertz autorregressivo e de médias moveis.

2.1 CARACTERIZACAO DA DISTRIBUICAO GOMPERTZ

A distribuicio Gompertz é uma distribuicio continua, com suporte definido nos R*. A

func3o densidade de probabilidade (fdp) é expressa da seguinte forma:

f(z;a,c) = aexp (cx) exp { (—a) [exp(cz) — 1]}, (2.1)
c
em que a > 0 é o parametro de escala e ¢ > 0 é o parametro de forma. A funcao de distribuicao

acumulada (fda), é dada por:

F(z;a,¢) =1—exp { (—ca) [exp(cx) — 1]} : (2.2)

Algumas formas assumidas por ([2.1)) sdo apresentadas na Figura . Note que para valores

muito pequenos do parametro de forma ¢, o grafico assume a forma decrescente. No entanto,

a medida que os valores correspondentes ao pardmetro ¢ crescem, a curva vai se tornando

unimodal, tendo um decaimento muito expressivo a medida que x vai aumentando. Na cons-

trucdo do grafico, mantivemos sempre o parametro de escala fixo, enquanto o pardmetro de
forma foi alterado, com o objetivo de vermos as possiveis formas das curvas da funcao.

Seja X uma variavel aleatéria com funcio densidade de probabilidade , escreve-se

X ~ Gomp(a,c). A funcdo quantilica (¢) é obtida a partir da inversa da funcdo de distribuicdo

aculumada, apresentada na Equacdo (2.2)), de forma que: ¢ = Q(u) = F~'(z); logo:

q= ilog {1 - (;) log(1 —u)} ;u € [0,1].

A funcao quantilica terd um papel fundamental no decorrer do presente trabalho, visto que
um dos objetivos é propor um modelo reparametrizado pela quantilica, que possibilite captar
os efeitos de quantis distintos na analise da série temporal.

Para modelar o quantil da Gompertz, deve-se tomar o valor u correspondente ao quantil

objetivado. Para a mediana, por exemplo, temos:
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Figura 1 — Funcdes densidade de probabilidade para alguns valores dos parametros a e ¢
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Fonte: O Autor (2021).

Md(X) = ilog {1 — ( )log(0.5)] :

Cc
a

Em se tratando dos momentos da distribuicio Gompertz, o k-ésimo momento de X em

torno de zero, E£(X)", ou momento de ordem X, é dado por:

a oo 1 _
E(X") = anPM/() —exp <Zx) log zdz.

C C

Da equacdo acima pode-se deduzir os dois primeiros momentos como se segue:

2 roo ] _
E(X) = ae:zp ¢ | exp @ log zdx
a roo ] _
B(X?) = aeip . 2 Oxp @ (log z)*dx

A func3o geratriz de momentos é definida como M (t) = E(e!), ou seja, é definida como

a esperanca da funcdo caracteristica, que por sua vez, é definida como abaixo:

olt) = B(e™) = [~ eXaF(x)

— 00
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Dessa forma, a funcdo geratriz de momentos é dada como segue:

' a u t/c
ot = B = ¢ S5y Tt D (Y

(o (

Em que I'(.) é a funcdo gama e u estd definida entre [0, 1].

ale

)u+1 ) ’

2.2 DISTRIBUICAO GOMPERTZ REPARAMETRIZADA E ALGUMAS PROPRIEDADES
ESTATISTICAS

Um dos objetivos pretendidos pelo presente trabalho é modelar quantis diferentes de de-
terminadas séries, de modo que possa oferecer como contribuicdo a possibilidade de se estudar
alguns fendmenos que ocorrem em trechos distintos de uma série temporal. Diante disso, a
ideia aqui é utilizar a reparametrizacdo em funcdo do quantil da distribuicdo (RIBEIRO, [2020)).

Da Equacao escreve-se o paramentro de escala em funcdo dos parametros c e ¢,

COmo se segue:

_ clog(l —u)
1 —exp(cq)
Substituindo a Equacdo (2.3) na Equacio (2.2), obtém-se a nova funcdo de distribuicdo

(2.3)

acumulada da Gomperz, reparametrizada no quantil ¢ e dada por:

—log(1 —u)

F(l’,q,C): 1—eXp{1_eXp(cq)

lexp (cx) — 1]} (2.4)

Consequentemente, a funcdo densidade, é dada por:

f(x5q,¢) = mexp (cz) exp{

W fexp (cz) — 1]} (2.5)

A figura [2l mostra as formas possiveis para a fdp da Gompertz reparametrizada, conside-
rando o quantil u = 0.75. Note que na figura 2a, fixamos o valor do pardametro de forma e
variamos o valor do pardmetro de escala. Em (2b) fixamos o pardmetro de escala e variamos

o valor de c. Observe que duas formas foram obtidas: decrescente e unimodal.

Quanto aos momentos centrais, pode-se obté-los a partir da equacdo abaixo:

E(X") = 11(%(;(;(2) exp lllog—(ix_p 2] /loo iexp [W] log (z)dx (2.6)
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Figura 2 — Gréfico da densidade da Gompertz reparametrizada
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Fonte: O Autor (2021).

A funcdo geratriz de momentos da Gompertz reparametrizada pode ser deduzida como se

segue:
log(1—u) & I'(p+1)
o(t) = D (2.7)
1— log(1—u) 1P
cantea) ) [mea |,
2.3 INFERENCIA

Para o modelo Gompertz reparametrizado, o método que serd usado para a estimacao
dos parametros serd o método da maxima verossimilhanca, que, sob determinadas condicdes
de regularidade, possui as propriedades de consisténcia, suficiéncia, eficiéncia e normalidade
assintética, que o torna, segundo |Martinez (2004), a mais importante ferramente de estimacao
paramétrica.

Considere que (X1,...,X,) sejam varidveis aleatérias (V.as.) independentes e identica-

mente distribuidas (i.i.d.) e que @ = x4, ...

as V.as.. Seja f(x;0

, T, € 0 vetor de eventos observados, associados

) a funcdo de probabilidade ou densidade conjunta de Y, que é funcdo
T

, 6p)

do vetor de pardmetros desconhecidos § = (61, ... com § € ©, em que © é o espaco

paramétrico.
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Dizemos que um determinado modelo esta corretamente especificado quando sua densidade
é dada por f(x;;00), V t, em que 6y é o verdadeiro valor de 6.

A funcao de verossimilhanca total para ¢ baseada em X = x é dada por
LO) = L(0; ) = H (2450

que é uma funcdo de 6 para x fixo, em que f(x;;60) é a funcdo densidade de probabilidade
conjunta.
De acordo com Bolfarine e Sandoval (2001), estimador de maxima verossimilhanca (EMV),
0, é o valor de ¢ que maximiza L(6). Ou seja,
0 = argmax L(0; ).
EE)
Segundo |Cordeiro (1992)), como a funcdo logaritmica é estritamente monétona, maximizar

L(6) é equivalente a maximizar:

((0;x) =1 Zlog (m4;0 (2.8)

em que /(0;x) é a funcdo de log-verossimilhanca total. Denotaremos por ¢(f;x;) a funcdo
de log-verossimilhanca conjunta, ou seja: £(0; ;) = log[f(z;0)].

O vetor escore da funcdo de log-verossimilhanca é dado pelo gradiente de ¢(6;v;), em
relacdo ao vetor de parametros 6, ou seja,

OUO;y) _ (00O0:m) 0w
09 00, ' 00,

v£<97 ?/t)

De acordo com Martinez| (2004)), a funcdo Escore descreve o comportamento da funcdo log
de verossimilhanca para valores distintos de 6.
De modo que para obtermos os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros

do modelo Gompertz reparametrizado, como definida na Equacéo ([2.3), devemos tomar:

+czn:x@ log(1 — u)[exp (XL, #:) — 1],

00, 2;) = nlog[—clog(1—u)]—nloglexp (cq) - exp (cq) — 1

7

e, derivando a expresssdo acima com relacdo a c e g, obteremos:

dc exp(eqg) —1 ' ¢ (exp (cg) — 1)2
rexp (cXiL,) —a;)log(l —u) & _
. exp (cq) — 1 +Z_xi_0

o, z;)  ngexp(cq) LN gexp (ge)lexp (e X0 x;) — 1]log(1 — u)
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Ol(0,x;) _ cnexp(cq)  cexp(ge)lexp (XL, ;) — 1]log(1 — u)
Jq exp (cq) — 1 (exp (cq) — 1)?

Considerando que este sistema de equacdes nao possui solucao em forma fechada, ou seja,

=0

ndo conseguimos isolar os parametors; para obtermos as estimativas de maxima verossimi-
lhanca, ¢ e §, precisaremos maximizar a funcdo de log-verossimilhanca numericamente, ou

seja, por meio de modelos de otimizacao nao-linear.
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3 PROPOSTA MODELO GOMPERTZ-ARMA

Diante da necessidade de se conhecer um pouco melhor os fundamentos por tras da pro-
posta, serdo introduzidos alguns conceitos de séries temporais e do processo ARMA, e poste-
riormente, o modelo Gompertz-ARMA sera efetivamente proposto.

Pode-se definir uma série temporal como um conjunto de observacdes de uma determinada
variavel aleatéria ordenada no tempo, como por exemplo, os indices da bolsa de valores, o
preco das acdes num horizonte de tempo, o indices de indicadores sociais, tais como taxa de
mortalidade e natalidade num determinado periodo.

De acordo com a|Morettin e Toloi (2006)), existem, pelo menos, quatro objetivos principais

na analise de uma série temporal, a saber:
» Investigar o mecanismo gerador da série temporal;
» Fazer previsdes dos valores futuros da série;
» Descrever o comportamento da série ;
» Procurar periodicidades relevantes nos dados;

Nesse contexto, o modelo ARMA, que é uma composicao dos modelos autorregressivos
(AR) e dos modelos de médias méveis (MA), é uma das metodologias mais utilizadas de
acordo com Brockwell, Davis e Fienberg (1991)

Os modelos AR de ordem p , sdo modelos em que o valor atual da série xz; pode ser
expresso como a soma de uma sequéncia de p valores passados, x;_1,Z;—2,..., T, Mais
uma componente aleatéria, que representa um erro desconhecido, que impacta diretamente

no modelo mesmo que n3o esteja expresso na série observada. Dessa forma, temos:

P
Ty = Z Giri—1 + ey,
i=1

em que x; representa a série no instante ¢, ¢; é o i-ésimo pardmetro autorregressivo, que
pode ser interpretado como uma sequéncia de pesos que sdo atribuidos aos dados da série,
relacionando os valores mais antigos aos menores pesos, € ¢; € um ruido branco.

Com relacdo aos modelos MA de ordem ¢, o valor atual da série pode ser obtido por meio
de uma combinacdo linear de fatores de inovacdo do periodo corrente com aqueles ocorridos

em periodos anteriores, de modo que:
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q
Ty = U+ Zeiet,l + e
=1

O modelo ARMA(p,q) é uma mistura dos modelos AR e MA e tem como vantagem o
fato de ser mais flexivel na modelagem de séries temporais, uma vez que capta os efeitos
tanto da estrutua autorregressiva quanto da estrutura de média méveis. O principal beneficio
do ARMA é que, para ajustar a sua estrutura a séries temporais estacionarias complexas, ele
frequentemente faz uso de uma quatidade de termos menor do que a exigida pelos modelos

puramente AR e MA (PARMEZAN, 2014)). O modelo é expresso abaixo:

p q
Ty = Z Qirs 1+ Z Oiei1 + e
i=1 i=1

3.1 MODELO GARMA

O presente trabalho toma como referéncia o modelo GARMA e propde uma abordagem
alternativa, uma vez que considera como marginal uma distribuicdo que n3o faz parta da
familia exponencial e busca uma expressao mais flexivel. Diante disso, faz-se necesséria a
presente secido com o objetivo de entender a formulacao proposta por Benjamin, Rigby e
Stasinopoulos| (2003)).

A classe de modelos generalizados autorregressivos de médias moéveis, é uma extensao
do modelo ARMA, que deveria possuir a variavel resposta como uma distribuicao Gaussiana,
tal qual no modelo classico de regressdo. A generalizacdo traz justamente uma flexibilizacao
maior acerca da variavel resposta, que passa a incorporar qualquer distribuicao dentro da
familia exponencial, exatamente como extendida para o caso do MLG.

De acordo com o modelo desenvolvido pelos autores, a distribuicdo condicional de cada
observacdo y;, parat =1,...,n dado Hy = {4, ..., &4, Y1, -, Y1, ft—1,-- -, 41}, iStO &, a
menor o-algebra tal que as varidveis y;,...,1;_1 sao mensuraveis e é assumido pertencer a
familia exponencial.

Essa notacdo, usada por [Benjamin, Rigby e Stasinopoulos (2003) é a mesma definida para
a classe dos MLGs veja (MCCULLAGH; NELDER, (1989). A diferenca é que aqui as observacdes
nao sdo independentes e, consequentemente, a distribuicdo condicional é modelada.

Como na classe dos MLGs, a relacdo entre o preditor linear, denotado por 7;, e a média

condicional de y; é estabelecida por meio de uma funcdo de ligacdo, g. As restricGes sobre a
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funcao g é que as derivadas de primeira e segunda ordem existam e que g seja uma funcao
mondétona injetora. O modelo GARMA é definido adicionando um componente 7 ao preditor

linear dos MLGs, isto é:

-

g() =m =2, B+, (3.1)
em que 3" = (B, ..., 3.) é o vetor r-dimensional de parimetros desconhecidos associado as
covariaveis, €| = (z41,...,24) € R, comr <n, e

p q
Tt = Z ¢jd(ytfja wtfjaﬁ) + Z 93‘///(%73‘7 /J't—j)7
j=1

j=1
que permite adicionar ao preditor linear, termos autorregressivos e de médias méveis, repre-
sentados pelas funcdes &/ e .#, respectivamente. Os vetores ¢' = (¢y,...,¢,) e O =
(04,...,0,) definem os pardmetros autorregressivos (AR) e de médias méveis (MA), respecti-
vamente (BENJAMIN; RIGBY; STASINOPOULOS, 2003). Isto é, ¢ e 6 s&o os pardmetros de uma
estrutura ARMA com ordens p, ¢ € IN, denotada por ARMA(p, q).

Um submodelo de , bastante (til em aplicacdes praticas (BENJAMIN; RIGBY; STASI-

NOPOULOS) 2003)), é definido como:
p q
glw) =m =B+ D¢ [9(y—i) — B+ D070y, (3.2)
i=1 j=1

em que r; = ¢g(y;) — n;, que corresponde a um erro deterministico, medido na escala do
preditor (pode ser os residuos de Pearson, medido na escala original etc) (BENJAMIN; RIGBY;
STASINOPOULOS, 2003). Note que a média condicional y; é relacionada a um preditor linear, 7,
através de uma funcdo de ligacdo, geralmente definida como g : IR, — IR, que seja duas vezes
diferenciavel e estritamente monétona, em que IR, corresponde ao suporte da distribuicao de
y; de acordo com a familia exponencial considerada.

A partir da Equacido (3.2) e da familia exponencial, vérios casos especiais da estrutura
GARMA podem ser modelados, dependendo do componente aleatério considerado. O processo
gaussiano ARMA (p, q) é obtido quando a distribuicdo condicional de y;|H; é a distribuicdo
normal e g : IR — IR é a funcdo identidade.

Uma vez que desejamos modelar dados cuja natureza é estritamente positiva, precisaremos
de uma funcdo de ligacdo que faca o mapeamento dos reais positivos para o reais, g(-) : R —
R. A funcdo de ligacdo que utilizaremos é a funcdo logaritmica, que é a mais utilizada para

distribuicdes estritamente positivas, por prover valores n3o negativos para u; = g~ (n;).
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3.2 O MODELO GOMPERTZ-ARMA

Seja X; um processo estocastico, em que X; ~ Gompertz(x; g, c), em que ¢; > 0, ¢ > 0,
e r; = [0,00). Seja ainda %, = o{X;, X; 1,...} a o-algebra gerada pelas informacdes
passadas. Assim, temos que a distribuicdo condicional de X;, dado .%;_1, ou seja X;|.%; 1 ~
Gompertz(xy; qi, ¢), pode ser expressa como abaixo:
clog(1l — u) log(1 — u)

[l Fir)) = oxp (g:c) — 1

1 —exp (cqr)

lexp (czy) — 1]} (3.3)

exp (czy) exp {

Para incluir a dependéncia temporal no modelo Gompertz, consideramos a estrutura pro-
posta por Benjamin, Rigby e Stasinopoulos (2003), como apresentada acima. Para tanto,
fazemos 1, = q; e ;i = g(q:) = log(q;), isto é, tomamos a funcdo de ligacdo como a loga-
ritimica, que implica em ¢; = exp {n}. Assim, incluimos subestruturas autorregressivas e de

médias méveis e um pardmetro adicional () que visa captar o intercepto. De forma que temos

i=1 Jj=1

qr = exp {a +x, B+ i i [log(yt_j) — x:ﬁ} + i 0, [log(yi—;) — IOg(Qt—j)]} (3.4)

O modelo Gompertz-ARMA(p,q) é, portanto, definido a partir das especificacdes dadas

nas Equacdes (3.3) e (3.4).

Para o modelos Gompertz-AR e Gompertz-MA, devemos pegar apenas as parcelas corres-

pondentes a cada uma das estruturas AR e MA, de forma que tenhamos os modelos:
= Gompertz-AR(p)
qi = exp {a +a) B+ i o; [log(yt_j) — x:ﬁ}}
= Gompertz-MA(q)

Gt = exp {a +a/ B+ Z 0; [log(y.—;) — 10g(Qt—j)]}

j=1
3.3 INFERENCIA NO MODELO GOMPERTZ-ARMA

A presente secdo trata das questdes relacionadas ao processo de estimacdo dos parametros
do modelo proposto. Para tal, usa-se a estimacdo por maxima verossimilhanca condicional

(EMVC).



27

Sejam 1 = (a,37,¢"7,07,¢)" o vetor de pardmetros, de dimens3o (p + q + k + 2), do
modelo Gompertz-ARMA(p,q), como definido nas Equacdes (3.3 e (3.4) e z1,...,2; uma

série temporal observada. A funcdo log-verossimilhanca condicional pode ser expressa como:

n

C=L(p;my, .. xn) = Y g, c), (3.5)

t=m+1

em que {(q;, c) = log f(z¢|-%_1) tal que:

log(1 — u)[exp (cxy) — 1]
exp (gic) — 1 ‘

(g ¢) = log[—clog(1 — w)] — loglexp (cqr) — 1] + ey +

Neste ponto, estamos em posicao de definir as estimativas de maxima verossimilhanca para

¢ = arg MaXp . Rk xRP xRI xR+ [é("vb)]

O vetor escore é um importante instrumento no processo de estimacdo por maxima veros-

similhanca. Ele pode ser definido como o vetor de primeiras derivadas ¢,

ol(p)  [0L(vp) Ol(xp) Ol(zp) Ol(p) O()
o | da 98T 06T 90T ' de

Aplicando a regra da cadeia, chega-se a: O i-ésimo termo de U (%) é dado por:

U(y) =

8£(¢;C, Qt) o - (%(Qtac) Oqe Oy

U, =27 - — , 3.6
0; <¢) awj = aqt ant 81/13 ( )
em que
Iq -
an, P (7¢),
o(;e,q) 1 gexp(cq) zexp (cxy) log(1 — u)
—_— = ——————— + I +
Jc ¢ exp(eq) —1 exp (cq) — 1

_gexp (cgr) log(1 — u)lexp (czy) — 1]
(exp (eqr) — 1)

Y

oL(Y; ¢, qr) _ . cexpeqr  cexp (cqt) log(1 — u)[exp (cz¢) — 1]
9q; exp (cq) — 1 (exp (cg;) — 1)

)

ony ! Ony—j
— =1- 0. J
Oa jzz:l T da
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0 P 0
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8791« = log(z;—;) — log(q—;) Z g, atﬁl

Outra importante estrutura para o processo inferencial é a matriz de informacdo observada
que é apresentada no apéndice [Al

Tomando cada componente do vetor escore e igualando a zero, caso exista um ponto
de maximo, obteremos a estimativa de maxima verossimilhanca condicional. Para o caso em
tela, como o sistema ndo possui forma fechada, deve-se ultilizar um método iterativo, tal
como o Newton-Raphson ou quasi-Newton. Para um aprofundamento sobre os métodos de
otimizacdo n3o linear, consultar Nocedal e Wright (2006). No presente trabalho, utilizou-se
o método quasi-Newton conhecido como método Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS),
para maiores detalhes ver |Press et al.| (1986). Por ser um algoritmo de otimizac3o iterativo, o
BFGS exige um chute inicial para comecar as iteraces. Diante dessa necessidade, utilizaram-
se como chutes iniciais valores arbitrados no espaco paramétrico, sendo escolhido o valor do

grid de valores de menor AIC.

3.3.1 Predicdo

Como ja mencionado, de acordo com [Morettin e Toloi/ (2006]), um dos objetivos da analise
de séries temporais é fazer previsoes, nesse sentido, uma vez que tomamos como referéncia os
quantis da Gompertz reparametrizada para construcdo do presente modelo, a previsdo dar-se-a
no sentido de apontar para os quantis um passo a frente, a partir dos dados passados. Supondo
que hg seja um horizonte de tempo e que z;, parat =n+1,...,n+ hg, seja uma covariavel,
que seja uma funcao deterministica de ¢, ela podera ser determinada para valores de ¢t > n,

Bayer, Bayer e Pumi| (2017)).
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Baseado na estimacao por maxima verossimilhanca condicional, pode-se encontrar o vetor
1), de onde pode-se obter as estimativas para ¢, 1, . . ., §;, de modo que teremos uma sequéncia

de {&}::mH, de {q},,., a partir do vetor de estimativas 1), de modo que:

q A~
=g a+wtﬁ+2¢z[logyt] 2! B8]+ Ze

onde: 7, =0,set <med;,=g(y) —g(G), sem<t<n

e, por tanto:

p q
G=exp|a+a/ B+ di[logy,) —aTiB + 3 05
Jj=1

i=1
Consequentemente, os valores futuros dos quantis ¢, onde t = n + 1,...,s, do modelo

apresentado, podem ser obtidos como:

p q
Gnih = €Xp | & + wIJrhﬁ +> {10g(yn+h—i) - WL}H‘B] + Y 0fnin;
i=1 =

3.3.2 Analise de residuos

De acordo com |Kedem e Fokianos| (2002), a analise de residuos é de fundamental impor-
tancia para questoes relacionadas a determinacdo da qualidade dos ajustes. Pode-se definir
residuos como sendo uma medida de afastamento entre uma dada observacdo e o seu va-
lor ajustado, ou seja, a diferenca entre os valores preditos e os valores observados na série,
(BROCKWELL; DAVIS, |2009).

A literatura trata sobre algumas possibilidades de residuos para muitas classes de modelos,

tais como:

= Residuos ordinarios.

= Residuos de Pearson.

T; — Wy

Var(@;)
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= Residuos de Pearson Padronizado.

V/Var(@:)(1 — hs)

em que h;; € o i-ésimo elemento da diagonal da Matriz H.

pp
T

Pode-se encontrar cada um destes residuos nos trabalhos de Maior e Cysneiros|(2018)), /Almeida-
Junior e Nascimento| (2021)) e |Palm, Bayer e Cintra (2021), respectivamente. No presente

trabalho, tomaremos os residuos ordinarios como referéncia para o modelo Gompertz-ARMA.

3.3.3 Medidas de ajustes

Como critérios de comparacdo entre as previsdes fornecidas pelos modelos ajustados, sao
utilizadas as seguintes medidas:

Mean Square Error (MSE), ou Erro Quadratico Médio, é uma medida largamente utilizada
na estatistica, entretanto, na presente abordagem, ao invés de comparar os resultados entre
os parametros e as estimativas como no caso das avaliacdes dos dados simulados, passa-se a

ter a diferenca entre a série original e a série ajustada a partir dos parametros, de forma que

€ =gt — 4s-
n

1
MSE = " Z(Qt - th)2

t=1

Mean Absolute Square Error (MASE),ou Erro Quadratico Médio Absoluto, [Hyndman e Ko-
ehler (2006), é uma boa medida para comparar resultados de séries que aprensentem Outliers,

uma vez que é menos sensivel as distorcGes da série.

MASE:1< % i1 lae — Gl )

)
n A\ Dto |C]t - (]t—1|

Mean Absolute Percentage Error (MAPE), ou Erro Médio Absoluto Percentual, é uma

medida interessente por trazer o dimenssionamento do erro como uma proporcao. De acordo

com Myttenaere et al.| (2016), é bastante usado em financas porque os valores sdo medidos

em termos relativos.

1 & —q

Unscaled Mean Bounded Relative Absolute Error (UMABRAE). A proposta do UMBRAE
na comparacao entre métodos de previsao, é fornecer, de modo simples, uma avaliacdo dos

modelos que melhor se ajustam aos dados, tomando o valor de 1 como referéncia. Para valores
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maiores do que a unidade, o desempenho do modelo de referéncia é superior ao proposto.
Para valoes menores do que a referéncia, o modelo proposto é superior. E para valores muito
préximos de um, os modelos sdo correspondentes no sentido de precisdo, (Chen, Twycross e

Garibaldi (2017)).

1\ n lge—qe|
n 2= lgt—Ge|+lge—qe—1|

1 <n |t —qs|
11 — a—al
w 2t=1 g @ gt —ai—1]

UMBRAE =

Essas medidas serdo utilizadas na secdo aplicacdo, com o objetivo de medir a eficiéncia de

cada um dos modelos testados.
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4 ESTUDO DE SIMULACAO

A presente secdo apresenta os resultados das simulacdes para o modelo Gompertz-ARMA(1,1),
bem como uma analise dos efeitos dos quantis na estrutura dos graficos.

Para as avaliacdes nlimericas, procedemos com a simulacdo de Monte Carlo, realizando
5.000 réplicas, variando ora os parametros, ora os quantis.

Considerando que a série possui dependéncia temporal, seguiu-se os seguintes passos para

a geracao do dados:

Definimos os parametros do modelo, a saber ¢, «, ¢, 0, e os valores (x;,q;) em que

i=1,...,mem=max{p,q}

Tomando t > m + 1, calculamos ¢;, em conformidade com :

p q
¢ =explata B+ ¢ llogy;) — B+ 0, [log(y—;) — log(g-)]

i=1 j=1

Geramos X; ~ Gompertz Reparametrizada de parametros c e ¢;, sendot = m+1,...,n.

Para obter os n valores da série, deve-se repetir os dois passos anteriores n vezes.

41 MODELO GOMPERTZ-AR(1)

O presente grafico avalia o efeito da alteracdo do parametro ¢ sobre a série temporal gerada
a partir do modelo Gompertz-AR(1). Os pardmetros levados em consideracdo para o modelo
autorregressivo foram ¢ = 0.1 e ¢ = 0.8, avaliados no segundo quartil, ou seja, u = 0.5, e
os demais parametros foram ¢ = 0.2 e ¢ = 0.8, a = 0.7 e ¢ = 0.9 Posteriormente vemos os
efeitos dessa mesma variacao nos graficos de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial.

Na figura [3] percebe-se que, embora seja um modelo autorregressivo, o decaimento dos
lag's no Acf é abrupto, enquanto que na figura [4, onde o ¢ é consideravelmente superior,
o decaimento acontece de forma exponencial ou seinodal. Outra condicdo interessante é o

aumento da escala potencializada pelo aumento do valor associado ao parametro de forma

(c)-
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Figura 3 — Série temporal ¢ = 0.1 e u = 0.5
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Fonte: O Autor (2021).
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Figura 4 — Série temporal ¢ = 0.8 e u = 0.5
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42 GOMPERTZ-MA(1)
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Para o caso dos modelos de médias méveis, seguiremos a mesma ideia do item anterior e

manteremos o quantil na mediana, enquanto assumiremos = 0.1e0 =0.9,c=0.2ea = 0.1

e ¢ = 0.2. No caso do modelo MA, como era de se esperar, observa-se um corte significativo

no primeiro /ag no caso do ACF, e os /lags do PACF com descrescimento exponencial.
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Figura 5 — Série temporal # = 0.1 e u = 0.5
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Figura 6 — Série temporal # =09 e u = 0.5
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Fonte: O Autor (2021).

43 GOMPERTZ-ARMA(L 1)

Em se tratando do modelo Gompertz-ARMA, fizemos duas séries de dados gerados, onde
a primeira, que segue abaixo, tem a mesma metodologia das anteriores, variando apenas os
pardmetros que caracterizam os modelos AR e MA (¢ =0.1,0 =0.1,) e (¢ = 0.9,0 = 0.8,)
considerando ainda ¢ = 2 e a« = 0.7. Posteriomente, fizemos um outro conjunto de graficos
alterando apenas os quantis (u = 0.25,u = 0.5 e u = 0.75) , de forma a tentar captar o efeito
puramente do quantil nos graficos do modelo ARMA.

Levando em conta a alteracdo apenas dos quantis, podemos perceber que ndao hd uma

alteracdo significativa na disposicdo dos graficos, de foma que o efeito do quantil esta muito
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Figura 7 — Série temporal com ¢ = 0.1, = 0.1, ¢ = 1.2 com u = 0.5
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Figura 8 — Série temporal com ¢ =0.9e # = 0.8 com u = 0.5
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mais ligado a magnitude dos valores de z;, diminuindo gradativamente a medida que nos

deslocamentos para quantis maiores. Os graficos foram construidos sobre os pardmentros:

(g=102,¢=01,60=05 ¢ =08, (u=0.250.5,05), a = 0.7).
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Figura 9 — Série temporal com ¢ = 0.5 e 0 = 0.8 com u = 0.25
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Figura 10 — Série temporal com ¢ = 0.5 e # = 0.8 com u = 0.5
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Figura 11 — Série temporal com ¢ = 0.5 e § = 0.8 com u = 0.75
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4.4 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo sdo apresentados os resultados das simulacées de Monte Carlo com o objetivo
de analisar as propriedades assintéticas dos estimadores de maxima verossimilhanca condici-
onal para o modelo desenvolvido. O estudo é desenvolvido com a finalidade de quantificar o
comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca dos modelos Gompertz-ARMA,
Gompertz-AR e Gompertz-MA, sobre a perspectiva de trés critérios, a saber: estimativa, viés
e erro quadratico médio (EQM). O nidmero de réplicas de Monte Carlo foi de 5.000 e os

tamanhos amostrais foram n € {100, 250, 500}

4.4.1 Estudo de Monte Carlo

Para o estudo, propusemos pelo menos dois cenéarios para serem avaliados. No primeiro
cenario o objetivo é quantificar o comportamento dos estimadores sobre a perspectiva dos
quantis, ou seja, queremos ver como a alteracdo do quantil impacta na estimacdo dos parame-
tros do modelo. Nesse sentido, definimos o espaco de variacdo de u como u € {0.25,0.5,075}

e definimos também os parametros para cada um dos modelos, como abaixo:
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» Autorregressivo: a = 0.4, c =0.9 e ¢ = 0.25.
» Médias Moéveis: a =1, c=0.5e 6§ = 0.5.
» ARMA: a =04, ¢c=0.9, ¢ =0.25,e 0 =0.5.

A tabela (1)) retrata as simulacdes para o modelo Gompertz-AR(1), onde os pardmetros
do modelo foram a = 0.4, ¢ = 0.25 e ¢ = 0.9. Tomando o EQM como referéncia, pode-se
ver que a medida que a amostra aumenta, os valores do erro quadratico médio (EQM) véo
diminuindo de forma consistente, demonstrando com clareza as propriedades assintéticas dos
estimadores de maxima verossimilhanca.

Olhando para o intercepto, parametro «, pode-se perceber que a influéncia do quantil
na estimacdo do parametro foi relevante, consdiderando que, quando ajustado pelo segundo
quartil os erros associados a cada amostra foram menores do que para o primeiro e terceiro
quartil. J4 quando se trata do parametro ¢, a medida que se aumenta os quantis, aumentam-se
também os erros e, no caso do parametro ¢, parametro autorregressivo, ele é mais preciso para
quantis mais altos, de forma que ja evidencia que para séries cuja estrutura seja autorregressiva,
o modelo que se ajusta melhor é aquele que utiliza o terceiro quartil.

No caso dos resultados numéricos para os modelos de médias méveis, tabela , percebe-se
que os estimadores sao consistentes e obedecem as propriedades assintéticas dos estimadores
de maxima verossimilhanca, tendo o EQM diminuido substancialmente com aumento do ta-
manho da amostra. No caso do estimador é embora ele decresca para quantis mais altos, a
variabilidade dos erros é menor do que nos outros parametros.

Ja a estimativa ¢ é mais precisa quando estimada sobre o primeiro quartil, para qualquer
tamanho amostral. Entretanto, a estimativa & parece funcionar melhor quando estamos sobre
o segundo quartil. Uma vez que o parametro 6 é quem define o modelo de médias méveis,
fica o indicativo de que para o processo de estimacdo do modelo é mais significativo quando

se trabalha com esse quartil.
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Tabela 1 — Simulacdo modelo Autorregressivo com parametros: « = 0.4, ¢ =0.9, ¢ =0.25 e

diferentes quantis (U)

Nobs | a  Vies(a) EQM(a) | &  Vies(é) EQM(&) | ¢  Vies(¢p) EQM(9)
U=0.25

100 [0.4015 0.0015 0.0146 [0.9205 0.0205 0.0105 |0.2443 —0.0057 0.0067

250 (0.3989 —0.0011 0.0060 [0.9058 0.0058 0.0039 |0.2467 —0.0033 0.0028

500 (0.3996 —0.0004 0.0031 |0.9026 0.0026 0.0020 |0.2497 —0.0003 0.0015
U=0.5

100 10.3971 0.0029  0.0087 ]0.9285 0.0285 0.0184 [0.2429 0.0071  0.0048

250 (0.3973 0.0027  0.0035 |0.9082 0.0082 0.0069 |0.2461 0.0039 0.0019

500 (0.4002 0.0002 0.0017 |0.9039 0.0039 0.0035 [0.2492 0.0008 0.0010
U=0.75

100 |0.3867 —0.0133 0.0108 ]0.9444 0.0444 0.0378 [0.2417 —0.0083 0.0039

250 10.3932 —0.0068 0.0043 |0.9132 0.0132 0.0139 |0.2456 —0.0044 0.0016

500 {0.3992 —0.0008 0.0021 [0.9067 0.0067 0.0071 |0.2488 —0.0012 0.0008

Fonte: O Autor (2021).

Tabela 2 — Simulacdo modelo de Médias méveis com parametros a = 1, ¢ = 0.5, 0 = 0.5 e

diferentes quantis (U)

Nobs | @  Vies(a) EQM(a) | &  Vies(¢) EQM(&) | 6  Vies(d) EQM(A)
U=0.25

100 |1.0012 0.0012  0.0032 |1.5269 0.0269 0.0170 |0.4988 —0.0012 0.0046

250 10.9995 —0.0005 0.0013 |1.5075 0.0075 0.0063 [0.4988 —0.0012 0.0017

500 10.9999 —0.0001 0.0007 {1.5030 0.0030 0.0031 |0.5007 0.0007  0.0009
U=0.5

100 10.9979 —0.0021 0.0019 |1.5282 0.0282 0.0194 |0.4994 —0.0006 0.0036

250 10.9985 —0.0015 0.0008 |1.5077 0.0077 0.0072 ]0.4992 —0.0008 0.0013

500 0.9998 —0.0002 0.0004 [1.5031 0.0031 0.0036 |0.5008 0.0008 0.0007
U=0.75

100 10.9945 —0.0055 0.0017 |1.5314 0.0314 0.0243 |0.4999 —0.0001 0.0030

250 [0.9976 —0.0024 0.0006 [1.5087 0.0087 0.0090 |0.4995 —0.0005 0.0011

500 10.9998 —0.0002 0.0003 |1.5037 0.0037 0.0045 [0.5009 0.0009 0.0006

Fonte: O Autor (2021).
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Na simulucdo para o modelo Gompertz-ARMA, tabela [3| o comparativo da influéncia dos
quantis na estimacdo dos parametros ¢ e 6 trouxe o indicativo de que para os valores dos
parametros em questdo, o maior quantil torna a simulacdo sobre # mais precisa, equanto que

o efeito sobre ¢ é inverso, sendo mais preciso em u = 0.25.
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Para o segundo cenério, o objetivo é avaliar o comportamento das estimativas sobre a
perspectiva da variacdo dos parametros, ou seja, manteremos o quantil fixado na mediana
e variaremos os parametros dos modelos Gompertz-AR(1), Gompertz-MA(1) e Gompertz-
ARMA(1,1), de forma a conseguirmos testar o comportamento das estimativas mapeando
um espaco de variacao consideravel. Neste sentido, tomamos os seguintes parametros para os

modelos:

= Autorregressivo: a € {2.4,1.2,—0.4}, ¢ € {1.5,0.9,0.3} e ¢ € {0.75,0.5,0.25}
= Médias méveis: a € {0.2,0.6,1}, ¢ € {0.25,0.75,1,5} e 6 € {0.1,0.5,0.9}

= ARMA: o € {1.2,-0.8,—0.4}, c € {0.9,0.6,0.2}, ¢ € {0.2,0.5,0.95} e § € {0.95,0.5,0.2}

Tabela 4 — Simulacdo modelo Autorregressivo com pardmetros: o = (2.4,1.2,—-04), ¢ =
(1.5,0.9,0.3), ¢ = (0.75,0.5,0.25) avaliados no segundo quartil

Nobs | & Vies(a) EQM(a) | ¢  Vies(¢) EQM(¢) | ¢  Vies(¢) EQM(¢)
a=24¢c=15 ¢=0.75
100 | 2.3977 —0.0023 0.0011 [1.5281 0.0281 0.0158 [0.7403 —0.0097 0.0015
250 | 2.3993 —0.0007 0.0004 |1.5118 0.0118 0.0061 |0.7447 —0.0053 0.0008
500 | 2.3996 —0.0004 0.0002 |1.5060 0.0060 0.0028 |0.7465 —0.0035 0.0005
a=12¢=09,¢=0.3
100 | 1.1921  —0.0079 0.0072 [0.9178 0.0178 0.0091 [0.4859 —0.0141 0.0045
250 | 1.1979 —0.0021 0.0027 |0.9077 0.0077 0.0035 |0.4948 —0.0052 0.0017
500 | 1.1991 —0.0009 0.0013 |0.9040 0.0040 0.0017 |0.4969 —0.0031 0.0009
a=-04,c=0.9, ¢ =0.25
100 [—0.3913 0.0087  0.0232 [0.3469 0.0469 0.0264 [0.2440 —0.0060 0.0061
250 |—0.3942 0.0058  0.0089 |0.3203 0.0203 0.0093 |0.2490 —0.0010 0.0024
500 |—0.3967 0.0033  0.0045 |0.3103 0.0103 0.0044 |0.2491 —0.0009 0.0012
Fonte: O Autor (2021).

Os dados da Tabela 4] evidenciam os resultados para a simulacdo do modelo Gompertz-
AR(1), sobre o segundo quartil. O que se pode perceber da tabela é que os estimadores sdo
assintoticamente enviesados, de forma que, a medida que a amostra cresce, os erros tendem
a zero. No caso do &, podemos ver que os erros associados a cada tamanho amostral foi
diminuindo a medida que o parametro foi se distanciando de zero. Ja no caso do estimador

¢, a proximidade de 1 tornou a estimacdo mais precisa, quando comparado com as outras
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Tabela 5 — Simulacdo modelo de Médias méveis com pardmetros o = (0.2,0.6,1), ¢ =
(0.25,0.75,1.5) 6 = (0.1,0.5,0.9) avaliados no segundo quartil

Nobs | a  Vies(a) EQM(a) | & Vies(¢) EQM(¢) | 6  Vies(d) EQM(9)
U =025
100 [0.2057 0.0057 0.0141 |0.2782 0.0282 0.0095 [0.1011 0.0011 0.0067
250 |0.2041 0.0041  0.0054 |0.2622 0.0122 0.0034 |0.1020 0.0020 0.0025
500 0.2024 0.0024 0.0028 [0.2561 0.0061 0.0016 [0.1006 0.0006 0.0012
U=05
100 [0.5977 —0.0023 0.0104 [0.7754 0.0254 0.0125 [0.5011 0.0011 0.0041
250 0.6003 0.0003 0.0040 [0.7610 0.0110 0.0046 |0.5013 0.0013 0.0015
500 |0.6005 0.0005 0.0020 |0.7557 0.0057 0.0022 |0.5004 0.0004 0.0007
U=0.75
100 0.9971 —0.0029 0.0029 |1.5302 0.0302 0.0195 [0.9030 0.0030 0.0010
250 0.9995 —0.0005 0.0011 |1.5127 0.0127 0.0075 [0.9007 0.0007 0.0002
500 |0.9999 —0.0001 0.0006 |1.5064 0.0064 0.0036 |0.9003 0.0003 0.0001
Fonte: O Autor (2021).

amostras. Ja o parametro ¢, que caracteriza a série autorregressiva, também obteve um melhor
estimador ((ﬁ) quando o parametro esteve mais perto de 1.

Com relacdo ao modelo Gompertz-MA(1), tabela , também pode ser visto que a proprie-
dade da consisténcia ¢ satifeita, uma vez que todos os estimadores se encaminham para zero,
com o aumento do tamanho da amostra. Vale notar que no caso &, da mesma forma que no
caso autorregressivo, a medida que o parametro se afastou de zero, os erros passaram a ser
menores. Entretanto, no caso ¢, para valores mais préximos de zero é que obtivemos maior
precisdo. Entretanto, vale salientar que ha uma certa persisténcia do viés, considerando que,
diferentemente do que se pode ver nos outros parametros, ele ndo baixou para t3o préximo
de zero como os demais parametros na amostra de tamanho 500.

Ja no caso do modelo Gompertz-ARMA(1,1), no estimador &, a convergéncia é mais
lenta quando o = 1.2. Mesmo para uma amostra de tamanho 500 o valor estimado esta
substancialmente distante do parametro verdadeiro. O estimador ¢ se mostra mais preciso, no
sentido em que os valores associados aos erros para quaisquer tamanho amostral s3o menores
para valores pequenos de ¢, entretanto, ainda é clara uma persistencia do viés do estimador.
Por fim, tanto os estimadores para qg quanto para é se mostram mais precisos para os valores

mais altos de ¢ e 6.
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5 APLICACAO

5.1 A PROBLEMATIZACAO ENTRE A ANALISE DE PRECOS E A ANALISE DE VOLA-
TILIDADE

De acordo com [Fama| (1965)), uma das principais questdes no estudo da previsdo de ativos
financeiros era se os precos passados de uma ac3do ordinéria poderiam ser usados para prever o
comportamento dos precos futuros. Neste sentido, muitos estudos foram sendo desenvolvidos
com objetivo de minimizar os riscos nas tomadas de decisao tanto das empresas quanto dos
investidores.

Segundo |Gujarati e Porter| (2011), algumas variaveis econdémicas, tais como preco das
acOes, taxas de cambio, taxas de inflacao, apresentam aglomeracao por volatilidade, ou seja, os
valores apresentam forte variacao entre determinados periodos de tempo, seguida por periodos
de maior estabilidade. Ou seja, os erros associados as previsdes nos precos, nas taxas de cambio
e inflacdo podem ser mais significativos em determinados periodos do que em outros, trazendo
um maior grau de incerteza sobre os retornos.

Com vistas a capturar o efeito da autocorrelacdo da variancia da inflacdo no Reino Unido,
Engle (1982) desenvolveu o modelo conhecido como modelo autorregressivo de heterocedas-
ticidade condicional (ARCH). Considerando que o interesse maior do investidor recai sobre
a variabilidade dos seus investimentos, modelos do tipo ARCH e sua generalizacdo GARCH,
passaram a ser largamente utilizadas em estudos nos mercados financeiros. De acordo com
Morettin e Toloi (2006), a ideia basico do modelo é que o retorno de X; (pre¢o do ativo)
é n3o correlacionado serialmente, todavia, a volatilidade (varidncia condicional) depende dos
retornos passados.

Ainda que a abordagem sobre volatilidade traga uma maior evidéncia de seguranca para
os investidores, neste primeiro momento, a presente dissertacdo busca trabalhar com o preco
observado do ativo, por entender que é o primeiro passo dentro da cadeia l6gica e guardaremos

para trabalhos futuros a abordagem sobre os modelos ARCH e GARCH.

5.2 MECADO DE CAPITAIS

Pode-se pensar no mercado de capitais como um mercado que junta poupadores, ou seja,

aqueles que detém o capital e estdo a procura de alternativas para investir esse capital; e os
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tomadores de empréstimos, empresas que buscam financiamentos para o desenvolvimento de
suas atividades. Uma vez que o mercado de capitais une aqueles que ofertam e aqueles que
demandam capital, pode-se dizer que ha um aumento geral de bem-estar promovido por este
mercado, (RAMOS, 2010)).

Segundo RASSIER e HILGERT] (2012), o desenvolvimento do mercado de capitais esta
diretamente relacionado com o desenvolvimento da economia de um pais, de modo que econo-
mias mais desenvolvidas possuem mercados de capitais mais ativos. De acordo com Nobrega
et al.| (2000), o valor de mercado das 380 empresas listadas na bolsa de valores brasileiras
era de R$2.27 trilhGes, em fevereiro de 2010. Na comparacdo entre os valores negociados na
bolsa brasileira e americana, o valor negociado na bolsa brasileira representava 1% do que
foi negociado na americana em 2010. De acordo com as informacdes da B3, a quantidade
de investidores pessoa fisica chegou a 3.8 milhdes no primeiro semestre de 2021, mostrando,
dessa forma, que o mercado de capitais brasileiro ainda estd consideravelmente distante do
mercado de capitais dos paises desenvolvidos.

No sentido operacional, o mercado de acdes é um mercado de titulos nominais. As acoes
negociadas representam uma fracao do capital social da empresa que é comprada pelo in-
vestidor/acionista, que se torna um sécio da empresa e, como tal, aufere renda em casos
de valorizacao da empresa ou perde renda no caso de prejuizos. As acdes sao basicamente

subdivididas em dois tipos:

= Acdes Oridinarias (ON): Tem como principal caracteristica dar ao seu possuidor o direito

a voto nas assembleias.
= Acdes preferenciais (PN): Tem como principal caracteristica a liquidez.

Em termos de identificabilidade, as acdes do tipo ordinarias sdo indexadas pelo nimero (3),
por exemplo PETR3, e as preferenciais s3o indexadas pelo niimero (4), por exemplo PETRA4.

Quanto a forma de remunerac3o, as principais s3o:
» Valorizacdo da cotacdo
= Dividendos
= Juros sobre capital préprio

Como definido nos objetivos, uma das metas do presente trabalho é verificar se 0 modelo

Gompertz-ARMA consegue se ajustar de forma consistente a dados de ativos financeiros. Para
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tanto, foi usada a série de preco de fechamento das cotacdes das acdes da PETROBRAS
(PETR4), listada na bolsa de valores de Sdo Paulo, no periodo compreendido entre os dias 08
de junho de 2020 a 08 de junho de 2021.

A Petrobras é uma empresa brasileira que atua no mercado de exploracdo, producao,
refino e comercializacdo de energia. E a empresa lider mundial na exploracio e producdo em
aguas profundas e ultraprofundas. A empresa produz em média 2,84 milhGes de barris de 6leo
equivalente por dia, possui 13 refinarias.

Contando com mais de 750 mil acionistas, a Petrobras é a empresa brasileira com maior

volume de negociacao na bolsa de valores de s3o Paulo e pode ser considerada a maior empresa

do pais.
Figura 12 — Série temporal do preco fechamento das acGes da Petrobras
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Fonte: O Autor (2021).

Os gréficos acima retratam a série temporal que representa os valores das acdes da Petro-
bras ao longo do Ultimo ano. O grafico mostra bastante oscilacdo nos precos das acdes, tendo
atingido valor minino de R$ 18,67, logo apds a empresa ter anunciado um prejuizo de mais
de R$ 1 bilhdo, em Outubro do dltimo ano, contra R$ 31,12, o que mostra como o mercado
de acoes é sensivel as informacoes, tornando-o extramente volatil.

As estatisticas descritivas para a série em questdo sao mostradas na tabela [7| abaixo, onde

sdo expostos os valores dos quartis, de onde pode-se perceber que a diferenca entre os valores
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que marcam o 12, 22 e 3° quartil ndo é t3o significativa. A assimetria, que neste caso se mostra

levemente a direita. Esses dados sdo importantes por nos informarem acerca da constituicdo

da série temporal.

Tabela 7 — Estatistica descritiva

n Min 12 ¢q Mediana  Media 3%q Max Desv.Pad  Assimetria  Curtose

233 18,670 22.150  23.290  23.979 26.300 31.120 2.865 0.432 2.388

Fonte: O Autor (2021).

O grafico da autocorrelacdo, por apresentar um decaimento exponencial, aponta para um
modelo do tipo autorregressivo. Seguindo o mesmo apontamento, o grafico da autocorrelacdo
parcial, com o primeiro lag tocando a unidade, enquanto que os demais ficam oscilando em

torno de zero, fortalece a hipétese de um modelo autorregressivo de ordem 1, AR(1).

Figura 13 — ACF e PACF da série de preco de fechamento das acdes da Petrobras
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Fonte: O Autor (2021).

Com relac3o aos ajustes das curvas das séries geradas, embora tenhamos trabalhado com
os modelos Gompertz-AR(1), Gompertz-MA(1) e Gompertz-ARMA(1,1), variando sempre os
quantis 0.25, 0.50, 0.75, dentre todos os modelos analisados para os dados em questao, o
modelo Gompertz-AR(1) foi o que proporcionou o melhor ajuste, conforme pode-se visto no
grafico abaixo.

Em se tratando da anadlise dos residuos, o grafico abaixo, tendo como referéncia o ACF,

mostra que os residuos estdo contidos dentro dos limites e margeiam o zero, enquanto que
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Figura 14 — Ajuste Gompertz-AR(1)
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o histograma aponta para residuos como tendo distribuicdo aproximadamente normal, com
média centrada em zero, que nos da um indicativo que os residuios tem caracteristicas de
ruido branco.

Figura 15 — Residuos Gompertz-AR(1)
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ACF

Com fins de comparacdo, abaixo segue o grafico que retrata os resultados obtidos a partir
do modelo Gama-AR. Como pode ser visto de imediato, o modelo Gama-ARMA nao se ajusta
bem aos dados dos valores de fechamento da acdes da Petrobras, os valores preditos estdo

fortemente subvalorizados, quando comparados aos valores da série original.
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Figura 16 — Ajuste do modelo Gama-AR(1)
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Quanto aos residuos, tomando novamente o ACF e o histograma como referéncia, fica claro
que os residuos ndo possuem variancia constante, uma vez que o grafico de ACF é decrescente.
O histograma mostra que a média estd bem distante de zero, de forma que podemos concluir
que os residuos ndo sao distribuidos como um ruido branco, ou seja, com variancia constante
e média zero.

Figura 17 — Residuos Gama-AR(1)
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Os parametros estimados de cada um dos modelos em questdo, bem como as medidas de

acuracia, seguem abaixo:

Tabela 8 — Medidas de acuracia

Modelo MSE Mase Umbrae ~ Smape

Gompertz-AR  0.5614  0.0052 0.0053 0.0213
Gama-AR 2.1473  0.0113 0.3512 0.0577

Fonte: O Autor (2021).

Tabela 9 — Estimativas

Modelo « [0) c
Gompertz-AR(1) |—1.0560 [0.9999 |0.1127
E.p. 0.0049 | 0.002 {0.0051
Gama-AR(1) | 0.2382 [0.9747 [0.4235
E.p. 0.0003 |0.0006 |0.0002

Fonte: O Autor (2021).

Como pode ser visto a partir da tabela[§] todos os valores que levam em conta a anélise dos
residuos foram menores no modelo Gompertz-AR(1), quando comparado ao modelo Gama-
AR(1). Esses resultados apontam para o fato de que, em estudos acerca do preco das acdes
Petrobras, o modelo Gompertz-AR(1) tem maior precisdo do que o modelo Gama-AR.

Com relac3o aos critérios de selecao de modelos, tomando como base o critério de selecdo
de Akaike (AIC) e o critério de informacdo Bayesiano (BIC), em ambos os casos, o modelo

Gompertz-AR(1) foi o modelo selecionado como melhor.

Tabela 10 — Critérios de selecao de modelos

Gompertz-AR(1) |Gama-AR(1)
AIC —374.7441 —304.3634
BIC 384.828 1087, 637

Fonte: O Autor (2021).
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O presente trabalho tinha como objetivo propor um novo modelo de anélise de série tem-
poral tendo como marginal a distribuicilo Gompertz reparametrizada pela quantilica. Para
tanto, desenvolvemos algumas propriedades da Gompertz reparametrizada e, posteriormente,
desenvolvemos o modelo Gompertz-ARMA, e suas variantes, Gompertz-AR e Gompertz-MA.

A partir dos dados simulados para o modelo Gompertz-ARMA, os estimadores dos pa-
rametros mostraram-se consistentes, inclusive para as alteraces dos quantis, de forma que
evidencia que o modelo ¢é eficiente na analise de quantis distintos de uma determinada série.

Em se tratando dos ajustes do modelo para o caso das acGes da Petrobras, o modelo que
se ajustou com maior precisdo foi o modelo autorregressivo, avaliado no quantil 0.75. Inclusive,
quando comparado com o modelo Gamma-AR, aplicado a mesma série de dados. Apontando
para o fato de que se pode estudar séries financeiras a partir do modelo proposto.

Quanto aos trabalhos futuros objetivamos avancar nos estudos dos modelos Gompertz-
ARMA, propondo novas abordagens, tais como o Gompertz-ARMA-GARCH, com vistas a
modelar volatilidades das acGes da bolsa de valores. Outra proposta de trabaho é com o
modelo Gompertz vetorial e por fim, expandir a analise do presente modelo para outras séries

financeiras.
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APENDICE A - MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER

A.1 VETOR ESCORE

al(lﬂ, 4y, C) _ alt(wa qt, C)

oo dq; exp (1)

0l(¢7 qt, C) _ alt(w7 qt, C) exp (77t) |:,L,;|— _ zp: ¢[E:]
i=1

op g
al(%(;]h C) _ alt(gaqtqh C> exp (77t) Lg;[log(ytl) — $IIB}‘|
ol . ol (Y, qr, q
(ﬂ)aagq C) _ (ngtq C) exp (nt) L;[log(xtj) — log(Qt]>]]

As derivadas com relacdo a c e ¢; ja foram mostradas no capitulo 3.

A.2 MATRIZ DE INFORMACAO DE OBSERVADA.

Apbs o célculo do vetor escore, podemos definir a inversa da Matrix de Informacdo de
Fisher, como sendo a derivada do vetor escore com relacao a cada um de seus componentes,

onde obteremos uma matriz 5 X 5.

_ o P, 1, ©)
o =B (-5

Essa matriz terd a forma:

[ b)) PlWane)  Plagne)  Pllbgne) |
dada dadf Oadp dadl dadc
a2l(¢yq1s70) 82[(%%&) 821(1%%70) 82[(1117%70) an(¢7Qt70)
0B 0B89P 0BI¢ 900 0Bdc
621(7/)7%70) 82[(1/17%70) 621(’/’,%70) 82[(¢7Qt70) 821(1/’:%70)
OO 0¢dp OO ool dpdc
PUq,c)  PUai,c)  OA(Wge,c)  OP(Par,e)  PU(P.qt,0)
000a 0008 0009 0000 000c
a2l(¢yq1s70) 82[(%%&) 821(%%@ 82[(%%&) an(¢7Qt70)
Ocoa dcop 0cdop dcob dcde

O*U(th, qr,c) _ —cexp (cqr)[—cqr +exp (cqr) — 1] c*gexp (cgi)[exp ez — 1]log(l — u)

dada (exp (cqt) — 1)2 (expeq — 1)2 (A1)
2c¢%qlog(1 — u)[exp cz—] ~ cexpeqlog(l — u)fexp cz — 1] '

(exp (cqt) — 1)3 (exp (cqi) — 1)2
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- R - - 2
Com vistas a facilitar a leitura, vamos indexar cada trecho do resulado de UWa1,0) o L1,

Odada
el (8l(1/}7qt7c)

L2, L3 e L4, tendo em vista que o bloco e o

) se mantera constante. Ent3o, temos

para as derivadas parciais com relacdo a «

a2l(77Z}7 qt, C)

=-[1-12+L3—- 14
OJalo +13

82l<’l/}7 qt, C)

_(_ . . T _ L el
9005 = (—L1—-L2+L3 L4)[xt th]

=1

62l .G, P P
w = (—L1— L2+ L3 — L4) lz log (i) — ; x:ﬁl

=1 i

821(2/), qt, C)

g = (FL1— L2+ L3 — L4)

i log(z;-;) — Xi: log(qtj)]

Com relacdo a 8

U, qic) _ TS gaT|
o5y = (FLL- L2+ 13— L) lxt —;@xt]
PU(W, g c) e,
e = (P11 - L2+ 13— L) [xt = ;wt]

PUYb,ar¢) _ (L1 — L2+ L3 — L4) [x: — ijgf)ixﬂ [Ep: log(yi—i) — ixff’]
0B0¢ i=1 i=1 =1
PUGa00) _ (11194 13- La) [x? Y ] ] S log(ar) — 3. log(ar )

0300 i=1 j=1 7=1

Com relacao a ¢

a2l(¢7%70) _ - - T ’

82l(¢7%70) _ P P T

e = (L1124 13- L4) l; log(yr—s) — ; z] ﬁ]
azl(¢7qtvc)

Soato) (11— 12+ 13- 1) [of = 3wl | S toutv) - Yool
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P

U, anc) _ (—=L1—L2+L3—L4) lzpj log(yi—i) — > ) ﬂ] Xq: log(w—5) — Xq: log(q;—;)
0900 i=1 i=1 j=1 j=1

Com relacao a ¢
q

; log(z:—j) — i log(qt_j)]

2
W_(—Ll—L2+L3—L4)

2
W:(—M—LHL:&—M
(6]

q q
Zlogxt] Zlogth]

Jj=1

alggéqﬁt’) =(—L1— L2+ L3 — L4) l qulxt ] Lz::l log(zi—;) — j;log(qtj)]

p

82[(% G, ¢) _ ¢ T
o506 (—L1— L2+ L3 — L4) [ Z bix, ] LZ; log(y;—i) — ;ajt ﬁ]
B

O bloco de derivacbes com relacao ao 7, segue abaixo:

9 <3l(¢, @, 6)> _gexp(cq){—cq +exp(cq) — 1 +log(1 — u)fexp (cx) — 1]}
dc

da [exp (cq) — 1]?
_ cq?exp (cq) log(1 — u)fexp (cz) — 1] N 2cq? exp (2¢q) log(1 — u)[exp (cz) — 1]
[exp (cq) — 1J? [exp (cq) — 1J°
_ cqrexp (cq + cx)log(1l — u)
[exp (cq) — 12

Tomando cada termo da equacdo acima como Al,A2,A3 e A4, temos:

O (0140 _ 4y _ g9y A3 — A4
Jdc Oa

= (W‘D ot >) (—Al — A2 + A3 — A4) l Z@xt]

op
AW, ae) VST
- ( 5 ) = (—Al — A2+ A3 — A4) [2 log(1:—i) ;xt ﬁ]
0 [, g4, - -
de (W) = (—Al — A2+ A3 — A4) ]2‘1 log(z:—;) — JZ‘{ log(qze—j)]

Seja:

0 <3l(1/), G, 0)> _exp (cq +1)[eq — exp (cq) — 1
Oa Jc (exp (cq) — 1)?
. [exp(cx) — 1] log(1 — u) exp (cg +n)(—1 — cg)
(exp (cq) — 1)?
N 2cqlog(1 — u) exp (2¢q + n)(exp (cx) — 1)
(exp (cq) — 1)?
_cxlog(l —u)exp (cq + cx + 1)
(exp (cq) — 1)
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Reescrevendo como:
g <6l(¢7 dt, C)

=kl1+Kk2+Ek3—k4
Jda Oc ) that

9 al(wa qt, C)
% dc

a (0l(Y,q, P P
9 (wagC)) = (k14 k24 k3 — k4) [Z log(y,—i) — ;iﬁ;ﬂ]

=1
9 (9l(w,q0)\ : ;
5 (80) = (k14 k2+ k3 — k4) LZ::I log(z:—;) — ; lOg(Qtj)]

) = (k1 + k24 k3 — k4) lx: —Zp:cbﬂ:]
=1

0 (0P, qr,0)\ 1 | gPexp(cxq)  a’exp(cr)log(l—u) gulog(l—u)exp (cz + cq)
dc dc 2 (expeqg —1)2 exp (cq) — 1 (exp (cq) — 1)?
q?exp (cq)log(l —u)  qrexp (cx + cq)log(1l — u)
- +
exp (cx) — 1 (exp (cx) — 1)?
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APENDICE B - CODIGOS DA GERACAO

A
#Ivangillys Gomes
#Testes_Disserta??o

HHHHHHHHEE R

rm(list = 1s())

library(maxLik)

### Parametros do Modelo

test= function(nrep=5000, size, semente=1980, a,phi,lambda,theta,Quantil = 0.75){

gqa= 0.75

Perc= Quantil

CHUTE=1

PERC= Quantil
# tamanho da amostra
#size=100
W

denskE = function(x,alpha,lambda){

alpha * exp(lambdaxx)*exp((-alpha/lambda)*(exp(lambda*x)-1))}

#GerA§Afo de numeros aleatA3rios de Gompertz
gereEE=function(n, alpha, lambda){
u=runif(n)

(1/1lambda)*log(1-(lambda/alpha)*log(1-u))
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#Modelo ARMA(NOVO)

#GeraA§Afo de dados simulados para a serie
Z = function(x,q, lambda, theta,phi,u,a,n){
vet=NULL

# Quantil

q = exp(a * (1-phi) + theta*(log(x)-log(q)) + phi*log(x))

# ParA¢metro reparametrizado

alpha = lambdaxlog(1-u)/(1-exp(lambda*xq)) ###qg ou x ?222727272727227222227?7?

# geraASAfo da serie

vet[1]=gereEE(1,alpha, lambda)

for(i in 2:n){
g = exp(a *(1-phi) + theta*(log(vet[i-1]1)-log(q)) + phixlog(vet[i-11]))
alpha=lambdaxlog(1-u)/(1-exp(lambda*q))

vet[i]=gereEE(1,alpha,lambda)
3

return(vet)

HHHHHHHHHH

loglik_AR=function(par){
# VariAiveis externas
# Xobs: Observed series
# CHUTE: Chute inicial externa
# PERC: percentil inicial externa

a = par[1]
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#Z

#
#

lambda = par[2]

theta = par[3]

phi= par[4]

# chute inicial

x=CHUTE; u=PERC; n=length(Xobs);ga=qa;

g = exp(a * (1-phi) + thetax(log(x)-log(ga)) + phi*log(x))
alpha = lambdax(log(1-u))/(1-exp(lambda*q))

soma = log(denskEE(Xobs[1],alpha,lambda))

for(i in 2:n){
# g=exp( a*(1-phi) + (phixlog(vet[i-11)) )
g = exp(a *(1-phi) + theta*(log(Xobs[i-1])-1log(q)) + phixlog(Xobs[i-11))

alpha=lambda*(log(1-u))/(1-exp(lambdaxq))
soma = soma + log(densEE(Xobs[i],alpha, lambda))

soma

= function(x,q,L,theta,phi,u,a,n){

> Application

#CHUTE=1.5

#

ParA¢metros da distribuiA§Afo

#lambda=0.9

#ga=0.5

#amostra

set.seed(1800)
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Xobs<- Z(CHUTE, ga, lambda,phi, theta,PERC,a,size)
Xobs<-ts(Xobs)

#set.seed(1950)
loglik_AR(c(a,lambda,phi,theta))

#1aA§o de monte carlo

#NACmero de rAeplicas
#size=20
MC = nrep
MM=matrix(Q,MC,4)
for(i in 1:MC){
#GeraA§Afo de Dados
Xobs=Z(CHUTE, gqa, lambda, phi, theta,PERC, a,size)

#print(i)

#v=maxLik (loglik_AR, start=c(a,phi,lambda),
#constraints=list(inegA=A, ineqB=B),method="BFGS")
v=maxLik(loglik_AR, start=c(a,lambda,phi, theta),method="BFGS")

MM[i, ]J=v$estimate

#estimativas

#MM

#media das estimativas
EMV=colMeans (MM)
#vihes das estimativas

vies=EMV-c(a, lambda, phi, theta)
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#vies relativo

viesrel=vies*100/c(a,lambda,phi, theta)

#Var das estimativas

vari=c(var(MM[,1]),var(MM[, 21), var(MM[,3]),var(MM[,4]1))
#erro quadratico mAedio

egm= vies*2+vari

#parA¢metros verdadeiros

Pav_ver<-c(a, lambda,phi, theta)

i

Resultados = list(nobs = size,

quantil = Quantil,

Par_ver = Pav_ver,

Estimativa = EMV,
Vies = vies,
Viesrel = viesrel,
EQM = egm,
Res= cbind(size,EMV[1],vies[1],eqm[1],EMV[2],vies[2],eqm[2],EMV[3]
,vies[3],eqm[3],EMV[4],vies[4],eqm[4]) )

return(Resultados)

test_100_qg075 = test(nrep = 1000,size = 100,a = 0.4,phi = 0.25,lambda = 0.9, theta =0.5)
test_250_9g075 = test(nrep = 1000,size = 250,a = 0.4,phi = 0.25,1lambda = 0.9, theta =0.5)
test_500_q075 = test(nrep = 1000,size = 500,a = 0.4,phi = 0.25,1ambda = 0.9, theta =0.5)

Res_075 = round(rbind(test_100_qg@75%Res, test_250_q075%Res, test_500_q0@75%Res) ,4)

test_100_qg05 = test(nrep = 1000,size = 100,a = 0.4,phi = 0.25,1lambda = 0.9,theta=0.5
,Quantil = 0.5)
test_250_9g05 = test(nrep = 1000,size = 250,a = 0.4,phi = 0.25,lambda = 0.9, theta =0.5
,Quantil = 0.5)
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test_500_q05 = test(nrep = 1000,size = 500,a = 0.4,phi = 0.25,1ambda = 0.9, theta=0.5
,Quantil = 0.5)

Res_05 = round(rbind(test_100_g05%Res, test_250_qg05%Res, test_500_q05%Res),4)

test_100_9g025 = test(nrep = 1000,size = 100,a = 0.4,phi = 0.25,lambda = 0.9, theta =0.5
,Quantil = 0.25)
test_250_q025 = test(nrep = 1000,size = 250,a = 0.4,phi = 0.25,1ambda = 0.9,theta=0.5
,Quantil = 0.25)
test_500_9g025 = test(nrep = 1000,size = 500,a = 0.4,phi = 0.25,lambda = 0.9, theta=0.5
,Quantil = 0.25)

Res_025 = round(rbind(test_100_g@25%Res, test_250_q025%Res, test_500_q025%Res) ,4)

Resultados = rbind(Res_025,Res_05,Res_075)

colnames(Resultados) = c("Nobs"”,"Est_A","Vies_A","EQM_A",
"Est_Lambda","Vies_Lambda", "EQM_Lambda",
"Est_phi"”,"Vies_phi","EMQ_phi”,
"Est_Theta"”,"Vies_Theta”, "EMQ_Theta")

Resultados

library(stargazer)

stargazer(Resultados,digits = 4)
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