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RESUMO 

 

O crescente número de pessoas com deficiência e mobilidade reduzida no 

Brasil nas últimas décadas vem trazendo perante as autoridades e a sociedade um 

processo de mudança da visão legal e impulsionando as discussões acerca da 

acessibilidade e inclusão social. Para tornar uma cidade acessível é necessário 

garantir que todas as pessoas tenham o direito de acesso ao sistema de transporte 

como forma de se deslocar aos serviços essenciais garantidos pela constituição. 

Como alternativa de diminuir os problemas de acessibilidade algumas cidades 

possuem serviços especiais de transporte porta-a-porta para atender as pessoas 

com deficiência ou mobilidade reduzida. Em Paulista, Pernambuco, esse serviço se 

chama “Programa Segue Cuidando” e realiza em média 250 viagens por semana 

garantindo o transporte dos usuários para tratamentos de saúde contínuos de 

microcefalia, hemodiálise, quimioterapia, radioterapia e/ou reabilitação com 

comprometimento da mobilidade e que não possuem autonomia para utilizar outros 

tipos de transportes coletivos. Este tipo de serviço, que realiza transporte de 

passageiros, pode ser caracterizado pela presença de dois objetivos conflitantes, a 

minimização dos custos operacionais e/ou maximização da satisfação do usuário. O 

equilíbrio entre esses objetivos pode ser alcançado com a ajuda da Engenharia de 

Produção com métodos da Pesquisa Operacional (PO). Esse tipo de problema pode 

ser modelado como um Problema de Roteamento de Veículos (PRV) e mais 

especificamente como um Problema Dial-a-Ride (DARP). Mediante a essa 

problemática, a presente dissertação tem como objetivo propor um modelo 

matemático utilizando a Programação Linear Inteira Mista (PLIM) para o DARP com 

o intuito de possibilitar uma redução nos custos bem como melhorar a qualidade do 

serviço. Visando uma aplicação real para validação do modelo, foram utilizados 

dados reais fornecidos pela Secretaria de Mobilidade Urbana e do “Programa Segue 

Cuidando” da Prefeitura de Paulista. A modelagem e resolução dos problemas foram 

realizadas com o OPL/CPLEX da IBM apresentando resultados satisfatórios para 18 

e 12 viagens com operações realizadas no horizonte de 330 e 180 minutos, 

respectivamente. Além disso foi possível fazer uma análise em relação a frota 

veicular atual do programa. 
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ABSTRACT 

 

The growing number of people with disabilities and reduced mobility in Brazil 

in recent decades has brought before the authorities and society a process of 

changing the legal vision and driving discussions about accessibility and social 

inclusion. To make a city accessible, it is necessary to ensure that everyone has the 

right of access to the transport system as a way of getting to the essential services 

guaranteed by the constitution. As an alternative to reduce accessibility problems, 

some cities have special door-to-door transport services to serve people with 

disabilities or reduced mobility. In Paulista, Pernambuco, this service is called the 

“Programa Segue Cuidando” and carries out an average of 250 trips per week 

ensuring the transport of users for continuous health treatments of microcephaly, 

hemodialysis, chemotherapy, radiotherapy and / or rehabilitation with impaired 

mobility and that they have no autonomy to use other types of public transport. This 

type of service, which performs passenger transport, can be characterized by the 

presence of two conflicting objectives, the minimization of operating costs and / or the 

maximization of user satisfaction. The balance between these objectives can be 

achieved with the help of Production Engineering with Operational Research (PO) 

methods. This type of problem can be modeled as a Vehicle Routing Problem (PRV) 

and more specifically as a Dial-a-Ride Problem (DARP). In view of this problem, the 

present dissertation aims to propose a mathematical model using Mixed Integer 

Linear Programming (PLIM) for DARP in order to enable a reduction in costs as well 

as improve the quality of the service. Aiming at a real application to validate the 

model, real data provided by the Urban Mobility Secretariat and the “Programa 

Segue Cuidando” of the Municipality of Paulista were used. Modeling and problem 

solving were performed with IBM's OPL / CPLEX showing satisfactory results for 18 

and 12 trips with operations carried out in the horizon of 330 and 180 minutes, 

respectively. In addition, it was possible to make an analysis in relation to the current 

vehicle fleet of the program. 

 

Keywords: vehicle routing problem; Dial-a-Ride Problem; simulation; mathematical 

modeling. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

Nos grandes centros urbanos e metrópoles do Brasil a ausência da 

acessibilidade nas calçadas e ruas, sinalização adequada e transporte público de 

qualidade tem afetado a qualidade de vida das pessoas com deficiência e 

mobilidade reduzida afastando-os da sociedade e amplificando os problemas de 

inclusão social. No Brasil 24,2% da população, que totaliza aproximadamente 46,6 

milhões de pessoas, possui algum tipo deficiência visual, auditiva, mental / 

intelectual ou motora e que percebem de forma amplificada os grandes problemas 

de acessibilidade e inclusão social (IBGE, 2020). 

Silveira (2012) cita que um aumento do número de pessoas com deficiência 

foi registrado primeiramente após as grandes Guerras Mundiais em países como 

Estados Unidos e Europa. Ainda segundo o autor, nas grandes capitais esse mesmo 

fenômeno ocorre devido ao aumento dos índices de violência urbana e doméstica, 

atendimento precário de saúde, aumento nos acidentes de trânsito, entre outros. 

Esses acontecimentos vêm gerando grandes discussões e uma transformação ao 

redor do mundo a respeito do tema, abordando principalmente as condições de 

acessibilidades das cidades e dos serviços essenciais, como a saúde, lazer, 

trabalho, educação, etc. 

No Brasil, o apoio aos direitos individuais e sociais das pessoas com 

deficiência ou mobilidade reduzida e a sua efetiva integração social são 

assegurados pela Constituição Federal através da Lei nº 7.853/1989 e pelo Decreto 

nº 5.296/2004 que regulamenta as Leis nº 10.048/2000 e Lei nº 10.098/2000 

(BRASIL, 1989; BRASIL, 2000a; BRASIL 2000b; BRASIL, 2004). 

Complementarmente, em 2008 foi incorporado a legislação brasileira um tratado 

elaborado em conjunto com diversos países durante uma convenção realizada pela 

Organização das Nações Unidas (ONU) abordando a forma de coordenar os direitos 

das pessoas com deficiência a nível mundial tornando-o um objeto de respeito aos 

Direitos Humanos (BRASIL, 2011). 

Para tornar uma cidade acessível é necessário garantir que toda a população 

tenha acesso aos serviços essenciais garantidos pela constituição, dependendo 

assim, do acesso ao sistema de transporte público e permitindo que todos possam 

utilizar os sistemas disponíveis com autonomia e segurança (BARONI; RESENDE; 
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2006). Porém, mesmo diante das leis e decretos supracitados anteriormente, as 

pessoas com deficiência ainda encontram dificuldades diárias em sua locomoção. 

Então, percebe-se a necessidade de adequações das atividades, operações e 

mecanismo dos municípios às necessidades da população de modo a amenizar os 

problemas enfrentados (HAWEROTH, 2017). 

Na tentativa de diminuir os problemas de acessibilidade e complementar o 

sistema de público de transporte, algumas cidades do Brasil possuem programas de 

transporte porta-a-porta que funcionam gratuitamente e atendendo às necessidades 

desse público (HAWEROTH, 2017). Esse tipo de serviço não é muito comum no 

Brasil embora seja bastante usual em países desenvolvidos. Além disso, em função 

da grande demanda e da tendência do desenvolvimento dos serviços de cuidado à 

saúde, vários países estão aumentando o seu investimento na implementação e 

manutenção dos serviços especiais de transporte. 

Em Paulista, Região Metropolitana do Recife, Pernambuco, esse serviço de 

transporte porta-a-porta de pessoas com deficiência ou mobilidade reduzida é 

realizado por meio do “Programa Segue Cuidando” e foi criado através da Lei 

Municipal Nº 4452 de 2014. O serviço realiza aproximadamente 45 viagens por dia 

transportando cerca de 60 pessoas. O serviço conta com uma frota de 3 veículos 

com capacidades de assentos heterogêneos, um deles com adaptação para 

cadeirantes, realizando o transporte de pessoas com deficiência ou mobilidade 

reduzida para tratamentos de saúde contínuos de microcefalia, hemodiálise, 

quimioterapia, radioterapia e/ou reabilitação com comprometimento da mobilidade e 

que não possuem autonomia para utilizar outros tipos de transportes coletivos 

(PAULISTA, 2014). 

Esse tipo de sistema de transporte pode ser estudado com técnicas da 

engenharia através da área da Pesquisa Operacional (PO) sendo classificados 

genericamente como Problemas de Roteamento de Veículos (PRV) (FRAGA NETO, 

2015; HAWEROTH, 2017). 

Por definição, o PRV consiste no problema cujo objetivo é determinar uma ou 

múltiplas rotas percorrendo uma sequência de visitas, atendendo a uma determinada 

função objetivo e restrições. Essas visitas podem ocorrer nos pontos de visitas 

(vértices ou nós) ou nas ligações (arcos ou arestas) de um grafo (GOLDBARG; 

LUNA, 2005; ARENALES et al. 2011; BATISTA; SCARPIN, 2015).  
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Dentre as variantes do PRV, podemos citar o Problema Dial-a-Ride (DARP, 

do inglês Dial-a-Ride Problem) que lida com o transporte sob demanda de 

passageiros (HAWEROTH, 2017).  Para Toth e Vigo (2014), o DARP é definido com 

um problema de transporte compartilhado de passageiros com serviços de porta-a-

porta que busca preencher a lacuna entre a rigidez do transporte público e a 

flexibilidade de um taxi. Nesse problema, o cliente realiza uma requisição de 

transporte via telefone ou por meio eletrônico compartilhando um ponto de 

embarque, um ponto de desembarque e os horários desejados. As requisições 

podem ser definidas antes do início do roteamento (estático) ou durante a rota 

(dinâmico) (CORDEAU, 2006; MAURI; LORENA, 2009). Nesta pesquisa será tratado 

o caso estático com as requisições dos usuários realizadas até o dia anterior da 

prestação do serviço.  

Diante disto, a presente dissertação pretende abordar, através de métodos de 

PO, uma modelagem matemática usando Programação Linear Inteira Mista (PLIM) 

para o DARP, realizando testes computacionais com dados reais de modo a 

contribuir no processo de mobilidade e acessibilidade das pessoas com deficiência e 

mobilidade reduzida no município de Paulista, Pernambuco. A modelagem aplica-se 

para passageiros cadeirantes e não-cadeirantes além da possibilidade da presença 

de um acompanhante, caso necessário. O objetivo considerado inclui a minimização 

dos custos operacionais (combustível, manutenção e depreciação dos veículos) 

restringidos pela capacidade dos veículos, tempo máximo de permanência no 

veículo e janelas de tempo. 

 

1.1  JUSTIFICATIVA E RELEVÂNCIA 

  

A importância de melhorar a acessibilidade e a inclusão social das pessoas 

com deficiência e com mobilidade reduzida vem amplamente sendo discutido entre 

os países e nações. De acordo com dados do Relatório Mundial sobre Deficiência da 

Organização Mundial da Saúde (OMS) mais de um bilhão de pessoas convivem com 

alguma forma de deficiência. No Brasil, esse número é de aproximadamente 46,6 

milhões de pessoas segundo informações do Instituto Brasileiro de Geografia e 

Estatística (IBGE) (OMS, 2012; IBGE, 2020). 
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Dentre todas as atividades envolvidas em uma cadeia logística, o custo com 

transporte pode representar até dois terços do custo logístico total. Então, nessa 

área, existe uma real necessidade de aperfeiçoamento da eficiência e eficácia da 

operação que pode ser obtida com a redução dos custos envolvidos e a 

maximização da utilização dos equipamentos através da otimização operacional do 

sistema. Sendo assim, é de interesse da área da gestão dos serviços de transportes 

o desenvolvimento de metodologias que auxiliem o planejamento e utilização da 

frota proporcionando uma oferta maior dos serviços, redução dos custos e/ou 

aumento da conveniência aos usuários (CORDEAU; LAPORTE, 2003; BALLOU, 

2006). 

Em geral, o PRV busca minimizar o custo total das rotas, muitas vezes 

mensurado pela distância total percorrida pelos veículos. Porém, em problemas de 

transporte de prestação de serviço, como o DARP, esse objetivo não deve ter 

apenas o foco principal da operação. Então, faz-se necessário adicionar objetivos 

e/ou restrições que garantam também a conveniência do cliente e a qualidade do 

serviço, como melhor aproveitamento da frota, segurança dos veículos, menor 

tempo de espera pelo veículo, diminuição do tempo de permanência do usuário 

dentro do veículo, entre outros (BODIN et al. 1983).  

Determinar e/ou melhorar o roteamento da frota de veículos geram impactos 

relevantes em diversas áreas. No âmbito socioeconômico e ambiental, a 

minimização do percurso total dos veículos contribui de forma expressiva para a 

redução dos gastos com combustível e, por consequência, para a diminuição da 

emissão de CO2 na atmosfera. Além disso, reduz a necessidade de manutenções 

periódicas reduzindo os impactos com a troca de óleos e compras de pneus, peças e 

equipamentos (STEINER et al. 2000).  

No contexto social, toda comunidade é beneficiada quando existe uma gestão 

de transporte realizada com qualidade e eficiência. Para os usuários e 

acompanhantes, esses benefícios podem ser observados em uma maior satisfação 

da qualidade do serviço prestado. Além disso, o dinheiro não gasto com esse tipo de 

serviço através da gestão pública pode ser aplicado em diversas outras áreas 

consideradas prioritárias para a comunidade (STEINER et al. 2000; LI; FU, 2002). 

Apesar dos PRVs possuírem algumas características genéricas em comum, 

se faz necessário estudar a taxonomia do problema e escolher uma função objetivo 
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que melhor represente suas necessidades reais e premissas específicas. De acordo 

com Kaiser (2009) a resolução dos problemas de roteirização, em geral, não é 

simples pois características singulares do problema estudado podem levar a 

formulações matemáticas diferentes ou com necessidade de outros métodos de 

solução. Essa singularidade torna os PRVs como um dos mais complexos da área 

da otimização combinatória (BODIN et al. 1983; LAPORTE, 1992; GOLDBARG; 

LUNA, 2005). 

Como contribuição científica, este trabalho busca resolver uma problemática 

real do DARP com um método já definido e validade por Cordeau (2006) e 

Rodrigues, Rosa e Resendo (2012) a fim de propor uma nova configuração das rotas 

de atendimento do “Programa Segue Cuidando” da Prefeitura da Cidade do Paulista, 

Pernambuco.  

 

1.2  OBJETIVOS GERAL E ESPECÍFICOS 

 

Nesta seção são apresentados o objetivo geral desta dissertação, assim 

como os objetivos específicos descrevendo os passos executados no escopo da 

pesquisa 

 

1.2.1 Objetivo geral 

  

Esta pesquisa busca propor uma abordagem matemática utilizando 

Programação Linear Inteira Mista para o Problema Dial-a-Ride com uma frota 

veicular de capacidades heterogêneas realizando testes computacionais com base 

em dados reais do serviço de atendimento especial domiciliar para transporte de 

usuários em tratamento de saúde da Prefeitura da Cidade do Paulista, Pernambuco, 

com o intuito de maximizar a qualidade do serviço e minimizar os custos pela 

distância total percorrida. 

 

1.2.2 Objetivos específicos 

 

Os objetivos específicos dessa pesquisa são: 

a) explorar na literatura os problemas e modelos relacionados ao DARP; 
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b) estudar o Programa Segue Cuidando que realiza o transporte de pessoas 

com deficiência e mobilidade reduzida em tratamento de saúde oferecidos 

em Paulista relacionando-o com o DARP; 

c) desenvolver um modelo matemático em Programação Linear Inteira Mista 

(PLIM) de forma a se obter como resultado uma solução viável para o 

problema; 

d) implementar o modelo levando em consideração as adequações 

necessárias na representação do “Programa Segue Cuidando”; 

e) realizar testes computacionais com base em dados reais; 

f) avaliar os resultados obtidos quanto a qualidade das soluções e tempos 

computacionais. 
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2 REFERENCIAL TEÓRICO E REVISÃO DA LITERATURA  

 

Este capítulo apresenta o referencial teórico dos conteúdos de transporte 

público especial para pessoas com deficiência e mobilidade reduzida, redes de 

transporte e teoria dos grafos, classificação e tipo do Problema de Roteamento de 

Veículos (PRV) e o Problema de Dial-a-Ride (DARP). Tais tópicos buscam verificar a 

literatura associada ao problema objetivo deste trabalho de pesquisa. 

 

2.1 TRANSPORTE PÚBLICO ESPECIAL PARA PESSOAS COM DEFICIÊNCIA E 

MOBILIDADE REDUZIDA 

 

Inicialmente, cabe aqui explanar de forma mais clara algumas definições e 

conceitos. O termo que amplamente é utilizado para se referir às pessoas com 

algum tipo de deficiência mudou com o desenvolvimento da sociedade, porém é 

tema de bastante discussão entre as pessoas e grupos de interesses. Portanto, por 

mais que alguns dos textos referenciados neste trabalho utilizem termos diferentes 

devido às suas datas de publicação, iremos adotar os termos “pessoas com 

deficiência” e “pessoas com mobilidade reduzida”, que serão conceituados a seguir. 

A Convenção sobre os Direitos das Pessoas com Deficiência (ONU, 2006) 

define que pessoas com deficiência são: “aquelas que têm impedimentos de longo 

prazo de natureza física, mental, intelectual ou sensorial, os quais, em interação com 

diversas barreiras, podem obstruir sua participação plena e efetiva na sociedade em 

igualdades de condições com as demais pessoas”. A Associação Brasileira de 

Normas Técnicas (ABNT, 2009), conceitua o termo pessoa com deficiência como: 

“uma pessoa que apresenta perda ou anormalidade de uma estrutura ou função 

psicológica, fisiológica ou anatômica, que gere limitação ou incapacidade para o 

desempenho de atividade”. Ainda de acordo com a ABNT, as pessoas com 

mobilidade reduzida são definidas como: “aquelas que, não se enquadrando no 

conceito de pessoa com deficiência, tenha, por qualquer motivo, dificuldade de 

movimentar-se permanente ou temporariamente, gerando redução efetiva de 

mobilidade, flexibilidade, coordenação motora e percepção”. 

Segundo o levantamento do último censo do Instituto Brasileiro de Geografia 

e Estatística (IBGE) realizado em 2010, o Brasil contém 24,2% de pessoas com 

algum tipo de deficiência, totalizando aproximadamente 46,6 milhões de pessoas. 
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Dentre essas pessoas com deficiência podemos mencionar os deficientes visuais, 

auditivos, mentais/intelectuais e motores (IBGE, 2020). 

Dentro do contexto da socialização, infelizmente esses grupos de pessoas 

percebem de forma amplificada os grandes problemas de acessibilidade e inclusão 

nos centros urbanos, como: ausência de calçamento acessível, precariedade na 

sinalização, transporte público inadequado, entre outros. Além disso, muitas delas 

durante sua vida deparam-se com a segregação social e encontram dificuldades na 

procura de serviços de saúde, lazer, cultura, educação e profissional (PORTADOR, 

2005; BRASIL, 2006) 

No Brasil, o apoio aos direitos individuais e sociais das pessoas com 

deficiência ou mobilidade reduzida e a sua efetiva integração social são 

assegurados pela Constituição Federal através da Lei nº 7.853/1989 (BRASIL, 

1989). Além disso podemos destacar o Decreto nº 5.296/2004 que regulamenta as 

Leis nº 10.048/2000 e Lei nº 10.098/2000 que tratam a prioridade no atendimento e 

das normas gerais e critérios básicos para a promoção da acessibilidade das 

pessoas com deficiência ou com mobilidade reduzida, respectivamente (BRASIL, 

2000a; BRASIL 2000b; BRASIL, 2004). No capítulo V contido no decreto citado 

anteriormente, que aborda da acessibilidade aos serviços de transporte coletivo, fica 

estabelecido uma série de especificações para melhoria e substituição da frota 

veicular além de garantir a acessibilidade plena no embarque e desembarque 

dessas pessoas. 

Como é do nosso saber, mesmo com todas as leis e decretos em vigor, as 

pessoas com deficiência ou mobilidade reduzida ainda encontram diversas 

dificuldades diárias em sua locomoção. Pensando em amenizar esses problemas de 

acessibilidade e complementar os sistemas de transporte público convencional, 

algumas prefeituras municipais optam por desenvolver programas complementares 

funcionando porta-a-porta para facilitar o acesso dessas pessoas nos serviços de 

saúde, esporte e lazer. Para Wright (2001), a criação desse tipo de programa teve 

início mediante as dificuldades encontradas em atingir o ponto de equilíbrio no 

acesso aos equipamentos de transporte e garantia da acessibilidade do sistema. 
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2.2  REDES DE TRANSPORTE E TEORIA DOS GRAFOS 

 

Segundo Novaes (1969), uma rede de transporte é definida como um 

conjunto de rotas específicas interligadas entre si onde há uma movimentação de 

pessoas e/ou mercadorias entre locais. Nessa mesma linha de raciocínio, Logit 

(2001) afirma que essas redes podem ser representadas graficamente e comumente 

são utilizadas no setor logístico para analisar o comportamento de produtos, 

pessoas ou mercadorias no deslocamento de um local para outro. Ainda segundo o 

autor, as informações contidas nessas redes são de extrema importância e 

relevantes em diversas aplicações como: transporte e logística, modelagem na 

escolha dos modais, roteamento e programação de veículos, estudos de tráfegos, 

etc.  

No ponto de vista matemático essas redes de transporte são amplamente 

modeladas e conhecidas como grafos. Por definição, um grafo é uma representação 

abstrata de um conjunto de elementos descritos com nós ou vértices e suas relações 

de interdependência (GOLDBARG; LUNA, 2005; BOAVENTURA NETTO, 2011). 

Um grafo é representado por 𝐺 =  (𝑁, 𝐸 ∪ 𝐴) que consiste em um conjunto 

𝑁(𝐺) discreto e finito de vértices (ou nós) e um conjunto 𝐸(𝐺) e/ou 𝐴(𝐺) de 

elementos não vazios, possuindo relações de adjacência ou pares ordenados (𝑖, 𝑗) 

em função de 𝑁(𝐺).  Essas relações podem ser definidas por um conjunto de 

arestas 𝐸(𝐺) cujo elementos formam os pares ordenados não direcionados de 

diferentes vértices de 𝑁 e/ou um conjunto de arcos 𝐴(𝐺) onde seus elementos 

formam os pares ordenados que possuem direcionamento definido do vértice 𝑖 para 

o vértice 𝑗 (FURTADO, 1973; AHUJA; MAGNANTI; ORLIN, 1993; SILVA; LINS; 

XAVIER, 2020). 

Denota-se 𝑛 o número de vértices e 𝑚 o número de arcos em 𝐺.  A ordem e 

dimensão de um grafo podem ser definidos através da cardinalidade do conjunto dos 

vértices (𝑚) e arcos (𝑛), respectivamente (CARDOSO, 2005; BONDY; MURTY, 

2008)  

Ahuja, Magnanti e Orlin (1993) apresentam três classes para um grafo: 

direcionado (ou dígrafo), não direcionado e misto. Um grafo direcionado é formado 

exclusivamente por arcos direcionados, um grafo não direcionado possui na sua 

estrutura apenas arestas não direcionadas, e, por fim, é denominado grafo misto 
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quando existem arcos e arestas no mesmo grafo. A Figura 1 nos traz a 

representação gráfica de cada classe apresentada. 

Figura 1 - Classificações do grafo: (a) direcionado, (b) não direcionado e (c) misto 

 
Fonte: O autor (2021) 

No par ordenado de um arco direcionado, (𝑖, 𝑗) representa o ponto de saída 

(ou cauda) no vértice 𝑖 e um ponto de entrada (ou cabeça) no vértice 𝑗. Logo, um 

arco (𝑖, 𝑗) é incidente aos vértices 𝑖 e 𝑗. No entanto, uma aresta de um grafo não 

direcionado entre os vértices 𝑖 e 𝑗 pode ser representado igualmente pelos pares 

ordenados (𝑖, 𝑗) ou (𝑗, 𝑖) visto que é possível percorrer os vértices em ambas as 

direções. Por fim, se os vértices 𝑖 e 𝑗 estão conectados, dizemos que eles são 

adjacentes (AHUJA; MAGNANTI; ORLIN; 1993).  

Um arco com seus pontos de saída e entrada incidindo no mesmo vértice é 

denominado de loop. Os arcos paralelos (ou multiarcos) são dois ou mais arcos com 

os mesmos pontos inicial e final (BONDY; MURTY, 2008). No multigrafo 

demonstrado na Figura 2 é possível observar um loop (vértice 5) e multiarcos (entre 

os vértices 1 e 3). 

Figura 2 - Multigrafo G 

 
Fonte: O autor (2021) 
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Um grafo simples é aquele que não possui loops ou arcos paralelos em sua 

estrutura e, multigrafo, caso contrário. Quando não existem vértices adjacentes, ou 

seja, quando o conjunto de arestas é vazio, intitulamos esse grafo de um grafo 

vazio. E, um grafo completo é um grafo simples onde quaisquer dois vértices do 

grafo são adjacentes (BONDY; MURTY, 2008; SILVA, 2019).  

O grau ou valência de um vértice 𝑖 ∈ 𝑁(𝐺), denotado por 𝑑𝑒𝑔𝐺(𝑖), representa 

o número de arestas incidentes a ele. Em um grafo simples o grau do vértice é o 

número de vizinhos de 𝑖 ∈ 𝑁(𝐺). No grafo direcionado, o grau de um vértice 

qualquer é a soma dos arcos que entram no vértice (indegree) e dos arcos que saem 

deste vértice para outros (outgree). Um vértice de grau zero é chamado de vértice 

isolado (AHUJA; MAGNANTI; ORLIN, 1993). Os graus mínimo e máximo dos 

vértices de 𝐺 são denotados, respectivamente, por 𝛿(𝐺) e ∆(𝐺) (CARDOSO, 2005). 

E, para qualquer grafo,  ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝐺) = 2𝑚 𝑖∈𝑁  (BONDY; MURTY, 1976).  

Dizemos que um grafo 𝐺′ =  (𝑁′, 𝐴′) é um subgrafo de 𝐺 se o mesmo for 

formado por um subconjunto de vértices e arcos de 𝐺 =  (𝑁, 𝐴), ou seja, se 𝑁′ ⊆ 𝑁 e 

𝐴′ ⊆ 𝐴. Se o subconjunto 𝐴’ contém os arcos de 𝐴 com os pontos inicial e final em 

𝑁’, ou seja, ignorando o subconjunto de vértices 𝑁(𝐺)\𝑁’ e todos os arcos que lhe 

são incidentes, chamamos de subgrafo induzido por 𝑁’. E, um grafo 𝐺′ =  (𝑁′, 𝐴′) é 

um grafo de abrangência se 𝑁′ = 𝑁 e 𝐴′ ⊆ 𝐴 (AHUJA; MAGNANTI; ORLIN, 1993; 

CARDOSO, 2005). O grafo 𝐺 e o subgrafo 𝐺’ são apresentados na Figura 3. 

Figura 3 - (a) Grafo G e (b) Subgrafo G' 

 
Fonte: Adaptado de Ahuja, Magnanti e Orlin (1993) 

A teoria dos grafos é convenientemente utilizada em diversos problemas do 

mundo real. Isso acontece devido a facilidade de entendimento do problema e de 

suas propriedades através de uma representação gráfica (BONDY; MURTY, 2008). 
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A partir dessa afirmação, somada aos conceitos explicitados anteriormente, pode-se 

estudar os problemas de roteamento através de uma representação em grafos. 

 

2.3  PROBLEMAS DE ROTEAMENTO DE VEÍCULOS 

 

A primeira abordagem relacionada ao Problema de Roteamento de Veículos 

(PRV) foi conduzida por Dantzig e Ramser (1959). Em sua pesquisa, os autores 

apresentaram uma formulação matemática e uma abordagem algorítmica para o 

problema aplicando-os em uma rede de distribuição de gasolina em postos de 

combustíveis. Desde então, o PRV vem sendo amplamente estudado devido a sua 

complexidade e diversidade de aplicações práticas e reais (SANTOS, 2017). 

Por definição, o PRV consiste no problema cujo objetivo é determinar uma ou 

múltiplas rotas percorrendo uma sequência de visitas, atendendo a uma determinada 

função objetivo e restrições. Essa sequência pode ocorrer nos pontos de visitas 

(vértices ou nós) ou nas ligações (arcos ou arestas) de um grafo (GOLDBARG; 

LUNA, 2005; BATISTA; SCARPIN, 2015).  

 Goldbarg e Luna (2005) decompõem um sistema de roteamento em 

três níveis: estratégica, tática e operacional. As decisões estratégicas são aquelas 

cujo teor possuem maior impacto e um efeito duradouro no sistema, por exemplo: 

escolha das instalações logísticas, mercado de atuação, restrições legais e 

governamentais, etc. No nível tático, as decisões já são mais específicas e abordam 

definições sobre área de atendimento, frota de veículos, manutenções e turnos de 

trabalho. E, por último, as decisões operacionais são aquelas que ocorrem no dia a 

dia e que fazem chegar provisões e/ou serviços nos pontos de consumo.  

  Apesar dos PRVs possuírem o mesmo output, ou seja, apresentar uma 

ou múltiplas rotas percorrendo uma sequência de visitas, a taxonomia de cada 

problema deve ser analisada e estudada separadamente de acordo com suas 

características e premissas específicas. Essa singularidade torna o PRV um dos 

mais complexos da área de otimização combinatória (BODIN et al. 1983; LAPORTE, 

1992; CARDOSO, 2005 GOLDBARG; LUNA, 2005). A Tabela 1 apresenta diversas 

características e critérios para o PRV inicialmente apresentado por Bodin et al. 

(1983) e posteriormente incrementado por Toth e Vigo (2014). 
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Tabela 1 - Características de um Problema de Roteamento  

Critérios Características 

Estrutura da rede 

• Roteamento em nós; 

• Roteamento em arcos; 

• Roteamento geral (ou misto); 

Classificação da rede 

• Direcionado; 

• Não direcionado; 

• Misto; 

Tamanho da frota de veículos 
• Único veículo; 

• Múltiplos veículos; 

Tipo da frota disponível 

• Homogêneo; 

• Heterogêneo; 

• Especial (compartimentado, etc.); 

Depósito dos veículos 
• Único depósito; 

• Múltiplos depósitos; 

Natureza da demanda 
• Determinística; 

• Estocástica; 

Restrições de capacidade dos 

veículos 

• Igual para todos os veículos; 

• Diferentes para os veículos; 

• Sem restrição de capacidade; 

Tipo de operação 

• Apenas coleta; 

• Apenas entrega; 

• Ambos; 

Tempo de roteamento 

• Igual para todas as rotas; 

• Diferentes para diferentes rotas; 

• Sem restrição de tempo; 

Tempo para servir determinado 

nó/arco 

• Com janela de tempo bilateral; 

• Com janela de tempo unilateral; 

• Tempo especificado e prefixado; 

• Sem restrição de tempo; 

Custos 
• Fixos; 

• Variáveis (de acordo com a rota); 

Objetivos 

• Minimizar o custo de roteamento; 

• Minimizar dos custos fixos e/ou 

variáveis; 

• Minimizar o número de veículos; 

• Maximizar a utilização dos veículos; 

• Multiobjetivo 

Fonte: Adaptado de Bodin et al. (1983) 

Segundo Garey e Johnson (1979), os PRV’s são tratados como NP-Difícil, ou 

seja, são problemas cujo tempo para obtenção da solução cresce exponencialmente 

de acordo com o tamanho do problema, acarretando no grande esforço 

computacional e inviabilizando o retorno da solução em tempo aceitável.   
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O uso de modelos e técnicas matemáticas para definição das rotas de um 

problema de roteamento são importantes para diminuição dos custos operacionais. 

Além disso, quando conectado a um efetivo sistema de informação gerencial, a 

metodologia assume uma função crucial no planejamento operacional (BODIN et 

al.1983). 

Podemos obter a solução do PRV através da aplicação de algoritmos exatos 

ou aproximados (GOLDBARG; LUNA, 2005). No primeiro caso, os algoritmos exatos 

são indicados para instâncias com um número reduzido de variáveis e restrições. 

Em contrapartida, os algoritmos aproximados (exemplo, heurísticas e 

metaheurística) são indicados para problemas com instâncias maiores, buscando de 

maneira simplificada, soluções que se aproximem ao máximo ou obtendo a solução 

ótima para o problema. 

Uma nova abordagem aproximada para resolução do PRV vem chamando a 

atenção dos pesquisadores nas últimas décadas devido ao seu sucesso na 

obtenção de soluções com qualidade e baixo esforço computacional: as 

metaheurísticas. Formalmente, as metaheurísticas são métodos de solução que 

coordenam procedimentos de busca locais com estratégias de mais alto nível, de 

modo a criar um processo capaz escapar de mínimos/máximos locais e realizar uma 

busca robusta no espaço de soluções de problema (GLOVER; KOCHENBERGER, 

2003). Exemplos dessa abordagem são: Colônia de Formigas (Ant Colony), Busca 

Tabu (Tabu Search), GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure), 

VNS (Variable Neighborhood Search), Busca Interativa Local (Iterated Local Search), 

Algoritmos Genéricos, entre outros (OSMAN; LAPORTE, 1996; BLUM; ROLI, 2003). 

 

2.3.1 Classificação dos Problemas de Roteamento de Veículos 

 

Com o avanço dos estudos, diversas classificações para os problemas de 

roteamento são abordadas na literatura. Uma das pioneiras, defendida por Larson e 

Odoni (1981), apresenta os VRP’s em duas classes: Problemas de Roteamento em 

Arcos (PRA) e Problemas de Roteamento em Nós (PRN). O PRA é um problema de 

otimização cujo objetivo consiste em determinar a travessia de menor custo de um 

conjunto especificado de arcos ou arestas de um grafo, com ou sem restrições nos 

serviços urbanos. Exemplos desses problemas podem ser visto no patrulhamento de 
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polícias nas ruas, limpeza e varrição de ruas, roteamento de caminhões de lixo 

residencial, medição de leituristas, entrega de correspondências, entre outros 

(LARSON; ODONI, 1981; ARENALES et al. 2011). 

Larson e Odoni (1981) estabelecem que o PRN advém quando coletas, 

entregas ou visitas precisam ser realizadas atendendo as demandas e ofertas entre 

vários pontos (vértices ou nós) específicos de um grafo. Dependendo da sua 

aplicação, tais pontos podem ser representados por cidades, postos de trabalho, 

postos de atendimento, depósitos, entre outros. Alguns exemplos de PRN são os 

problemas que envolvem planejamento de produção, gestão de estoques, transporte 

escolar, coleta e entrega de mercadorias, roteamento de linhas aéreas, entre outros 

(GOLDBARG; LUNA, 2005).  

Bodin et al. (1983) apresentam os problemas de roteamento em função de 

seus aspectos temporais e espaciais classificando-os em três segmentos: 

Problemas Clássico de Roteamento de Veículos (PRV), aqueles que não possuem 

restrições de tempo e relação de precedência; Problemas de Programação de 

Veículos (PPV), quando possui alguma restrição temporal ou sequenciamento de 

tarefas definidas; e, Problemas de Programação e Roteamento de Veículos (PPRV), 

um problema misto que possui todas as restrições do PRV e PPV. 

   

2.3.2 Modelos de Problemas de Roteamento de Veículos 

 

Nessa seção serão abordados os principais tipos, conceitos e formulações 

matemáticas para o Problema do Caixeiro Viajante (PCV), o Problema Clássico de 

Roteamento de Veículos (PRV), o PRV, com janelas de tempo (PRVJT) e o PRV 

com coletas e entregas (PRVCCE). 

 

•  Problema do Caixeiro Viajante  

 

O Problema do Caixeiro Viajante (PCV) é considerado um dos problemas 

mais tradicionais e importantes da otimização combinatória envolvendo roteamento 

em nós (LARSON; ODONI, 1981; AHUJA; MAGNATTI; ORLIN, 1993). Sua origem 

ocorreu em 1857 através do matemático irlandês William Rowan Hamilton que 

desenvolvera um jogo denominado “Arround the World” demonstrado na Figura 4. O 
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jogo possuía um formato de dodecaedro cujo vértices representavam as cidades e o 

objetivo consistia em percorrer todos os vértices, com início e término no mesmo 

ponto e sem repetição de visitas (CARDOSO, 2005; GOLDBARG; LUNA, 2005). 

Figura 4 – (a) Jogo de Hamilton e (b) Possível solução para o jogo de Hamilton 

 
Fonte: Goldbarg e Luna (2005) 

 

Larson e Odoni (1981) definem o PCV como sendo a determinação de um 

ciclo hamiltoniano – em homenagem ao jogo de Hamilton – com menor custo 

possível, partindo de um vértice, visitando todos os demais vértices em um grafo 

exatamente uma única vez, e retornando obrigatoriamente ao seu ponto de partida.  

Para esse problema admitimos que não há restrições de capacidade nos veículos e 

sua demanda é determinística (BELFIORE, 2006). 

A grande importância do PCV é evidente em ambos os aspectos teórico e 

prático, dentre os quais podemos citar: aplicações na manufatura, logística, 

telecomunicações, etc.; a relação com outros modelos de roteamento; e a 

dificuldade em obter soluções exatas em tempo polinomial (LARSON; ODONI, 1981; 

GOLDBARG; LUNA, 2005; ARENALES et al. 2011). 

Na literatura diversas formulações matemáticas são encontradas para a 

resolução do PCV. Dentre as mais populares, podemos destacar o modelo de 

Dantzing, Fulkerson e Johnson (1954) que a partir de um grafo direcionado 𝐺 =

 (𝑁, 𝐴) com custos simétricos (𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖) desenvolveram um modelo utilizando 

programação binária, como segue: 

  

Parâmetros: 

𝑆 = Subconjunto de nós, em que |S| representa a cardinalidade do subgrafo; 
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𝑛 = número de vértices ∈ 𝑁; 

𝑐𝑖𝑗 = custo de deslocamento do cliente 𝑖 para o cliente 𝑗. 

 

Variáveis de decisão: 

𝑥𝑖𝑗𝑘 = {
    1, se o arco (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 é percorrido                                    

0, caso contrário                                                                           
 

 

(𝑇𝑆𝑃) 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 𝑍 =  ∑  ∑𝑐𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗

 

𝑗∈𝑁

                                                                                          (2.1)

 

𝑖∈𝑁

 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎: 

∑𝑥𝑖𝑗

 

𝑖∈𝑁

= 1, ∀𝑗 ∈ 𝑁                                                                                                                     (2.2) 

 ∑𝑥𝑖𝑗

 

𝑗∈𝑁

= 1, ∀𝑖 ∈ 𝑁                                                                                                                    (2.3) 

∑ 𝑥𝑖𝑗

 

𝑖,𝑗 ∈ 𝑆

≤ |𝑆| − 1, ∀𝑆 ⊂ 𝑁                                                                                                     (2.4) 

𝑥𝑖𝑗  ∈ {0,1}, ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁                                                                                                                (2.5) 

 

A função objetivo (2.1) minimiza o custo total do roteamento; as restrições 

(2.2) e (2.3) asseguram que um vértice seja visitado uma única vez; e, (2.4) 

representam as restrições de eliminação de sub-rotas. A Figura 5 (a) apresenta uma 

solução inviável enquanto a Figura 5 (b) representa uma solução viável para o PCV 

respeitando todas as restrições acima. 

Figura 5 - (a) Solução inviável e (b) Solução viável para o PCV 

 
Fonte: O autor (2021) 
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O conjunto de restrições (2.4) possui função importante para definição da rota 

do PCV. Observe que, sem ela, a configuração apresentada na Figura 5 (a) satisfaz 

as restrições (2.2), (2.3) e (2.5), porém não atende as restrições (2.4), 

descaracterizando o tour. Outra característica do conjunto de restrições (2.4) está 

relacionada ao crescimento exponencial do número de restrições (2𝑛). Como 

alternativa, Miller, Tucker e Zemlin (1960) apresentam um conjunto de restrições 

(2.6) com apenas 𝑛2 − 3𝑛 + 2 na formulação, que pode em sua essência substituir 

(2.4) sem comprometer o atendimento demais restrições. 

 

𝑦𝑖 − 𝑦𝑗 + 𝑛𝑥𝑖𝑗  ≤ 𝑛 − 1, 2 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛                                                                                 (2.6) 

 

•  Problema Clássico de Roteamento de Veículos 

 

Arenales et al. (2011) apresentam o PRV clássico como um grafo orientado 

completo 𝐺 = (𝑁, 𝐴), onde 𝑁 = {0, 1, . . . , 𝑛, 𝑛 + 1} é o conjunto de vértices de 𝐺 e 𝐴 =

{(𝑖, 𝑗) ∶ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖 ≠ 𝑛 + 1, 𝑗 ≠ 0} corresponde aos arcos de G. Os vértices 

{0, 𝑛 + 1} ∈ 𝑁 representam o depósito, onde obrigatoriamente as rotas iniciam no 

vértice 0 e terminam no vértice 𝑛 + 1. Os demais elementos do conjunto 𝑁 

representam os clientes a serem atendidos. Cada cliente 𝑖 possui uma demanda não 

negativa 𝑑𝑖, conhecida previamente. Cada arco (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 está associado a um custo 

𝑐𝑖𝑗 de deslocamento do cliente 𝑖 para o cliente 𝑗 e, também 𝑡𝑖𝑗 que compreende o 

tempo de viajem entre os clientes acrescido o tempo de serviço do cliente 𝑖. Existe 

também um conjunto 𝐾 de veículos idênticos, situados no depósito, onde cada 

veículo 𝑘 ∈ 𝐾 possui capacidade 𝑄. O objetivo consiste em determinar um conjunto 

de rotas (cada uma associada a um veículo 𝑘) que minimizem o custo total de 

viagens e satisfaçam algumas restrições: cada rota deve iniciar e terminar no 

depósito; cada cliente pode pertencer a apenas uma rota; o tempo total de viagem 

não pode exceder o limite 𝐷; e, a demanda total de uma rota não pode exceder a 

capacidade do veículo 𝑄.  

 

As variáveis de decisão são definidas: 
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𝑥𝑖𝑗𝑘 = {
1, se o veículo 𝑘 percorre o arco (𝑖, 𝑗), ∀𝑘 ∈ 𝐾, ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴

0, caso contrário                                                                           
 

 

A formulação matemática do PRV é apresentada a seguir: 

 

(𝑉𝑅𝑃) 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 𝑍 =  ∑  ∑ 𝑐𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗𝑘

 

𝑖,𝑗∈𝐴

                                                                                     (2.7)

 

𝑘∈𝐾

 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎 ∶ 

∑ ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘 = 1

 

𝑗∈𝑁{0}

 

𝑘∈𝐾

 , ∀𝑖 ∈ 𝑁\{0, 𝑛 + 1}                                                                                 (2.8) 

∑ 𝑑𝑖

 

𝑖∈𝑁\{0,𝑛+1}

∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘

 

𝑗∈𝑁{0}

≤ 𝑄, ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                     (2.9) 

∑  ∑ 𝑡𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗𝑘 ≤ 𝐷

 

𝑗∈𝑁{0}

 

𝑖∈𝑁{𝑛+1}

 , ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                    (2.10) 

∑ 𝑥0𝑗𝑘
𝑗∈𝑁{0}

= 1 , ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                                          (2.11) 

∑ 𝑥𝑖ℎ𝑘
𝑖∈𝑁\{𝑛+1}

− ∑ 𝑥ℎ𝑗𝑘
𝑗∈𝑁\{0}

=  0 , ∀ℎ ∈ 𝑁\{0, 𝑛 + 1}; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                   (2.12) 

∑ 𝑥𝑖,𝑛+1,𝑘
𝑖∈𝑁\{𝑛+1}

= 1 , ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                               (2.13) 

∑ ∑𝑥𝑖𝑗𝑘 ≤ |𝑆| − 1

 

𝑗∈𝑆

 

𝑖∈𝑆

, 𝑆 ⊂  𝑁\{0, 𝑛 + 1};  2 ≤ |𝑆| ≤ ⌊
𝑛

2
⌋ ; ∀𝑘 ∈ 𝐾                           (2.14) 

𝑥𝑖𝑗𝑘  ∈ {0, 1}, ∀𝑖 ∈ 𝑁\{𝑛 + 1}; ∀𝑗 ∈ 𝑁\{0}; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                     (2.15) 

 

A função objetivo (2.7) minimiza o custo total do roteamento do(s) veículos(s). 

As restrições (2.8) garantem que cada cliente 𝑖 é designado a apenas um veículo. As 

restrições (2.9) garantem que a quantidade de clientes no veículo não ultrapasse a 

capacidade 𝐷. O conjunto de restrições (2.10) asseguram que a demanda total de 

cada rota do veículo 𝑘 não excede o limite de tempo. As restrições de fluxo em 

redes, que garante a saída do veículo k do depósito 0 apenas uma vez, deixe o 

vértice ℎ se e somente se entrar neste vértice, e retorne ao depósito 𝑛 + 1 somente 

uma vez são garantidas pelas restrições (2.11), (2.12) e (2.13), respectivamente. As 
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restrições (2.14) garantem a não existência de sub-rotas, e as restrições (2.15) 

indica a natureza binária das variáveis de decisão.   

 

•  Problemas de Roteamento de Veículos com Janelas de Tempo 

 

Nas diversas aplicações relevantes do PRV podemos encontrar algumas 

restrições presentes no modelo matemático relacionadas à programação da frota 

veicular, ou seja, levando em consideração o fator tempo, como tempo de viagem 

entre os pontos, tempo de duração de serviço, horário de atendimento dos clientes, 

etc.  No Problema de Roteamento de Veículos com Janelas de Tempo (PRVJT) um 

intervalo de tempo associado a cada vértice da rede denominado “janela de tempo” 

é incrementado podendo ser referida ao tempo de chegada, de partida ou de 

duração de serviço no cliente (GOLDBARG; LUNA, 2005; TOTH; VIGO, 2014; 

SANTOS, 2017). 

De acordo com Arenales et al. (2011), o PRVJT é uma extensão do PRV, 

onde para cada cliente 𝑖 ∈ 𝑁 o início de atendimento deve estar dentro de uma 

janela de tempo [𝑎𝑖 , 𝑏𝑖]. Cada veículo 𝑘 ∈ 𝐾 deixa o depósito no instante 0 e deve 

retornar dentro do intervalo [𝑎𝑛+1, 𝑏𝑛+1]. Além disso, é permitido que o veículo 𝑘 

chegue em determinado cliente antes da sua janela de tempo iniciar e aguarde sem 

custo (LAPORTE, 1992). 

Considere 𝑠𝑖𝑘 o instante na qual o veículo 𝑘 inicia o atendimento no cliente 𝑖 

(∀𝑘 ∈ 𝐾 𝑒 ∀𝑖 ∈ 𝑁) e 𝑡𝑖𝑗 o tempo de duração de percurso associado a cada arco 

(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. As seguintes restrições adicionais devem ser respeitadas (ARENALES, 

2011; TOTH; VIGO, 2014): 

 

𝑥𝑖𝑗𝑘(𝑠𝑖𝑘 + 𝑡𝑖𝑗 − 𝑠𝑗𝑘) ≤ 0, ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                  (2.16) 

𝑎𝑖 ≤ 𝑠𝑖𝑘 ≤ 𝑏𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝑁 − {0}; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                  (2.17) 

 

O conjunto de restrições (2.16) impedem a realização de sub-rotas e 

asseguram que o veículo 𝑘 viaja do cliente 𝑖 para o cliente 𝑗 impedindo a sua 

chegada em 𝑗 antes do momento  𝑇𝑖𝑘 + 𝑡𝑖𝑗. As restrições (2.17) asseguram que os 



34 

 

  

limites inferior e superior das janelas de tempo sejam respeitados e para 𝑖 =  𝑛 + 1, 

garantimos que o tempo total da viagem é limitado.  

As inequações (2.16) podem ser linearizadas incluindo uma variável 𝑀𝑖𝑗, 

sendo  𝑀𝑖𝑗 = max {𝑏𝑖 + 𝑠𝑖𝑘 + 𝑡𝑖𝑗 , 0}. Então a restrição é equivalente a: 

 

𝑠𝑖𝑘 + 𝑡𝑖𝑗 ≤ 𝑠𝑗𝑘 + (1 − 𝑥𝑖𝑗𝑘)𝑀𝑖𝑗, ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                     (2.18) 

 

Portanto, o modelo associado ao PRVJT consiste em (2.7) sujeito as 

restrições (2.8), (2.9), (2.11), (2.12), (2.13), (2.15), (2.16) ou (2.18) e (2.17). 

 

•  Problemas de Roteamento de Veículos Com Coletas e Entregas  

 

O Problema de Roteamento de Veículos com Coletas e Entregas (PRVCCE) 

também é pertencente à classe do Problema Geral de Coleta e Entrega (PGCE) que 

dado uma frota de veículos capacitados e com os pontos de início e término em um 

depósito central, consiste no problema onde produtos/bens ou passageiros são 

transportados de diferentes origens para diferentes destinos satisfazendo um 

conjunto de demandas de transporte (SAVELSBERGH; SOL, 1995; PARRAGH; 

DOENER; HARTL, 2008b; RODRIGUES; ROSA; RESENDO, 2012). 

Figura 6 - Subclassificação do PRVCCE 

 
Fonte: Adaptado de Parragh, Doener e Hartl (2008b) 

Parragh, Doener e Hartl (2008a, 2008b) abordam duas subclassificações para 

o PRVCCE na qual podemos observar esquematicamente na Figura 6. A primeira 
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refere-se aos problemas de roteamento cujo pontos de coleta e entrega não estão 

emparelhados, ou seja, cada item coletado pode ser utilizado para atender a 

demanda de qualquer outro ponto de entrega. Nesta subclasse encontramos o 

Problema do Caixeiro Viajante com Coletas e Entregas (PCVCE) para roteamentos 

com um único veículo e, com múltiplos veículos, o Problema de Roteamento de 

Veículo de Coletas e Entregas (PRVCE). 

A segunda subclassificação compreende o Problema Clássico de Coleta e 

Entrega (PCE) e o Problema Dial-a-Ride (DARP). Essencialmente o PCE baseia-se 

no transporte de bens/produtos enquanto o DARP aborda o transporte de 

passageiros/pessoas (PARRAGH; DOENER; HARTL, 2008a).  

Diferentemente da subclassificação anterior, o PCE e DARP satisfazem um 

conjunto de requisições de transporte cujos pontos de origem e destino de cada 

cliente são especificados além de satisfazer as restrições de precedência, ou seja, 

para cada requisição o ponto de origem precede o ponto de destino com ambos os 

locais sendo obrigatoriamente visitados pelo mesmo veículo (SAVELSBERGH; SOL, 

1995; ROPKE, CORDEAU, LAPORTE, 2007). 

Em relação ao tipo de demanda, Toth e Vigo (2014) apresentam três 

categorias para o PRVCCE. Cada categoria está descrita abaixo e ilustrada na 

Figura 7. 

Figura 7 - Categorias do PRVCCE de acordo com o tipo de demanda 

 
Fonte: Toth e Vigo (2014) 

• Muitos-para-Muitos (M-M): os bens/produtos podem ter várias origens e destinos 

e qualquer local pode ser a origem ou o destino desses bens/produtos. Um 

exemplo desse tipo de demanda pode ser observado no sistema 
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reposicionamento de estoque de empresas varejistas ou no sistema de 

compartilhamento de bicicletas. 

• Um-para-Muitos-para-Um (1-M-1): esse tipo de problema é caracterizado pela 

entrega de bens/produtos partindo de um depósito central em direção aos seus 

clientes e, simultaneamente, realizando a coleta de bens/produtos nesses clientes 

em direção ao depósito. Esse tipo de demanda tem aplicações em empresas que 

trabalham com logística reversa, a exemplo de refrigerantes retornáveis, onde é 

realizado a substituição das garrafas cheias pelas vazias.  

• Um-para-Um (1-1): neste tipo de problema os bens/produtos ou pessoas possuem 

um único ponto de origem e um único ponto de destino na qual necessitam ser 

transportados. Como exemplo podemos destacar o transporte de órgãos 

humanos e serviços de taxi. 

 

Ropke, Cordeau e Laporte (2007) afirmam que na maioria das aplicações 

reais de PCE, restrições de janelas de tempo são atribuídas pelos clientes nos seus 

pontos de coleta e entrega. Com essa particularidade, surge uma nova classe para o 

PCE denominada de Problemas de Coleta e Entrega com Janelas de Tempo 

(PCEJT). O PCEJT é definido como um problema que possui uma frota de veículos 

limitada com o objetivo de construir rotas que, partindo de um depósito central, 

visitam todos os pontos de coletas e entregas satisfazendo as restrições de janelas 

de tempo, a capacidade dos veículos e a relação de precedência (DUMAS; 

DESROSIERS; SOUMIS, 1991; LAU; LIANG, 2002; ROPKE; PISINGER, 2006; 

BALDACCI; BARTOLINI; MINGOZZI, 2011).  

Em casos de transporte de passageiros, algumas restrições adicionais são 

inseridas no modelo matemático e/ou o objetivo do problema é formulado de modo a 

considerar explicitamente a conveniência ou satisfação do passageiro. Como 

exemplo, pode-se inserir restrições de tempo de passeio (ride time) para limitar o 

tempo de passeio do passageiro dentro do veículo. O resultado desse problema é o 

DARP na qual iremos abordar mais profundamente no próximo capítulo (ROPKE; 

CORDEAU; LAPORTE, 2007; PARRAGH; DOENER; HARTL, 2008a) 

 

2.4  PROBLEMA DIAL-A-RIDE 
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O Problema Dial-a-Ride (DARP, do inglês Dial-a-Ride Problem) é um caso 

particular que generaliza o PRVJT e o PCE que ao invés do transporte de 

bens/produtos, há o transporte de pessoas, normalmente denominados de clientes. 

Além disso, no DARP os veículos saem e retornam vazios da sua garagem e os 

clientes são coletados e entregues nos locais e horários pré-definidos (MAURI; 

LORENA, 2009; GALTÉRIO; PEREIRA, 2012; RODRIGUES, ROSA, RESENDO, 

2012).  

Para Toth e Vigo (2014), o DARP é definido como um problema para o 

transporte compartilhado de passageiros com serviços de porta-a-porta que busca 

preencher a lacuna entre a rigidez do transporte público e a flexibilidade de um taxi, 

ou seja, um sistema que consegue transportar muitos passageiros por veículo com 

um serviço personalizado de qualidade.  

O objetivo principal do DARP depende da sua aplicação e pode ser 

caracterizada pela presença de dois objetivos conflitantes entre si: a minimização de 

custos operacionais e/ou minimização da inconveniência do cliente. Os custos 

operacionais estão diretamente relacionados ao tamanho da frota de veículos e a 

distância total percorrida enquanto a inconveniência do cliente é medida em relação 

ao desvio das requisições de atendimento, ao tempo excessivo de espera pelo 

serviço, tempo total dentro do veículo, entre outros que afetem a qualidade do 

serviço. Uma alternativa simplificada encontrada na literatura para o balanceamento 

desses objetivos é considerar a minimização dos custos operacionais como a função 

objetivo do problema e adicionar restrições que se referem a qualidade do serviço 

(CORDEAU, 2006). 

Toth e Vigo (2014) e Ho et al. (2018) apresentam algumas dessas típicas 

restrições do DARP: 

 

a) Visita – Cada cliente deve ter sua requisição de transporte atendida uma 

única vez; 

b) Depósito – Os veículos iniciam e terminam a rota no mesmo depósito; 

c) Emparelhamento – Os pontos de coleta e entrega de cada cliente são 

atendidos    pelo mesmo veículo; 

d) Precedência – O ponto de coleta de cada cliente deve ser visitado 

obrigatoriamente antes do seu ponto de entrega; 
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e) Capacidade do veículo – A quantidade de clientes no interior do veículo 

não pode exceder a sua capacidade máxima; 

f) Janela de tempo – Especificação de cada cliente quanto aos limites mínimo 

e máximo de tempo para o início da sua coleta e/ou entrega; 

g) Tempo máximo de espera – O tempo em que determinado veículo fica 

aguardando um cliente em um ponto intermediário da rota. 

h) Tempo máximo de percurso – O tempo em que o usuário aguarda dentro 

do veículo (diferença entre os pontos de coleta e entrega); 

i) Tempo de duração da rota – O tempo em que o veículo percorre toda a sua 

viagem (diferença entre os horários de saída e chegada no depósito). 

 

Além disso, o conceito do DARP surgiu a partir de uma aplicação típica com 

requisição de transporte, onde os clientes telefonam para uma central e solicitam o 

serviço. Normalmente os dados básicos solicitados durante a requisição e que 

servem de inputs para o atendimento são: os pontos de embarque e desembarque, 

os horários e as janelas de tempo desejadas para o embarque e desembarque, o 

número de pessoas a serem atendidas e as características físicas do cliente 

(RODRIGUES, ROSA, RESENDO, 2012). 

No que se refere as janelas de tempo, Jaw et al. (1986) aconselha que os 

próprios clientes especifiquem os intervalos de tempo desejados em seus pontos de 

coleta e entrega de modo a aumentar a qualidade do serviço e possibilitar um melhor 

planejamento da rota. Na literatura é possível verificar dois tipos de janelas de 

tempo: one-sided e two-sided. O conceito one-sided determina que não é necessário 

especificar o horário de início da janela de tempo, apenas o seu término. Por outro 

lado, na abordagem two-sided, as coletas e entregas devem obedecer a uma janela 

de tempo bilateral [𝑎𝑖, 𝑏𝑖], ou seja, o atendimento a requisição naquele ponto deve 

ser iniciado entre os instantes 𝑎𝑖 e  𝑏𝑖 (JAW et al. 1986; RODRIGUES, ROSA, 

RESENDO, 2012). 

Em relação a sua taxonomia, o DARP pode ser classificado em dois aspectos: 

(1) em relação ao planejamento do roteamento e programação da rota, podendo ser 

estática, quando todas as informações das requisições dos clientes são conhecidas 

previamente e todo o roteamento e programação é realizada antes do início da 

operação ou dinâmica, quando a demanda dos clientes é recebida em tempo real 
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fazendo com que o planejamento seja ajustado ao longo do dia para atendimento de 

todas as solicitações, e (2) quanto a certeza do conhecimento das informações, 

podendo ser determinística se a informação (quando recebida) é totalmente 

conhecida ou probabilística quando as informações ainda estão indeterminadas no 

momento da tomada de decisão. Essas classificações levam a quatro categorias 

básicas do DARP (ver Tabela 2): estática-determinística; estática-probabilística; 

dinâmica-determinística; e dinâmica probabilística (TOTH; VIGO, 2014; HO et al. 

2018). 

Tabela 2 - Taxonomia do DARP 

 

As informações são conhecidas com certeza?  

(no momento da decisão) 

Sim Não 

O roteamento e planejamento da 

operação pode ser modificado em 

resposta à uma nova requisição 

após o início da operação? 

Sim 
Dinâmica e 

determinístico 

Dinâmica e 

probabilística 

Não 
Estático e 

determinístico 

Estático e 

probabilística 

Fonte: Adaptado de Ho et al. (2018) 

O modelo mais simples do DARP aparece na categoria estática-

determinística, com uma frota de m veículos idênticos, uma única garagem e 

restrições de precedência. Porém, para se aproximar da realidade, diversas outras 

extensões são estudadas para o problema, tais como: múltiplos veículos e garagens, 

frota de veículo heterogênea, diferentes tipos de clientes, informações 

probabilísticas, funções multiobjetivos, entre outros (CORDEAU; LAPORTE, 2007; 

TOTH; VIGO, 2014). 

Devido a essas peculiaridades, o DARP vem sendo amplamente utilizado 

para resolver problemas reais especialmente aqueles relacionados ao transporte de 

idosos, cadeirantes, pessoas com alta dificuldade de mobilidade ou que não 

apresentam condições de locomoção nos meios de transporte público coletivo 

(CUNHA, 2000; PARRAGH; DOENER; HARTH, 2008a; KARABUK, 2009). Ho et al. 

(2018) e Toth e Vigo (2014) apresentam também exemplos da aplicação do DARP 

em outras áreas, como: translado de passageiros em aeroportos (REINHARDT; 

CLAUSEN; PISINGER, 2013), roteamento de ambulâncias (HANNE; MELO; 
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NICKEL, 2009; BEAUDRY et al. 2010), transporte de ônibus escolares (KIM; KIM; 

PARK, 2012; BARRETO et al. 2020) e compartilhamento de veículos (CALVO et al. 

2004; YAN; CHEN, 2011). 

Os principais estudos e técnicas para resolução do DARP serão apresentados 

detalhadamente na próxima seção. 

 

2.4.1 Métodos de solução 

 
O Problema Dial-a-Ride (DARP) vem sendo estudado na área da Pesquisa 

Operacional (PO) desde a década de 70, com sua primeira aparição nos estudos de 

Stein (1978). Desde então, os estudos sobre esse tipo de problema vêm crescendo 

constantemente com diversas pesquisas e publicações.  

Os métodos de solução encontrados na literatura para a resolução do DARP 

podem ser classificados em exatos ou aproximados, através de heurísticas ou meta-

heurísticas. Os métodos exatos garantem a solução ótima, em contrapartida, são 

aplicados apenas em problemas com pequenas e médias instâncias 

(aproximadamente 50 requisições) por apresentar um maior esforço computacional.   

Em relação aos métodos aproximados, são procedimentos motivados pela 

necessidade de obter soluções de alta qualidade com baixo esforço computacional. 

Apesar das vantagens mencionadas anteriormente, os métodos aproximados não 

garantem a otimalidade da solução. Alguns métodos tradicionais para resolução do 

DARP são: Heurísticas Construtivas, Tabu Search, Algoritmos Genéticos, Greedy 

Randomized Adaptive Search Procedures (GRASP), entre outros (KAISER, 2009). 

Como mencionado anteriormente, os primeiros modelos para o problema de 

roteamento e programação de sistemas DARP foram apresentados por Stein (1978). 

Em seu trabalho, o autor realizou um estudo analítico, em ambas as versões estática 

e dinâmica, sobre o aspecto fundamental do problema gerando insights qualitativos 

e suas aplicações práticas. Anos depois, Psaraftis (1980) apresentou em seus 

estudos um procedimento de otimização exato, baseado em Programação Dinâmica, 

cujo objetivo era minimizar o tempo de conclusão da rota para atender todos os 

clientes, envolvendo um único veículo e sem restrições de janela de tempo. Para 

lidar com essas restrições, o algoritmo foi adaptado por Psaraftis (1983) e passou a 

admitir a especificação dos limites inferior e superior nos horários de coleta e 
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entrega. Em ambos os casos, os algoritmos foram capazes de resolver problemas 

com instâncias com no máximo 10 requisições.  

Desrosiers, Dumas e Soumis (1986) descreveram um algoritmo utilizando 

Programação Dinâmica para a versão estática com um único veículo acrescentando, 

além das janelas de tempo, as restrições de precedência e capacidade do veículo. 

Soluções viáveis foram obtidas utilizando Programação Dinâmica para 40 

requisições com o objetivo na minimização da distância total percorrida pelo veículo. 

Para a variante com múltiplos veículos, Dumas, Desrosiers e Soumis (1991) 

apresentaram um algoritmo exato capaz de resolver instâncias com no máximo 55 

requisições. O algoritmo utiliza um esquema de geração de coluna e particionamento 

de conjuntos onde cada linha é uma solicitação do cliente e cada coluna é uma rota 

para o veículo. As rotas são geradas por subproblemas que geram o caminho mais 

curto considerando restrições de precedência, emparelhamento, capacidade dos 

veículos e janelas de tempo através da Programação Dinâmica. 

 Outra estratégia para resolução do DARP com múltiplos veículos foi 

estudada por Cullen, Jarvis e Ratliff (1981), Sexton e Bondin (1985), Dumas, 

Desrosiers e Soumis (1989) e Desrosiers et al. (1991) e batizada de cluster-first-

routing-second. Essa abordagem consiste em um método aproximativo dividida em 

duas fases, a primeira subdivide os clientes previamente em pequenos grupos 

através de uma heurística de inserção e o roteamento dos veículos é realizado 

utilizando a técnica de geração de colunas.  

Uma das primeiras heurísticas desenvolvidas para o DARP estático e capaz 

de lidar com grandes instâncias foi apresentado por Jaw et al. (1986). Os autores 

desenvolveram um algoritmo de inserção sequencial onde os clientes são 

selecionados em ordem crescente do horário de início da coleta, insere 

gradualmente cada cliente de acordo com o critério de inserção mais barato ou 

acrescenta um novo veículo se nenhuma posição viável é encontrada. O algoritmo 

foi testado primeiramente com instâncias artificiais envolvendo 250 clientes e 

posteriormente aplicado a um conjunto de dados reais com aproximadamente 2600 

usuários e 30 veículos.  

Madsen, Ravn e Rygaard (1995) propuseram uma heurística de inserção para 

o DARP dinâmico destinado a programação on-line, com múltiplas capacidades, 

múltiplos objetivos e janelas de tempo. As múltiplas capacidades referem-se à 
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necessidade de ter assentos disponíveis para pessoas normais, crianças ou 

cadeiras de rodas. Já os objetivos estão relacionados nas preferências dos usuários 

envolvendo uma ponderação de objetivos como: minimizar o tempo total de viagem, 

minimização do custo e/ou maximização da utilização do veículo.  

Toth e Vigo (1977) apresentaram uma primeira meta-heurística baseada em 

busca local para o DARP estático multi-veículos. Inicialmente o algoritmo constrói 

rotas ótimas através de uma heurística de inserção paralela e em sequência 

emprega-se um algoritmo de Tabu Search com o objetivo de melhorar a solução 

construída pelo algoritmo de inserção. A performance desse algoritmo foi testada 

com aplicações de instâncias com aproximadamente 300 clientes.  

O algoritmo de Tabu Search também foi aplicado no trabalho de Cordeau e 

Laporte (2003). Os autores apresentam um problema DARP sendo multi-veiculos, 

estático ou dinâmico, frota homogênea, garagem única e com janelas de tempo. O 

objetivo do algoritmo foi de minimizar o número de veículos no atendimento de todas 

as solicitações. O algoritmo foi testado em instâncias aleatórias variando entre 44 e 

124 clientes e dados reais de aproximadamente 250 clientes fornecidos por uma 

transportadora dinamarquesa. 

O trabalho desenvolvido por Baugh, Kakivaya e Stone (1998) apresenta a 

utilização da meta-heurística Simulated Annealing para resolução do DARP 

utilizando-se da abordagem cluster-first-routing-second. No algoritmo, o Simulated 

Annealing foi utilizado na fase de agrupamento dos clientes e uma heurística de 

inserção de vizinho mais próximo foi aplicada na fase de roteamento. Experimentos 

computacionais foram realizados com instâncias de até 300 clientes. 

Jih et al. (2002) utilizaram o Algoritmo Genético (GA) para resolução do DARP 

com um único veículo e com instâncias artificiais de até 100 clientes. O algoritmo, 

com objetivo de minimizar os custos da viagem, é representado por um cromossomo 

simbolizando uma sequência de locais a serem atendidos pelo veículo. Soluções 

inválidas também são exploradas durante a aplicação do algoritmo. O GA também 

foi aplicado na primeira fase do cluster-first-routing-second no trabalho 

Bergvinsdottir, Larsen e Jorgensen (2004) e Jorgesen, Larsen e Bergvinsdottir 

(2007). 

Uma formulação matemática utilizando Programação Linear Inteira Mista 

(PLIM) para o DARP foi apresentado por Cordeau (2006) com as seguintes 
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características: estático, multi-veículo, frota homogênea, única garagem e com 

janelas de tempo. Os autores apresentam o modelo sendo capaz de resolver 

pequenas e médias instâncias. Os resultados foram obtidos através de uma 

abordagem exata, através do algoritmo de branch-and-cut, envolvendo 36 

requisições de clientes. Além disso, os autores utilizam restrições de tempo máximo 

da viagem, definem as janelas de tempo apenas na coleta ou na entrega e fornecem 

um número fixo de veículos disponíveis. O autor também recomenda aplicar o 

modelo matemático com instâncias assimétricas, pois diferentemente do Problema 

do Caixeiro Viajante (PCV) ou o Problema de Roteamento de Veículos (PRV), o 

DARP é afetado pela matriz de distâncias devido à restrição de precedência. 

Ropke, Cordeau e Laporte (2007) apresentaram duas novas formulações 

utilizando Programação Linear Inteira pura para o mesmo problema de Cordeau 

(2006). Os autores consideraram o problema com janelas de tempo em ambos os 

pontos de coleta e entrega, veículos capacitados e restrições de precedência. 

Diversos cenários com instâncias até 96 clientes e 8 veículos foram resolvidas de 

forma exata utilizando o algoritmo de branch-and-cut.  

Um modelo multiobjetivo foi desenvolvido por Mauri e Lorena (2009) e 

solucionado através da meta-heurística Simulated Annealing. O modelo tem como 

objetivo gerar rotas buscando um equilíbrio entre a minimização dos custos 

operacionais e maximização da satisfação dos clientes. Os autores abordam o 

DARP estático e abrange vários casos, como frota homogênea e heterogênea, única 

ou múltiplas garagens e penalizações ao não atendimento das inconveniências dos 

clientes.  

Häme (2011) desenvolveu um algoritmo de inserção adaptativo para resolver 

a versão estática e dinâmica do DARP com um único veículo. O objetivo desse 

trabalho consistiu no desenvolvimento de uma rota ótima para uma versão com 

restrição de tempo no atendimento dos clientes baseando-se no trabalho de 

Psaraftis (1980). 

Uma reformulação do modelo matemático desenvolvido por Cordeau (2006) 

foi apresentado por Rodrigues, Rosa e Resendo (2012). Os autores apresentam em 

seu trabalho uma formulação com objetivo de minimizar a distância total percorrida 

pelos veículos. O modelo, denominado Problema Dial-a-Ride com Janelas de Tempo 

(DARP-TW, do inglês Dial-a-Ride Problem with Time Windows), trada o problema 
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estático, multi-veículos com frota homogênea e capacidades definidas, garagem 

única e contemplam janelas de tempo bilateral nos pontos de coleta e entrega. Além 

disso, o modelo possibilita a minimização do número de veículos e podendo o 

decisor escolher o tamanho da frota a ser utilizada. Aplicação do modelo foi 

realizada utilizando dados reais com instâncias de 20 clientes e solucionado com o 

PLIM através do CPLEX Optimization Studio. 

Uma recente pesquisa foi realizada por Ho et al. (2018) onde os autores 

apresentam as principais contribuições do problema para a literatura entre os anos 

de 2007 e 2017. Parragh, Doerner e Hartl (2008a, 2008b) também desenvolveram 

um estudo detalhado em duas partes sobre Problema de Coleta e Entrega (PCE), 

sendo a segunda mais detalhada e específica sobre o DARP. 

Malheiros et al. (2020) propõem um algoritmo híbrido para resolução do 

DARP com frota e demanda heterogêneas. O algoritmo combina uma meta-

heurística Iterated Local Search e um procedimento exato para resolver o problema 

de particionamento de conjuntos. Os autores realizaram experimentos 

computacionais com instâncias presentes na literatura e produziram soluções 

eficientes e de alta qualidade com tempos computacionais competitivos. 

 

2.4.2 Aplicações no transporte de pessoas com mobilidade reduzida 

 

Como mencionado anteriormente, o DARP é tradicionalmente aplicado no 

serviço de transporte de cadeirantes, idosos e/ou pessoas que possuem dificuldades 

no uso do serviço tradicional de transporte público. Apesar de ser comum em 

aplicações reais, o DARP possui pouca abordagem na Pesquisa Operacional devido 

a sua complexidade de solução (GAUTÉRIO; PEREIRA, 2012). Nesta seção serão 

abordadas as principais aplicações de casos reais que utilizaram o DARP para sua 

solução. 

De acordo com Ho et al. (2018) a primeira aplicação do DARP em um sistema 

de transporte público sob demanda foi oferecido na cidade de Mansfield, Ohio, 

Estados Unidos da América em 1970. No setor privado, a Oxford Bus Company 

ofereceu o primeiro serviço sob demanda em 1972 na cidade de Abingdon, Reino 

Unido. Em ambos os serviços o foco estava no transporte de idosos e pessoas com 

deficiências motoras. 
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Madsen et al. (1995) realizaram um estudo do problema dinâmico e com 

múltiplos veículos no transporte de idosos e deficientes na cidade de Copenhagen, 

Dinamarca. A aplicação foi solucionada através da construção de uma heurística de 

inserção derivada de Jaw et al. (1986). Na ocasião foi desenvolvido um sistema 

capaz de receber até 300 requisições diárias dos clientes e até 24 veículos.  

O trabalho de Toth e Vigo (1997) apresenta uma aplicação real no transporte 

de deficientes físicos na cidade de Bologna, Itália. Neste problema, os clientes 

especificam seus requerimentos com uma janela de tempo bilateral nos seus pontos 

de coleta. O problema tem o objetivo de minimizar o custo total do serviço 

apresentando restrições de janelas de tempo nos pontos de coleta e entrega e 

múltipla frota veicular heterogênea, com a utilização de microônibus capacitados, 

carros adaptados ou taxis, nesse último caso aplica-se uma penalidade pois não é o 

veículo ideal para o transporte de cadeirantes. O problema contou com 300 clientes 

e foi solucionado através de uma heurística de inserção paralela para construção 

das rotas iniciais e após um processo de busca local é aplicado com objetivo de 

melhorar a situação obtida. 

O sistema de transporte para idosos e deficientes de São Paulo, Brasil, 

denominado “programa atende”, foi alvo de pesquisa por Znamensky e Cunha 

(1999). O problema é caracterizado pelo DARP estático, com veículos de baixa 

capacidade, com o objetivo de determinar as rotas de custo mínimo que atendam ao 

conjunto de clientes respeitando uma série de restrições temporais e operacionais. O 

trabalho foi aplicado a um conjunto de 350 requisições de clientes distribuídos ao 

longo dos dias e com veículos localizados em 47 garagens estrategicamente 

distribuídas na cidade de São Paulo. A estratégia de solução adotada pelos autores 

foi baseada na heurística de Madsen et al. (1995) acrescida de um procedimento de 

melhoria de rotas apresentada por Toth e Vigo (1997). 

Faria et al. (2010) aplicaram o DARP ao problema de transporte de pessoas 

com deficiência na cidade de São José dos Campos, São Paulo, Brasil. Como 

método, os autores implementaram uma heurística de inserção paralela utilizando a 

linguagem do Visual Basic no Microsoft Office Excel para a simulação de casos 

reais. 

Rodrigues, Rosa e Resendo (2012) aplicaram o DARP com dados fornecidos 

pelo programa de transporte de cadeirantes “porta-a-porta” da Prefeitura de Vitória, 



46 

 

  

Espírito Santo, Brasil. O programa conta em média com 200 clientes recebendo 

aproximadamente 40 requisições por dia. Diversos cenários foram testados 

envolvendo 10, 15 e 20 requisições envolvendo veículos com capacidade para 3 e 6 

cadeirantes. Os autores apresentam como estratégia de solução uma abordagem 

matemática através da Programação Linear Inteira e para resolução utilizam o 

software CPLEX Optimization Studio. 

Haweroth (2017) abordou o problema aplicando-o no serviço especial de 

transporte para deficientes e restrição de mobilidade, chamado Transporte Eficiente, 

na cidade de Joinville, Santa Catarina, Brasil. O sistema atualmente realiza\ o 

atendimento por dia, levando os usuários até hospitais, escolas, trabalhos ou outras 

atividades. O problema se caracteriza pelo balanceamento da função multiobjetivo 

entre a minimização dos custos operacionais e maximização da satisfação dos 

clientes.  Os cenários foram obtidos considerando aproximadamente 129 requisições 

e 12 veículos com capacidade heterogênea e solucionados por meio da 

metaheurística Interated Local Search (ILS). 

Essa dissertação é uma extensão dos trabalhos Cordeau (2006) e Rodrigues, 

Rosa e Resendo (2012) diferenciando-se pela heterogeneidade da frota veicular e 

das características físicas dos clientes (se cadeirante ou não). Além disso, o 

presente trabalho propõe um estudo de caso com aplicação real do DARP no 

sistema de transporte de pessoas em tratamento de saúde contínuo (ex.: 

hemodiálise, quimioterapia, etc.) e/ou com comprometimento severo da mobilidade. 
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3 METODOLOGIA  

 

Esse capítulo apresenta a metodologia para essa pesquisa, classificando e 

expondo seu desenvolvimento e modelagem matemática para a resolução do 

Problema Dial-a-Ride com capacidades heterogêneas. O capítulo está dividido em: 

classificação da pesquisa (seção 3.1); delineamento da pesquisa (seção 3.2); e, a 

modelagem matemática (seção 3.3). 

 

3.1  CLASSIFICAÇÃO DA PESQUISA 

 

Do ponto de vista da natureza do trabalho, essa dissertação é uma pesquisa 

aplicada. Segundo Silva e Menezes (2005), uma pesquisa aplicada busca produzir 

conhecimento para a aplicação prática com solução de problemas específicos 

envolvendo verdades e interesses locais. Quanto a abordagem, este trabalho 

caracteriza-se de forma quantitativa utilizando-se de dados e resultados numéricos e 

mensuráveis. Em relação ao objetivo, sua classificação é de estudo exploratório 

buscando familiaridade com o problema estudado, de modo a explicitá-lo e gerar 

hipóteses (GIL, 1991). 

Além disso, essa pesquisa é classificada, quanto aos seus procedimentos, 

como um estudo de caso. Yin (2015) e Martins, Mello e Turrioni (2014) afirmam que 

esse tipo de pesquisa tem o objetivo de explicitar e investigar um “caso” obtendo 

uma perspectiva total dos fenômenos explicando-os em termos de relação de causa 

e efeito.  

O método a ser utilizado no trabalho é de modelagem e simulação. Segundo 

Ganga (2011), um modelo pode ser caracterizado como sendo uma representação 

ou idealização de um problema real apresentando uma estrutura lógica da descrição 

e complexidade do problema. Ainda segundo o autor, esse tipo de pesquisa agrupa 

dados como variáveis, objetivos e restrições para processar as informações de um 

problema do cenário em estudo. Sabendo disso, o autor apresenta um modelo 

matemático com objetivo de representar um problema, utilizando-se de dados, 

restrições e variáveis, com o intuito de fornecer ao usuário informações auxiliando na 

sua tomada de decisão. 
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3.2  DELINEAMENTO DA PESQUISA 

 

A primeira etapa dessa pesquisa consistiu na definição do problema, 

analisando os seus aspectos e contextos dentro do programa de pós-graduação, 

além da sua relevância e contribuição científica, social, cultural e ambiental.  

Em seguida foi realizado um levantamento bibliográfico acerca dos principais 

temas abordados nesse trabalho: Transporte público especial para pessoas com 

deficiência e mobilidade reduzida, Redes de Transporte e Teoria dos Grafos, 

Problema de Roteamento de Veículos, Problema Dial-a-Ride com foco no transporte 

de pessoas com mobilidade reduzida, entre outros. Esta etapa foi de suma 

importância e tem objetivo de proporcionar aprimoramento teórico dos temas 

abordados e contribuição com o conhecimento dos assuntos discutidos na pesquisa. 

Além disso, esta etapa requereu uma verificação detalhada na literatura nas 

pesquisas que tenham utilizado modelos matemáticos para resolução do DARP por 

método exato, a aplicabilidade em contexto reais e a significância dos resultados 

obtidos.  

A Figura 8 apresenta um fluxograma com as etapas que contemplam a 

metodologia desse trabalho. 

Figura 8 - Fluxograma para a metodologia do trabalho  

 

Fonte: O autor (2021) 

A terceira etapa consistiu no desenvolvimento do modelo matemático 

utilizando Programação Linear Inteira Mista (PLIM). O modelo completo será 

apresentado detalhadamente na seção 3.3 dessa pesquisa. Nesta etapa é verificado 

se a função e restrições atendem as características do problema a ser estudado. 

Na sequência do delineamento da pesquisa, após o desenvolvimento do 

modelo matemático, seguiu-se para a quarta etapa, que consiste na coleta de 
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dados. Esta etapa envolveu a coleta e união de informações importantes que 

serviram de entrada para aplicação do modelo, por exemplo: número de clientes e 

suas especificações (locais de embarque e desembarque, horário desejado, 

quantidade de passageiros e se utilizam cadeiras de rodas), quantidade de veículos, 

sua capacidade e o local da garagem. Todos os dados apresentados foram 

disponibilizados pelo Programa Segue Cuidando e pela Secretaria de Transportes 

da Prefeitura de Paulista, Pernambuco. 

Após isso, diversos cenários foram definidos para estudo. Tais cenários foram 

diferenciados de acordo com o número de viagens e a quantidade de veículos de 

modo a apresentar os impactos gerados.  Na sexta etapa, o modelo matemático foi 

implementado em um arquivo de modelagem (.mod) e os cenários em um arquivo de 

dados (.dat) no software CPLEX Optimization Studio 12.10.0, versão acadêmica. 

Na análise dos resultados foi verificado se o roteamento proposto foi viável ou 

não ao programa, atendendo a todas as restrições impostas no modelo matemático. 

Além disso nesta etapa foi observado o comportamento das capacidades dos 

veículos, o atendimento dos usuários dentro das janelas de tempo e do limite 

máximo de permanência dentro do veículo. Nesta etapa também foi realizada uma 

análise de sensibilidade quando a variação das janelas de tempo em busca de 

possíveis melhorias para o roteamento e satisfação dos usuários. 

Por fim, compondo a última etapa, o delineamento da pesquisa encerra com 

as discussões sobre os benefícios da utilização do modelo matemático e suas 

considerações finais.  

 

3.3  MODELAGEM MATEMÁTICA 

 

A formulação matemática apresentada neste trabalho é modelada utilizando 

Programação Linear Inteira Mista com base no modelo apresentado por Cordeau 

(2006) para o DARP estático e no modelo para o DARP-JT com janelas de tempo 

bilateral apresentado por Rodrigues, Rosa e Resendo (2012). 

O modelo abordado nessa pesquisa trata o DARP estático com múltiplos 

veículos heterogêneos em relação aos tipos de assentos, capacidade definida, 

garagem de início e término em local único e considerando janela de tempo bilateral 

nos pontos de coleta e entrega e na garagem para assegurar o atendimento mais 
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efetivo e confortável. Diferentemente dos trabalhos citados anteriormente, podemos 

destacar a heterogeneidade dos tipos de assentos possibilitando o transporte de 

diversos tipos de clientes. Nesse trabalho vamos abordar a compartimentação dos 

assentos por especificidade sendo cadeirantes ou não-cadeirantes.  

O modelo considera a existência de 𝑛 clientes (ou requisições de 

transporte/viagens), cada um associado a um nó de coleta 𝑖 e um nó de entrega 𝑛 +

𝑖, a serem transportados por uma frota veicular de 𝑘 veículos partindo de uma única 

garagem. O modelo é representado por um grafo dirigido completo 𝐺 =  (𝑁, 𝐴), onde 

𝑁 representa o conjunto de vértices e 𝐴 o conjunto de arcos. O conjunto de vértices 

é dado por  𝑁 =  𝑃 ∪ 𝐷 ∪ 𝐸, em que: 

 

• P =  {1, . . . , 𝑛}, representa o conjunto de pontos de coleta; 

• D = {𝑛 + 1, . . . , 2𝑛}, representa o conjunto de pontos de entrega; 

• E = {0, 2𝑛 + 1}, representa o depósito e sua cópia, respectivamente. Toda rota 

inicia em 𝑖 =  0 e termina em 𝑖 =  2𝑛 + 1. 

 

O conjunto de arestas é 𝐴 =  {(𝑖, 𝑗): 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖 ≠ 2𝑛 + 1, 𝑗 ≠ 0} e 

corresponde aos arcos associados às conexões entre os vértices. 𝐾 = {1,… , 𝑘𝑦} 

representa o conjunto de veículos, onde cada veículo 𝑘 ∈ 𝐾 possui tipos de assentos 

diferenciados para cada tipo de cliente (ex.: normais, cadeirantes, crianças, etc.), 

𝑅 =  {1, . . . 𝑟𝑦}. Além disso, cada veículo 𝑘 ∈ 𝐾 possui uma capacidade fixa 

conhecida para cada tipo 𝑟 ∈ 𝑅 de assento, denotado por 𝑄𝑘𝑟. 

No momento da requisição do transporte, cada cliente 𝑢𝑖 especifica um local 

de embarque 𝑖 e um local de desembarque 𝑛 + 𝑖, além de informar a quantidade de 

cada tipo de passageiros 𝑠𝑖
𝑟 (𝑖 ∈ 𝑃, 𝑟 ∈ 𝑅), tal que 𝑠𝑖

𝑟 = −𝑠𝑛+𝑖
𝑟  . Na garagem é 

garantido que cada veículo saia e retorne vazio, ou seja, 𝑠0
𝑟 = 𝑠2𝑛+1

𝑟 = 0. 

Outros parâmetros definidos no problema são apresentados a seguir: 

 

• 𝑐𝑖𝑗 – Custo de deslocamento para percorrer o arco (𝑖, 𝑗); 

• 𝑡𝑖𝑗 – Tempo de deslocamento para percorrer o arco (𝑖, 𝑗); 

• 𝑑𝑖 – Duração do serviço para embarque ou desembarque associado ao vértice 𝑖; 

• 𝑒𝑖 – Janela de tempo inferior associado ao vértice 𝑖; 
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• 𝑙𝑖 – Janela de tempo superior associado ao vértice 𝑖. 

Foram definidas também as variáveis de decisão para a estruturação do 

modelo matemático: 

 

• 𝑥𝑖𝑗
𝑘  – Variável binária que assume valor igual a 1 se o veículo 𝑘 trafega direto de 

𝑖 para 𝑗, 0 caso contrário; 

• 𝑥𝑘 – Variável binária que assume valor igual a 1 se o veículo 𝑘 é utilizado, 0 caso 

contrário; 

• 𝑏𝑖
𝑘 – Variável real não negativa que representa o instante em que o veículo 𝑘 

começa a atender o vértice 𝑖; 

• 𝑠𝑖
𝑘𝑟 – Variável inteira não negativa que representa a quantidade de assentos do 

tipo 𝑟 ocupados no veículo 𝑘 após visitar o vértice 𝑖. 

 

Com base nos parâmetros e variáveis definidas acima, o modelo matemático 

é apresentado a seguir:  

 

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 ∑∑∑   

𝑘∈𝐾

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗
𝑘

𝑗∈𝑁𝑖∈𝑁

                                                                                                        (3.1) 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎: 

𝑥𝑘 = ∑𝑥0𝑗
𝑘

𝑗∈𝑁

, ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                                               (3.2) 

∑∑𝑥𝑖𝑗
𝑘

𝑗∈𝑁𝑘∈𝐾

= 1, ∀𝑖 ∈ 𝑃                                                                                                              (3.3) 

∑𝑥𝑖𝑗
𝑘

𝑗∈𝑁

− ∑𝑥𝑛+𝑖,𝑗
𝑘

𝑗∈𝑁

= 0, ∀𝑖 ∈ 𝑃;  𝑛 + 𝑖 ∈ 𝐷; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                      (3.4) 

∑𝑥0𝑘
𝑘

𝑗∈𝑃

 ≤ 1, ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                                                  (3.5) 

∑𝑥𝑗𝑖
𝑘

𝑗∈𝑁

− ∑𝑥𝑖𝑗
𝑘

𝑗∈𝑁

= 0, ∀𝑖 ∈ 𝑃 ∪ 𝐷; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                         (3.6) 

∑𝑥𝑖,2𝑛+1
𝑘

𝑖∈𝐷

 ≤ 1, ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                                            (3.7) 

𝑠𝑗
𝑘𝑟 ≥ (𝑠𝑖

𝑘𝑟 + 𝑠𝑖
𝑟)𝑥𝑖𝑗

𝑘 , ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁; ∀𝑘 ∈ 𝐾; ∀𝑟 ∈ 𝑅                                                              (3.8) 

𝑠𝑖
𝑘𝑟 ≤ 𝑄𝑘𝑟 , ∀𝑖 ∈ 𝑁; ∀𝑘 ∈ 𝐾; ∀𝑟 ∈ 𝑅                                                                                   (3.9) 
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𝑠𝑖
𝑘𝑟 = 0, ∀𝑖 ∈ 𝐺; ∀𝑘 ∈ 𝐾; ∀𝑟 ∈ 𝑅                                                                                      (3.10) 

𝑠𝑗
𝑘𝑟 ≥ 0, ∀𝑗 ∈ 𝑁; ∀𝑘 ∈ 𝐾; ∀𝑟 ∈ 𝑅                                                                                      (3.11) 

𝑏𝑗
𝑘 ≥ (𝑏𝑖

𝑘 + 𝑑𝑖
 + 𝑡𝑖𝑗)𝑥𝑖𝑗

𝑘 , ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                      (3.12) 

𝑒𝑖 ≤ 𝑏𝑖
𝑘 ≤ 𝑙𝑖, ∀ 𝑖 ∈ 𝑁; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                             (3.13)  

𝑥𝑖𝑗
𝑘 ∈ {0,1}, ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                              (3.14) 

𝑥𝑘
 ∈ {0,1}, ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                                                 (3.15) 

O objetivo do modelo consiste em determinar um conjunto de rotas (cada uma 

atribuída a um veículo) de modo a minimizar o custo total da viagem, visitando cada 

cliente uma única vez e atendendo integralmente a sua demanda.  

A Função Objetivo (3.1) tem a finalidade de minimizar o custo total da viagem. 

As restrições (3.2) faz a correlação entre as variáveis 𝑥𝑘 e 𝑥0𝑗
𝑘  controlando assim o 

número de veículos que irão sair da garagem. As restrições (3.3) asseguram que 

cada requisição seja atendida uma única vez. O atendimento dos pontos de coletas 

e entrega de uma requisição pelo mesmo veículo é garantido pelas restrições (3.4). 

As restrições (3.5), (3.6), (3.7) garantem, respectivamente, que a rota de cada 

veículo 𝑘 se inicia na garagem (𝑖 = 0), não apresenta interrupções de fluxo 

intermediário durante o seu trajeto e por fim esse mesmo veículo retorna para a 

garagem (𝑖 = 2𝑛 +  𝑖).  

As restrições (3.8) e (3.9) asseguram o balanceamento da quantidade de 

cada tipo de clientes de modo a não ultrapassar a capacidade disponível do veículo. 

A garantia da não existência de clientes na garagem e a não negatividade da 

variável é garantida pelas restrições (3.10) e (3.11), respectivamente. As restrições 

(3.12) garantem a consistência dos horários de visitação em cada vértice. As 

restrições (3.13) evidenciam a não violação das janelas de tempo e garante que o 

serviço de coleta ou entrega se inicie dentro os instantes 𝑒𝑖 e 𝑙𝑖. Por fim, as 

restrições (3.14) e (3.15) garantem que as variáveis são binárias. 

Como podemos observar o modelo matemático apresentado é não linear 

devido as restrições apresentadas em (3.8), (3.12). De acordo com Cordeau (2006) 

essas restrições podem ser linearizadas através da introdução de uma constante. 

Sendo 𝑀𝑖𝑗
𝑘  ≥ max {0, 𝑙𝑖 + 𝑑𝑖 + 𝑡𝑖𝑗 − 𝑒𝑗}, 𝑊𝑖𝑗

𝑘 ≥ min {𝑄𝑘𝑟 , 𝑄𝑘𝑟 + 𝑠𝑖
𝑟}, as restrições (3.8), 

(3.12) podem ser substituídas, respectivamente por: 
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𝑠𝑗
𝑘𝑟 ≥ 𝑠𝑖

𝑘𝑟 + 𝑠𝑖
𝑟 −𝑀𝑖𝑗

𝑘 (1 − 𝑥𝑖𝑗
𝑘 ), ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                    (3.16) 

𝑏𝑗
𝑘 ≥ 𝑏𝑖

𝑘 + 𝑑𝑖 − 𝑡𝑖𝑗 −𝑊𝑖𝑗
𝑘(1 − 𝑥𝑖𝑗

𝑘 ), ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁; ∀𝑘 ∈ 𝐾                                            (3.17) 
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4 ESTUDO DE CASO 

 

Neste capítulo é apresentado o estudo de caso realizado a partir dos temas 

abordados nesta pesquisa. Seu principal objetivo é exemplificar a aplicação do 

modelo matemático e apresentar os resultados obtidos junto ao programa Segue 

Cuidando da Prefeitura da cidade de Paulista, Pernambuco, Brasil. Ainda neste 

capítulo é analisado o comportamento do roteamento e atendimento dos clientes em 

relação à variação do número de veículos utilizados.  

 

4.1  DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

 

Criado em 2014, o Segue Cuidando é um programa social, administrado pela 

Secretaria de Saúde e Superintendência Administrativa Financeira da cidade de 

Paulista, Pernambuco, Brasil, que garante o transporte gratuito aos moradores, para 

tratamentos de saúde contínuos de microcefalia, hemodiálise, quimioterapia, 

radioterapia e/ou reabilitação com comprometimento da mobilidade e que não 

possuem autonomia para utilizar outros tipos de transportes coletivos. O programa é 

assegurado pela Lei Municipal Nº 4452/2014 e estabelece diretrizes e orientações 

para garantir um transporte confiável e seguro a todos os clientes (PAULISTA, 

2014).  

Nos tópicos a seguir serão apresentados o detalhamento da operação do 

serviço com base na legislação, regulamentação do programa e informações 

públicas disponíveis na prefeitura da cidade (URJA SOCIAL, 2014; 

REGULARMENTO, 2014). 

 

4.1.1 Número de usuários e processo de seleção 

 

Desde sua criação, o programa já beneficiou mais de 500 usuários e 

atualmente são mensalmente transportados 180 usuários das suas residências até 

as unidades de saúde, e vice-versa.  De acordo com os gestores, atualmente o 

programa realiza semanalmente em média 45 viagens beneficiando mais de 60 

pessoas, dentre usuários e acompanhantes.  

Para utilização do serviço, os usuários precisam passar por um processo 

seletivo. A Figura 9 ilustra detalhadamente os cinco passos da triagem realizado  
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Inicialmente os candidatos precisam preencher um formulário de inscrição 

(Figura 10) solicitando o atendimento no programa.  No formulário são solicitados os 

seus dados pessoais, a programação das viagens (locais e horário de atendimento 

do embarque e desembarque, quantidade de passageiros cadeirantes e/ou não 

cadeirantes) e a ficha de avaliação médica comprovando a necessidade de 

atendimento especializado.  Além disso os candidatos precisam atender alguns 

requisitos estabelecidos pela legislação:  

 

a) estar em tratamento contínuo de saúde que apresentem dificuldades para 

locomoção aos demais meios de transporte público;  

b)  estar inscrito no CADÚnico do Governo Federal;  

c)  ter renda familiar per capita inferior a um salário-mínimo; e 

d)  comprovar residência no município; 

e) possuir atendimento médico nas clínicas e hospitais de Paulista, Recife e 

Olinda. 

Figura 9 - Processo de inscrição dos novos beneficiários do programa Segue Cuidando 

 
Fonte: Urja Social (2014) 

Após a fase de validação dos dados em relação aos critérios de elegibilidade, 

os candidatos são cadastrados e credenciados no programa e ficam aguardando a 

terceira etapa para o encaixe nas rotas já existentes ou criação de novas rotas. 

Na terceira fase, referente a elaboração dos roteiros, é observado a 

disponibilidade das rotas existentes para inclusão de novos usuários. É permitido 

também a criação de novas rotas desde que haja disponibilidade de veículos para 

atendimento de usuários que tenham origens e destinos compatíveis com o 

planejamento do serviço. Vale ressaltar que no programa Segue Cuidando as rotas 

seguem um planejamento empírico do analista local que organiza os usuários de 
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acordo com a proximidade dos seus pontos de origem e destino. Além disso o 

programa só atende a rotas pré-estabelecidas, não sendo permitido fazer 

adaptações, mudanças de horário, compensações ou trocas de qualquer natureza. 

Sendo estabelecido uma rota ao candidato credenciado ele passa a ser usuário ativo 

no programa. 

 

Figura 10 - Formulário de inscrição do programa Segue Cuidando 

 
Fonte: Urja Social (2014) 
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Em seguida, os usuários recebem uma credencial magnética com as suas 

informações vitais e que servem de identificação para utilização de serviço. A 

credencial também auxilia no monitoramento do uso do serviço e acompanham o 

desempenho do motorista. Por fim, só aguardar no horário e local informado para 

realização do atendimento de transporte.  

 

4.1.2 Tipos de veículos 

 

No início de sua operação em 2014 o transporte dos usuários era realizado 

por veículos do tipo Kombi. Devido à falta de acessibilidade dos veículos e a alta 

demanda o programa não conseguia atender com segurança e qualidade aos 

usuários cadeirantes.  Em setembro de 2017 o programa investiu na compra de três 

novos veículos do tipo van para renovar a frota e garantir o atendimento pleno, com 

maior conforto e qualidade para usuários comuns e cadeirantes.  

Dentre os novos veículos dois são comuns e um adaptado para o transporte 

de cadeirantes. Os veículos comuns possuem capacidade para transportar doze 

passageiros. A van adaptada possui capacidade para o transporte de dez 

passageiros, sendo destes quatro cadeirantes e seis comuns. Recentemente, em 

agosto de 2020, uma nova renovação de frota foi realizada com a substituição por 

novos veículos com as mesmas características citadas anteriormente. 

Atualmente todos os veículos se encontram em bom estado de conservação e 

possuem uma rotina de revisão e manutenção veicular. Além disso, todos os 

veículos são equipados com sistema de localização por GPS capazes de monitorar 

em tempo real a localização e movimentação dos veículos, os indicadores de uso e 

os usuários embarcados e desembarcados.  

Todos os veículos iniciam e terminam seu expediente no prédio administrativo 

da cidade localizado na Av. Brasil, 222, Maranguape 1. Nesse mesmo local os 

veículos são estacionados e guardados durante o período da não operacionalização 

do serviço. 

 

4.1.3 Operação do serviço 

 

O atendimento é realizado aos usuários da segunda-feira ao sábado das 

06:00h às 22:00h, exceto em feriados ou pontos facultativos, e tem como o objetivo 
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o benefício coletivo atendimento ao máximo de credenciados, de acordo com os 

recursos existentes.  De acordo com o regulamento do programa cada usuário pode 

agendar no máximo cinco viagens por semana, sendo restrita ao máximo de duas 

viagens por dia.  

O planejamento das rotas é realizado diariamente com base nos dados 

informados previamente pelos usuários no sistema e da proximidade dos pontos de 

coleta e entrega. O programa segue uma rota pré-estabelecida e rígida, não sendo 

permitido a realização de adaptações, mudanças de horários, compensações e/ou 

trocas de qualquer natureza. Atualmente essa etapa é realizada manualmente e de 

maneira empírica. 

A operação do serviço conta com um motorista em cada van treinado e 

preparado para executar o ato de embarque e desembarque dos usuários no 

veículo. Outrossim, os motoristas devem aguardar no máximo cinco minutos de 

tolerância após o horário programado para embarque, tanto no local de origem ou 

destino.  

Ainda segundo o regulamento do programa, não é permitido o transporte de 

usuários sem apresentar o cartão de identificação, sem agendamento prévio e sem 

estar no local previsto de embarque. Fica facultativo aos usuários o transporte de 

materiais e/ou equipamentos extras referentes a sua patologia e/ou deficiência (ex.: 

cilindros de oxigênio, respiradores, bengalas, almofadas, etc.).  

 

4.2  IMPLEMENTAÇÃO DO MODELO 

 

Para a implementação do modelo, foram testados cenários entre 10 e 20 

viagens utilizando os dados reais fornecidos pelo programa Segue Cuidando. Para 

simulação do atendimento durante todo o dia de operação, dividiu-se as viagens em 

três períodos de acordo com os horários de embarque e desembarque dos 

passageiros: matutino (06h às 11h30), vespertino (12h30 às 18h) e noturno (19h às 

22h), com horizonte de operação em 330, 330 e 180 minutos, respectivamente.  

Em relação aos veículos, foram utilizados os veículos descritos na seção 

4.1.2. Vale ressaltar que o estudo de caso foi efetuado com todos os veículos com 

seus pontos de partida e retorno da garagem do prédio administrativo da cidade.   
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Para obter as distâncias e os tempos de viagem entre os pontos, 𝑐𝑖𝑗 e 𝑡𝑖𝑗 

respectivamente, foi utilizado o Google Maps (GOOGLE MAPS, 2020). O Google 

Maps é um serviço de navegação via internet gratuito oferecido pelo Google que 

permite a visualização de mapas e imagens de satélites da Terra, além de, entre 

outras funcionalidades, localizar endereços e traçar rotas entre dois ou mais pontos, 

fornecendo a distância, o tempo e a descrição do trajeto.  Esses parâmetros foram 

essenciais para a construção das matrizes de distância (𝐶𝑖𝑗) e tempo (𝑇𝑖𝑗), com 

unidades de medidas em quilômetros e minutos respectivamente. Devido às 

restrições de precedências, Cordeau (2006) recomenda a aplicação de matrizes 

assimétricas, as quais serão aplicados nessa pesquisa, ou seja, considerando 𝑐𝑖𝑗 ≠

𝑐𝑗𝑖 e 𝑡𝑖𝑗 ≠ 𝑡𝑗𝑖. 

Em todos os vértices foi estabelecido uma janela de tempo bilateral [𝑒𝑖, 𝑙𝑖] 

limitando o horário de atendimento. Além disso, para estabelecer uma comodidade 

aos usuários, um tempo máximo de viagem foi estabelecido através da diferença da 

janela de tempo superior (𝑙𝑖) do ponto de entrega pela janela de tempo inferior (𝑒𝑖) 

do ponto de coleta. Para o tempo de duração para embarque e desembarque (𝑑𝑖) foi 

atribuído o tempo de 2 minutos (URJA SOCIAL, 2014).  

Os dados coletados com as informações dos usuários do Programa Segue 

Cuidando foram exportados para o Microsoft Office Excel contendo as informações 

completas das viagens: local de embarque e desembarque, horários de coleta e 

entrega e a quantidade de passageiros cadeirantes e não cadeirantes (Figura 11).  

 

Figura 11 - Planilha com as requisições de viagem dos usuários 

 
Fonte: O autor (2021) 

Para cada cenário simulado foi criado um arquivo de dados, um arquivo com 

a implementação do modelo matemático e um arquivo de configuração que conecta 

os arquivos anteriores com a finalidade de executar os cenários propostos e 

Endereço Endereço IDA VOLTA Cadeirantes Não cadeirantes

1 R. da Aurora, 984 - Jardim Paulista R. dos Coelhos, 300 - Boa Vista 06h30  14h00 1 1

2 R. Sessenta e Sete, 115 - Jardim Paulista Av. Cruz Cabugá, 1597 - Santo Amaro 07h00  13h30 0 2

3 R. Catende, 465-325 - Artur Lundgren L Av. Cruz Cabugá, 1597 - Santo Amaro 07h00  12h00 0 1

4 R. Sairé, 100 - Artur Lundgren I R. da Levada, 180 - Centro, Paulista 10h00  12h00 0 1

5 R. Petrolina, 292-316 - Arthur Lundgren II Av. Caxangá, 3860 - Iputinga 07h30  11h00 0 1

6 R. Cento e Três, 167-45 - Maranguape I Av. Prof. Moraes Rego, 1235 - Cidade Universitária 06h00  14h00 1 1

7 R. São Paulo, 375-269 - Vila Torres Galvão Av. Dr. José Augusto Moreira, 1074 - Casa Caiada 08h00  10h00 0 2

8 R. Vinte e Três, 184-240 - Maranguape I Av. Dezessete de Agosto, 387 - Casa Forte 07h00  12h00 0 1

Requisição
Coleta Entrega Quantidade de passageirosHorário
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apresentar os resultados. O tempo máximo de processamento permitido foi de duas 

horas. Ao atingir esse limite, o programa é interrompido e a melhor solução e o gap 

(%) são retornados. 

A formulação do modelo matemático e a execução de todos os cenários 

foram implementados no software CPLEX Optimization Studio 12.10.0 em sua 

versão acadêmica disponibilizada pela International Business Machines (IBM, 2020). 

A característica do computador utilizado é de processador Intel Celeron 1,10GHz 

com 4 GB de memória.  

 

4.3  CENÁRIOS DE TESTES 

 

 As características dos cenários para a validação do modelo estão 

representadas na Tabela 3, onde n representa o número de requisições (coleta e 

entrega); 𝑄𝑘𝑟 retrata a capacidade de cada veículo 𝑘 ∈ {1, 2, 3} de acordo com seu 

tipo de assento 𝑟 ∈ {1, 2} (com 𝑟 =  1 representando os assentos comuns e 𝑟 = 2 os 

assentos para cadeirantes); e, H indica o horizonte de planejamento da operação.  

Tabela 3- Características dos cenários 

 

Fonte: O autor (2021) 

Normal Adaptado

1 10 2 1 6 4 12 0 12 0 330

2 10 1 1 6 4 12 0 - - 330

3 12 2 1 6 4 12 0 12 0 330

4 12 1 1 6 4 12 0 - - 330

5 14 2 1 6 4 12 0 12 0 330

6 14 1 1 6 4 12 0 - - 330

7 16 2 1 6 4 12 0 12 0 330

8 16 1 1 6 4 12 0 - - 330

9 18 2 1 6 4 12 0 12 0 330

10 18 1 1 6 4 12 0 - - 330

11 20 2 1 6 4 12 0 12 0 330

12 20 1 1 6 4 12 0 - - 330

13 10 2 1 6 4 12 0 12 0 180

14 10 1 1 6 4 12 0 - - 180

15 12 2 1 6 4 12 0 12 0 180

16 12 1 1 6 4 12 0 - - 180

17 14 2 1 6 4 12 0 12 0 180

18 14 1 1 6 4 12 0 - - 180

H (Horizonte de 

planejamento)
Cenários

           (Capacidade dos veículos)K (Veículos disponíveis)

𝑄 
11 𝑄 

12 𝑄 
21 𝑄 

22 𝑄 
 1 𝑄 

 2

𝑄 
𝑘𝑟

𝑛
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Os cenários do 1 ao 12 possuem um horizonte de planejamento de 330 

minutos e correspondem aos períodos matutinos (06h às 11h30) ou vespertino 

(12h30 às 18h), totalizando 5h e 30 minutos de operação. Nesses cenários foram 

analisadas as variações de demanda entre dez e vinte requisições de transporte. Já 

os cenários do 13 ao 18 retratam a operação do período noturno (19h às 22h), 

totalizando 3h de serviço. Esses cenários abordaram uma variação de demanda 

menor devido ao horário de operação, entre 10 e 14 requisições de transporte. Nos 

cenários de numeração ímpar, buscou-se analisar o comportamento do modelo 

utilizando os três veículos disponíveis no programa (um veículo adaptado com 

capacidade de 6 assentos normais e 4 assentos para cadeirantes, e dois veículos 

não adaptados com capacidade para 12 assentos normais), enquanto nos cenários 

com numeração par avaliou-se o impacto com a retirada de um dos veículos não 

adaptado. 

Os valores utilizados para as janelas de tempo [𝑒𝑖, 𝑙𝑖] na coleta em todos os 

cenários foi de ±5 minutos em relação ao horário solicitado e foram definidos de 

acordo com o regulamento do programa para garantir uma maior qualidade do 

serviço, reduzir o tempo total de percurso do veículo e minimizar o tempo de espera 

do usuário pelo veículo. Já nos pontos de entrega foram realizadas as seguintes 

considerações: para o limite inferior da janela de tempo (𝑒𝑖) foi atribuído o mesmo 

valor da janela de tempo inferior do seu ponto de coleta correspondente, e no limite 

superior da janela de tempo (𝑙𝑖) foi considerado o valor da janela de tempo superior 

do seu ponto equivalente da coleta acrescido de 90 minutos. Esse valor foi utilizado 

para limitar o tempo máximo de permanência do usuário no veículo garantindo que 

não exceda 1h e 30 minutos, com isso não tem restrição de Ride Time. 

Em cada ponto de coleta dada quantidade de passageiros é coletada para a 

realização do transporte com destino ao seu ponto de entrega. Os passageiros 

podem ser cadeirantes ou não cadeirantes além de ser permitido a presença de um 

acompanhante, caso necessário. 

Os valores das janelas de tempo e as quantidades de passageiros podem ser 

observados na Tabela 4 (cenário com 𝑛 = 10 e 𝐻 = 330), Tabela 5 (cenário com 

𝑛 = 12 e 𝐻 = 330), Tabela 6 (cenário com 𝑛 = 14 e 𝐻 = 330), Tabela 7 (cenário 

com 𝑛 = 16 e 𝐻 = 330), Tabela 8 (cenário com 𝑛 = 18 e H = 330), Tabela 9 

(cenário com 𝑛 = 20 e 𝐻 = 330), Tabela 10 (cenário com 𝑛 = 10 e 𝐻 = 180), 
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Tabela 11 (cenário com 𝑛 = 12 e 𝐻 = 180), Tabela 12 (cenário com 𝑛 = 14 e 𝐻 = 

180). 

Tabela 4 - Janelas de tempo e quantidade de passageiros (n = 10; H = 330) 

Nós 
Horário 

Solicitado  

Janela de Tempo ± 5 minutos Qnt. de passageiros 

Janela inferior 
( 𝑒𝑖 ) 

Janela 
superior ( 𝑙𝑖 ) 

Cadeirantes 
Não 

cadeirantes 

Garagem 0 -- 06h00 11h30 -- -- 

C
o
le

ta
 

1 06h30 06h25 06h35 1 1 

2 06h45 06h40 06h50 0 2 

3 06h50 06h45 06h55 0 1 

4 07h30  07h25 07h35 0 1 

5 07h50 07h45 07h55 0 2 

6 08h10 08h05 08h15 0 2 

7 09h30 09h25 09h35 1 1 

8 09h30 09h25 09h35 0 2 

9 10h00 09h55 10h05 0 2 

10 10h30 10h25 10h35 0 1 

E
n
tr

e
g
a

 

11 -- 06h25 08h00 1 1 

12 -- 06h40 08h15 0 2 

13 -- 06h45 08h20 0 1 

14 -- 07h25 09h00 0 1 

15 -- 07h45 09h20 0 2 

16 -- 08h05 09h40 0 2 

17 -- 09h25 11h00 1 1 

18 -- 09h25 11h00 0 2 

19 -- 09h55 11h30 0 2 

20 -- 10h25 12h00 0 1 

Garagem 21 ---- 06h00 11h30 ---- ---- 

Fonte: O autor (2021) 

 
Tabela 5 - Janelas de tempo e quantidade de passageiros (n = 12; H = 330) 

Nós 
Horário 

Solicitado  

Janela de Tempo ± 5 minutos Qnt. de passageiros 

Janela inferior 
( 𝑒𝑖 ) 

Janela 
superior ( 𝑙𝑖 ) 

Cadeirantes 
Não 

cadeirantes 

Garagem 0 -- 06h00 11h30 -- -- 

C
o
le

ta
 

1 06h15 06h10 06h20 1 1 

2 06h30  06h25 06h35 1 1 

3 06h45 06h40 06h50 0 2 

4 06h50 06h45 06h55 0 1 

5 07h30 07h25 07h35 0 1 
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6 07h50 07h45 07h55 0 1 

7 08h10 08h05 08h15 0 1 

8 09h30 09h25 09h35 0 1 

9 09h30 09h25 09h35 0 1 

10 10h00 09h55 10h05 0 2 

11 10h30 10h25 10h35 1 1 

12 10h30 10h25 10h35 1 1 

E
n
tr

e
g
a

 

13 -- 06h10 07h45 1 1 

14 -- 06h25 08h00 1 1 

15 -- 06h40 08h15 0 2 

16 -- 06h45 08h20 0 1 

17 -- 07h25 09h00 0 1 

18 -- 07h45 09h20 0 1 

19 -- 08h05 09h40 0 1 

20 -- 09h25 11h00 0 1 

21 -- 09h25 11h00 0 1 

22 -- 09h55 11h30 0 2 

23 -- 10h25 12h00 1 1 

24 -- 10h25 12h00 1 1 

Garagem 25 ---- 06h00 11h30 ---- ---- 

Fonte: O autor (2021) 

Tabela 6 - Janelas de tempo e quantidade de passageiros (n = 14; H = 330) 

Nós 
Horário 

Solicitado  

Janela de Tempo ± 5 minutos Qnt. de passageiros 

Janela inferior 
( 𝑒𝑖 ) 

Janela 
superior ( 𝑙𝑖 ) 

Cadeirantes 
Não 

cadeirantes 

Garagem 0 -- 06h00 11h30 -- -- 

C
o
le

ta
 

1 06h15 06h10 06h20 1 1 

2 06h30  06h25 06h35 1 1 

3 06h45 06h40 06h50 0 2 

4 06h50 06h45 06h55 0 1 

5 07h30 07h25 07h35 0 1 

6 07h50 07h45 07h55 0 1 

7 08h00  09h55 08h05 0 2 

8 08h10 08h05 08h15 0 1 

9 09h30 09h25 09h35 0 1 

10 09h30 09h25 09h35 0 1 

11 10h00 09h55 10h05 0 2 

12 10h00 09h55 10h05 0 2 

13 10h15 10h10 10h20 1 1 

14 10h30 10h25 10h35 1 1 

E
n
tr

e
g

a
 15 -- 06h10 07h45 1 1 

16 -- 06h25 08h00 1 1 
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17 -- 06h40 08h15 0 2 

18 -- 06h45 08h20 0 1 

19 -- 07h25 09h00 0 1 

20 -- 07h45 09h20 0 1 

21 -- 09h55 09h30 0 2 

22 -- 08h05 09h40 0 1 

23 -- 09h25 11h00 0 1 

24 -- 09h25 11h00 0 1 

25 -- 09h55 11h30 0 2 

26 -- 09h55 11h30 0 2 

27 -- 10h10 11h45 1 1 

28 -- 10h25 12h00 1 1 

Garagem 29 -- 06h00 11h30 ---- ---- 

Fonte: O autor (2021) 

Tabela 7 - Janelas de tempo e quantidade de passageiros (n = 16; H = 330) 

Nós 
Horário 

Solicitado  

Janela de Tempo ± 5 minutos Qnt. de passageiros 

Janela inferior 
( 𝑒𝑖 ) 

Janela 
superior ( 𝑙𝑖 ) 

Cadeirantes 
Não 

cadeirantes 

Garagem 0 -- 06h00 11h30 -- -- 

C
o
le

ta
 

1 06h15 06h10 06h20 1 1 

2 06h30  06h25 06h35 1 1 

3 06h45 06h40 06h50 0 2 

4 06h50 06h45 06h55 0 1 

5 07h00  06h55 07h05 0 2 

6 07h30 07h25 07h35 0 1 

7 07h50 07h45 07h55 0 1 

8 08h00  07h55 08h05 0 2 

9 09h30 09h25 09h35 0 1 

10 09h30 09h25 09h35 0 1 

11 10h00 09h55 10h05 0 2 

12 10h00 09h55 10h05 0 2 

13 10h15 10h10 10h20 0 1 

14 10h15 10h10 10h20 1 1 

15 10h30 10h25 10h35 1 1 

16 10h30 10h25 10h35 0 2 

E
n
tr

e
g
a

 

17 -- 06h10 07h45 1 1 

18 -- 06h25 08h00 1 1 

19 -- 06h40 08h15 0 2 

20 -- 06h45 08h20 0 1 

21 -- 06h55 08h30 0 2 

22 -- 07h25 09h00 0 1 

23 -- 07h45 09h20 0 1 
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24 -- 07h55 09h30 0 2 

25 -- 09h25 11h00 0 1 

26 -- 09h25 11h00 0 1 

27 -- 09h55 11h30 0 2 

28 -- 09h55 11h30 0 2 

29 -- 10h10 11h45 0 1 

30 -- 10h10 11h45 1 1 

31 -- 10h25 12h00 1 1 

32 -- 10h25 12h00 0 2 

Garagem 33 -- 06h00 11h30 ---- ---- 

Fonte: O autor (2021) 

Tabela 8 - Janelas de tempo e quantidade de passageiros (n = 18; H = 330) 

Nós 
Horário 

Solicitado  

Janela de Tempo ± 5 minutos Qnt. de passageiros 

Janela inferior 
( 𝑒𝑖 ) 

Janela 
superior ( 𝑙𝑖 ) 

Cadeirantes 
Não 

cadeirantes 

Garagem 0 -- 06h00 11h30 -- -- 

C
o
le

ta
 

1 06h15 06h10 06h20 1 1 

2 06h30  06h25 06h35 1 1 

3 06h45 06h40 06h50 0 2 

4 06h45 06h40 06h50 1 1 

5 06h50 06h45 06h55 0 2 

6 07h00  06h55 07h05 0 2 

7 07h30 07h25 07h35 0 1 

8 07h50 07h45 07h55 0 1 

9 08h00  07h55 08h05 0 2 

10 09h30 09h25 09h35 0 2 

11 09h30 09h25 09h35 0 1 

12 10h00 09h55 10h05 0 2 

13 10h00 09h55 10h05 0 2 

14 10h15 10h10 10h20 1 1 

15 10h15 10h10 10h20 0 1 

16 10h30 10h25 10h35 1 1 

17 10h30 10h25 10h35 0 2 

18 10h30 10h25 10h35 1 1 

E
n
tr

e
g
a

 

19 -- 06h10 07h45 1 1 

20 -- 06h25 08h00 1 1 

21 -- 06h40 08h15 0 2 

22 -- 06h40 08h15 1 1 

23 -- 06h45 08h20 0 2 

24 -- 06h55 08h30 0 2 

25 -- 07h25 09h00 0 1 

26 -- 07h45 09h20 0 1 
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27 -- 07h55 09h30 0 2 

28 -- 09h25 11h00 0 2 

29 -- 09h25 11h00 0 1 

30 -- 09h55 11h30 0 2 

31 -- 09h55 11h30 0 2 

32 -- 10h10 11h45 1 1 

33 -- 10h10 11h45 0 1 

34 -- 10h25 12h00 1 1 

35 -- 10h25 12h00 0 2 

36 -- 10h25 12h00 1 1 

Garagem 37 -- 06h00 11h30 -- -- 

Fonte: O autor (2021) 

Tabela 9 - Janelas de tempo e quantidade de passageiros (n = 20; H = 330) 

Nós 
Horário 

Solicitado  

Janela de Tempo ± 5 minutos Qnt. de passageiros 

Janela inferior 
( 𝑒𝑖 ) 

Janela 
superior ( 𝑙𝑖 ) 

Cadeirantes 
Não 

cadeirantes 

Garagem 0 -- 06h00 11h30 -- -- 

C
o
le

ta
 

1 06h15 06h10 06h20 1 1 

2 06h30  06h25 06h35 1 1 

3 06h45 06h40 06h50 0 2 

4 06h45 06h40 06h50 1 1 

5 06h50 06h45 06h55 0 2 

6 07h00  06h55 07h05 0 2 

7 07h30 07h25 07h35 0 1 

8 07h45 07h40 07h50 0 1 

9 07h50 07h45 07h55 0 2 

10 08h00  07h55 08h05 0 2 

11 09h30 09h25 09h35 0 2 

12 09h30 09h25 09h35 0 1 

13 09h45 09h40 09h50 0 2 

14 10h00 09h55 10h05 0 2 

15 10h00 09h55 10h05 1 1 

16 10h15 10h10 10h20 0 1 

17 10h15 10h10 10h20 1 1 

18 10h30 10h25 10h35 0 2 

19 10h30 10h25 10h35 1 1 

20 10h30 10h25 10h35 0 2 

E
n
tr

e
g
a

 

21 -- 06h10 07h45 1 1 

22 -- 06h25 08h00 1 1 

23 -- 06h40 08h15 0 2 

24 -- 06h40 08h15 1 1 

25 -- 06h45 08h20 0 2 
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26 -- 06h55 08h30 0 2 

27 -- 07h25 09h00 0 1 

28 -- 07h40 09h15 0 1 

29 -- 07h45 09h20 0 2 

30 -- 07h55 09h30 0 2 

31 -- 09h25 11h00 0 2 

32 -- 09h25 11h00 0 1 

33 -- 09h40 11h15 0 2 

34 -- 09h55 11h30 0 2 

35 -- 09h55 11h30 1 1 

36 -- 10h10 11h45 0 1 

37 -- 10h10 11h45 1 1 

38 -- 10h25 12h00 0 2 

39 -- 10h25 12h00 1 1 

40 -- 10h25 12h00 0 2 

Garagem 41 -- 06h00 11h30 -- -- 

Fonte: O autor (2021) 

Tabela 10 - Janelas de tempo e quantidade de passageiros (n = 10; H = 180) 

Nós 
Horário 

Solicitado  

Janela de Tempo ± 5 minutos Qnt. de passageiros 

Janela inferior 
( 𝑒𝑖 ) 

Janela 
superior ( 𝑙𝑖 ) 

Cadeirantes 
Não 

cadeirantes 

Garagem 0 -- 19h00 22h00 -- -- 

C
o
le

ta
 

1 19h10 19h05 19h15 1 1 

2 19h15 19h10 19h20 0 2 

3 19h15 19h10 19h20 0 1 

4 19h30 19h25 19h35 0 1 

5 19h40 19h35 19h45 0 2 

6 20h30 20h25 20h35 0 2 

7 20h50 20h45 20h55 1 1 

8 21h15 21h10 21h20 0 2 

9 21h30 21h25 21h35 0 2 

10 21h30 21h25 21h35 0 1 

E
n
tr

e
g
a

 

11 -- 19h05 20h40 1 1 

12 -- 19h10 20h45 0 2 

13 -- 19h10 20h45 0 1 

14 -- 19h25 21h00 0 1 

15 -- 19h35 21h40 0 2 

16 -- 20h25 22h00 0 2 

17 -- 20h45 22h20 1 1 

18 -- 21h10 22h45 0 2 

19 -- 21h25 23h00 0 2 

20 -- 21h25 23h00 0 1 
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Garagem 21 ---- 19h00 22h30 ---- ---- 

Fonte: O autor (2021) 

 
Tabela 11 - Janelas de tempo e quantidade de passageiros (n = 12; H = 180) 

Nós 
Horário 

Solicitado  

Janela de Tempo ± 5 minutos Qnt. de passageiros 

Janela inferior 
( 𝑒𝑖 ) 

Janela 
superior ( 𝑙𝑖 ) 

Cadeirantes 
Não 

cadeirantes 

Garagem 0 -- 19h00 22h00 -- -- 

C
o
le

ta
 

1 19h20 19h15 19h25 1 1 

2 19h20 19h15 19h25 1 1 

3 19h25 19h20 19h30 0 2 

4 19h30 19h25 19h35 0 1 

5 19h30 19h25 19h35 0 1 

6 19h30 19h25 19h35 0 1 

7 20h40 20h35 20h45 0 1 

8 20h40 20h35 20h45 0 1 

9 21h00 20h55 21h05 0 1 

10 21h00 20h55 21h05 0 2 

11 21h30 21h25 21h35 1 1 

12 21h30 21h25 21h35 1 1 

E
n
tr

e
g
a

 

13 -- 19h15 20h50 1 1 

14 -- 19h15 20h50 1 1 

15 -- 19h20 20h55 0 2 

16 -- 19h25 21h00 0 1 

17 -- 19h25 21h00 0 1 

18 -- 19h25 21h00 0 1 

19 -- 20h35 22h10 0 1 

20 -- 20h35 22h10 0 1 

21 -- 20h55 22h30 0 1 

22 -- 20h55 22h30 0 2 

23 -- 21h25 23h00 1 1 

24 -- 21h25 23h00 1 1 

Garagem 25 ---- 19h00 22h30 ---- ---- 

Fonte: O autor (2021) 

Tabela 12 - Janelas de tempo e quantidade de passageiros (n = 14; H = 180) 

Nós 
Horário 

Solicitado  

Janela de Tempo ± 5 minutos Qnt. de passageiros 

Janela inferior 
( 𝑒𝑖 ) 

Janela 
superior ( 𝑙𝑖 ) 

Cadeirantes 
Não 

cadeirantes 

Garagem 0 -- 19h00 22h00 -- -- 

C
o
le

ta
 

1 19h15 19h10 19h20 1 1 

2 19h20 19h15 19h25 1 1 
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3 19h20 19h15 19h25 0 2 

4 19h40 19h35 19h45 0 1 

5 19h40 19h35 19h45 0 1 

6 20h00 19h55 20h05 0 1 

7 20h00 19h55 20h05 0 2 

8 20h50 20h45 20h55 0 1 

9 21h00 20h55 21h05 0 1 

10 21h00 20h55 21h05 0 1 

11 21h15 21h10 21h20 0 2 

12 21h30 21h25 21h35 0 2 

13 21h30 21h25 21h35 1 1 

14 21h35 21h30 21h40 1 1 

E
n
tr

e
g
a

 

15 -- 19h10 20h45 1 1 

16 -- 19h15 20h50 1 1 

17 -- 19h15 20h50 0 2 

18 -- 19h35 21h10 0 1 

19 -- 19h35 21h10 0 1 

20 -- 19h55 21h30 0 1 

21 -- 19h55 21h30 0 2 

22 -- 20h45 22h20 0 1 

23 -- 20h55 22h30 0 1 

24 -- 20h55 22h30 0 1 

25 -- 21h10 22h45 0 2 

26 -- 21h25 23h00 0 2 

27 -- 21h25 23h00 1 1 

28 -- 21h30 23h05 1 1 

Garagem 29 -- 19h00 22h30 ---- ---- 

Fonte: O autor (2021) 
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5 RESULTADOS 

 

Inicia-se a discussão dos resultados obtidos a partir dos parâmetros 

apresentados na Tabela 3, aos quais os cenários foram solucionados de forma 

exata, através do CPLEX Optimization. Na Tabela 13 são apresentados os 

resultados obtidos em todos os cenários testados. A tabela apresenta os cenários, o 

número de veículos disponíveis e o número de veículos utilizados, o valor da função 

objetivo (em minutos), o tempo de processamento (em segundos) e o gap (%). Os 

cenários serão detalhados na Seção 5.1. 

O valor do gap foi obtido através de duas formas: i) por interrupção manual 

após atingir 2h de processamento ou ii) por interrupção automática devido à falta de 

memória do computador. É importante frisar que o valor estipulado para interrupção 

manual gera soluções viáveis, de boa qualidade e aplicáveis a realidade do 

problema. 

Inicialmente podemos observar que a maioria dos cenários testados 

obtiveram resultados ótimos com exceção dos cenários 11 e 17. No primeiro caso 

ocorreu uma interrupção automática devido à falta de memória. Em relação ao 

segundo caso o tempo de processamento excedeu o limite estabelecido. 

Tabela 13 - Resultados dos cenários apresentados pelo CPLEX 

 
Fonte: O autor (2021) 

Normal Adaptado Normal Adaptado

1 10 2 1 1 1 136,60 16,95 --

2 10 1 1 1 1 136,60 23,38 --

3 12 2 1 1 1 159,72 20,22 --

4 12 1 1 1 1 159,72 7,47 --

5 14 2 1 2 1 147,42 37,41 --

6 14 1 1 1 1 178,02 156,31 --

7 16 2 1 2 1 162,00 350,50 --

8 16 1 1 1 1 177,20 677,19 --

9 18 2 1 2 1 183,30 3265,67 --

10 18 1 1 -- -- Inviável Inviável --

11 20 2 1 2 1 184,00 3547,00 15,5%

12 20 1 1 -- -- Inviável Inviável --

13 10 2 1 1 1 109,94 28,94 --

14 10 1 1 1 1 109,94 23,33 --

15 12 2 1 2 1 145,56 459,80 --

16 12 1 1 1 1 161,02 2102,01 --

17 14 2 1 2 1 148,13 7200,00 96,4%

18 14 1 1 -- -- Inviável Inviável --

Veículos utilizados Função Objetivo 

(minutos)

Tempo de processamento 

(segundos)
gap (%)Cenários

Veículos disponíveis
𝑛
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5.1  RESULTADO DETALHADO DOS CENÁRIOS 

 

A seguir vamos analisar detalhadamente cada cenário construído e os 

resultados obtidos. Dos cenários 1 ao 12 vamos analisar a operação com um 

horizonte de 330 minutos, que compreende a operação no período da manhã ou 

tarde. Já a operação no período noturno, com horizonte de planejamento de 180 

minutos, será detalhada nos cenários 13 ao 18. 

Observa-se na Tabela 13 que, nos cenários 1 e 2 foram utilizados 3 e 2 

veículos na simulação, respectivamente. O CPLEX conseguiu otimizar obtendo 

como resultado da função objetivo o valor de 136,6 quilômetros, com um tempo de 

processamento de 16,95 segundos e 23,38 segundos, respectivamente. Portanto, é 

possível afirmar que para cenários com 𝑛 = 10 torna-se viável optar pelo cenário 2 

que utiliza menos veículos na solução. Essa mesma conjectura é observada nos 

cenários 3 e 4, com 𝑛 = 12, onde o software retornou à função objetivo de 159,72 

quilômetros, com tempo de processamento de 20,22 segundos para a instância com 

3 veículos e 7,47 segundos para a instância com 2 veículos. Analogamente, o 

cenário 4 torna-se mais viável devido a otimização da utilização de um veículo.  

Nos cenários 1 e 2, o veículo 1 atendeu a 8 passageiros não-cadeirantes em 

11 viagens (0 – 4 – 5 – 14 – 6 – 15 – 8 – 16 – 18 – 10 – 20 – 21), saindo da garagem 

às 07h13 e retornando às 11h07. A capacidade máxima de passageiros atingida 

durante o percurso foi de 4 passageiros durante a passagem nos nós 6 e 8. O 

veículo 2 também atendeu a 11 viagens (0 – 1 – 3 – 2 – 12 – 11 – 13 – 7 – 9 – 19 – 

17 – 21) sendo essas totalizando 7 passageiros não-cadeirantes e 4 cadeirantes. O 

veículo deixou a garagem às 06h16 e retornou às 11h09. O número máximo de 

passageiros no veículo deu-se no nó 2 com 4 passageiros e foi utilizado apenas 1 

vaga reservada para cadeirantes durante todo percurso.  

Detalhando os cenários 3 e 4, observamos que o veículo 1 partiu da garagem 

às 07h21, atendeu a 11 viagens (0 – 5 – 6 – 7 – 17 – 18 – 9 – 19 – 21 – 11 – 23 – 

25) e retornou ao seu ponto de origem às 11h04. Durante o percurso foram 

assistidos 8 passageiros não-cadeirantes e a ocupação máxima do veículo foi de 5 

passageiros. Já o veículo 2 atendeu a 9 passageiros não-cadeirantes e 4 

passageiros cadeirantes. A operação iniciou as 06h00 e terminou às 11h10 
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realizando 15 viagens (0 – 1 – 2 – 4 – 3 – 13 – 14 – 16 – 15 – 8 – 10 – 12 – 22 – 20 

– 24 – 25). 

As tabelas abaixo apresentam o detalhamento do roteamento dos cenários 1 

e 2 (Tabela 14) e cenários 3 e 4 (Tabela 15). 

Tabela 14 - Resultado detalhado dos cenários 1 e 2 

 Nó 
Predecessor 

Nó atual 
(𝑖) 

Número de passageiros no veículo      𝐵𝑖  (horário de 
chegada no nó 𝑖)   Não-cadeirantes Cadeirantes 

V
e
íc

u
lo

 1
 (

n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 07h13 

0 4 1 0 07h25 

4 5 3 0 07h45 

5 14 2 0 08h13 

14 6 4 0 08h15 

6 15 2 0 09h20 

15 8 4 0 09h25 

8 16 2 0 09h40 

16 18 0 0 09h44 

18 10 1 0 10h25 

10 20 0 0 10h59 

20 21 0 0 11h07 

V
e
íc

u
lo

 2
 (

a
d
a

p
ta

d
o
) 

--- 0 0 0 06h16 

0 1 1 1 06h25 

1 3 2 1 06h45 

3 2 4 1 06h50 

2 12 2 1 07h50 

12 11 1 1 08h00 

11 13 0 0 08h20 

13 7 1 0 09h35 

7 9 3 1 09h55 

9 19 1 1 10h55 

19 17 0 1 11h00 

17 21 0 0 11h09 

Fonte: O autor (2021) 

Tabela 15 - Resultado detalhado dos cenários 3 e 4 

 Nó 
Predecessor 

Nó atual 
(𝑖) 

Número de passageiros no veículo      𝐵𝑖  (horário de 

chegada no nó 𝑖)   Não-cadeirantes Cadeirantes 

V
e
íc

u
lo

 1
 

(n
o
rm

a
l)

 --- 0 0 0 07h21 

0 5 1 0 07h32 

5 6 3 0 07h45 

6 7 5 0 08h15 
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7 17 4 0 08h17 

17 18 2 0 09h20 

18 9 4 0 09h25 

9 19 2 0 09h30 

19 21 0 0 09h34 

21 11 1 0 10h25 

11 23 0 0 10h55 

23 25 0 0 11h04 

V
e
íc

u
lo

 2
 (

a
d
a

p
ta

d
o
) 

--- 0 0 0 06h00 

0 1 1 1 06h10 

1 2 2 2 06h25 

2 4 3 2 06h45 

4 3 5 2 06h50 

3 13 4 1 07h39 

13 14 3 0 08h00 

14 16 2 0 08h13 

16 15 0 0 08h15 

15 8 1 1 09h25 

8 10 3 1 09h55 

10 12 4 2 10h25 

12 22 2 2 10h56 

22 20 1 1 11h00 

20 24 0 0 11h09 

24 25 0 0 11h10 

Fonte: O autor (2021) 

 

Analisando os cenários 5 e 6 podemos observar um comportamento 

diferenciado ao encontrado nos cenários apresentados anteriormente. Nesses 

cenários, a redução de um veículo na operação acarreta no aumento da função 

objetivo e no tempo de processamento.  

No cenário 5, que possui 2 veículos normais e 1 adaptado, foi obtido um valor 

da função objetivo de 147,42 quilômetros com tempo de processamento de 37,41 

segundos. Já no cenário 6, que apresenta apenas 1 veículo de cada tipo, o valor da 

função objetivo foi de 178,02 quilômetros sendo processado em 156,31 segundos. 

Podemos observar esse mesmo comportamento nos cenários 7 e 8 que 

apresentaram funções objetivos de 162,00 quilômetros e 177,20 quilômetros, 

respectivamente. O tempo de processamento também se torna superior quando é 

retirado um veículo, sendo 350,50 segundos para o cenário 7 e 677,19 segundos 

para o cenário 8. Portanto, de acordo com os valores apresentados, os cenários 5 e 



74 

 

  

7 apresentam, respectivamente, as melhores soluções para os cenários com 𝑛 = 14 

e 𝑛 = 16. 

Detalhando o cenário 5 (Tabela 16), o veículo 1 realizou 5 viagens (0 – 6 – 7 – 

20 – 21 – 29) atendendo ao total de 3 passageiros não-cadeirantes, deixando a 

garagem às 07h34 e retornando às 08h20. O veículo 2 realizou um total de 9 

viagens (0 – 5 – 8 – 22 – 19 – 9 – 11 – 25 – 23 – 29), com o veículo saindo da 

garagem às 07h15 e voltando às 10h14, transportando um total de 5 passageiros 

não-cadeirantes e com ocupação máxima de 3 passageiros ao visitar o nó 11. E, por 

fim, o veículo 3 atendeu ao total de 10 passageiros não-cadeirantes e 4 passageiros 

cadeirantes, com o veículo partindo às 06h17 da garagem e retornando às 11h30. O 

veículo realizou 17 viagens (0 – 1 – 2 – 4 – 3 – 15 – 16 – 17 – 18 – 10 – 12 – 13 – 14 

– 26 – 24 – 27 – 28 – 29) e obteve uma ocupação máxima de 83% nos assentos 

normais e 50% nos assentos reservados para cadeirantes. 

Tabela 16 - Resultado detalhado do cenário 5 

 Nó 
Predecessor 

Nó atual 
(𝑖)  

Número de passageiros no veículo      𝐵𝑖  (horário de 
chegada no nó 𝑖) 

  Não-cadeirantes Cadeirantes 

V
e
íc

u
lo

 1
 (

n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 07h34 

0 6 1 0 07h45 

6 7 3 0 07h59 

7 20 2 0 08h01 

20 21 0 0 08h16 

21 29 0 0 08h20 

V
e
íc

u
lo

 2
 (

n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 07h15 

0 5 1 0 07h25 

5 8 2 0 08h05 

8 22 1 0 08h11 

22 19 0 0 08h41 

19 9 1 0 09h25 

9 11 3 0 09h55 

11 25 1 0 10h00 

25 23 0 0 10h04 

23 29 0 0 10h14 

V
e
íc

u
lo

 3
 

(a
d
a
p
ta

d
o
) 

--- 0 0 0 06h17 

0 1 1 1 06h20 

1 2 2 2 06h35 

2 4 3 2 06h45 

4 3 5 2 06h50 

3 15 4 1 07h20 



75 

 

  

15 16 3 0 07h37 

16 17 1 0 08h15 

17 18 0 0 08h20 

18 10 1 0 09h25 

10 12 3 0 09h55 

12 13 4 1 10h10 

13 14 5 2 10h30 

14 26 3 2 10h55 

26 24 2 2 11h00 

24 27 1 1 11h20 

27 28 0 0 11h29 

28 29 0 0 11h30 

Fonte: O autor (2021) 

No cenário 6 (Tabela 17), é possível verificar que o veículo 1 atendeu a um 

total de 7 passageiros não-cadeirantes durante a sua operação com ocupação 

máxima de 4 passageiros no momento 𝑖 = 7. Inicialmente o veículo deixou a 

garagem às 07h15, atendeu a 11 viagens (0 – 5 – 6 – 7 – 20 – 21 – 19 – 9 – 11 – 25 

– 23 – 29) e retornou às 10h14. Em relação ao veículo 2, observou-se o que o 

veículo iniciou a sua operação às 06h07, transportou um total de 11 passageiros 

não-cadeirantes e 4 cadeirantes e, logo em seguida, retornou à garagem às 11h15. 

Em seu percurso foram realizadas 19 viagens (0 – 1 – 2 – 3 – 4 – 15 – 16 – 17 – 18 

– 8 – 22 – 10 – 12 – 13 – 14 – 26 – 24 – 27 – 28 – 29) obtendo uma ocupação 

máxima de 5 passageiros não-cadeirantes e 2 passageiros cadeirantes. 

Tabela 17 - Resultado detalhado do cenário 6 

 Nó 
Predecessor 

Nó atual 
(i) 

Número de passageiros no veículo Bi (horário de 
chegada no nó i)   Não-cadeirantes Cadeirantes 

V
e
íc

u
lo

 1
 (

n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 07h15 

0 5 1 0 07h25 

5 6 2 0 07h45 

6 7 4 0 07h59 

7 20 3 0 08h01 

20 21 1 0 08h16 

21 19 0 0 09h00 

19 9 1 0 09h25 

9 11 3 0 09h55 

11 25 1 0 10h00 

25 23 0 0 10h04 

23 29 0 0 10h14 
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V
e
íc

u
lo

 2
 (

a
d
a

p
ta

d
o
) 

--- 0 0 0 06h07 

0 1 1 1 06h10 

1 2 2 2 06h25 

2 3 4 2 06h40 

3 4 5 2 06h45 

4 15 4 1 07h19 

15 16 3 0 07h36 

16 17 1 0 07h48 

17 18 0 0 07h50 

18 8 1 0 08h15 

8 22 0 0 09h10 

22 10 1 0 09h35 

10 12 3 0 09h58 

12 13 4 1 10h10 

13 14 5 2 10h30 

14 26 3 2 10h55 

26 24 2 2 11h00 

24 27 1 1 11h05 

27 28 0 0 11h14 

28 29 0 0 11h15 

Fonte: O autor (2021) 

Em relação ao detalhamento do cenário 7, os três veículos foram utilizados na 

solução otimizada apresentada pelo CPLEX. O veículo 1 realizou apenas 5 viagens 

(0 – 10 – 26 – 12 – 28 – 33), transportando um total de 3 passageiros não-

cadeirante. O veículo saiu às 09h17 e retornou a sua base às 10h19. O veículo 2 

partiu da garagem às 07h01, atendeu a 13 viagens (0 – 5 – 6 – 7 – 23 – 8 – 24 – 21 

– 22 – 13 – 16 – 29 – 32 – 33) e retornou a garagem às 10h58. Durante o percurso 

foram assistidos um total de 9 passageiros não-cadeirantes com uma ocupação 

máxima de 41,67% no instante 𝑖 = 8. Por fim, o veículo 3, iniciou sua jornada às 

06h08 e finalizou às 10h57, totalizando um atendimento de 10 passageiros não-

cadeirantes e 4 cadeirantes em 17 viagens (0 – 1 – 2 – 4 – 3 – 17 – 18 – 19 – 20 – 9 

– 11 – 14 – 15 – 27 – 25 – 30 – 31 – 33). A Tabela 18 demostra detalhadamente os 

percursos dos 3 veículos neste cenário. 
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Tabela 18 - Resultado detalhado do cenário 7 

 Nó 
Predecessor 

Nó atual 
(i) 

Número de passageiros no veículo      Bi (horário de 

chegada no nó i)   Não-cadeirantes Cadeirantes 

V
e
íc

u
lo

 1
 (

n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 09h17 

0 10 1 0 09h25 

10 26 0 0 09h29 

26 12 2 0 10h05 

12 28 0 0 10h14 

28 33 0 0 10h19 

V
e
íc

u
lo

 2
 (

n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 07h01 

0 5 2 0 07h05 

5 6 3 0 07h25 

6 7 4 0 07h45 

7 23 3 0 07h50 

23 8 5 0 07h55 

8 24 3 0 08h04 

24 21 1 0 08h30 

21 22 0 0 08h32 

22 13 1 0 10h10 

13 16 3 0 10h25 

16 29 2 0 10h45 

29 32 1 0 10h52 

32 33 0 0 10h58 

V
e
íc

u
lo

 3
 (

a
d
a

p
ta

d
o
) 

--- 0 0 0 06h08 

0 1 1 1 06h10 

1 2 2 2 06h25 

2 4 3 2 06h45 

4 3 5 2 06h49 

3 17 4 1 07h08 

17 18 3 0 07h19 

18 19 1 0 07h26 

19 20 0 0 07h28 

20 9 1 0 09h35 

9 11 3 0 09h55 

11 14 4 1 10h10 

14 15 5 2 10h25 

15 27 3 2 10h43 

27 25 2 2 10h47 

25 30 1 1 10h50 

30 31 0 0 10h56 

31 33 0 0 10h57 

Fonte: O autor (2021) 
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O cenário 8 (Tabela 19), utiliza apenas dois veículos para otimização com 

𝑛 = 16. O veículo 1 atendeu a 12 passageiros não-cadeirantes, partindo da 

garagem às 07h01, realizando 17 viagens (0 – 5 – 6 – 7 – 23 – 8 – 24 – 21 – 22 – 10 

– 12 – 13 – 16 – 26 – 29 – 28 – 32 – 33) e retornando às 10h56. Já o veículo 2 

apresentou o mesmo percurso com as mesmas características descritas no veículo 3 

do cenário 7. 

Tabela 19 - Resultado detalhado do cenário 8 

 Nó 
Predecessor 

Nó atual 
(i) 

Número de passageiros no veículo      Bi (horário de 

chegada no nó i)   Não-cadeirantes Cadeirantes 

V
e
íc

u
lo

 1
 (

n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 07h01 

0 5 2 0 07h05 

5 6 3 0 07h25 

6 7 4 0 07h45 

7 23 3 0 07h49 

23 8 5 0 07h55 

8 24 3 0 08h04 

24 21 1 0 08h30 

21 22 0 0 09h00 

22 10 1 0 09h35 

10 12 3 0 09h55 

12 13 4 0 10h13 

13 16 6 0 10h26 

16 26 5 0 10h43 

26 29 4 0 10h46 

29 28 2 0 10h53 

28 32 0 0 10h54 

32 33 0 0 10h56 

V
e
íc

u
lo

 2
 (

a
d
a

p
ta

d
o
) 

--- 0 0 0 06h08 

0 1 1 1 06h10 

1 2 2 2 06h25 

2 4 3 2 06h45 

4 3 5 2 06h49 

3 17 4 1 07h08 

17 18 3 0 07h19 

18 19 1 0 07h26 

19 20 0 0 07h28 

20 9 1 0 09h35 

9 11 3 0 09h55 

11 14 4 1 10h10 

14 15 5 2 10h25 
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15 27 3 2 10h43 

27 25 2 2 10h47 

25 30 1 1 10h50 

30 31 0 0 10h56 

31 33 0 0 10h57 

Fonte: O autor (2021) 

Para as simulações com 𝑛 = 18 (cenários 9 e 10) e 𝑛 = 20 (cenário 11 e 12), 

o CPLEX apresentou grande esforço computacional devido ao número de nós e as 

características do cenário. Para o cenário 9, o resultado utilizou os 3 veículos 

disponíveis e necessitou de 3265,67 segundos para realizar o processamento. 

Como resultado, o valor da função objetivo foi de 183,30 quilômetros. No cenário 10, 

que considera apenas 1 veículo de cada tipo, o programa não obteve resultado que 

satisfizesse todas as restrições, tornando-o inviável. 

Em detalhe ao cenário 9 (Tabela 20), o veículo 1 assistiu 6 passageiros não-

cadeirantes e realizou 9 viagens (0 – 8 – 9 – 27 – 26 – 11 – 29 – 12 – 30 – 37). A 

operação foi iniciada às 07h46 e retornou a garagem às 10h14. O veículo 2, realizou 

15 viagens (0 – 3 – 5 – 7 – 25 – 23 – 21 – 10 – 13 – 15 – 17 – 31 – 28 – 33 – 35 – 

37) e transportou 12 passageiros não-cadeirantes, iniciando a sua operação às 

06h41 e retornando às 11h09. Neste veículo foi obtido uma ocupação máxima de 

58,3%, ou seja, um total 7 passageiros ao visitar o instante 𝑖 = 17. Por fim, o veículo 

3 partiu às 06h07 da sua garagem e retornou às 11h09. Em seu trajeto, realizou 15 

viagens (0 – 1 – 2 – 4 – 6 – 22 – 19 – 24 – 20 – 14 – 18 – 16 – 32 – 36 – 34 – 37) 

transportando um total de 8 passageiros não-cadeirantes e 6 passageiros 

cadeirantes.  

 

 
Tabela 20 - Resultado detalhado do cenário 9 

 Nó 
Predecessor 

Nó atual 
(i) 

Número de passageiros no veículo   Bi (horário de 
chegada no nó i) 

  Não-cadeirantes Cadeirantes 

V
e
íc

u
lo

 1
 (

n
o
rm

a
l)

 --- 0 0 0 07h46 

0 8 1 0 07h55 

8 9 3 0 08h04 

9 27 1 0 08h17 

27 26 0 0 08h33 

26 11 1 0 09h35 

11 29 0 0 09h40 
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29 12 2 0 09h59 

12 30 0 0 10h11 

30 37 0 0 10h14 
V

e
íc

u
lo

 2
 (

n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 06h41 

0 3 2 0 06h50 

3 5 4 0 06h55 

5 7 5 0 07h25 

7 25 4 0 07h55 

25 23 2 0 08h13 

23 21 0 0 08h15 

21 10 2 0 09h25 

10 13 4 0 09h55 

13 15 5 0 10h10 

15 17 7 0 10h25 

17 31 5 0 10h49 

31 28 3 0 10h53 

28 33 2 0 10h58 

33 35 0 0 11h07 

35 37 0 0 11h09 

V
e
íc

u
lo

 3
 (

a
d
a

p
ta

d
o
) 

--- 0 0 0 06h07 

0 1 1 1 06h10 

1 2 2 2 06h25 

2 4 3 3 06h40 

4 6 5 3 06h55 

6 22 4 2 07h25 

22 19 3 1 07h40 

19 24 1 1 07h46 

24 20 0 0 08h00 

20 14 1 1 10h10 

14 18 2 2 10h26 

18 16 3 3 10h28 

16 32 2 2 10h56 

32 36 1 1 11h02 

36 34 0 0 11h07 

34 37 0 0 11h09 

Fonte: O autor (2021) 

 Os cenários 11 e 12, construídos para simular casos com 𝑛 = 20, não 

apresentaram soluções eficientes para o estudo. Considerando a utilização de 2 

veículos normais e 1 adaptado (cenário 11), o programa não conseguiu realizar a 

otimização em sua totalidade devido à falta de memória do computador, sendo 

interrompido automaticamente com o valor da função objetivo em 184 quilômetros 
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em um gap de 15,5%. Já no cenário 12, que considera a utilização de apenas um 

veículo de cada tipo, o resultado foi inviável de acordo com o CPLEX por não 

satisfazer todas as restrições do problema. 

Considerando o horizonte de planejamento de 180 minutos, os cenários 13 e 

14 (𝑛 = 10) apresentam o mesmo comportamento apresentado anteriormente nos 

cenários 1 e 2. Em ambos os casos foi utilizado apenas 1 veículo normal e 1 veículo 

adaptado, com função objetivo de 109,94 quilômetros. O veículo 1 realizou 9 viagens 

(0 – 4 – 5 – 14 – 6 – 15 – 8 – 18 – 16 – 21) totalizando o transporte de 7 passageiros 

não-cadeirantes. A operação iniciou às 19h13 e finalizou às 21h29. O veículo 2, saiu 

da garagem às 19h02 e retornou às 22h14. Foram realizadas 13 viagens (0 – 1 – 3 – 

2 – 12 – 11 – 13 – 7 – 10 – 9 – 19 – 17 – 20 – 21) transportando em toda a sua 

operação 8 passageiros não-cadeirantes e 2 passageiros cadeirantes. A ocupação 

máxima foi de 40% e 50% para os veículos 1 e 2, respectivamente. A Tabela 21 

demostra detalhadamente os valores comentados. 

Tabela 21 - Resultado detalhado dos cenários 13 e 14 

 Nó 
Predecessor 

Nó atual 
(𝑖) 

Número de passageiros no veículo 𝐵𝑖  (horário de 

chegada no nó 𝑖)   Não-cadeirantes Cadeirantes 

V
e
íc

u
lo

 1
 (

n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 19h13 

0 4 1 0 19h25 

4 5 3 0 19h35 

5 14 2 0 20h33 

14 6 4 0 20h35 

6 15 2 0 21h08 

15 8 4 0 21h10 

8 18 2 0 21h15 

18 16 0 0 21h19 

16 21 0 0 21h29 

V
e
íc

u
lo

 2
 (

a
d
a

p
ta

d
o
) 

--- 0 0 0 19h02 

0 1 1 1 19h11 

1 3 2 1 19h15 

3 2 4 1 19h20 

2 12 2 1 20h24 

12 11 1 0 20h34 

11 13 0 0 20h45 

13 7 1 1 20h55 

7 10 2 1 21h25 

10 9 4 1 21h35 

9 19 2 1 21h59 
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19 17 1 0 22h04 

17 20 0 0 22h08 

20 21 0 0 22h14 

Fonte: O autor (2021) 

Observando os cenários 15 e 16, para 𝑛 = 12, o comportamento apresentado 

se assemelha ao demonstrado nos cenários 7 e 8, ou seja, com a retirada de um 

veículo da simulação percebeu-se um acréscimo no valor da função objetivo e no 

tempo de processamento. Por outro lado, é possível observar que com a retirada do 

um veículo a quantidade de viagens e número de passageiros tornam-se mais 

homogêneos e com uma maior ocupação.  

Analisando o cenário 15, que possui em sua característica 2 veículos normais 

e 1 veículo adaptado, o software retornou a resposta ótima utilizando todos os 

veículos em 459,80 segundo com função objetivo de 145,56 quilômetros. Nesse 

cenário, o veículo 1 iniciou a operação às 19h14, realizou 9 viagens (0 – 5 – 6 – 18 – 

7 – 17 – 11 – 23 – 19 – 25) e retornou ao seu ponto de partida às 22h11. Nesse 

percurso foi possível realizar o transporte de 6 passageiros não-cadeirantes com 

ocupação máxima de 33,33%. O veículo 2 realizou apenas 3 viagens (0 – 9 – 21 – 

25) com apenas 2 passageiros não-cadeirantes, a menor quantidade entre todos os 

cenários abordados. O veículo saiu da garagem às 20h48 e retornou às 21h08. E, o 

veículo 3, realizou 15 viagens (0 – 1 – 2 – 3 – 4 – 13 – 14 – 16 – 8 – 15 – 10- 12 – 22 

– 20 – 24 – 25) totalizando o transporte de 9 passageiros não-cadeirantes e 4 

passageiros cadeirantes. A operação foi iniciada às 19h12 e finalizada às 22h10, 

com os pontos inicial e final na garagem central (ver Tabela 22). 

Em relação ao cenário 16 (Tabela 23), foram utilizados apenas 1 veículo 

normal e 1 veículo adaptado tendo como resultado otimizado a função objetivo de 

161,02 quilômetros e processado em 2102,01 segundos. Ao todo foram realizadas 

13 viagens (0 – 5 – 6 – 4 – 18 – 7 – 17 – 16 – 10 – 11 – 22 – 23 – 19 – 25) assistindo 

9 passageiros não-cadeirantes. O veículo 2 também realizou 13 viagens durante a 

sua operação (0 – 1 – 2 – 3 – 13 – 14 – 8 – 15 – 9 – 12 – 20 – 21 – 24 – 25) e 

atendeu a um total de 8 passageiros não-cadeirantes e 4 passageiros cadeirantes. O 

veículo 1 deixou a garagem às 19h14 retornando às 22h19 enquanto o veículo 2 

iniciou a operação às 19h12 e finalizou às 22h27.  
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Tabela 22 - Resultado detalhado do cenário 15 

 Nó 
Predecessor 

Nó atual 
(i) 

Número de passageiros no veículo      Bi (horário de 

chegada no nó i)   Não-cadeirantes Cadeirantes 
V

e
íc

u
lo

 1
 (

n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 19h14 

0 5 1 0 19h25 

5 6 3 0 19h35 

6 18 1 0 19h41 

18 7 3 0 20h35 

7 17 2 0 20h37 

17 11 3 0 21h25 

11 23 2 0 21h55 

23 19 0 0 22h02 

19 25 0 0 22h11 

V
e
íc

u
lo

 2
 

(n
o
rm

a
l)

 --- 0 0 0 20h48 

0 9 2 0 20h55 

9 21 0 0 21h00 

21 25 0 0 21h08 

V
e
íc

u
lo

 3
 (

a
d
a

p
ta

d
o
) 

--- 0 0 0 19h12 

0 1 1 1 19h15 

1 2 2 2 19h23 

2 3 4 2 19h27 

3 4 5 2 19h32 

4 13 4 1 20h00 

13 14 3 0 20h33 

14 16 2 0 20h43 

16 8 3 1 20h45 

8 15 1 1 20h55 

15 10 3 1 21h05 

10 12 4 2 21h25 

12 22 2 2 21h56 

22 20 1 1 22h00 

20 24 0 0 22h09 

24 25 0 0 22h10 

Fonte: O autor (2021) 

 

 

Tabela 23 - Resultado detalhado do cenário 16 

 Nó 
Predecessor 

Nó atual 
(i) 

Número de passageiros no veículo      Bi (horário de 

chegada no nó i)   Não-cadeirantes Cadeirantes 

V
e
íc

u
lo

 1
 

(n
o
rm

a
l)

 

--- 0 0 0 19h14 

0 5 1 0 19h25 

5 6 3 0 19h29 

6 4 4 0 19h35 

4 18 2 0 20h09 
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18 7 4 0 20h35 

7 17 3 0 20h37 

17 16 2 0 20h53 

16 10 4 0 20h55 

10 11 5 0 21h25 

11 22 3 0 21h59 

22 23 2 0 22h03 

23 19 0 0 22h10 

19 25 0 0 22h19 

V
e
íc

u
lo

 2
 (

a
d
a

p
ta

d
o
) 

--- 0 0 0 19h12 

0 1 1 1 19h15 

1 2 2 2 19h25 

2 3 4 2 19h30 

3 13 3 1 20h02 

13 14 2 0 20h23 

14 8 3 1 20h35 

8 15 1 1 20h37 

15 9 3 1 21h04 

9 12 4 2 21h33 

12 20 3 1 22h10 

20 21 1 1 22h13 

21 24 0 0 22h26 

24 25 0 0 22h27 

Fonte: O autor (2021) 

Os resultados para os cenários com 𝑛 = 14 não se mostraram eficazes nas 

simulações. O cenário 17 que considera 2 veículos comuns e 1 veículo adaptado 

apresentou grande esforço computacional e foi interrompido manualmente após 2h 

de processamento, apresentando 148,13 quilômetros como resultado da função 

objetivo com um gap de 96,4%. Já no cenário 18, o CPLEX não retornou uma 

solução ao problema pois não conseguiu satisfazer todas as restrições, 

classificando-o como inviável. 

 

5.2  RESULTADOS GERAIS ALCANÇADOS 

 

A partir dos resultados obtidos observamos que na maioria dos cenários o 

objetivo principal do Problema Dial-a-Ride foi alcançado. Tal objetivo consiste em 

construir rotas de custo mínimo atendendo todos os clientes com qualidade e 

conforto na prestação de serviço em um menor tempo possível.  
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Foi verificado com os resultados um crescimento exponencial no valor do 

tempo de processamento, devido ao problema pertencer a classe do NP-hard, na 

medida que é inserido uma maior quantidade de requisições no problema.  

Um dos maiores obstáculos verificados na resolução do modelo pelo CPLEX 

e que contribuíram para um crescente no aumento do tempo de processamento e da 

função objetivo foi a aplicação das janelas de tempo na garagem respeitando o 

horizonte de planejamento. Devido a isso, os cenários apresentam uma limitação e 

impedem a inserção de novos clientes dentro do mesmo veículo.  

Observou-se que em todos os cenários uma baixa ocupação da capacidade 

dos veículos normais. Os veículos, que possuem capacidade para 10 passageiros, 

obtiveram metade de sua ocupação. A maioria dos cenários apresentados 

comportariam mais clientes dentro dos veículos para aumentar a sua capacidade, 

desde que não infringissem as janelas de tempo existentes. Para os veículos 

adaptados a ocupação mostrou-se mais satisfatória com sua ocupação chegando a 

83,3% e 66,6% para passageiros não-cadeirantes e cadeirantes, respectivamente.  

Com os resultados apresentados foi possível observar a existência de 

oportunidades de melhoria na ocupação dos veículos e na distribuição dos veículos 

dando oportunidade de o programa ampliar o seu serviço e oferecer o transporte 

para mais usuários. Com isso foi observado que veículos com maiores números de 

assentos não gerariam ganhos maiores e significativos além de melhorar o tempo de 

atendimento aos passageiros. Então, veículos de menor porte se mostrariam mais 

adequados para os dados analisados nessa pesquisa. Cabe destacar que esses 

veículos maiores só seriam interessantes caso ocorressem transporte em grupos ou 

com janelas de tempo e tempo de permanência dentro do veículo maiores, o que 

poderia ocasionar um desconforto maior para os passageiros.  

Uma forma de maximizar a capacidade com os veículos atuais do programa 

seria uma simulação da operação com as frotas e janelas de tempo observando a 

possibilidade do encaixe de novas solicitações e posteriormente negociar com os 

usuários novos horários e/ou localizações. 
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Entre as variações do Problema de Roteamento de Veículos Com Coletas e 

Entregas (PRVCCE) encontradas na literatura o Problema Dial-a-Ride (DARP) 

apresenta um campo fértil de estudo com diversas oportunidades de exploração. 

Além disso, apresenta um contexto prático bastante abordado tanto no âmbito 

acadêmico quanto em aplicações reais. Dentro dessas aplicações está o transporte 

de pessoas com deficiência ou com mobilidade reduzida, que devido ao grande 

problema de acessibilidade são desenvolvidos pelos gestores públicos para 

complementar os sistemas tradicionais e minimizar os problemas de acessibilidade. 

O objetivo dessa pesquisa consistiu em utilizar um modelo matemático de 

Programação Linear Inteira Mista para a resolução do DARP, com os dados 

fornecidos pelo Programa Segue Cuidando da Prefeitura da cidade do Paulista, PE. 

Para alcance desse objetivo, o modelo exato utilizado nesta pesquisa, baseou-se na 

formulação apresentada Cordeau (2006) e posteriormente modificada e aplicada em 

contexto real por Rodrigues, Rosa e Resendo (2012). 

Foram realizadas simulações variando entre 10 e 20 requisições para 

horizontes com 330 minutos e entre 10 e 14 requisições para horizontes de 180 

minutos de operação. No primeiro instante, os resultados obtidos foram satisfatórios 

e apresentaram soluções rápidas para cenários com até 16 requisições. No segundo 

instante, as soluções foram eficientes e rápidas até 𝑛 = 12. Para cenários com 

número de requisições maiores sugere-se a negociação dos horários e locais de 

coleta e entrega com os passageiros além de uma maior flexibilidade nas janelas de 

tempo.  

O modelo apresentado nessa dissertação pode ser utilizado pela gestão do 

programa “Segue Cuidando” como ferramenta de simulação para analisar as 

requisições de transporte, possibilitando que o gestor planeje e organize sua 

operação além de, se necessário, conduzir uma negociação com os passageiros 

quanto aos horários e localizações visando o melhoramento da utilização da frota 

veicular.  

Como principal dificuldade para o desenvolvimento desse trabalho destaca-se 

a limitação e burocratização na obtenção dos dados para simulação do modelo 

matemático. Por se tratar de um programa gerido por órgão público municipal, a 
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prefeitura liberou apenas algumas informações básicas. Outro fator contribuinte 

foram as movimentações e entraves políticas, eleições municipais e restrições 

devido ao COVID-19. 

Como trabalhos futuros recomenda-se uma análise detalhada por meio da 

simulação de novos cenários além do desenvolvimento de estudos em termos da 

qualidade do serviço ofertado e da priorização do atendimento seguindo uma ordem 

de importância no atendimento. Sugere-se também uma pesquisa mais aprofundada 

abordando os vieses econômicos e financeiro com relação à frota veicular utilizada. 

É possível também realizar alguns ajustes no modelo matemático para novos 

estudos. Em relação a função objetivo é possível alterar para uma função objetivo 

multicritério considerando novos objetivos como: minimização do tempo de percurso, 

minimização do tempo em espera dentro do veículo por um passageiro, minimização 

do número de veículos, maximização da ocupação dos veículos, entre outros. 

Também é sugerido colocar as janelas de tempo como restrições soft ou invés de 

hard, como está do problema desse trabalho. Dessa forma, os problemas inviáveis 

poderão ser viáveis a custo de penalizações da violação da janela de tempo. 

Por fim, neste trabalho optou-se pela utilização da resolução por um método 

exato visto que, por esse meio, é possível obter a solução ótima do problema. Além 

disso, diversos problemas práticos envolvem instâncias pequenas e que podem ser 

resolvidas por softwares especializados, como o CPLEX Optimization Studio. 

Entretanto, tratando-se em problemas com instâncias maiores, os métodos exatos 

apresentam dificuldades em fornecer a solução ótima em tempo computacional 

hábil. Então, recomenda-se como complementação dessa pesquisa, a construção e 

implementação de métodos aproximados de modo a processar instâncias maiores 

em menor tempo computacional. 
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