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RESUMO

A modelagem e simulacdo de escoamentos multifdsicos em meios heterogéneos e aniso-
tropicos constituem um grande desafio matemaético e numérico, onde metodologias numéricas
adequadas sdo de suma importancia, visando fornecer ferramentas essenciais para anélise de
engenharia de reservatdrios, pois permite a previsao do desempenho dos reservatdrios de hi-
drocarbonetos sob vdrias estratégias operacionais. O uso de esquemas de altissima ordem para
resolver o problema de transporte, juntamente com métodos multiescala aplicados na simulagao
de escoamentos multifasicos em reservatorios de petrdleo, ainda nao foi explorado na literatura.
Neste trabalho, o método multiescala iterativo MsCV (Multiscale Control-Volume) é usado para
resolver o problema eliptico da pressdo enquanto a equacgdo de saturagc@o hiperbdlica € resolvida
usando o CPR (Correction Procedure via Reconstruction). Para acoplar adequadamente o con-
junto anterior de equacdes, usamos a estratégia IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) e
um operador de reconstru¢do de velocidade com base nas fun¢des de forma de interpolagcdo de
Raviart-Thomas de ordem inferior. Além disso, é empregado o MLP (Multidimensional Limiting
Process) na fase de reconstru¢do do CPR a fim de suprimir oscilagdes numéricas intrinsecas a
representacdo de regides de choque por esquemas de alta ordem e para entregar alta resolugdo
nas regides suaves da solucdo. Para acoplar adequadamente o método MsCV com a abordagem
de CPR, uma reconstru¢do de velocidade adequada em todos os volumes de controle € necessaria
para garantir a acurdcia do método de alta ordem. Assim, o campo de velocidade deve apresentar
um grau adequado de precisdo que, em geral, ndo € entregue por métodos multiescala. Para
lidar com esse problema e remover os componentes de alta frequéncia do erro, estudamos varios
métodos de suavizacdo (ou precondicionadores). Assim, foram realizadas diversas simulagdes
em 2-D, usando problemas "benchmarks"da literatura, a fim de analisar o comportamento e a
eficiéncia de diferentes suavizadores aplicados ao problema eliptico para produzir um campo de
velocidade preciso e, portanto, resultados satisfatérios para o problema de fluxo bifésicos em

reservatorios de petrdleo heterogéneos e anisotropicos.

Palavras chave: fluxo bifdsico; reservatdrios de petrdleo anisotropicos e heterogéneos; multies-

cala; mscv; suavizadores; aproximacdes de alta ordem; cpr; mlp.



ABSTRACT

The modeling and simulation of multiphase flows in heterogeneous and anisotropic
media constitute a major mathematical and numerical challenge, where, adequate numerical
methodologies are the paramount importance, aimed to provide essential tools for reservoir
engineering analysis, as it allows the prediction of the performance in the hydrocarbon reservoirs
under various operational strategies. The use of very high-order schemes to solve the transport
problem, together with multiscale methods applied to multiphase flows in petroleum reservoirs
has not been explored in literature. In this work, the Multiscale Control-Volume (MsCV) method
is used to solve the elliptical pressure problem while the hyperbolic saturation equation is solved
using the high-resolution nodal Correction Procedure via Reconstruction (CPR) approach. In
order to properly couple the previous set of equations, we use the Implicit Pressure Explicit
Saturation (IMPES) strategy and a velocity reconstruction operator based on the lowest order
Raviart-Thomas interpolation shape functions. In addition, a hierarchical Multidimensional
Limiting Process (MLP) is employed in the reconstruction stage of CPR approach to suppress
numerical oscillations (under and over shoots) intrinsic to the representation of shock regions
by high-order schemes and to deliver high-resolution in smooth regions of the solution. To
properly couple the MsCV method with the CPR approach an adequate velocity reconstruction
throughout all control volumes is necessary to assure the accuracy of the high-order method.
Thus, the velocity field must present a proper degree of accuracy that, in general, is not handed
by multiscale methods. To deal with this issue and to remove the high-frequency components
of the error and the residual, we have studied several smoothers.Thus, several simulations were
performed in 2-D, using "benchmarks"problems in the literature, in order to analyze the behavior
and efficiency of different smoothers applied to the elliptical problem to produce an accurate
velocity field and, therefore, satisfactory results for the biphasic flow problem in heterogeneous

and anisotropic oil reservoirs.

Keywords: oil-water displacements; anisotropic and heterogeneous petroleum reservoirs; mul-

tiscale; mscv; smoothers; high-order approximations; cpr; mlp.
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1 INTRODUCAO

A modelagem e simulacdo numérica de reservatorios de petréleo se configuram em um
grande desafio para a industria petrolifera, pois ela envolve problemas em diferentes escalas
e apresentam grandes volumes de dados que, em alguns casos, inviabilizam as simulagdes
numéricas devido a capacidade computacional limitada, mesmo nos dias atuais. Duas formas
de mitigar esse problema sdo: o uso de métodos upscaling ou métodos multiescala. O primeiro
realiza uma espécie de homogeneizacdo dos dados a fim de reduzir a complexidade do problema
computacional. Isso € feito utilizando alguma técnica para reduzir o nimero de informagdes
presentes nos modelos para as propriedades da rocha-reservatdrio e sua interacao com os fluidos
que escoam através dela de modo que suas caracteristicas fundamentais sejam preservadas e,
em geral, essa homogeneizacao recai em algum tipo de "média"das propriedades nas escalas
mais finas para fornecer informagdes nas escalas menos densas. No entanto, ao fazer isso, a
obtencdo de solucdes acuradas é comprometida devido a perda de informacao, fazendo com que
alguns fendmenos ndo sejam observados apropriadamente em todas as escalas (BARBOSA et al.,
2018; CORTINOVIS; JENNY, 2017). Essa perda de informacao varia de acordo com a técnica
utilizada para realizar a homogeneizagdo das propriedades, reduzindo-a ao se aplicar técnicas

mais elaboradas.

Os métodos multiescala superam algumas das limitagdes dos métodos upscaling, introdu-
zindo fungdes de base que sdo capazes de projetar o sistema discreto da escala fina no espaco da
escala grossa, onde esse sistema € resolvido e o operador multiescala de prolongamento projeta
a solucdo de volta a escala original do problema. Dessa forma, o nimero de graus de liberdade
¢é reduzido, bem como a quantidade de informagdes perdidas, quando comparado aos métodos

upscaling (CORTINOVIS; JENNY, 2017; SOUZA et al., 2020).

Hou e Wu (1997) foram os primeiros a propor um método multiescala aplicado a solugdo
de problemas elipticos. A ideia do Multiscale Finite Element Method (MSFEM) era capturar
as informagdes da escala fina, construindo as fungdes de base de cada elemento, considerando
condi¢des especiais de contorno, para evitar erros de ressonancia entre os elementos da malha
fina. Embora o problema eliptico apresente resultados satisfatérios, o campo de velocidade
obtido pelo método ndo € conservativo. No entanto, para obter uma soluc@o precisa para o
problema de transporte € essencial possuir um campo de velocidade conservativo. Chen e Hou

(2003) foram capazes de solucionar esse problema utilizando o Mixed Finite-Element Multiscale
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Method (MsMFEM), impondo a conservacao do fluxo ao criar funcdes de base que calculam

simultaneamente os campos de pressao e velocidade.

O Multiscale Finite Volume Method (MsFV) proposto por Jenny, Lee e Tchelepi (2003)
usa uma estratégia diferente para reimpor a conservacao do fluxo. Eles criaram uma nova malha,
denominada malha grossa dual, formada a partir da malha grossa primal, onde as fun¢des de
base sdo calculadas. Essa malha dual auxiliar foi feita de modo a garantir que o problema seja
conservativo na malha grossa primal. Para garantir um campo de velocidades conservativo na
malha fina, o MsFV utiliza o fluxo nas superficies de cada volume da malha coarse primal
para calcular um novo conjunto de funcdes de base. Moyner, Lie et al. (2013) estenderam o
MsFV criando uma estrutura para permitir a simulagdo em malhas ndo-estruturadas na escala
grossa. O método Multiscale Restriction-Smoothed Basis (MsRSB) desenvolvido por Mgyner
e Lie (2016) aplica um esquema iterativo diretamente na discretizacdo da malha fina para
modificar os operadores de prolongamento, para que se tornem cada vez mais consistentes
com as propriedades locais dos operadores diferenciais, dando origem a um esquema robusto
e rapido. No entanto, assim como grande parte dos métodos multiescala, 0 MsRSB utiliza um
esquema Two-Point Flux Aproximation (TPFA). O uso dessa abordagem agrega ao método
algumas limitagdes, uma vez que este se torna inconsistente quando aplicado em malhas nao
estruturadas e em casos de elevada anisotropia onde a K-ortogonalidade ndo existe (CHEN et al.,
2008). Assim, com o intuito de obter um esquema consistente e mais robusto, que fornega bons
resultados para malhas gerais, alguns pesquisadores tém contribuido no desenvolvimento de
diversos esquemas Multi-Point Flux Aproximation (MPFA), tais como Aavatsmark et al. (1998),

Contreras, Lyra e Carvalho (2019), Edwards e Rogers (1998), Gao e Wu (2010).

Com base nisso, Souza et al. (2020) desenvolveu um método multiescala, denominada
MsCV (Multiscale Control-Volume), capaz de entregar solugdes acuradas para malhas nao-
estruturadas e casos altamente anisotropicos e heterogéneos ao acoplar o MsRSB e um método
MPFA ndo ortodoxo, com suporte completo de pressdao, que utiliza um esténcil de diamante
(MPFA-D) (CONTRERAS et al., 2016). Para obter campos de pressdo mais precisos, Souza et al.
(2020) utilizou o procedimento iterativo de Dirichlet, além das fun¢des de corre¢ao de fluxo em
escala grossa proposta por (BARBOSA, 2017; BARBOSA et al., 2018). Os resultados apresenta-
dos em seu trabalho sugerem que a obtencio de campos de pressdo com erros significativamente
baixos ndo gera, necessariamente, campos de velocidade com mesmo grau de precisdo. Uma

forma de reduzir esse problema, inerente aos métodos multiescala, € aplicar algum procedimento
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iterativo durante o processo de solu¢do do problema eliptico (BOSMA et al., 2017; HAJIBEYGI
et al., 2008; M@YNER; LIE, 2016).

Deve-se entdo buscar o método iterativo que melhor se enquadre no problema que deseja-
se resolver. O método de Richardson, um dos primeiros solvers iterativos a ser desenvolvido, é
um método simples, de facil implementacdo e paralelizacdo, o que o torna atraente para a soluga@o
de grandes sistemas de equagdes lineares (RICHARDSON, 1910; F.; REICHEL, 1988). Alguns
métodos iterativos que foram desenvolvidos posteriormente adotam, em alguma etapa, a iterag@o
de Richardson, junto a outras etapas que foram introduzidas a fim de preservar alguma proprie-
dade fisica ou matemadtica do problema em estudo. E o caso dos métodos iterativos denominados,
neste trabalho, por solver Multiescala (BOSMA et al., 2017) e solver multiescala Modificado
(MAYNER; LIE, 2016), os quais sio utilizados, comumente, em problemas multiescala com a
finalidade de preservar alguma propriedade do método que pode ser perdida durante o processo
iterativo. Além desses, o método Multinivel (DIMOV; FIDANOVA; LIRKOV, 2015) também
faz uso da iteragdo de Richardson, no entanto ele a aplica em conjunto com uma corre¢ao
proveniente da resolucdo exata de um problema com menor nimero de incognitas, equivalente
ao problema multiescala na malha grossa, e € relacionado com o original, problema multiescala
na malha fina. Esta ideia pode ser estendida recursivamente, dando origem a diversos niveis de

malha, dai o nome do método (MAGRI et al., 2015).

A eficiéncia desses métodos esta relacionada diretamente com o suavizador (também de-
nominado de pré-condicionador) que serd utilizado a cada iteracdo e este, por sua vez, depende do
tipo de problema que se esteja resolvendo, tornado a escolha do suavizador uma tarefa complexa,
uma vez que, o suavizador nio ird apresentar o mesmo desempenho para problemas diferentes.
Esses métodos de suavizac@o consistem em aproximar a inversa da matriz de coeficientes do
sistema de equacdes lineares, sendo responsavel por eliminar as componentes de alta frequéncia
do erro, tornando-as suaves em relacdo a malha adotada (BENZI, 2002; JUNQUEIRA, 2008;
MAGRI et al., 2015). Assim, os suavizadores sao matrizes que podem ser construidas com base
em diferentes abordagens. Dentre as cldssicas e adotadas no contexto de simulagdo em reserva-
térios de petrdleo, pode-se citar os suavizadores obtidos com base nos métodos Gauss-Seidel,

SOR (Successive Over-Relaxation) e Decomposi¢ao LU incompleta.

Outra pratica comum as metodologias que adotam métodos multiescala, que fazem
parte da familia dos métodos de volumes finitos, € usar o método de primeira ordem, FOU

(First-Order Upwind), para solucionar o problema de transporte devido a sua simplicidade,
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além de garantir a monotonicidade das solu¢des numéricas, embora apresente excessiva difusdo
numérica. A fim de mitigar esse problema e obter solu¢des mais acuradas, foi adoto neste
trabalho um esquema numérico robusto, estivel e de alta ordem (CPR - Correction Procedure via
Reconstruction), para resolver o problema de transporte, proposto por Wang, Gao e Haga (2011)
ao combinar os métodos FR (Flux Reconstruction) (HUYNH, 2007) e LCP (Lifting Collocation
Penalty) (WANG; GAO, 2009), e aplicado pela primeira vez em problemas de escoamento em

reservatorios de petréleo por Galindez-Ramirez et al. (2017).

1.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo deste trabalho € efetuar, pela primeira vez na literatura, o acoplamento de
um método multiescala com um esquema de alta ordem para solu¢@o de escoamentos bifdsicos

dgua-6leo em reservatorios de petréleo usando malhas nao-estruturadas.

1.1.1 Objetivos especificos

Testar diferentes métodos iterativos;

* Analisar o comportamento e a eficiéncia de diferentes suavizadores aplicados ao problema

eliptico a fim de produzir um campo de velocidade preciso;

Aplicar o procedimento iterativo no MsCV, dando origem ao iMsCV (iterative Multiscale

Control Volume);

Efetuar o acoplamento do método multiescala iMsCV com o esquema CPR de alta ordem.

1.2 CONTEUDO

Esta dissertacdo € composta por 5 capitulos. Este primeiro capitulo concentra-se na
introducdo e revisao das principais questdes da simulagcdo de escoamento bifadsico em meios
porosos usando esquemas multiescala para a solu¢do do campo de pressdo acoplado a método
de alta ordem na solucdo do campo de saturagcdo. O segundo capitulo consiste na formulagao
matemadtica usada para derivar as equagdes que descrevem o fluxo de duas fases em meios
porosos. O terceiro capitulo refere-se a formulacdo numérica, na qual apresentamos os esquemas
numéricos usados para derivar a forma discreta do modelo matematico descrito no segundo

capitulo. Além disso, também sdo descritos os suavizadores e os métodos iterativos que foram
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analisados nesta pesquisa. O quarto capitulo € uma compilagdo dos resultados para problemas
biféasicos. Por fim, no quinto e ultimo capitulo apresentamos as conclusdes e sugestdes para

trabalhos futuros.
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2 FORMULACAO MATEMATICA

Neste capitulo, serdo apresentadas as equacgdes que governam o escoamento bifésico,
dgua e 6leo, imiscivel e incompressivel em meios porosos rigidos, obtidas com base nas Leis
de Conservacdo de Massa e de Darcy (PEACEMAN, 1977). Além disso, apresentaremos,
brevemente, os conceitos fundamentais dos pardmetros relacionados as propriedades da rocha e

do fluido.

As principais hipéteses simplificadoras adotadas neste modelo sdo descritas a seguir

(PEACEMAN, 1977):

Fluxo bifasico, 4gua w e d6leo o;

¢ Escoamento imiscivel;

O fluido e a rocha sdo incompressiveis;

Os efeitos térmicos, quimicos e capilares sdo desconsiderados;

Os efeitos de dispersdo e adsor¢do sdo negligenciados;

O fluxo em meio poroso obedece a Lei de Darcy.

2.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Nesta secao serdo apresentados os conceitos fundamentais dos pardmetros relacionados

as propriedades da rocha e do fluido.

2.1.1 Propriedades das Rochas e Fluidos
2.1.1.1 Porosidade

A porosidade ¢ de uma rocha € a medida de sua capacidade em armazenar fluidos
(AHMED, 2001). Matematicamente, € definida como a razdo entre o volume de vazios V), € 0

volume total da amostra rochosa V;:
V
P

7

2.1

H4 fatores que influenciam diretamente nesta propriedade, tais como; graos (tamanho,

selecdo, nivel de arredondamento), processos diagenéticos (transformagdes em adaptagdo as
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novas condicdes fisicas e quimicas), profundidade e pressdo (arranjo geométrico, compactacao
e cimentacdo) (VIANA, 2017). Assim, com base na conectividade desses espacos vazios, a
porosidade de uma rocha pode ser classificada em dois tipos; absoluta e efetiva. A porosidade
absoluta € aquela que relaciona o volume de todos os poros, sejam eles conectados ou ndo, com
o volume total da amostra de rocha. A porosidade efetiva, por sua vez, correlaciona o volume de
poros interconectados € o volume total da amostra. Na simulagdo de reservatorios a porosidade
de interesse € a efetiva, pois ela representa o volume de fluidos recuperdveis do reservatorio de

petréleo (AHMED, 2006).

2.1.1.2 Saturagdo

A fragdo do volume poroso (V)) ocupado por uma determinada fase i € denominada
saturacdo da fase i. Por definic@o, a soma das saturacdes de todas as fases que ocupam os poros
da rocha deve ser igual a um (AHMED, 2001; ERTEKIN; ABOU-KASSEM; KING, 2001;

TOWLER, 2002). Para uma fase i, essa propriedade € expressada, matematicamente, por:
S, = — (2.2)

Em que V; representa o volume poroso da fase i.

Considerando as fases dgua e dleo, temos:

Sw+So=1 (2.3)

A saturacdo maxima na qual a fase dgua ird permanecer im6vel € denominada saturacio
irredutivel de dgua (S,,;), onde, para a fase dleo, esse valor limite € dito saturacdo residual do 6leo
(Sr0). Esses valores sdo medidos em laboratdrio por meio de processos de drenagem e embebigdo,
respectivamente, da amostra do reservatério em estudo (AHMED, 2001; ROSA; CARVALHO;
XAVIER, 2006).

2.1.1.3 Permeabilidade

A permeabilidade (IS ) € a propriedade que indica a capacidade da rocha em escoar fluidos
por meio de seus poros interconectados. Detém grande importancia na engenharia de reservat6-
rios, pois ela controla o movimento direcional e a taxa de fluxo dos fluidos do reservatério na
formagdo (AHMED, 2001; ROSA; CARVALHO; XAVIER, 2006; THOMAS, 2001). Quando

0 espago poroso estd completamente preenchido por uma tnica fase, a permeabilidade € dita
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absoluta. Se, por outo lado, os poros estiverem ocupados por mais de uma fase, cada uma delas
ird afetar o fluxo da outra. Desse modo, surge o conceito de permeabilidade efetiva da fase
k¢, que indica a capacidade da rocha de permitir o fluxo de uma fase na presenca de outras

(ABOU-KASSEM et al., 2010; TOWLER, 2002).

Outro conceito importante € o de permeabilidade relativa que consiste em uma medida
adimensional da permeabilidade efetiva e é definida como sendo a razdo entre as permeabilidades

efetiva e absoluta:

kp = (2.4)

Quando duas ou mais fases estdo presentes, as forcas capilares existentes irdo reduzir as
vazdes de cada fase de forma nao-linear. Isso significa que a soma das permeabilidades efetivas
sempre serd inferior a permeabilidade absoluta e a soma das permeabilidades relativas sempre

sera inferior a unidade (BROOKS; COREY, 1964).

Para um sistema 6leo/dgua, o valor da permeabilidade relativa do 6leo (0) ou da dgua
(w) é uma funcao da saturacdo dos fluidos e pode ser definido por meio de relagdes constitutivas
presentes na literatura. Neste trabalho, para descrever essa propriedade utilizamos os modelos de
Brooks e Corey (BROOKS; COREY, 1964) e de Van Genuchten (1980) descritos em (HELMIG,
1997)

Brooks-Corey

Ky (S,) = S
(&) (2.5)

kro(Sw) =1—Sy°

Van Genuchten
ko (Si) = SV (1 . [1 - s}/q y>2

- (2.6)
keo(Sw) = (1= (1=5))' > (1= (1= 5,)'77)

onde n,,, n, € Y sdo parametros que podem assumir diferentes valores e S, é¢ a normalizacdo da
saturacao da fase em relagdo a saturagdo irredutivel da dgua S,,; e a saturacdo residual do 6leo
Sor, definida como: (CHEN; HUAN; MA, 2006)

Sw - Swi

Sp=— W
" 1_Swi_Sor

(2.7)



23

2.1.1.4 Massa especifica

A massa especifica (p) de uma substincia ou de uma mistura liquida € definida como a
relagdo entre a sua massa (m) e o seu volume (V):

(2.8)

_m
P=v

2.1.1.5 Viscosidade

A viscosidade (i) pode ser definida como a medida da capacidade de um fluido escoar
quando submetido a um gradiente de pressdo. As forcas de atrito internas resultantes das
interacOes intermoleculares dos fluidos irdo determinar a resisténcia ao escoamento para um dado
fluido, quanto mais préximas estdo as suas moléculas, em outras palavras, quanto mais denso,
maior serd a influencia dessas forgas, retardando o fluxo do fluido (ERTEKIN; ABOU-KASSEM,;
KING, 2001).

2.1.1.6 Mobilidade

A mobilidade de um fluido A; é definida como a relago entre a permeabilidade efetiva a
esse fluido e a sua viscosidade nas condi¢des de reservatorio (ROSA; CARVALHO; XAVIER,
2006). Assim, a mobilidade relativa € a razdo entre a permeabilidade relativa e a viscosidade do

fluido (FANCHI, 2005)
kri

A= —
Hi

(2.9)

O somatério das mobilidades de todas as fases presentes, neste caso, dgua e 6leo, €

definido como mobilidade total (4):

A=A+ 2 (2.10)

2.1.2 Leide Darcy

A Lei de Darcy é amplamente incorporada em modelos analiticos de fluxo de fluidos
em meios porosos e pode ser considerada uma lei empirica ou uma expressao analitica derivada
da equacgdo de Navier e Stokes. Ela foi descoberta em 1856 pelo engenheiro Francés Henry
Darcy ao estudar problemas de tratamento de dgua através de filtros de areia. A lei afirma que a
vazdo volumétrica de um fluido homogéneo através do meio poroso é proporcional ao gradiente

hidraulico e a drea de secdo transversal normal a direcdo do fluxo e inversamente proporcional
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a viscosidade do fluido (ERTEKIN; ABOU-KASSEM; KING, 2001; EWING, 1984; ROSA;
CARVALHO; XAVIER, 2006).

Embora a equacdo formulada por Darcy possua cardter empirico, ela pode ser modificada
de varias formas e ser aplicada na modelagem de diversos regimes de fluxo. Posteriormente, foi
proposta uma forma generalizada da Lei de Darcy que é vastamente utilizada na engenharia de
reservatorios (EWING, 1984; PEACEMAN, 1977). Assim, para uma fase i, quando na presenca

de outras fases, ela pode ser expressa por:

Vi= 2K (Vpi—pid) @11

onde V; € a velocidade da fase i, K € a permeabilidade absoluta, 5/ é o operador gradiente,
pi € a pressao da fase i, p; € a densidade da fase i e g € o vetor de aceleracdo gravitacional.

Desconsiderando o efeito gravitacional, obtemos:

Vi = — LK pi (2.12)

A soma das velocidades de cada fase presentes no escoamento € dita velocidade total do

fluido. Considerando as fases dgua e 6leo, temos:

V=V,+V, (2.13)

2.1.2.1 Fluxo fracionario

O fluxo fracionario de um fluido f; € definido como a razdo entre a vazao de producdo

do fluido e a vazdo total:
Y.iqi

Uma equacio simplificada € obtida substituindo a Lei de Darcy, Eq. (2.12), na defini¢do

fi (2.14)

de fluxo fraciondrio, Eq. (2.14). Negligenciando os efeitos da gravidade e da capilaridade e,
ap6s algumas manipulacdes algébricas, € possivel expressar esse parametro em fungdo das
mobilidades das fases que ocupam o espaco poroso (FANCHI, 2005):

Ai

fi
2.2 EQUACOES DE PRESSAO E SATURACAO

O sistema de equagdes diferenciais que governa o escoamento bifdsico pode ser obtido

combinando a equacdo de conservagcao da massa e a Lei de Darcy (HELMIG, 1997; PEACEMAN,
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1977). Assim, adotando as hipdteses simplificadoras, e o principio de conservagdo da massa para

uma fase i, pode ser expressa por:

dS;
oPis - +mvw—qi (2.16)

onde ¢ € o tempo e g; € a vazdo massica do termo fonte ou sumidouro, nesse caso, representa os

pocos de injecao e produgdo, respectivamente.

2.2.1 Equacao da pressao

A partir da Eq. (2.16) e das hipdteses adotadas, podemos realizar algumas manipulagdes
de modo a obter uma equacao diferencial parcial apenas em funcdo da pressao, eliminando os

termos de derivadas da saturacao.

Assim, escrevevendo a Eq. (2.16) para as fases dgua e 6leo, temos:

A
WW +w Vi = G (2.17)

as,
(ppo +P0V Vo =140 (2.13)
Somando as equagdes Eq. (2.17) e Eq. (2.18) e reordenando os termos correspondentes,

obtemos a seguinte expressao:

d(S S, o -
V80 t50) | o5 (T 0) = 2 4 L (2.19)

T Pw  Po

Aplicando a restri¢gdo da Eq. (2.3) para eliminar o termo da saturacdo e utilizando o

conceito da velocidade total da Eq. (2.13), temos:

=

Goy=Try o

(2.20)
Pw  Po

z

Definindo a vazdo volumétrica total como; Q = Q,, + Q,, onde Q,, = q” “eQ,= q”,
possivel escrever a equacao da pressdo, de natureza eliptica, da seguinte forma (EDWARDS;
ROGERS, 1998; CAVALCANTE, 2019; CARVALHO, 2005; CONTRERAS et al., 2016; PEA-
CEMAN, 1977):

V-v=0 (2.21)

onde v € velocidade total calculada por meio da lei de Darcy descrita pela Eq. (2.13).
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2.2.2 Equacao da saturaciao

A Eq. (2.16) pode ser resolvida apenas para uma fase, devido a restricdo imposta na
Eq. (2.3). A escolha da fase foi feita conforme a pratica usual da literatura (CARVALHO, 2005;
CONTRERAS et al., 2016; PEACEMAN, 1977). Para tal, escrevemos as velocidades para as

fases dgua e dleo, respectivamente, utilizando a Eq. (2.12):

Vi = —AKVp (2.22)

Vo = —AK/p (2.23)
Multiplicando a Eq. (2.22) por 4, e a Eq. (2.23) por A,,, obtemos:

AoV = AwVo = —AwAo K/ p (2.24)

Desse modo, temos que:

AoV — AV =0 (2.25)

Por meio da Eq. (2.13) podemos escrever a velocidade da fase 6leo em funcao das

velocidades total e da fase dgua:

Vo=V —V, (2.26)
Substituindo a Eq. (2.26) na Eq. (2.25) iremos obter:

Ao (V= V) — AyVp =0 (2.27)

Rearranjando os termos, obtemos:

AV = (Mg + Ao) Vi = AV, (2.28)

Logo, a velocidade da fase dgua é definida como:

.

V=5V = fu¥ (2.29)

Ap0és escrever a equacao da conservacao para a fase 4gua, podemos dividi-la por p,, e

utilizar a defini¢do de vazdo volumétrica da fase dgua para obtermos a seguinte expressao:

a8, L .
(P%‘i'v'vw:Qw (2.30)
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Por fim, substituindo a Eq. (2.29) na Eq. (2.30), iremos obter a equagdo hiperbdlica de
saturacao:
aSW - —
O+ 7 (fu¥) = O (231)
O acoplamento entre as equacdes de pressdo e saturacao € realizado por meio do campo

de velocidade total v (PEACEMAN, 1977).

2.2.3 Condicoes iniciais e de contorno

Além das equacdes de pressdo e saturacdo, para ter um modelo matemético completo, é
necessario especificar a descri¢do do reservatorio, o conjunto de condi¢des iniciais € o conjunto
de condicdes de contorno apropriadas para descrever o fluxo de fluidos que entram ou saem
do reservatdrio. Para tal, as condi¢des de contorno serdo separadas em condicdes de contorno
externa e interna, sendo a tltima expressada pelas especificacdes de poco (EWING, 1984). Neste

caso, considerando um dominio €2, seu contorno I" € definido como:
I'=Ipul’yul’puly (2.32)

onde I'p e I'y representam as fronteiras externas de Dirichlet (pressdo prescrita) e Neumann

(fluxo prescrito), respectivamente, e I'p e I'; os pocos produtores e injetores, respectivamente.

Especificando o tratamento das condi¢des de contorno para a equacao de pressao descrita
na Equacgdo (2.21), temos que as condi¢des de contorno externas podem ser escritas como

(CARVALHO, 2005; CONTRERAS et al., 2016):

(2.33)

Nas equagdes acima, 7 € o vetor posicdo, ¢ é o tempo, 7 € o vetor normal unitaria externa
a superficie de controle, V é a velocidade total € gp e gy sdo fungdes conhecidas da pressio e do
fluxo, respectivamente. Por outro lado, condi¢des de contorno internas, com pressao (gp,) € / ou
fluxo (gn,) prescritos nos pogos, podem ser expressas, nessa ordem, conforme indicado por:
p(?,l‘) = &p; Ou v'ﬁ:gN1 em I7jx [Ovt]

(2.34)
p(F,t) =gp, ou V-ii=gyn, em I’px|[0,1]
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Por fim, as condi¢des iniciais e de contorno para a equacao de saturagdo podem ser

escritas como:

Sw(# 1) =38, em Tyx[0,f] ou I'px[0,7]
] (2.35)
S,(7,1) =5 em Qx "

onde, S,, é a saturagio de dgua prescrita nos pogos injetores e SY é a distribuicdo inicial da

saturacdo de dgua em todo o dominio para ¢ = t.
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3 FORMULACAO NUMERICA

Neste capitulo, apresentaremos as estratégias numéricas utilizadas para resolver as
Equacdes (2.21) e (2.31), utilizando o método iMsCV (Iterative Multiscale Control Volume)
acoplado ao método de alta ordem CPR (Correction Procedure via Reconstruction) via uma

formulacdo segregada tipo IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation).

A formulagdo numérica foi implementada em MATLAB (THE MATHWORKS, INC.,
2017), modificando e estendendo alguns cddigos desenvolvidos por Galindez-Ramirez (2018)
e Souza (2018), no PADMEC (grupo de pesquisa em Processamento de Alto Desempenho na
Mecanica Computacional). A geracao das malhas foi feita por meio do software livie GMSH
(GEUZAINE; REMACLE, 2009). A visualizacdo dos resultados dos campos de pressdo e
saturacgao foi feita pelo programa Vislt (CHILDS et al., 2011) e os graficos foram gerados no
MATLAB.

3.1 METODOLOGIA IMPES

O método IMPES foi desenvolvido originalmente por Sheldon et al. (1959) e Stone
e Garder (1961) e € amplamente utilizado na drea de simulacdo de reservatorio de petréleo.
Essa metodologia visa resolver os problemas de fluxo, Eq.(2.21), e transporte, Eq. (2.31), de
forma segregada usando, respectivamente, uma aproximagao implicita e explicita no tempo
(CARVALHO, 2005; CHEN; HUAN; MA, 2006). A razao pela qual o sistema acoplado €
resolvido de forma sequencial € que as varidveis de saturacdo e pressao descrevem mudangas que
ocorrem em escalas de tempo diferentes (EWING, 1983). O algoritmo da metodologia IMPES,

no contexto do presente trabalho, estd representado na Figura 1.

A partir da distribui¢do da saturagdo de dgua inicial, a mobilidade total A(S,,) é calculada
na superficie de controle. Entdo, a equacao da pressao, Eq. (2.21), € resolvida implicitamente, o
campo de velocidade € calculado usando a Equacdo da Lei de Darcy, Eq. (2.11), que ird alimentar
a equacdo de saturacdo, Eq. (2.31), essa, por sua vez, € resolvida explicitamente a cada etapa de
tempo, calculada de acordo com a condi¢do CFL (Courant — Friedrichs — Lewy) para manter a

estabilidade.

De acordo com Galindez-Ramirez (2018), acoplar os esquemas de discretizacao tipo
Volumes Finitos Centrados na Célula, para o campo de pressdo, com aproximagoes nodais de

ordem superior, para o campo de saturagdo, ainda é um desafio. Isso porque esses métodos de
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discretizacdo, que resolvem a equacao de pressdo, classicamente calculam os fluxos através das
faces das células que pertencem a malha primal, mas ndo fornecem informagdes sobre os valores

pontuais de velocidade dentro dos elementos da malha (SRINIVASAN; LIPNIKOV, 2013).

A fim de obter os valores do campo de velocidade em todo o dominio, foi construido um
operador de reconstrucao baseado na fun¢do de forma de elementos finitos de Raviart-Thomas
de ordem mais baixa. Esse operador recebe como entrada o fluxo através das arestas do elemento
e retorna uma aproximacao dos valores pontuais de velocidade em qualquer posi¢cao da célula
(RAVIART; THOMAS, 1977; SRINIVASAN; LIPNIKOV, 2013; GALINDEZ-RAMIREZ,
2018). Dessa forma, € possivel realizar o acoplamento via IMPES da formulagdao iMsCV com

formulacdes nodais, como o CPR.

Figura 1 — Algoritmo da metodologia IMPES.

0
S\V

Solugdio Implicita da Cileulo dos Reconstrugio do Solugdio Explicita da
Equagiio da Pressao Fl -ewlo dos Lo Campo de Velocidade Equagdio de Saturagio
(IMsCV) UXOS nas arestas (Raviart-Thomas) (CPR)

tgtb

| Fim

Fonte: Adaptado de (GALINDEZ-RAMIREZ, 2018).

3.2 APROXIMACAO PARA A EQUACAO DE PRESSAO/VELOCIDADE

Nesta secdo serdo descritos os métodos utilizados na aproximagao discreta da equagao
da pressao.
3.2.1 Equacao Discreta da Pressao

Para resolver a equacao da pressao, Eq. (2.21), discretizamos o dominio €2, com con-

torno I', em N volumes de controle (V.C.) poligonais nao sobrepostos, denominados como £2;.



31

Integrando a Eq. (2.21) sobre um volume de controle arbitrério €2;, usando a Lei de Darcy, e

aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss, temos:

/ V-ﬁSF,-:/ Q0Q; (3.1)
I; Q,‘

Aplicando o Teorema do Valor Médio nos termos da esquerda e da direita da Eq. (3.1)
iremos obter, respectivamente:

/V-ﬁél“i: Y VN (3.2)
T 1J€er;

| 0s0i=ov (3.3)
Q;

onde 7i € o vetor unitdrio externo para a superficie de controle I';, V;; representa o fluxo através
de I';, N;j é o vetor 4rea associado a cada face IJ € I';, O é o termo fonte (ou sumidouro) médio

e V; € o volume (ou area em 2-D) do volume de controle ;.

Assim podemos escrever a Eq. (2.21) em sua forma discreta, com base nas Equacdes

(3.2) e (3.3), da seguinte forma:

Y, Vi Ny =0V (3.4)
1Jel;

O célculo do fluxo (ou vazdo) , vy - Nyj, pode ser efetuado através de inimeros métodos

de volumes finitos. Na préxima sessao descreveremos o método MPFA-D adotado.

3.2.2 Método MPFA-D

O esquema MPFA-D foi desenvolvido por Gao e Wu (2010) e aplicado, pela primeira
vez, no contexto de simulagdo de reservatdrios de petréleo por Contreras et al. (2016). Como
sugere o nome, 0 MPFA-D utiliza multiplos pontos para aproximar o fluxo na interface entre
células vizinhas utilizando volumes de controle auxiliares em uma disposicao geométrica que
lembra um diamante lapidado em 3-D. O MPFA-D € uma formulacdo completamente centrada
na célula, que requer também os valores de pressdo para cada vértice nos dois pontos extremos
da aresta, em 2-D, que sdo obtidos usando uma combinacdo linear ponderada dos valores de

pressdo nos centroides ou pontos de colocagdo das células circundantes.

Assim, em 2-D, via o MPFA-D a vazio através da aresta 17 pode ser escrita (GAO; WU,

2010) na forma compacta como:

Fiy =91 Niy = tylpg — pp — v (ps — pr)] (3.5)
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onde, p;, pp sdo as pressoes associadas aos centroides das c€lulas LeR, respectivamente, py
e py sdo as pressoes nos vértices da face ﬁ, ver Fig. 2, e 777 € um termo de transmissibilidade
escalar, dada por:
(n) 2-(n)
KIJZ KIJ,@
K(")hﬁ —f—K(n)hi‘
17; "My 17"

Ty =—Aiy ‘ﬁ‘ (3.6)

Na equagdo anterior KI(};)R e K[(ZR sdo as projecdes nas dire¢cdes normal e tangencial,
respectivamente, do tensor de permeabilidade para VC (Volumes de Controle) adjacentes que
compartilham uma face ﬁ com comprimento |ﬁ] (4rea em 3-D). As alturas dos centroides, em

relacdo as faces e ﬁ, para os VCs L e R sio representados por h%; e hf;, respectivamente.

Com respeito a mobilidade na face ﬁ esta pode ser aproximada na seguinte forma:

My = (3.7)

com A; e A; sendo as mobilidades nos nés I e J, respectivamente, e sdo obtidas através de uma
média ponderada pelos volumes (arestas em 2-D) das mobilidades dos volumes de controle que

circundam os nds I e J, nessa ordem (SOUZA, 2015).

Por outro lado, v;; € um parametro tangencial ndo dimensional, que pode ser escrito

como: s B 0
~ A t t
J-IR U (Ko Koz
Vi = — +—=h (3.8)
2 7 (n) 1J (n) 1J
‘ﬁ‘ ’1 ‘ Ky, Ky,

Como ja foi dito, as pressOes nodais, p; € py sdo calculadas usando os valores da
pressdo nos CVs envolvendo os nos [ e J, respectivamente, por meio da interpolacdo ponderada,
denominada LPEW (Linearity-Preserving Explicit Weighted) (GAO; WU, 2010; CONTRERAS
et al., 2016).

Com as expressoes de balango de fluxo escritas para todas as células, podemos escrever
um sistema linear, cujo nimero de incdgnitas, que sdo as pressdes nos pontos de colocagdo das
células, e o nimero de equagdes sdo iguais ao nimero de células (SOUZA, 2015). Esse sistema

tem como solugdo o campo de pressdes e pode ser expresso na forma compacta como:

1~

I~
I

S

(3.9)
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Figura 2 — Parte de uma malha poligonal, ilustrando o esténcil tipo diamante, em 2-D.

__Esténcil de
. diamante /

Fonte: Adaptado de Contreras et al. (2016).

onde 7" € matriz de transmissibilidade, P € o vetor de pressao e Q € o vetor de termos indepen-

dentes incluindo os termos de fonte/sumidouro e as condi¢des de contorno.

3.2.3 Reconstrucio do campo de velocidade no interior do volume de controle

Para acoplar adequadamente o método MPFA-D com a formula¢ido de CPR € necessario
obter uma reconstrucio de velocidade através dos volumes de controle da malha. Como o método
de volumes finitos centrado na célula naturalmente fornece fluxos através das faces da célula que
pertencem a malha primal, um operador de reconstrucio € obtido a partir das func¢des de base do
método de elementos finitos mistos de Raviart-Thomas de ordem zero (RAVIART; THOMAS,

1977), obtendo-se assim o campo de velocidade conservativo em todo o dominio.

O operador de reconstrugdo pode ser escrito no dominio computacional (ou de referéncia)

da seguinte forma: (MATRINGE; JUANES; TCHELEPI, 2006; HEGLAND et al., 2007)
—G1=8)+3(1+8)
VR(S) = (3.10)
—G=m+%(1+n)
no quadriltero bilinear padrao {E =(&,n)|—1<(&,n) <1}, com Fy_4 sendo vazdes através

das superficies de controle, como ilustrado na Fig. 3, e Vi a velocidade reconstruida no dominio

de referéncia.
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Figura 3 — Parte de uma malha quadrangular, ilustrando a interpolagcdo da velocidade via as fun¢des de Raviart-
Thomas de baixa ordem RTj.

Dominio
Fisico

Dominio de Referéncia
(ou Computacional)

Fonte: Adaptado de Galindez-Ramirez (2018).

Finalmente, o campo de velocidade do dominio de referéncia, Vg, pode ser mapeado de

volta para o dominio fisico, obtendo-se Vp através da transformacéo de Piola:

~ 1
PE)= ———— (3.11)
) det(/(é))/

como segue:
7p(7) = 2(E)Pr(€) (3.12)

de tal forma que o fluxo é preservado, isto €, o fluxo através das interfaces das células no
dominio fisico e de referéncia sdo os mesmos. Na equagdo (3.11) ¢ ¢é a matriz Jacobiana da

transformacao de coordenadas.
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3.2.4 Volume de Controle Multiescala (MsCV)

O esquema MsCV pode ser visto como uma extensdo do MsRSB cléssico, cuja principal
vantagem sobre os métodos multiescala da familia MsFV € a possibilidade de trabalhar com
malhas ndo estruturadas em ambas as escalas grossa e fina. No entanto, esse esquema faz uso do
TPFA, que s6 é consistente em malhas k-ortogonais, restringindo seu uso a malhas estruturadas
na escala fina, na maioria das vezes. Assim, 0 MsCV, desenvolvido pro Souza (2018), estende
essa metodologia substituindo o TPFA pelo MPFA-D, tornando o método mais flexivel, podendo
ser utilizado para a soluc¢do de problemas com malhas ndo-estruturadas, e, portanto, geometrias

mais complexas.

Como muitos outros métodos multiescala, o MsCV define um conjunto de operadores
locais (func¢des de base multiescala) que mapeiam as incdgnitas associadas as células da malha
fina as incognitas associadas aos elementos na malha de menor resolucdo. Assim como no
MsRSB, esses operadores sdo construidos por meio de suavizacao restrita na matriz da escala

fina e sdo consistentes com os operadores diferencias (M@ YNER; LIE, 2016; SOUZA, 2018).

3.2.4.1 Operadores Multiescala

O MsCV herda o operador de restrigdo (R,,) do MsFV cldssico (CHEN; HUAN; MA,
2006; JENNY; LEE; TCHELEPI, 2006; ZHOU; TCHELEPI, 2008; M@YNER; LIE, 2016). Este
operador identifica quais células finas Q{ , Figura 4 (a), influenciam o volume grosso Qf, Figura
4 (b). Cada linha do operador corresponde a um volume grosso e cada coluna é correspondente
aos elementos da malha na escala fina, assim, a j-ésima linha do operador € um vetor booleano
1 X ny assumindo o valores iguais a 1 para todas as células finas que pertencem aquele volume
grosso e 0 para as células restantes. Esse operador pode ser expresso como:

1 ofeq

(Rop) = 7 onde 1<j<n. e 1<i<ny (3.13)
0, caso contrario

Assim como o MsRSB, o MsCV calcula o operador de prolongamento (P,,,) resolvendo
uma versao normalizada da equacdo de pressdo para cada volume grosso iterativamente, usando
um esquema de Jacobi ponderado adaptado, no qual o incremento de Jacobi € modificado a
fim de evitar seu crescimento fora da regido de suporte correspondente. Como a matriz de

transmissibilidade, geralmente, sofre poucas modificacdes ao longo de cada etapa de tempo, o

operador de prolongamento calculado na etapa de tempo anterior € utilizado como estimativa
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inicial no processo iterativo. Assim, cada coluna deste operador armazena uma distribuicao de
press@o normalizada que varia de 1, no centro da célula na escala grossa, a 0, fora da regido de

suporte da célula correspondente. Essas etapas estdo descritas detalhadamente em Souza (2018).

Figura 4 — Descricdo das malhas fina e grossa primal.

(a) Malha fina (b) Malha grossa primal

Fonte: Adaptado de Souza (2018)

De acordo com Barbosa et al. (2018) e Souza et al. (2020), o operador de prolongamento
do MsCV, que adota 0o MPFA-D, em geral, entrega bons resultados, no entanto, pode apresentar
perda de precisdo dependendo da escolha da malha primal da escala menos densa, particularmente
quando os limites dos volumes grossos encontram-se sobre regides de barreira ou canais de alta

permeabilidade.

Ap0s calcular corretamente esses operadores, podemos escrever o método multiescala

como:
_ ~1
Pus = PopPe = PoyT ' Q. = Poy (RopT Pop)  RopQ 14

onde P, e P. sdo as solugcdes multiescala nas escalas fina e grossa, respectivamente, 7 a
transmissibilidade e Q o termo de fonte/sumidouro, aqui o subscrito f e ¢ indicam, nessa ordem,

os valores na escala fina e na escala grossa. Para mais detalhes veja Souza et al. (2020).

3.2.4.2 Reconstrucao do fluxo conservativo em todas as escalas

E fundamental obter um campo de fluxo conservativo em todas as malhas envolvidas no
método multiescala para encontrarmos uma aproximagao consistente do problema de transporte.
Isso € vélido tanto quando este € resolvido por meio de métodos de baixa ordem quanto para os

métodos de alta ordem de aproximagao.
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O algoritmo utilizado para calcular o operador de prolongamento, desacopla o dominio a
medida que a equacao de pressdao normalizada € calculada, localmente, dentro de cada regido
de suporte. Isso dd origem a um campo de fluxo que ndo € conservativo em todo o dominio
computacional, mas, apenas dentro dos limites de cada volume grosso, uma vez que, esses estao

contidos em sua propria regido de suporte.

A reconstrugdo de fluxo, proposto por Jenny, Lee e Tchelepi (2006) e utilizado neste
trabalho, € realizada em duas etapas. A primeira consiste em usar o campo de pressdo multiescala
para recuperar os fluxos na superficie de cada volume grosso primal, a fim de usa-los como
condi¢des de contorno de Neumann para resolver a Eq. (2.21) para cada volume grosso primal. A
segunda etapa € usar o campo de pressao resultante para calcular um novo campo de velocidade
em todas as superficies da escala fina, exceto naquelas contidas no contorno de cada volume
grosso primal, pois, para esses elementos, o fluxo calculado na etapa anterior é conservativo.
Assim, € resolvido o problema de Neumann para cada volume de controle grosso. A reconstrucao

do fluxo € descrita conforme a Equacao: (3.15).

-V AKﬁ(Pmsc) =4y em QF
_ai,, <—7LK£C” (Pmsc)> = Vs N em SQP (3.15)
Pmsc = Pms em xP

A velocidade nos contornos de cada volume grosso € calculada na primeira etapa e a

velocidade dentro do volume grosso € calculada na segunda etapa.

3.2.4.3 Algoritmo de pre-processamento do MsCV

Souza (2018) adaptou o algoritmo de pré-processamento proposto por M@yner e Lie
(2016), a fim de tornar o MsCV capaz de lidar com malhas ndo-estruturadas em todas as escalas.
A etapa de pré-processamento do MsCV consiste em construir a malha grossa, calcular os
centroides de cada célula da malha grossa primal e, por fim, definir as regides de suporte. Os
elementos da malha menos densa, gerados por meio desse algoritmo, sdo poligonos que assumem

uma forma pseudo-estruturada podendo se assemelhar a um quadrado ou hexagono.

O ponto central de um volume grosso (x) é definido pelo ponto que possui a menor
soma das distancias as interfaces das bordas intermediarias. Assim, o centro de um volume
grosso primal € a célula da escala final cujas coordenadas do centro estdo mais proximas de sua

mediana geométrica (SOUZA et al., 2020).
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O primeiro passo para definir a regido de suporte de um elemento grosso arbitrario (1) €
identificar quais as células da malha grossa sdo vizinhas ao volume grosso central. Em seguida
sdo calculados os pontos médios das interfaces do volume central e de seus vizinhos. Esses
pontos e os pontos centrais dos vizinhos sdo usados para realizar uma triangulacdo de Delaunay,
gerando a regido de suporte da referida célula grossa. Alguns ajustes sdo feitos para fazer com
que os elementos da malha fina que representam os centroides dos volumes grossos vizinhos
facam parte do contorno da regido de suporte (B ). Esse processo encontra-se minunciosamente

explicado em Souza et al. (2020).

3.2.5 Suavizadores

Os suavizadores também podem ser denominados de pré-condicionadores, esses métodos
possuem uma propriedade de suavizacdo que remove as componentes de alta frequéncia do
erro e do residuo, enquanto mantém as componentes de baixa frequéncia. Eles consistem em
determinar uma matriz que aproxime a inversa da matriz original do problema (JUNQUEIRA,

2008).

Neste trabalho, foram implementados alguns suavizadores obtidos a partir de métodos
iterativos classicos; Forward Gauss-Seidel (FGS), Backward Gauss-Seidel (BGS), Forward
Successive Over Relaxation (FSOR) e Backward Successive Over Relaxation (BSOR), além
desses, também foi utilizado o suavizador obtido pelo Método da Decomposi¢do LU Incompleta

(ilu(0)) (SAAD, 2000).

Conforme mostrado na Eq. (3.9), a pressdo na malha fina, em sua forma matricial, € do
tipo:
Typp= Qs (3.16)
e o residuo é dado por:

rf=Qr—Typy (3.17)

Define-se a matriz que aproxima a inversa de ¢, M, como sendo a matriz que relaciona

o incremento da solugdo ao residuo:

ATt =M (3.18)

Como Ty € uma matriz quadrada, ela pode ser decomposta da seguinte forma:

Ty =Dy+Ls+Uy (3.19)
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onde Dy, Ly e Uy sdo as matrizes diagonal, triangular inferior e triangular superior, respectiva-

mente, da matriz de transmissibilidade na malha fina, 7.
3.2.5.1 Métodos Gauss-Seidel
Substituindo a Eq. (3.19) na Eq. (3.16), teremos:

(Df+Ls+Uy) pr=0Qs (3.20)

E introduzindo um processo iterativo de forma aproximada, temos:
(Ds+Ls) Py = =Uppls+ 0y 3.21)

O suavizador M € obtida adicionando e subtraindo Ty p’]‘c na Eq. (3.21):

(Dy+Lyg) P = —Upph+ @ + Ty — Ty (3.22)
(D +Lg) Pyt = (Tr = Uy) P+ Qp — Typly (3.23)

Substituindo a Eq. (3.19) na Eq. (3.23), temos:

(Dy+Lg) Pt = (Dy+Ly) pl+ Qp — Typh (3.24)

Substituindo o residuo da iteragdo k, 7%, na Eq. (3.24) e reorganizando os termos, iremos

obter:
(Df+Ls) Pt = (D +Ly) P+ 75 (3.25)
(D +Ly) (Pfc“ - p’}) =7 (3.26)
—1
Ap];[H = (Dr+Ly) ¥ (3.27)

Por fim, o suavizador FGS € obtido comparando a Eq. (3.18) com a Eq.(3.27):
Mrgs = (Dy+Ly) " (3.28)
O BGS ¢ obtido a partir da substituicao da Eq. (3.19) na Eq. (3.16) da seguinte forma:
(D +Uy) Pt = —Lyply+ 0y (3.29)

De maneira andloga ao realizado para determinar o suavizador FGS, temos que:

Mpgs = (Ds+U;) ! (3.30)
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3.2.5.2 Sucessive Over Relaxation (SOR)

O método da sobre-relaxagdo sucessiva foi um dos primeiros suavizadores a ser empre-
gado na resolucdo dos sistemas lineares presentes em simulag@o de reservatdrios. No inicio, esse
método era normalmente utilizado em conjunto com o solver Richardson (apresentado na secdo
3.2.6.1), sendo muitas vezes denominado diretamente como o solver do problema (MAGRI et

al., 2015).

O SOR € uma varia¢do do método de Gauss-Seidel, ao qual € aplicado um coeficiente de
relaxacdo @ que, dependendo do seu valor, pode acelerar ou retardar a sua convergéncia. O fator
® pode assumir valores entre 0 e 2, sendo denominado de sub-relaxacdonocasode 0 < w < 1le
sobre-relaxac@o no caso de 1 < @ < 2 (GONCALVES et al., 2018). Foi adotado ® = 5/3 com

base nos estudos e testes realizados durante o desenvolvimento deste trabalho.

Substituindo Eq. (3.19) em Eq. (3.16) e multiplicando ambos os lados da equacao pelo

coeficiente de relaxacao, temos:
o (Df+Ls+Us) pr =00y (3.31)
ou
wLspy= 00— (Dr+Uy) py (3.32)
Somando Dypf aos dois lados da equagdo Eq. (3.32), temos:
Dipf+wLipr=0Q;—o (Ds+Us) pr+Dypf (3.33)
E introduzindo um processo iterativo de forma aproximada, temos:
(Dy+oLy) Pyt = Dypy+ 00s — @ (Ds +Uy) Pl (3.34)

Subtraindo e adicionando a)LfP}‘ na Eq. (3.34):

(D +oLys) Pyt = Dpli+ 005 — 0 (Dy +Uy) pl — OLsPf+ oLy Pf (3.35)

(D +oLy) pi = (D +oLy) pl— 0 (Dy+Uy) ply — oLspl + 00 (3.36)

(Dy+oLy) (P57 = p) = 00— (Dy+Us +Ly) b (3.37)

(Df+oLs) AplH = orf (3.38)
(

AP =0 (Dy+oLy) ' (3.39)
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Assim, temos que:

-1
Mpgsor = (D(Df—i—COLf) (3.40)

O suavizador BSOR ¢ obtido substituindo a Eq. (3.19) na Eq. (3.16) da seguinte maneira:

oUsps = 0Qr— o (Ds+Ly) py (3.41)
De forma andloga ao Mrsog, temos que o suavizador Mpsog € dado por

—1
Mgsor = @ (Dy + Uy) (3.42)

Pode-se observar que ao impor @ igual a 1, os suavizadores Mrsogr € Mpsor recaem
no Mrgs € Mpgs, respectivamente. E importante destacar que esses suavizadores terdo melhor
desempenho quando aplicados as matrizes diagonal dominante. A matriz de transmissibilidade

obtida pelo método MPFA-D ndo garante essa propriedade.

3.2.5.3 Decomposi¢ao Incompleta LU (ilu(0))

O processo de fatoragdo LU incompleta calcula uma matriz triangular inferior esparsa L
€ uma matriz triangular superior esparsa U, de modo que a matriz residual R = LU — T satisfaca
certas restri¢des. A técnica de fatoragdo Incompleta LU sem preenchimento, indicada por ilu (0),
considera o padrio de zeros precisamente igual ao da matriz original Ty, ou seja, os fatores L
e U sdo calculados de modo que a soma do nimero de elementos nao nulos de cada fator seja

igual aquele referente a matriz original (SAAD, 2000; MAGRI et al., 2015).

Considerando, por exemplo, uma matriz A penta diagonal, € possivel determinar duas
matrizes quaisquer, uma triangular superior e outra triangular inferior, que apresente a mesma
estrutura da parte superior e inferior da matriz A, respectivamente, de modo que o produto
dessas matrizes ird gerar uma outra, hepta diagonal. As entradas dessas duas diagonais extras sdo
chamadas de elementos de preenchimento, se ignorarmos esses elementos € possivel determinar
as matrizes L e U em que o produto entre elas serd igual a matriz A nas outras diagonais. H4
uma infinidade de matrizes L e U que atendem a essa restricdo, assim a matriz i/u (0) ndo

¢ definida unicamente (SAAD, 2000). Ela € originalmente definida pelo algoritmo abaixo:
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Algoritmo 1: Construgio do suavizador pela fatorizagdo incompleta ilu(0)

Parai = 2,..., n faca:

Para k = 1,...,i-1 e para (i,k) € NZ(T) faga:

lik.
Tk

Calcule t;;, =
Para j=k+1,...,nepara (i, j) € NZ(T) faga:
Calcule 1;; := t;; — tinly;
Fim
Fim

Fim

onde NZ(T') é o conjunto de pares (i, j), com 1 <i,j <n, tal que t; ; # 0.

3.2.6 Solvers Iterativos

A solu¢do multiescala p,,s; pode ser usada diretamente como uma boa solu¢ao aproximada
em relacdo a solucao de referéncia, no entanto, essa solucao gera um campo de velocidades pouco
acurado. Como ja mencionado neste trabalho, € de suma importancia a obten¢do de um campo
de velocidades que possua um bom grau de precisdo, pois ele é responsavel pelo acoplamento
entre os solvers de pressdo e saturacdo. Essa necessidade se torna mais evidente quando sao
utilizados métodos de alta ordem. Assim, o solver iterativo é aplicado com a finalidade de obter
solugdes mais precisas do campo de pressdo e, consequentemente, melhorar a solucao do campo

de velocidades

A seguir serdo apresentados alguns solvers que foram utilizados dentro do contexto
multiescala e Multigrid, sendo aplicados diretamente na solu¢do multiescala p,,;. Nesta secao

utilizamos p s para indicar a solu¢do aproximada na escala fina nos solvers iterativos.

3.2.6.1 MEétodo de Richardson

Este € um dos primeiros solvers iterativos apresentados na literatura (RICHARDSON,

1910) e € dado por:
Pt = ph+ oM (Qf - Tfp];c) (3.43)
onde ®, é um escalar ndo-negativo, geralmente igual a um, e M;l ¢ um dos suavizadores

apresentados na subsecao 3.2.5, ambos aplicados com a finalidade de acelerar a convergéncia do

método iterativo.
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Como foi dito anteriormente, a solu¢do multiescala na escala grossa € conservativa,
portanto, é desejavel que essa propriedade seja mantida ao longo das diversas iteracdes do solver.

Porém, esse método ndo garante que essa propriedade serd conservada.

3.2.6.2 Solver Multiescala

Esse solver, ao contrario do Método de Richardson, foi construido de forma que a
conservacao na escala grossa € garantida, uma vez que o problema multiescala é resolvido a
cada iteracdo. O procedimento iterativo € repetido até que a norma do erro atinja a tolerancia

especificada ou o nimero maximo de iteragdes seja alcangado.
Esse método pode ser dividido em duas etapas (BOSMA et al., 2017):

Etapa multiescala
r’c‘m = Ropr§
S plccm _ Tc_l rlccm

Py = v+ 8pf"
r?m — Qf o Tf pl}m

Etapa de suavizacao

k+1 km —1 _km
Py =pp M
! ! k ! (3.45)
+1 _ +1
}"f = Qf — Tfpf
onde §p¥" e & p’}m indicam os incrementos na escala grossa e fina, respectivamente, e o sobres-

crito km € utilizado pra indicar o cdlculo na etapa multiescala na iteracao k.

3.2.6.3 Solver Multiescala Modificado

Esse esquema apresenta duas diferencas em relacdo ao anterior (M@ YNER; LIE, 2016).
Primeiro, na etapa multiescala ele define um residuo suavizado na escala grossa, X", que serd
utilizado no célculo do incremento junto com o residuo da malha grossa. A segunda mudanca é
feita na etapa de suavizagdo, aqui, o suavizador ¢ aplicado ao residuo inicial da malha fina, 7, e

nao ao residuo corrigido, rﬁi’".
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Etapa multiescala
rkm — R(,prfc
rt = RopM ™'y

Splm =71 (rkm _ rkm)

Cc SC

(3.46)
5P]}m = Popsplgm
= o
"= Qs —Typ"
Etapa de suavizacao
pl}ﬂ :pl}m+M_lr¥ (3.47)

i =0y = Typ!

E vdlido ressaltar que a etapa de suavizagdo dos solvers multiescala e multiescala

modificado consiste no método de Richardson com @, = 1.

3.2.6.4 Solver Multinivel

O esquema multinivel é obtido considerando-se uma hierarquia de espagos, onde o
suavizador ird substituir recursivamente a inversa exata da matriz de transmissibilidade no espaco
da escala fina, em seguida o mesmo procedimento € aplicado ao espaco da escala grossa até
atingir o nimero maximo de niveis desejado (DIMOV; FIDANOVA; LIRKOV, 2015). Neste
trabalho, consideramos apenas o caso de Unica etapa de correcao da malha grossa. Assim, o

esquema multinivel de dois niveis pode ser descrito da seguinte forma:
Py =y Mgy
P = p o+ PopM Ropr ! (3.48)
pfc-i-l _ p?Z +M]71r;£2

onde p?l e p?z representam os valores aproximados do campo de pressdo nos diferentes niveis

de malhas.

3.3 APROXIMACAO PARA A EQUACAO DE SATURACAO/TRANSPORTE

Nesta secdo serdao descritos os métodos utilizados na aproximagao discreta da equagao

da saturagdo.
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3.3.1 Método CPR

O método CPR, semelhante aos métodos DG, SV, e SD pode alcancar alta ordem de
acurdcia através de um esténcil compacto que consiste da célula alvo e dos seus vizinhos
imediatos. Além disso, o CPR recupera versoes simplificadas dos métodos nodais DG, SV e SD
usando uma fun¢do adequada de reconstrucao polinomial, cujos coeficientes sdo pré-processados

e armazenados (GALINDEZ-RAMIREZ et al., 2020).

Para obtermos a equagdo discreta da saturacdo pela abordagem do CPR, consideramos
o seguinte modelo de fluxo imiscivel (dgua e 6leo) em um dominio  com a imposi¢cdo de
condi¢des de contorno apropriadas em I', a Equagdo 2.31, com ¢ = constante, sem perda de

generalidade, pode ser escrita como:
ISw - -
9=+ (fuV) = Qw =0 (3.49)
Podemos obter a equagdo na forma de residuos ponderado multiplicando a equacio 3.49

pela funcdo de teste W e integrando sobre o dominio €2:
/W<¢%+§~(fWT/)—QW> dQ =0 (3.50)
Q ot
A solugio S,, é aproximada por S, sendo P, o espago polinomial de grau menor ou
igual a n. A dimensdo de Pn, para elementos quadrilaterais, é dada por: D = (14 n)%. Apés
alguns cdlculos algébricos, a equagdo de saturac@o na forma semi-discreta para o caso 2D, com
S(i;j k) sendo a saturag@o nos graus de liberdade requeridos pela ordem de aproximagdo desejada,
em que, i é o indice da célula, e j e k sdo os pontos de solucdo para um elemento quadrangular,
ver Figura. 5, pode-se escrever na seguinte forma (HUYNH, 2007; WANG, 2011):

ashn
w(i;j,k e )
o rlian) _ _<H,~,k V-Ru(st] +

2 [(Fa(=1,Mj4) — Feoy (= 1,m.0182.(8) + [Fx(1,mj ) — Fagiy (1,100 18R(8) + )
(A lijn | 120E 0 —1) = Fyiy (& = D]gh (M) + L5 (.60 1) — Fyiy (€. D] (M)

+0Ow
(3.51)

onde IT; ; € um operador de proje¢do, utilizado no caso de fungdes de fluxo néo lineares, F,,,
que representa o fluxo advectivo, .# € o fluxo numérico e F é denominado o fluxo descontinuo,
g1 € conhecida como a fungdo de reconstrugdo e _# é a matriz jacobiana do mapeamento do

dominio de referéncia para o dominio fisico.
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Figura 5 — Pontos de Solugdo e Pontos de Fluxo no dominio de referéncia 2D para uma aproximagao P».

n
* .(_17 1) ‘ (17 1)
A ® s
(-1,-1) (1,-1)
m &
& & &

@ Pontos Solucio i Pontos de Fluxo

Fonte: Adaptado de Huynh (2007).

Para determinar os valores de fluxo descontinuo, .Z (S~,57), através das interfaces das
células e para realizar o acoplamento das mesmas, usamos um esquema Roe-E, com correcao de

entropia, que pode ser escrito da seguinte forma:

- QgZLLF'J_\}, se a6,%(5_)'aai;(s—’_)<0

g;Roe—E N = (3.52)

FRoe - N, caso contrario
onde os sobrescritos (-) e (+) s@o usados para indicar os lados esquerdo e direito das interfaces

numéricas, respectivamente, e o fluxo Local Lax-Friedrichs (LLF) € definido como:

FLLE-N = % [(Fw(sﬂ +Fy(S7))-N—max| 8| (ST —S") (3.53)
com
_IF(S) -
#="3s, N

e o resolvedor aproximado de Riemann linearizado do tipo Roe, também chamado de Murman

ou Murman-Roe no caso escalar, € dado como:
F.(S,), se #>0

yRoe — (3.54)
F,(S}}), caso contrério

De maneira geral, o fluxo numérico LLF fornece excessiva viscosidade artificial, quando

comparado ao fluxo numérico Roe-E.

Para completar a formulagdo, precisamos apenas calcular a taxa de fluxo de 4gua no

poco de producao, que pode ser escrito como:

Ow = Qfw(Sw) (3.55)
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com Q sendo a taxa especifica de producgdo de fluido total e f,, o fluxo fracionério de dgua. O
valor médio de saturacdo S,, do polindmio de grau n = 0 pode ser calculado por meio de uma

projecdo L2 a partir dos valores nodais de saturacdo nos pontos de solucao.

O procedimento de projecdo de S para a aproximacio média S,, = SP* = I1"'S"" ¢

m = 0 é realizado calculando os coeficientes modais:
SPn — sg—1gPn (3.56)

e, truncando os modos de ordem superior, .7 [SP ”] maior que n = 0, com U sendo a matriz
de Vandermonde (HESTHAVEN; WARBURTON, 2008). Entao, a solu¢io projetada pode ser
escrita de forma geral como:

Pr =7 [SP] (3.57)

A estratégia de captura de choque adotada no resolvedor de saturacao é o MLP (Multi-
dimensional Limiting Procedure) hierarquico (PARK; KIM, 2016), para maiores detalhes ver
(GALINDEZ-RAMIREZ et al., 2017; GALINDEZ-RAMIREZ et al., 2020).

Escrevendo a Equacdo (3.51) na forma compacta, temos:

ds,, _
¢>7 = —R(Sw) + Ow(Sw) (3.58)

entdo, a integracdo do tempo € realizada usando um método Runge-Kutta explicito de terceira
ordem (HIRSCH, 2007; LYRA; MORGAN, 2000) com dois estagios intermedidrios para chegar

a 197! a partir de 17, de modo que:

S g A B.(5
sV = 5o ZRisty+ 20,5,
SR+ 250,05
q@ _ 3 llam Ao g 5 (Y
P = 4S§V+4{SW ¢R< ) ¢QQW( (3.59)

~ 1~ 2 _ (=)
g+l _ 1gqg | A |Q2) A ’\(2)
W= 3SW+3{&” ¢R< )+ ¢m2QW( )}

onde, o indice superior (1) e (2) se referem a estdgios intermedidrios no processo de marcha no
tempo e usando o teorema do valor médio, o termo fonte é aproximado como (SOUZA et al.,

2018):
_ 1
%=Eémmi (3.60)

Seguindo o trabalho de (PARK; KIM, 2016), escolhemos um At estdvel para valores
arbitrarios de ordem polinomial n, usando a expressao:
CFL 0|Q;]

n+1 max [( 100/ 9S]) ;1 - NIJ]

(3.61)
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4 RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos utilizando o método iMsCV, para
resolver o problema de fluxo, acoplado ao método CPR, de ordem 2, 3 e 4, para resolver o
problema de transporte. As simulacdes foram realizadas de acordo com a formulacdo numérica
descrita no Capitulo 3. Vale ressaltar que foram adotadas duas solucdes de referéncia, uma
denominada solucao de referéncia multiescala, que € obtida por meio da simulagdo direta na
escala fina e a segunda foi denominada solucdo de referéncia global, obtida por meio da simulagdo
em uma malha convergida, a qual € resultado da aplicacdo do método MPFA-D, para resolver a

equagdo de pressao, acoplado ao método FOU, para resolver o problema de saturagdo.

Para todos os exemplos dessa sessdo o dominio computacional foi definido como um
quadrado unitdrio [0,1]> em uma configuracio do tipo "1/4 five spot", onde o poco injetor
se localiza no canto inferior esquerdo e o poco produtor se localiza no canto superior direito.
Utilizamos condi¢oes de fluxo nulo nas fronteiras, fluxo prescrito (Qjy; = 1) no pogo injetor e
pressdo prescrita (pprod = 0) no pogo produtor. Para os exemplos de fluxo bifasico, a saturagao
de 4gua no pogo injetor é S,, = 1, em um reservatdrio inicialmente saturado por 6leo (59 = 0).
As saturagdes residuais e a razao de mobilidade sdo dadas, nessa ordem, por: S;, = S, =0e
M= (%) =4, a densidade da dgua e do 6leo sdo, respectivamente, 1 e 0,8. Além disso, foi

adotado CFL = 0,5. Na Tabela 1 estdo apresentadas algumas informag¢des que irdo auxiliar na

compreensdo dos resultados que serdo apresentados nas proximas sessdes desse capitulo.

Tabela 1 — Lista de abreviagdes importantes para a compreensao das andlises deste capitulo.

Métodos Sigla
Forward Sucessive Over Relaxation FSOR
Backward Sucessive Over Relaxation BSOR
Decomposi¢do LU Incompleta ILU
Forward Gauss-Seidel FGS
Backward Gauss-Seidel BGS
Método Iterativo Multiescala M
Método Iterativo Multiescala Modificado MM
Método Iterativo Multinivel MN
Método Iterativo Richardson R

Para verificar a acurdcia dos métodos foi adotada a norma Euclidiana L,, expressa por:

n 1

¥l = ) il (4.1)
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onde x; é o i-ésimo componente do vetor X de tamanho n. Assim o erro relativo, adotado neste

trabalho, € definido por:
. HXre f— Xins

I,
£l = € 4.2)
[Xrer ||

4.1 ESCOAMENTO MONOFASICO NO CONJUNTO DE DADOS DO SPE 10

Para avaliar o comportamento de cada um dos suavizadores analisados neste trabalho,
combinados com os quatro métodos iterativos apresentados na sec¢ao 3.2.5, foi realizado uma
série de simulacdes de fluxo monofasico utilizando os campos de permeabilidades do Modelo 2
do 10th Comparative Solution Project da SPE (SPE 10), que € disponibilizado em Christie e
Blunt (2001). Esse modelo possui 85 camadas, no qual as 35 primeiras representam a formacao
Tarbert e apresentam um campo de permeabilidade que segue uma distribui¢cao lognormal e as
heterogeneidades variam suavemente. As outras 50 camadas representam a formacao Upper
Ness, cujas camadas apresentam regides de alta permeabilidade intercaladas com zonas de baixa

permeabilidade.

Foi realizada a simulagdo para cada uma das 85 camadas do Modelo 2 do SPE 10. A
malha na escala fina possui 13.200 elementos e a malha menos densa contém 64 elementos
quadrilaterais, ambas malhas ndo-estruturadas. Inicialmente, foi realizada a simulag@o utilizando
0 MsCV sem aplicacao do método iterativo e foi calculada a norma Euclidiana do erro, para
as solugdes nos campos de pressdo e velocidade, para todas as camadas e esses valores estao
apresentados na Figura 6. Em seguida foram realizadas as simulagdes adotando o iMsCV, na
etapa iterativa foram empregadas 15 iteracdes e, assim como foi feito para a solu¢do obtida pelo
MsCYV, a norma Euclidiana do erro foi calculada para todos os diferentes métodos iterativos,
com as diferentes alternativas de precondicionadores (ou suavisadores) testados neste trabalho.
Pode-se observar esses resultados na Figura 7 para o campo de pressao e na Figura 8 para o

campo de velocidade.

Podemos observar, confrontando com os resultados da Figura 7, que todos os métodos
apresentaram melhora no campo de pressao quando comparado com a solu¢ao do MsCV, Figura 6
(a). Em geral, as solugdes obtidas por meio do método iterativo multiescala entregaram melhores
resultados, o que pode ser reforcado avaliando os valores apresentados na Tabela 2, na qual é
possivel observar os maiores erros para cada método. E importante informar que para o caso do

MsCYV, sem aplicacdo de suavizador, o maior erro estd na camada 83 no valor de 0,9881. Para o
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método iterativo multiescala o erro relativo mais expressivo foi encontrado na camada 63 com o
valor de 0,59702, solucdo obtida pelo método M-FSOR. J4 para o método iterativo multinivel, o
maior valor para o erro relativo foi obtido pelo métodos MN-BSOR e MN-FGS e encontra-se na
camada 61, respectivamente, no valor de 0,6794 e 0,6755. No método multiescala modificado o
valor mais expressivo do erro relativo estd localizado na camada 63, cujo valor € 0,7197, solucao

gerada pelo M-FSOR.

O método Richardson apresentou os maiores valores dentre os métodos estudados, sendo
o maior deles na camada 61 no valor de 0,9736 associado a solu¢do obtida pelo método R-BGS.
Esse comportamento pode ser explicado pelo fato desse método nao levar em consideracdo o
problema de transferéncia de escalas e ndo ser construido de forma a manter a propriedade de

conservacao local como os outros métodos analisados.

Figura 6 — Escoamento monofésico no conjunto de dados do SPE 10: Norma Euclidiana do erro para cada camada
sem aplicacdo do método iterativo.

(a) Campo de pressao. (b) Campo de velocidade.

2 L L L L L L L L L L L L
1 13 25 37 49 61 73 85 1 13 25 37 49 61 73 85
Camada do SPE10 Camada do SPE10

Fonte: A Autora, (2021).

Para as camadas mencionadas, o método ndo conseguiu representar bem a fisica do
problema. Esse comportamento se deve a trés fatores, as condi¢des de contorno reduzidas usadas
para realizar o desacoplamento das funcdes de base do método multiescala, que podem gerar
oscilacdes espurias como observado por (SOUZA et al., 2020), a propria natureza do SPE 10,
que possui grandes variacdes no campo de permeabilidade, e pelo processo iterativo, o qual
visa minimizar o residuo, que apresenta convergéncia oscilatéria, isso serd melhor observado na

Figura 9.

Em relagcdo ao campo de velocidade, a aplicacdo do método iterativo causou uma queda

sutil nos valores dos erros relativos, quando comparado com os erros do campo de pressdo, como
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Figura 7 — Escoamento monofédsico no conjunto de dados do SPE 10: Impacto da aplicacdo da estratégia de
suavizagdo no campo de pressdo: Norma Euclidiana do erro para cada camada do SPE (15 iteragdes).

(a) Método Multiescala. (b) Método Multiescala Modificado.

1 13 25 37 49 61 73 85 1 13 25 37 49 61 73 85
Camada do SPE10 Camada do SPE10

(c) Método Multinivel. (d) Método Richardson.

1 13 25 37 49 61 73 85 1 13 25 37 49 61 73 85
Camada do SPE10 Camada do SPE10

—iMsCV-BSOR —iMsCV-FSOR —iMsCV-ILU —iMsCV-BGS —iMsCV-FGS

Fonte: A Autora, (2021).

Tabela 2 — Escoamento monofésico no conjunto de dados do SPE 10: Norma Euclidiana do erro apds 15 iteragdes:
campo de pressdo.

Método Camada Erro Método Camada Erro
M-BSOR 63 0,5931 | MM-BSOR 61 0,7150
M-FSOR 63 0,5970 | MM-FSOR 63 0,7197
M-ILU 67 1,26x107° | MM-ILU 64 1,01 x107°
M-BGS 63 0,5685 | MM-BGS 61 0,6820
M-FGS 63 0,5735 | MM-FGS 62 0,7072
MN-BSOR 61 0,6794 | R-BSOR 61 0,9675
MN-FSOR 63 0,6679 | R-FSOR 61 0,9733
MN-ILU 66 1,3%x107% | R-ILU 76 1,12x107°
MN-FGS 61 0,6755 | R-FGS 61 0,9704
MN-BGS 61 0,6671 | R-BGS 61 0,9736

ja observado anteriormente por (SOUZA et al., 2020). Porém, se confrontarmos os resultados
da Figura 8 com os resultados da Figura 6(b), vemos que, com a aplicacdo do método iterativo,
foi possivel melhorar fortemente a solu¢cao do campo de velocidade. Com base na Figura 8,
Vvemos que os erros, em geral, apresentam o mesmo comportamento para os métodos iterativos

multiescala (M-), multiescala modificado (MM-) e multinivel (MN-), apresentando erros mais
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Figura 8 — Escoamento monofdsico no conjunto de dados do SPE 10: Impacto da aplicacdo da estratégia de
suaviza¢do no campo de velocidades: Norma Euclidiana do erro para cada camada do SPE (15 iteragdes).

(a) Método Multiescala. (b) Método Multiescala Modificado.
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Fonte: A Autora, (2021).

expressivos nas camadas 61 e 63; 61; 46, respectivamente, ver Tabela 3. Ja para o método
Richardson a redugdo do erro ocorreu de forma mais discreta, atingindo o pior valor de 5,7733

na camada 56. Para o MsCV, o maior erro apresenti-se na camada 71 com valor de 41,999.

O suavizador obtido pela fatorizagdo LU incompleta, ilu(0), conseguiu reduzir signi-
ficativamente os erros mesmo nas camadas mais problematicas do modelo. Além disso, ele
conseguiu atingir a valores maximos do erro relativo para o campo de pressio abaixo de 1077,
apresentando uma diferenca significativa em relacio aos outros suavizadores. Nas Figuras 7 e 8
€ possivel observar que o desempenho do suavizador BSOR é um pouco melhor que os demais
suavizadores testados, podendo ser escolhido como uma alternativa ao /lu(0), que se destacou
com os melhores resultados, para problemas fisicos de baixa complexidade. As curvas divergem

apenas em algumas camadas que apresentam maior grau de heterogeneidade.

A fim de avaliar o desempenho dos métodos, foi selecionada a camada 67 para realizar o
teste de convergéncia dos métodos. Neste caso, adotamos como critério de convergéncia a norma

Euclidiana do residuo obedecendo uma tolerancia igual a 10~°, fazendo com que a solucio
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Tabela 3 — Escoamento monofésico no conjunto de dados do SPE 10: Norma Euclidiana do erro apds 15 iteragdes:
campo de velocidade.

Método Camada  Erro | Método Camada  Erro
M-BSOR 63 08574 | MM-BSOR 46  0,7743
M-FSOR 61 08574 | MM-FSOR 46  0,7704
M-ILU 20,7105 | MM-ILU 3407102
M-BGS 63 0.8289 | MM-BGS 46 0,7409
M-FGS 63 08377 | MM-FGS 46 0,7404
MN-BSOR 61  0,9057 | R-BSOR 46 12717
MN-FSOR 61 09027 | R-FSOR 1 1,0778
MN-ILU 20,7105 | RIILU 2 07105
MN-FGS 63 0.8289 | R-FGS 56 57733
MN-BGS 61  0,8548 | R-BGS 54 21232

convergida seja suficientemente préxima a solugdo obtida pelo sistema na escala fina. Para
melhorar a visualizag@o foram apresentados os resultados para 200 iteracdes na Figura 9. Nota-se
que o desempenho dos métodos iterativos sdao similares, exceto o método Richardson, que nao
conseguiu convergir para a solucdo, estagnando-se nas primeiras iteracdes, com excecao de
quando utilizado em conjunto com o ILU.

Tabela 4 — Ntimero de iteracdes necessdrias para cada método atingir a tolerancia de 107°.

Método Iteracdes | Método Iteracoes
iMsCV-M-BSOR 810 | iMsCV-MN-BSOR 829
iMsCV-M-FSOR 893 | iMsCV-MN-FSOR 853
iMsCV-M-ILU 2 | iMsCV-MN-ILU 2
iMsCV-M-BGS 740 | iMsCV-MN-BGS 821
iMsCV-M-FGS 769 | iMsCV-MN-FGS 754
iMsCV-MM-BSOR 914 | iMsCV-R-BSOR -
iMsCV-MM-FSOR 1.012 | iMsCV-R-FSOR -
iMsCV-MM-ILU 3 | iMsCV-R-ILU 3
iMsCV-MM-BGS 892 | iMsCV-R-BGS -
iMsCV-MM-FGS 900 | iMsCV-R-FGS -

Com base na Tabela 4, € possivel notar que o método multiescala conseguiu atingir
a tolerancia de 10~° com o menor nimero de iteracdes, valores bem préximos ao método
multinivel. E importante ressaltar que os métodos construidos utilizando o suavizador obtido pela
fatoriza¢do incompleta, ilu(0), foram os que apresentaram os melhores resultados, convergindo
para a tolerancia desejada em apenas 2 ou 3 iteracdes. Na Figura 10, pode-se observar o campo

de permeabilidade, Figura 10(a), da camada 67, assim como, a solucdo do campo de pressao
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Figura 9 — Escoamento monofésico no conjunto de dados do SPE 10: Histdrico de convergéncia dos suavizadores:
Norma Euclidiana do residuo para cada iteragdo, plotando até 200 iteracdes..
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Fonte: A Autora, (2021).

obtidas pelos métodos MPFA-D, na malha fina, MsCV e iMsCV. E perceptivel que a solucio
gerada a partir da aplicagao do método MsCV, Figura 10 (c), falha fortemente em representar o
resultado da malha fina, solucdo de referéncia multiescala, Figura 10 (b), apresentando valores
do campo de pressao inferiores aos de referéncia, enquanto que, o método iMsCV, Figura 10 (d),

apresenta excelente resultado.
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Figura 10 — Escoamento monofdsico no conjunto de dados do SPE 10: Campos de permeabilidade e pressdo da
camada 67 do SPE10.

(a) Campo de Permeabilidade (b) Campo de Pressao: MPFA-D
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Fonte: A Autora, (2021).

4.2 ESCOAMENTO BIFASICO EM RESERVATORIO ALTAMENTE HETEROGENEO E
ISOTROPICO

Este teste foi adaptado de (SOUZA et al., 2020) e o utilizamos para mostrar a qualidade
da soluc¢do da saturacdo de dgua apds a aplicacdo da técnica de suavizagdo por meio do método
multiescala iterativo. Neste exemplo, resolvemos um caso interessante que lida com o fluxo
bifédsico incompressivel de 6leo e 4gua em um reservatorio considerando um meio com tensor
de permeabilidade altamente heterogéneo e isotrépico (ver Figura 11 (a)), o qual é dado pela
seguinte expressao:

K(x,y) _ 82005(67:x)cos(67ty)l (4.3)

onde / é a matriz identidade, e € = 5 x 1072, A malha de alta resolugio usada neste exemplo

¢ uma malha quadrilateral com 2.795 elementos, apresentada na Figura 11 (b) , e uma malha
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primal de menor resolu¢do com 35 volumes poligonais, Figura 11 (c).

Na etapa iterativa do método iMsCV adotamos como critério de parada uma toleran-
cia no residuo de 10~7. A fim de definir o suavizador a ser utilizado para esse problema, foi
realizado um teste entre os dois suavizadores que apresentaram os melhores resultados no
estudo da se¢do 4.1, BSOR e ilu(0). Esse teste consiste numa simula¢do de fluxo monofa-
sico do problema descrito nessa secdo. Para esse caso, o suavizador obtido pela fatorizacdo
incompleta ilu(0) atingiu a tolerancia apds 2 itera¢oes levando 1,91 segundos, enquanto que
o suavizador BSOR necessitou de 7 iteragdes levando apenas 0,43 segundos, o que corres-

ponde a 22,61 % do tempo do suavizador i/u(0). Assim, para este problema foi adotado o BSOR.

Figura 11 — Escoamento bifdsico em reservatdrio altamente heterogéneo e isotrépico.

(c) Malha primal na escala
(a) Campo de permeabilidade. (b) Malha na escala fina. menos densa.

Fonte: A Autora, (2021).

A equacdo 4.3 representa um campo de permeabilidade que alterna entre zonas circu-
lares de alta permeabilidade e regides de baixa permeabilidade, como mostrado na Figura 11
(a). A diagonal que conecta os pogos de injecao e produgdo cria um caminho com zonas de
permeabilidade muito baixa que alterna com regides mais permeaveis. Na solucdo de referéncia,
Figura 12 (a, d, g, j), esta configuracdo cria um caminho no qual o fluido nao pode penetrar.
Esta é uma consequéncia direta da simetria do campo de permeabilidade em relacdo a diagonal
principal, que garante que as células simétricas a esta linha possuam os mesmos valores de
pressdo. No entanto, a solucdo multiescala do MsCV, Figura 12 (b, e, h, k), viola a fisica do
problema e cria um campo de saturagc@o no qual a natureza simétrica do meio ndo € respeitada.
Esse comportamento andomalo é causado pela avaliagdo inacurada do campo de velocidades

requerido para a discretizacdo da saturacdo para ambos os métodos de baixa e alta ordem.



57

Como mencionado anteriormente, a técnica de suavizagdo iMsCV melhora drasticamente
o campo de velocidade total, o qual é recuperado pelo gradiente de pressdo, de maneira a calcular
uma solugdo correta do campo de saturagdo, isso pode ser observado na Figura 12 (c, f, 1, 1)
quando confrontadas com os resultados na malha fina. As solu¢des para os métodos de baixa e
alta ordem preservam a simetria e 0 comportamento geral esperado mostrando que o método

conseguiu representar bem a fisica do problema.

Com base na Figura 13, podemos notar que, assim como, o erro no campo de pressao
apresenta um viés constante com poucas oscilagdes, para solugdes que adotaram o MsCV, os erros
no campo de velocidade também tendem a um comportamento constante apds o breakthrough
(PVI=0,17). Em relacdo as solucdes obtidas pelo iMsCYV, os erros no campo de pressdo tendem
a aumentar ao longo do tempo e apresentam algumas oscila¢des. Vale ressaltar que, ainda assim,
as solugdes do método multiescala iterativo apresentam valores inferiores aos erros apresentados
pela solu¢do do MsCV. O comportamento do erro para o campo de velocidade usando os métodos
MsCV e iMsCV sao similares, divergindo apenas em intensidade, e no caso do uso do FOU, ao
longo de quase toda a simulagdo, o erro usando o iMsCV apresentou valores um pouco maiores

que aqueles obtidos pelo MsCV.

Analisando as curvas de producao da Figura 14, fica evidente o aumento de acuricia
das solucdes obtidas apds a aplicacao da técnica de suavizacdo, onde as curvas de produgdo de
referéncia e as curvas obtidas pelo iMsCV praticamente se sobrepdem. Sendo possivel prever
o instante do breakthrough com maior precisdo. Para critério de comparagdo, realizamos a
simulagdo desse problema em uma malha quadrilateral ndo-estruturada com 45.236 elementos,
utilizando o MPFA-D para o problema de fluxo e método FOU para o problema de transporte,
essa solucao é denominada de solucao global. Os resultados dessa simulagao estdo apresentados
na Figura 15 e sdo comparados com as soluc¢des obtidas pelo iMsCV. Assim, podemos concluir
que o método de ordem 3, CPR(P2), foi aquele que melhor aproximou a solu¢do, ainda que
apresente algumas oscila¢des espurias, as quais estdo em estudos a fim de determinar sua causa e
uma solugdo para esse problema. A medida que a ordem do polindmio de aproximagio aumenta
espera-se obter solu¢cdes mais acuradas, no entanto, a solu¢do obtida pelo método de ordem
4, CPR(P3), apresentou perda de acuricia. Isso pode ser explicado pelo fato desses métodos
possuirem maior sensibilidade em relacdo a qualidade do campo de velocidade, e, possivelmente,

para métodos de ordens maiores que 3, o campo de velocidades obtido ndo possui acuracia
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Figura 12 — Perfis de saturag@o para o VPI = 0.3 em uma configuragdo do tipo "1/4 de five-spot"em reservatério
altamente heterogéneo e isotrépico: Perfis de saturacdo calculados usando os métodos FOU e CPR,
com diferentes ordens, e para o calculo da pressdo utilizando o método MPFA-D (a, d, g e j), MsCV (b,
e,hek)eiMsCV (¢, f,iel).

(a) MPFA-D/FOU (b) MsCV/FOU (c) iMsCV/FOU

(e) MsCV/CPR-P1

r f&“.‘.‘l'.f.
T

Fonte: A Autora, (2021).

necessdria para que estes apresentem o desempenho esperado.
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Figura 13 — Escoamento bifdsico em reservatdrio altamente heterogéneo e isotrépico: Norma Euclidiana do erro
para os campos de pressdo (a, c, e, g) e de velocidade (b, d, f, h).
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Fonte: A Autora, (2021).



Figura 14 — Escoamento bifdsico em reservatdrio altamente heterogéneo e isotrépico: Curvas de produgio.

(a) Producdo de Oleo Acumulada (FOU). (b) Corte de Agua (FOU).
0.3 0.3
0.2F 0.2F
0.1F 0.1
0 ; : : : ; 0 ‘ : : : ;
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
VPI VPI

(c) Produgdo de Oleo Acumulada (CPR-P1).

(d) Corte de Agua (CPR-P1).
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Fonte: A Autora, (2021).

4.3 ESCOAMENTO BIFASICO EM RESERVATORIO HETEROGENEO COM TENSOR
DE PERMEABILIDADE DESCONTINUO E COM ALTA RAZAO DE ANISOTROPIA

Esse exemplo foi adaptado de Galindez-Ramirez et al. (2020) e Souza et al. (2020), o

dominio computacional consiste em um quadrado com dimensdes unitarias [0, 1]2, representando
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Figura 15 — Escoamento bifdsico em reservatério altamente heterogéneo e isotrépico: Curvas de producdo obtidas
pelo método iterativo (iMsCV).

(a) Produgdo de Oleo Acumulada. (b) Corte de Agua.
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Fonte: A Autora, (2021).

um reservatorio heterogéneo composto por 4 camadas, com tensor de permeabilidade descontinuo
e com alta razdo de anisotropia, correspondente a Figura 16 (a). Conforme mostrado por Contreras
et al. (2016), os tensores de permeabilidades utilizados nesse exemplo s@o resultantes da rotacdo
em 45° (camada 1 e 4), 0° (camada 2) e 90° (camada 3). E sdo, respectivamente, representados

por:

505 495 1.000 0 10 0
Ki = Ky = K3 = (4.4)
505 495 0 10 0 1.000

Para essa simulagdo foi utilizada uma malha nao-estruturada na escala fina com 2.084
elementos quadrilaterais representado pela malha mais densa (Figura 16 (b)) e uma malha primal
da escala de menor resolu¢do com 12 elementos, representada pela malha menos densa (Figura

16 (b)).

A estrutura do meio em camadas altamente anisotropicas deve canalizar o fluxo entre
0s pocos de injecao e de producao em forma de escada com muito pouco fluxos transversais.
Nesse problema, adotamos, na etapa iterativa, uma tolerancia |||, < 10~7, em concordancia
com os argumentos apresentados nos capitulos anteriores que enfatizam a necessidade de
se obter uma boa aproximagao do campo de velocidades para os métodos de ordens mais
altas. Semelhante ao caso anterior, secao 4.2, também foi realizado um teste com modelo
monofdsico afim de determinar o suavizador a ser utilizado para esse problema. O solver
multiescala utilizando os suavizadores ilu(0) e BSOR atingiram a tolerancia de 10~ ap6s 2

iteracdes levando, respectivamente, 0,6341 e 0,1567 segundos. Assim adotamos, para esse caso,
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o suavizador BSOR que apresentou menor custo computacional e que entrega a solu¢do com
mesmo nivel de acuricia.

Figura 16 — Escoamento bifdsico em reservatdrio heterogéneo com tensor de permeabilidade descontinuo e com
alta razdo de anisotropia: Angulos de rotacéo do tensor anisotrépico descontinuo (esquerda); malha fina
quadrilateral ndo-estruturada e malha poligonal ndo estruturada primal na escala grossa (direita).

(a) Modelo fisico (b) Modelo discreto

:

Fonte: Adaptado de Contreras et al. (2016).

Como mencionado anteriormente, a solu¢@o de referéncia dentro do contexto multiescala
¢ aquela obtida na malha de maior resolucao. Apenas para fins de comparagao, resolvemos esse
problema usando o método MPFA-D junto com o método FOU em uma malha quadrilateral ndo-
estruturada mais refinada com 32.752 volumes de controle. A solug@o obtida nessa configuracio
serd referida como a solucdo de referéncia global e a solucio obtida pelo método diretamente na

malha fina, com 2.084 elementos, serd denominada solu¢do de referéncia multiescala.

Considerando apenas as solucdes de referéncia multiescala do perfil de saturagcdo para
os métodos de baixa e alta ordem apresentadas nas Figuras 17 (a, d, g, j), fica evidente que as
solugdes obtidas pelo método multiescala sem aplicacdo de suavizadores (MsCV), nas Figuras 17
(b, e, h, k), apresentam difusao artificial significativa, somado a isso, 0 método produz um campo
de velocidades inacurado comprometendo o desempenho do método em representar de forma
satisfatdria a fisica do problema. Essa caracteristica € algo intrinseco ao método multiescala,

no entanto, foi possivel ser mitigado ao aplicar o método multiescala iterativo proposto neste
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trabalho (iIMsCV) como pode ser observado nas Figuras 17 (c, f, 1, 1). Como esperado, a solucao
obtida por meio dos métodos de alta ordem apresentam menor difusdo quando comparadas com

o FOU, pois esses possuem mais graus de liberdade.

Analisando com base nas solu¢des de referéncia multiescala para as curvas de producio
acumulada, Figuras 18 (a, c, e, g) e corte de dgua, Figuras 18 (b, d, f, h), é possivel verificar que,
em geral, as solugdes obtidas pelo iMsCV convergem para a solu¢do na malha fina. Espera-se
que os métodos de ordens mais elevadas nos levem a obter as melhores solugdes, no entanto, o
método de baixa ordem apresentou um melhor resultado quando comparado com os métodos de
alta ordem, no sentido de recuperar melhor o resultado obtido na escala fina. Isso ocorre devido
a qualidade do campo de velocidades que ndo foi recuperado com a acurdcia necessdria para que
o método CPR obtivesse desempenho maximo. Por outo lado, se considerarmos a solucao de
referéncia global na Figura 19, os métodos de alta ordem representam uma melhor aproximacgao
do problema fisico em questdo, o que pode ser observado na maior acuricia da previsao do

breakthrough.

Os métodos lineares de MPFA apresentam problemas de monotonicidade para tensores
de permeabilidades severamente anisotrépicos e malhas muito distorcidas, levando a criagdo de
oscilacdes espurias no campo de pressdo. Ao utilizar o MPFA-D, é possivel reduzir ou eliminar
esse problema nos casos de baixa complexidade fisica. No entanto, 0o MPFA-D ainda € suscetivel
a violar o DMP e perder a monotonicidade ao lidar com altos gradientes de permeabilidade e
meios de elevada anisotropia, similar ao apresentado neste exemplo. Somado a isso, sabemos que
formulacdes explicitas podem ocasionar severas oscilacdes em volumes de controle associados
aos pocos devido a variacdes bruscas na varidvel primaria (SOUZA, 2015). As oscilagdes
apresentadas nas solu¢des aproximadas pelo método de terceira ordem, CPR-P2, (Figuras 18
(f) e 19 (b)) estao sendo estudadas a fim de determinar a sua causa, espera-se que elas sejam

reduzidas ao aplicar uma formulagdo implicita para contornar o problema de rigidez do poco.
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Figura 17 — Escoamento bifdsico em reservatdrio heterogéneo com tensor de permeabilidade descontinuo e com
alta razdo de anisotropia: perfis de saturac@o para o pvi de 0.3 para os métodos, de solug@o da suturagdo
de diferentes ordens, na malha fina (esquerda), MsCV (centro) e iMscv (direita).

(a) MPFAD-FOU. (b) MsCV-FOU (c) iMsCV-FOU

(f) iMsCV-CPR-P1

Fonte: A Autora, (2021).
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Figura 18 — Escoamento bifdsico em reservatdrio heterogéneo com tensor de permeabilidade descontinuo e com
alta razdo de anisotropia: Curvas de producdo.

(a) Produgao de Oleo Acumulada (FOU).

(b) Corte de Agua (FOU).
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Figura 19 — Escoamento bifdsico em reservatdrio heterogé€neo com tensor de permeabilidade descontinuo e com alta
razdo de anisotropia: Comparacdo das curvas de producio obtidas por diferentes ordens de aproximacdo
na solucdo da satura¢do com a solugdo de referéncia global.

(a) Producgdo de Oleo Acumulada. (b) Corte de Agua.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A primeira contribuicdo desta pesquisa foi analisar e comparar o desempenho de diferen-
tes suavizadores aplicados em quatro métodos iterativos dentro do contexto multiescala. Nesse
sentido, foi possivel concluir que, com base nos testes realizados e apresentados nesse trabalho,
o suavizador construido pela fatoriza¢do incompleta, ilu(0), apresentou os melhores resultados
para todos os solvers iterativos estudados, no entanto, apresenta maior custo computacional que
os demais suavizadores. Diante disso, uma op¢ao, para problemas que nao apresentem hetero-
geneidade e anisotropia excessivamente elevada, é adotar o suavizador BSOR que apresenta
um menor custo computacional e entrega resultados satisfatérios, como vimos nos problemas

apresentados no capitulo 4 deste trabalho.

A segunda contribuicao foi desenvolver uma metodologia para resolver as equacoes
governantes do fluxo bifdsico d4gua-6leo em reservatorios de petréleo usando malhas nao estru-
turadas. Nessa metodologia, as equagdes de pressao e saturacio sao resolvidas pelos métodos

iMsCV e CPR, respectivamente, de maneira segregada adotando a metodologia IMPES.

As solugdes obtidas pelo iMsCV acoplado ao método CPR para resolver os problemas

de fluxo bifédsico apresentaram excelente concordancia com as solu¢des numéricas de referéncia.

Considerando a solugdo de referéncia multiescala (i.e. a solucdo diretamente na malha
fina), em geral, as solucdes obtidas pelo método de primeira ordem mostraram-se mais acuradas.
No entanto, confrontando as solu¢des multiescala, para os métodos de baixa e alta ordem, com
a solucdo de referéncia global (i.e. solucdo "convergida") € evidente que os métodos de alta
ordem conseguiram resultados significantemente superiores aos obtidos pelo método de primeira
ordem. Como a solu¢ao multiescala converge para a solug¢do obtida diretamente na malha fina
(solucdo de referéncia multiescala) e os métodos de alta ordem possuem mais graus de liberdade,

consequentemente produzem solucdes mais acuradas.

Os resultados mostram que a metodologia proposta é capaz de produzir excelentes
resultados, representando melhor a fisica dos problemas em relagdo aos métodos de primeira
ordem. No entanto, é importante buscar na literatura por métodos e suavizadores mais sofisticados
a fim de melhorar ainda mais o campo de velocidade para que os métodos de ordens mais elevadas

(ordem > 3) consigam produzir solu¢des com acurdcia esperada.

Vale ressaltar que, além da maior sensibilidade dos métodos de alta ordem em relacdo a
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qualidade do campo de velocidade, o que resulta em solu¢des pobres do problema, a acurdcia da
solucao também ¢ afetada pela escolha das malhas, fina e grossa, algo comum a em alguns dos
métodos multiescala. Essa dependéncia torna a definicdo das malhas uma tarefa delicada e pode
levar um tempo consideravel, dependendo do caso a ser simulado. Somados a isso, ainda existe
o problema das oscilagdes esptrias presentes na solucao obtida pelo método de ordem 3, que
ainda encontra-se em investigacao e espera-se ser solucionada junto com o problema de rigidez

do pog¢o ao adotar um esquema totalmente implicito.

Por fim, seguem algumas sugestdes a serem exploradas em trabalhos futuros:

* Solucionar o problema das oscilagdes espurias geradas nas solu¢des dos métodos de ordem

3, CPR(P2).

Investigar e implementar métodos iterativos e suavizadores mais elaborados.

Desenvolver e implementar a metodologia h-p adaptativo na metodologia proposta.

Estender a metodologia proposta para resolver problemas de escoamento multifasico em

modelos tridimensionais.
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