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RESUMO

A Estatistica fracionaria de exclusdo (EFE) tem chamado muita atengdo ao longo dos
anos, particularmente em fendmenos manifestados no dominio de sistemas com elétrons
fortemente correlacionados, como supercondutividade de alta 7. , férmions pesados, tran-
sicao metal-isolante (TMI) e efeito Hall quéntico fracionario. Um modelo de destaque
usado para descrever sistemas de elétrons correlacionados é o Modelo de Hubbard, que
pode exibir uma transicao de fase metal-isolante. Além disso, varios fendmenos fisicos de
interesse, como fases magnéticas, ocorrem para acoplamento coulombiano intermediario
ou no limite de forte acoplamento. Recentemente, uma descricao bastante detalhada do
modelo de Hubbard com interagao de alcance infinito foi apresentada. Neste trabalho, foi
mostrado que esse modelo é equivalente a um gés ideal de trés espécies de particulas, as
quais obedecem a uma EFE, e exibe uma TMI. A estatistica fracionaria se manifesta em
varias quantidades termodinamicas conforme nos aproximamos do ponto quantico critico
(PQC). Além disso, usando a densidade de estados na aproximacao de tight-binding e a
analise de escala proximo ao PQC, o comportamento da energia livre do Grande Potencial
como uma fun¢ao da dimensao da rede Hiperctbica d foi investigado em detalhes. Mais
ainda, verificamos que, para valores pares da dimensao da rede, o Grande Potencial, geral-
mente expresso por uma série de poténcias em termos de func¢oes Lerch, é agora reduzido
a funcoes polinomiais simples, com convexidade e monotonicidade especificas.

Palavras-chave: modelo de Hubbard; estatistica fracionaria de exclusao; transi¢do metal-
isolante; redes hiperctubicas.



ABSTRACT

Fractional exclusion statistics (FES) has driven much attention over the years, particu-
larly in phenomena manifested in the realm of strongly correlated electron systems, such
as high-T, superconductivity, heavy fermions, metal-insulator transition (MIT), and frac-
tional quantum Hall effect. A most important model used to describe correlated electron
systems is the Hubbard Model, which may display a metal-insulating phase transition.
In addition, several physical phenomena of interest, such as magnetic phases, take place
at intermediate or strong Coulomb Coupling limit. More recently, a quite detailed de-
scription of the Hubbard model with infinite-range interaction has been presented. In
this work, it was shown that this model is equivalent to an ideal gas of three species of
particles obeying FES and presenting a MIT. The fractional statistics manifests itself on
several thermodynamic quantities as we get close to the Quantum Critical Point (QCP).
Moreover, using the density of states in the tight-binding approximation, and following
the scaling analysis near the QCP, we investigate, in quite detail, the Grand Potential free
energy behavior as a function of the hypercubic lattice dimension d. Most importantly,
we verify that, for even values of the lattice dimension, the Grand Potential generally ex-
pressed by a power series in terms of Lerch functions, is now reduced to simple polynomial
functions, in which case we have studied their convexity and monotonicity.

Keywords: Hubbard model; fractional exclusion statistics; metal-insulator transition;
hypercubic lattice.
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1 INTRODUCAO

No inicio do século XX, houve um grande interesse pela compreensao dos fenémenos fisicos
em materiais. Paul Drude foi o primeiro fisico a elaborar uma descrigao tedrica a respeito
do comportamento dos elétrons em metais [I]. A teoria desenvolvida por Drude assume
que os elétrons podem se mover livremente na banda de conducao dos metais sem sentir
os efeitos de outros elétrons.

Ao longo dos anos, a teoria de elétrons livres passou a ser mais explorada e apri-
morada, mas apenas a partir das contribui¢oes de Lev Landau, com a formulacao da sua
Teoria do Liquido de Fermi, as bases tedricas da teoria foram mais bem estabelecidas
[2]. Grosso modo, a teoria desenvolvida por Landau mapeia excitagoes elementares de
sistemas eletronicos interagentes em excitacoes nao interagentes, através da introducao
do conceito de massa efetiva. Isso possibilitou a descricio do comportamento de varios
materiais. No entanto, esta teoria apresenta falhas na descricdo dos sistemas eletronicos
fortemente correlacionados, particularmente em baixa dimensionalidade (d < 3). Uma
descricao alternativa desses sistemas teve inicio com os trabalhos de N. F. Mott no con-
texto das transi¢oes de fase metal-isolante [3, 4]. Esta é uma transicao de fase quéntica,
que vem acompanhada por uma mudanc¢a no estado fundamental do sistema. Mott ar-
gumentou que o vinculo, ou correlacao eletronica induzida pela interacao coulombiana,
¢ fundamental para precaver a conducgao elétrica nos materiais de banda muito estreita.
Neste caso temos a competicao entre a largura da banda, que mede o grau de intinerancia
dos elétrons, e a repulsao coulombiana que dificulta a dupla ocupagao em um mesmo
sitio da rede, como ocorre nos metais de Transicdo. Em 1d, entretanto, Lieb e Wu
(1968) provaram um teorema, que se verifica em certas condi¢bes muito abrangentes:
Na presenca de uma interagao eletronica repulsiva de curto alcance, indepedente de sua
magnitude (obviamente ndo nula), o sistema é sempre um isolante [5].

Por outro lado, P. W. Anderson percebeu que a transicao metal-isolante poderia ocor-
rer também em sistemas desordenados [6]. Este tipo de sistema é caracterizado pela
possibilidade de uma banda de energia ou uma parte dela ser composta por fungoes de
onda que podem ser localizadas espacialmente. Anderson observou que, variando a "forca'
de desordem ou a densidade de estados, o sistema poderia transitar de um estado isolante
para um estado metdlico (e vice-versa). Assim, pode-se perceber que a transicdo Metal-
Isolante pode ocorrer tanto pela presenca significativa de desordem no sistema, quanto
pelas interacoes eletronicas suficientemente fortes.

Em 1963, com as contribui¢des de J. Hubbard, foi possivel obter-se uma descri¢ao da
transicao de Mott a partir do limite isolante, utilizando-se solu¢oes aproximadas desta
modelagem [7, 8, [9]. Esta abordagem baseou-se essencialmente no limite atémico, onde
a interacdo elétron-elétron é bastante superior a energia cinética dos elétrons. Neste
procedimento, o sistema ¢ dito um isolante de Mott se o gap, que separa as bandas de
Hubbard, for maior que um valor critico da interacdo; caso contrario, o sistema se metaliza.
Este fendmeno ¢é conhecido como a transicao metal-isolante de Mott ou Mott-Hubbard.
Outra teoria bastante conhecida para descrever a transicio de Mott foi proposta por
Brinkman e Rice [I0], a qual tem como base o método variacional proposto por Gutzwiller
[T1] e contém uma boa previsao para o estado metalico.
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Entretanto, o modelo de Hubbard passou a ter uma presenga vertiginosa na literatura
apos o advento da observacao por Bednorz e Miller, em 1986, da supercondutividade em
altas temperaturas no BaLaCuO [12], com mecanismo eletrdnico subjacente ao emparel-
hamento dos pares de elétrons, contrariando previsoes da teoria BCS [13], cujo mecanismo
para a supercondutividade evoca a interagao elétron-fonon (pares de Cooper) [14] , com
forte limitagdo imposta pela temperatura de Debye. O comportamento, aparentemente
anomalo, foi também observado em outros lantanideos dopados com 6xido de cobre. Um
ano depois, em seu artigo na Science, P. W. Anderson sugeriu que o modelo apropriado
para descrever este novo comportamento dos supercondutores seria o modelo de Hubbard
com forte repulsdo coulombiana U [I5]. De fato, esta modelagem, puramente eletronica,
propoe o modelo t-J, onde os estados com dupla ocupacao eletronica em sitios da rede,
presentes no modelo usual de Hubbard, sao excluidos. Este modelo vem tendo um pa-
pel de destaque na descri¢ao das fases magnéticas e supercondutoras observadas em uma
grande variedade de materiais.

No final do tltimo século, houve um grande progresso na compreensao da transicao
metal-isolante. Gebhard e Ruckenstein [16] propuseram um modelo que consiste em uma
cadeia de Hubbard com Hopping de longo alcance e exibe uma transicao de fase metal-
isolante quando o parametro de interagdo U torna-se igual a largura da banda A. Além
disso, no limite de dimensdes infinitas, o trabalho de Metzner e Vollhartdt [17] evidenciou,
numa versao limite do modelo de Hubbard, que a solu¢ao de Brinkman e Rice é exata.
Por outro lado, A. George et al. [18], usaram o modelo de Hubbard para dimensoes
infinitas e demonstraram que a fase metalica é um liquido de Fermi renormalizado. To-
davia, este comportamento nao foi encontrado em outros sistemas de elétrons fortemente
correlacionados, especialmente os supercondutores de altas temperaturas, High- T,, e o
Fractional Quantum hall. Tais sistemas apresentam propriedades singulares diante das
teorias efetivas de baixas energias e tém sido chamados ao longo dos anos de non-Fermi
liquids. Os mon-Fermi liquids possuem excitagoes de quase-particulas com comporta-
mento descrito por uma estatistica fracionaria que interpola os bosons e férmions. Em
duas dimensoes, essas quase-particulas podem ser descritas por uma estrutura de grupo
associada a troca de particulas idénticas, denominadas anyons, e popularizadas na area
de supercondutividade. [19] .

Em 1991, um novo conceito de Estatistica Fracionaria desenvolvido por Haldane [20],
propoe uma generalizagdo do principio de Pauli associada a um tipo de particula de-
nominada exclusons. Essa nova teoria tem descrito o comportamento de muitos sistemas
classificados como non-Fermi liquids como: Fractional Quantum Hall Effects [21], 22],
propriedades de baixa temperatura em Luttinger Liquids [23], modelos analiticamente
soltiveis em alta dimensao [24] e Isolantes de Mott [25].

Ao longo dos anos, tem ficado evidente a importancia da estatistica fracionaria no
tratamento dos sistemas fortemente correlacionados. De fato, diversas abordagens foram
desenvolvidas em sistemas de muitos-corpos ultilizando-se a estatistica fracionaria para
descrever as propriedades termodinamicas do modelo de Hubbard com interagao repulsiva
de alcance infinito, o qual exibe uma transicdo de fase metal-isolante [26]. Outra con-
tribuicao ultilizando estatistica fracionaria, em parceria com a teoria de escala quantica,
diz respeito as cadeias de Hubbard, inclusive para sistemas com interacao tipo Bond-
Charge e o estado de Spin-Incoerente no regime do liquido de Luttinger [27, 28§].

Nosso trabalho tem por objetivo analisar os pontos criticos quanticos ultilizando a
teoria de escala quantica e o conceito de estatistica fracionaria no contexto do modelo
de Hubbard com alcance infinito em redes hipercibicas. No presente capitulo, vamos
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abordar alguns principios tedricos para embasar nossa discussao.

1.1 Transicao Metal-Isolante de Mott

Como ja enfatizado, um sistema eletronico é denominado um isolante de Mott, quando
a lacuna que ocorre no espectro de energia de uma particula é causado pela repulsao
eletronica. Neste caso, parametros fisicos externos como campo magnético, temperatura
e pressao podem ser variados e controlados de forma adequada [29].

Embora nao exista uma teoria universal para uma transicao metal-isolante, observa-se
que a condutivida pode variar de forma descontinua ou continua na transi¢do. Esses feno-
menos sao observados com frequéncia em sistemas com desordem, causada por impurezas,
defeitos e outros tipos de imperfei¢oes. Os compostos V5,03 e VOy podem apresentar os
dois tipos de transi¢do mencionados, como mostrado na Fig.1 [30].

Figura 1 — (A) Condutividade em funcdo da temperatura e da pressdo em V503. (B) Diagrama
de fase para 6xido de vanddio. (C) Diagrama de fase global do sistema de 6xido de vanadio.
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Fonte : Presente da Ref. [31]

Os graficos explicitam como os expoentes criticos 0, 5 e v podem ser deduzidos a partir
do comportamento da condutividade e também extraem informagoes de suas derivadas
com respeito a pressdo. Na figura (1A), abaixo da temperatura critica T, = 457.5 K,
observa-se um comportamento descontinuo com respeito a condutividade, o que mostra
uma transicao de fase de primeira ordem. No entanto, acima desta temperatura critica,
sao observadas curvas continuas, o que caracteriza uma transicdo de fase de segunda
ordem. Com respeito as figuras (1B) e (1C), nota-se um intervalo de pressao entre Py, e
P; que separa o estado metdlico e o estado isolante. A regiao que mostra a coexistécia
entre os estados fica entre o intervalo Py < P < P); e termina na pressao critica P, = 3738
bar.

A regido de coexisténcia exibe o fendmeno de histerese; nessa regido, as linhas men-
cionadas anteriormente sdo conhecidas como linhas espinodais (P;(T") e Py (T')). O sis-
tema pode ser iniciado com uma concentracao x = 0.011, "= 350 K e P =1 atm, o que
caracteriza um estado isolante; a pressao entao vai sendo elevada até que atinja um valor
critico Py (7). Neste ponto, observa-se um aumento abrupto na condutividade, atingindo
o estado metalico. Pode-se ainda observar a transi¢ao partindo do estado métalico ca-
racterizado por x = 0.011, 7" = 350 K e P = 5000 atm. Nesse caso, a pressao diminui
até atingir um valor critico P;(7’), demonstrando uma redugao abrupta na condutividade,
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atingindo o estado isolante. A figura mostra ainda que, abaixo da temperatura critica, o
caminho percorrido na transicdo do estado metalico para o estado isolante é diferente do
caminho percorrido do estado isolante para o estado metalico. Apenas um dos estados
presentes na regiao de coexisténcia ¢ o estado de equilibrio térmico; o outro é metaestavel.

Ha ainda duas formas distintas de observarmos uma transicdo metal-isolante. A
primeira é variando a pressao do sistema, como na Figura 1; a segunda se da por meio
da redugao da razao entre a interacao elétron-elétron e a energia cinética, variando-se a
pressao do sistema, o que serd melhor ilustrado na préxima se¢ao através do modelo de
Hubbard.

1.2 O Modelo de Hubbard

O modelo de Hubbard representa uma das maneiras mais simples de se obter infor-
magoes a respeito da interacao eletronica, podendo explicar transicoes de fases isolantes,
magnéticas ou novos efeitos supercondutores em sélidos. O modelo foi inicialmente de-
senvolvido para descrever o comportamento dos metais de transi¢ao (FeO, NiO, CoO)
e compostos antiferromagnéticos. Apesar de sua aparente simplicidade, o modelo de
Hubbard possui aplicagoes em diversos sistemas como heavy fermions e supercondutores
de alta temperatura critica. O modelo consegue obter diversas informagoes relevantes,
extraindo as propriedades mais peculiares da fisica do estado sélido exibida por esses
sistemas.

Este modelo tem sido estudado por meio de uma grande variedade de técnicas analiti-
cas, indo desde a aproximacao de campo médio até métodos de teoria de campos que se
ultiliza de diagramas de Feynman e/ou integrais de trajetoria. O modelo também tem sido
bastante explorado através de métodos numéricos, como a diagonalizagdo exata/Lanczos
e o método de Monte Carlo quantico.

O modelo de Hubbard pode ser escrito em termos dos operadores de cria¢ao e aniquilagao
fermionicos. Esses operadores sdao bastante distintos dos operadores usuais a' e @ para o
oscilador harmonico na mecanica quantica elementar. Os operadores do modelo de Hub-
bard nao sao descritos em termos dos operadores de posicao e momento, como é o caso do
oscilador harmonico. Em oposi¢ao ao conceito de ter-se apenas um operador de criagao e
aniquilacao, o modelo traz um cojunto de operadores que sao discriminados pelos indices
de sitio j e i e pelo indice de spin o. Dessa maneira, escrevemos é}a e ¢jo, onde o indice j
rotula os sitios a serem ocupados, enquanto o indice o descreve se o elétron possui spin up
ou spin down. Como esses operadores tém por proposito descrever férmions, eles possuem
algumas relacoes de anticomutagao como consequéncia imediata do Principio de Pauli.

(el i} = 0ji00. (1.1)
{elp el b =0 (1.2)
{Gios Eixr} =0 (1.3)

Em um sélido, os elétrons estao relacionados por uma interacdo de Coulomb. No
modelo de Hubbard de uma banda, a interagao mais relevante é aquela entre dois elétrons
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ocupando o mesmo sitio da rede. Entao, a interacdo é descrita por um termo que é
zero se nao houver elétrons no atomo ou se o atomo possui apenas um elétron, e valor
U se o atomo possui dois elétrons. A energia cinética compode-se de uma expressao que
permite que elétrons se movam de um sitio para outro sitio vizinho nao ocupado. A
escala de energia que governa o hopping de elétrons é t e sera determinada pelo overlap
das fungoes de onda de Wannier. Como as fun¢oes de onda decaem exponencialmente, s6
serao relevantes os hoppings entre os vizinhos mais proximos.

De maneira mais formal, a construgao descreve é}a como o operador que cria elétrons
com spin o, localizado no sitio j. Por outro lado, o operador ¢;, ¢ o operador de
aniquilacdo. Assim, podemos escrever o hamiltoniano de Hubbard com interacao de re-

pulsdao como:

H=—t ) cjacjg — p(nar +ni) Y ¢ cio + U niniy (1.4)

<%,7>, o i

A descricao tedrica de hamiltonianos como esse tem possibilitado uma compreensao
do ponto de vista analitico com respeito a transicao de fase de Mott, discutida na segao
anterior. Nessa abordagem teodrica da transicao metal-isolante, podemos observar um gap
de energia que caracteriza essa transicao separando as bandas de excitagoes de Hubbard.

Figura 2 — Transicdo de fase de Mott segundo o modelo Hubbard.

a U<<t
w H
g 5
© : ~
2 b U~t
ks
2
‘»
&
alc U>>t

UR E. UR
Energy

Fonte : Presente na Ref.[32]

A parte a da Figura 2 mostra o caso em que interacdo U é muito menor do que a
energia cinética t gerada devido ao salto entre os elétrons. Na parte b, quando U é
aproximadamente da ordem de t, a densidade de estado aumenta sua banda de energia,
até ocorrer um gap, que caracteriza a fase isolante de Mott, para U muito maior que ¢
exibida na parte c.

Além do ponto vista de solu¢oes analiticas, essas transi¢oes tém sido estudadas para
dimensao infinita através de metodologia numérica. Neste contexto, métodos como o
Monte Carlo quantico tém se mostrado bastante efetivos nas descri¢oes das propriedades
quanticas desses sistemas.
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Figura 3 — Densidade de estados de N(w) do Isolante de Mott-Hubbard em dimensao infinita
com U = 6.
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A Figura 3 representa a fase isolante do sistema, como na parte c da figura 2. Este
grafico é resultante da descricao do modelo de Hubbard via o método de Monte Carlo
quantico, que nao é soltuvel analiticamente; o Modelo tem sido explorado para dimensoes
infinitas considerando fortes interagoes.

Assim, pode-se obervar que, tanto do ponto de vista analitico quanto numérico, o
modelo de Hubbard tem sido amplamente explorado. Isso devido a sua importancia de
aplicacao em diversos fendmenos da matéria condensada.

1.3 Propriedades Quéanticas na Criticalidade

As propriedades quanticas de um sistema emergem em complemento aos fendmenos
criticos impulsionados pela temperatura, devido a uma competicao entre os parametros
fundamentais que governam o estado fundamental do sistema. Desta forma, por meio do
principio da incerteza, podemos inferir que energia e tempo estao acoplados juntamente
com as flutuagdes do sistema. [34]

Os efeitos causados por pontos quéanticos criticos (PQC) tém se tornado uma parte
das mais relevante no estudo das propriedades quanticas de um sistema. A importancia
desses efeitos é observada nos PQC de diagramas de fase de sistemas com temperatura
finita e até mesmo longe do PQC [35]. O diagrama é composto por uma trajetoria quan-
tica critica que demonstra uma dependéncia da temperatura tanto na termodinamica
do sistema quanto nas propriedades de transporte governadas pelos expoentes quanticos
criticos associados ao PQC. Essas propriedades - juntamente com os efeitos de crossover
induzidos pela temperatura na regiao de criticalidade do diagrama de fase de um material,
contém informagoes que podem ser adquiridas da descricao do PQC - o que explicita sua
relevancia no estudo de uma transicao de fase quantica.

Nas transi¢oes de fase de segunda ordem, tanto em sistemas de temperatura finita
quanto de temperatura nula, os expoentes criticos sao descritos por leis de poténcias com
comportamento singular (zeros ou divergéncias) no ponto critico. Se denotamos g como
a distancia ao ponto critico, as grandezas fisicas tais como: a parte singular da energia
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livre €25, o tempo critico de relaxamento 7, o comprimento de correlagao &, o parametro
de ordem de susceptibilidade x do sistema e o parametro de ordem m, onde H ¢é o campo
conjugado ao parametro de ordem, apresentam o seguinte comportamento quando g — 0
[36]:

QS X |g|2_0¢7
§oc g™,
m o |g]”
X < g7,

—Vz
T o |g|

em(H,g:O)ocH%

(1.5)

Essas equacoes definem os expoentes criticos «, v, 3, 7 e o expoente dinamico z.
Quando g = 0, o comprimento de correlagao torna-se infinito; nesse regime, a funcao
de correlagao G(r) decai com uma lei de poténcia. Para o caso de uma transicao de fase
quantica, a definicao de um expoente n presente na lei de poténcia da fungao de correlagao
envolve o expoente dindmico z e a dimensao d do sistema, conforme abaixo:

1
Esses expoentes nao sao independentes e possuem relagoes de escalas relevantes:
a+28+y=2,
+ v = f9,
B+y=p0 (17)
v(2—n) =2

e2—a=vd

A andlise desses expoentes tem sido fundamental para o entendimento de propriedades
fisicas subjacentes aos fendmenos criticos de sistemas quanticos. Assim, torna-se necessario
acompanharmos a variagao desses expoentes em fungao de parametros fisicos relevantes
proximos ao ponto critico, tais como: campo magnético, magnetizacao, interagoes, etc.

A Figura 4 denota o comportamento dos expoentes criticos analisados por meio do
uso da teoria de grupo de renormalizacao, a qual ¢ comumente utilizada para resolver
o Modelo de Ising de Campo Transverso. Esse Modelo, por sua vez, é descrito por trés
termos: J > 0, o qual representa o acoplamento de spin dos vizinhos proximos; h, que
denota o campo transverso e H, que descreve o campo magnético uniforme conjugado na
direcao z.

O diagrama de fase para o Modelo de Ising com campo transverso mostra a existéncia
de linha de crossover em T, = |g|”* que faz separagao entre dois regimes do sistema.
E ainda observada uma linha critica definida pela temperatura T, = | g|w, onde 9 é
chamado de expoente de desvio. A linha critica é governada pelo ponto fixo semi-estavél
W, enquanto as setas na linha critica indicam as flutagoes das equagodes do grupo de
renormalizacao.

Essas flutuagoes estao constantemente longe do PQC em ¢(7' = 0) = 0, denotando a
natureza instavél do ponto fixo associado ao ponto quantico critico em g = 0e T = 0.
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Figura 4 — Diagrama de fase do modelo de Ising para um campo transversal com d > 1. Nesse
diagrama, o ponto fixo na temperatura zero estd completamente instavel. Em |g| = 0, temos a
trajetéria quantica critica enquanto QCP denota o ponto quantico critico e SC, o acoplamento
forte.
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Fonte : Presente na Ref. [37]

Outra caracteristica em volta da linha critica de temperatura de transicao de fase finita
Te(g) é que as flutuagoes dessa linha estdo longe do PQC, o que implica dizer que o
comportamento critico nessa linha é controlado por outro ponto fixo que exerce dominio
sobre a temperatura finita do comportamento critico. Dessa forma, os expoentes criticos
associados ao ponto fixo diferem dos expoentes associados ao PQC, visto que pertencem
a outra classe de universalidade.

No entanto, ha ainda algumas situagoes em que a linha critica ¢ governada pelo mesmo
expoente da linha de crossover, o que significa dizer que {» = vz, como é o caso do
modelo de Ising com campo transverso em duas dimensoes. Essas propriedades quanticas
podem ser investigadas por outras abordagens tedricas combinadas com essa teoria de
escala para sistemas quanticos, que podem revelar aspectos interessantes sobre sistemas
de multicorpos, como veremos na préxima secao.

1.4 Estatistica Fracionaria de Haldane

Sistemas de muitas particulas, como é caso de sistemas representados pelo modelo
de Hubbard, sdo, em sua esséncia, governados pela mecinica quantica. Assim, para
que se possa obter propriedades macroscopicas desses materiais, necessita-se fazer uso da
estatistica quantica, que fornece uma modelagem da mecénica estatistica das particulas
desses sistemas. A estatistica das particulas observaveis sao governadas pelas estatisticas
de Bose-Einstein (EBE) e de Fermi-Dirac (EFD). As particulas que obedecem a essas
estatisticas sdo chamadas de bdsons e férmions, respectivamente.

Recentemente, tem havido bastante interesse pela fisica de particulas que sao as-
sociadas a excitagoes elementares e que apenas podem existir no interior de sistemas
interagentes de muitas particulas. As particulas que emergem da fisica desses materiais
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sao chamadas de quasi-particulas e obedecem a uma estatistica fracionaria. Um trabalho
realizado pelos fisicos Leinaas e Myrheim mostrou que, em duas dimensoes, é possivel
obter particulas que interpolam a estatistica de Férmions e Bdsons [38]. Essas particulas
desempenham um papel importante no estudo da supercondutividade e foram chamadas
mais tarde de anyons por Wilczek [39, [40, 41].

Os anyons possuem suas funcoes de onda descritas por uma fase do tipo €™, que
resulta da simetria existente na troca entre duas particulas. O caso em que a = 0 (1) de-
screve bésons (férmions); neste sentido, @ = 1 representa fungdes de onda anti-simétricas,
o que implica no principio de exclusao de Pauli, enquanto, para particulas com a = 0,
obtemos fung¢oes de onda simétricas. Isso pode ser verificado facilmente se considerarmos
um sistema de duas particulas indistiguiveis, com a particula 1 no estado [11) e a particula
2 no estado [19), com o estado do sistema escrito por |i11)2). Supondo a troca dos estados
destas duas particulas, o estado do sistema se torna |¢o1);). Esses dois estados do sistema,
nao podem apresentar medidas distintas, devendo ser distinguidas apenas por uma fase,
indicada abaixo, que mostra como os férmions obedecem ao principio de Pauli:

[W11ba) = €T [9hath1) (1.8)

No entanto, a estatistica que descreveria essas particulas nao estabelece uma relacao
direta com principio de exclusdo de Pauli. Em 1991, uma generalizacao do principio de
Pauli proposta por Haldane [20] estabeleceu uma correspondéncia entre a estatistica das
particulas que interpolavam os bésons e férmions. A definicdo proposta por Haldane foi
motivada por sistemas tipo Quantum Hall fracionario e excitagoes de spinons em cadeias
antiferromagnéticas unidimensionais.

Haldane supos um sitema de N particulas idénticas com funcao de onda dada por
¥ (ry, 79, ..., ") em um espaco dimensional arbitrario. A funcao de onda de muitas particu-
las é expandida na base da funcao de onda da i-ésima particula.

U(r, 1oy rn) = YA (g # 1) (rs {r g #i}) (1.9)

Observe que ¢, denota um espacgo de Hilbert de dimensao dy que ira variar de acordo
com o numero de particulas. Nesse caso, também observamos que o indice ¢ dependera
das condigdes de contorno e do tamanho do sistema ao qual estd confinado, visto que a
funcao de onda descreve um sistema de particulas idénticas. Assim, ao considerarmos
particulas em uma rede de dimensao d, se esse conjunto de particulas for formado por N
férmions idénticos, um tinico férmion pode ocupar d— (N — 1) estados, devido ao principio
de Pauli. Assim, di; = d — (N — 1) corresponde & quantidade de estados disponiveis para
serem ocupados. No entanto, se as particulas sao bodsons, nao ha restricao de ocupacao
dos estados, logo d¥=d. A relacio generalizada do principio de Pauli pode ser descrita
por:

&% =d—g(N—1) (1.10)
Desse modo, d% descreve o nimero de estados a serem ocupados na presenga de outras

N — 1 particulas. Entao, para g = 0, obtemos bdsons e para g = 1, férmions, o que
mostra que a equagao (1.10) representa uma generaliza¢ao do principio de Pauli na qual
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o valor g é o parametro que determina a estatistica que governa o sistema. Devido a essa
definicao, o limite termodinamico s6 existe se esse parametro for independente do niimero
de particulas e apenas algumas interagoes o tornam assim: estas sao denominadas por
interacoes estatisticas o que tornam g um parametro estatistico. Esse tipo de estatistica
¢ conhecida como Fractional Ezclusion Statistics (FES). As particulas que obedecem a
esse tipo de estatistica sao chamadas de excluson.

O numero de estados quanticos de N particulas idénticas ocupando d estados para
bésons no espaco de Hilbert é descrito por:

d+N—-1)! (d§8+ N —1)!
ps = =X 1.11
NTUONI(d - 1) NI(dB —1)! (111)

e para férmions é:

! E4+N-—1)
d _ Uy + ) (1.12)

Dy =
NUNNd—N) o NYdy —1)!

assim, de forma geral, podemos obter o nimero de estados ocupados para um nimero N
de particulas usando a FES.

(dy+N-1)!  (d+(1—-g)(N-1))!
N!(d% —1)!  NYd—gN — (1—g))!

Dy(g) = (1.13)

Logo, na condicao em que g = 0,1, obtemos o nimero de estados ocupados para
bosons e férmions, respectivamente. A estatistica fracionaria pode surgir em um modelo
interagente; considerando particulas em um potencial harmonico unidimensional, teremos:

N

E = hw lZni+2] (1.14)
i

onde h é a constante de Planck, w, a frequéncia e n; o nimero de ocupacao definido por

inteiros positivos. Se considerarmos uma interagao do tipo gN(N — 1)/2, a qual modifica

o espectro de energia, na forma:

(1.15)

N(]\27 ~1) J;]]

P L CEN

este tipo de mudanca de energia ocorre em modelos analiticamente soltiveis, onde a
energia pode ser reescrita da seguinte maneira:

E = hw lZnJr]zV] (1.16)

onde 7n; é o nimero de ocupacgao modificado:

ni=mn; +g(i—1) (1.17)
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Portanto, a equagao (1.16) demonstra que um sistema de férmions ou bésons intera-
gentes pode se comportar como um sistema de quase-particulas nao interagentes. Nesse
caso, o espectro de energia é modificado de tal forma que os niveis de energia ficam
separados a uma distancia minima de g entre si, relembrando o espectro de um sistema
dado pela equacao (1.14). Assim, exemplificamos a importancia que a FES possui e suas
eventuais implicagoes nas propriedades quanticas dos sistemas de muitas particulas.

1.5 Nossa Pesquisa

A primeira formulagao geral de uma estatistica quantica de um géas ideal - na qual
a estatistica do sistema poderia interpolar entre a estatistica de bdésons e férmions com
respeito ao principio da estatistica fracionaria de Haldane - foi proposta por Yong-Shi
Wu [42]. O termo de interpolacao entre bdsons e férmions é descrito na fun¢ao do peso
estatistico, que descreve o nimero de estados ocupados no sistema. De acordo com os
principios fundamentais da estatistica quantica, o peso estatistico ¢ inserido na grande
funcao de particao para descrever as propriedades macroscopicas ou termodinamicas do
sistema quantico de multicorpos.

A descricao desse gas ideal propoe a definicao de uma matriz o;; que descreve a
exclusao das particulas. Dessa forma, a;; = «ad;;, onde o = 0 representa particulas
bosonicas e a = 1, particulas fermidnicas, recuperando, assim, as conhecidas distribui¢oes
de Fermi-Dirac e Bose-Einstein.

No entanto, posteriormente foi mostrado que a matriz dos exclusons proposta por Y.
S. Wu e sua interpretacao estao imprecisas [26]. O artigo publicado na Physical Review
B mostra - utilizando-se do modelo de Hubbard com repulsao coulombiana e alcance
infinito para descricao da estatistica fracionaria - que a origem correta das propriedades
termodinamicas do sistema sao obtidas por meio da matriz grir.qe. Essa matriz descreve
duas outras que estao presentes na formulacao matematica da estatistica fracionaria do
problema. Dessa maneira, sem ela nao é possivel descrever as propriedades macroscopicas
do modelo, que ¢é equivalente a um gas ideal de trés espécies.

Essa descricado mostrou uma extensao do formalismo estatistico fracionario, que possi-
bilitou o mapeamento de um sistema interagente de elétrons de duas espécies de particulas
em um gés ideal de trés espécies de exclusons. Foi possivel obter, ainda, uma descrigao
do comportamento de algumas propriedades termodindmicas proximo ao ponto quantico
critico. Partindo dos resultados obtidos nesse artigo no PQC, esta dissertagdo mostrard
uma analise do comportamento de uma dessas propriedades com respeito a dimensao da
rede.

A dissertacao segue a seguinte estrutura: No Capitulo 2, apresentamos uma descrigao
do gés ideal similar a prosposta inicialmente por Y. S. Wu [42], descrevendo de forma
simples todo o tratamento mecénico estatistico do problema. No Capitulo 3, apresentamos
a formulacaoo do problema do modelo de Hubbard com repulsdo coulombiana e alcance
infinito, discutindo o formalismo que descreve a estatistica de exclusdao do modelo e seu
comportamento proximo ao ponto critico. No Capitulo 4, apresentamos os resultados
obtidos com respeito ao comportamento do Grande Potencial préximo ao ponto critico
conforme variamos a dimensdo da rede. Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos as
conclusoes e perspectivas do nosso trabalho.
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2 MECANICA ESTATISTICA DE PARTICULAS COM EXCLUSAO FRA-
CIONARIA

Neste Capitulo, examinaremos como a defini¢io de Haldane [20] para uma estatistica
fracionaria se comporta no limite de infinitas dimensoes e, em seguida, apresentaremos
a distribuicado de um gas ideal de particulas que obedece a esta estatistica fracionaria de
exclusao. O uso do peso estatistico Dy (g) expresso na equagao (1.13) serd o nosso ponto
de partida para determinarmos o nimero médio de ocupacao do sistema, que se reduz aos
resultados das distribuicoes de Bose-Einstein para g = 0 e de Fermi-Dirac para g = 1.
Na sequéncia, discutiremos as propriedades termodinamicas do gas como proposto por
Murthy e Shankar [43]. Ao final do capitulo, apresentaremos uma discussao utilizando o
formalismo matematico proposto por Wu [42] para descrever um gés ideal generalizado.

2.1 A funcao de particao no limite d — oo

Anteriormente, mencionamos que o nimero de estados de um sistema de IV particulas
idénticas com d estados de ocupagao é descrito por Dy(g). Usando o nimero de estados
como ponto de partida, é possivel descrevermos uma generalizacao da definicao de Haldane
para FES [44], feita para o caso em que o espago de Hilbert para as particulas possui
dimensao infinita.

Considerando que as particulas estdo espalhadas em uma rede, podemos definir a
dimensao d como d = L/a, onde L é o tamanho da rede e a é o espacamento. No limite
em que d — 00, a — 0 e L — oo. Como a densidade da rede é dada por p = N/LP, onde
D é a dimensao espacial e N é o nimero de particulas, entdao p — 0. Isto é, p é finito
quando a — 0, logo, tomar o limite d — oo é semelhante a tomar o limite do continuo.

Usando agora a equagao (1.13) podemos obter a expansao do niimero de estados Dy(g)
em poténcias de d, na forma:

1 1
Dy(g) = ﬁ[dN + N(N — 1)(5 —g)d" Tt + ] (2.1)
Tomando o limite d — oo e fazendo uso da equacao S, = W para a soma dos n

primeiros termos de uma progressao aritmética, obtemos:

——g= lim N (2.2)

1 d N'Dy(g)
2 d—o0 N(N— 1) [ B ]

A relagao acima é util para determinarmos g; no entanto, a quantidade Dy (g) nao descreve
o limite continuo. Assim, é necessario utilizarmos a definicdo da dimensao do espaco de
Hilbert em termos da fungao de particdo para N particulas:

— T — 1 —BHN
Dy = %g% In = 11313% Tr(e ) (2.3)
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onde f = 1/kT e Hy é o hamiltoniano das N particulas. Dessa maneira, podemos
reescrever a equacao da seguinte forma:

1 Zy [N!ZN _ 1] (2.4)

——g=0C lim

2 ITVAENNIN ) | 27
Nesta formulagao, o limite 8 — 0 de altas temperaturas implica em tomar o limite do
continuo. A constante C' apenas concede consisténcia a equagdo para determinar g. E
possivel determinar Zy para bosons e férmions como uma expansao da fungao candnica
de particdo para uma unica particula [43]:

28 )+ 2,20z 23 YN =L (2.5)

7 B.F
s ;

1
)=
Note que a expressao acima define bésons e férmions de maneira distinta, visto que o
sinal (4) indica férmions e o (—) indica bdsons. Portanto, para bésons e férmions vamos
tomar, respectivamente, g = F1. Entao, C' é determinada para boésons e férmions usando
a expansao para Z ﬁ’F:

1 , 7 NIZZF
+-—=C'1 -1 2.
2 OEE%N(N—Q[ ZN (2:6)
onde C' é escrita da forma:
. Z1(B)
C =1 2.7
CL AT (2.7)

2.1.1 Particula Confinada em uma Caixa D Dimensional com Aresta de Comprimento
L

Um exemplo simples em que podemos tomar o limite de altas temperaturas é o caso
de uma particula confinada em uma caixa D dimensional e aresta de comprimento L . No
caso unidimensional, este sistema possui um espectro de energia muito simples dado por
222 . ~ o~ /

E = rn”  Assim, podemos escrever a funcdo de particdo para uma particula em uma
2mL g

caixa unidimensional na forma:

Z(8) =3 e (2.8)

No limite f — 0, o argumento da exponencial torna-se bastante pequeno, de forma que
podemos susbtituir a soma por uma integral em n:

h27n2n?

lim 7, (8) = / e dn (2.9)
B—0 0

h2r?
2mL2 "

A integral é calculada facilmente fazendo n =
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1 /=m L

- _ [T g, 2T _ L
}31{}1%]21(5) /o e ™ dn 27 = (2.10)

2 /7 . . /7 . . .
onde A = % é conhecido como comprimento de onda térmico. Assim, para D dimen-

D
soes, ZP(B) = (£> . Portanto, a constante de proporcionalidade C' para esse sistema é

A
dada por
L \P?
C= (g) = 2D/2 (2.11)

VA

2.1.2 Sistema Harmonicamente Confinado a uma Frequéncia w em um Espaco D Di-

mensional

Considere que o sistema ¢ constituido por N particulas com massa m e estd confinado
a um potencial de frequéncia w dado por

1 o
V(ri,ra, ... rn) = §mw22fr? (2.12)
i—0

onde 7; descreve as coordenadas da particula. O espectro de energia para esse sistema é
da forma:

By = Fw(2n + I + 1) (2.13)

onde n é o niimero quantico radial e [ é o momento angular em duas dimensoes.

Neste exemplo, seguiremos o mesmo procedimento usado para uma particula em uma
caixa com D dimensoes. Em primeiro lugar, lembramos que o espectro de energia de um
sistema harmonicamente confinado em uma tnica dimenséao é dado por E = (n + %)hw
Dessa maneira, podemos facilmente escrever a fungao de particao para uma particula em
uma dimensao:

,BM
Bheo(Lin e P
Z:(8) = Ze Bhw(z+n) _ % (2.14)

_pphw
Logo, para D dimensdes, a fungao de particio se escreve ZP2(3) = (16_;%.

Fazendo uso da equagdo (2.7) e fazendo a substituicao de varidvel z = Shw, encon-
tramos

—xD
) e 5 (1 _ €—2z)D . 2D (1 _ 6—21>D
¢= alclgtl) (1 —e =)D e—aD - }E)%e : (1 —e)D

(2.15)

Usando agora a propriedade que afirma que o limite do produto é igual ao produto dos
limites, obtemos
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C = lim <M>D:hm (eul)D (2.16)

z—0 1 — e z—0

Logo, C' é escrito da forma:

C =20 (2.17)

Pelo o exposto acima, notamos que a constante C' ndo é universal e se altera para cada
sistema. Assim, pode ser possivel mapear um sistema de bdsons ou férmions interagentes
utilizando a FES com um ¢ determinado pela equacao (2.4).

2.2 Funcao de Distribuicdo para um Gas Ideal de FES

O gas ideal é constituido por particulas indistinguiveis nao interagentes encerradas em
um grande volume V', possuindo energia total . Consideramos que o sistema possui um
grande numero de particulas de maneira que podemos dividir o espectro de energia em
células e cada célula possui um niimero qualquer de niveis de energia para uma particula
Unica com d; >> 1. Dessa forma, d; representara a dimensao da i-ésima célula com energia
média €; e nimero de particulas N;. As equagoes que definem um gas ideal sao:

E:ZNzez
N=Y"N,

assim, podemos observar que a energia do sistema é uma soma sobre as energias de uma
unica particula. Desse modo, podemos considerar o procedimento padrao da mecanica es-
tatistica, partindo do Ensemble Grande Canonico com temperatura 71" e potencial quimico

15

(2.18)

Z =3 D{N}) ea:plZNB —e )] (2.19)

NG}

onde f = 1/kT e k é a constante de Boltzmann. A funcao de partigdo é descrita por
D ({N;}), que é o nimero de microestados distintos associados a distribui¢do do conjunto

{Ni}.

. _ R |
D ({N;}) = H ]\(fi’(dt ng’ffN(; _19))))'! (2.20)

Tomando o logaritmo da equagao (2.19) e definindo o nimero médio de ocupagao na
i-ésima célula como n; = N;/d;, obtemos

log D ({N;}) ~ Zd —n;logn; — (1 — gn;)log(1 — gn;)] +

Zdi 1+ (1—g)n]log[l+ (1—g)n] (2.21)
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Minimizando a equacgao para determinar a distribuicao mais provavél de ocupacao:

5 [o8 D (AN} + > diniB(i—€)| =0 (2.22)

chegamos a relagao:

nieap [Bei — )] = [L+ (1= g)ni] 7 [L — gn;]? (2.23)

Agora, precisamos definir uma fungao similar aquela proposta por Wu [42]:

1
w=— —g (2.24)

Uz

de forma que a equagao (2.23) é escrita na forma:

w(z)?(1+w(x)) 7 = exp[Ble; — )] (2.25)

Perceba que a equagao (2.25) apresenta nao linearidade devido ao fator arbitrario g.
Nota-se, ainda, que no limite 7" = 0 o potencial quimico torna-se a energia de Fermi ep;
logo, se €; > €, a exponencial tendera a infinito, assim como w. Entdo, Examinando
cuidadosamente o efeito da presenca de g, verificamos que em 7" = 0:

n;, =0, see >c¢€
d (2.26)
n;=1/g, se ¢ < ep

Podemos utilizar a equagao (2.25) para recuperar os resultados das distribui¢oes de Bose-
Einstein e Fermi-Dirac, o que ocorre para g = —1 e g = 1, respectivamente. A distribuicao
classica de Boltzmann é resgatada quando a exp[S(e; — u)] torna-se muito grande, de
maneira que w(z) = exp[B(e; — )], independente de g no limite classico, como esperado.
De modo geral, o nimero médio de ocupagao se escreve:

1
w(eﬂ(fi*/i)) -+ g

Resumindo, os casos particulares que apresentam distribui¢oes interessantes sao: Fermi-
Dirac g = 1, Bose-Einstein ¢ = —1, Boltzmann como mencionada acima e o caso em que
podemos obter quase-particulas para g = %, respectivamente:

1
T Bl 11
B 1
M = eﬁ(fi*/‘) — 1’
1 (2.28)
i = eﬁ(ﬁifﬂ)
1
en;, =
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Figura 5 — Gréaficos das distribui¢des de Boltzmann, Bose-Einstein, Fermi-Dirac e o caso de
Quase-Particulas com g = 1/2.
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Fonte : O autor (2021).

Da Figura 5 notamos que o sistema nao condensa para um valor de g pequeno, como
g = 1/2 [45]. Mais ainda, Aoyama [46] obteve uma solugdo exata em termos de uma

fungao hipergeométrica para valores de g = 1/m, para o caso em que m é inteiro positivo,
com w escrito na formas:

1

w(g2) = (1= Dl Fcal,

1 2
" 5 Ty ey
m m m

m—2 1 2

m m—1"m-1""
m—2  —ma™ (2:29)
; )—1
m—1"(m—1)m!

2.3 Propriedades de um Gas Homogéneo

O formalismo da estatistica quantica nos fornece todas as ferramentas necessarias para
obtermos as propriedades macroscopicas de grande pluralidade de sistemas fisicos. No
entanto, a maioria desses sistemas pode trazer uma grande dificuldade matematica em sua
descri¢ao, o que tem como consequéncia a busca de modelos simplificados, mas nao trivi-
ais, e que contenha os mecanismos subjacentes aos fendomenos que desejamos descrever.
Muitas dessas descrigoes matematicas sao levadas a representagoes aproximadas do mode-
lo real, porém mesmo essas representagoes sao construidas por estagios, acrescentando-se
os termos matematicamente mais complexos passo a passo.
Iniciaremos com um sistema idealizado, cujo exemplo mais simple é o gas ideal. Como
veremos, esse sistema permite uma facilidade no procedimento matematico e nos mostrara,

com clareza, o seu comportamento no contexto da estatistica fracionaria. E o primeiro
passo em nossa busca para o tratamento adequadado de sistemas reais.

Como exposto acima, vamos descrever as propriedades termodinamicas de um gas ideal
de particulas livres com dispersdo quadrética, e = p*/2m, e governadas pela estatistica



2.3. PROPRIEDADES DE UM GAS HOMOGENEO 28

fracionaria. O gas esta confinado em um volume macroscépico V', D-dimensional, cujo
elemento de volume dV satisfaz:

dPp = p(e)de (2.30)

onde a densidade de estados obedece a seguinte equacao:

mm)P/?
ple) = @F(%ED/“ (2.31)

2

A T =0, o numero de particulas e a energia do estado fundamental sao dados, respecti-
vamente por

ST gT(D2+1)
v (2mm)"/? 961)/2+1
gT(D/2+2)2 9

9

% €g V mm D/2
/(; p(€> (2 ) D/2
(2.32)

E:f/eg de =
7 Jo ep(e)de

As equacoes mostram que, a T" = 0, ¢, faz o papel da energia de Fermi, embora a
presenca do parameto g no denominador dessas equagcoes, seja um "ponto fora da curva'
nesta interpretacao despretensiosa, o que sugere que a natureza fracionaria do sistema
tem diferencas marcantes com relacao ao gas de Fermi. De fato, em uma perspectiva mais
geral, a consisténcia da teoria fracionaria deve ser verificada intrinsicamente, e paralelos
com outras teorias limite devem ser evocadas com cautela [43].

De forma semelhante podemos escrever a energia e o numero de particulas para o
sistema usando a funcao de distribuicao de Wu, discutida na subsecao anterior:

:/OOO ple) de,E:/OOO L) e (2.33)

(w+g) (w+g)

Fazendo uma mudanca de variavel, que relaciona € e w:

1 w+g
- - I 2.34
de Bw(l—i—w)dw (2:34)

e usando a equagao (2.25), obtemos a seguinte identidade:
D/2—1

D/2 1—
D[ 1 oo 9 /1 g
) / “UF9 g | (w) ( v > —1 (2.35)
2 \ fer wo w(1+w) wo 1+ wy
Entao, apos algumas manipulacdes matematicas, podemos encontrar a relacao da energia
por particula e a energia de Fermi:

E _D(1 D/2+1/°°w+9 dw |1 <w>g<1+w>lg " (2.36)
Nerp 2 \ Bep wo w(1+ w) v wo 14wy ’
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onde wy é o valor de w quando € = 0. O potencial quimico g a uma temperatura T’
também poder ser obtido da equacao (2.25):

= —; [gInwy + (1 —g)In (1 + wp)] (2.37)

A grande funcao de particdo para o gas ideal fraciondrio pode ser escrita na forma
usual, usando a fugacidade do sistema:

Zg=> "7y (2.38)
0

onde z = e* e a funcdo de particdo canonica é escrita na forma:

Zn =3 g ({ng}) e PEAmD (2.39)
{nr}

de maneira que N = Y, ni. No entanto, para o caso de um sistema que obedece a estatis-
tica fracionaria de exclusao, fatorar a grande fungao de partigdo nao é algo imediato. Mas,
podemos utilizar o ansatz escrito abaixo para o caso da FES e mostrar que é consistente:

ﬁ 1+ wy (2.40)

Com a hipdtese acima, o grande potencial termodindmico resulta:

Qu,T) = _BIHZG = ZIH (1+ 1) (2.41)

k=1

O caso continuo ¢é obtido substituindo-se a soma por uma integral em ¢, na forma usual:
> =V [dep(e) - onde nao é necessério fixarmos a dimensao do espago:

Qp,T) = —;V/OOO dep(e)In (1 + i}) (2.42)

Essa construcao é bastante 1itil para analisarmos sistemas que diferem do gas ideal. Neste
contexto, na préxima subse¢ao discutiremos o gés ideal generalizado.

2.4 Distribuicao Estatistica para o Gas Ideal Generalizado

Visto que a maior parte do estudo da estatistica fracionaria foi desenvolvida no con-
texto de sistemas quanticos de muitas particulas, nesta subsecao apresentamos um gas
ideal de 7 espécies confinado a uma regiao, que nao troca energia ou particula com o meio
exterior. Consideramos (G; o nimero de estados independentes para uma particula tinica
de espécie 7. Assim, fixando o niimero de fungdes de onda para N particulas, bem como
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as coordenadas de N — 1 particulas e suas espécies, podemos representar as fungoes de
onda na base da particula restante.

No entanto, o nimero de particulas d; de estados acessiveis a uma particula tnica,
em geral, nao é constante na base das particulas de espécies 7, como ¢é o caso do niimero
de estados independentes GG;. Um caso em que isso pode ocorrer é quando estados de
particulas localizadas sao nao ortonormais. Nesse tipo de situac¢ao, o nimero de estados
acessiveis d; ¢ alterado conforme particulas sao adicionadas ao sistema [42].

Haldane percebeu que, mantendo-se fixadas as condi¢oes de contorno e o tamanho da
regiao em que a matéria condesada estd confinada, a interagao estatistica o;; ¢ dada por
uma relacao diferencial [20]:

J

onde N, representa um conjunto de troca de particulas permitidas. Dessa forma, em razao
de desejarmos descrever a estatistica do problema, vamos contar o niimero de estados para
o sistema de muitas particulas em um conjunto N; fixado.

Definindo W como sendo o peso estatistico que na secao anterior foi representado por
Dy (g), o numero de estados para o sistema de multiparticulas se escreve na forma:

(Gi+ N = 1= 045N, = 6)]!

(2.44)

W=l

Note que, assim como na subse¢do anterior, o peso estatistico interpola entre bdsons e
férmions, visto que a;; = ad;; (o =0,1).

Seguindo o procedimento prescrito pela mecanica estatistica quantica e considerando
as condigoes ideais em que os autovalores de energia sao dados por uma soma simples,
temos

E =) N (2.45)

Entao, considerando um ensemble Grande Canénico a uma temperatura 7' e potencial
quimico p; para as espécies i, onde cada particula de espécie ¢ ¢ identificada pela energia
¢;, a grande funcao de particao resulta:

7= 3 WD ern {5 M )47 (2.46)

onde k ¢ a constante de Boltzmann.

Perceba que o limite termodinamico ocorre para N; e GG; grandes. Logo, para deter-
minarmos o conjunto do nimero médio de particulas, tiramos o logaritmo da equacao
(2.46) e usamos a féormula de Stirling In N! = N In(V/e) para obtermos as propriedades
macroscopicas do sistema.

O conjunto do niimero médio de particulas é definido por n; = N;/G;. Portanto, ao
tomarmos o logaritmo de (2.46), podemos expressar In W, como:
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ZGi {—ni Inn; — (1 — Zﬁwn3> In (1 — Zﬁwn]) } + (2.47)

ZG 1+Z ij Bzg

1—1—2 i — Bij)n ]ln

onde f3;; = a;;G;/G;. Podemos, entdo, obter a distribuicdo mais provavel de n; através
do processo de minimizagao:

o que resulta na seguinte equacao:

_y 1 =32, Bjxng o
i Ccmont _ |4 50— b ] [ i Pj ] 2.49
n.e l +zk:( k — Bik) Nk 1;[ 1+Zk(5jk_5j’f)nk ( )

Agora, definindo w; = ni_l — 3 Biknk/ni, temos
(1+w)[] <wa> " plei—na) /KT (2.50)
j (1 -+ w]’)

A determina(;éo de w; através da equacgao acima nos permite obter o potencial termodi-
namico () = —= ln Z:

L+n; — >, Biny
1 =325 Biny

Q=—PV=—kTY G;In (2.51)

e a entropia do gas generalizado pode ser determinada através da relagdo S = (E —
> iilN; — Q) /T

14+n; — Z]‘ ﬁijnj } (2‘52)

S € — Mg
— =) Giyn 1
P2 {” Ty, By

Note que a distribuicao mais provavel do nimero de ocupagao médio é obtida através da
solugao da seguinte expressao:

> (83 + Biyn; =1 (2.53)

J
Como teste do formalismo, vamos recuperar os resultados apresentados na subsecao

anterior para o gas ideal, ou seja, o caso de particulas idénticas sem estatistica, isto é,
a;j = ad;; e p; = p. Desta forma, a equagdo (2.50) é reduzida a:

nielP =l = 11 4 (1 — a)n] ™ [1 — ayni]” (2.54)
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e o conjunto do nimero médio de ocupacao dado por

1
w(eﬂ(ei_ﬂ)) —|— 6%

(2.55)

n;, =

Nota-se que o resultado para o conjunto de niimero médio de ocupagao ¢é idéntico ao do
gds ideal desenvolvido na subsecao anterior:para o caso de o = 0, 1,1/2, obtemos as dis-
tribui¢oes de Bose-Einstein, Fermi-Dirac e o caso de Quase-particulas, respectivamente,
conforme esperado. No limite em que a exponencial da equacdo (2.55) cresce rapida-
mente, obtemos a distribu¢do de Boltzmann, como ja comentado. Logo, nesse contexto
mais geral, vemos que nao s6 podemos obter os resultados para o gas ideal, como tam-
bém uma percepcao mais acurada do tratamento estatistico para sistemas quanticos de
multiparticulas.
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3 O MODELO DE HUBBARD COM INTERACAO DE ALCANCE IN-
FINITO

Neste capitulo, apresentamos um mapeamento para o modelo de Hubbard com repulsao
coulombiana de alcance infinito [26]. Este mapeamento permite interpretagoes pertinentes
das propriedades de sistemas tipo Non-Fermi Liquid. O mapa transforma o modelo de
Hubbard em um gas ideal de trés espécies de particulas, denominada exclusons, com
comportamento governado pela estatistica fraciondria de exclusdo e manifesta nas pro-
priedades macroscopicas do sistema. De fato, o diagrama de fase do estado fundamental
do sistema revela regioes de criticalidade analisadas por conceitos subjacentes a FES. Em
particular, a Transicdo Metal-Isolante ocorre em consequéncia do que se denomina por
interacao estatistica entre exclusons.

Apresentamos, ainda, o cdlculo dos expoentes criticos e uma analise de escala perti-
nente. Destacamos que o PQC do modelo de Hubbard, quando mapeado em um gas ideal
de trés espécies, pertence a mesma classe de universalidade de um gas de Fermi sem spin
d-dimensional. Ao final do capitulo, mostramos uma descri¢cao geral do comportamento
da energia livre do grande potencial préximo ao ponto critico para o modelo de Hubbard
em redes hipercibicas.

3.1 O Modelo e a Representagao de Exclusao

O hamiltoniano do modelo de Hubbard com Alcance Infinito, possui seu primeiro
termo descrevendo o caminhar dos elétrons através de saltos entre vizinhos mais proximos
em uma rede d-dimensional com N sitios; o segundo termo descreve o acoplamento a um
reservatério de particulas e o terceiro e dltimo termo, descreve a conservacao da massa
das particulas no processo de espalhamento entre todos os pares de particulas, com uma
normalizagdo que garante a extensividade da energia total do sistema:

U
H=—t > c,co—(n+U/2) ZCZTU% ty > ChtindatisChrCiarch iy (3.1)

<%,j>,0 J1J2J3J4

onde < 7,7 > é a notagao para vizinhos mais proximos. N identica o nimero de sitios
€ 0j,+4s.jo+j. denota que a soma ¢é feita sobre todos os sitios que satisfazem a condigao
r; +rj =rj +rj, isto é o centro de massa entre duas particulas que satisfazem esta
condicao é conservado no processo de espalhamento. Este modelo traz consigo uma forma
eficiente e simples de se analisar o comportamento de um Non-Fermi Liquid.

A fim de evitar manipulagoes matematicas no espacgo direto, introduzimos a trans-

formada de Fourier, o que permitird a obtencao de um hamiltoniano diagonal no espaco
k:

. 1 .
T Ttk ey ik -rj
C:,. = E .. € 7 Cig = E Cko€ J 3.2
jo /—N ko J /_N - k ( )
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De fato, o hamiltoniano é reescrito na forma diagonal abaixo:

H = Z(Ek — U — U/2)nkg -+ Uzk:nanki (33)

ko

O ntmero de elétrons com momento k e spin ¢ é dado por ny, = cfmck(7 e sua dispersao é
dada por ex = —t > o ;- €* 7 . Deste modo, o sistema de elétrons interagentes descrito
pela equacao (3.1) pode ser mapeado em um géas ideal de trés espécies de particulas, com
comportamento governando pela estatistica fracionaria de Haldane [20].

A abordagem de um géas ideal que obedece ao principio de exclusao de Pauli gene-
ralizado foi primordialmente discutida por Wu [42]. Esta abordagem foi apresentada
e detalhadamente discutida no Capitulo anterior, expondo algumas das propriedades
macroscopicas que podemos obter neste tipo de sistema. No formalismo de Wu, a energia
¢ aditiva, seguindo o procedimento padrao da mecanica estatistica.

E = Zskanka (34)

ka

onde k é um nimero quantico e « representa as espécies de exclusons. Assim, pode-se
escrever o peso estatistico W:

(Dxa — Nk — 1)!

W = 3.5
{1 (Drea — 1)/ Ve (3:5)

com Dy, escrito na forma:
Dka = G(k - Z gkk’;ozo/Nk’a’ (36)

k’a’

onde Gy representa o numero de estados acessiveis quando ha apenas uma particula no
sistema. Considera-se que Gy = G, isto é, o nimero de estados para particula tnica
independe de k. Por fim, o nimero de particulas é expresso por Nk € Gri/;aq € @ matriz
que define a interacao estatistica no sistema.

Em adicao, ao considerar-se um Ensemble Grande Canoénico a uma temperatura 7', a
minimizacao da grande funcao de particdo para obter-se o conjunto do niimero médio de
ocupagao (definido por nyg, = Nka/Go), obtém-se a relagao:

Wro/ Ix'k;a’ o
1+ Wiq () = ¢Peka 3.7
( k ) lg)z 1 + Wxr o/ ( )

onde wxy = Dxa/Nka € 8 = 1/T. Assim, pode-se determinar o potencial termodindmico
usando ) = %ln Z, onde Z representa a grande funcao de particao usada para se obter a
equacao acima:

BQf'r‘ac = 67 = —Zlﬂ(l + wl:;) (38)
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Note que a energia média do sistema é consistente com (3.1) e (3.4):

E=<H>= Zekanka ,a=1,23 (39)
ko
de maneira que ey = ex —  — U/2 = €9, €3 = U representam a energia de cada espécie
) 3
de particula. No entanto, se nxy =< ngr >, Nka =< Nk > € Ny =< NkNk > forem inter-
pretadas como as espécies dos exclusons, torna-se impossivel obter, de forma consistente,
a matriz de interacao estatistica de forma correta e consistente com o formalismo.
De fato, torna-se necessario definir uma matriz A que transforma as varidveis Ny,
do hamiltoniano do sistema nas auténticas espécies de exclusons, segundo a prescricao
abaixo:

Nka = - Z Akk’;aa’Nk’a’ (310)

k’a’

com peso estatistico:

(Dxa — Niw — 1)!

W — k ~ 3.11
11;[ (Dya — 1)1 NVia! ( )

onde Dy, ¢ definido por
Dya = Gx — Y fiwiaa Nivar (3.12)

k’a’

O mesmo procedimento pode ser usado para encontrar o conjunto do nimero médio de
ocupagao, agora definido por fix, = Nko/Go. Usando o novo peso estatistico dado pela
equagdo (3.11), a energia livre do sistema se escreve em termos das novas matrizes:

1 ~ ~ ~ ~
Q = ngaNkoz — E Z(Dka + Nka) ln(Dka —|— Nka) + (313)
ka ka
1 - - 1 - -
=Y Dixaln Dy + = > Nia In Niq
5 ka B ka

No equilibrio, determinado pela condi¢ao 92/0Ny, = 0, podemos obter uma relagdo
semelhante a equacao (3.7) para a lei de agao de massa:

wgk’k;o/a
k’a/ — oPeka
kKo (]- + wk’a’)gk7k?a/a+Ak’k;a/O¢ =€ (314)
onde gika'a = — 2ka” Jkk"a0" Mkk"aa” € Wiear = Dy / Nw. A energia livre fracionaria
¢ entao obtida substituindo a equagdo (3.14) em (3.15):
Berac = - Zln(l + UNJIZOIC) (315)
ka

Note que no caso em que ny, representa corretamente as espécies de exclusons, a matriz
Axiaor € Teduzida a Ayger.nar = —Okidaar- Neste caso, volta-se a usar a equagao (3.8) para
se obter o conjunto do nimero médio de ocupagao.
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Contudo, para o caso mais geral em discussao, sdo obtidas as seguintes matrizes para
Jxiae’ € Akioaars Onde Aggo.aqs corrige a matriz de interacao estatistica dada por Wu [42]:

1 1 -1
Jikioar =0 |0 10
00 1

(3.16)
1 0 —1
e Akiioar = =0k [0 1 —1
00 1

note que as matrizes satisfazem todas as condigoes desejadas. A interpretacao correta da
matriz estatistica foi dada por Vitoriano et al. [26], que identificaram a verdadeira matriz
de interacao estatistica dada por:

1 11
gkk’;aa’ - 5kk’ 011 (317)
01

o

Em consequéncia, a real energia do sistema é escrita de maneira mais apropriada na forma:

E = Zékaﬁka (318)
ko
onde
fka = — D fear (N okara (3.19)
k’o’

Usando a equagao (3.16), podemos determinar as energias corretas de cada espécie dos
exclusons.

fri=cx— p—U/2 =6k

 fra = 2(en — 1) (3.20)

rmulaca u Tl € Nyo constituem o niimero médi upaca
Nesta formulacao adequada, e constituem o ero médio de ocupacao dos

estados singularmente ocupados, enquanto que 7,3 representa o nimero médio de ocu-
k estad 1 t dos, t 3 t dio d
pacao dos estados duplamente ocupados.

3.2 Propriedades do Estado Fundamental

O estado fundamental de um sistema quantico de elétrons, a uma temperatura de T' =
0, contém informagoes sobre suas propriedades termodinamicas. A densidade de estados
(do inglés Density of States - DOS) é uma quantidade fundamental, que desempenha um
papel crucial na descricao dos estados que podem ser ocupados pelas particulas em uma
dada energia do sistema.
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Em semicondutores, a densidade de estados é uma funcao descontinua para um de-
terminado intervalo de energia, pois nenhum estado pode ser ocupado na regiao de band
gap do material. De forma semelhante, considerando um sistema de elétrons interagentes
unidimensional, definimos duas linhas p,,in € Pmaz, Onde observa-se descontinuidade na
densidade de estados. Essas linhas definem o diagrama de fase para o estado fundamental
do sistema.

1 U-a/2 9 ‘
Prmin = 5/ o(z)dx = — arcsin VU/A (3.21)

—A/2

A2-U ] =02\ 9 '
Pmaz = </ A +§ A/2_U> o(x)dr =2 — — arcsin VU/A (3.22)

onde A é a largura da banda de energia, definida por A = 4¢; a densidade de estados
o(x), por sua vez, ¢ definida por:

o(z) = ; 3 0le —a4) = 50w + A/20(8/2 ) (3.23)

e O(x) representa a fungdo de Heaviside. As linhas ppin € pmas indicam dois estados
metalicos, onde os conceitos da estatistica fracionaria se manifestam. Nas figuras abaixo,
verificamos essas propriedades.

Figura 6 — (a) Diagrama de Fase para o estado fundamental de um sistema de elétrons intera-
gentes unidimensional. (b) Diagrama de fase para qualquer dimenséao d.
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Fonte : Presente na Ref. [20]

As Figuras (6.a) e (6.b) mostram a presenga de um PQC tanto para dimensao d = 1
quanto para um valor de d arbitrdrio. A letra E nas figuras (6.a) e (6.b) representa uma
regiao em que a banda estd vazia, enquanto a letra F' representa uma regiao em que a
banda estd completamente preenchida. E possivel notar que, na Figura (6.b), a letra I
denota uma fase de isolante de Mott.

As Figuras (6.a) e (6.b) indicam trés regides. A regiao (1) representa apenas estados
nao ocupados (buracos) e estados singularmente ocupados rotulados pelo vetor de onda
k. Alternativamente, a regiao (2) descreve estados duplamente ocupados rotulados pelo
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vetor de onda k e, na regiao (3), encontramos uma superposi¢ao das regices (1) e (2),
contendo buracos, estados singularmente ocupados rotulados pelo vetor de onda k e esta-
dos duplamente ocupados rotulados pelo vetor de onda k. Além disso, embora o formato
da curvatura das linhas pin € pmee dependa da dimensao do sistema, o ponto no qual se
encontra U = A é o mesmo em qualquer dimensao.

O potencial quimico e a energia de Fermi a T" = 0 podem ser obtidos usando a funcao
densidade de estados ja definida, o que também permite identificar caracteristicas da fase
isolante do sistema. Em nossa andlise, é conveniente definir a funcao de prenchimento da
banda, dada por

n=U/2 1 utU/2
p= / o(x)dx + f/ o(z)dz (3.24)
oo 2 Ju—Uj2

da qual se identifica o potencial quimico para as trés regioes da banda:

= —2 cos(pm) — U/2 , regido (1) ;
A
= cos(pm) + U/2 , regiao (2) (3.25)
2 2
e = :I:\/(A Cos p27r) - (U cot '027T> , regiao (3)

como mostram as figuras abaixo.

Figura 7 — (a) Potencial quimico em funcao de p para d = 1 em uma temperatura de 7' = 0.
(b) Descontinuidade do potencial quimico para p = 1, denotando uma transigdo metal-isolante

L5 : 1.5

oe A ®)

. 2 | u=32 -

3,00 / 3,00 H

L

Fonte : Presente na Ref. [20]

As figuras descrevem o comportamento do potencial quimico como uma funcao de p.
Na Figura (7.a), o potencial quimico mostra um comportamento continuo, apresentando
cispides em p = pPpin € P = Pmaz- Em particular, na Figura (7.b) observa-se uma
descontinuidade para p = 1, o que denota uma transicao de fase metal-isolante.

Além disso, pode-se obter a energia de Fermi através de uma simples relagdo com
potencial quimico, ep = p+ U/2:
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A
er =7 cos(pr) , regiao (1);
er = cos(pm) + U , regiao (2) (3.26)

2 2
ecp = g + \/(A Cos p27r> — (U cot p27T> , regiao (3)

O comportamento da energia de Fermi nas trés regioes de interesse é exibido na Figura 8.

Figura 8 — Energia de Fermi unidimensional em fungao de p.

1.5

ﬂ:u.s- '
//
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1.5
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Fonte : Presente na Ref. [26]

A energia de Fermi é uma funcao que varia com a interacao U e a largura de banda
A para as trés regioes, demonstrando picos em p = 0.5, p = 1.0 e p = 1.5. A funcao da
energia de fermi para p = 0.5 varia até que o nimero médio de estados k duplamente
ocupados desapareca em p = p,.;n. No entanto, em p = 1.0, a funcao cresce linearmente
com U passando pelo ponto critico até se tornar independente de U. Conforme o niimero
médio de buracos desaparece para o pico p = 1.5, a funcao da energia de fermi também
cresce lineramente com U. Conforme foi possivel observar, em nenhuma das regioes
ha descontinuidade na fungao energia de Fermi. Da maneira exposta, foram obtidas as
informagoes mais relevantes sobre o estado fundamental do sistema

3.3 Anailise de Escala do Grande Potencial

Conforme um sistema de muitas particulas se encontra na vizinhanca de um ponto
critico ou transicao de fase, flutuacoes das suas quantidades cracteriticas se intensificam.
Neste regime, a analise de escala torna-se uma ferramenta tedrica muito util. H4, na litera-
tura, diversas formulagoes da teoria de escala em temperatura finita ou nula [37, [34, [36].
Em nossa andlise, nos atentaremos a forma de escala para a parte singular da energia
livre (grande potencial) Q(T, y; g), valida na vizinhaca do PQC (T = pu = g = 0).
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A parte singular da energia livre do Grande Potencial pode ser escrita na formas:

(T, 15 9) = AN (AT, Ap; A9) (3.27)

Fazendo A*g = 1 e denotando g = (A — U)/2 a varidvel que governa a transigdo a
temperatura nula, obtemos

T
(T, pi39) = g~ /" WNT Xp) = g7 Q <g—b/a’ g—M/> (3:28)

Para se expressar a parte singular da energia livre em termos de expoentes criticos é
necessario prosseguir em nossa analise.
Como estamos trabalhando no emsemble grande candnico, temos

1
N = = gV gy =g ety (3.29)

Logo, usando a hipétese
N ~ gﬂ = g—l/a+c/a (330)

obtemos a seguinte relagao:

1 ¢
B: —g‘i‘g (331)

Agora, examinando a susceptibilidade na vizinhanga do PQC, temos
0%Q 1
_ s _ —1/at2c/a 3.32
X= 52 9 (3.32)

e usando y ~ g7, obtemos outra relagao:

12
y=--= (3.33)

a a

Combinando as equagoes (3.33) e (3.31) e usando a relagdo dada por (1.7), obtém-se que

—c/a = o (3.34)

Por fim, fazendo uso de (1.5) e da linha de crossover existente na transi¢ao, obtém-se a
parte singular da energia livre em termos dos expoentes criticos:

Q, = ¢+ (T “) (3.35)

Note que ¢, 56 sdo expoentes que descrevem linhas de crossover da transicdo. Supondo
que essa transicao seja caracterizada por um unico comprimento de correlacao &, a parte



3.3. ANALISE DE ESCALA DO GRANDE POTENCIAL Q 41

singular do grande potencial é ainda descrita pela dimensao euclidiana d do sistema e o
expoente dindmico z, o qual governa as propriedades de escala a T' = 0.
O comprimento de corregao £ pode ainda ser descrito em diversas formas assintoticas:

§g~g, T=0,9g—0" (3.36)
efr~T7" ,g=0,T~0

Analisando os valores da razao T/g® e o sinal de g podemos determinar trés regimes nas
proximidades do ponto critico, como indicado na Figura 9.

Figura 9 — Diagrama de fase em func¢do de g e T', onde o ponto T' = p = g = 0 indica o PQC
da transicao metal-isolante.

T T:
= T=
& Quantum Critical g
regime
Thermally Quantum
Activated regime regime
0

0 g

Fonte : Presente na Ref. [20]

O diagrama indica duas linhas de crossover separando o sistema em um regime ter-
micamente ativado, abaixo da linha 7" = —g, um regime quantico critico entre as duas
linhas que se cruzam no PQC e um regime quantico abaixo da linha 7" = ¢g. Nosso foco
principal é o estudo da energia livre, ou grande potencial, nos regimes quantico e critico
quéantico.

Préoximo ao PQC (T'=0,U = A), usando as equagoes (3.14) e (3.15) e considerando
baixas temperaturas, pode-se escrever:

QT, p59)=> (exk —p—U/2) = NT'In2 (3.37)

1
—TZ In {1 + 2eﬂ(€k—“—U/2)} + (’)(e_BU/Q)
k

Negligenciando o primeiro e o segundo termos, pois sao fungdes regulares que nao sao
lteis do ponto de vista da teoria de escala, o terceiro termo pode ser convenientemente
escrito usando a densidade de estados o(e) e assumindo p = 0:

A)2
Q(T,0;9) = —T/ deo(e) In {1 + eB(Ek_U/Q)} (3.38)
0
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Usando a aproximagao tight-binding para a densidade de estados [47], pode-se escrever
o(e) na forma:

2\ #/?1 2 2e
=Ag1—— 1 1—— — =1 .
oe) d( A) { +O( A>}’A_> (3:39)
onde Ay é uma constante que depende da dimensao e é escrita em termos da funcgao
Gamma:
4 d d/2
A= —= | — A4
1= AT(d)2) (%) (340)

Em virtude do interesse na parte singular da energia livre, vamos considerar a seguinte
sustitui¢do de variavel: 7 = (e — U/2), a qual transforma a equagdo (3.38) em

—Bg 29 oT d/2—1 1
Qs:—AT2/ (—) In(1+=c)d 341
T n\A ™A T nl|l+ fe T (3.41)
Integrando por partes duas vezes e desprezando os termos de ordem O(e=?Y), obtemos
A\ 4 B9 129 2T \Y*'  fer
O, = A= 7/ (—) _JC 4 3.42
d(z) d(d+2) AT A (e + 2 (3.42)

Inicialmente, vamos considerar (g > T'), que descreve o regime quantico. Fazendo uma
expansao binomial na equagao acima e expandindo os limites da integral para —oo e oo,
pode-se obter os primeiros coeficientes da expansao nesse regime:

Q 4 © feT . 4.
G = d(d+2)/ (eT+f)2dT_ d(d+2)’

o Tfem 21nf
af d/ (e + f)? d

1 2
ea?:/wwd722l7;+(lnf)2‘|

No caso do regime quéntico critico (7" > g), apds uma expansao similar e estender os
limites de integracao para —oo e 0, também podemos obter a forma geral dos coeficientes
para a expansao nesse regime:

a%M flm| Kd —m+1>1 /OOO Td/217/nf (3.44)

Considerando as fungoes de Lerch definidas por

(3.43)

1 0o v le—(u 1)t
O(z,0,u) = F(U)/o e (3.45)

[Rev > 0, ou |z|,z # 1, Rev > 0,0u z = 1,Rev > (] (3.46)
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e apoOs algumas manipulacoes e integracao por partes, obtivemos uma forma geral para
os coeficientes a®M em termos dessas funcoes:

af,iM:%F(g)@(-},g—m—i—l,l),f:Q (3.47)

Pode-se sintetizar ambos os regimes em uma expansao da forma:

A 2 2\ (4+2)/2
Qs(z,y)/N = —Ay (2> (A) (ap + ary + agy® + ...) (3.48)

onde denota-se z = max{g,T} e y = min{g, T} /x para definir o regime de interesse,
com f definindo um indice que conta a degenerescéncia do estado fundamental. Na
representagao de ezclusons, 1/f é igual ao nimero médio de ocupagao dos k - estados,
para o caso de exclusdo total a T'= 0 (nyx; = nxe = 1/f,nkg = 0). Nota-se que, para o
caso de f =1, recupera-se o resultado do gas de Fermi sem spin com U = 0, levando em
conta os termos negligenciados de ordem O(e#Y/2). Com esses resultados descreve-se o
grande potencial proximo ao PQC nos regimes quantico e quantico critico.
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4 EXPANSAO DA ENERGIA LIVRE GRANDE
CANONICA NO REGIME QUANTICO

No Capitulo anterior, discutimos propriedades fundamentais de um sistema de elétrons
interagentes representado pelo modelo de Hubbard de alcance infinito. Através dos con-
ceitos de FES, foi possivel obtermos o comportamento da energia livre do sistema ®(u, T')
nas proximidades de um PQC. Foi observado, nessa descricao, que a energia se divide em
dois regimes: o quéantico e o quantico critico. Neste ultimo, foi calculada uma expressao
geral para determinar qualquer coeficiente para a expansao da energia livre em termos da
fungao de Lerch. Contudo, apenas trés coeficientes da expansao foram calculados no caso
do regime quantico.

No presente capitulo, calculamos novos coeficientes para o regime quantico da energia
livre, que, assim como no regime quantico critico, apresenta comportamento dependente
da dimenséao do sistema. Desta forma, é possivel identificar os efeitos da dimensao d nesta
propriedade termodinamica perto do PQC no regime quantico.

4.1 Coeficientes da Energia Livre em Redes Hipercubicas

Usando a equagao (3.42) e tomando a expansao em série de Taylor ao redor da varidvel
Y, temos:

B A\° 4 2g\eTt o e f
i, T) = —Aa (2> 0!(d+2)(A) /. Frepdm @D

A1 4 (d+2)T [2g\%+! = e fr
+Ad<2> Ndd+2) 2 g(A> /_oo(f+ef)2d7
A1 4 d(d+2) (T /2g\5* o e fr?
_Ad<2> 20d(d+2)2 2 <g> (A) [m F+ e
AV 1 4 d(d—=2)(d+2) (T\® /2g\%+! oo e fr3
+Ad(2> 3ld(d+2)2 2 2 ( ) <A> /_oo(f+ef)2

Assim, observamos um padrdo na expansao que nos permite obter uma expressao geral
)
para os coeficientes da equagao (3.48) no regime quantico, na forma:

9

dr + ...

B .4 d'z(0) o e frn
o =V s am | (e (4.2)

d
onden=0,1,2,3,4,... e z(1) = (%9 — %T)EH.
Nosso estudo também possibilitou obter os coeficientes para qualquer valor de n em
qualquer dimensao d do sistema. Neste trabalho, foram calculados precisamente 12 coefi-
cientes. Para cada n > 3, os coeficientes seguem um padrao semelhante. Como podemos

observar:
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o 1 4 o ef
O_md(d+2>/_oo(f+eT)
0 1 4 (d+2) o~ e fr
L7 ldd+2) 2 /_oo(f+ef)2 "

Q, 2 dT?

a

Q_l 4 g(d—i—2) 00 eTf7'2
a2_2!d(d+2)2 2 /oo(f+67)2d7,
o 1 4 dd+2)([d-2) > efr
az = 3ld(d+2)2 2 2 ~/—oo<f—{—@’f)2d7—’ y
Lot 4 d(d+2)(d—2)(d_4)/oo et (4.3)
4 4‘d(d+2)2 2 2 2 oo (f+€T>2 3

@ L 4 d(d+2)(d-2)(d=4)(d—6) o e fr°
% T Eddr2)2 2 2 2 2 /_oo(f+ef)2d7’

o 1 4 d(d+2)(d—2)(d—4)(d—6)(d—8)/°° iy
“T6lddr22 2 2 2 2 2 S (fer2™”
o_1 4 dd+2)(d-2([@d-4)(@d-06)(d-8)(d-10) /= fr
T Mdd+2)2 2 2 2 2 2 2 /oo(f+eT)2 T’

As integrais que comparecem na equagao (4.3) sdo soliveis analiticamente, conforme

mostrado no Apéndice. Note que aOQ, a? e a? recuperam os resultados de (3.43) e,
4 d(d+2)

para n > 3, os termos multiplicativos do tipo qdte s 2 SC reduzem a 1. E possivel
perceber, ainda, que a partir de n = 4 os coeficientes passam a ser acrescidos apenas de

um termo multiplicativo do tipo (d_g_Q), onde b representa o ntmero do ultimo termo
multiplicativo do coeficiente anterior, no mesmo formato. Por exemplo, do coeficiente a3Q

para o coeficiente a?, b = 2. Semelhantemente, o termo multiplicativo do coeficiente af

sera: (d_;_Q) = (d;A‘). Portanto, do coeficiente af para o coeficiente a5Q, b=4. E assim se
segue para os demais, como podemos observar na equagao (4.3).

Consequentemente, é facil perceber que o coeficiente a% ¢é da forma:

o 1 (d—2)(d—4)(d—06)(d—8)(d—10) (d—12)

TR 2 2 2 2 5 5 (4.4)
(d—14) (d — 16) (d — 18) (d — 20) o e fr12

Ressaltamos ainda que, para valores de d pares, os coeficientes serao nao nulos apenas
até um determinado termo, o que implica na caracteristica polinomial da energia livre.
Por exemplo, para um sistema com d = 2, todos os coeficientes a partir de a3Q se anulam;
isto quer dizer que a parte singular da energia livre serd um polinémio de segunda ordem,
enquanto que, para d = 4, todos os coeficientes se anulam a partir de aff e a energia livre
torna-se um polinémio de ordem trés, e assim por diante.

De fato, na préxima se¢ao apresentaremos uma descri¢ao fisico-matematica do com-
portamento da parte singular da energia livre no regime quantico préximo ao PQC para
as seguintes dimensoes pares: d = 2, 4, 6, 8 e 10. Destaques qualitativos e quantita-
tivos, que decorrem do nosso conhecimento adquirido sobre a intrinsica fisica-matematica
subjacente, serao discutidos em termos das func¢oes ou polindmios de Lerch.
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4.2 Resultados e Discussio

Conforme ja mencionamos, vamos apresentar o comportamento da parte singular da
energia livre do Potencial Grande Canonico no regime quantico para dimensoes pares até
d = 10, com A = 2. Em cada dimensao, observaremos a influéncia da temperatura e a
convexidade da curva, em particular a monotonicidade das mesmas através da idenficacao
dos intervalos nos quais as curvas sao crescentes ou decrescentes.

4.2.1 Anélise da Dimensao d = 2

Neste item, analisaremos o comportamento da energia livre para d = 2. Neste caso,
todos os coeficientes a partir de a? se anulam, tornando a energia livre um polinémio de
segunda ordem. A constante Ay é obtida da expressdo (3.40), para d = 2:

4
Ay = — 4.5
2= Ao (4.5)
e a funcao energia livre se escreve na forma:
Q/N = —As(ag + af'y + aFy?) (4.6)

Figura 10 — Parte singular da energia livre do grande potencial no regime quéntico (y = T'/g),
para d = 2.
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Fonte : O autor (2021).



4.2. RESULTADOS E DISCUSSAO 47

Como do conhecimento de aspectos fundamentais de analise matematica, o comporta-
mento de uma func¢ao concava ou convexa é identificado ao considerarmos a reta tangente
a curva em um ponto escolhido no intervalo de interesse. Uma caracteristica marcante e
visual é o fato de que uma funcao é convexa se esta fica acima de qualquer reta tangente.
Por outro lado, a funcao é dita concava se toda a curva fica abaixo de qualquer reta
tangente.

De fato, do grafico na Fig. 10 para a energia livte em d = 2 podemos concluir
que a funcdo é concava e monotonicamente crescente até o maximo em (0.18, —0.277), o
que pode identificar uma instabilidade da energia livre; em seguida, a funcao passa ser
monotonicamente decrescente.

4.2.2 Anélise da Dimensao d = 4

No caso em que d = 4, a energia livre apresenta coeficientes nao nulos apenas até
a?, como podemos observar em (4.3). Portanto, a energia livre se comportard como um
polinémio de terceira ordem. A constante A, para d = 4 é:

16
Ay = — 4.7
YT AR (4.7)
Logo, a fun¢ao da energia livre passa a ser :
Q. /N = —Ag(af + afy + a5y® + a5y®) (4.8)

Figura 11 — Parte singular da energia livre do grande potencial no regime quéntico (y = T'/g),
para d = 4.
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Fonte : O autor (2021).
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Como pode ser observado na Figura 11, o grafico da parte singular do Grande Potencial
no regime quantico é uma fungao céncava, monotonicamente crescente até seu ponto de
méximo em (0.10,—0.12), o que também pode identificar uma instabilidade na energia
livre assim como em d = 2; em seguida, passa a ser monotonicamente decrscente.

4.2.3 Anaélise da Dimensao d = 6

Ao examinarmos a expansao da energia livre para d = 6, podemos perceber que os
coeficientes se anulam a partir de a5Q. Dessa forma, a energia livre passa a se comportar
no formato de um polindmio de quarta ordem, onde a constante A, para d = 6 se escreve:

Ag = Z (3>3 (4.9)

™

Neste caso, a parte singular da energia ¢ escrita abaixo:
Q/N = Ag(af + afy + oSy’ + afy’ + afy") (4.10)

Figura 12 — Fungdo da energia livre do grande potencial no regime quantico (y = T'/g), para
d = 6.
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Fonte : O autor (2021).

O grafico denota uma fun¢ao convexa, sendo monotonicamente crescente.
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4.2.4 Anélise da Dimensao d = 8

O estudo da energia livre para d = 8 apresenta coeficientes nao nulos até a5Q. Portanto,
a energia livre se torna um polinémio de quinta ordem. A constante Ay, para d = 8 se
escreve:

4 74\*
PRRENE) o
* T 6A \n ( )
e a energia livre é escrita na forma:
Q/N = As(ao + ary + azy® + azy’® + asy* + asy”) (4.12)

Figura 13 — Funcio da energia livre do grande potencial no regime quantico (y = T'/g), para
d=28.
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Fonte : O autor (2021).

Nota-se que, para d = 8, a energia livre €, assim como em d = 6, uma fun¢ao convexa,
sendo monotonicamente crescente.

4.2.5 Anaélise da Dimensao d = 10

De forma semelhante, pode ser encontrado uma fungdo para energia livre no caso em
que d = 10. Desta vez, os coeficientes da expansao passam a ser nulos a partir de a7Q. A
constante Ay, para d = 10, é expressa da seguinte forma:
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4 /5\°
o= (2) 13
T 4A g (4.13)
assim, a energia livre torna-se:
Q. /N = Aig(ag + a1y + azy® + asy® + asy* + asy® + agy®) (4.14)

Figura 14 — Funcio da energia livre do grande potencial no regime quantico (y = T'/g), para
d = 10.
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Fonte : O autor (2021).

O gréafico abaixo para d = 10 mostra a energia livre do Grande Potencial se compor-
tando como uma fungao convexa, sendo monotonicamente crescente.

4.2.6 Anélise Qualitativa das Dimensoes imparesd =1 ed = 3

Ao estudarmos as dimensées impares, pode-se perceber, da equagao (4.3), que os
coeficientes ndo se anulam para nenhum valor de d impar. Desta forma, €, passa a ser
uma série com todos os coeficientes do tipo a¥ diferentes de zero.

Podemos comparar os coeficientes de cada dimensao par - apresentados acima - com
os valores de cada coeficiente das dimensoes impares de d = 1 e d = 3, em detrimento
de comentarmos a convergéncia da série. Visto que as dimensoes pares nao possuem
coeficientes nulos, vamos calcular seus coeficientes até n = 12.
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Tabela 4.1 — Tabela dos Coeficientes com depedéncia da Dimensao d
d ao ay a9 as a4 as ag ar ag
1 ]1.333 | -1.386 | 1.885 | -3.154 | 0.307 | -2.635 | 16.026 | 43.517 | 403.529
2 | 0.5 |-0.693 | 1.885 0 0 0 0 0 0
3 10.267 | -0.462 | 1.885 | -3.154 | 0.102 | -0.527 | -16.517 | -43.517 | 403.529
4 10.167 | -0.346 | 1.885 | -1.196 0 0 0 0 0
6 | 0.083|-0.231 | 1.885 | -12.616 | 0.818 0 0 0 0
8 | 0.05 | -0.173 | 1.885 | -18.924 | 2.456 | -1.406 0 0 0
10 | 0.033 | -0.277 | 1.885 | -25.231 | 4.911 | -33.732 | -58.610 0 0
d Qg aio a1 12
1 | 22238.66 | 14908.6 | 94135.90 | 1597805.77
2 0 0 0 0
3 | 22238.66 | 14908.59 | 94135.90 | 1597805.77
4 0 0 0 0
6 0 0 0 0
8 0 0 0 0
10 0 0 0 0
Fonte : O autor (2021).
A tabela mostra que os coeficientes para d = 1 e d = 3, embora tenham valores

muito préximos de 0 no coeficiente a

Q
4

apresentam valores que, mesmo quando interagem
com os valores da variavél y, nao apresentam nenhum padrao de convergéncia. Plots da
energia livre que podem ser feitos para essas dimensoes mudam conforme se acrescenta
mais e mais coeficientes, o que aparenta demonstrar um padrao de convergéncia. Logo,
observamos que, para dimensoes impares, a energia livre apresenta padrao que deve ser
analisado caso a caso, a depender da necessidade do seu uso em fins especificos.



52

5 CONCLUSAO

Nesta dissertagao, conduzimos uma descricao detalhada a respeito de sistemas de muitas
particulas fortemente correlacionados e que exibem uma transicao de fase metal-isolante
através da abordagem da estatistica fracionaria de exclusdo proposta por Haldane [20].
Esse procedimento tedrico mostrou sua relevancia na descri¢ao de sistemas de Non Fermi
Liquid, como é o caso de supercondutores de altas temperaturas -high- T, e do Fractional
Quantum hall effect.

Esses sistemas sao governados pela mecanica estatistica quantica. Destacamos que
usamos um dos modelos mais importantes no tratamento teérico desses fenomenos, o
modelo de Hubbard. Este, por sua vez, nos fornece uma das maneiras mais simples e
efetivas, porém nao triviais do ponto de vista fisico-matematico, de se obter informacoes
com respeito a interagdo entre os elétrons, e novos fendmenos subjacentes a transicoes de
fase eletronicas, magnéticas ou supercondutoras.

Descrevemos, ao longo do capitulo 2, como a abordagem da estatistica fracionaria de
exclusdo é efetivada através de uma generalizagao do Principio de Exclusao de Pauli [42]
e adequado na descri¢do das propriedades macroscopicas dos referidos sistemas.

No Capitulo 3, apresentamos uma aplicacao desta metodologia a um sistema descrito
pelo modelo de Hubbard com alcance infinito em redes hiperctibicas, como inicialmente
proposta por Vitoriano e Coutinho-Filho et al [26]. Através da abordagem conduzida pela
estatistica fracionaria, é realizado um mapeamento do sistema em um problema de um
gas ideal de trés espécies de particulas que obedecem a estatistica fracionaria de exclusao.

Esta abordagem nos permite caracterizar as fases metdlica e isolante do sistema através
da obtencao da estrutura de bandas eletronicas e da densidade de estados do sistema. A
estatistica fracionaria se manifesta em algumas propriedades termodindmicas, como é o
caso da energia livre do Grande Potencial. De fato, préxima do ponto quantico critico
da transicao, a energia livre do Grande Potencial ¢ descrita em dois regimes: regime
quantico e regime quantico critico. Embora todos os coeficientes tenham sido descritos
para o regime quantico critico em termos de fungdes de Lerch, para o regime quantico
apenas trés coeficientes foram calculados.

No Capitulo 4, mostramos como outros coeficientes podem ser calculados no regime
quantico para este problema e como eles dependem da dimensao do sistema. Foi obser-
vado que, para valores de dimensoes pares, o Grande Potencial, que é expresso por uma
série de poténcias, é reduzido a fungoes polinomiais, o que nos possibilitou estudarmos a
monoticidade e convexidade dos mesmos.

Apresentamos a representacao grafica da parte singular de energia livre do Grande
Potencial no regime quéntico para varias dimensoes pares: d = 2, 4, 6, 8 e 10. A
convexidade das fungoes é notéria para todas as dimensdes. O Grande Potencial mostra
ser uma funcado concava para d = 2 e d = 4 com maximos em (0.18,—0.277) e (0.10,—0.12),
respectivamente. Enquanto que, para as dimensoes d = 6,8 e d = 10, o Grande Potencial
torna-se uma funcao convexa.

Por fim, fizemos um breve comentario a respeito das dimensoes impares d =1 e d = 3.
De fato, mostramos que a série para as dimensoes impares possui todos os seus coeficientes
diferentes de zero. Calculamos seus coeficientes até a décima segunda ordem, os quais
apresentam valores bastante elevados, o que torna o carater de convergéncia dessas séries
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motivo de estudos futuros.
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APENDICE A - INTEGRAIS DOS COEFICIENTES DE EXPANSAO

Neste apéndice, apresentaremos os resultados das integrais que comparecem em cada
coeficiente na expansao da parte singular da energia livre do Grande Potencial. Como
podemos observar na Tabela 4.1, os coeficientes dependem da dimensao d do sistema,
embora as integrais que os compoem sejam independentes de d.

Portanto, de modo geral, as integrais para qualquer n sao expressas na forma:

%) eTan
I el (A1)

Logo, para cada valor de n, obtemos o resultado da integral que esta relacionado ao
seu respectivo coeficiente. Para os valores de n = 0,1 e 2, recuperamos os resultados
apresentados por Vitoriano e colaboradores et al [26], como mostrado em (3.43). Os
resultados para n > 3 até n = 12 sdo da forma:

/ REGRAA [(In £)? + 7 In(f)] (A.2)
—oo (f+e7)? '
o e frt _[15(In f)* + 307*(In f)* 4 7t
Lm G’ = [ 15 ] (A-3)
< T fr5 _[3(In f)® 4+ 107*(In f)* + 7ot In f
[ iept [ 3 ] (A4.4)
e fr8 ~ [21(In f)® + 1057 (In f)* + 1477 (In f)? + 317°
/. Trepd™= [ o1 ] (A.5)
o el fr’ ~[3(In f)" 4 217*(In f)° + 497*(In f)® 4 317%In f
/- Frepir= [ . ] (A.6)
o e fr8 ~ [15(In f)® 4+ 1407%(In f)°
/—oo (f + eT)QdT B [ 15 ] * (A7)
49074 (In f)* + 62075 (In f)? + 12778
| i |
o e frd ~ [5(In £)? 4+ 607 (In f)7 + 29474 (In f)°
LOO 7(f+67)2d7—_ [ 5 ] + (A.8)

l6207r6(1n )2+ 3817 In f+]
5
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o e frt0 ~[33(In f)'° + 4957 (In f)® + 32347* (In f)°

/_OO (f+67)2d7' = [ 33 ] + (A.9)

102307 (In f)* + 1257375 (In f)? + 2555710

33

/_O:O (;T—{ZI:)Z o [3(111 I+ 557r2(ln3f)9 + 4627*(In f)71 N (A.10)
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