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RESUMO

Uma abordagem difundida para a analise e modelagem de sistemas dindmicos parte de um
processo de discretizacao seguido por uma quantizag¢ao do sinal, gerando uma série temporal
discreta. Entre as vantagens propiciadas por esse método estdo a reducao na complexidade
computacional no processamento do sinal € maior imunidade ao ruido. A dindmica discreta da
série resultante pode ser representada através de um Automato Probabilistico de Estados Finitos
(PFSA, Probabilistic Finite State Automata), comumente empregado em algoritmos de controle
e técnicas de deteccdo de falha. Este trabalho apresenta um novo algoritmo para determinar um
PFSA associado a um sistema dinamico a partir de uma realizacdo suficientemente longa da
dinamica. Por meio da andlise da sequéncia discreta gerada, empregam-se métodos estatisticos,
aprendizado de mdaquina e minimizacdo de grafos para obter modelos PFSA compactos e
fidedignos a dinamica discreta oriunda do sistema de origem. Por fim, o método proposto é
aplicado a sistemas dindmicos com caracteristicas distintas, demonstrando-se sua capacidade de

gerar modelos com nimero reduzido de estados sem degradacdo de sua qualidade.

Palavras-chave: Aprendizagem de mdquina. Autdmatos probabilisticos de estados finitos. Mini-

mizagdo de grafos. Modelagem ndo supervisionada. Sistemas dinamicos.



ABSTRACT

A widespread approach to the analysis and modeling of dynamical systems starts from a dis-
cretization process followed by a signal quantization, which generates a discrete time series.
Among the advantages provided by this method are the reduction in computational complexity
of the signal processing and greater noise immunity. The discrete dynamics of the resulting
series can be represented by a Probabilistic Finite State Automata (PFSA), commonly employed
in control algorithms and fault detection techniques. This thesis presents a new algorithm for
determining a PFSA associated with a dynamical system from a sufficiently long stream of the
dynamics. Techniques from statistical methods, machine learning and graph minimization are
employed to obtain compact and reliable PFSA models for the discrete dynamics of the source
system. Finally, the proposed method is applied to dynamic systems with different characteristics,
demonstrating its ability to generate models with reduced number of states without degradation

of their quality.

Keywords: Machine learning. Probabilistic finite state automata. Graph minimization. Unsuper-

vised modeling. Dynamical systems.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo € feita uma introdu¢do do presente trabalho, apresentando na Se¢ao 1.1 as
motivacdes que servem de base para o mesmo. Na Sec¢do 1.2 é abordado o objetivo da pesquisa,
com descricdo das etapas seguidas para o desenvolvimento da mesma. Na Se¢do 1.3 € apresentada

a estrutura organizacional desta dissertacao.

1.1 MOTIVACAO

O aumento continuo de complexidade e do custo de sistemas de engenharia torna carac-
teristicas como confiabilidade e segurancga cada vez mais importantes, sendo fatores sujeitos as
anormalidades de componentes e falhas de processo. Alguns exemplos desses sistemas sdo aero-
naves, veiculos autdbnomos, redes elétricas, maquinas elétricas, turbinas edlicas, equipamentos
eletronicos industriais, entre outros. Portanto, a ado¢do de medidas para detectar e identificar
possiveis causas de mau funcionamento € essencial para minimizar a degradacdo de desempenho,

a diminuicao da produtividade e os riscos a seguranca.

Entre as vérias abordagens para resolver o problema de detec¢do de anomalias, existem
duas categorias comuns: métodos baseados em modelo e métodos orientados a dados. O método
baseado em modelo exige que o modelo do processo ou sistema considerado esteja disponivel
(GAO; CECATTI; DING, 2015), (DING, 2008), que pode ser obtido usando principios fisicos
ou técnicas de identificacdo de sistema. Uma vantagem associada aos métodos baseados em
modelo € a interpretacdo fisica, no entanto a confiabilidade e a eficiéncia computacional tendem
a diminuir a medida que a complexidade do sistema aumenta. Estes sdo usados em varias
aplicagOes, incluindo: sistema de gerenciamento de bateria incorporado em tempo real (KIM
et al., 2018); estruturas para diagndstico e progndstico de maquinas elétricas (NGUYEN et al.,
2017); projeto de sensor ultrassonico (JIANG et al., 2018); esquema de detec¢@o e isolamento de
falhas em tempo real para aeronaves com motores a jato (MESKIN; NADERI; KHORASANI,
2011).

O método orientado a dados (CECATI, 2015) lida com o problema de representar os
dados em um espagco com menor dimensao ou mais conveniente e deve permanecer confidvel e
computacionalmente eficiente para rastrear a relacao entrada-saida de sinais obtidos de sensores
confidveis. Esse método possui um amplo escopo de aplicagdes, sendo caracterizado pela tarefa
de aprender propriedades do mecanismo que gera os dados. Para esse fim, técnicas baseadas em
andlises estatistica sdo comumente aplicadas, como andlise de componentes principais (PCA)
(DUNTEMAN, 1989), minimos quadrados parciais (PLS) (BARKER; RAYENS, 2003), anélise
de componentes independentes (ACI) (HYVARINEN; OJA, 2000), classificadores de padrdes
estatisticos e maquina de vetores de suporte (SVM) (LORENA; CARVALHO, 2007). O desafio
consiste no fato de que tudo isso exige uma grande quantidade de dados de treinamento para

capturar as principais caracteristicas do processo. Essa afirmacdo € enfatizada ao lidar com



15

séries temporais, pois o alto volume de dados implica numa complexidade computacional
correspondente. No entanto, a andlise de séries temporais € uma valiosa técnica de andlise
de dados, particularmente para sistemas inerentemente nao lineares, quando € referida como
andlise de séries temporais ndo lineares (NTSA) (BRADLEY; KANTZ, 2015). As aplicagdes de
métodos orientados a dados incluem: garras roboticas (BOHG et al., 2013); previsdo dinamica
de destino para sistema de compartilhamento de carros sob demanda com base em sinal GPS
(WANG; ZHONG; MA, 2018); estratégia ndo supervisionada de diagndstico de falhas baseada
em agrupamento espectral (LIANG et al., 2019); método de formacao de feixe quase ideal para
sistemas MIMO massivos (LONG et al., 2018).

A andlise de séries temporais pode ser uma tarefa desafiadora. Detalhes experimentais
como taxa de amostragem, resposta dindmica dos instrumentos e relacdo sinal ruido podem
afetar notavelmente a confiabilidade dos resultados. Um meio de minimizar o efeito do ruido é a
adocdo de técnicas de simbolizacdo, que pode ser utilizado para melhorar a relacao sinal ruido
(GRABEN, 2001). A principal caracteristica dessa técnica € a discretizagdo das amostras que
compdem a série temporal em uma sequéncia correspondente de simbolos definidos sobre um
conjunto finito, um processo adaptado para reter as informacdes temporais importantes sobre
a sequéncia simbolica (DAW; FINNEY; TRACY, 2003), (LI et al., 2017). Ganhos adicionais
podem ser alcancados comprimindo adequadamente os conjuntos de dados de alta dimensao
em estruturas de baixa dimensdo, o que é fornecido por uma técnica chamada Filtragem por
Dinamica Simbdlica (SDF), que demonstrou ser util para a extracdo de informagdo da série
temporal (JIN et al., 2010), (MUKHERIJEE; RAY, 2014) e para capturar o comportamento
dinamico subjacente (LI et al., 2017).

A andlise por dindmica simbdlica € caracterizada pela conversao de uma série temporal
em uma sequéncia de simbolos (LIND; MARCUS, 1995), processo que se inicia pelo particiona-
mento do intervalo de valores das amostras da série temporal em segmentos, atribuindo cada
amostra a um segmento tnico. Cada segmento € atribuido a um simbolo distinto, mapeando cada
amostra de um segmento em um mesmo simbolo. A sequéncia simbdlica obtida € inspecionada
em uma escala de tempo rdpida, na qual supde-se que o processo tenha dindmica estatisticamente
estaciondria, e em uma escala de tempo lenta, na qual o processo pode exibir dindmica nao
estaciondria, e a partir disso sdo identificadas sequéncias finitas relevantes que possibilitem
inferir estatisticas de sequéncias subsequentes (LI; RAY, 2017). Essas sequéncias sdo os blocos
de construcdo para gerar modelos dindmicos a partir da sequéncia simbdlica (GRABEN, 2001), e
esses modelos sdo usados por algoritmos para deteccao de eventos (MUKHERJEE; RAY, 2014).
As caracteristicas desejadas de um modelo dindmico sdo sua simplicidade e precis@o analiticas
para refletir a estatistica da sequéncia simbdlica; portanto, € uma ferramenta computacionalmente
atraente para representar o comportamento de um sistema e € aplicada a simulagdo (BANDYO-
PADHYAY; BHATTACHARYA, 2014), andlise de desempenho (PIMENTEL; ALAJAJIL, 2009)
e deteccdo de falhas (RAY, 2004).
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Automatos probabilisticos de estado finito (PFSA) fornecem um modelo eficiente para
aprender a estrutura causal de um comportamento dinamico observado (VIDAL et al., 2005a),
(VIDAL et al., 2005b). Esses modelos sdao simples de construir € permitem uma implementagao
computacional eficiente. Um algoritmo util para construir um PFSA € a maquina D-Markov
(RAY, 2004), que € um processo Markoviano de ordem finita D, o que significa que usa as
estatisticas de todas as sequéncias de comprimento D para formar seus estados. A medida
que D aumenta, a maquina D-Markov é capaz de reproduzir o comportamento original do
sistema mais precisamente a custa de aumentar exponencialmente o nimero de estados. Essas
maquinas foram usadas para modelar o processo de ruido em sistemas de comunicagdo sem fio
(PIMENTEL; ALAJAIJI, 2009), (LIN et al., 2015), (ALTINEL; KURT, 2017), e detec¢do de
anomalias (MUKHERIJEE; RAY, 2014), (RAY, 2004), (REN; YE; LI, 2017).

1.2 OBJETIVOS

Neste trabalho, desenvolvemos um algoritmo para construir um PFSA a partir das
estatisticas de uma sequéncia simbélica observada S. E chamado D-Markov de Comprimento
Varidvel com Clusterizacao e Minimiza¢ao de Gréficos (VL-DCGraM) e utiliza um método de
agrupamento de dados associado a uma técnica de aprendizado de maquina, o algoritmo k-means
(MACKAY, 2003) e técnicas de minimiza¢do de grafos (BERSTEL et al., 2010) da teoria de
automatos (como Moore) para obter modelos PESA compactos e precisos. Funciona seguindo os

passos:

* Construcdo de uma maquina D-Markov de comprimento varidvel.

* Formacdo de agrupamentos (clusters) de estados com probabilidade de transi¢ao (morph)

semelhante, criando uma particao inicial P dos estados.

* Aplicacdo de algoritmo de minimizacdo de grafo para refinar a partico inicial por divisao

de estados, a fim de melhorar a precisao do modelo resultante.

O algoritmo de agrupamento, ou clusterizagdo, ¢ uma maneira eficiente de mesclar estados
com estatisticas de primeira ordem semelhantes em classes de equivaléncia. No entanto, as
estatisticas de ordem superior para estados da mesma classe podem ser diferentes. O algoritmo de
minimizagdo de grafo identifica essas diferencas e divide a classe correspondente em subclasses
nas quais os estados preservam as estatisticas de ordem superior. Apresentamos um exemplo
de modelagem para ilustrar que o VL-DCGraM produz modelos PFSA com menor ndmero de
estados do que as maquinas D-Markov e DCGraM (FRANCH, 2017) originais com precisao
semelhante. Por meio da variagdo do comprimento dos estados das maquinas geradas e do
numero de clusters, demonstra-se que hd um compromisso entre o nimero de estados do modelo

e sua precisao.
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1.3 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Este trabalho estd organizado em cinco partes. No Capitulo 2 analisa-se os fundamentos
tedricos, incluindo PFSA, algoritmos de agrupamento e minimizacdo de graficos. No Capitulo
3 apresenta-se o algoritmo VL-DCGraM, detalhando-se cada uma de suas etapas. Algumas
aplicacdes sdo apresentadas no Capitulo 4 para demonstrar a capacidade do VL-DCGraM de
reproduzir a estatistica da sequéncia original, além do seu desempenho em comparagdo ao
modelo D-Markov e ao modelo gerado pelo algoritmo DCGraM. Finalmente, as consideracdes

finais sdo apresentadas no Capitulo 5.
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2 PRELIMINARES SOBRE GRAFOS, AUTOMATO PROBABILISTICO DE ESTA-
DOS FINITOS E CLUSTERIZACAO

Neste capitulo, revisamos conceitos de grafos e PFSA (LIND; MARCUS, 1995) (VIDAL
et al., 2005¢) que sdo necessarios nos capitulos subsequentes. O conceito de minimizacao de
grafos € apresentado e um algoritmo convencional para essa finalidade, Moore, é descrito. O
algoritmo de clusterizagdo k-means e algumas variagcdes sdo apresentadas, constituindo uma
etapa essencial na proposta sugerida. Finalmente, dois algoritmos ja conhecidos para sistemas
de modelos dinamicos com PFSA sdo apresentados, a saber, D-Markov e DCGraM (FRANCH,
2017).

2.1 SEQUENCIAS DE STMBOLOS DISCRETOS

Nesta secdo introduzimos conceitos preliminares de linguagens formais (HOPCROFT,
2008). Uma sequéncia finita u de simbolos de um alfabeto > é denominada uma palavra e seu
comprimento é denotado por |u|. A palavra vazia e é definida como a sequéncia com comprimento
igual a 0. O conjunto de todas as possiveis palavras de comprimento 7, com simbolos em X
€ X; e o conjunto de todas as sequéncias com simbolos em Y para qualquer comprimento 7,

incluindo a sequéncia vazia ¢, €
oo
o=z
n=0

Duas palavras u e v € 2* podem ser concatenadas para formar uma sequéncia uv. Por
exemplo, utilizando uma alfabeto bindrio, ¥ = {0, 1}, a concatenac@o de u = 1100 e v = 100
¢ uv = 1100100. Note-se que |uv| = |u| + |v|. Em X*, a concatenac@o satisfaz o fechamento
e a associatividade, o que significa que u(vw) = (uv)w = uvw, mas ndo é comutativa, uma
vez que uv nao € necessariamente igual a vu. A palavra vazia € € um elemento neutro para a
concatenacao, isto €, eu = ue = u. Isso significa que >.* com a operacdo de concatenagdo é um
monoide, uma vez que este constitui um conjunto com uma operagao associativa € que possui
um elemento identidade (LALLEMENT, 1979).

A palavra v € ¥* é denominada sufixo da palavra w € ¥* (J]w| > |v|) se w pode
ser escrita pela concatenacdo uv, para algum v € X*. Nesse mesmo sentido, a sequéncia u €

chamada um prefixo de w.

2.2 GRAFOS

No decorrer desta dissertacao, grafo € utilizado para denotar um gréfico direcionado

rotulado conforme a Definicao 2.1.

Definicao 2.1 (Grafo). Um grafo G sobre o alfabeto 3 consiste de uma tupla (Q), 3, 0):



19

* () é um conjunto finito de estados com cardinalidade |Q)|;
* 3 é um alfabeto finito com cardinalidade |¥|;

* ¢ € a funcgao de transicdo de estado Q) x X — Q).

Cada estado g € @) pode ser representado como um ponto ou circulo e se 3(q,0) = ¢/, para
q,q¢ € Q e o € X, esta transicdo pode ser representada com uma seta direcionada do estado
q para o estado ¢’ com rétulo o. A Figura 1 mostra um exemplo de um grafo com trés estados
sobre um alfabeto bindrio de onde € possivel ver que ha uma transi¢ao partindo do estado A em

direcdo ao estado B com o simbolo 1, portanto 6(A, 1) = B.

E possivel estender a fungio de transicdo a fim de que ela aceite palavras e nio apenas
simbolos. Dado w € ¥", em que w = 0103 ...0, com g, € 2, param = 1...n, e dados os
estados qo, q1, - .., qn € Q, definimos a fungdo §*(qo,w) = ¢, se §(qo,01) = q1,0(q1,09) =
42y 0(qn-1,0n) = @qn- Se para dois estados ¢;,q2 € ) hd uma palavra w € >* tal que
0*(q1,w) = ¢q, é dito existir um caminho entre ¢; e ¢, e que w € gerada por G. Na Figura 1 o
caminho iniciando no estado A e seguindo por B, B, C, B, C, A gera a palavraw = 101110, que é
d*(A,101110) = A.

Figura 1 — Um grafo de trés estados com ) = {A, B, C} e X = {0, 1}.

1

Fonte: O autor (2019)

Definicao 2.2 (Contexto a Direita). O contexto a direita de um estado g € () é definido como o
conjunto de todas as possiveis palavras geradas pelos caminhos que iniciam em ¢ e findam em

um estado de Q:
F(q) = {w e &7[0%(¢q,w) € Q}.

Definicao 2.3 (Linguagem de um grafo). A linguagem £ C >* de um grafo G é o conjunto
formado pela unido de contextos a direta de cada estado ¢ € Q:

L=]JF().

q€eqQ
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2.3 MINIMIZACAO DE GRAFOS

Nesta secdo, o topico de minimizacdo de grafos € discutido e o algoritmo Moore é
mostrado como um exemplo de um algoritmo de minimizacdo de grafos deterministicos. Como
uma extensdo dessa aplicacdo dos algoritmos de minimizagdo, na dissertacao (FRANCH, 2017),
essa classe de algoritmos € empregada para identificar palavras com contextos a direita estatisti-

camente dissimilares.

2.3.1 Nocoes Preliminares

Para uma linguagem L, é possivel haver dois grafos G; = (Q1,%,01) e Go = (@2, %, )
com |Q1| # |Q2| capazes de gera-la. Isto decorre do fato que uma dada linguagem £ pode
ser representada por inimeros grafos distintos. Entre elas, é desejavel adotar aquela com o
menor nimero de estados, pois isso promove a redu¢do da complexidade computacional dos
algoritmos que empregam essas representacoes € da memoria requerida para o armazenamento

dessas estruturas.

Definicao 2.4 (Grafo Minimo). Para uma dada linguagem £ existe um grafo minimo G,,;,, =
(Q, %, ) capaz de gerd-la. O grafo minimo é aquele para o qual, dados ¢1, ¢2 € @, ¢1 # g, entdo

F(q1) # F(q2).

Se um grafo G, = (@1, %, d;) tem dois estados distintos ¢; € g, com 0 mesmo contexto
a direita, um novo grafo Gy = (Q2, X, d2), que gera a mesma linguagem, pode ser obtido pela
fusdo desses estados, i.e., G5 substitui os estados ¢; e ¢ por um estado ¢/, tal que, se algum
estado s de (G; possui uma transi¢do com rétulo o € ¥ para ¢; ou ¢y, o estado s de G5 tem
transi¢ao com rétulo o para ¢'. As linguagens geradas por (G; e G5 sdo as mesmas (HOPCROFT,
2008).

O processo de minimizacao de grafos estd relacionado ao particionamento do conjunto
de estados () de um grafo empregando a relagcdo de equivaléncia de Nerode (BERSTEL et al.,
2010), descrita pela relacao

pa€Q,p=qs F(p) = F(q),

e posterior constru¢do do grafo minimo, empregando como estados desse representantes das

particdes obtidas.

Definicao 2.5 (Particoes e Relacoes de Equivaléncia). Dado um conjunto £, uma particao
de £ é uma familia P de subconjuntos ndo vazios e disjuntos P de E tal que | Jp.p P = £.O
indice da parti¢ao corresponde ao seu nimero de elementos. A particao P define uma relagao
de equivaléncia sobre E e o conjunto de todas as classes de equivaléncia de uma relagcdo de
equivaléncia em E define uma particao do conjunto (HOPCROFT, 2008).
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Um grafo é considerado minimo se, e somente se, a particio gerada com a equivaléncia

de Nerode € a identidade.

Seguem alguns conceitos necessdrios para apresentar o algoritmo de minimizacdo. Dado
um grafo (G, dois algoritmos para obter um grafo minimo a partir dele sdo: Moore e Hop-
croft (BERSTEL et al., 2010). O primeiro é descrito nesta se¢ao, mas algumas defini¢cdes sao

necessdrias antes de adentrar no algoritmo.

Quando um subconjunto £’ de E € a unido de classes de P, diz-se que F' é saturado
por P. Dado Q, outra particdo de F, esta é dita ser um refinamento de P (ou que P é menos
refinado que Q) se cada classe de Q estd contida em alguma classe de P, o que é representado

por @ < P. O indice de Q é maior ou igual ao indice de P.

Dadas particdes P e Q de E, Y =P A Q denota a particio menos refinada que refina P

e Q. Os elementos de U/ sdo conjuntos ndo vazios P N (),emque P € Pe ) € Q. A notagdo é
n

estendida para multiplos conjuntos como U = Py APa A ... AP, = N\ P;.
j=1

Dado F' C F, uma particdo P de E induz uma parti¢do P’ de I por interse¢do. P’
€ composta pelos conjuntos P N F com P C P. Se P e Q sdo particoes de Ee Q < P, as
restricdes P’ e Q' para F satisfazem Q' < P’.

Dado um conjunto de estados P C () e um simbolo o € X, denota-se o~ 'P o conjunto
de estados g € @ tal que (g, o) € P. Considerando P, R C (Q e 0 € X, a parti¢do de R

(P,0)|R
¢ composta por dois subconjuntos possivelmente ndo vazios:

RNo'P={reR|i(r,0) € P} (2.1)

R\o™'P={r € R|é(r,0) ¢ P}. (2.2)

Considere a extensdo da fungdo de transi¢do sobre P((Q)) x X, em que P(()) é o conjunto
de partes de @, tal que §(A,0) = B = {q € @ ‘ dp € A, d(p,o) = q}. O par (P,o) é
chamado divisor (splitter). Observe que (P,0)|R = R se 6(R,0) C P oud(R,0) N P = {;
e (P,0)|R é composto essencialmente de duas classes ndo vazias se ambos §(R,c) N P # ()
e 0(R,0) N P¢ # (), ou equivalentemente, 0(R,0) ¢ Pe d(R,0) ¢ P°. Se (P,0)|R contém
duas classes, entdo dizemos que (P, o) divide R. Essa notacdo também pode ser estendida para

sequéncias, utilizando w € X* aos invés de o € ..

Proposicao 2.1. A particdo correspondente a equivaléncia de Nerode é a particdo menos

refinada P tal que nenhum divisor (P, 0 ), com P € P e o € ¥, divide uma classe em P, ou seja,

(P,o)|R = Rparatodo P,REPec €.
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2.3.2 Algoritmo Moore

Um importante algoritmo de minimizagdo € o algoritmo Moore (MOORE, 1956). Este
€ baseado na ideia de tomar uma parti¢do inicial com um critério bastante amplo e refini-la
até obter as classes de equivaléncia associadas a relagdo de equivaléncia de Nerode. O esboco
do algoritmo é mostrado no Algoritmo 1, o qual encontra o grafo minimo que gera, dada a
particdo inicial P, a linguagem gerada pelo grafo GG. A particdo inicial usual para Moore é gerada

agrupando estados que possuem transi¢des com 0s mesmos rotulos.

Algoritmo 1 Moore(G, P)

1: repita

2: PP

3: para todo o € X faca

4: Po < Npep(P,0)|Q

5: P—PAN,cs P
6: até que P = P’

Dado um grafo G = (@, X, 0) e uma parti¢do inicial P = {P;, ..., P,}, o conjunto Lgh)

¢ definido como:
LWG) ={wex"

q

lw| < h,0%(q,w) € Pj},

em que P; € P é composta por todas as palavras até comprimento ~ que podem ser geradas a
partir de um certo ¢ € () e atingindo um estado na classe de equivaléncia de P;. A equivaléncia

Moore de ordem h (denotada por =;,) € definida como:
p=nqe L(G) = L{P(G).

Essa relacdo de equivaléncia afirma que dois estados sdo equivalentes se gerarem as mesmas
palavras de comprimento até i que atingem um estado em P;. Quando a parti¢do gerada
pela relacdo de equivaléncia Moore =, coincide com a obtida pela aplicacao da relagcdo de
equivaléncia de Nerode = sobre P;, obtém-se a profundidade do algoritmo Moore, sendo o
menor nimero inteiro h tal que =5, € igual a =51, o que leva a um algoritmo que aplica
sucessivamente a relacdo de equivaléncia Moore, até que a particdo anterior nao seja mais

refinada.

Proposicao 2.2. Para dois estados p,q € () e h > 0,

P=n1q<=p=nqed(p,o)=,0(q,0), Yo €. (2.3)

Utilizando-se esta formulacdo e definindo M, como a particdo definida pela equivaléncia Moore

de profundidade h, a seguinte proposi¢ao € vélida:
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Proposicao 2.3 (b). Para h > 0,

My =Mn N\ N (Po)lQ. (24)

oeX PeMy,

Esse célculo significa que, para cada simbolo o € X e para cada classe de equivaléncia P € My,
(em que M, é a particdo da iteracdo anterior), um divisor (P, o) é criado e aplicado ao conjunto
original de estados (). Isso criard particdes que mostram quais estados de () levam a estados em
P com sfmbolo o e quais ndo. Desse modo, a parti¢do mais refinada A p¢ . (P, 0)|Q € obtida, ja
que quebrard as classes de M}, em conjuntos de estados que levam as mesmas classes com ramos
de rétulos o. Feito isso, a parti¢do mais refinada A\, .5, A\ pc vy, (P, 0)|Q entre essas classes de
equivaléncia sdo obtidas, separando () em classes que levam a mesma classe em M}, com cada
simbolo distinto de X.. Isso calcula efetivamente a parte 6(p, o) =5, d(q,0), Vo € X de (2.3).
Para finalizar (2.4), a particdo mais refinada dessa ultima etapa e de M, € obtida, resultando no

incremento nas classes de equivaléncia de Moore.

Esse cdlculo anterior € feito no Algoritmo 1 no qual a iteracao refina a parti¢cao atual
até que ndo ocorram alteracdes entre M}, e M1, 0 que significa que a equivaléncia Nerode é
alcancada. Para construcdo de um grafo, a parti¢do inicial € criada pelo agrupamento de estados

em () que possuem transi¢des com mesmo rétulo.

O algoritmo Moore para o refinamento de £ particdes de um conjunto com n elementos
pode ser realizado temporalmente em O(kn?). Cada iteragdo € processada em O(kn), logo o
tempo total é O(mkn), em que m é o ndmero total de etapas de refinamento necessarias para

calcular a equivaléncia de Nerode.

2.4  AUTOMATO PROBABILISTICO DE ESTADOS FINITOS

Definicao 2.6 (Automato Probabilistico de Estados Finitos). Um autoémato probabilistico de
estados finitos (PFSA, probabilistic finite state automata) é definido como um grafo G e uma
fungdo 7 definida sobre seus ramos, representado pelo par (G, 7). AFungéo 7 : Q@ x X — [0,1] é

tal que para qualquer ¢ € @, > 7(q,0) = 1, define uma distribuicdo de probabilidade associada
ocEX
com cada estado de G.

Defini¢do 2.7 (Morph). Dado um estado ¢ € (@), a distribui¢do de probabilidade V(q) =

{m(q,0);Vo € ¥} associada com ¢ é chamada seu morph.

Um PFSA € desenhado com seu grafo com cada transi¢ao de estado rotulada com um
simbolo o e a probabilidade 7 (g, o). Um exemplo de PFSA é mostrado na Figura 2. Para cada ()
={A, B,C}, ¥ = {0, 1}. Trata-se do mesmo grafo da Figura 1 com probabilidades associadas a
suas transi¢cdes para criar o PFSA.
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Figura 2 — Um PFSA com mesmo grafo da Figura 1.

1]0,25

Fonte: O autor (2019)

Dado um PFSA (G, ), existe uma probabilidade associada a cada palavra w € X* que
pode ser gerada a partir de cada estado de G. Na Figura 2, partindo do estado A, é possivel
gerar a palavra w = 10110010 (uma vez que 6*(A,w) = B) ao se escolher o caminho através
dos estados B, B, C, B, B, B,C' e A e concatenando os rétulos do caminho para cada uma das
transicoes entre estados. Multiplicando as probabilidades em cada transi¢ao de saida, vé-se que
Pr(w|A) =0,25 x 0,5 % 0,5%x0,3x0,5x0,5x0,5x0,7=0,001640625.

Seja P a matriz de transicdo de probabilidades () x () de um PFSA, na qual sua entrada
(g1, q2) é a probabilidade de transi¢do do estado ¢; para o estado ¢o, para ¢i, g2 € Q. O vetor
estaciondrio de P, denotado por pt = [ii1, 1o, - . ., 14g|] € o seu autovalor correspondente ao
autovalor 1. Este vetor satisfaz a relacao puP = p. A matriz de transicao de probabilidades e o

vetor estaciondrio do PFSA da Figura 2 sdao dados por

0 0,25 0,75
P=]10 05 05
0,7 0,3 0

p= 102641 03585 0,3773].

Define-se duas matrizes P(0) e P(1), P(0) + P(1) = P, tal que o elemento (7, j) da matriz
P(0),0 € {0,1} é a probabilidade condicional do PFSA transitar do estado ¢ para o estado j e

emitir o simbolo o. Para o PFSA da Figura 2, as matrizes P(0) e P(1) sdo:

0 0 0,75
PO)=|0 05 0
07 0 0
0 025 0

P)=1{0 0 05
0 03 0
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2.5 CLUSTERIZACAO

O algoritmo apresentado nesta secdo, uma técnica de aprendizado de méquina chamada

clusterizagdo, € utilizado para gerar a parti¢do inicial que € empregada no algoritmo Moore.

Clusterizar refere-se a uma série de técnicas utilizadas que tomam um conjunto de
M objetos e retine-os em K grupos, chamados clusters, que compartilham algum tipo de
similaridade (MACKAY, 2003). Existem vdrias motivacdes e aplicacdes para clusteriza¢do; neste
trabalho estamos interessados em aplicd-lo para agrupar estados que compartilham semelhanca

entre seus morphs.

2.5.1 K-Means

O Algoritmo k-means, também chamado Algoritmo do Lloyd (KANUNGO et al., 2002),
tem como objetivo particionar um conjunto num numero K de clusters, sendo K um valor
fornecido. Intuitivamente, podemos pensar em um cluster como um grupo de pontos de dados
cujas distancias entre tais pontos sdo pequenas em comparag¢ao com as distancias para pontos
fora do cluster. Isso pode ser formalizado ao introduzir inicialmente um conjunto de vetores

I-dimensionais m™*), em que k = 1, ..., K, em que m®

€ um prot6tipo associado ao k-€simo
grupo. Alternativamente, os pontos m*) podem ser interpretados como representando os centros

dos agrupamentos, denominados centroides.

Deseja-se encontrar uma atribuicao de pontos de dados para agrupamentos, bem como
um conjunto de vetores m*), de modo que a soma dos quadrados das distincias de cada ponto

para o vetor mais préximo m*) seja minima.

Para cada ponto de dados x,,, associa-se uma varidvel de indicadores bindrios r,,; € 0, 1,
emque k = 1,..., K determinando a qual dos K grupos o ponto de dados x,, estd associado,
de modo que, se x,, estiver associado ao agrupamento k, entdo r,;, = 1 e r,; = 0 para j # k.

Entdo, pode-se definir uma fun¢do objetiva, as vezes chamada de medida de distorcao, dada por

N K

T=> Y ru |l x, —m® |? (2.5)

n=1 k=1

que representa a soma dos quadrados das distancias de cada ponto de dados para seu vetor
atribuido m™*). O objetivo é encontrar valores para r,,;, ¢ m*) que minimizem J. Isso pode
ser realizado através de um procedimento iterativo no qual cada iteracdo envolve duas etapas
sucessivas correspondentes a otimizagdes sucessivas em relagio a r,,;, e a m*). Primeiro, alguns
valores iniciais para o m® sdo escolhidos. Entdo, na primeira fase, minimiza-se J em relacdo a

k)

ik, mantendo o m® fixo. Na segunda fase, minimiza-se J em relagdo a m®), mantendo 7,

fixo. Essa otimizac@o em dois estdgios € repetida até a convergéncia.

Considere primeiro a determinacdo dos 7,;. Como J em (2.5) € uma fun¢do linear

de 7,1, essa otimizacdo pode ser realizada para fornecer uma solucdo de forma fechada. Os



26

termos que envolvem n diferentes sdo independentes e, portanto, pode-se otimizar para cada n
separadamente, escolhendo r,,; como 1 para qualquer valor de k£ que forneca o valor minimo
de || x,, — m™® ||2. Em outras palavras, simplesmente atribuimos o enésimo ponto de dados ao

centro do agrupamento mais préximo. Isso pode ser expresso como

1, sek =argmin; || x, — m ||2
Tk = , (2.6)
0, caso contrario.

k)

Segue a otimizacio do m™*) com o 7, mantido fixo. A funcio objetiva J é uma fungio quadratica

de m® e pode ser minimizada igualando a zero sua derivada em relacio a m*)

N
2 Zrnk(xn — m(k)) =0,
n=1

do que segue
®) — 2on TukXn
Zn Tnk
O denominador nesta expressao € igual ao nimero de pontos atribuidos ao cluster k e, portanto,
esse resultado tem como interpretacio que m*¥) ¢ igual 2 média de todos os pontos x,, atribuidos

ao cluster k.

As duas fases de redesignar pontos de dados para clusters e recalcular os centroides
sao repetidas sucessivamente até que nao haja mais alteracdes nas atribui¢des (ou até que um
nimero miximo de iteracdes seja excedido). Como cada fase reduz o valor de ./, a convergéncia

do algoritmo € garantida.

O algoritmo completo é mostrado no Algoritmo 2, seguido por uma explica¢cdo de cada
etapa.
Etapa 1: Inicializaciao

O método de inicializacio mais comum para as médias m*) ¢ atribuir valores aleatérios
de R a cada média. Existem outras heuristicas que podem ser utilizadas (HAMERLY; ELKAN,
2002), porém a inicializacdo aleatoria geralmente € suficiente para a maioria das aplicagdes.
Etapa 2: Atribuicao

Paracadax,comn=1,.... Mek=1,..., K, ovalor de r,; € calculado de acordo
com (2.6) para ser utilizado na etapa de atualizacao.
Etapa 3: Atualizacao

Esta etapa atualiza os valores das médias, assumindo a posicao média dos pontos con-

tidos em cada cluster. Para um dado grupo k, m*¥) é atualizado com > o TnkXn/ R™ no qual
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Algoritmo 2 K-Means

Entradas: {x"}, K
Saidas: K clusters contendo todos os pontos de dados {x(™}
## Etapa 1: Inicializacao:
parak € 1,..., K faca
m®) < random()

## Etapa 2: Atribuiciao
paran =1,..., M faca
parak =1,..., K faca
se k = argmin; || x, — m" || entdo
Tk — 1
senao
T < 0
. ## Etapa 3: Atualizacao
: parak =1,... K faca
R(k) < Z Tnk
16:  mh = —Z"];ZITX"
17: ## Etapa 4: Repeticao
18: se Atribui¢des modificadas entao
19: Repetir etapas 2 e 3
20: senao
21: retorne {7, Yn € 1,..., M}

N A ol ol > e

e e e e
WD oA W N = O

> .. rakXy, fornece apenas o ponto de dados no agrupamento k visto que 7, € O para qualquer
ponto de dados fora do cluster e R™*) é atualizado para > ., Tnks que corresponde a quantidade

total de pontos de dados no cluster k.

Etapa 4: Repeticao

As etapas 2 e 3 sdo entdo repetidas até que os agrupamentos antes e apds a iteragdo sejam
0s mesmos, o que significa que as médias atingiram o centroide de cada grupo e que a agdo esta

concluida.

Complexidade temporal

Existem muitos métodos para obter a complexidade do algoritmo k-means, porém o
mais comum é o dado por O(M K Ij) (ARTHUR; MANTHEY; ROGLIN, 2009), em que M ¢é o
nimero de pontos de dados, K € o ntimero de clusters, I € a dimensao do conjunto de pontos de

dados e j € o nimero de iteracOes até a convergéncia, que € geralmente pequeno.

Na préxima secao abordadamos duas técnicas empregadas para a construcdo de PFSAs.
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2.6 ALGORITMOS DE MODELAGEM PFSA

Nesta secdo, dois algoritmos que constroem um PFSA a partir de uma sequéncia S de
comprimento /N sobre um alfabeto Y. sdo apresentados: Maquinas D-Markov (MUKHERIJEE;
RAY, 2014), e DCGraM (FRANCH, 2017).

2.6.1 Maquinas D-Markov

Uma mdquina D-Markov é um PFSA que gera simbolos que sdo dependentes apenas do
histérico de no maximo D simbolos anteriores, onde D é a profundidade da maquina. Ela gera

um processo Markoviano {s, } de ordem D,

Pr(sy|...S$n-p. - Sn-1) = Pr(su|Sn—p .. Sn_1)-

Para construir uma maquina D-Markov, primeiramente as possiveis sequéncias sobre > de
comprimento D sdo utilizadas como estados de (), formando um total de |X|P estados. Para
cada o € %, a transi¢ao de rétulo o a partir do estado g € determinada como segue: Considere
que o estado ¢ rotulado como ¢ = 0105 ...0p com o, € X, paran = 1,2, ..., D. Cria-se uma

transicdo a partir de ¢ para ¢’ = 05 ...0pT, ou seja, d(q, 7) = ¢, com probabilidade:

Pr(qr)
Pr(q)

em que Pr(q) e Pr(q7) correspondem as probabilidades das sequéncias o105 . .. 0p € 0203 ... 0pT,

Pr(7|q) = 2.7)

respectivamente.

Por exemplo, considere uma sequéncia bindria S com as probabilidades de palavras de
comprimento ¢ < 3 mostradas na Tabela 1. Para construir uma Maquina 2-Markov, os estados

sa0 00, 01, 10 e 11. Utilizando (2.7), a maquina D-Markov mostrada na Figura 3 é gerada.

Tabela 1 — Probabilidades de palavras de comprimento até ¢ = 3 obtidas a partir de uma sequéncia bindria
S.

{=1]|Prob. | {=2| Prob. | £ =3 | Prob.
0 0,51 00 0,27 | 000 | 0,15
1 0,49 01 0,23 | 001 | 0,12
10 0,24 | 010 | 0,12
11 0,25 | 011 | 0,11

100 | 0,12
101 | 0,12
110 | 0,11
111 | 0,14

Fonte: (FRANCH, 2017)
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Figura 3 — Uma méquina D-Markov com D =2.

00,3

0[0,5

0[0,5 1)0,7

1)0,5

O

Fonte: O autor (2019)

2.6.2 DCGraM

O Algoritmo DCGraM (FRANCH, 2017) corresponde a uma melhoria dos modelos D-
Markov utilizando as técnicas de agrupamento de estados e minimizacdo de grafos apresentadas

anteriormente para gerar uma parti¢do inicial e, em seguida, refind-la recursivamente.

Para utilizar o algoritmo de clusterizagdo, os morphs devem ser representados como
pontos em um espaco |X|-dimensional. Para um dado estado ¢, seu morph é representado
como um ponto (Pr(o1|q), Pr(oalq), ..., Pr(o)g|q)) para 01,0, ..., 015 € X no espago |X|-

dimensional. Como os morphs sdo distribui¢des de probabilidade, . Pr(o|q) = 1, Vq €
oeX
(), dadas essas restrigdes, os pontos de morphs sdo representados em um espago (|X| — 1)-

dimensional. Para criar eficientemente uma parti¢ao inicial P dos estados de uma maquina
D-Markov (G p, 7p), um algoritmo de agrupamento € usado para agrupar estados com morphs

semelhantes.

A ideia central do DCGraM ¢ usar uma técnica de minimizagao de grafo com a parti¢io
inicial P determinada pelo algoritmo de clusterizagdo, produzindo um grafo reduzido com
comportamento estatistico semelhante ao modelo D-Markov. Como os estados sdo agrupados de
acordo apenas com seus morphs, estes possuem probabilidades semelhantes de gerar um simbolo,
mas a probabilidade de gerar sequéncias mais longas pode ser diferente. Este € o critério usado
para dividir esses clusters com o algoritmo de minimizag¢do de grafo. Depois que o algoritmo de
minimizacdo de grafo termina de refinar a particao inicial, os estados no mesmo cluster geram

as sequéncias com probabilidades semelhantes.

O algoritmo DCGraM ¢ exibido no Algoritmo 3 e cada uma das suas etapas sdo descritas
a seguir.
Etapa 1: Criacao de Maquina D-Markov

O DCGraM inicia pela criagdo de um modelo D-Markov (G p, 7p) para um D especifico,
a partir de uma sequéncia de entrada S.
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Etapa 2: Clusterizacao de estados

Seja V(q) o morph do estado ¢, como uma extensao direta, V() representa o conjunto
de morphs dos estados em (). O algoritmo k-means aplicado ao DCGraM utiliza a métrica

Euclidiana || 2 — m®) ||? para mensurar a distancia entre pontos de dados.

O algoritmo funciona atribuindo primeiramente valores iniciais a m*), Em seguida,
atribui cada ponto de dados x a um cluster j para o qual a distancia || 2 — m() ||? para

j € {1,---, K} é minima. Os valores de m®)

sdo entdo atualizados para o valor médio dos
pontos de dados atribuidos a cada cluster. Essas etapas de atribui¢do e atualizag¢do sdo repetidas

até que nenhuma atribui¢do seja alterada apds uma iteragao.

Os estados de Gp sdo agrupados usando a fungdo auxiliar kmeans(K, Q,V(Q)). Isso
aplica o algoritmo k-means em V(()) para criar K grupos e particionar o conjunto de estados )
de G p seguindo os rétulos desses grupos, ou seja, os estados que recebem o mesmo rétulo por
k-means sdo agrupados em uma mesma classe de equivaléncia. Isso resulta na parti¢cdo inicial P
do conjunto de estados de Gp e é usada como entrada para um algoritmo de minimizagdo de

grafo.

Etapa 3: Aplicacao do algoritmo de minimizacao de grafo

A etapa final consiste em aplicar um algoritmo de minimizacdo de grafo (Moore ou
Hopcroft) as classes de equivaléncia na parti¢do P para gerar a parti¢ao refinada final GG, na qual
cada estado em cada classe de equivaléncia possui 0 mesmo contexto a direta e gera sequéncias

com probabilidades semelhantes.

Uma vez obtido o G,, 7, é calculado com a funcdo averageMorph, e as classes de
equivaléncia de GG, sdo transformadas em estados com morphs que sdo a média dos morphs dos
estados na classe de equivaléncia. Finalmente, o PFSA reduzido (G,, 7,) é retornado como a
saida do DCGraM.

Algoritmo 3 DCGraM(S, D, K)

1: rotina DCGRAM

2 ## Etapa 1: Criacao de Maquina D-Markov
3 (Gp,mp) < dmarkov(S, D)

4: ## Etapa 2: Clusterizacao de estados

5: P« kmeans(K,Q,V(Q))
6:

7

8

9

## Etapa 3: Aplicacio do algoritmo de minimizacao de grafo
G, < graphMinimization(Gp, P)

T, <— averageMorphs(G,,)

retorne (G,, 7,)
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Complexidade Temporal

A complexidade temporal associada ao algoritmo DCGraM € dada pela soma das
complexidades associadas a cada etapa, a saber: O(N) para a Etapa 1, O(|Z|P T Ki) para
a Etapa 2 € O(D|X|P*! log|X|) para a Etapa 3. Assim, a complexidade do DCGraM ¢ dada por
O(N+KX|PH+|8Plog [X|) = O(N+K|Z|PHi+ D|X|Ptlog |B]) = O(N+|X|PHH(Ki+
Dlog|X|)). O componente principal depende se o tamanho da sequéncia original ou o tamanho

do D-Markov gerado € maior.

Embora o DCGraM seja necessariamente mais complexo que o D-Markov (visto que
uma de suas etapas inclui a geracdo de uma maquina D-Markov), seus resultados finais sao
consideravelmente mais compactos do que os das maquinas D-Markov, com melhores resultados
ou desempenho semelhante, justificando a vantagem de se ter um PFSA reduzido, mesmo sendo

necessdrio mais tempo para gera-lo.
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3 ALGORITMO D-MARKOV DE COMPRIMENTO VARIAVEL COM CLUSTERIZA-
CAO E MINIMIZACAO DE GRAFO

Neste capitulo, apresentamos um algoritmo para modelagem de sistemas dinadmicos
discretos, o algoritmo D-Markov de Comprimento Varidvel com Clusterizagao e Minimizacao
de Grafo (VL-DCGraM). Na Secdo 3.1 aborda-se a obten¢do de sequéncias simbdlicas a partir
de processos de discretizacdo de séries temporais. Na Secdo 3.2 € apresentado um processo
Markoviano denominado Cadeia de Markov de Comprimento Varidvel e sua representacdao sob
uma estrutura em 4rvore, denominada 4rvore de contextos (BUHLMANN, 2000), que apresenta
relacdo com o algoritmo proposto. Finalmente, na Secdo 3.3 o algoritmo VL-DCGraM ¢ descrito

detalhadamente.

3.1 SIMBOLIZACAO DE SERIES TEMPORAIS

Realizar medi¢des de séries temporais implica lidar com fatores como: taxa de amostra-
gem, resposta dindmica dos instrumentos e relacdo sinal-ruido; que podem afetar a qualidade dos
resultados. Um meio de minimizar os efeitos negativos, como o ruido, por exemplo, € a adog¢ao
de técnicas de simbolizagdo, cuja principal caracteristica € a discretizacdao das amostras que
constituem a série temporal em uma sequéncia correspondente de simbolos, os quais pertencem
a um conjunto finito e retém grande parte das informagdes temporais relevantes (DAW; FINNEY;
TRACY, 2003).

O método de simbolizacio tem como primeira etapa particionar o intervalo de valores das
amostras da série temporal em segmentos, de modo que cada amostra pertence a um segmento
unico. A simbolizacdo € obtida mapeando cada segmento em um simbolo distinto, de modo que
amostras com valores em um mesmo segmento sdo mapeadas no mesmo simbolo. A sequéncia
simbdlica obtida € inspecionada em uma escala de tempo rdpida e em uma escala de tempo lenta.
Na escala de tempo rdpida, supde-se que o processo tenha dinamica estatisticamente estaciondria;
na escala de tempo lenta, o processo pode exibir dindmica ndo estaciondria, que pode ser
associada a uma evolugdo gradual das propriedades estatisticas da dinamica, em consequéncia
de uma evolugdo gradual de anomalias (MUKHERIJEE; RAY, 2014). A etapa seguinte consiste
em identificar sequéncias relevantes de comprimento finito que refletem padrdes dindmicos
subjacentes significativos (LI; RAY, 2017), ou seja, sequéncias finitas cuja observagdo possibilite
captar a estatistica de sequéncias subsequentes. Tais sequéncias compdem os blocos de constru¢do
para geracdo de modelos dinamicos a partir da sequéncia simbdlica. As caracteristicas desejadas
de um modelo dindmico sdo sua simplicidade e precisdo analiticas para refletir o comportamento
estatistico da sequéncia simbdlica, sendo por isso computacionalmente atraente como modelo de

um sistema.

Dada uma série temporal discretizada, buscamos a constru¢do de um modelo que a

represente. Considerando uma sequéncia de simbolos S no alfabeto de quantizagio, pretendemos
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modelé-la por meio de uma maquina Markoviana, a qual é abordada neste capitulo.

3.2 CADEIAS DE MARKOV DE COMPRIMENTO VARIAVEL E ARVORES DE CON-
TEXTOS

Seja uma sequéncia :703 =T, Tj_1. -, T 0 > J,1,] € Z U {—00,00}. Denotando

por X uma varidvel aleatdria e por = seus valores especificos, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1 (Cadeia de Markov). Seja (X;);cz um processo estaciondrio sobre um alfabeto
finito X. O processo é denominado cadeia de Markov de ordem finita D se

Pr(X;=a1 | X% =22 ) =Pr(Xs =21 | X2 oy = 2% 1), (3.1)

para todo z' __. Em uma cadeia de Markov de ordem finita D a probabilidade de ocorréncia de
um simbolo atual z; depende apenas da ocorréncia dos D simbolos passados. Este processo

pode ser representado por uma maquina D-Markov com |X|? estados descrita na Segdo 2.6.1.

Estimar os parametro de cadeias de Markov é um tarefa drdua, uma vez que estas
envolvem |X|P (]3| — 1) parametros livres, em que |X| denota a cardinalidade de . Contudo,
ha classes de processos em que (3.1) é satisfeita para valores menores que D, para algumas
sequéncias passadas ° ,,_,, e, portanto, podem ser representadas por PESAs mais compactos, em
que estados da mdquina D-Markov podem ser colapsados. Para a formalizagdo destes processos,

definimos a seguir o conceito de fung¢do contexto.

Definicao 3.2 (Funcao contexto). Seja (X;);cz um processo estaciondrio sobre um alfabeto
.. Denotamos por ¢ : > — U%":OE/B uma fun¢do que mapeia uma sequéncia infinita em uma
sequéncia possivelmente finita (passado relevante) (BUHLMANN, 2000)

c: 2% :EEZH, 3.2)

em que [ € definido por
I =min{k; Pr(X; =2, | X2 =22 ) =Pr(X1 =21 | X%y = 2% 1)}

para todo z; € X. Assim, ¢(-) é chamada de funcao contexto.

O nome contexto refere-se a sequéncia de simbolos passados que influencia na ocorréncia
do simbolo atual. A partir de ¢(-), a fungdo comprimento de contexto [(-) = |¢(-)| determina ¢(+)

e vice-versa. A defini¢do de [ reflete implicitamente o fato de que o comprimento do contexto de

t—1
50"

uma varidvel z; é | = |e(z""L)| = I(z""), que s6 depende do histérico =

Definicao 3.3 (Cadeia de Markov de comprimento variavel). Seja (X;);cz um processo
estaciondrio sobre um alfabeto > e fun¢do contexto descrita conforme a Definicdo 3.2. Seja

0 < D < oo o menor inteiro tal que

le(@2 )l = l(al) < D, Val € X%
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Entdo ¢(-) € chamada uma fungdo contexto de ordem D, e (X;);cz é chamada uma cadeia de
Markov estaciondria de comprimento varidvel (VLMC) de ordem D (BUHLMANN, 2000). Uma

VLMC de ordem D corresponde a uma cadeia de Markov de ordem D.

Uma forma de representar uma VLMC é por meio de uma arvore de contextos C7. Um
exemplo dessa estrutura para ¥ = {0,1} e D = 3 é apresentado na Figura 4. Uma VLMC
consiste de um conjunto de estados denominados nds, conectados por transi¢des rotuladas com
os simbolos do alfabeto. Cada n6 possui exatamente um predecessor (com excecdo do né inicial,
chamado n6 raiz, rotulado pela sequéncia vazia €, que ndo possui predecessor). Nos denominados
folhas (0, 11, 001 e 101 na Figura 4) ndo apresentam sucessores, enquanto os demais possuem
|X| sucessores. Exceto o nd raiz, cada né é rotulado com a sequéncia formada pelo rétulo do
no predecessor concatenado a direita com o simbolo que rotula a transi¢cdo para si. Considere,
por exemplo, 0 n6 01. Seu rétulo consiste da concatenagao do rétulo do n6 1 (correspondendo
ao simbolo mais recente) com o rétulo 0, referente ao rétulo da transi¢do para o né em questao.
O ré6tulo de uma folha corresponde a um contexto da VLMC. Todo contexto da VLMC est4

associado a um caminho entre o no raiz € uma folha.

Figura 4 — Exemplo de drvore de contextos com ¥ = {0,1} e D = 3.

Fonte: O autor (2019)

Como exemplo de construgdo de uma drvore de contextos, consideremos ¥ = {0, 1} e
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D = 3. A func¢do

(
0, se 1o = 0, x~]_ arbitrdrio

0 001, sexo=1,2_1=0,2_o=0,2"> arbitririo

c(x? ) = (3.3)
101, sexg=1,2_1=0,2_95=1, x:io arbitrario

\11, sexg = 1,7_y = 1,22 arbitririo

pode ser representada pela drvore de contextos na Figura 4.

3.3 ALGORITMO VL-DCGRAM

Os modelos D-Markov geralmente atingem um bom desempenho a medida que D
aumenta. O custo para esse desempenho aprimorado é um crescimento exponencial no nimero
de estados. O algoritmo VL-DCGraM € proposto como um aprimoramento do modelo DCGraM,
e consequentemente dos modelos D-Markov, associando técnicas de agrupamento € minimizagao
de grafos com a redugdo do nimero de estados iniciais a serem analisados, com o objetivo de

reduzir o tamanho da miquina final.

A diferenca bésica entre 0 VL-DCGraM e o DCGraM consiste em substituir a construcio
inicial de uma mdquina D-Markov pela constru¢ao de uma VLMC. O objetivo € construir
uma maquina composta por estados rotulados com palavras de comprimento varidvel, dando
origem a uma VLMC e proporcionando com isso um menor nimero de estados iniciais a serem
aplicados a técnica de minimizagdo de grafos com particdo inicial P determinada pelo algoritmo
de clusterizacdo. O resultado é um grafo reduzido com comportamento estatistico semelhante
ou superior ao modelo DCGraM. Como os estados sao agrupados de acordo apenas com seus
morphs/probabilidades, eles possuem probabilidades semelhantes de gerar um simbolo, porém a
probabilidade de gerar sequéncias mais longas pode ser distinta. Esta é a motivagdo para aplicar o
algoritmo de minimiza¢do de grafos. Apds o refinamento da particdo inicial a partir do algoritmo
de minimizagdo, os estados nas mesmas classes geram as sequéncias em seu contexto a direita

com probabilidades semelhantes.

3.3.1 Algoritmo k-means ponderado

Como contribuicdo deste trabalho, propomos uma variagdo do método k-means apresen-
tado na Secdo 2.5.1. Agora o centroide do cluster € calculado pela média ponderada de seus

pontos, com o objetivo de minimizar a distancia entre tais pontos em relacio ao centroide m®*).

A funcao objetiva € baseada numa média ponderada dada pela expressao

N K
Jpond = Z Z T'nkPn H Xn — m(k) H2 (34)

n=1 k=1
em que p,, representa a probabilidade associada ao ponto de dado x,,. A fim de encontrar valores

para os centroides m*) e as varidveis bindrias 7, que minimizem J,,o,,4, realiza-se um processo
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iterativo de otimizacdes sucessivas em relacio a 7, ¢ m* conforme descrito na Secdo 2.5.1.
Para a otimizacao de m®), mantemos 7,,; fixo e igualamos a derivada da fun¢do Jp,,q a zero,

obtendo
N
2 Zrnkpn(xn - m(k)) =0,
n=1

do que segue

N N
m® T = TnkPnX
nkPn nkPnXn,
n=1 n=1

e podemos concluir que
N
Zn:l T'nkPnXn
=
Zn:l TnkPn
Desta ultima expressao verificamos que a cada um dos elementos x; contidos no cluster k é

m® —

. . oy N . J b
adicionada sua probabilidade p;/> . "_, 7nkpi, 0 que corresponde a realizar uma média ponderada

de todos os pontos x,, associados ao k-ésimo cluster para determinacao de seu centroide.

Uma comparacao entre os resultados obtidos com a aplica¢do dos algoritmos k-means
tradicional e ponderado para os modelos DCGraM e VL-DCGraM ¢ apresentada no capitulo
seguinte, a fim de ilustrar a vantagem de adog@o do algoritmo k-means ponderado em relagdo ao

tradicional.

A descri¢do do VL-DCGraM utilizando o método k-means ponderado é mostrado no

Algoritmo 4 e cada uma de suas etapas € discutida a seguir.

Algoritmo 4 VL-DCGraM (L, M, >, o, T')
1: rotina VL-DCGRAM

2: ## Passo 1: Criacao de arvore de contextos C7

3: S« {¢} # S armazena os nds da drvore
4: CT < (5,9,V(9))

5: para w < NodesPreWalk(CT) faca # caminhada em pré-ordem pelos nés da arvore
6: se A[V(aw), V(Bw)] > T para algum o, 8 € ¥ e |w| < L entdo

7: S+ SU (Upexy aw)

8: paraa € X faca

9: d(a,w) = wa
10: senao
11: Leafs < w
12: ## Passo 2: Criacao de maquina de estados

13: Q + Leafs

14: Conez|Q)]

15: Purging|Q, ¢]

16: Mag + (Q,%,6,)

17: ## Passo 3: Analise da maquina gerada



18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:

33
34

47

48:
49:
50:
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p < OccupVect[ Mag| # OccupV ect calcula o vetor de ocupagido de Magq

ho<= =32 pilogyg i

l, + 107oh

parav € Qe |v| < M faca

se /i, > [, entdo # 1, € a probabilidade do estado, obtido a partir de p

Q + (QUU,esav) \ {v} # Inclusdo dos filhos de v em @ e eliminagdo de v
Conex[Q)]
Purging|Q, 6]
Retornar ao inicio do Passo 3

## Passo 4: Clusterizacao de estados

P < kmeans(K,Q,V(Q))

## Passo 5: Aplicacdo de minimizacao de grafo

G, < graphMinimization(Maq, P)

7, <— averageMorphs(G,)

retorne (G, 7,)

: # Funcéo conexao de estados Conez|[Q)]:
: para todo w € () faca

35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:

para todo a € . faca
se P(a|w) > 0 entdo
se suffiz(wa) N Q) # & entdo
d(w,a) = argmax,q [v N suffiz(wa)|
senao
se |wa| < M entdo
Q + QUuwa

d(w,a) =wa

repita

senao
v suffmaz(wa) # maximo sufixo proprio do argmax
Q+—QNv
d(w,a) =v
. # Funcdo eliminacfo de estados inacessiveis Purging[Q, ]:
Q< Q

Q ¢+ Q' N (Upex 0(Q, a))

51: até que Q' = Q)

Passo 1: Construcao de arvore de contextos

A etapa inicial do algoritmo consiste na criacdo de uma arvore de contextos C7 cujas

ramificacdes sdo construidas seguindo um percurso em pré-ordem (WEISS, 2002), denominada

de NodesPreWalk(CT ), para cada um de seus nés com rétulo w. Para determinar se um ng seré
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ou nao ramificado, empregamos uma extensao direta do conceito de morphs visto na Definicao

2.7. Para todo w € ¥*, define-se o morph de w como o conjunto
V(w) = {nr(w,0) = Pr(wa)/ Pr(w), Vo € X}.

As ramificacOes sdo geradas a partir do n6 raiz da seguinte maneira: se a distancia euclidiana

entre os morphs das correspondentes transi¢oes de w com algum «, 5 € ¥, dada por

AV (aw), V(Bw)] = V(aw) = V(Bw)]

é tal que A[V(aw), V(Bw)]| > T, ou seja, a distancia entre os morphs tem valor superior a um
dado valor 7', e o comprimento de palavra w for menor que L (profundidade estipulada para a
arvore), nds sdo criados a partir de w com as transi¢des d(a,w), Va € X, e NodesPreWalk é
aplicada ao n6 subsequente. Este processo € realizado para cada novo né criado até que esse
ndo permita ramificagdes (o valor de A[V(aw), V(Sw)] € inferior a T') ou seu comprimento de
palavra atinja a profundidade L da arvore, condi¢do na qual € incluido no conjunto de folhas

Leafs, caracterizando-o como um contexto da arvore de contextos.

Uma vez encerrada a caminhada, as folhas obtidas sdo utilizadas para a criagdo de uma

méaquina de estados, descrita no passo a seguir.

Passo 2: Criaciao de maquina de estados

Nesta etapa, o conjunto de folhas da CT, Leafs, € utilizado para criacdo de uma méaquina
de estados Magq correspondente ao grafo descrito pela tupla (@, X2, §, 7). Inicialmente, () recebe
os contextos em Leafs e é aplicada a estes a funcdo Conex[(Q)] para gerar a conexdo entre 0s
estados do seguinte modo: para todo w € @ e paratodo a € ¥, se P(a|w) > 0, existindo um
estado em () cujo rétulo corresponde a um sufixo para a concatenacio de w com a (representado
por suffiz(wa) na descricdo da fungo), a conexao serd dada por

d(w,a) = argmax |v N suffiz(wa)|
vEQ
ou seja, a transi¢do ocorre para o maior sufixo de wa que € rétulo de um elemento em (). Caso
ndo existam elementos em suffiz(wa) N (), um novo estado é acrescentado em () de acordo com
seu comprimento: se |wa| < M, adiciona-se a concatenagdo wa; se |w| > M, adiciona-se o
estado v correspondente a0 méximo sufixo préprio da concatenagio wa, suffmaz(wa). Apds a

adi¢do do novo estado, a conexdo € estabelecida.

Uma vez estabelecidos todos os estados () e conexdes d, é aplicada a estes a fungdo
Purging|@, §] para que sejam eliminados estados inacessiveis em (), isto €, estados que nao
possuem transi¢des de chegada. Nesta fung¢do, um conjunto Q' recebe os estados atuais de @), e

em seguida este ultimo € atualizado para

Q= n| JiQa),

aeX



39

em que | J,.5, 0(Q, a) corresponde a todos os estados alcangados por algum estado de (). Esta
atribuicao € realizada recursivamente, removendo-se os estados inacessiveis e suas transi¢oes
associadas até que se tenha Q' = (), indicando a obten¢do de um conjunto contendo apenas

estados alcancaveis.

Uma vez obtida a maquina de estados Mag, esta é submetida as a¢des de andlise descritas

No passo a seguir.

Passo 3: Analise da maquina gerada

Nesta etapa do algoritmo, os estados que compdem a maquina obtida no final do Passo
2 sao analisados quanto a sua probabilidade de ocupacdo, a fim de verificar a necessidade
de inclusdo de novos estados. O objetivo € eliminar padrdes estatisticos que venham a surgir
na sequéncia gerada a partir da maquina, decorrente da visitacdo sucessiva de um estado que
possua alta probabilidade de ocupag¢do. Como uma consequéncia adicional, isso diminui a
disparidade entre as probabilidades associadas aos estados da maquina, tornando mais homogénea

a distribuic@o de probabilidade dos estados.

Dada a maquina Mag, calcula-se o vetor estaciondrio pt = [ju1, fta, - . . , jtjo] que arma-
zena os valores das probabilidades de ocupacgdo de seus estados, e a partir deste € calculado um
limiar /,,, dado por

l, = 10",

em que « € um valor real positivo e h a entropia dada por

Q|
h=-— Z i 10810 f4;-
i=1

Obtido o valor para [,,, verifica-se para cada estado v € () e com comprimento do rétulo menor
que M (|v| < M) se sua probabilidade de ocupacdo , é superior a [,. Em caso positivo, v é

substituido por suas extensdes com os simbolos do alfabeto, de modo a termos

Q=(QU Uav \ {v}.
a€s
Uma vez modificado o conjunto ) de Mag, esta é submetida as fun¢des Conex[Q)] e Purging[Q, 0]
para verificacio de novas conexdes entre estados e remocao de possiveis estados inacessiveis, e
a maquina resultante € submetida ao inicio do Passo 3. Dessa forma, esta etapa do algoritmo
é reexecutada até que seja obtida uma médquina na qual todos os estados v, |v| < M, possuam

o < 1, sendo esta utilizada nos Passos 4 e 5, descritos a seguir.

Passo 4: Clusterizacio de estados

Nesta etapa, a variacao do algortimo k-means tradicional apresentada na Secao 3.3.1

¢ aplicada a maquina de estados atual para gerar uma particdo inicial a ser utilizada pelo
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algoritmo de minimizacdo de grafos. Os estados de Magq sdo agrupados usando a funcdo auxiliar
kmeans(K,Q,V(Q)), que aplica o algoritmo k-means ponderado no conjunto de morphs dos
estados dd maquina, V(Q)), para criar K clusters e particionar o conjunto de estados () de Magq
de acordo com os rétulos dos grupos formados, ou seja, os estados que recebem o mesmo rétulo
via k-means sdo agrupados em uma mesma classe de equivaléncia. Isso resulta na particao inicial
‘P do conjunto de estados de Mag, que € usada como entrada para um algoritmo de minimizacao

de grafos, etapa descrita a seguir.

Passo 5: Aplicacao de algoritmo de minimizacao

Como etapa final e de forma similar ao realizado na Etapa 3 do Algoritmo DCGraM, o
algoritmo de minimizac¢ao de grafos Moore € aplicado as classes de equivaléncia na parti¢ao
P, gerando uma partic¢do final GG, na qual cada estado em cada classe de equivaléncia possui o

mesmo contexto a direita e gera sequéncias no contexto a direita com probabilidades semelhantes.

Obtido G,, calcula-se 7, para cada classe por meio da func¢do averageMorph, e as classes
de equivaléncia de G, sdo convertidas em estados com morphs que sdo o morph médio dos
estados nessa classe de equivaléncia. Finalmente, o PFSA reduzido (G,, 7,) é retornado como
saida do VL-DCGraM.

No préximo capitulo, o algoritmo VL-DCGraM ¢ aplicado a exemplos de sistemas
dinamicos para geracao de PFSAs e os resultados obtidos sdo comparados utilizando modelos

D-Markov e DCGraM descritos no Capitulo 2 para alguns quantificadores de desempenho.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, a eficiéncia do algoritmo proposto no Capitulo 3 para constru¢iao de um
PFSA ¢€ verificada por meio de alguns exemplos de sistemas dinAmicos usados para comparar os
resultados obtidos pelos modelos VL-DCGraM, D-Markov e DCGraM. Sao considerados dois
exemplos de sistemas dindmicos: o mapa logistico, que € um mapa que apresenta comportamento
cadtico, e o canal de comunica¢do bindrio com desvanecimento, Util para modelamento de
comunicacoes sem fio. O desempenho de cada modelo € avaliado utilizando os quantificadores

descritos na Secdo 4.1 e os resultados das comparacdes sao expostos na Secdo 4.2.

4.1 QUANTIFICADORES DE DESEMPENHO

Esta secdo apresenta trés quantificadores usados para comparar o desempenho do PFSA
gerado pelos algoritmos supracitados. O primeiro € a entropia condicional usada para calcular
a taxa de entropia, o que d4 um indicativo da memoria do sistema. O segundo € a divergéncia
Kullback-Leibler, que compara a probabilidade de sequéncias geradas pelo modelo e pelo sistema

dinamico. O terceiro € a fun¢do autocorrelacao.

4.1.1 Taxa de Entropia de /-ésima ordem

Seja { X} }72, um processo aleatério discreto sobre . Sua taxa de entropia € definida
como (COVER; THOMAS, 2012):

h£ lim H(Xy|X,X;... Xj) = = lim > Pr(x)logy Pr(zg|zias ... apo1). (4.1
—00

k—o0
zcxk

Para um processo estaciondrio, a entropia condicional H(X|X; ... X;_1) é ndo-crescente em k
e converge para h conforme k tende a infinito (COVER; THOMAS, 2012). Como nio é vidvel
calcular (4.1), a entropia condicional de /-ésima ordem € utilizada, e € definida como:

he & H(X| X1 X5, .. Xo_1), (4.2)

que mede a incerteza de uma varidvel aleatéria X, considerando as ¢ — 1 amostras anteriores. A
comparagdo de h, de um PFSA gerado a partir da sequéncia proveniente do sistema original é

util para testar se o primeiro captura corretamente a memoria do segundo.

4.1.2 Divergéncia Kullback-Leibler de /-ésima ordem

Para fins de comparacdo dos algoritmos, considere duas sequéncias S e Sy sobre um
alfabeto comum ¥.. Estas podem ser a sequéncia original S ou uma sequéncia gerada por um
PFSA. Seja w € X uma palavra de comprimento £ e P,(w) e P»(w) sejam as probabilidades de

ocorréncia de w em S e S, respectivamente. Para um dado /, a divergéncia de Kullback-Leibler
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de /-ésia ordem € dada por:

Dy(51]]S2) = Y Pi(w)log <P28>' 4.3)

wext

Embora tecnicamente ndo seja uma distincia, pois ndo obedece a desigualdade triangular nem
€ necessariamente comutativa, a divergéncia de Kullback-Leibler € util para dar uma ideia de
quao semelhantes sdo duas distribui¢cdes. Uma pequena divergéncia indica que o PFSA gera
sequéncias cujas palavras, até um dado comprimento L, possuem distribui¢do de probabilidade
proxima a da sequéncia original, o que pode ser interpretado como uma similaridade entre essas,

sendo uma boa estimativa para o sistema original.

4.1.3 Funcao autocorrelacio

A fung¢do autocorrelagdo R[m| para um processo estocdstico estaciondrio {Z;}2°, é
definida por
R[m| = E[ZyZi1m),

em que E[-] indica valor esperado. Para um PFSA, existe uma expressao matricial para R[m)]
dada por (PIMENTEL; BLAKE, 1999)

R[m] = puP(1)P"'P(1)1, (4.4)

em que o vetor estaciondrio u, a matriz de transi¢do de probabilidade P, e a matriz P(1) sdo
definidas na Se¢do 2.4 e 1 € um vetor coluna com todos os elementos iguais a 1. A funcao

autocorrelagdo para uma sequéncia original S é computada por simulagdes.

4.2 APLICACOES

Nesta secdo, o modelo proposto VL-DCGraM € aplicado a dois tipos de sistemas: 0 mapa
logistico e o canal bindrio com desvanecimento. Resultados de comparagdes com o D-Markov e

DCGraM também sao apresentados.

4.2.1 Mapa Logistico

O mapa logistico € um sistema dindmico cujas amostras sao obtidas iterativamente (a
partir de um valor inicial z) da seguinte forma (STROGATZ, 2001):

Tpy1 = rap(l — ), fork =0,1,2, ... 4.5)

com z,r € R. Este sistema apresenta comportamento cadtico para varios valores de r. Como em
(MUKHERIJEE; RAY, 2014), x € fixado em 0,5 e r = 3, 75. Uma sequéncia de comprimento

107 é gerada a partir de (4.5) e em seguida é quantizada com um alfabeto ternério da seguinte
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Figura 5 — Amostras da sequéncia do mapa logistico terndrio geradas por (4.5) com zg = 0,5 e » = 3,75.
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forma: valores z; < 0,67 s@o mapeados para 0; quando 0,67 < x;, < 0,79, é mapeado para 1 e
quando x; > 0,79 € mapeado para 2. Uma realiza¢do da sequéncia z e os limiares especificados

sdo mostrados na Figura 5.

Miéquinas D-Markov sdo geradas a partir das sequéncias ternarias S para D de 4 a 11
e utilizadas no algoritmo DCGraM com pardmetro K = 5 no k-means, enquanto as maquinas
VL-DCGraM sdo geradas com L de 4 a § e utilizam o algoritmo k-means ponderado com K = 5.
Viérios valores para os parametros 7', M e « foram testados, e os melhores resultados foram
obtidoscom 7'= 0,4, M =20e a = 2.

Os resultados comparativos para entropia condicional com ¢ = 12 versus o nimero
de estados sdo mostrados na Figura 6. O valor de entropia hjo para a sequéncia terndria do
mapa logistico também € mostrado, para servir como referéncia. Como a escala do eixo-x é
logaritmica, é possivel ver que o nimero de estados das mdquinas D-Markov e do DCGraM
cresce com D, embora o nimero de estados do DCGraM cresca mais lentamente que os das
maquinas D-Markov. Para um dado D, € possivel ver que a qualidade da mdquina D-Markov e
do DCGraM ¢ semelhante. Ainda na Figura 6, observa-se que o modelo VL-DCGraM tende ao
valor de entropia condicional da sequéncia original mais rapidamente que o0 modelo DCGraM,
uma vez que o modelo D-Markov atinge a entropia do sistema original com D = 11, o DCGraM
com D = 10 e o VL-DCGraM com L = 8.

Os resultados para a divergéncia de Kullback-Leibler para ¢ = 12 versus o nimero
de estados sao mostrados na Figura 7. Observa-se nessa figura que a divergéncia da maquina
VL-DCGraM com L = 8 tem nimero de estados e valor de divergéncia similar ao obtido com o
modelo DCGraM para D = 11. Pode-se notar com isso que o modelo VL-DCGraM demonstra

potencial para criar PFSAs capazes de gerar sequéncias semelhantes ao do sistema original.
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Figura 6 — Entropia Condicional hi5 versus nimero de estados da sequéncia gerada pelos modelos D-
Markov, DCGraM e VL-DCGraM para o mapa logistico terndrio com valores distintos de D e
L.
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Fonte: O autor (2019)

Uma vantagem do modelo VL-DCGraM sobre o DCGraM € que, enquanto este tltimo
gera uma madquina inicial (D-Markov) com elevado nimero de estados que € a entrada dos
algoritmos de clusterizacdo e minimizacao de estados, a maquina inicial do VL-DCGraM ¢é
gerada por uma cadeia de Markov de comprimento varidvel que € mais compacta que a D-
Markov. A Tabela 2 apresenta uma comparagao do nimero de estados da maquina inicial e da
maquina apds as etapas de clusterizacdo e minimizacdo (mdquina gerada por cada modelo).
Por exemplo, maquinas VL-DCGraM com L =9 ¢ M = 20 e DCGraM com D = 11 t€m
aproximadamente os mesmos valores de Ao € D12, mas a maquina inicial tem 131 estados e 336

estados, respectivamente.

Na Figura 8 € mostrado o grifico da funcdo autocorrelacdo referente as sequéncias
geradas pelas maquinas D-Markov, DCGraM e VL-DCGraM. E possivel notar que as curvas
associadas ao modelo VL-DCGraM encontram-se mais proximas da curva do sistema original
quando comparada as dos modelos D-Markov e DCGraM para D e L na faixa de 4 a 7. Na
Figura 9 enfatiza-se que o modelo VL-DCGraM com L = 5, M = 20 apresenta maior aderéncia
a curva de autocorrelac@o do sistema original e com menor nimero de estados que o modelo
D-Markov e mesma quantidade de estados que o modelo DCGraM, ambos com parametro

D =7, o que representa uma vantagem do modelo proposto em relagdo aos demais.
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Figura 7 — Divergéncia de Kullback-Leibler D5 versus nimero de estados da sequéncia gerada por
maquinas D-Markov, DCGraM e VL-DCGraM comparada com a sequéncia original S' do
mapa logistico terndrio para valores distintos de D e L.

—8— D-Markov, Dde 4 a 10
—&— DCGraM, Dde 4 a 11
—eo— VL-DCGraM, Lde 4a9, M= 20

1072 B

101 102
Numero de estados

Fonte: O autor (2019)

Tabela 2 — Numero de estados das maquinas inicial e apdés minimizagdo para os modelos DCGraM e
VL-DCGraM para mapa logistico terndrio.

DCGraM VL-DCGraM
D/L | inicial | pés-min. | inicial | pés-min.
4 21 8 50 27
5 31 12 63 28
6 45 20 73 32
7 68 28 92 44
8 104 28 116 46
9 156 28 131 46
10 230 44 154 46
11 336 47 174 46

Fonte: O autor (2019)

4.2.2 Canal Binario com Desvanecimento

Considere um canal com desvanecimento discreto (DFC, discrete fading channel) com
entrada bindria e saida bindria, com um processo de entrada bindria i.i.d. { X}, X € {0,1},
e saida bindria {Y} }7° |, Y) € {0, 1}, representado na Figura 10.
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Figura 8 — Curvas da fung@o autocorrelagdo R[m] versus m da sequéncia gerada por modelos D-Markov,
DCGraM e VL-DCGraM comparada com a sequéncia original S do mapa logistico ternario
paraDe Ldeda’.
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Fonte: O autor (2019)

Figura 9 — Curva da fungéo autocorrelacdo R[m] versus m da sequéncia gerada por modelos D-Markov e
DCGraM (D = 7) e VL-DCGraM (L = 5, M = 20) comparada com a sequéncia original S
do mana logistico terndrio.
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Fonte: O autor (2019)
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Figura 10 — Representacdo esquematica do Canal Bindrio com Desvanecimento.
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Fonte: O autor (2019)

O DFC é composto por um modulador BPSK, um canal de desvanecimento plano
Rayleigh correlacionado no tempo com AWGN e um demodulador coerente quantizado. O

simbolo recebido no k-ésimo intervalo de sinalizacdo é escrito como

Rk: \/EsAkSk+Nk, ]{:172’

em que {Sy} = {(2X) — 1)}, E é a energia do sinal transmitido e { N;} é uma sequéncia
de variaveis aleatdrias Gaussianas de média zero independentes e identicamente distribuidas
com varidncia Ny/2. A relag@o sinal-ruido (SNR) é definida como E,/Ny. Além disso, { A}
€ o processo de desvanecimento com A, = |G|, em que {G\} € um processo Gaussiano
complexo com média zero, variancia unitdria e fungdo autocorrelacdo de Clarke (CLARKE,
1968) Rim] = Jo(2n fpT|m
tipo e fpT € a maxima frequéncia Doppler normalizada. A varidvel aleatéria A possui fungdo

), em que Jo(x) é a fungdo de Bessel de ordem zero do primeiro

densidade de probabilidade com segundo momento unitério, p4(a) = 2ae™, paraa > 0.0
simbolo de saidaé Y, =0se R, < 0,ouY, =1se R, > 0.

Os simbolos de entrada e saida sdo expressos em termos de um simbolo de ruido
Zy €{0,1} com Yy, = X ® Z, em que & denota adi¢do médulo 2 e os simbolos X, e Zj, sdo
estatisticamente independentes. Para um determinado DFC especificado pelos parametros fp7 e
SNR, uma sequéncia de ruido bindrio {Z; } do DFC de comprimento N = 5 x 107 é gerada por
simulacdo e os parametros dos modelos D-Markov, DCGraM e do VL-DCGraM sdo estimados

usando os algoritmos apresentados nos Capitulos 2 e 3.

Os resultados a seguir sdo para um canal bindrio com desvanecimento com fp7" = 0, 005
e SNR = 10 dB modelado com D-Markov e DCGraM para D variando de 4 a 9, além do modelo
VL-DCGraM com L variando de 4 a9 e M = 15. Testes realizados mostraram que os melhores
resultados obtidos ocorreram para os parametros 7' = 0,05 e a = 2. Os modelos DCGraM e

VL-DCGraM utilizam o k-means ponderado com K = 5.

A Figura 11 mostra h, versus o niimero de estados para { = 15 para PFSAs gerados
utilizando os modelos D-Markov, DCGraM e VL-DCGraM, apresentando ainda para estes

dois ultimos os resultados obtidos utilizando-se os algoritmos k-means tradicional e sua versao
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ponderada proposta na Secdo 3.3.1. E possivel notar que a curva associada ao emprego do
k-means ponderado apresenta melhores resultados em comparagdo aquela associada ao uso do
k-means tradicional tanto para o modelo DCGraM quanto para o VL-DCGraM, sobretudo para
este ultimo, cujo comportamento da curva para o caso ponderado tende ao valor de referéncia
com o aumento de L, fato que ndo ocorre quando da utilizacdo do k-means tradicional. Esta
observacao reforcou a escolha do algoritmo k-means ponderado para etapa de clusterizacao
nos modelos DCGraM e VL-DCGraM apresentados neste trabalho. Assim, apenas o k-means

ponderado € considerado nas andlises seguintes.

Prosseguindo a andlise, observamos na Figura 11 que os resultados para entropia con-
dicional obtidos para 0 modelo VL-DCGraM apresentam melhores resultados em comparacao
ao D-Markov e DCGraM, sendo o tnico modelo, com L = 9 e M = 15, a atingir o valor
de entropia h;5 do sistema original. Conclusao semelhante da superioridade do VL-DCGraM
pode ser observada na Figura 12, que contém o resultado da divergéncia de Kullback-Leibler
versus o nimero de estados para ¢ = 15. Para um dado valor de divergéncia, o modelo VL-
DCGraM produz um PFSA com menor nimero de estados quando comparados aos dos outros
dois modelos.

Figura 11 — Entropia condicional h15 versus nimero de estados da sequéncia gerada pelos modelos D-

Markov e DCGraM com D de 4 a9 e VL-DCGraM com L de4 a9 e M =15 para o DFC
bindrio com fpT = 0,005 e SNR = 10 dB.
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Fonte: O autor (2019)

A madquina inicial do modelo DCGraM, a D-Markov com D = 9, € constituida com



49

Figura 12 — Divergéncia de Kullback-Leibler D5 versus o nimero de estados da sequéncia gerada pelos
modelos D-Markov e DCGraM (D de 4 a 9) e VL-DCGraM (L de 4 a9, M = 15) para o
DFC bindrio com fpT = 0,005 e SNR = 10 dB.
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Fonte: O autor (2019)

estados rotulados com sequéncia de tamanho 9, enquanto o VL-DCGraM tem estados com rétulo
de comprimento varidvel conforme a Tabela 3, que mostra o nimero de estados da maquina

inicial para um dado comprimento.

Tabela 3 — Nimero de estados por comprimento do rétulo dos estados da maquina inicial para o modelo
VL-DCGraM com L = 9e M = 15 para o DFC bindrio.

comprimento | 1 (2 (3 (4|56 |7 |8 |9 10|11 12|13 |14 |15

n°deestados (O[O |1 |37 |15|17 |17 |17 ]| 1 1 1 1 1 2
Fonte: O autor (2019)

A vantagem de redu¢@o do nimero de estados iniciais gerados pelo modelo VL-DCGraM
também ocorre na sua aplicacdo ao DFC bindrio. Isso pode ser verificado na da Tabela 4, ao
compararmos o ndmero de estados das mdquinas inicial e apds as etapas de clusterizacdo e
minimizac¢do para cada um dos modelos analisados. Por exemplo, a maquina VL-DCGraM com
L =9e M = 15 possui 84 estados inicialmente e 55 estados apds a minimizagdo, enquanto que
aquela para o modelo DCGraM com D = 9 apresenta 512 estados inicialmente e 114 estados
apds a minimiza¢do, uma redugdo de 51,75% desse numero de estados da méquina VL-DCGraM

quando comparada a maquina DCGraM.
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Tabela 4 — Numero de estados das maquinas inicial e apés minimizacio para os modelos DCGraM e
VL-DCGraM para o DFC bindrio.

DCGraM VL-DCGraM
D/L | inicial | pés-min. | inicial | pés-min.
4 16 11 26 23
5 32 16 36 34
6 64 38 50 40
7 128 51 64 50
8 256 85 76 53
9 512 114 84 55

Fonte: O autor (2019)

Na Figura 13 observa-se o comportamento de h, versus ¢ para os modelos D-Markov
e DCGraM gerados para D = 9 e VL-DCGraM para L = 9 ¢ M = 15. E possivel notar que o
modelo VL-DCGraM adere melhor 2 memoria do sistema original quando comparado aos outros
modelos. O valor de hy5 € 0,1232, o0 que é uma boa aproximagao para a taxa de entropia do DFC.
O modelo VL-DCCGraM (L = 9 e M = 15) com 55 estados apresenta maior aderéncia a curva
da entropia condicional do sistema original quando comparado aos outros modelos para / e D

maiores que 10.

Finalmente, uma comparagio da funcdo autocorrelacao € realizada na Figura 14 para
valores selecionados de D e L. Para os modelos considerados, observa-se que o VL-DCGraM ¢é
0 que tem maior proximidade com a curva do modelo original, além de apresentar um menor

numero de estados quando comparado aos modelos D-Markov e DCGraM.
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Figura 13 — Entropia condicional hy versus ¢ associada aos modelos D-Markov e DCGraM para D = 9 e
VL-DCGraM para L = 9 e M = 15 para o DFC bindrio com fp7T = 0,005 e SNR =10 dB.

0.160 A —@— DFC Binario
—— D-Markov, D = 9 (512 estados)
=& DCGraM, D = 9 (114 estados)

0.155 1 -+ VL-DCGraM, L= 9, M= 15 (55 estados)

0.150 A

0.145 A

< 0.140 1

0.135 A

0.130 A

0.125 A

2 4 6 8 10 12 14
f

Fonte: O autor (2019)

Figura 14 — Autocorrelagdo R[m] versus m da sequéncia gerada pela maquina D-Markov (D = 9),
DCGraM (D = 9) e VL-DCGraM (L = 9, M = 15) para o DFC binario com fpT = 0,005

e SNR =10 dB.
0.0045 A
—— DFC Binario
—— D-Markov, D = 9 (512 estados)
0.0040 A —— DCGraM, D = 9 (114 estados)
—— VL-DCGraM, L= 9, M= 15 (55 estados)
0.0035 A
0.0030 A
'E 0.0025 -
[
0.0020 A
0.0015 A
0.0010 A
0.0005 A
0 10 20 30 40 50 60 70
m

Fonte: O autor (2019)
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado o algoritmo VL-DCGraM para modelagem de sistemas
dinamicos discretos, utilizando PFSA para obter uma representagdo compacta. O algoritmo inicia
analisando as estatisticas da sequéncia de saida de um sistema a ser modelado e usa técnicas
de minimizac¢do de grafos para obter resultados mais compactos. Além disso, o VL-DCGraM

também usa técnicas de aprendizado de méaquina.

O algoritmo VL-DCGraM comega criando uma cadeia de Markov de comprimento
varidvel a partir de uma arvore de contextos para um determinado L com base na sequéncia de
saida de um sistema original. Em seguida, ele usa o algoritmo k-means ponderado, e finalmente

aplica um algoritmo de minimizacdo de grafo para obter um PFSA final.

O algoritmo VL-DCGraM foi aplicado a dois sistemas dindmicos: o mapa logistico
ternério e o canal bindrio com desvanecimento. Sendo esse algoritmo um método de refinamento
sobre maquinas D-Markov usando técnicas de aprendizado de maquina, seus resultados foram

comparados as maquinas D-Markov originais e ao modelo DCGraM.

Foi demonstrado que, para o mapa logistico, embora o PFSA gerado pelo VL-DCGraM
seja menor que as miquinas D-Markov, a diferenga nao € tdo perceptivel quando comparado as
maquinas DCGraM, embora essa diferenga se torne mais evidente a medida que D e L aumentam.
Ainda assim, o VL-DCGraM mostrou desempenho superior ao modelo D-Markov e equiparavel
as maquinas DCGraM, apresentando valores semelhantes de entropia condicional, divergéncia

de Kullback-Leibler e funcdo autocorrelagao.

Para o canal de desvanecimento, o PFSA modelado pelo VL-DCGraM ¢ notavelmente
menor que as maquinas D-Markov e DCGraM, apresentando valores de entropia condicional,
divergéncia de Kullback-Leibler e fungcdo autocorrelagdo mais préximos ao do sistema original

do que os outros modelos.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Trabalhos futuros visam o aprimoramento do algoritmo apresentado nesta dissertacao,
abordando aplicagdes de interesse pratico que possam ser beneficiadas com seu uso. Algumas

melhorias de maior impacto para o algoritmo sao:

» Explorar outros algoritmos de clusterizacdo, como DBSCAN (ARLIA; COPPOLA, 2001)
ou OPTICS (ANKERST et al., 1999) como substitutos do k-means adotado no VL-
DCGraM.

* Aprimoramento do PFSA tradicional com a ado¢do de uma abordagem nao deterministica
para as suas transicoes de estados com base na estatistica da sequéncia original, ao invés

de probabilidades fixas para essas transicoes.
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* Modificacdo do algoritmo de criacdo de arvores de contextos, substituindo o uso da
distancia euclidiana entre morphs pelo divergente simétrico de Kullback-Leibler, visando
caracterizar a divergéncia estatistica entre morphs das sequéncias geradas e com isso

observar o efeito sobre o conjunto de folhas obtido.

* Utilizag¢do dos modelos obtidos pelo algoritmo VL-DCGraM em aplica¢des como deteccao
de falhas nas quais maquinas com menor nimero de estados sdo capazes de indicar

variacdoes no comportamento estatistico da sequéncia de forma mais rapida e precisa
(MUKHERIJEE; RAY, 2014).



54

REFERENCIAS

ALTINEL, D.; KURT, G. K. Finite-state markov channel based modeling of rf energy harvesting
systems. IEEE Transactions on Vehicular Technology, IEEE, v. 67, n. 2, p. 1713-1725, 2017.

ANKERST, M. et al. OPTICS: ordering points to identify the clustering structure. In: ACM.
ACM Sigmod record. [S.1.], 1999. v. 28, n. 2, p. 49-60.

ARLIA, D.; COPPOLA, M. Experiments in parallel clustering with DBSCAN. In: SPRINGER.
European Conference on Parallel Processing. [S.1.], 2001. p. 326-331.

ARTHUR, D.; MANTHEY, B.; ROGLIN, H. k-means has polynomial smoothed complexity. In:
IEEE. Foundations of Computer Science, 2009. FOCS’09. 50th Annual IEEE Symposium
on. [S.1.], 2009. p. 405-414.

BANDYOPADHYAY, S.; BHATTACHARYA, R. Discrete and continuous simulation: theory
and practice. [S.1.]: CRC Press, 2014.

BARKER, M.; RAYENS, W. Partial least squares for discrimination. Journal of Chemometrics:
A Journal of the Chemometrics Society, Wiley Online Library, v. 17, n. 3, p. 166—173, 2003.

BERSTEL, J. et al. Minimization of automata. arXiv:1010.5318, arXiv:1010.5318, 2010.
Disponivel em: <arXiv:1010.5318>.

BOHG, J. et al. Data-driven grasp synthesis—a survey. IEEE Transactions on Robotics, IEEE,
v. 30, n. 2, p. 289-309, 2013.

BRADLEY, E.; KANTZ, H. Nonlinear time-series analysis revisited. Chaos: An
Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, AIP Publishing, v. 25, n. 9, p. 097610, 2015.

BUHLMANN, P. Model selection for variable length markov chains and tuning the context
algorithm. Annals of the Institute of Statistical Mathematics, Springer, v. 52, n. 2, p. 287-315,
2000.

CECATI, C. A survey of fault diagnosis and fault-tolerant techniques—part ii: Fault diagnosis
with knowledge-based and hybrid/active approaches. 2015.

CLARKE, R. A statistical theory of mobile-radio reception. Bell Labs Technical Journal,
Wiley Online Library, v. 47, n. 6, p. 957-1000, 1968.

COVER, T. M.; THOMAS, J. A. Elements of information theory. [S.1.]: John Wiley & Sons,
2012.

DAV, C. S.; FINNEY, C. E. A.; TRACY, E. R. A review of symbolic analysis of experimental
data. Review of Scientific instruments, AIP, v. 74, n. 2, p. 915-930, 2003.

DING, S. X. Model-based fault diagnosis techniques: design schemes, algorithms, and tools.
[S.L]: Springer Science & Business Media, 2008.

DUNTEMAN, G. H. Principal components analysis. [S.I.]: Sage, 1989.

FRANCH, D. K. Dynamical System Modeling With Probabilistic Finite State Automata.
Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal de Pernambuco, 2017.


arXiv:1010.5318

55

GAO, Z.; CECATI, C.; DING, S. X. A survey of fault diagnosis and fault-tolerant
techniques—part i: Fault diagnosis with model-based and signal-based approaches. IEEE
Transactions on Industrial Electronics, IEEE, v. 62, n. 6, p. 3757-3767, 2015.

GRABEN, P. B. Estimating and improving the signal-to-noise ratio of time series by symbolic
dynamics. Physical Review E, APS, v. 64, n. 5, p. 051104, 2001.

HAMERLY, G.; ELKAN, C. Alternatives to the k-means algorithm that find better clusterings.
In: ACM. Proceedings of the eleventh international conference on Information and
knowledge management. [S.1.], 2002. p. 600-607.

HOPCROFT, J. E. Introduction to automata theory, languages, and computation. [S.1.]:
Pearson Education India, 2008.

HYVARINEN, A.; OJA, E. Independent component analysis: algorithms and applications.
Neural networks, Elsevier, v. 13, n. 4-5, p. 411430, 2000.

JIANG, Y. et al. A model-based hybrid ultrasonic gas flowmeter. IEEE Sensors Journal, IEEE,
v. 18, n. 11, p. 44434452, 2018.

JIN, X. et al. Anomaly detection in nuclear power plants via symbolic dynamic filtering. IEEE
Transactions on Nuclear Science, IEEE, v. 58, n. 1, p. 277-288, 2010.

KANUNGO, T. et al. An efficient k-means clustering algorithm: Analysis and implementation.
IEEE transactions on pattern analysis and machine intelligence, IEEE, v. 24, n. 7, p.
881-892, 2002.

KIM, T. et al. An on-board model-based condition monitoring for lithium-ion batteries. IEEE
Transactions on Industry Applications, IEEE, v. 55, n. 2, p. 1835-1843, 2018.

LALLEMENT, G. Semigroups and combinatorial applications. [S.1.]: John Wiley & Sons,
Inc., 1979.

LI F. et al. Anomaly detection in gas turbine fuel systems using a sequential symbolic method.
Energies, Multidisciplinary Digital Publishing Institute, v. 10, n. 5, p. 724, 2017.

LL Y.; RAY, A. Unsupervised symbolization of signal time series for extraction of the embedded
information. Entropy, Multidisciplinary Digital Publishing Institute, v. 19, n. 4, p. 148, 2017.

LIANG, G. et al. An unsupervised fault diagnosis method based on iterative multi-manifold
spectral clustering. IET Collaborative Intelligent Manufacturing, IET, 2019.

LIN, S. et al. Finite-state markov modeling for high-speed railway fading channels. IEEE
Antennas and Wireless Propagation Letters, IEEE, v. 14, p. 954-957, 2015.

LIND, D.; MARCUS, B. An Introduction To Symbolic Dynamics and Codings.
Cambridge University Press, 1995. ISBN 978-0521559003. Disponivel em: <http:
/lebooks.cambridge.org/ebook.jsf?bid=CB09780511626302>.

LONG, Y. et al. Data-driven-based analog beam selection for hybrid beamforming under
mm-wave channels. IEEE Journal of Selected Topics in Signal Processing, IEEE, v. 12, n. 2,
p. 340-352, 2018.

LORENA, A. C.; CARVALHO, A. C. de. Uma introdug¢do as support vector machines. Revista
de Informatica Teodrica e Aplicada, v. 14, n. 2, p. 43-67, 2007.


http://ebooks.cambridge.org/ebook.jsf?bid=CBO9780511626302
http://ebooks.cambridge.org/ebook.jsf?bid=CBO9780511626302

56

MACKAY, D. J. Information theory, inference and learning algorithms. [S.1.]: Cambridge
university press, 2003.

MESKIN, N.; NADERI, E.; KHORASANI, K. A multiple model-based approach for fault
diagnosis of jet engines. IEEE Transactions on Control Systems Technology, IEEE, v. 21,
n. 1, p. 254-262, 2011.

MOORE, E. F. Gedanken-experiments on sequential machines. Automata studies, v. 34, p.
129-153, 1956.

MUKHERIEE, K.; RAY, A. State splitting and merging in probabilistic finite state automata for
signal representation and analysis. Signal Processing, v. 104, p. 105-119, 2014. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1016/j.sigpro.2014.03.045>.

NGUYEN, V. et al. Model-based diagnosis and rul estimation of induction machines under
interturn fault. IEEE Transactions on Industry Applications, IEEE, v. 53, n. 3, p. 2690-2701,
2017.

PIMENTEL, C.; ALAJAJIL, F. Packet-based modeling of reed—solomon block-coded correlated
fading channels via a markov finite queue model. IEEE Transactions on Vehicular Technology,
IEEE, v. 58, n. 7, p. 3124-3136, 2009.

PIMENTEL, C.; BLAKE, 1. F. Enumeration of markov chains and burst error statistics for finite
state channel models. IEEE Transactions on Vehicular Technology, IEEE, v. 48, n. 2, p.
415428, 1999.

RAY, A. Symbolic dynamic analysis of complex systems for anomaly detection. Signal
Processing, Elsevier, v. 84, n. 7, p. 1115-1130, 2004.

REN, H.; YE, Z.; LI, Z. Anomaly detection based on a dynamic markov model. Information
Sciences, Elsevier, v. 411, p. 52-65, 2017.

STROGATZ, S. Nonlinear Dynamics and Chaos: With Applications to Physics, Biology,
Chemistry and Engineering. [S.1.]: Westview Press, 2001.

VIDAL, E. et al. Probabilistic finite-state machines-part i. IEEE transactions on pattern
analysis and machine intelligence, IEEE, v. 27, n. 7, p. 1013-1025, 2005.

VIDAL, E. et al. Probabilistic finite-state machines-part ii. IEEE Transactions on Pattern
Analysis and Machine Intelligence, IEEE, v. 27, n. 7, p. 1026-1039, 2005.

VIDAL, E. et al. Probabilistic finite-state machines - part I. IEEE Transactions On Pattern
Analysis And Machine Intelligence, v. 27, n. 7, p. 1013—-1025, July 2005. ISSN 0162-8828.

WANG, L.; ZHONG, Y.; MA, W. Gps-data-driven dynamic destination prediction for
on-demand one-way carsharing system. IET Intelligent Transport Systems, IET, v. 12, n. 10, p.
1291-1299, 2018.

WEISS, M. A. Data structures and problem solving using java. In: . 2.ed. [S.1.]: Addison
Wesley, 2002. cap. 18, p. 592-595.


http://dx.doi.org/10.1016/j.sigpro.2014.03.045

	FOLHA DE ROSTO
	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS -0.8cm
	RESUMO
	ABSTRACT
	Lista de figuras -0.7cm
	LISTA DE TABELAS -0.7cm
	Lista de abreviaturas e siglas
	LISTA DE SÍMBOLOS
	SUMÁRIO -0.7cm
	Introdução
	Motivação
	Objetivos
	Estrutura da dissertação

	Preliminares sobre Grafos, Autômato Probabilístico de Estados Finitos e Clusterização
	Sequências de Símbolos Discretos
	Grafos
	Minimização de Grafos
	Noções Preliminares
	Algoritmo Moore

	Autômato Probabilístico de Estados Finitos
	Clusterização
	K-Means

	Algoritmos de Modelagem PFSA
	Máquinas D-Markov
	DCGraM


	Algoritmo D-Markov de Comprimento Variável com Clusterização e Minimização de Grafo
	Simbolização de Séries Temporais
	Cadeias de Markov de Comprimento Variável e Árvores de Contextos
	Algoritmo VL-DCGraM
	Algoritmo k-means ponderado


	Resultados
	Quantificadores de Desempenho
	Taxa de Entropia de -ésima ordem
	Divergência Kullback-Leibler de -ésima ordem
	Função autocorrelação

	Aplicações
	Mapa Logístico
	Canal Binário com Desvanecimento


	Conclusão
	Trabalhos Futuros

	REFERÊNCIAS -0.7cm

