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RESUMO

As transformadas discretas ganharam destaque nas últimas décadas com a evolução dos sistemas

digitais. A comunidade de processamento de sinais direcionou esforços ao desenvolvimento de

algoritmos rápidos capazes de implementar as transformadas de modo mais eficiente do que

na forma direta. A vasta pesquisa nessa área tem resultado em algoritmos com complexidade

multiplicativa próxima da cota mínima teórica. Assim, as transformadas aproximadas surgiram

como um artifício matemático para evitar operações de multiplicação em seu cômputo. A presente

dissertação aborda aproximações de baixa complexidade para uma transformada ainda pouco

explorada neste sentido, a transformada discreta de Hartley (DHT). Dois métodos de busca

baseados na parametrização da matriz da DHT são propostos e implementados. O Método I

utiliza a representação matricial da DHT em sua forma não fatorada, enquanto o método II

faz uso das fatorações de Winograd e Cooley-Tukey para derivar aproximações já na forma

de algoritmos rápidos. As aproximações são obtidas por meio da solução de um problema de

otimização que avalia três funções objetivo. Essas funções são métricas de similaridade entre as

aproximações e a transformada exata. Duas das funções objetivo são conhecidas na literatura: erro

de energia total e desvio de ortogonalidade; e a terceira métrica, denominada erro de involução,

é proposta neste trabalho. Os métodos de busca derivam, no total, 44 novas aproximações de

comprimento N = 3, 5, 7, 8, 16, 32. Uma aplicação de reconhecimento facial utilizando filtros

MACE no domínio de Fourier foi adaptada para o domínio de Hartley. As dezoito aproximações

de comprimentoN = 32 obtidas foram submetidas ao sistema de verificação facial e comparadas

com a transformada da DHT exata. As aproximações apresentaram uma média de taxa de erro

entre 0,32% e 0,50%, tendo algumas superado a DHT exata, a qual obteve média de taxa de erro

de 0,36%.

Palavras-chave: Transformadas discretas. DHT. Transformadas aproximadas. Hartley. Reconhe-

cimento Facial. Filtros MACE.



ABSTRACT

In recent decades, discrete transforms have received increasing attention with the evolution of

digital systems. The signal processing community has focused on developing fast algorithms

capable of efficiently computing discrete transforms. The extensive research in this area has re-

sulted in algorithms with multiplicative complexity close to the theoretical minimum limit. Thus,

the approximate transforms emerged as a mathematical tool to avoid multiplication operations

on its computation. The present dissertation investigates low complexity approximations for a

transform with incipient exploration in this sense, the discrete Hartley transform (DHT). Two

search methods based on the parameterization of the DHT matrix are proposed and implemented.

The first method uses the DHT matrix in its non-factored representation, whereas the second

method makes use of Winograd and Cooley-Tukey factorizations to derive approximations with

their fast algorithms. The approximations are obtained by solving an optimization problem

that evaluates three objective functions. These functions are metrics of similarity between the

approximations and the exact transform. Two of the considered metrics are known from the

literature: total energy error and orthogonal deviation; and the third metric, called involution

error, is proposed in this work. Both search methods derive a total of 44 new approximations

of length N = 3, 5, 7, 8, 16, 32. A facial recognition application using MACE filters in Fourier

domain was adapted to the Hartley domain. The 18 approximations for the 32-point DHT were

submitted to the face verification system and compared with the exact DHT transform. The

approximations presented an average of error rate between 0.32% and 0.50%, some exceeding

the exact DHT, which obtained an average of error rate of 0.36%.

Keywords: Discrete transforms. DHT. Approximate transforms. Hartley. Facial recognition.

MACE filters.
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Ĥ
(M)
N,n n-ésima aproximação da DHT de comprimento N ; obtida pelo método

M ∈ {I, II}

h Filtro de correlação

xq Imagem de teste

τ Limiar de similaridade

#(·) Cardinalidade do conjunto de entrada

si Indíviduos da base de dados



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.1 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2 Estrutura do Documento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 TRANSFORMADAS DISCRETAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.1 Transformada Discreta de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.1.1 Propriedades da DFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2 Transformada Discreta de Hartley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2.1 Propriedades da DHT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3 Transformada Discreta de Fourier Bidimensional . . . . . . . . . . . . . 30

2.4 Transformada Discreta de Hartley Bidimensional . . . . . . . . . . . . . 31

2.5 Algoritmos Rápidos da DHT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.5.1 Cooley-Tukey . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.5.2 Winograd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3 TRANSFORMADAS APROXIMADAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1 Aproximações para Transformadas Discretas . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2 Aproximações para a DCT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3 Aproximações para a DHT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4 METODOLOGIA DE BUSCA DE APROXIMAÇÕES PARA A DHT

BASEADA EM PARAMETRIZAÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.1 Método I: Parametrização da DHT Não Fatorada . . . . . . . . . . . . . 50

4.2 Método II: Parametrização da DHT Fatorada . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.2.1 Winograd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.2.2 Cooley-Tukey: Dizimação no Tempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.3 Problema de Otimização Multiobjetivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.3.1 Figuras de Mérito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.3.2 Proposição do Problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5 NOVAS APROXIMAÇÕES PARA A DHT . . . . . . . . . . . . . . . . . 59



5.1 Aproximações Propostas para a DHT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.1.1 Comprimentos Curtos Primos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.1.2 Comprimentos de Potências de Dois . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.2 Complexidade Computacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.2.1 Comprimentos Curtos Primos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.2.2 Comprimentos de Potências de Dois . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.3 Síntese dos Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

6 RECONHECIMENTO FACIAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

6.1 Filtros de Correlação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

6.1.1 Filtro MACE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6.2 Filtros de Correlação no Domínio de Hartley . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.2.1 Filtro MACE no domínio de Hartley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.3 Verificação Facial com Filtros MACE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.4 Experimento Computacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6.4.1 Taxa de Erro Igual (EER) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

6.4.2 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

7 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

APÊNDICE A – PARAMETRIZAÇÃO DA MATRIZ DA DHT EXATA 102

APÊNDICE B – ALGORITMOS RÁPIDOS . . . . . . . . . . . . . . . 111



17

1 INTRODUÇÃO

O crescente uso de tecnologias digitais nas mais distintas áreas, entre elas reconhecimento

de padrões [2, 3], processamento de voz [4, 5] e criptografia de imagem [6–8], demanda um

contínuo avanço no âmbito de processamento de sinais [9]. O desenvolvimento de algoritmos cada

vez mais sofisticados e de novas plataformas computacionais proporcionou a rápida evolução dos

sistemas de processamento de sinais [10]. Nesse contexto, as transformadas discretas tornaram-se

ferramentas fundamentais em diversas aplicações, tais como processamento de imagens [11, 12],

solução de equações diferenciais [13, 14] e tratamento de sinais biomédicos [15, 16].

No início do século XIX, Jean Baptiste Joseph Fourier publicou um trabalho sobre a

propagação de calor em corpos sólidos [17]. Nesse trabalho, foi desenvolvida uma técnica para

decompor sinais periódicos em termos de funções trigonométricas, a qual é atualmente conhecida

como série de Fourier. Os conceitos empregados nesse método foram estendidos para sinais

aperiódicos por meio da Transformada de Fourier, que é correspondente à série de Fourier de um

sinal com período tendendo a infinito [18].

Com a evolução dos sistemas digitais e a consequente necessidade de ferramentas

passíveis de serem implementadas em computadores, surgiram as transformadas discretas, sendo

a transformada discreta de Fourier (DFT) uma das pioneiras [19]. A DFT é utilizada em sistemas

digitais para analisar sinais discretos de duração finita, desempenhando um relevante papel em

várias áreas como séries temporais [20, 21], estimação espectral [22, 23] e beamformimg [24, 25].

Em 1942, uma nova transformada integral foi apresentada por Ralph Vinton Lyon Hartley

como uma variante da transformada de Fourier [26]. Tal transformada, atualmente denominada

transformada de Hartley, representa uma alternativa para análise de sinais e possui uma relação

direta com a transformada de Fourier. A transformada proposta possui a propriedade de mapear

sinais de um domínio real em outro domínio também real, dispensando o emprego da aritmética

complexa usualmente necessária na análise de Fourier para sinais reais. Uma particularidade

da transformada de Hartley é que a sua transformação inversa é calculada de modo idêntico à

transformação direta, exceto por um fator de escala, essa propriedade é definida como involução.

Uma versão discreta para a transformada de Hartley foi introduzida em 1983 por Ronald

Newbold Bracewell [27]. A transformada discreta de Hartley (DHT) preserva as propriedades
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de domínio espectral real e de involução presentes na transformada integral. Tais propriedades

possibilitam a implementação da DHT com uma menor quantidade de componentes de hardware

do que a DFT [28]. A DHT apresenta utilidade em diferentes contextos práticos, tais como

convolução [29, 30], filtragem adaptativa [31, 32] e óptica [33–35].

A extensa utilização das transformadas discretas em aplicações físicas se deve a dispo-

nibilidade de algoritmos rápidos, que têm como principal objetivo a redução da complexidade

computacional em relação a implementação das transformadas pela definição matemática [36].

Consequentemente, os algoritmos podem proporcionar uma redução considerável no intervalo

de tempo necessário para o cômputo das transformadas discretas.

O número de operações de multiplicação, denominado de complexidade multiplicativa,

normalmente é a variável que mais contribui para a complexidade computacional de um algoritmo

implementado em hardware, pois estas operações são as que mais demandam consumo de

energia, tempo de execução e área de circuito [37]. Portanto, ao se projetar um algoritmo rápido,

procura-se reduzir principalmente a quantidade de operações de multiplicação.

A teoria da complexidade multiplicativa aplicada aos algoritmos usados em processa-

mento de sinais foi investigada por Heideman em [38]. O número mínimo de operações de

multiplicação que um algoritmo teoricamente pode atingir foi determinado para diversas trans-

formadas discretas. Em tal trabalho, foi demonstrado que a complexidade multiplicativa da DHT

é idêntica a da DFT, ou seja, o limite inferior de multiplicações é igual para as transformadas

discretas de Hartley e de Fourier de mesmo comprimento.

O campo de pesquisa de algoritmos rápidos se desenvolveu rapidamente em função

do leque de aplicações das transformadas discretas [36]. O projeto de algoritmos sofisticados

restringiu as possibilidades de minimização da quantidade de multiplicações, uma vez que as

complexidades multiplicativas se aproximaram e até alcançaram as cotas mínimas previstas

em [38].

A transformada discreta do cosseno (DCT) é um exemplo de transformada cuja redução

da sua complexidade multiplicativa se tornou particularmente díficil por meio de novos algo-

ritmos. A DCT possui grande relevância na área de compactação de energia [39, 40], sendo

amplamente utilizada em padrões de compressão de imagem e vídeo, tais como JPEG [41],

MPEG [42], H.264/AVC [43] e HEVC [44]. Por isso, uma coleção de algoritmos rápidos foram

propostos para a DCT [45–51]. A DCT de comprimento N = 8, em particular, teve sua cota
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mínima teórica de multiplicações alcançada pelo algoritmo de Loeffler [50].

Embora os algoritmos rápidos proporcionem uma significativa redução da complexidade

multiplicativa das transformadas discretas, as operações de multiplicação permanecem como

um fator indesejado para a complexidade computacional. A implementação em hardware de

multiplicações por números irracionais exige o uso de aritmética de ponto flutuante, que eleva

o consumo de energia e tempo [52]. Na prática, a maioria das implementações é realizada em

aritmética de ponto fixo para reduzir a complexidade computacional e o tempo de execução [40].

Posteriormente, surgiram métodos de aproximação como alternativas para avançar na

redução do custo computacional. Tais métodos consistem em aproximar as matrizes que re-

presentam as transformadas discretas [53]. As transformadas aproximadas são projetadas com

o intuito de preservar as propriedades matemáticas das transformadas exatas, de modo que o

erro introduzido pela aproximação seja pequeno e os resultados obtidos sejam semelhantes ao

da forma exata. As operações de multiplicação podem ser completamente eliminadas usando

racionais diádicos (frações cujos denominadores são potências de dois) em aproximações basea-

das em lifting scheme [54, 55]. Essa técnica permite substituir as multiplicações por adições e

deslocamentos de bits, que são operações consideravelmente menos custosas.

Um outro método para obter transformadas aproximadas livres de multiplicações, con-

siste em projetar matrizes cujos elementos estejam contidos em um conjunto do tipo P =

{0,±1/2,±1,±2} [56]. Uma vez que as multiplicações por tais elementos podem ser execu-

tadas apenas por meio de deslocamentos de bits, o número de operações de multiplicação é

reduzido a zero, sem que haja incremento na quantidade de adições.

Devido ao grande interesse científico na área de compressão de imagem e vídeo, diversas

aproximações livres de multiplicações foram desenvolvidas para a DCT [56–66]. No entanto,

apesar da expressiva redução da complexidade computacional que as transformadas aproximadas

propiciam, muitas transformadas discretas seguem pouco exploradas nesse âmbito. Aproxima-

ções para a DHT, por exemplo, foram investigadas apenas em [63,67]. Dessa forma, este trabalho

propõe a busca de novas aproximações para a DHT.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é:
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Projetar aproximações de baixa complexidade para a DHT de comprimentos curtos e compri-

mentos de potências de dois, equipadas com algoritmos rápidos. Objetiva-se demonstrar em um

contexto de reconhecimento facial a aplicabilidade das aproximações a serem derivadas.

Para alcançar o objetivo geral proposto, os seguintes objetivos específicos são listados:

1. Realizar uma revisão de literatura da DHT e da DFT e de suas versões bidimensionais,

apresentando definições e a relação existente entre estas transformadas.

2. Exibir os algoritmos de dizimação no tempo e dizimação na frequência de Cooley-Tukey

e o algoritmo de Winograd, adaptados para a DHT.

3. Apresentar uma revisão sobre a aproximações existentes para a DCT e a DHT.

4. Propor métodos de busca de transformadas aproximadas para a DHT baseados em parame-

trização.

5. Derivar novas aproximações para a DHT de comprimento N = 3, 5, 7, 8, 16, 32.

6. Realizar um experimento computacional com as transformadas aproximadas de compri-

mento N = 32 no contexto de reconhecimento facial, comparando o desempenho com o

da DHT exata.

1.2 Estrutura do Documento

O presente trabalho está estruturado da seguinte forma. No Capítulo 2, as transformadas

de Fourier e Hartley são apresentadas. Nas Seções 2.1 e 2.2, a relação existente entre a DFT e

DHT é demonstrada, bem como a representação matricial, a complexidade computacional e as

principais propriedades dessas transformadas. Nas Seções 2.3 e 2.4, respectivamente, as versões

bidimensionais da DFT e da DHT são definidas. Por fim, na Seção 2.5, são apresentados alguns

dos algoritmos rápidos mais conhecidos para a transformada de Hartley, o de Winograd e os de

dizimação no tempo e dizimação na frequência de Cooley-Tukey.

No Capítulo 3, são apresentados métodos conhecidos para aproximar transformadas

discretas e algumas das aproximações existentes na literatura. Na Seção 3.1, demonstra-se

como obter aproximações a partir de racionais diádicos ou de elementos no conjunto P e são

definidos os conceitos de ortogonalidade e ortonormalidade de matrizes utilizados neste trabalho.

Nas Seções 3.2 e 3.3 são exibidas algumas aproximações para a DCT e as duas transformadas

aproximadas para a DHT encontradas na literatura, respectivamente.

No Capítulo 4, são apresentados dois métodos baseados em parametrização para derivar

novas aproximações da DHT. O primeiro método, descrito na Seção 4.1, utiliza a representação
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matricial da DHT em sua forma não fatorada e o segundo, descrito na Seção 4.2, emprega

fatorações associadas aos algoritmos de Winograd e de Cooley-Tukey. Na Seção 4.3, é descrito

um problema de otimização multiobjetivo e são apresentadas as figuras de mérito empregadas

para estimar a similaridade das aproximações em relação à transformada exata.

No Capítulo 5, os resultados da implementação da metodologia de busca de aproximações

são apresentados para os comprimentos N = 3, 5, 7, 8, 16, 32. Na Seção 5.1, são exibidas as

novas transformadas aproximadas, geradas como soluções do problema de otimização proposto.

As métricas de desempenho dessas aproximações são apresentadas em conjunto com os vetores de

parametrização correspondentes. A complexidade computacional de algumas das transformadas

aproximadas é comparada com a complexidade da DHT exata na Seção 5.2. Uma síntese

das aproximações derivadas neste trabalho e a quantidade de aproximações obtidas para cada

comprimento e método são apontadas na Seção 5.3.

No Capítulo 6, as aproximações de comprimento N = 32 são avaliadas no contexto de

reconhecimento facial. Assim, um método de verificação facial baseado em filtros de correlação

no domínio da frequência de Hartley é proposto, em que as aproximações para a DHT obtidas

são estendidas para transformadas bidimensionais. Na Seção 6.1, são abordados alguns filtros de

correlação básicos, com destaque para o filtro de mínima energia de correlação média (MACE

- minimum average correlation energy). Na Seção 6.2, é demonstrada uma expressão para

projetar filtros MACE no domínio de Hartley. Nas Seções 6.3 e 6.4, é apresentado um sistema de

verificação facial utilizando filtros MACE e um experimento computacional é conduzido para

avaliar o desempenho das transformadas aproximadas de comprimento N = 32 em comparação

com a DHT exata.

Por fim, no Capítulo 7, são apresentadas as conclusões e principais contribuições da

presente dissertação, assim como sugestões para trabalhos futuros.
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2 TRANSFORMADAS DISCRETAS

A análise espectral é um importante campo no âmbito de processamento de sinais, no

qual a transformada de Fourier dispõe de uma ampla gama de aplicações [19]. A utilidade da

DFT consiste em passar um sinal temporal para o domínio da frequência e assim analisar seu

conteúdo espectral em termos de amplitude e fase [68]. Essa possibilidade, decorre do fato que

os coeficientes do sinal no domínio de Fourier representam funções seno e cosseno em uma

determinada frequência [10].

A relevância da transformada de Fourier na análise de séries temporais é indiscutível,

porém a necessidade de uso de aritmética complexa é uma desvantagem inerente ao seu cômputo

[29]. Enquanto a maioria dos sinais observados em aplicações práticas são reais, a transformação

desses sinais para o domínio da frequência de Fourier produz valores complexos [68].

A transformada de Hartley foi proposta inicialmente como uma alternativa para analisar

um dado sinal em função de suas senóides [26]. Essa transformada fornece as mesmas infor-

mações espectrais que a transformada de Fourier, com a vantagem de mapear sinais reais em

um domínio transformado também real [69]. Entretanto, a transformada de Hartley permaneceu

relativamente desconhecida por um longo período até ser reapresentada por Bracewell em sua

forma discreta, a DHT [27].

Nas próximas seções, são definidas as transformadas de Fourier e de Hartley. A relação

existente entre a DFT e DHT é apresentada, bem como a representação matricial e a complexidade

computacional dessas transformadas. Em seguida, são exibidas as principais propriedades da

transformada de Hartley, e as versões bidimensionais da DFT e da DHT são definidas. Por fim,

são apresentados alguns dos algoritmos rápidos mais tradicionais para a DHT.

2.1 Transformada Discreta de Fourier

A transformada de Fourier originou-se a partir do trabalho desenvolvido por Fourier

sobre a propagação de ondas de calor em 1807 [17]. Uma função x(t), em que t ∈ (−∞,∞),

tem sua transformada de Fourier definida por:

X(ω) ,
∫ ∞
−∞

x(t)e−jωtdt, (2.1)
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se a integral convergir para um número [70]. Neste trabalho, a unidade imaginária é denotada

por j ,
√
−1. Uma condição suficiente para a existência da transformada de Fourier é que x(t)

seja absolutamente integrável, ou seja,∫ ∞
−∞
|x(t)| dt <∞. (2.2)

A transformada X (ω) é uma função contínua no domínio da frequência ω, sendo única

para um dado sinal x(t). As funções x (t) e X (ω) formam um par de transformadas, que é

representado por x (t) F←→ X (ω). Em geral, a transformada de Fourier é complexa e pode ser

apresentada da seguinte forma:

X (ω) = < (X (ω)) + j= (X (ω)) , (2.3)

em que < (·) e = (·) retornam a parte real e imaginária de seus argumentos.

A transformada inversa é dada por:

x (t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X (ω) ejωtdω. (2.4)

No contexto de processamento digital de sinais, um sinal pode ser considerado um vetor

N -dimensional dado por x = [x0 x1 . . . xN−1]
> ∈ RN , em que N é um inteiro positivo [10].

A transformada discreta de Fourier de x é dada por um vetor X de mesma dimensão, cujos

elementos são:

Xk ,
N−1∑
n=0

xne
−j2πnk/N , k = 0, 1, . . . , N − 1, (2.5)

A transformada inversa é dada por:

xn =
1

N

N−1∑
k=0

Xke
j2πnk/N , n = 0, 1, . . . , N − 1. (2.6)

Deste modo, os vetores x e X formam um par de transformadas, denotado por x F←→ X.

Representação Matricial

A DFT, assim como outras diversas transformadas discretas, é uma transformação linear

entre espaços de dimensão finita N . Portanto, o mapeamento do vetor x no vetor X pode ser

efetuado por meio da seguinte operação de multiplicação matricial:

X = FN · x, (2.7)



24

em que FN é a representação matricial da DFT de comprimento N dada por:

FN =



1 1 1 · · · 1

1 ωN ω2
N · · · ω

(N−1)
N

1 ω2
N ω4

N · · · ω
2(N−1)
N

...
...

... . . . ...

1 ω
(N−1)
N ω

2(N−1)
N · · · ω

(N−1)(N−1)
N


, (2.8)

em que ωN , e−j2π/N .

Complexidade Computacional

Para calcular os coeficientes da DFT, conforme as Equações 2.5 ou 2.7, são necessárias no

máximo N2 multiplicações complexas e N(N − 1) adições complexas [36]. Uma multiplicação

complexa pode ser expressa por

A+ jB = (C + jD) · (E + jF ), (2.9)

portanto são realizadas as seguintes operações:

A = CE −DF, (2.10a)

B = CF +DE, (2.10b)

demandando um total de quatro multiplicações reais e duas adições reais. E, como cada adição

complexa requer duas adições reais, o cálculo da DFT pela definição requer no máximo 4N2

multiplicações reais e 4N(N − 1/2) adições reais.

As Equações 2.10 podem ser realizadas de outro modo:

A = (C −D)F + C(E − F ), (2.11a)

B = (C −D)F +D(E + F ). (2.11b)

Assim, como o termo (C − D)F é repetido por duas vezes, uma operação de multiplicação

é evitada, sendo necessário realizar apenas três multiplicações reais. Contudo, o número de

adições reais aumenta para cinco, o que ainda pode ser vantajoso, uma vez que as operações de

multiplicação são computacionalmente mais custosas [37].
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Os elementos da representação matricial da DFT são constantes, por isso, algumas

operações necessárias para realizar uma multiplicação podem ser computadas previamente.

No contexto das Equações 2.11, se E e F são elementos da matriz da DFT, as operações

(E + F ) e (E − F ) não precisam ser calculadas repetidas vezes. Portanto, considerando esta

última abordagem, são necessárias três multiplicações e três adições reais para efetuar uma

multiplicação complexa. Desse modo, o cálculo da DFT de comprimento N exige no máximo

3N2 multiplicações reais e 5N(N − 2/5) adições reais.

2.1.1 Propriedades da DFT

A seguir, são apresentadas algumas das principais propriedades da DFT. Outras proprie-

dades, bem como as demonstrações destas, podem ser encontradas em [10].

Linearidade

Sejam x e y dois vetores, que formam os pares de transformadas x F←→ X e y
F←→ Y.

Então,

ax+ by
F←→ aX+ bY, (2.12)

em que a, b ∈ R.

Reversão no Tempo

Dados os vetores x e X que formam o par de transformadas x F←→ X, então a reversão

do sinal no tempo acarreta na reversão do sinal na frequência de Fourier:

x−
F←→ X−, (2.13)

em que x− = [x0 xN−1 xN−2 . . . x2 x1]
> e X− = [X0 XN−1 XN−2 . . . X2 X1]

>.

Simetrias Par e Ímpar

Seja x um vetor real, é possível decompor tal vetor do seguinte modo:

x = xe + xo, (2.14)

em que xe e xo são as partes par e ímpar de x, respectivamente, e são calculadas por:

xe =
1

2
(x+ x−) , (2.15a)
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xo =
1

2
(x− x−) . (2.15b)

Dado o par de transformadas x F←→ X. A DFT de xe é a parte real de X:

xe
F←→ < (X) , (2.16)

e a DFT de xo é obtida a partir da parte imaginária de X:

xo
F←→ j= (X) . (2.17)

Deslocamento Circular no Tempo

Seja x
F←→ X um par de transformadas, o deslocamento circular do vetor temporal em

m pontos leva ao seguinte par de transformadas:

xm
F←→ e−j2πmk/NX, (2.18)

em que xm = [x((−m))N
x((1−m))N

. . . x((N−1−m))N
]> e ((a))b representa a operação (a módulo b).

Convolução Circular e Produto

Dados os vetores x e y, a convolução circular entre os dois vetores é definida como [10]:

x~ y =
N−1∑
m=0

xmy((n−m))N
. (2.19)

Sejam x
F←→ X e y

F←→ Y os pares de transformadas obtidos com os vetores x e y, a

DFT da convolução circular desses sinais é dada por:

x~ y
F←→ XY, (2.20)

e a DFT do produto dos sinais é representada por:

xy
F←→ 1

N
X~Y. (2.21)

Teorema de Parseval

O Teorema de Parseval para a transformada discreta de Fourier é dado por:

N−1∑
n=0

|xn|2 =
1

N

N−1∑
k=0

|Xk|2 , (2.22)

em que a energia do sinal nos domínios do tempo e da freqüência é preservada.
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2.2 Transformada Discreta de Hartley

Em 1942, uma transformada integral foi introduzida por Hartley como uma alternativa

mais simétrica para a Análise de Fourier [26]. Tal transformada, posteriormente denominada de

Transformada de Hartley, é definida por:

X(ω) ,
∫ ∞
−∞

x(t) cas(ωt)dt, (2.23)

em que cas(t) , cos(t) + sen(t). A sua transformada inversa é dada por:

x(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X(ω) cas(ωt)dt. (2.24)

O par de transformadas x(t) H←→ X(ω), definido nas Equações 2.23 e 2.24, é uma

involução, ou seja, as relações direta e inversa são as mesmas a menos de um fator de escala.

Além disso, o espectro de Hartley de um sinal real é também real, ao contrário do espectro de

Fourier, que geralmente é complexo para sinais reais.

Assim como ocorreu com a transformada de Fourier, também foi proposta uma versão

discreta para a transformada de Hartley [27]. A transformada discreta de Hartley e sua inversa

formam o par de transformadas x H←→ X, definido pelas seguintes expressões [27]:

Xk ,
N−1∑
n=0

xn cas

(
2πnk

N

)
, k = 0, 1, . . . , N − 1, (2.25)

xn =
1

N

N−1∑
n=0

Xk cas

(
2πnk

N

)
, n = 0, 1, . . . , N − 1. (2.26)

A DHT de um sinal real pode ser obtida a partir de sua DFT. Para diferenciar os sinais

transformados e os seus coeficientes, quando houver menção a ambos os domínios, os símbolos

H e F sobrescritos serão utilizados para indicar Hartley e Fourier, respectivamente.

As Equações 2.25 e 2.5 podem ser reescritas como:

XHk =
N−1∑
n=0

xn

[
cos

(
2πnk

N

)
+ sen

(
2πnk

N

)]
e (2.27)

XFk =
N−1∑
n=0

xn

[
cos

(
2πnk

N

)
− j sen

(
2πnk

N

)]
, (2.28)
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em que k = 0, 1, . . . , N − 1. Assim, é possível deduzir que:

XH = <
(
XF
)
−=

(
XF
)
. (2.29)

Por outro lado, a DFT também pode ser calculada por meio da DHT, uma vez que:

XF = XHe − jXHo , (2.30)

em que Xe e Xo são as partes par e ímpar de X, obtidas conforme a Equação 2.15.

Representação Matricial

A transformação de um sinal de entrada x para o domínio espectral de Hartley pode ser

realizada por meio da seguinte multiplicação matricial:

X = HN · x, (2.31)

em que a matriz da DHT é dada por:

HN =



1 1 1 · · · 1

1 h1,1 h1,1 · · · h1,N−1

1 h2,1 h2,2 · · · h2,N−1
...

...
... . . . ...

1 hN−1,1 hN−1,2 · · · hN−1,N−1


, (2.32)

em que hn,k , cas
(
2πnk
N

)
.

Complexidade Computacional

Para calcular a transformada discreta de Hartley pela definição da Equação 2.25, são

necessárias no máximo N2 multiplicações reais e N(N − 1) adições reais. Inspecionando a

representação matricial da DHT, percebe-se que a primeira linha e a primeira coluna possuem

apenas elementos 1, que não contribuem para o número de multiplicações. A depender do

comprimento de bloco da transformada, existem outros elementos na matriz que permitem a

redução de operações aritméticas.

2.2.1 Propriedades da DHT

A seguir, são apresentadas algumas das principais propriedades da DHT. Outras proprie-

dades, bem como as demonstrações destas, podem ser encontradas em [28].
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Linearidade

Sejam x e y dois vetores, que formam os pares de transformadas x H←→ X e y
H←→ Y.

Então,

ax+ by
H←→ aX+ bY, (2.33)

em que a, b ∈ R.

Reversão no Tempo

Dados os vetores x e X que formam o par de transformadas x H←→ X, então a reversão

do sinal no tempo acarreta na reversão do sinal na frequência de Hartley:

x−
H←→ X−, (2.34)

em que x− = [x0 xN−1 xN−2 . . . x2 x1]
> e X− = [X0 XN−1 XN−2 . . . X2 X1]

>.

Simetrias Par e Ímpar

Dado o par de transformadas x H←→ X, em que x é real. A DHT de xe é a parte par de

X:

xe
H←→ Xe, (2.35)

e a DHT de xo é a parte ímpar de X:

xo
H←→ Xo. (2.36)

Deslocamento Circular no Tempo

Seja x
H←→ X um par de transformadas, o deslocamento circular da sequência temporal

em m pontos leva ao seguinte par de transformadas:

xm
H←→ cos

(
2πmk

N

)
X+ sen

(
2πmk

N

)
X−. (2.37)

Convolução Circular e Produto

Sejam x
H←→ X e y

H←→ Y os pares de transformadas obtidos com os vetores x e y, a

DHT da convolução circular desses sinais é dada por:

x~ y
H←→ 1

2
(XY −X−Y− +X−Y +XY−) , (2.38)
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e a DHT do produto dos sinais é representada por:

xy
H←→ 1

2N
(X~Y −X− ~Y− +X− ~Y +X~Y−) . (2.39)

Teorema de Parseval

O Teorema de Parseval para a transformada discreta de Hartley é dado por:

N−1∑
n=0

|xn|2 =
1

N

N−1∑
k=0

|Xk|2 , (2.40)

em que a energia do sinal nos domínios do tempo e da freqüência é preservada.

2.3 Transformada Discreta de Fourier Bidimensional

No contexto de processamento de imagens digitais, em que uma imagem discreta é

representada por uma matriz de dimensão M ×N :

x =


x0,0 x0,1 · · · x0,N−1

x1,0 x1,1 · · · x1,N−1
...

... . . . ...

xM−1,0 xM−1,1 · · · xM−1,N−1

 ∈ RM×N , (2.41)

a transformada discreta de Fourier bidimensional (2D DFT) de x é dada por uma matriz X de

mesma dimensão, cujos elementos são [71]:

Xk,l ,
M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

xm,ne
−j2π(km/M+nl/N), (2.42)

em que k = 0, 1, . . . ,M − 1 e l = 0, 1, . . . , N − 1.

A transformada de Fourier bidimensional é separável em transformadas de Fourier

unidimensionais. A equação anterior pode ser reescrita como:

Xk,l ,
M−1∑
m=0

[
N−1∑
n=0

xm,ne
−j2πnl/N

]
e−j2πkm/M . (2.43)

Dessa forma, é possível computar a 2D DFT de uma imagem aplicando a DFT às linhas e, em

seguida, às colunas do resultado [71]. Na forma matricial, a 2D DFT pode ser calculada por meio

da seguinte operação:

X = FM · x · FN , (2.44)

em que a matriz F foi definida na Equação 2.8.
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2.4 Transformada Discreta de Hartley Bidimensional

A transformada discreta de Hartley bidimensional (2D DHT) de uma imagem x de

dimensão M ×N é uma matriz X com coeficientes definidos por [72]:

Xk,l ,
M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

xm,n cas

[
2π

(
km

M
+
nl

N

)]
, (2.45)

em que k = 0, 1, . . . ,M − 1 e l = 0, 1, . . . , N − 1.

Ao contrário da transformada de Fourier, o núcleo da transformada de Hartley bidi-

mensional não é separável em um único produto de fatores. Portanto, a 2D DHT não pode ser

computada por meio da transformada das linhas e, seguidamente, das colunas [72].

A aplicação da identidade trignométrica

cas(a+ b) =
1

2
[cas(a) cas(b) + cas(−a) cas(b) + cas(a) cas(−b)− cas(−a) cas(−b)] (2.46)

na Equação 2.45 conduz à seguinte expressão:

Xk,l =
1

2

{
M−1∑
m=0

[
N−1∑
n=0

xm,n cas

(
2πnl

N

)]
cas

(
2πkm

M

)

+
M−1∑
m=0

[
N−1∑
n=0

xm,n cas

(
2πnl

N

)]
cas

(
−2πkm
M

)

+
M−1∑
m=0

[
N−1∑
n=0

xm,n cas

(
−2πnl
N

)]
cas

(
2πkm

M

)

−
M−1∑
m=0

[
N−1∑
n=0

xm,n cas

(
−2πnl
N

)]
cas

(
−2πkm
M

)}
.

(2.47)

Deste modo, o cálculo da 2D DHT pode ser efetuado por meio da seguinte operação matricial:

X =
1

2

(
HM · x ·HN +H

(c)
M · x ·HN +HM · x ·H(c)

N −H
(c)
M · x ·H

(c)
N

)
, (2.48)

em que H foi definida na Equação 2.32 e H(c) é uma permutação da matriz H, de modo que as

colunas estão em ordem reversa, exceto pela primeira coluna.

A expressão anterior para o cálculo da 2D DHT pode ser reapresentada como:

X =
1

2

[(
HM +H

(c)
M

)
· x ·HN +

(
HM −H

(c)
M

)
· x ·H(c)

N

]
. (2.49)

Utilizando como exemplo uma imagem x de dimensão 4× 4, a sua transformada no domínio de

Hartley é dada por:

X =
1

2

[(
H4 +H

(c)
4

)
· x ·H4 +

(
H4 −H

(c)
4

)
· x ·H(c)

4

]
, (2.50)
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em que

H4 =


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

 , H
(c)
4 =


1 1 1 1

1 −1 −1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

 .

As Equações 2.29 e 2.30, que relacionam a DHT com a DFT, também servem para

relacionar a 2D DHT com a 2D DFT. Essa relação fica evidente ao se expandir as Equações 2.45

e 2.42 em função de senos e cossenos:

XHk,l =
M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

xm,n

[
cos

(
2πkm

M

)
cos

(
2πnl

N

)
− sen

(
2πkm

M

)
sen

(
2πnl

N

)
+ cos

(
2πkm

M

)
sen

(
2πnl

N

)
+ cos

(
2πkm

M

)
sen

(
2πnl

N

)]
,

(2.51)

XFk,l =
M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

xm,n

{
cos

(
2πkm

M

)
cos

(
2πnl

N

)
− sen

(
2πkm

M

)
sen

(
2πnl

N

)
−j
[
cos

(
2πkm

M

)
sen

(
2πnl

N

)
+ cos

(
2πkm

M

)
sen

(
2πnl

N

)]}
.

(2.52)

em que k = 0, 1, . . . ,M − 1 e l = 0, 1, . . . , N − 1.

2.5 Algoritmos Rápidos da DHT

Um algoritmo rápido é um método para realizar uma operação matemática de modo

computacionalmente mais eficiente [36]. A complexidade e eficiência de um algoritmo depende

de uma série de parâmetros, que por vezes são difíceis de serem mensurados [36]. No contexto

das transformadas discretas, o desempenho dos algoritmos rápidos é normalmente estimado em

função do número de operações de adição e multiplicação, ou seja, a complexidade computacional

de um algoritmo é avaliada pela complexidade aritmética [73].

As operações de multiplicação contribuem mais que as de adição para o tempo de

execução e consumo de energia em implementações de algoritmos [37]. Dessa forma, os esforços

no desenvolvimento de algoritmos rápidos são usualmente direcionados para a redução da

complexidade multiplicativa, mesmo que em algumas situações seja necessário incrementar a

complexidade aditiva [54].

A teoria da complexidade multiplicativa foi bem explorada por Heideman em [38] e se

destina a várias transformadas discretas usadas em processamento de sinais. Em tal trabalho,
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determinou-se o número mínimo de multiplicações para o cálculo de transformadas discretas

de Fourier de comprimento N . Também foi comprovado que a DFT e a DHT são sistemas

equivalentes em termos de complexidade multiplicativa, possuindo o mesmo limite inferior de

operações de multiplicação. Em consequência, os algoritmos desenvolvidos para a DFT podem

ser adaptados para a DHT [74].

Algoritmos para o cômputo da DFT são genericamente denominados de transformada

rápida de Fourier (FFT). A maioria desses algoritmos possui uma versão correspondente para

o cálculo da DHT [74], chamados de transformada rápida de Hartley (FHT). A seguir, são

apresentados os algoritmos de dizimação no tempo e dizimação na frequência de Cooley-

Tukey [75] e o algoritmo de Winograd [76], adaptados para a DHT.

A função cas(·), núcleo da transformada de Hartley, é bastante utilizada e manipulada

algebricamente na próxima seção. Por isso, algumas de suas identidades trigonométricas são

aqui exibidas:

cas(a+ b) = cas(a) cas(b)− 2 sen(a) sen(b), (2.53a)

cas(a+ b) = cas(a) cos(b) + cas(−a) sen(b), (2.53b)

cas(−a) = cas(a)− 2 sen(a). (2.53c)

2.5.1 Cooley-Tukey

Os algoritmos rápidos para transformadas discretas passaram a ter destaque a partir do

trabalho desenvolvido por Cooley e Tukey em 1965 [75]. O algoritmo proposto consiste em

realizar uma mudança de índices da DFT, de modo que uma transformada unidimensional seja

mapeada em uma transformada bidimensional. Assim, uma transformada de comprimento com-

posto N = LK pode ser decomposta em L transformadas de comprimento K e K transformadas

de comprimento L. Um fato notável é que essa técnica já havia sido desenvolvida por Carl

Friedrich Gauss ainda no século XIX, porém sua contribuição permaneceu despercebida por

muitos anos, tendo sido publicada somente após ser redescoberta por Cooley e Tukey [77].

Uma versão do algoritmo de Cooley-Tukey para a DHT foi apresentada em [74]. Uma

reindexação da Equação 2.25 é realizada da seguinte forma:

n = n1 + Ln2, (2.54a)
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k = k1 +Kk2, (2.54b)

em que 0 ≤ n1, k2 < L, 0 ≤ n2, k1 < K e N = LK é o comprimento da transformada. Desse

modo, obtém-se:

Xk1+Kk2 =
L−1∑
n1=0

K−1∑
n2=0

xn1+Ln2 cas

(
2π

N
(n1 + Ln2) (k1 +Kk2)

)
. (2.55)

Fazendo uso de identidades trigonométricas a Equação 2.55 é expressa por:

Xk1+Kk2 =
L−1∑
n1=0

K−1∑
n2=0

xn1+Ln2

[
cas

(
2π

N
n1k1

)
cas

(
2π

K
n2k1

)
cas

(
2π

L
n1k2

)
− 2 sen

(
2π

K
n2k1

)
cos

(
2π

L
n1k2

)
sen

(
2π

N
n1k1

)
− 2 sen

(
2π

K
n2k1

)
sen

(
2π

L
n1k2

)
cos

(
2π

N
n1k1

)
− 2 sen

(
2π

K
n2k1

)
sen

(
2π

L
n1k2

)
sen

(
2π

N
n1k1

)
−2 cos

(
2π

K
n2k1

)
sen

(
2π

L
n1k2

)
sen

(
2π

N
n1k1

)]
.

(2.56)

Para escolhas específicas, como L = 2 ou K = 2, elimina-se alguns termos do somatório

acima. Em seguida, são apresentados os casos particulares de dizimação no tempo e dizimação

na frequência, em que os algoritmos fazem uso da decomposição do sinal temporal e do sinal

transformado, respectivamente.

Dizimação no Tempo

Uma decomposição para transformadas com comprimento de blocoN = 2M foi proposta

por Bracewell em [78]. Adotando L = 2 e K = N/2, a Equação 2.56 torna-se:

Xk1+
N
2
k2

=

N
2
−1∑

n2=0

x2n2 cas

(
2π

N
2n2k1

)
+ (−1)k2

N
2
−1∑

n2=0

x2n2+1 cas

(
2π

N
(2n2 + 1) k1

)
. (2.57)

Fazendo as substituições k1 = k − N
2
k2 e n2 = n, conduz à seguinte equação:

Xk =

N
2
−1∑

n=0

x2n cas

(
2π

N
2nk

)
+

N
2
−1∑

n=0

x2n+1 cas

(
2π

N
(2n+ 1) k

)
. (2.58)
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Utilizando no segundo somatório a propriedade apresentada na Equação 2.53b, tem-se que:

Xk =

N
2
−1∑

n=0

x2n cas

(
2π

N/2
nk

)
+

N
2
−1∑

n=0

x2n+1 cas

(
2π

N/2
nk

)
cos

(
2π

N
k

)
+

N
2
−1∑

n=0

x2n+1 cas

(
2π

N/2
n (N − k)

)
sen

(
2π

N
k

)
.

(2.59)

Na expressão acima, o vetor x de comprimento N é separado em dois vetores meno-

res, x2n e x2n+1, de comprimento N
2

, cujos elementos são as amostras de índice par e ímpar,

respectivamente. A Equação 2.59 pode ser reescrita de outra forma:

Xk = X
(2n)
k +X

(2n+1)
k cos

(
2π

N
k

)
+X

(2n+1)
N−k sen

(
2π

N
k

)
, (2.60)

em que o primeiro termo após a igualdade corresponde à DHT dos componentes pares do vetor

x, o segundo termo é a DHT dos componentes ímpares multiplicada por fatores de ajuste, e o

último termo é a DHT dos componentes ímpares revertida e também multiplicada por fatores de

ajuste.

As complexidades multiplicativa e aditiva da transformada discreta de Hartley para

comprimentos pares são dadas por:

MR =MR

(
N

2

)
+N, (2.61a)

AR = AR

(
N

2

)
+ 2N. (2.61b)

Quando o comprimento do bloco é do tipo N = 2M , as transformadas de comprimento N
2

podem

ser decompostas em outras duas transformadas de comprimento N
4

, assim, a decomposição é

aplicada recursivamente até que sejam obtidas transformadas de comprimento 2. Resolvendo as

Equações 2.61, obtém-se as seguintes cotas superiores:

MR = N log2N, (2.62a)

AR = 2N log2N. (2.62b)
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Algumas multiplicações e adições ainda podem ser evitadas na implementação deste

algoritmo de dizimação no tempo, sendo possível reduzir as complexidades aritméticas para [74]:

MR = N log2N − 3N + 4, (2.63a)

AR =
3

2
N log2N −

3

2
N + 2. (2.63b)

Dizimação na Frequência

A dizimação na frequência é o oposto da dizimação no tempo, em termos dos fatores de

decomposição do comprimento N . Para comprimentos de bloco N = 2M , atribui-se L = N/2 e

K = 2 e a Equação 2.56 torna-se [74]:

X2k2+k1 =

N
2
−1∑

n1=0

[
xn1 + (−1)k1 xn1+

N
2

]
cas

(
2π

N
n1 (k1 + 2k2)

)
. (2.64)

As componentes de índice par do vetor X no domínio de Hartley são obtidas quando

k1 = 0 e substituindo n1 = n e k2 = k:

X2k =

N
2
−1∑

n=0

(
xn + xn+N

2

)
cas

(
2π

N/2
nk

)
. (2.65)

Para k1 = 1, obtém-se as componentes ímpares do vetor transformado X. Substituindo

k2 = k e usando a propriedade apresentada na Equação 2.53a, tem-se que:

X2k+1 =

N
2
−1∑

n1=0

(
xn1 − xn1+

N
2

)
cas

(
2π

N/2
n1k

)
cos

(
2π

N
n1

)
+

N
2
−1∑

n1=0

(
xn1 − xn1+

N
2

)
cas

(
2π

N/2
(N − n1) k

)
sen

(
2π

N
n1

)
.

(2.66)

Substituindo n1 = n no primeiro somatório e n1 =
N
2
− n no segundo somatório, a expressão

torna-se:

X2k+1 =

N
2
−1∑

n=0

[(
xn − xn+N

2

)
cos

(
2π

N
n

)
+
(
xN

2
−n − xN−n

)
sen

(
2π

N
n

)]
cas

(
2π

N/2
nk

)
.

(2.67)

Os somatórios apresentados nas Equações 2.65 e 2.66 são transformadas discretas de

Hartley de comprimento N
2

. Cada uma dessas transformadas pode ser decomposta de modo
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similar em transformadas menores. As complexidades multiplicativa e aditiva para este algoritmo

são idênticas às complexidades do algoritmo de dizimação no tempo. A escolha de um desses

algoritmos em detrimento do outro deve ser baseada na viabilidade da implementação, uma vez

que o desempenho deles é o mesmo.

2.5.2 Winograd

O método proposto por Winograd consiste em calcular a DFT para pequenos com-

primentos de bloco [76]. No algoritmo de Winograd, a matriz da DFT é expressa por [76]:

FN = CDA, (2.68)

em que A e C são matrizes puramente reais, de pré-adição e pós-adição, respectivamente, e D é

uma matriz de multiplicação, que usualmente é complexa.

As matrizes A e C possuem elementos apenas no conjunto {0,±1} e, portanto, não

contribuem para a complexidade multiplicativa. A matriz D representa as multiplicações do

algoritmo e pode ser decomposta nas partes real e imaginária. Logo, a matriz da DFT pode ser

representanda por:

FN = C (< (D) + j= (D))A = C< (D)A+ jC= (D)A. (2.69)

A partir da Equação 2.29, a representação matricial da DHT é obtida subtraindo a parte

imaginária da parte real:

HN = C< (D)A−C= (D)A = C (< (D)−= (D))A. (2.70)

Dessa forma, o algoritmo de Winograd adaptado para Hartley é dado por [74]:

HN = CBA, (2.71)

em que B = < (D)−= (D).

Um fato curioso é que a matriz D é uma matriz diagonal com elementos puramente reais

ou puramente imaginários [36]. Portanto, o algoritmo de Winograd para a DHT tem a mesma

complexidade multiplicativa que o algoritmo para a DFT.
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3 TRANSFORMADAS APROXIMADAS

Os algoritmos rápidos discutidos anteriormente proporcionam uma significativa redução

das multiplicações necessárias para o cálculo da transformada discreta de Hartley. Conforme

demonstrado em [38], a complexidade multiplicativa da DHT é limitada inferiormente por uma

valor que depende do comprimento de bloco da transformada. O avanço nesta área de pesquisa

culminou no surgimento de algoritmos rápidos que atingiram as cotas inferiores de operações de

multiplicação, ou valores muito próximos a elas.

A quantidade de operações de multiplicação, ainda que bastante reduzida, permanece

como um dos fatores de maior peso para a complexidade computacional [37]. A implementação

em hardware de multiplicações por números irracionais exige o uso de aritmética de ponto

flutuante, que eleva o consumo de energia e o tempo de execução [52]. Uma alternativa para

eliminar completamente as multiplicações é considerar métodos de aproximação capazes de

derivar transformadas aproximadas que não estão sujeitas aos limites teóricos da complexidade

multiplicativa.

Transformadas aproximadas podem ser obtidas a partir da aproximação dos elementos

contidos na representação matricial de uma transformada discreta [53]. O desenvolvimento dessas

transformadas é fundamentado na preservação das propriedades matemáticas da transformada

exata. Assim, o cálculo das aproximações é computacionalmente menos custoso, enquanto o

desempenho obtido é similar em termos de determinados critérios práticos.

Em virtude da vasta utilidade da DCT no contexto de compressão de imagem e vídeo,

foram propostas várias aproximações livre de multiplicações para seu cômputo [56–66]. No en-

tanto, aproximações para a DHT ainda seguem pouco exploradas na literatura, sendo investigadas

apenas em [63, 67].

Nas próximas seções, são apresentados métodos conhecidos para aproximar transforma-

das discretas, algumas das aproximações existentes para a DCT e duas transformadas aproxima-

das da DHT disponíveis na literatura.
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3.1 Aproximações para Transformadas Discretas

Um método conhecido para aproximar transformadas discretas emprega racionais diádi-

cos como elementos de entrada das matrizes aproximadas [40]. O conjunto dos racionais diádicos

é definido como:
p

2k
, p, k ∈ Z, p - 2, (3.1)

ou seja, é o conjunto das frações que possuem denominadores na forma de potência de dois.

Em circuitos digitais, as operações de multiplicação ou divisão por potências de dois

são implementadas por meio de deslocamento de bits. Dessa forma, uma multiplicação por um

racional diádico pode ser realizada usando apenas deslocamento de bits e adições [40], o que

requer um menor custo de implementação do que multiplicações [37]. Um valor x multiplicado

pelo racional diádico 29/32, por exemplo, pode ser representado por:

29

32
x =

1

2
x+

1

22
x+

1

23
x+

1

25
x, ou (3.2a)

29

32
x = 1− 3

32
x = 1− 1

24
x− 1

25
x. (3.2b)

A primeira expressão requer três adições e quatro deslocamentos, enquanto a segunda requer

duas adições e dois deslocamentos.

Essa forma de representar os racionais diádicos viabilizou a elaboração de aproximações

sem multiplicações, baseadas em lifting scheme [54, 55]. Contudo, o uso de tal metodologia

implica no incremento do número de adições e deslocamento de bits.

Uma alternativa para obter transformadas aproximadas de ordem N , sem aumentar a

complexidade aditiva, consiste em projetar matrizes quadradas TN de baixa complexidade com

elementos definidos no conjunto P = {0,±1/2,±1,±2} [56]. Em termos de aritmética digital,

uma operação de multiplicação por um elemento em {±1/2,±2} demanda um deslocamento de

bits e uma multiplicação por um elemento em {0,±1} não requer nenhuma operação.

Considerando AN a matriz que representa uma transformada discreta arbitrária, uma

aproximação matricial para essa transformada, ÂN , é definida de modo que:

X̂ = ÂN · x ≈ AN · x = X. (3.3)

Portanto, de acordo com alguns critérios de desempenho predeterminados, X̂ ≈ X [40]. As

matrizes aproximadas ÂN podem ser obtidas a partir de matrizes de baixa complexidade TN .
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A busca por aproximações deve ser baseada na redução da complexidade computacional e na

preservação das propriedades da transformada exata.

Ortogonalidade

Uma característica importante de algumas transformadas discretas é a ortogonalidade, por

isso, é desejável que aproximações para tais transformadas conservem essa propriedade. Para uma

matriz ortogonal, sua inversa pode ser obtida a partir de sua transposta. Assim, se a transformada

de baixa complexidade for ortogonal, sua inversa também será de baixa complexidade. A seguir,

são apresentadas duas definições usadas neste trabalho para a ortogonalidade e a ortonormalidade

de matrizes reais.

Definição 3.1. Uma matriz T é dita ser ortogonal se T ·T> resulta em uma matriz diagonal.

Definição 3.2. Uma matriz T é dita ser ortonormal se T ·T> resulta em uma matriz identidade.

As transformadas discretas de Hartley e Fourier, conforme apresentadas neste trabalho,

são ortogonais. Tais transformadas também podem ser representadas na forma ortonormal, em

que suas matrizes são multiplicadas por um fator de escala. Dessa forma, é interessante derivar

aproximações para essas transformadas que também sejam ortonormais.

Se uma dada matriz de baixa complexidade TN for ortogonal, é possível obter uma

matriz ortonormal ÂN baseada em TN , por meio de decomposição polar [79, 80]. Este método

de ortonormalização calcula uma matriz diagonal de ajuste

S =

√(
TN ·T>N

)−1
, (3.4)

em que
√
· denota a raiz quadrada matricial [81]. Assim, uma aproximação ortonormal é dada

por:

ÂN = S ·TN . (3.5)

Em algumas aplicações, como em compressão de imagens, a matriz S pode ser incor-

porada na etapa de quantização [64, 65, 82]. Desse modo, não há incremento na complexidade

computacional do processamento.

Para casos em que a matriz de baixa complexidade TN não é ortogonal, a matriz S,

calculada por meio da Equação 3.4, não é diagonal. Nessa situação, o uso de S implica no

aumento do custo computacional de ÂN . Uma alternativa ao caso não ortogonal é substituir os
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elementos fora da diagonal TN ·T>N por zero [83]. Assim, o cálculo da matriz diagonal de ajuste

pode então ser generalizado por:

Ŝ =

√[
diagm

(
TN ·T>N

)]−1
, (3.6)

em que diagm (·) retorna uma matriz diagonal, cuja diagonal é igual a da matriz de entrada. Uma

aproximação não ortonormal baseada em TN não ortogonal é dada por

ÂN = Ŝ ·TN . (3.7)

Observando que para TN ortogonal, Ŝ = S, a Equação 3.7 pode ser sempre utilizada

para derivar uma aproximação, independente de TN ser ortogonal ou não.

A seguir, são apresentadas algumas aproximações conhecidas para DCT e DHT. As

matrizes de baixa complexidade TN , com elementos no conjunto P , são exibidas sem a matriz

diagonal de ajuste.

3.2 Aproximações para a DCT

A transformada discreta do cosseno, em particular a de comprimento de bloco 8, é

bastante utilizada em processamento de imagem e vídeo, como nos padrões de compressão

JPEG [41], MPEG [42] e HEVC [44]. A representação matricial da DCT de ordem 8 é denotada

por:

C8 =
1

2



γ3 γ3 γ3 γ3 γ3 γ3 γ3 γ3

γ0 γ2 γ4 γ6 −γ6 −γ4 −γ2 −γ0
γ1 γ5 −γ5 −γ1 −γ1 −γ5 γ5 γ1

γ2 −γ6 −γ0 −γ4 γ4 γ0 γ6 −γ2
γ3 −γ3 −γ3 γ3 γ3 −γ3 −γ3 γ3

γ4 −γ0 γ6 γ2 −γ2 −γ6 γ0 −γ4
γ5 −γ1 γ1 −γ5 −γ5 γ1 −γ1 γ5

γ6 −γ4 γ2 −γ0 γ0 −γ2 γ4 −γ6



, (3.8)

em que γk = cos (2π (k + 1) /32) [39].

Transformada de Walsh-Hadamard (WHT)

A transformada de Walsh-Hadamard (WHT) de ordem N é representada pela matriz

binária TWHT−N , com elementos apenas em {±1}, e satisfaz a seguinte expressão [84]:

TWHT-N ·T>WHT-N = N · IN , (3.9)
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em que IN é a matriz identidade de ordem N . A equação anterior denota que a WHT é uma

transformada ortogonal.

A WHT de comprimento 8 é dada por [85]:

TWHT-8 =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1



. (3.10)

Por ter entradas apenas em {±1}, a WHT é inerentemente de baixa complexidade e

requer apenas operações de adição para sua implementação. Embora a WHT não tenha sido

originalmente proposta como uma aproximação para a DCT, essa transformada é amplamente

utilizada em processamento de imagem, devido ao seu bom desempenho e facilidade de imple-

mentação [84, 86].

DCT Sinalizada (SDCT)

A DCT sinalizada (SDCT) proposta por Haweel foi a primeira aproximação para a DCT

contendo somente elementos do conjunto P [56]. A SDCT é calculada por:

TSDCT = sign(CN), (3.11)

em que sign(·) é a função sinal definida por:

sign(x) =


1, se x > 0,

0, se x = 0,

−1, se x < 0.

(3.12)
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A função sinal opera elemento a elemento, quando aplicada sobre matrizes. Assim, a representa-

ção matricial da SDCT para N = 8 é expressa por:

TSDCT =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 1 1 −1 −1 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1



. (3.13)

A TSDCT de comprimento 8 possui entradas em {±1} e, portanto, requer apenas adições

para sua implementação. Embora essa aproximação não seja ortogonal, sua transformada inversa

é fortuitamente de baixa complexidade.

Aproximação de Nível 1 de Lengwehasatit e Ortega

Lengwehasatit e Ortega introduziram cinco níveis de aproximações para a DCT em [57].

Dentre essas transformadas, a aproximação de nível 1 é a que possui menor complexidade. Tal

transformada é ortogonal e é representada por:

TLO =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 −1 −1 −1

1 1
2
−1

2
−1 −1 −1

2
1
2

1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 1 −1 0 1 −1
1
2
−1 1 −1

2
−1

2
1 −1 1

2

0 −1 1 −1 1 −1 1 0



. (3.14)

Série de Aproximações BAS

As aproximações para a DCT introduzidas por Bouguezel, Ahmad e Swamy são aqui

denominadas de série de aproximações BAS [58–63]. Na Tabela 1, são apresentadas seis trans-

formadas aproximadas da série BAS.
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Tabela 1 – Aproximações da série BAS.

Transformada Representação Matricial Comentário

TBAS-1 [58]



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 0 0 0 1 −1
1
2 −1 1 − 1

2 − 1
2 1 −1 1

2
0 0 0 −1 1 0 0 0


Obtida a partir da introdução de
0s e 1

2
s na TSDCT.

TBAS-2 [59]



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −1 0 0 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 1 0 0 −1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1


Obtida a partir da introdução de
0s na TSDCT. Única aproximação
não ortogonal da série BAS.

TBAS-3 [60]



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 0 0 0 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
0 0 0 −1 1 0 0 0


Obtida a partir da introdução de
0s na TSDCT.

TBAS-4 [61]



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
2 1 −1 −2 2 1 −1 −2
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
1 −2 2 −1 −1 2 −2 1
1 −2 2 −1 1 −2 2 −1


Obtida a partir da DCT inteira de
ordem 4.

TBAS-5(a) [62]



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 a −a −1 −1 −a a 1
0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 1 −1
a −1 1 −a −a 1 −1 a


Obtida a partir da introdução de
um parâmetro a na TBAS-1, em
que a = 0, 1

2
, 2.

TBAS-6 [63]



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1



Obtida a partir de uma permuta-
ção da matriz de Hadamard base-
ada na TSDCT. É idêntica a matriz
de Walsh-Hadamard, TWHT-8.
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DCT Arredondada (RDCT)

A DCT arredondada (RDCT), proposta por Cintra e Bayer [64], é obtida por meio da

seguinte função de arredondamento:

round(x) = sign(x) · b|x|+ 0, 5c , (3.15)

em que bxc é o maior inteiro não superior a x. Essa função opera elemento a elemento, quando

aplicada sobre matrizes.

A RDCT é definida por:

TRDCT = round(2 ·CN). (3.16)

Efetuando o cálculo da expressão anterior para N = 8, a matriz da RDCT é dada por:

TRDCT =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 −1 −1 −1

1 0 0 −1 −1 0 0 1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 1 −1 0 1 −1

0 −1 1 0 0 1 −1 0

0 −1 1 −1 1 −1 1 0



. (3.17)

Esta transformada é ortogonal e requer somente operações de adição para sua implementação.

DCT Arredondada Modificada (MRDCT)

A DCT arredondada modificada (MDRCT) foi introduzida por Bayer e Cintra em [65].

A MRDCT é uma matriz ortogonal, obtida com a inserção de zeros na matriz da RDCT. Sua

representação matricial é denotada por:

TMRDCT =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 −1

1 0 0 −1 −1 0 0 1

0 0 −1 0 0 1 0 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

0 −1 0 0 0 0 1 0

0 −1 1 0 0 1 −1 0

0 0 0 −1 1 0 0 0



. (3.18)
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Devido a esparsidade da matriz da MRDCT, esta transformada possui o menor custo computaci-

onal dentre as aproximações para a DCT registradas na literatura.

Aproximação para RF Imaging

Uma transformada aproximada para uso em imagens de radiofrequência (RF imaging)

foi proposta em [66]. Esta aproximação é obtida a partir do seguinte problema de otimização:

TRF = arg min
T′

ε(T′), (3.19)

em que ε(·) é o erro de energia total, uma métrica de proximidade apresentada na Seção 4.3.1.

As possíveis soluções para o problema de otimização são as matrizes com a configuração

da Equação 3.8, em que as entradas, γk, podem assumir os valores no conjunto {0, 1, 2}. A

resolução do problema conduz a uma transformada ortogonal dada por:

TRF =



1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 0 −1 −1 −2

2 1 −1 −2 −2 −1 1 2

1 0 −2 −1 1 2 0 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −2 0 1 −1 0 2 −1

1 −2 2 −1 −1 2 −2 1

0 −1 1 −2 2 −1 1 0



. (3.20)

Aproximações associadas ao algoritmo de Feig-Winograd

Uma classe de aproximações associada ao algoritmo de Feig-Winograd [51] foi proposta

por Tablada, Cintra e Bayer [82]. As transformadas aproximadas foram obtidas por meio da

parametrização da representação matricial da DCT de comprimento 8. A fatoração adotada foi

definida como [82]:

C8 (γ) =
1

2
·P ·K (γ) ·B1 ·B2 ·B3, (3.21)
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em que γ = (γ0, γ1, . . . , γ6), as matrizes B1, B2 e B3 de adição e P de permutação são de baixa

complexidade, com elementos apenas em {0,±1}, e a matriz K (γ) é dada por:

K (γ) =



γ3 0 0 0 0 0 0 0

0 γ3 0 0 0 0 0 0

0 0 γ5 γ1 0 0 0 0

0 0 −γ1 γ5 0 0 0 0

0 0 0 0 −γ6 −γ4 −γ2 −γ0
0 0 0 0 γ4 γ0 γ6 −γ2
0 0 0 0 −γ0 γ2 −γ4 γ6

0 0 0 0 −γ2 −γ6 γ0 −γ4



. (3.22)

As aproximações foram obtidas com a substituição do vetor γ por um vetor α =

(α0, α1, . . . , α6), em que a escolha dos elementos desse vetor, ficou restrita aos valores no

conjunto P .

Um problema de otimização foi proposto para identificar as aproximações ótimas, em

termos de figuras de mérito relevantes para compressão de imagem. Seis novas aproximações,

aqui denominadas TFW-i, com i = 1, 2, . . . , 6, foram derivadas como solução do problema de

otimização e outras três transformadas já registradas na literatura foram obtidas, a RDCT, a

MRDCT e a aproximação de nível 1 de Lengwehasatit e Ortega. Na Tabela 2, são apresentados

os vetores α referentes às novas aproximações.

Tabela 2 – Transformadas aproximadas da DCT associadas ao algoritmo de Feig-Winograd

e vetores α correspondentes.

Transformada Vetor α

TFW-1 (1, 2, 0, 1, 0, 1, 0)

TFW-2 (0, 1, 1, 1, 1, 0, 0)

TFW-3 (0, 2, 1, 1, 1, 1, 0)

TFW-4 (0, 2, 2, 1, 1, 1, 0)

TFW-5 (2, 2, 0, 1, 0, 1, 1/2)

TFW-6 (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0)
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3.3 Aproximações para a DHT

Em oposição às diversas aproximações propostas para a DCT, poucos métodos foram

empregados para derivar transformadas aproximadas para a DHT. Prosseguindo com o mesmo

comprimento de bloco, N = 8, duas aproximações para a DHT existentes na litetarura são

apresentadas a seguir. A representação matricial da DHT exata de ordem 8, calculada por meio

da Equação 2.32, é denotada por:

H8 =



1 1 1 1 1 1 1 1

1
√
2 1 0 −1 −

√
2 −1 0

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 0 −1
√
2 −1 0 1 −

√
2

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 −
√
2 1 0 −1

√
2 −1 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 0 −1 −
√
2 −1 0 1

√
2



. (3.23)

DHT arredondada (RDHT)

Em [67], Cintra propôs um método para obter aproximações de transformadas trigono-

métricas utilizando racionais diádicos. Uma função de arredondamento é usada para derivar

diferentes níveis de aproximação. A DHT arredondada (RDHT) é obtida com a aplicação da

função de arredondamento de ordem zero, de acordo com a expressão a seguir:

TRDHT = round
(

1√
2
·HN

)
. (3.24)

Esta aproximação da DHT possui elementos de entrada somente no conjunto P .

A matriz da RDHT de comprimento 8 é dada por:

TRDHT =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 −1 −1 −1 0

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 0 −1 1 −1 0 1 −1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 −1 1 0 −1 1 −1 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 0 −1 −1 −1 0 1 1



. (3.25)
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DHT binária (BDHT)

A sexta aproximação da série BAS foi intitulada em seu artigo original de DCT binária

(BDCT) por conter apenas elementos −1 e +1 [63]. Conforme descrito na Tabela 1, a TBAS-6 ou

TBDCT é derivada a partir de uma permutação da matriz de Hadamard baseada na TSDCT. Nesse

mesmo artigo [63], foi proposta a DHT binária (BDHT), uma aproximação para a DHT que é

obtida pelo mesmo método empregado com a BDCT.

A BDHT é uma permutação da matriz de Hadamard baseada na DHT sinalizada (SDHT),

em que a matriz da SDHT é definida como:

TSDHT = sign(HN). (3.26)

Coincidentemente, verifica-se que para N = 8:

TSDHT = TRDHT. (3.27)

Por meio da comparação das linhas da matriz da SDHT com as da matriz de Hadamard, obtém-se

a matriz da BDHT:

TBDHT =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1



. (3.28)

A BDHT, por se tratar de uma permutação da matriz de Hadamard, é uma transformada ortogonal

com entradas −1 e +1.
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4 METODOLOGIA DE BUSCA DE APROXIMAÇÕES PARA A DHT BASEADA EM

PARAMETRIZAÇÃO

Neste capítulo, a metodologia introduzida por Tablada, Cintra e Bayer em [82] é adaptada

para derivar novas aproximações de baixo custo computacional para a DHT. Dois métodos base-

ados em parametrização são utilizados com o objetivo de produzir transformadas aproximadas

ĤN de diversos comprimentos:

1. Método I: Parametriza a representação matricial da DHT em sua forma não fatorada,

obtendo matrizes TN de baixa complexidade com elementos somente no conjunto P =

{0,±1/2,±1,±2}.

2. Método II: Parametriza a representação matricial da DHT associada a um algoritmo rápido,

obtendo matrizes TN de baixa complexidade, definidas pelo produto de matrizes com

elementos somente no conjunto P = {0,±1/2,±1,±2}.

Em ambos os métodos, a implementação das matrizes TN não requer operações de

multiplicação. Assim, as aproximações de baixa complexidade para a DHT são calculadas por:

ĤN = Ŝ ·TN , (4.1)

em que Ŝ =
√[

diagm
(
TN ·T>N

)]−1 é a matriz diagonal de ajuste, vide Equação 3.6. O cálculo

de Ŝ demanda que diagm
(
TN ·T>N

)
seja inversível.

Estes dois métodos geram diversas aproximações para cada comprimento N . Por isso,

é necessário selecionar as transformadas aproximadas de melhor desempenho em termos de

métricas objetivas a serem definidas. Para esse fim, é apresentado um problema de otimização

multiobjetivo que tem como solução as aproximações ótimas em termo das figuras de mérito.

4.1 Método I: Parametrização da DHT Não Fatorada

A matriz da DHT na sua forma não fatorada foi apresentada na Equação 2.32. Observando

sua estrutura, percebe-se que HN é igual a sua transposta e também apresenta outras simetrias

que resultam na repetição de diversos elementos. Neste método, a representação matricial da

DHT é parametrizada com o objetivo de mapear suas entradas iguais em um mesmo valor do

conjunto P .
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A parametrização da matriz da DHT é obtida com a substituição das entradas não nulas

por parâmetros ±αk, em que αk > 0, enquanto as entradas nulas permanecem inalteradas.

Qualquer elemento não nulo de HN é parametrizado, ainda que este elemento esteja contido

em P . Dessa forma, uma entrada de valor 1, por exemplo, pode ser escalada para os valores
1
2

ou 2, concebendo mais aproximações matriciais. Os parâmetros podem ser conjuntamente

representados pelo vetor

α = (α1, α2, · · · , αL) , (4.2)

em que L é o número de elementos não nulos e distintos em módulo da matriz HN .

As matrizes TN , que geram aproximações ĤN por meio da Equação 4.1, são obtidas

por:

TN (α) = HN (α) , (4.3)

em que HN (α) é a matriz da DHT parametrizada e os elementos do vetor α somente podem

assumir os valores no conjunto P+ = {0, 1/2, 1, 2}.

Analisando o caso particular em que N = 8, cuja matriz foi apresentada na Equação

3.23, verifica-se que existem apenas dois elementos distintos em valor absoluto e diferentes de

zero. Em sua forma parametrizada, a matriz da DHT de ordem oito é dada por:

H8 (α) =



α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1

α1 α2 α1 0 −α1 −α2 −α1 0

α1 α1 −α1 −α1 α1 α1 −α1 −α1

α1 0 −α1 α2 −α1 0 α1 −α2

α1 −α1 α1 −α1 α1 −α1 α1 −α1

α1 −α2 α1 0 −α1 α2 −α1 0

α1 −α1 −α1 α1 α1 −α1 −α1 α1

α1 0 −α1 −α2 −α1 0 α1 α2



, (4.4)

em que α = (1, cas θ) e θ = π
4

.

4.2 Método II: Parametrização da DHT Fatorada

No Capítulo 2, foi discutida a relevância dos algoritmos rápidos para uma implementação

eficiente de transformadas discretas. Uma transformada pode ser representada matricialmente de

formas diferentes para cada algoritmo que possui. Neste método, realiza-se a parametrização

da matriz da DHT na forma fatorada, assim, as aproximações geradas também encontram-se
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fatoradas com a mesma estrutura. São consideradas as representações matriciais de dois tipos de

algoritmo rápido, Winograd e dizimação no tempo de Cooley-Tukey.

4.2.1 Winograd

A representação matricial da DHT associada ao algoritmo de Winograd foi apresentada

na Equação 2.71, sendo definida por [74]:

HN = CBA. (4.5)

As matrizes A e C, de pré-adicão e pós-adição, respectivamente, podem ser representadas

por matrizes ou produto de matrizes de baixa complexidade que contêm apenas elementos

em {0,±1}. Em contrapartida, B é uma matriz diagonal, que normalmente possui elementos

irracionais e, portanto, não é de baixa complexidade.

A parametrização da fatoração de Winograd para a DHT é realizada de forma similar

ao método anterior, a diferença é que apenas a matriz B é parametrizada, enquanto as matrizes

A e C são mantidas. O procedimento consiste em substituir as entradas não nulas de B por

parâmetros ±αk, em que αk > 0, enquanto as entradas nulas permanecem inalteradas. Os

parâmetros obtidos são representados pelo vetor α apresentado na Equação 4.2, em que L é o

número de elementos não nulos e distintos em módulo da matriz B.

As matrizes TN são obtidas por:

TN (α) = HN (α) = CB (α)A, (4.6)

em que os elementos do vetor α somente podem assumir os valores no conjunto P+.

Considerando como exemplo a DHT de comprimento de bloco N = 5, a fatoração de

Winograd é representada por [36]:

H5 (α) = CB (α)A, (4.7)

em que

A =



1 1 1 1 1

0 1 1 1 1

0 1 −1 −1 1

0 1 −1 1 −1

0 0 −1 1 0

0 1 0 0 −1


, C =



1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 −1 0

1 1 −1 1 0 1

1 1 −1 −1 0 −1

1 1 1 −1 1 0


, (4.8)
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B (α) =



α1 0 0 0 0 0

0 −α2 0 0 0 0

0 0 α3 0 0 0

0 0 0 α4 0 0

0 0 0 0 α5 0

0 0 0 0 0 −α6


, (4.9)

α =
(
1, 1− 1

2
(cos θ + cos 2θ) , 1

2
(cos θ − cos 2θ) , sen θ, sen θ + sen 2θ, sen θ − sen 2θ

)
e θ =

2π
5

. A matriz B possui seis elementos distintos em valor absoluto e diferentes de zero, por isso,

M = 6.

4.2.2 Cooley-Tukey: Dizimação no Tempo

O algoritmo rápido de dizimação no tempo foi utilizado com o intuito de obter aproxima-

ções para comprimentos de bloco N = 2q, em que q > 2. Uma representação matricial associada

a este algoritmo foi derivada com base em [28]:

HN =

(
q−2∏
i=1

CiBiAi

)
Cq−1CqP, (4.10)

As matrizes Bi possuem elementos irracionais e não são de baixa complexidade. De outro modo,

as matrizes P, Ci e Ai possuem apenas elementos em {0,±1}, sendo de baixa complexidade.

A matriz P é uma permutação da matriz identidade IN , as matrizes Ci são calculadas

por:

Ci = I2i−1 ⊗H2 ⊗ IN/2i , (4.11)

em que o operador ⊗ é o produto de Kronecker e H2 é a matriz da DHT de ordem 2:

H2 =

1 1

1 −1

 , (4.12)

e as matrizes Ai são obtidas como:

Ai = I2i−1 ⊗DN ′ , (4.13)

em que DN ′ é uma matriz de ordemN ′ = N/2i−1, com elementos dm,n, m, n ∈ {0, 1, . . . , N ′ − 1},

igual a matriz identidade IN ′ , exceto pelos seguintes elementos:

d 5
8
N ′, 7

8
N ′ = 1, d 7

8
N ′, 5

8
N ′ = 1, d 7

8
N ′, 7

8
N ′ = −1. (4.14)
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Para parametrizar essa fatoração de Cooley-Tukey, as matrizes P, Ci e Ai são conserva-

das e as matrizes Bi são parametrizadas. As entradas não nulas das matrizes Bi são substituídas

por parâmetros ±αk, em que αk > 0, enquanto as entradas nulas permanecem inalteradas. Os

parâmetros obtidos são representados pelo vetor α da Equação 4.2. Um aspecto importante da

matriz B1 é que ela possui todos os parâmetros do vetor α e, por esse motivo, o valor de L é

dado pelo número de elementos não nulos e distintos em módulo da matriz B1.

As matrizes TN são obtidas por:

TN (α) = HN (α) =

q−2∏
i=1

(CiBi (α)Ai)Cq−1CqP, (4.15)

em que os elementos do vetor α somente podem assumir os valores no conjunto P+.

Examinado o comprimento N = 8 (q = 3) como um exemplo, a fatoração da DHT

associada ao algoritmo de Cooley-Tukey [28] é definida por:

H8 (α) = C1B1 (α)A1C2C3P, (4.16)

em que a matriz P é uma permutação entre linhas, duas a duas, dos pares de linhas (2, 5) e (4, 7)

da matriz identidade I8, as matrizes Ci são obtidas a partir da Equação 4.11:

C3 = I4 ⊗H2, C2 = I2 ⊗H2 ⊗ I2, C1 = H2 ⊗ I4,

a matriz A1 é dada pela Equação 4.13:

A1 = D8,

e a matriz parametrizada é calculada por:

B1 (α) =



α1 0 0 0 0 0 0 0

0 α1 0 0 0 0 0 0

0 0 α1 0 0 0 0 0

0 0 0 α1 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 0 0 0

0 0 0 0 0 α2 0 0

0 0 0 0 0 0 α1 0

0 0 0 0 0 0 0 α2



, (4.17)

α = (1, cos θ) e θ = π
4
.
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As matrizes de baixa complexidade são representadas a seguir:

P =



1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1



, C3 =



1 1 0 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1 −1



,

C2 =



1 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

1 0 −1 0 0 0 0 0

0 1 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 0 −1 0

0 0 0 0 0 1 0 −1



, C1 =



1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 −1 0 0 0

0 1 0 0 0 −1 0 0

0 0 1 0 0 0 −1 0

0 0 0 1 0 0 0 −1



,

A1 =



1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 −1



.

4.3 Problema de Otimização Multiobjetivo

Um problema de otimização multiobjetivo tem como proposta atender duas ou mais

restrições simultaneamente [87,88]. Esse tipo de problema não necessariamente tem uma solução

única, podendo existir um conjunto de soluções que satisfaçam os critérios exigidos.

Dado um problema com r restrições e soluções viáveis no espaço de busca X , procura-se

uma solução eficiente, x∗ ∈ X , que otimiza as r funções objetivo, (f1(x), f2(x), · · · , fr(x)),
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simultaneamente. Este problema de otimização é definido da seguinte forma [87, 88]:

x∗ = arg opt
x ∈ X

(f1(x), f2(x), · · · , fr(x)) , (4.18)

As soluções viáveis podem ser avaliadas por conceitos de dominância de Pareto [88], formalmente

descritos a seguir.

Definição 4.1. Uma solução viável y domina outra solução viável z se:

∀i ∈ {1, 2, · · · , r} , fi(y) ≤ fi(z), e

∃j ∈ {1, 2, · · · , r} | fj(y) < fj(z).

Definição 4.2. Uma solução x∗ é dita eficiente ou Pareto-ótima se não for dominada por nenhuma

outra solução viável no espaço de busca X .

De outro modo, a Definição 4.2 estabelece que uma solução Pareto-ótima não pode ser

melhorada em relação a nenhum objetivo sem que haja piora em pelo menos outro objetivo. O

conjunto das soluções ótimas de Pareto em X é denominado de conjunto eficiente ou Pareto-

ótimo.

4.3.1 Figuras de Mérito

De posse de matrizes candidatas a aproximação para a DHT, se faz necessário avaliá-las

quanto a proximidade em relação à matriz exata na forma ortonormal. Uma boa transformada

aproximada deve preservar as propriedades da DHT, a fim de que seu uso em contextos práticos

reproduza um desempenho similar. Na literatura, existem métricas utilizadas para estimar a

proximidade de matrizes em determinados aspectos, tais como erro de energia total e desvio de

ortogonalidade. A seguir, são apresentadas as figuras de mérito utilizadas como funções objetivo

no problema de otimização proposto neste trabalho.

Erro de energia total

O erro de energia total é uma medida de similaridade espectral entre uma transformada

aproximada e a transformada exata correspondente, seu valor é calculado como [56, 64]:

ε
(
ĤN

)
= π ·

∥∥∥ĤN −HN

∥∥∥2
F
, (4.19)

em que ‖·‖F é a norma de Frobenius, definida por [89]:

‖AN‖F ,

(
N∑
i=1

N∑
j=1

|ai,j|2
)1/2

, (4.20)
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em que ai,j é o (i, j)-ésimo elemento da matriz AN .

Desvio de Ortogonalidade

De acordo com a Definição 3.1, o produto de uma matriz ortogonal pela sua transposta é

uma matriz diagonal. Dessa forma, o desvio de ortogonalidade de uma matriz pode ser definido

como [83]:

φ
(
ĤN

)
= δ

(
ĤN · Ĥ>N

)
, (4.21)

em que δ(·) é o desvio de diagonalidade, uma medida de proximidade de uma matriz em relação

a sua diagonal, dado por [90]:

δ (AN) = 1−
‖diagm (AN)‖F
‖AN‖F

. (4.22)

As matrizes ortogonais possuem desvio de ortogonalidade zero, já as matrizes que

apresentam desvio muito pequeno, próximo a zero, podem ser classificadas como quase-

ortogonais [83].

Erro de Involução

Neste trabalho, é proposta uma nova figura de mérito, o erro de involução. Considerando

que a DHT é uma transformada involutiva, seria interessante derivar aproximações que preservas-

sem essa propriedade. Dessa forma, ao invés de buscar aproximações de baixa complexidade com

transformada inversa também de baixa complexidade, procura-se transformadas aproximadas da

DHT que funcionem como a própria inversa em contextos práticos.

O erro de involução foi definido como a norma de Frobenius da diferença entre o

quadrado da matriz aproximada, ou seja, duas aproximações em cascata, e a matriz identidade:

λ
(
ĤN

)
=
∥∥∥Ĥ2

N − IN

∥∥∥
F
. (4.23)

4.3.2 Proposição do Problema

No contexto da busca de transformadas aproximadas para a DHT, o problema de otimiza-

ção constitui-se em encontrar por meio de força bruta os vetores de parâmetros, que derivam as

melhores aproximações em termos das figuras de mérito apresentadas. O problema é proposto

da seguinte forma:

α∗ = arg min
α ∈ PL

+

(
ε(ĤN (α)), φ(ĤN (α)), λ(ĤN (α))

)
, (4.24)
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em que PL+ é o espaço formado pelo vetores α de tamanho L com elementos em P+ e α∗ são as

soluções eficientes que compõem o conjunto Pareto-ótimo dos vetores de parâmetros, ou seja, o

conjunto de soluções do problema, que geram as aproximações ótimas procuradas.
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5 NOVAS APROXIMAÇÕES PARA A DHT

Neste capítulo, são apresentados os resultados da implementação da metodologia definida

anteriormente. Os comprimentos de blocoN selecionados para realizar a busca por aproximações

da DHT foram divididos em dois grupos:

• Comprimentos curtos primos: N = 3, 5, 7.

• Comprimentos de potências de dois: N = 8, 16, 32.

As transformadas de comprimento curto apresentam relevância para compor blocos

utilizados na implementação de algoritmos rápidos de matrizes de maior dimensão [36]. Enquanto

as transformadas de comprimento de potência de dois são usualmente empregadas em vários

métodos de processamentos de sinal [58, 91–94]

Para cada comprimento N , a busca é realizada por meio dos dois métodos. No Método I,

a abordagem é a mesma para qualquer comprimento, visto que a matriz é parametrizada na forma

direta. Enquanto no Método II, é empregada a fatoração de Winograd com os comprimentos

curtos e a fatoração de Cooley-Tukey com os comprimentos de potências de dois.

A busca computacional do conjunto de soluções eficientes foi implementada com a

linguagem de programação julia v1.0.1 em um computador com processador Intel(R) Core(TM)

i5-8250U CPU @ 1.60GHz, 8GB de memória RAM e sistema operacional Ubuntu 18.04.1

LTS. Na Tabela 3, são apresentados os tempos de execução para cada comprimento e método

utilizados. Esses valores de tempo ilustram os cálculos envolvidos de forma qualitativa, pois o

desempenho da implementação depende de muitas outras variáveis como por exemplo linguagem,

interpretador, gerenciamento de memória e sistema operacional.
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Tabela 3 – Tempo de execução dos algoritmos de busca, em segundos, para cada compri-

mento e método.

Comprimento

N

Método

I II

3 0,014 0,008

5 0,039 0,044

7 0,319 2,413

8 0,011 0,021

16 0,115 0,113

32 25,193 55,766

As parametrizações da DHT exata nas formas não fatorada e fatorada para os compri-

mentos utilizados é demonstrada no Apêndice A. A seguir, são apresentadas as aproximações

obtidas como soluções do problema de otimização, em conjunto com as respectivas métricas

de avaliação. Posteriormente, a complexidade computacional de algumas das transformadas

aproximadas é comparada com a complexidade da DHT exata.

5.1 Aproximações Propostas para a DHT

As aproximações encontradas são representadas por Ĥ(M)
N,n indicando que a matriz foi

obtida a partir do método M ∈ {I, II} e que trata-se da n-ésima transformada aproximada de

comprimento N derivada neste trabalho. Por exemplo, Ĥ(I)
3,1 representa a primeira aproximação

de comprimento 3 proposta, a qual foi derivada a partir do Método I.

Algumas das aproximações foram selecionadas mais de uma vez por um mesmo método.

Esse fato ocorreu com matrizes obtidas a partir de vetores de parâmetros idênticos a menos de

um fator de escala. Citando Ĥ
(II)
3,3 como exemplo, tal aproximação foi obtida pelo Método II com

os vetores αa = (1/2, 1, 1/2) e αb = 2αa = (1, 2, 1).

Considerando um caso geral em que αb = c1αa, com c1 real e positivo, as matrizes

produzidas por estes vetores Tb e Ta se relacionam da seguinte forma:

Tb = T (αb) = T (c1αa) = c2T (αa) = c2Ta, (5.1)

em que c2 = c1 para o Método I e Método II com a fatoração de Winograd e c2 = cq−21 para o

Método II com a fatoração de Cooley-Tukey. Neste trabalho, tais matrizes são denominadas de
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matrizes equivalentes. A seguinte proposição enuncia que duas matrizes equivalentes fornecem,

de fato, a mesma aproximação para a DHT.

Proposição 5.1. Se Tb e Ta são transformadas equivalentes, então Tb e Ta derivam a mesma

aproximação para a DHT.

Demonstração. A aproximação obtida a partir de Tb é calculada pela Equação 3.7 como:

Ĥ =

√[
diagm

(
Tb ·T>b

)]−1 ·Tb, (5.2)

Utilizando na expressão acima, a relação Tb = cTa, com c real e positivo, se obtém que:

Ĥ =

√
[diagm (cTa · cT>a )]

−1 · cTa

=

√
[diagm (Ta ·T>a )]

−1 ·Ta,

(5.3)

ou seja, a mesma aproximação obtida a partir de Ta.

Para as aproximações obtidas mais de uma vez por matrizes equivalentes, optou-se por

exibir os vetores de parâmetros com a maior quantidade de elementos 1, no intuito de reduzir os

deslocamentos de bits.

5.1.1 Comprimentos Curtos Primos

A busca por aproximações de comprimentos curtos retornou três, sete e nove matrizes

para os comprimentos N = 3, 5, e 7, respectivamente. As métricas avaliadas para estas matrizes

e os vetores de parâmetros correspondentes são apresentados nas Tabelas 4, 5 e 6 para cada um

dos comprimentos, os melhores resultados de cada métrica encontram-se em negrito.

As transformadas aproximadas de comprimento 3 obtidas pelo Método I, Ĥ(I)
3,1 e Ĥ

(I)
3,2,

apresentam os menores valores para as métricas avaliadas. Enquanto a única aproximação

derivada pelo Método II, Ĥ(II)
3,3 , possui o pior desempenho em termos destas medidas.
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Tabela 4 – Aproximações obtidas para a DHT de comprimento N = 3 e as figuras de mérito

correspondentes.

Aproximação
Desvio de

ortogonalidade

Erro de

energia total

Erro de

involução

Vetor de

parâmetros

Ĥ
(M)
3,n φ

(
Ĥ

(M)
3,n

)
ε
(
Ĥ

(M)
3,n

)
λ
(
Ĥ

(M)
3,n

)
α

Ĥ
(I)
3,1 0.0253 0.1512 0.2975 (2, 1/2, 2)

Ĥ
(I)
3,2 0.0219 0.1696 0.2712 (1, 1/2, 2)

Ĥ
(II)
3,3 0.0532 0.4573 0.5195 (1, 2, 1)

Entre as aproximações derivadas para o comprimento N = 5, duas foram provenientes

do Método I, Ĥ(I)
5,1 e Ĥ

(I)
5,2, estas transformadas possuem os melhores valores para as figuras de

mérito quando comparadas com as cinco aproximações obtidas pelo Método II.

Tabela 5 – Aproximações obtidas para a DHT de comprimento N = 5 e as figuras de mérito

correspondentes.

Aproximação
Desvio de

Ortogonalidade

Erro de

energia total

Erro de

involução
Vetor de parâmetros

Ĥ
(M)
5,n φ

(
Ĥ

(M)
5,n

)
ε
(
Ĥ

(M)
5,n

)
λ
(
Ĥ

(M)
5,n

)
α

Ĥ
(I)
5,1 0.0217 0.2254 0.3324 (2, 2, 1/2, 2, 1)

Ĥ
(I)
5,2 0.0063 0.9687 0.2155 (1, 1, 0, 2, 1/2)

Ĥ
(II)
5,3 0.0378 2.5401 0.6165 (1, 1, 1/2, 1, 1, 1)

Ĥ
(II)
5,4 0.0758 1.0048 0.7232 (1, 1, 1/2, 1, 2, 1/2)

Ĥ
(II)
5,5 0.0958 1.5712 0.6950 (1/2, 1, 1/2, 1, 2, 1/2)

Ĥ
(II)
5,6 0.0753 1.6290 0.6256 (1, 1, 1/2, 1, 1, 1/2)

Ĥ
(II)
5,7 0.0643 1.2917 0.8392 (1, 1, 1/2, 1, 2, 0)

Para o comprimento N = 7, foram derivadas dez aproximações. A transformada Ĥ
(I)
7,3

exibe os menores valores de desvio de ortogonalidade e erro de involução, porém, possui o maior

erro de energia total, atingindo um valor sete vezes acima do erro de outras aproximações de

comprimento 7. Em contrapartida, as transformadas Ĥ(I)
7,4, Ĥ(I)

7,5 e Ĥ
(I)
7,6 não possuem os melhores
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valores em cada métrica avaliada, contudo, destacam-se pelo bom desempenho em termos das

três medidas simultaneamente.

Tabela 6 – Aproximações obtidas para a DHT de comprimento N = 7 e as figuras de mérito

correspondentes.

Aproximação
Desvio de

ortogonalidade

Erro de

energia total

Erro de

involução
Vetor de parâmetros

Ĥ
(M)
7,n φ

(
Ĥ

(M)
7,n

)
ε
(
Ĥ

(M)
7,n

)
λ
(
Ĥ

(M)
7,n

)
α

Ĥ
(I)
7,1 0.0414 0.4294 0.6787 (2, 2, 1, 1, 2, 2, 1/2)

Ĥ
(I)
7,2 0.0372 0.4346 0.6023 (2, 2, 1, 1/2, 2, 2, 1/2)

Ĥ
(I)
7,3 0.0047 3.0699 0.2546 (1, 2, 0, 1/2, 1, 1, 1/2)

Ĥ
(I)
7,4 0.0273 0.4372 0.4540 (2, 2, 1, 1/2, 2, 2, 0)

Ĥ
(I)
7,5 0.0215 0.4767 0.4774 (1, 2, 1, 1/2, 2, 2, 0)

Ĥ
(I)
7,6 0.0133 0.8620 0.3776 (1, 1, 1, 1/2, 1, 1, 0)

Ĥ
(II)
7,7 0.0347 1.3203 0.6170 (2, 2, 2, 1/2, 1, 1, 1, 1, 2)

Ĥ
(II)
7,8 0.0306 1.6877 0.6488 (1, 1, 1, 0, 1, 1/2, 0, 1, 1)

Ĥ
(II)
7,9 0.0315 0.7324 0.6664 (1, 1, 1, 0, 1, 1/2, 1/2, 1/2, 1)

Ĥ
(II)
7,10 0.0211 1.9342 0.5443 (2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 2)

5.1.2 Comprimentos de Potências de Dois

A busca por aproximações de comprimento N = 8 retornou apenas uma matriz em cada

método. Quando comparadas, verificou-se que eram idênticas e que correspondiam a RDHT:

Ĥ
(I)
8,1 = Ĥ

(II)
8,2 = ĤRDHT-8. (5.4)

Essa é a única aproximação derivada por ambos os métodos. As figuras de mérito dessa trans-

formada aproximada e os vetores de parâmetros associados a cada método são apresentados na

Tabela 7.
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Tabela 7 – Aproximações obtidas para a DHT de comprimento N = 8 e as figuras de mérito

correspondentes.

Aproximação
Desvio de

ortogonalidade

Erro de

energia total

Erro de

involução

Vetor de

parâmetros

Ĥ
(M)
8,n φ

(
Ĥ

(M)
8,n

)
ε
(
Ĥ

(M)
8,n

)
λ
(
Ĥ

(M)
8,n

)
α

Ĥ
(I)
8,1 0.0267 0.3619 0.5639 (1, 1)

Ĥ
(II)
8,2 0.0267 0.3619 0.5639 (1, 1/2)

A busca por transformadas aproximadas de comprimento N = 16 retornou três matrizes

em cada método. As aproximações obtidas pelo Método I apresentam um melhor desempenho

em termos das figuras de mérito do que as do Método II, conforme representado na Tabela 8.

Tabela 8 – Aproximações obtidas para a DHT de comprimento N = 16 e as figuras de

mérito correspondentes.

Aproximação
Desvio de

ortogonalidade

Erro de

energia total

Erro de

involução

Vetor de

parâmetros

Ĥ
(M)
16,n φ

(
Ĥ

(M)
16,n

)
ε
(
Ĥ

(M)
16,n

)
λ
(
Ĥ

(M)
16,n

)
α

Ĥ
(I)
16,1 0.0295 1.1761 0.8622 (1, 2, 2, 1/2)

Ĥ
(I)
16,2 0.0310 0.8523 0.8548 (1, 1, 1, 1/2)

Ĥ
(I)
16,3 0.0280 2.8713 0.8475 (1/2, 1, 1, 0)

Ĥ
(II)
16,4 0.0395 1.3654 1.0554 (2, 2, 1, 1/2)

Ĥ
(II)
16,5 0.0423 1.2283 1.0002 (1, 1, 1, 1/2)

Ĥ
(II)
16,6 0.0392 2.9714 1.4257 (1, 1, 1/2, 0)

O maior número de aproximações foi obtido para o comprimento N = 32. Na Tabela 9,

verifica-se que foram derivadas dez matrizes pelo Método I e oito pelo Método II. Novamente

as aproximações produzidas pelo Método I apresentam melhores medidas de similaridade. A

matriz Ĥ
(I)
32,9 exibe os menores valores de desvio de ortogonalidade e erro de involução, porém,

possui o maior erro de energia total entre as aproximações de mesmo comprimento, assim como

ocorre com a matriz Ĥ
(I)
7,3. Em oposição, as matrizes Ĥ(I)

32,1 e Ĥ
(I)
32,2 possuem valores baixos para

as três figuras de mérito simultaneamente.
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Analisando as matrizes de comprimento 32, pode-se observar que as aproximações

Ĥ
(II)
32,14 e Ĥ(II)

32,17 possuem os mesmos valores para as métricas avaliadas, apesar de serem matrizes

distintas. Esta foi a única ocorrência deste tipo verificada.

Tabela 9 – Aproximações obtidas para a DHT de comprimento N = 32 e as figuras de

mérito correspondentes.

Aproximação
Desvio de

ortogonalidade

Erro de

energia total

Erro de

involução
Vetor de parâmetros

Ĥ
(M)
32,n φ

(
Ĥ

(M)
32,n

)
ε
(
Ĥ

(M)
32,n

)
λ
(
Ĥ

(M)
32,n

)
α

Ĥ
(I)
32,1 0.0284 1.7205 1.1434 (2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1/2)

Ĥ
(I)
32,2 0.0255 2.4161 1.1187 (1, 2, 2, 2, 2, 1, 1/2, 1/2)

Ĥ
(I)
32,3 0.0250 5.7363 1.1076 (1, 2, 2, 2, 2, 1, 0, 1/2)

Ĥ
(I)
32,4 0.0242 8.1737 1.0858 (1, 2, 2, 1, 2, 2, 1/2, 0)

Ĥ
(I)
32,5 0.0230 12.1986 1.0801 (1, 2, 2, 1/2, 2, 2, 1/2, 0)

Ĥ
(I)
32,6 0.0243 3.0676 1.1274 (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1/2, 0)

Ĥ
(I)
32,7 0.0220 15.6260 1.0516 (1, 2, 2, 1/2, 2, 2, 0, 0)

Ĥ
(I)
32,8 0.0235 11.5455 1.0697 (1/2, 1, 1, 1/2, 1, 1, 0, 0)

Ĥ
(I)
32,9 0.0217 21.2621 1.0506 (1/2, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0)

Ĥ
(I)
32,10 0.0241 7.1600 1.1696 (1/2, 1/2, 1, 1, 1, 1/2, 0, 0)

Ĥ
(II)
32,11 0.0472 3.3524 1.5513 (2, 2, 2, 2, 2, 1, 1/2, 1/2)

Ĥ
(II)
32,12 0.0459 4.1536 1.7149 (2, 2, 2, 2, 2, 1/2, 1/2, 1/2)

Ĥ
(II)
32,13 0.0456 7.7907 2.1359 (2, 2, 2, 2, 1, 1/2, 0, 1/2)

Ĥ
(II)
32,14 0.0454 9.3730 2.3522 (2, 2, 2, 2, 1, 0, 0, 1/2)

Ĥ
(II)
32,15 0.0458 5.0439 1.8631 (2, 2, 2, 2, 2, 1/2, 1/2, 0)

Ĥ
(II)
32,16 0.0457 7.3295 2.1896 (2, 2, 2, 2, 1, 0, 1/2, 0)

Ĥ
(II)
32,17 0.0454 9.3730 2.3522 (2, 2, 2, 2, 1, 1/2, 0, 0)

Ĥ
(II)
32,18 0.0453 10.9554 2.5388 (1, 1, 1, 1, 1/2, 0, 0, 0)



66

5.2 Complexidade Computacional

A complexidade computacional das aproximações propostas pode ser calculada pela

complexidade aritmética, obtida pelo número de multiplicações, adições e deslocamentos de bits

necessários para sua implementação. Para cada comprimento de bloco, pretende-se derivar um

algoritmo rápido para a aproximação obtida pelo Método I com menor erro de energia total. A

complexidade aritmética dessas aproximações é apresentada em conjunto com a complexidade

das aproximações geradas pelo Método II, que já encontram-se fatoradas. É apresentada também

a complexidade da DHT exata com os algoritmos de Winograd e de Cooley-Tukey para os

comprimentos curtos e de potência de dois, respectivamente.

5.2.1 Comprimentos Curtos Primos

As aproximações com melhor desempenho em termos de erro de energia total foram

Ĥ
(I)
3,1, Ĥ(I)

5,1 e Ĥ(I)
7,1. Foram derivadas fatorações para essas transformadas, porém as complexidades

obtidas não são inferiores a forma direta, assim, optou-se por deixar na forma não fatorada. A

representação matricial de tais aproximações é apresentada a seguir, desconsiderando a matriz

diagonal de ajuste:

Ĥ
(I)
3,1 = 2 ·


1 1 1

1 1
4
−1

1 −1 1
4

 , (5.5)

Ĥ
(I)
5,1 = 2 ·



1 1 1 1 1

1 1 −1
4
−1 −1

2

1 −1
4
−1

2
1 −1

1 −1 1 −1
2
−1

4

1 −1
2
−1 −1

4
1


, (5.6)

Ĥ
(I)
7,1 = 2 ·



1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
2
−1

2
−1 −1 −1

4

1 1
2
−1 −1

4
1 −1

2
−1

1 −1
2
−1

4
1
2
−1 1 −1

1 −1 1 −1 1
2
−1

4
−1

2

1 −1 −1
2

1 −1
4
−1 1

2

1 −1
4
−1 −1 −1

2
1
2

1


. (5.7)
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As complexidades aritméticas da DHT exata com o algoritmo de Winograd [36], da

aproximação com o menor erro de energia total e das aproximações obtidas pelo Método II são

apresentadas nas Tabelas 10, 11 e 12 para os comprimentos N = 3, 5, 7, respectivamente.

Para os três comprimentos, verifica-se que as aproximações possuem complexidade

aditiva similar à da transformada exata e que são livres de multiplicações. O número de adições

das aproximações derivadas pelo Método II pode ser reduzido em relação ao da transformada

exata, se algum parâmetro multiplicativo for substituído por zero, ou seja, se um ou mais

coeficientes do vetor de parâmetros for nulo, o que ocorre com Ĥ
(II)
5,7 , por exemplo. Além disso,

nota-se que as transformadas obtidas pelo Método I apresentam a maior quantidade de adições e

deslocamentos de bits, em virtude de não estarem fatoradas.

As aproximações derivadas pelo Método II

Tabela 10 – Complexidade aritmética das transformadas de comprimento N = 3.

Transformada Adições Multiplicações Deslocamentos de bits

H3 [36] 6 2 0

Ĥ
(I)
3,1 6 0 2

Ĥ
(II)
3,3 6 0 1

Tabela 11 – Complexidade aritmética das transformadas de comprimento N = 5.

Transformada Adições Multiplicações Deslocamentos de bits

H5 [36] 17 5 0

Ĥ
(I)
5,1 20 0 8

Ĥ
(II)
5,3 17 0 1

Ĥ
(II)
5,4 17 0 3

Ĥ
(II)
5,5 17 0 3

Ĥ
(II)
5,6 17 0 2

Ĥ
(II)
5,7 15 0 2
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Tabela 12 – Complexidade aritmética das transformadas de comprimento N = 7.

Transformada Adições Multiplicações Deslocamentos de bits

H7 [36] 40 8 0

Ĥ
(I)
7,1 42 0 18

Ĥ
(II)
7,7 40 0 5

Ĥ
(II)
7,8 32 0 1

Ĥ
(II)
7,9 36 0 3

Ĥ
(II)
7,10 40 0 4

5.2.2 Comprimentos de Potências de Dois

Um algoritmo rápido para a transformada Ĥ
(I)
8,1 = ĤRDHT-8 foi proposto em [67], a

complexidade aditiva desse algoritmo é de 22 adições. A mesma aproximação derivada pelo

Método II, Ĥ(II)
8,2 = ĤRDHT-8, demanda 26 operações de adição com o algoritmo de Cooley-Tukey.

Isso deve-se ao fato de que o Método II não altera a estrutura da fatoração utilizada para obter a

aproximação. Assim, é possível que a complexidade aditiva das matrizes geradas a partir desse

método seja reduzida por meio de outros algoritmos rápidos.

As aproximações de comprimento 16 e 32 com o menor erro de energia total foram Ĥ
(I)
16,2

e Ĥ(I)
32,1. Para essas aproximações, foram propostos algoritmos rápidos que estão apresentados no

Apêndice B.

As complexidades aritméticas da DHT exata com o algoritmo de Cooley-Tukey [28], da

aproximação com o menor erro de energia total e das aproximações obtidas pelo Método II são

apresentadas nas Tabelas 13, 14 e 15 para os comprimentos N = 8, 16, 32, respectivamente.

Para esses comprimentos de potências de dois, verifica-se novamente que as aproxima-

ções possuem complexidade aditiva semelhante à da DHT exata e que são livres de multiplicações.

Entretanto, os algoritmos rápidos das transformadas obtidas pelo Método I proporcionam uma

menor complexidade aditiva, em comparação com as aproximações do Método II.
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Tabela 13 – Complexidade aritmética das transformadas de comprimento N = 8.

Transformada Adições Multiplicações Deslocamentos de bits

H8 [28] 26 2 0

Ĥ
(I)
8,1 [67] 22 0 0

Ĥ
(II)
8,2 26 0 2

Tabela 14 – Complexidade aritmética das transformadas de comprimento N = 16.

Transformada Adições Multiplicações Deslocamentos de bits

H16 [28] 74 14 0

Ĥ
(I)
16,2 60 0 4

Ĥ
(II)
16,4 74 0 10

Ĥ
(II)
16,5 74 0 4

Ĥ
(II)
16,6 70 0 6

Tabela 15 – Complexidade aritmética das transformadas de comprimento N = 32.

Transformada Adições Multiplicações Deslocamentos de bits

H32 [28] 194 54 0

Ĥ
(I)
32,1 162 0 20

Ĥ
(II)
32,11 194 0 20

Ĥ
(II)
32,12 194 0 20

Ĥ
(II)
32,13 182 0 22

Ĥ
(II)
32,14 178 0 18

Ĥ
(II)
32,15 190 0 16

Ĥ
(II)
32,16 186 0 26

Ĥ
(II)
32,17 178 0 18

Ĥ
(II)
32,18 174 0 14
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5.3 Síntese dos Resultados

Na Tabela 16 é exibida a quantidade de matrizes obtidas para cada comprimento e

método. Em seguida, nas Tabelas 17 e 18, são reapresentadas de forma condensada todas as

aproximações derivadas neste trabalho e a complexidade aritmética de algumas transformadas

selecionadas. No próximo capítulo, as aproximações de comprimento N = 32 são avaliadas no

contexto de reconhecimento facial.

Tabela 16 – Quantidade de aproximações obtidas para cada comprimento e método.

Comprimento

N

Método

I II Todos

3 2 1 3

5 2 5 7

7 6 4 10

8 1 1 1

16 3 3 6

32 10 8 18

Todos

comprimentos
24 22 45

Tabela 17 – Todas as aproximações obtidas e as figuras de mérito correspondentes.

Aproximação
Desvio de

ortogonalidade

Erro de

energia total

Erro de

involução
Vetor de parâmetros

Ĥ
(M)
N,n φ

(
Ĥ

(M)
N,n

)
ε
(
Ĥ

(M)
N,n

)
λ
(
Ĥ

(M)
N,n

)
α

Ĥ
(I)
3,1 0.0253 0.1512 0.2975 (2, 1/2, 2)

Ĥ
(I)
3,2 0.0219 0.1696 0.2712 (1, 1/2, 2)

Ĥ
(II)
3,3 0.0532 0.4573 0.5195 (1, 2, 1)

Ĥ
(I)
5,1 0.0217 0.2254 0.3324 (2, 2, 1/2, 2, 1)

Ĥ
(I)
5,2 0.0063 0.9687 0.2155 (1, 1, 0, 2, 1/2)

Ĥ
(II)
5,3 0.0378 2.5401 0.6165 (1, 1, 1/2, 1, 1, 1)

Ĥ
(II)
5,4 0.0758 1.0048 0.7232 (1, 1, 1/2, 1, 2, 1/2)
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Tabela 17 – Continuação da página anterior

Ĥ
(M)
N,n φ

(
Ĥ

(M)
N,n

)
ε
(
Ĥ

(M)
N,n

)
λ
(
Ĥ

(M)
N,n

)
α

Ĥ
(II)
5,5 0.0958 1.5712 0.6950 (1/2, 1, 1/2, 1, 2, 1/2)

Ĥ
(II)
5,6 0.0753 1.6290 0.6256 (1, 1, 1/2, 1, 1, 1/2)

Ĥ
(II)
5,7 0.0643 1.2917 0.8392 (1, 1, 1/2, 1, 2, 0)

Ĥ
(I)
7,1 0.0414 0.4294 0.6787 (2, 2, 1, 1, 2, 2, 1/2)

Ĥ
(I)
7,2 0.0372 0.4346 0.6023 (2, 2, 1, 1/2, 2, 2, 1/2)

Ĥ
(I)
7,3 0.0047 3.0699 0.2546 (1, 2, 0, 1/2, 1, 1, 1/2)

Ĥ
(I)
7,4 0.0273 0.4372 0.4540 (2, 2, 1, 1/2, 2, 2, 0)

Ĥ
(I)
7,5 0.0215 0.4767 0.4774 (1, 2, 1, 1/2, 2, 2, 0)

Ĥ
(I)
7,6 0.0133 0.8620 0.3776 (1, 1, 1, 1/2, 1, 1, 0)

Ĥ
(II)
7,7 0.0347 1.3203 0.6170 (2, 2, 2, 1/2, 1, 1, 1, 1, 2)

Ĥ
(II)
7,8 0.0306 1.6877 0.6488 (1, 1, 1, 0, 1, 1/2, 0, 1, 1)

Ĥ
(II)
7,9 0.0315 0.7324 0.6664 (1, 1, 1, 0, 1, 1/2, 1/2, 1/2, 1)

Ĥ
(II)
7,10 0.0211 1.9342 0.5443 (2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 2)

Ĥ
(I)
8,1 0.0267 0.3619 0.5639 (1, 1)

Ĥ
(II)
8,2 0.0267 0.3619 0.5639 (1, 1/2)

Ĥ
(I)
16,1 0.0295 1.1761 0.8622 (1, 2, 2, 1/2)

Ĥ
(I)
16,2 0.0310 0.8523 0.8548 (1, 1, 1, 1/2)

Ĥ
(I)
16,3 0.0280 2.8713 0.8475 (1/2, 1, 1, 0)

Ĥ
(II)
16,4 0.0395 1.3654 1.0554 (2, 2, 1, 1/2)

Ĥ
(II)
16,5 0.0423 1.2283 1.0002 (1, 1, 1, 1/2)

Ĥ
(II)
16,6 0.0392 2.9714 1.4257 (1, 1, 1/2, 0)

Ĥ
(I)
32,1 0.0284 1.7205 1.1434 (2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1/2)

Ĥ
(I)
32,2 0.0255 2.4161 1.1187 (1, 2, 2, 2, 2, 1, 1/2, 1/2)

Ĥ
(I)
32,3 0.0250 5.7363 1.1076 (1, 2, 2, 2, 2, 1, 0, 1/2)

Ĥ
(I)
32,4 0.0242 8.1737 1.0858 (1, 2, 2, 1, 2, 2, 1/2, 0)

Ĥ
(I)
32,5 0.0230 12.1986 1.0801 (1, 2, 2, 1/2, 2, 2, 1/2, 0)

Ĥ
(I)
32,6 0.0243 3.0676 1.1274 (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1/2, 0)

Ĥ
(I)
32,7 0.0220 15.6260 1.0516 (1, 2, 2, 1/2, 2, 2, 0, 0)

Ĥ
(I)
32,8 0.0235 11.5455 1.0697 (1/2, 1, 1, 1/2, 1, 1, 0, 0)

Ĥ
(I)
32,9 0.0217 21.2621 1.0506 (1/2, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0)
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Tabela 17 – Continuação da página anterior

Ĥ
(M)
N,n φ

(
Ĥ

(M)
N,n

)
ε
(
Ĥ

(M)
N,n

)
λ
(
Ĥ

(M)
N,n

)
α

Ĥ
(I)
32,10 0.0241 7.1600 1.1696 (1/2, 1/2, 1, 1, 1, 1/2, 0, 0)

Ĥ
(II)
32,11 0.0472 3.3524 1.5513 (2, 2, 2, 2, 2, 1, 1/2, 1/2)

Ĥ
(II)
32,12 0.0459 4.1536 1.7149 (2, 2, 2, 2, 2, 1/2, 1/2, 1/2)

Ĥ
(II)
32,13 0.0456 7.7907 2.1359 (2, 2, 2, 2, 1, 1/2, 0, 1/2)

Ĥ
(II)
32,14 0.0454 9.3730 2.3522 (2, 2, 2, 2, 1, 0, 0, 1/2)

Ĥ
(II)
32,15 0.0458 5.0439 1.8631 (2, 2, 2, 2, 2, 1/2, 1/2, 0)

Ĥ
(II)
32,16 0.0457 7.3295 2.1896 (2, 2, 2, 2, 1, 0, 1/2, 0)

Ĥ
(II)
32,17 0.0454 9.3730 2.3522 (2, 2, 2, 2, 1, 1/2, 0, 0)

Ĥ
(II)
32,18 0.0453 10.9554 2.5388 (1, 1, 1, 1, 1/2, 0, 0, 0)

Tabela 18 – Complexidade aritmética das transformadas selecionadas.

Transformada Adições Multiplicações Deslocamentos de bits

H3 [36] 6 2 0

Ĥ
(I)
3,1 6 0 2

Ĥ
(II)
3,3 6 0 1

H5 [36] 17 5 0

Ĥ
(I)
5,1 20 0 8

Ĥ
(II)
5,3 17 0 1

Ĥ
(II)
5,4 17 0 3

Ĥ
(II)
5,5 17 0 3

Ĥ
(II)
5,6 17 0 2

Ĥ
(II)
5,7 15 0 2

H7 [36] 40 8 0

Ĥ
(I)
7,1 42 0 18

Ĥ
(II)
7,7 40 0 5

Ĥ
(II)
7,8 32 0 1

Ĥ
(II)
7,9 36 0 3

Ĥ
(II)
7,10 40 0 4
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Tabela 18 – Continuação da página anterior

Transformada Adições Multiplicações Deslocamentos de bits

H8 [28] 26 2 0

Ĥ
(I)
8,1 [67] 22 0 0

Ĥ
(II)
8,2 26 0 2

H16 [28] 74 14 0

Ĥ
(I)
16,2 60 0 4

Ĥ
(II)
16,4 74 0 10

Ĥ
(II)
16,5 74 0 4

Ĥ
(II)
16,6 70 0 6

H32 [28] 194 54 0

Ĥ
(I)
32,1 162 0 20

Ĥ
(II)
32,11 194 0 20

Ĥ
(II)
32,12 194 0 20

Ĥ
(II)
32,13 182 0 22

Ĥ
(II)
32,14 178 0 18

Ĥ
(II)
32,15 190 0 16

Ĥ
(II)
32,16 186 0 26

Ĥ
(II)
32,17 178 0 18

Ĥ
(II)
32,18 174 0 14
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6 RECONHECIMENTO FACIAL

Uma das habilidades mais notáveis da visão humana é a capacidade de realizar o reco-

nhecimento facial. Ela se desenvolve ao longo da infância, sendo importante em vários aspectos

da vida social, como interpretar a expressão das pessoas com as quais se interage. Essa e

outras habilidades relacionadas desempenharam um papel importante no curso da evolução

humana [95].

Um sistema automatizado de reconhecimento facial é útil para a identificação humana e

encontra aplicações em interfaces de usuário interativas, indústria de publicidade, serviços de

entretenimento e codificação de vídeo [96]. Em virtude das inúmeras aplicações possíveis, o

reconhecimento facial automático tornou-se uma área de pesquisa muito ativa [97].

Em sistemas de vigilância, a tecnologia de reconhecimento facial possui a vantagem de

poder ser utilizada em locais com grande número de pessoas [98]. Em comparação com outros

sistemas biométricos, que usam impressão digital e escaneamento de íris, o reconhecimento

facial tem vantagens distintas devido ao seu processo sem contato direto. As imagens faciais

podem ser capturadas à distância e o procedimento não requer interação com o indivíduo que

está sendo identificado [99].

Um sistema de reconhecimento facial tem como objetivo a verificação ou a identificação

de pessoas. A verificação facial é um problema de autenticação, em que o sistema aceita ou

rejeita a identidade reivindicada da face utilizada como entrada. De outro modo, em problemas

de identificação o sistema determina a identidade da face consultada a partir de uma base de

dados de pessoas conhecidas [98].

Um sistema de reconhecimento facial completo deve executar os seguintes três estágios:

detecção facial, extração de características e reconhecimento facial [96]. O primeiro estágio

consiste em detectar as faces em uma imagem. No estágio intermediário, o objetivo é extrair

características pertinentes da imagem localizada na etapa anterior. Finalmente, o último estágio

envolve a classificação das imagens faciais com base nas características obtidas [100]. Cada uma

dessas etapas é uma área separada de estudo [96].

Em geral, os métodos de reconhecimento facial são divididos em duas categorias: ho-

lísticos e baseados em características [97, 101]. Os métodos holísticos, também chamados de
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globais ou baseados em aparência, utilizam toda a informação disponível de uma imagem facial

para obter uma padrão de referência [102]. Normalmente, nesse tipo de abordagem, procura-se

reduzir a dimensionalidade dos dados, conservando as variações entre as faces [103]. Alguns dos

algoritmos mais conhecidos baseados em métodos holísticos são o Eigenfaces [104] e o Fisherfa-

ces [105], que utilizam análise de componentes principais (PCA) e análise de discriminantes

lineares (LDA), respectivamente.

Nos métodos baseados em características, também denominados de locais, a imagem de

entrada é processada para extrair características faciais, como olhos, nariz, boca e sobrancelhas.

As relações geométricas entre as características são usadas em abordagens de reconhecimento

de padrões para identificar os indivíduos [103]. As particularidades da face permitem o reco-

nhecimento mesmo na presença de ruídos como chápeus, óculos e cabelo [100]. Enquanto os

métodos holísticos usualmente empregam análise estatística, os métodos baseados em caracterís-

ticas exploram mais as áreas de processamento de imagens e visão computacional [102]. Duas

das técnicas mais populares para a extração de características faciais são baseadas em Gabor

wavelets [106–108] e padrão binário local (LBP) [109–111].

Reconhecimento facial se tornou um dos temas mais investigados na área de identificação

biométrica, além das abordagens mencionadas anteriormente, outras diversas foram desenvolvi-

das [98,102,103,112,113]. A aplicação de filtros de correlação [114] se mostrou uma alternativa

relevante para o reconhecimento facial no domínio da frequência de Fourier em oposição aos

tradicionais métodos existentes no domínio do espaço [115].

Savvides e colaboradores foram os primeiros a constatar um bom desempenho dos

filtros de correlação para reconhecimento facial [116]. Os filtros de correlação apresentam

vantagens como baixa degradação em situações com faces parcialmente oclusas e invariância ao

deslocamento, eliminando a necessidade de centrar as imagens faciais [115]. Uma desvantagem

dos filtros de correlação é a complexidade de implementação inerente ao cômputo de 2D DFTs,

o que pode inviabilizar a aplicação destes filtros em procedimentos de larga escala [115].

Neste capítulo, é proposto um método de reconhecimento facial baseado em filtros de

correlação no domínio da frequência de Hartley. As aproximações para a transformada de Hartley

obtidas no capítulo anterior são estendidas para transformadas aproximadas bidimensionais e uti-

lizadas com o intuito de diminuir a complexidade do algoritmo de reconhecimento, preservando

o desempenho ao máximo.



76

6.1 Filtros de Correlação

Em processamento de sinais, a correlação é uma métrica de similaridade entres dois

sinais [117]. Em aplicações de reconhecimento de padrões, a correlação é usualmente empregada

para avaliar a correspondência entre um sinal de teste e um sinal de referência [114]. O valor

máximo da correlação entre dois sinais (pico de correlação) pode ser usado para caracterizar a

similaridade entre os sinais. Picos de correlação elevados indicam que esses sinais apresentam um

comportamento semelhante no tempo ou no espaço [118]. Se os sinais comparados apresentam

um deslocamento relativo, então o pico do sinal de correlação é equitativamente deslocado em

relação à origem [115].

Filtros de correlação foram empregados com êxito em uma série de aplicações tais

como rastreamento facial [119], reconhecimento de impressões digitais [120], localização de

pedestres [121] e reconhecimento de íris [122]. Os filtros de correlação são padrões de referência

(templates) projetados de acordo com critérios prefixados [118].

Uma imagem de teste xq é correlacionada com um filtro h produzindo o plano de

correlação g. Esta operação pode ser realizada com eficiência no domínio da frequência de

Fourier da seguinte forma [118]:

G = X�H∗, (6.1)

em que o operador � é o produto de Hadamard, G, X e H são as 2D DFTs da correlação de

saída, da imagem de teste e do filtro de correlação, respectivamente.

O filtro de correlação mais básico é o filtro casado (MF - matched filter), que é simples-

mente a 2D DFT de uma imagem facial usada como padrão de referência. Este filtro apresenta

bom desempenho para detectar a imagem de referência deslocada e na presença de ruído branco

aditivo. Entretanto, quando as imagens de teste e referência divergem de qualquer outra maneira,

como por exemplo rotação ou mudança de escala, o filtro deixa de ter um bom desempenho [116].

No reconhecimento facial, as imagens de teste de um indivíduo tendem a diferir da

imagem de referência deste mesmo indivíduo devido a variações normais, como mudança

de expressão, envelhecimento e posicionamento da face [123]. Dessa forma, uma solução

teórica seria utilizar um MF para cada possível aparência de um mesma face. Evidentemente, a

quantidade necessária de filtros para representar todas a variações faciais torna esta aborgadem

computacionalmente inviável [115].

Com o objetivo de usar menos filtros de correlação para o reconhecimento de padrões,



77

foi introduzido o filtro de função discriminante sintética (SDF) [124], que emprega uma série de

imagens faciais de treinamento na sua composição. O filtro SDF é uma combinação linear de

filtros casados em que os coeficientes de combinação são escolhidos de modo que a correlação

com as imagens de treinamento gere picos na origem de valor predeterminado.

Um filtro SDF típico exibe pico de correlação na origem igual a 1 para as imagens de

treinamento autênticas e igual a 0 para as imagens de treinamento impostoras [115]. Assim,

espera-se que a correlação na origem do filtro resultante com imagens de teste produza valores

próximos a 1 para imagens autênticas e próximos a 0 para imagens impostoras.

O filtro SDF é desenvolvido para produzir picos de valor predefinido apenas na origem,

por isso não há nenhum controle sobre o restante do plano de correlação. Picos de correlação

em regiões distintas da origem são comuns e podem inclusive ser maiores que o pico da

origem, o que resulta em classificações errôneas se as imagens de teste não estão devidamente

centralizadas [116].

Em uma tentativa de reduzir os lóbulos laterais produzidos na correlação com o filtro

SDF, Mahalanobis e colaboradores propuseram o filtro de mínima energia de correlação média

(MACE - minimum average correlation energy) [125]. Esse filtro minimiza a energia do plano

de correlação de modo que o máximo absoluto esteja na origem para as imagens de treinamento

autênticas e centralizadas.

A correlação de um filtro MACE bem projetado com imagens de entrada autênticas

normalmente exibe um pico acentuado, que destaca-se em relação ao plano de correlação. Dessa

forma, a centralização de tal pico é dispensável, pois a sua detecção e localização podem ser

efetuadas de maneira relativamente simples e robusta [115]. O filtro MACE foi escolhido para

ser o filtro de correlação usado no procedimento de reconhecimento facial neste trabalho. Na

próxima seção, é explicado o processo de construção deste filtro.

6.1.1 Filtro MACE

O filtro MACE é projetado a partir de N imagens de treinamento, representadas por

matrizes xi de tamanho d× d [116]. Primeiramente, calcula-se a 2D DFT das imagens e, em

seguida, as matrizes resultantes são organizadas em vetores unidimensionais Xi por meio de um

ordenamento lexicográfico. Os vetores Xi possuem comprimento d2 e são usados para compor
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as colunas da matriz

X = [X1|X2| · · · |XN ] , (6.2)

de tamanho d2 ×N .

O filtro MACE é representado por um vetor coluna h com d2 elementos. Exige-se que a

resposta do filtro às imagens de treinamento gere valores predeterminados ui na origem do plano

de correlação, estas restrições são expressas por:

X†h = u, (6.3)

em que u = [u1, u2 · · · , uN ]> e o símbolo † sobrescrito representa o conjugado transposto.

A correlação do filtro com uma imagem de treinamento é representada por:

gi = diagv (X
∗
i ) · h, (6.4)

em que diagv (·) retorna uma matriz diagonal, cuja diagonal é igual ao vetor de entrada. Portanto,

a energia de correlação de h com Xi é calculada por:

Ei = g†igi = h† · diagv (Xi) · diagv (X
∗
i ) · h, (6.5)

a expressão acima pode ser reescrita como:

Ei = h†Dih, (6.6)

em que a matriz diagonal Di = diagv (Xi) · diagv (X
∗
i ) contém o espectro de potência de xi em

sua diagonal.

As energias de correlação Ei, correspontes às imagens xi, não podem ser simultanea-

mente minimizadas, estando sujeitas à restrição da Equação 6.3. Ao invés disso, minimiza-se a

energia de correlação média, ou seja, o valor médio de Ei:

Eavg =
1

N

N∑
i=1

h†Dih = h†

(
1

N

N∑
i=1

Di

)
h = h†Dh, (6.7)

em que a matriz diagonal D = 1
N

∑N
i Di contém a média do espectro de potência das imagens

de treinamento ao longo de sua diagonal.

A minimização do termo quadrático h†Dh submetido às restrições lineares X†h = u

conduz à seguinte solução de forma fechada [125]:

h = D−1X
(
X†D−1X

)−1
u. (6.8)
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Conforme descrito anteriormente, o filtro h projetado é um vetor unidimensional com d2 elemen-

tos, portanto, o filtro de correlação bidimensional é obtido com o reordenamento do vetor coluna

em uma matriz.

6.2 Filtros de Correlação no Domínio de Hartley

As imagens utilizadas neste trabalho são representadas por sinais reais, portanto, para

evitar operações com números complexos, propõe-se a construção e aplicação de filtros de

correlação no domínio da frequência Hartley. A correlação g entre um imagem de teste xq e um

filtro h é realizada no domínio de Hartley por [126]:

G = Xe �He +Xo �He +Xo �Ho −Xe �Ho, (6.9)

em que G, X e H são as 2D DHTs da correlação de saída, da imagem de teste e do filtro de

correlação, respectivamente, e os índices e e o referem-se as partes par e ímpar. A expressão da

correlação pode ser representada de forma mais concisa por:

G = X�He −Xd �Ho, (6.10)

em que Xd = (Xe −Xo).

6.2.1 Filtro MACE no domínio de Hartley

Nesta seção demonstra-se como projetar uma versão do filtro MACE no domínio de

Hartley a partir da 2D DHT de N imagens de treinamento, representadas por matrizes xi de

tamanho d × d. Utilizando a Equação 2.29 a expressão para o filtro no domínio de Hartley é

obtida por:

hH = <
(
hF
)
−=

(
hF
)
, (6.11)

em que

hF = D−1XF
(
XF

†
D−1XF

)−1
u, (6.12)

é o filtro no domínio de Fourier, vide Equação 6.8.

A fim de se obter as partes real e imaginária de hF , é necessário derivar matrizes XH,

XHe e XHo baseadas na 2D DHT das imagens xi, que satisfaçam as seguintes relações:

XF = XHe − jXHo , (6.13a)
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XH = XHe +XHo . (6.13b)

Para tal, calcula-se a 2D DHT das imagens e as suas partes par e ímpar, em seguida, as matrizes

resultantes são organizadas em vetores unidimensionais XHi , XHie e XHio por meio de um ordena-

mento lexicográfico. De modo análogo à Equação 6.2, os vetores calculados de tamanho d2 são

utilizados para compor as colunas das matrizes:

XH =
[
XH1 |XH2 | · · · |XHN

]
, (6.14a)

XHe =
[
XH1e|X

H
2e| · · · |X

H
Ne

]
, (6.14b)

XHo =
[
XH1o |X

H
2o | · · · |X

H
No

]
. (6.14c)

A Equação 6.12 pode ser reescrita como:

hF = D−1
(
XHe − jXHo

) [(
XHe + jXHo

)>
D−1

(
XHe − jXHo

)]−1
u. (6.15)

Analisando separadamente o termo entre colchetes:(
XHe + jXHo

)>
D−1

(
XHe − jXHo

)
= XHe

>
D−1XHe +XHo

>
D−1XHo

− j
[
XHe

>
D−1XHo −

(
XHe

>
D−1XHo

)>]
,

(6.16)

verifica-se que ele é puramente real, pois

XHe
>
D−1XHo = 0. (6.17)

Dessa forma, obtém-se que:

hF = D−1
(
XHe − jXHo

) (
XHe

>
D−1XHe +XHo

>
D−1XHo

)−1
u. (6.18)

Por fim, ao aplicar a expressão anterior à Equação 6.11 resulta no filtro MACE no domínio de

Hartley:

hH = D−1XH
(
XHe

>
D−1XHe +XHo

>
D−1XHo

)−1
u. (6.19)
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Figura 1 – Exemplo de correlação de um filtro MACE com uma imagem impostora, à
esquerda, e com um imagem autêntica, à direita.

6.3 Verificação Facial com Filtros MACE

Savvides e colaboradores [116] demonstraram o bom desempenho dos filtros MACE

para verificação de faces com diferentes expressões faciais. A correlação de um filtro MACE

com uma imagem de teste autêntica deve gerar um pico acentuado, enquanto a correlação com

uma imagem de teste impostora não produz nenhum pico significativo. A probabilidade de uma

imagem ser autêntica é maior para valores altos de pico [118]. Na Figura 1, é ilustrado um

exemplo de correlação de um filtro MACE com uma imagem impostora, à esquerda, e com um

imagem autêntica, à direita.

Uma outra métrica relevante para verificar se uma imagem de teste é autêntica ou

impostora é a razão entre pico e lóbulos laterais (PSR - peak-to-sidelobe ratio) [118]. O cálculo

da PSR da correlação de uma imagem de teste xq com um filtro h é definido como [116]:

PSR (xq,h) ,
vp − µsl
σsl

, (6.20)

em que µsl e σsl são a média e o desvio padrão de correlação da região de lóbulos laterais, e vp é

o valor do pico de correlação. A região de lóbulos laterais é centrada no pico de correlação e

possui dimensão a× a com exclusão da região central de dimensão b× b, confome exibido na

Figura 2.

O diagrama de blocos do sistema de verificação facial no domínio de Hartley desenvol-

vido neste trabalho é ilustrado na Figura 3. O filtro MACE, projetado a partir da 2D DHT de

N imagens de treinamento, é correlacionado com a 2D DHT das imagens de teste. O plano de

correlação resultante é avaliado em termos da métrica PSR e de um limiar de similaridade τ . Se

a PSR é superior ou igual a τ , o sistema classifica a imagem como de identidade igual a do filtro,
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Figura 2 – Região de lóbulos laterais, centrada no pico de correlação.

Figura 3 – Diagrama de blocos do sistema de verificação facial no domínio de Hartley.

caso contrário, a identidade da imagem não é reconhecida como a mesma do filtro.

A saída produzida pelo sistema de verificação facial no domínio de Hartley é idêntica ao

do sistema análogo no domínio de Fourier. A seguir, esse sistema de verificação facial é imple-

mentado e comparado com versões modificadas, nas quais os blocos que computam a 2D DHT

exata são substituídos por blocos que utilizam extensões bidimensionais das aproximações para

a DHT, que foram derivadas no capítulo anterior. A fim de exemplificar a semelhança espectral

entre as transformadas exatas e as aproximadas, são ilustradas as funções de base da 2D DHT e

de uma aproximação bidimensional obtida a partir de Ĥ(I)
7,1, ambas de tamanho 7× 7, na Figura 4.



83

Figura 4 – Funções de base da 2D DHT, à esquerda, e de uma aproximação bidimensional
obtida a partir de Ĥ

(I)
7,1, à direita, ambas de tamanho 7× 7.

6.4 Experimento Computacional

A metodologia e valores adotados no experimento foram definidos com base no trabalho

de Savvides e colaboradores [116]. As simulações computacionais foram realizadas no ambiente

MATLAB com uma base de dados de expressões faciais da Universidade Carnegie Mellon

[1, 116]. Os dados são imagens faciais de 13 indivíduos, capturadas com expressões variadas.

Cada indivíduo da base de dados possui 75 imagens de expressões faciais diferentes, totalizando

975 imagens. Algumas amostras das imagens de um dos indivíduos é apresentada na Figura 5.

As imagens são de tamanho 64× 64 e foram extraídas de uma sequência de vídeo. As imagens

foram redimensionadas para 32 × 32 e para a região dos lóbulos laterais foram adotados os

valores a = 11 e b = 3.

O experimento consistiu em projetar filtros MACE no domínio de Hartley a partir de um

conjunto de três imagens de treinamento. As imagens foram escolhidas aleatoriamente, com a

restrição de estarem a uma distância mínima de 20 imagens uma da outra, na sequência da base

de dados. Para cada pessoa foram elaborados 50 filtros gerados a partir de 50 conjuntos distintos

de três imagens. Em seguida, as 975 imagens da base de dados foram utilizadas como entrada

em cada um dos sistemas e a PSR de cada saída foi calculada e armazenada.

O procedimento descrito acima foi primeiramente realizado com a DHT exata de com-

primento 32, na sequência o mesmo experimento foi repetido 18 vezes substituindo apenas a

transformada utilizada pelas aproximações de comprimento 32 propostas. O desempenho dos
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Figura 5 – Amostras das imagens de um dos indivíduos da base de dados [1].

sistemas de verificação foi avaliado em termos de uma medida de erro apresentada a seguir.

6.4.1 Taxa de Erro Igual (EER)

Tipicamente podem ocorrer dois tipos de erro de decisão em um sistema de verificação,

erro de correspondência falsa e erro de não correspondência falsa [127]. Neste trabalho, adota-se

as seguintes designações de erro:

1. Correspondência falsa, quando o sistema afirma que uma imagem de teste impostora

possui a mesma identidade do filtro.

2. Não correspondência falsa, quando o sistema nega que uma imagem de teste autêntica

possui a mesma identidade do filtro.

Para cada um destes erros é possível calcular uma métrica em função do limiar de

similaridade τ , a taxa de correspondência falsa (FMR - false match rate) e a taxa de não

correspondência falsa (FNMR - false non-match rate), definidas por [127]:

FMR(τ) =
# ({xq | xq ∈ X0, PSR (xq,h) ≥ τ})

# (X0)
, (6.21)

FNMR(τ) =
# ({xq | xq ∈ X1, PSR (xq,h) < τ})

# (X1)
, (6.22)
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em que #(·) retorna a cardinalidade do conjunto de entrada, X0 é o conjunto das imagens de

teste impostoras e X1 é o conjunto das imagens de teste autênticas. Portanto, #(X0) = 900 e

#(X1) = 75.

As funções FMR(τ) e FNMR(τ) são monótonas descrescente e crescente, respectiva-

mente, não sendo possível minimizar os dois erros simultaneamente. O valor em que as taxas

de correspondência e não correspondência se igualam (FNMR(τ) = FMR(τ)) é denominado

de taxa de erro igual (EER - equal error rate) [127]. Por ser uma métrica simples e efetiva,

que resume o desempenho de um sistema de verificação, a EER foi escolhida para comparar os

sistemas de verificação implementados neste experimento.

Na prática um ponto de igualdade entre a FMR e a FNMR pode não existir. Um procedi-

mento funcional para o cálculo da EER é definido a seguir [127]. Seja:

τ1 = max
τ ∈ {PSR(xq ,h)}

(τ | FNMR (τ) ≤ FMR (τ)) , e (6.23)

τ2 = min
τ ∈ {PSR(xq ,h)}

(τ | FNMR (τ) ≥ FMR (τ)) . (6.24)

O valor da EER é estimado por:

EER =

1
2
[FNMR (τ1) + FMR (τ1)] , se FNMR (τ1) + FMR (τ1) ≤ FNMR (τ2) + FMR (τ2) ,

1
2
[FNMR (τ2) + FMR (τ2)] , caso contrário.

(6.25)

6.4.2 Resultados

Foram projetados 50 sistemas de verificação para cada combinação de um indivíduo

da base de dados com uma transformada utilizada. Na Tabela 19, são apresentados a média

e o desvio padrão da EER, em porcertagem, dos 50 sistemas de cada uma das combinações.

Para cada transformada utilizada, foram projetados 650 sistemas (13 pessoas × 50 sistemas),

cuja média e desvio padrão da EER são exibidos na última coluna da Tabela 19. Na última

linha da Tabela 19, são apresentados a média e o desvio padrão da EER dos 950 sistemas (19

transformadas × 50 sistemas) construídos para cada indivíduo da base de dados.

Analisando na Tabela 19, a coluna referente a todos os indivíduos, percebe-se que a

média da taxa de erro igual foi baixa para todas as transformadas. O maior valor obtido foi

0,501% com a transformada Ĥ(I)
32,5 e o menor foi 0,315% com a transformada Ĥ(II)

32,11. Em termos

absolutos, o desempenho foi similar com uma diferença inferior a 0,2% entres esses casos
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extremos. As quatros transformadas com os melhores resultados foram Ĥ
(II)
32,11, Ĥ

(II)
32,15, Ĥ

(II)
32,12 e

Ĥ
(II)
32,17 sendo todas derivadas a partir do Método II, enquanto a DHT exata, H32, apresentou o

sétimo melhor desempenho, 0,363%.

Observando os resultados de cada indivíduo separadamente, verifica-se que os sistemas

para os indíviduos s1, s4, s9, s10, s11, s12 e s13 obtiveram EER nula e para os índividuos s6 e s7

a EER foi nula para a maioria das transformadas e próxima a zero para as demais. Na linha

referente a todas as matrizes da Tabela 19, nota-se que as médias dos indíviduos s3, s5 e s8 foram

semelhantes. Entretanto, cada transformada apresentou um desempenho diferente para esses

indivíduos. Por fim, o indivíduo s2 exibiu valores bastante altos quando comparados a qualquer

outro indivíduo. Esses resultados de s2 eram esperados devido as mudanças bruscas de expressão

facial presentes nas imagens, conforme relatado por Savvides e colaboradores [116].
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Experimento com mais imagens de treinamento

A taxa de erro do sistema de verificação tende a diminuir à medida que o número de

imagens de treinamento aumenta [116]. Por isso, o experimento foi realizado novamente, dessa

vez utilizando cinco imagens de treinamento escolhidas aleatoriamente, com uma distância

mínima de 10 imagens uma da outra, na sequência da base de dados.

Na Tabela 20, são apresentados os resultados do segundo experimento. Verifica-se que

de modo geral houve uma redução das médias da taxa de erro. Para nove indivíduos, a média da

EER foi nula com todas as transformadas, enquanto os outros quatro obtiveram médias da EER

inferior ao experimento anterior. Analisando as transformadas separadamente, na última coluna

da Tabela 20, observa-se que a média da taxa de erro ficou entre 0,192% com Ĥ
(II)
32,15 e 0,368%

com Ĥ
(I)
32,5, e a DHT exata apresentou média da EER de 0,198%, o quinto menor valor.
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7 CONCLUSÃO

Neste trabalho, uma revisão de literatura das transformadas de Hartley e Fourier foi

realizada. As definições dessas transformadas, em uma e duas dimensões, e a forma como elas

se relacionam foram apresentadas. Além disso, alguns dos algoritmos rápidos mais conhecidos

para a transformada de Hartley foram discutidos.

A metodologia de busca de aproximações baseada em parametrização [82] foi adaptada

para gerar transformadas aproximadas da DHT. Um primeiro método foi proposto para parame-

trizar a matriz da DHT na forma não fatorada e um segundo método foi desenvolvido com o

intuito de parametrizar a representação matricial da DHT associada aos algoritmos de Winograd

e Cooley-Tukey. As aproximações derivadas por esses dois métodos foram submetidas a um

problema de otimização multiobjetivo para selecionar as transformadas ótimas em termos de

métricas de avaliação.

A figura de mérito denominada erro de involução foi proposta neste trabalho para avaliar

o desempenho das aproximações em substituição à própria transformada inversa. Essa métrica em

conjunto com o erro de energia total e o desvio de ortogonalidade foram utilizados como funções

objetivo do problema de otimização. A busca por transformadas aproximadas foi efetuada para

os comprimentos N = 3, 5, 7, 8, 16, 32. Ao total, 44 novas aproximações da DHT foram obtidas

para esses comprimentos. Foram derivados algoritmos rápidos para duas transformadas, uma de

comprimento 16 e outra de comprimento 32, e suas complexidades aritméticas foram comparadas

com as complexidades de outras aproximações e da DHT exata.

A fim de avaliar o desempenho das novas transformadas aproximadas em um contexto

prático, as dezoito aproximações obtidas de comprimento N = 32 foram utilizadas em uma

aplicação de verificação facial baseada em filtros de correlação. Uma expressão para o cálculo

de filtros de correlação MACE no domínio de Hartley foi demonstrada. As transformadas

aproximadas de comprimento 32 e a DHT exata foram empregadas na construção de sistemas de

verificação facial com esse tipo de filtro. Os sistemas projetados com cada transformada foram

avaliados em termos de uma medida erro. As aproximações obtiveram média da taxa de erro

entre 0,32% e 0,50%, valores próximos ao da DHT exata que foi de 0,36%.
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As principais contribuições derivadas neste trabalho são enumeradas a seguir:

1. Uma metodologia de busca de aproximações para a DHT foi desenvolvida. Dois métodos

baseados em parametrização foram utilizados para explorar a matriz da DHT na forma

direta e na forma de algoritmos rápidos;

2. Uma nova figura de mérito, denominada erro de involução, foi proposta para avaliar a

proximidade das transformadas em relação a propriedade de involução da DHT;

3. A busca por aproximações da DHT foi realizada para os comprimentosN = 3, 5, 7, 8, 16, 32

e gerou como resultado 44 novas transformadas aproximadas;

4. Um sistema de verificação facial baseado em filtros de correlação MACE foi projetado

integralmente no domínio de Hartley;

5. As dezoito transformadas aproximadas de comprimento N = 32 foram comparadas com a

DHT exata no contexto de reconhecimento facial. Seis dessas aproximações apresentaram

um desempenho melhor do que o da transformada exata na aplicação realizada.

Para trabalhos futuros, sugere-se:

• Empregar o Método I para buscar novas aproximações de outras transformadas discretas,

de comprimentos variados, já que esse método pode ser facilmente adaptado para qualquer

transformada real;

• Investigar se a quantidade de elementos não nulos da matriz aproximada, ao ser utilizada

como uma figura de mérito no problema de otimização, retorna novas aproximações com

menor complexidade aditiva e bom desempenho;

• Reduzir a complexidade computacional das aproximações geradas a partir do Método II,

por meio de novas fatorações;

• Utilizar a relação entre a DCT e a DHT [128] para derivar transformadas aproximadas da

DCT a partir das novas aproximações obtidas neste trabalho;

• Analisar se existe uma relação entre as aproximações Ĥ(II)
32,14 e Ĥ

(II)
32,17, que justifique os

valores idênticos obtidos para as métricas avaliadas dessas transformadas. Caso essa

relação seja verificada, espera-se derivar uma expressão aplicável a um caso geral.
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APÊNDICE A – PARAMETRIZAÇÃO DA MATRIZ DA DHT EXATA

Comprimento N = 3 na Forma Direta

A matriz da transformada discreta de Hartley de comprimento N = 3 é representada na

forma parametrizada por:

H3 (α) =


α1 α1 α1

α1 α2 −α3

α1 −α3 α2

 , (A.1)

em que α = (1, cas θ,− cas 2θ) e θ = 2π
3

.

Comprimento N = 3 com a Fatoração de Winograd

A parametrização de H3 associada à fatoração de Winograd [36], é definida por:

H3 (α) = C1C2B (α)A1A2, (A.2)

em que

A2 =


1 0 0

0 1 1

0 1 −1

 , A1 =


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 , C2 =


1 0 0

1 1 0

0 0 1

 , C1 =


1 0 0

0 1 1

0 1 −1

 ,

B (α) =


α1 0 0

0 −α2 0

0 0 α3

 , (A.3)

α = (1, 1− cos θ, sen θ) e θ = 2π
3

.

Comprimento N = 5 na Forma Direta

A matriz da DHT de comprimento N = 5 é representada na forma parametrizada por:

H5 (α) =



α1 α1 α1 α1 α1

α1 α2 −α3 −α4 −α5

α1 −α3 −α5 α2 −α4

α1 −α4 α2 −α5 −α3

α1 −α5 −α4 −α3 α2


, (A.4)

em que α = (1, cas θ,− cas 2θ,− cas 3θ,− cas 4θ) e θ = 2π
5

.
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Comprimento N = 5 com a Fatoração de Winograd

A parametrização de H5 associada à fatoração de Winograd [36], é definida por:

H5 (α) = C1C2C3B (α)A1A2A3, (A.5)

em que

A3 =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 1 0

0 0 1 −1 0

0 1 0 0 −1


, A2 =



1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 1 −1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


, A1 =



1 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 −1 1

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 1


,

C3 =



1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 1

0 0 0 1 −1 0


, C2 =



1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 1 −1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


, C1 =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 1 0

0 0 1 −1 0

0 1 0 0 −1


,

B (α) =



α1 0 0 0 0 0

0 −α2 0 0 0 0

0 0 α3 0 0 0

0 0 0 α4 0 0

0 0 0 0 α5 0

0 0 0 0 0 −α6


, (A.6)

α =
(
1, 1− 1

2
(cos θ + cos 2θ) , 1

2
(cos θ − cos 2θ) , sen θ, sen θ + sen 2θ, sen θ − sen 2θ

)
e θ =

2π
5

.
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Comprimento N = 7 na Forma Direta

A matriz da DHT de comprimento N = 7 é representada na forma parametrizada por:

H7 (α) =



α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1

α1 α2 α3 −α4 −α5 −α6 −α7

α1 α3 −α5 −α7 α2 −α4 −α6

α1 −α4 −α7 α3 −α6 α2 −α5

α1 −α5 α2 −α6 α3 −α7 −α4

α1 −α6 −α4 α2 −α7 −α5 α3

α1 −α7 −α6 −α5 −α4 α3 α2


, (A.7)

em que α = (1, cas θ, cas 2θ,− cas 3θ,− cas 4θ,− cas 5θ,− cas 6θ) e θ = 2π
7

.

Comprimento N = 7 com a Fatoração de Winograd

A parametrização de H7 associada à fatoração de Winograd [36], é definida por:

H7 (α) = C1C2B (α)A1A2, (A.8)

em que

A2 =



1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 −1 0 0

0 0 1 0 0 −1 0

0 1 0 0 0 0 −1


, A1 =



1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0

0 1 0 −1 0 0 0

0 0 −1 1 0 0 0

0 −1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 1 1

0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 −1 −1 0

0 0 0 0 0 1 −1



,

C2 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0 0

1 1 −1 0 −1 0 0 0 0

1 1 0 −1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 1 −1

0 0 0 0 0 1 −1 0 −1

0 0 0 0 0 1 1 1 0


, C1 =



1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 −1 0 0

0 0 1 0 0 −1 0

0 1 0 0 0 0 −1


,
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B (α) =



α1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −α2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 α3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 α4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α5 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α6 0 0 0

0 0 0 0 0 0 α7 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −α8 0

0 0 0 0 0 0 0 0 α9



, (A.9)

α =

(
1, 1− 1

3
(cos θ + cos 2θ + cos 3θ) ,

1

3
(2 cos θ − cos 2θ − cos 3θ) ,

1

3
(cos θ − 2 cos θ + cos 3θ) ,

1

3
(cos θ + cos 2θ − 2 cos 3θ) ,

1

3
(sen θ + sen 2θ − sen 3θ) ,

1

3
(2 sen θ − sen 2θ + sen 3θ) ,

1

3
(sen 2θ + sen 3θ − sen θ) ,

1

3
(sen θ + sen 2θ + 2 sen 3θ)

)
e θ =

2π

7
.

.

Comprimento N = 8 na Forma Direta

A matriz da DHT de comprimento N = 8 é representada na forma parametrizada por:

H8 (α) =



α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1

α1 α2 α1 0 −α1 −α2 −α1 0

α1 α1 −α1 −α1 α1 α1 −α1 −α1

α1 0 −α1 α2 −α1 0 α1 −α2

α1 −α1 α1 −α1 α1 −α1 α1 −α1

α1 −α2 α1 0 −α1 α2 −α1 0

α1 −α1 −α1 α1 α1 −α1 −α1 α1

α1 0 −α1 −α2 −α1 0 α1 α2



, (A.10)

em que α = (1, cas θ) e θ = π
4
.

Comprimento N = 8 com a Fatoração de Cooley-Tukey

A parametrização de H8 associada à fatoração de Cooley-Tukey [28], é definida por:

H8 (α) = C1B1 (α)A1C2C3P, (A.11)
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em que a matriz P é uma permutação entre linhas, duas a duas, dos pares de linhas (2, 5) e (4, 7)

da matriz identidade I8, as matrizes Ci são obtidas a partir da Equação 4.11:

C3 = I4 ⊗H2, C2 = I2 ⊗H2 ⊗ I2, C1 = H2 ⊗ I4,

a matriz A1 é dada pela Equação 4.13:

A1 = D8,

e a matriz parametrizada é calculada por:

B1 (α) =



α1 0 0 0 0 0 0 0

0 α1 0 0 0 0 0 0

0 0 α1 0 0 0 0 0

0 0 0 α1 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 0 0 0

0 0 0 0 0 α2 0 0

0 0 0 0 0 0 α1 0

0 0 0 0 0 0 0 α2



, (A.12)

α = (1, cos θ) e θ = π
4
.

Comprimento N = 16 na Forma Direta

A matriz da DHT de comprimento N = 16 é representada na forma parametrizada por:

H16 (α) =



α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1

α1 α2 α3 α2 α1 α4 0 −α4 −α1 −α2 −α3 −α2 −α1 −α4 0 α4

α1 α3 α1 0 −α1 −α3 −α1 0 α1 α3 α1 0 −α1 −α3 −α1 0

α1 α2 0 −α2 −α1 α4 α3 α4 −α1 −α2 0 α2 α1 −α4 −α3 −α4

α1 α1 −α1 −α1 α1 α1 −α1 −α1 α1 α1 −α1 −α1 α1 α1 −α1 −α1

α1 α4 −α3 α4 α1 −α2 0 α2 −α1 −α4 α3 −α4 −α1 α2 0 −α2

α1 0 −α1 α3 −α1 0 α1 −α3 α1 0 −α1 α3 −α1 0 α1 −α3

α1 −α4 0 α4 −α1 α2 −α3 α2 −α1 α4 0 −α4 α1 −α2 α3 −α2

α1 −α1 α1 −α1 α1 −α1 α1 −α1 α1 −α1 α1 −α1 α1 −α1 α1 −α1

α1 −α2 α3 −α2 α1 −α4 0 α4 −α1 α2 −α3 α2 −α1 α4 0 −α4

α1 −α3 α1 0 −α1 α3 −α1 0 α1 −α3 α1 0 −α1 α3 −α1 0

α1 −α2 0 α2 −α1 −α4 α3 −α4 −α1 α2 0 −α2 α1 α4 −α3 α4

α1 −α1 −α1 α1 α1 −α1 −α1 α1 α1 −α1 −α1 α1 α1 −α1 −α1 α1

α1 −α4 −α3 −α4 α1 α2 0 −α2 −α1 α4 α3 α4 −α1 −α2 0 α2

α1 0 −α1 −α3 −α1 0 α1 α3 α1 0 −α1 −α3 −α1 0 α1 α3

α1 α4 0 −α4 −α1 −α2 −α3 −α2 −α1 −α4 0 α4 α1 α2 α3 α2



,

(A.13)

em que α = (1, cas θ, cas 2θ, cas 5θ) e θ = π
8
.
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Comprimento N = 16 com a Fatoração de Cooley-Tukey

A parametrização de H16 associada à fatoração de Cooley-Tukey [28], é definida por:

H16 (α) = C1B1 (α)A1C2B2 (α)A2C3C4P, (A.14)

em que a matriz P é uma permutação entre linhas, duas a duas, dos pares de linhas (2, 9), (3, 5),

(4, 13), (6, 11), (8, 15), e (12, 14) da matriz identidade I16, as matrizes Ci são obtidas a partir da

Equação 4.11:

C4 = I8 ⊗H2, C3 = I4 ⊗H2 ⊗ I2, C2 = I2 ⊗H2 ⊗ I4, C1 = H2 ⊗ I8,

as matrizes Ai são dadas pela Equação 4.13:

A2 = I2 ⊗D8, A1 = D16,

e as matrizes parametrizadas são calculadas por:

B2 (α) =



α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 α3 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α3 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α3



,

(A.15)
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B1 (α) =



α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 α2 0 0 0 0 0 α4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α4 0 α2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α2 0 −α4 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α3 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 α4 0 0 0 0 0 −α2



,

(A.16)

α = (1, cos θ, cos 2θ, cos 3θ) e θ = π
8
.

Comprimento N = 32 na Forma Direta

A matriz da DHT de comprimento N = 32, em sua forma parametrizada, contém oito

parâmetros αi, i = 1, . . . , 8. Todos os parâmetros estão presentes na segunda linha da matriz.

Portanto, apenas a segunda linha da matriz H32 (α) é representada a seguir:

(h1,0, h1,1, . . . , h1,31) = ( α1, α2, α3, α4, α5, α4, α3, α2,

α1, α6, α7, α8, 0,−α8,−α7,−α6,

−α1,−α2,−α3,−α4,−α5,−α4,−α3,−α2,

−α1,−α6,−α7,−α8, 0, α8, α7, α6) ,

(A.17)

em que α = (1, cas θ, cas 2θ, cas 3θ, cas 4θ, cas 9θ, cas 10θ, cas 11θ) e θ = π
16

. O restante da

matriz parametrizada é completamente representado pelo vetor de parâmetros α.

Comprimento N = 32 com a Fatoração de Cooley-Tukey

A parametrização de H32 associada à fatoração de Cooley-Tukey [28], é definida por:

H32 (α) = C1B1 (α)A1C2B2 (α)A2C3B3 (α)A3C4C5P, (A.18)
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em que a matriz P é uma permutação entre linhas, duas a duas, dos pares de linhas (2, 17),

(3, 9), (4, 25), (6, 21), (7, 13), (8, 29), (10, 19), (12, 27), (14, 23), (16, 31), (20, 26) e (24, 30) da

matriz identidade I32, as matrizes Ci são obtidas a partir da Equação 4.11:

C5 = I16⊗H2, C4 = I8⊗H2⊗I2, C3 = I4⊗H2⊗I4, C2 = I2⊗H2⊗I8, C1 = H2⊗I16,

as matrizes Ai são dadas pela Equação 4.13:

A3 = I4 ⊗D8, A2 = I2 ⊗D16, A1 = D32,

e as matrizes parametrizadas são calculadas por:

B3 (α) = I4 ⊗

 α1I4 04×4

04×4 R3 (α)

 , (A.19a)

B2 (α) = I2 ⊗

 α1I8 08×8

08×8 R2 (α)

 , (A.19b)

B1 (α) =

 α1I16 016×16

016×16 R1 (α)

 , (A.19c)

em que

R3 (α) =


α1 0 0 0

0 α5 0 0

0 0 α1 0

0 0 0 α5

 , (A.20)

R2 (α) =



α1 0 0 0 0 0 0 0

0 α3 0 0 0 0 0 α7

0 0 α5 0 0 0 0 0

0 0 0 α7 0 α3 0 0

0 0 0 0 α1 0 0 0

0 0 0 α3 0 −α7 0 0

0 0 0 0 0 0 α5 0

0 α7 0 0 0 0 0 −α3



, (A.21)
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R1 (α) =



α1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 α2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α8

0 0 α3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α7 0

0 0 0 α4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α6 0 0

0 0 0 0 α5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α6 0 0 0 0 0 α4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 α7 0 0 0 α3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 α8 0 α2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 α1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 α2 0 −α8 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 α3 0 0 0 −α7 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α4 0 0 0 0 0 −α6 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α5 0 0 0

0 0 0 α6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −α4 0 0

0 0 α7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −α3 0

0 α8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −α2



,

(A.22)

α = (1, cos θ, cos 2θ, cos 3θ, cos 4θ, cos 5θ, cos 6θ, cos 7θ) e θ = π
16

.
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APÊNDICE B – ALGORITMOS RÁPIDOS

Algoritmo Rápido para Ĥ
(I)
16,2

Um algoritmo rápido para a transformada Ĥ
(I)
16,2, desconsiderando a matriz diagonal de

ajuste, é dado por:

Ĥ
(I)
16,2 = C1BA1A2A3, (B.1)

em que

A3 =



1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1



, (B.2)
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A2 =



1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1



, (B.3)

A1 =



1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



, (B.4)
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B =



1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
2

0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
2

0 0

0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
2

0 1 0 0



, (B.5)

C1 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1



, (B.6)
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Algoritmo Rápido para Ĥ
(I)
32,1

Um algoritmo rápido para a aproximação Ĥ
(I)
32,2, desconsiderando a matriz diagonal de

ajuste, é definido por:

Ĥ
(I)
32,1 = P

 2Ĥ
(I)
16,2 016×16

016×16 R16

H2 ⊗ I16 (B.7)

em que P é uma matriz de permutação cujos elementos não nulos são p (2i+ 1, i+ 16) =

p (2i, i) = 1, i = 0, 1, . . . , 15,

R16 = C1C2BA, (B.8)

A =



1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −1



, (B.9)
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B =



2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0

2 0 0 0 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 −2 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −2 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 2 0 0 0 0 0

0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2

0 1

0 0 0 0 0 1 0 2 0 −1
2

0 2 0 0 0 0

0 2 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −2 0 −1
2

0 0 0 0 0 −2 0 2 0 1 0 −1
2

0 0 0 0

0 1 0 −1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 −2

0 0 0 0 0 2 0 1
2

0 2 0 −1 0 0 0 0

0 −1
2

0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 −2

0 0 0 0 0 −1
2

0 −1 0 2 0 2 0 0 0 0



, (B.10)

C2 =



1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



, (B.11)
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C1 =



1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1



. (B.12)
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