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RESUMO

Tem sido constatado que a educacéao formal tradicional ndo tem proporcionado
motivagdo para uma eficaz constru¢cdo do aprendizado dos educandos nas ciéncias
da natureza. Entdo, para contornar esse problema educacional, uma alternativa
interessante € a inser¢cdo do ladico como ferramenta pedagdgica partindo de
procedimentos experimentais usando brinquedos e modelando as relagGes
matematicas envolvidas nesses aparatos a fim de problematizar tanto as formas de
pesquisa quanto o aprendizado conceitual cientifico. No ensino de fisica, essa
aplicabilidade objetiva renovar o olhar receptor do discente instigando-o a curiosidade
epistemoldgica e a interagir com brinquedos sob novas perspectivas propondo uma
postura critica e contextualizada muito além dos processos sistematicos e metédicos
gue o formalismo tradicional vem promovendo no sistema educacional vigente. Entéo,
foram adquiridos um lancador e esferas de plastico e um i0i6 para serem usados em
dois aparatos experimentais como proposta de aplicacdo da modelagem matematica.
No primeiro, foram realizadas ac¢des de registrar valores, calcular, comparar e analisar
as variaveis envolvidas no movimento de um projétil. No segundo, com o intuito de
catalogar, mensurar, equiparar e explorar as variaveis presentes na dinamica
considerando o rolamento sem deslizamento de um ioid, visto como um corpo rigido.
Desse modo, observou-se que os resultados obtidos experimentalmente, em sua
maioria, foram satisfatorios. Os resultados sugerem que a resisténcia do ar nao
interfere significativamente quando foram comparados valores previstos e obtidos
auxiliando, entdo, na validacdo dos modelos tedricos. Apresentaram-se numa
confiabilidade razoavel o que permite concluir que essas propostas de modelagem
matematica podem ser aplicadas na educacao basica, a partir de modelo tedrico que
despreza os efeitos das forgcas de atrito, e superior. Embora seja um caso particular,
0s experimentos realizados com materiais simples e de baixo custo e com uma
linguagem matematica mais acessivel tornam possivel elucidar o aprendizado dos
conceitos associados a posicao, velocidade, aceleracdo, altura maxima, alcance,

forcas que envolvem o sistema fisico e relacdes de simetria com momento de inércia.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Ensino de Fisica. Equacdes Diferenciais

Ordinérias. Fisica Experimental.



ABSTRACT

It has been found that traditional formal education hasn’t provided motivation for
an effective construction of learner’s learning in the natural sciences So, to get around
this educational problem, an interesting alternative is the insertion of playfulness as a
pedagogical tool starting from experimental procedures using toys and modeling the
mathematical relationships involved in these devices in order to problematize both
forms of research and scientific conceptual learning. In the teaching of physics, this
applicability aims to renew the receptive look of the student, instigating him to
epistemological curiosity and interaction with toys from new perspectives, proposing a
critical and contextualized posture far beyond the systematic and methodical
processes that traditional formalism has been promoting the current educational
system. Then, a children's kit was acquired, containing a launcher and plastic balls,
and a yo-yo to be used in two experimental apparatus as a proposal for applying
mathematical modeling. In the first, actions were taken to record values, calculate,
compare and analyze the variables involved in the movement of a projectile. In the
second, in order to catalog, measure, equate and explore the variables involved in the
dynamics involving the rolling without sliding a yo-yo, being seen as a rigid body. Thus,
it was observed that the results obtained experimentally, for the most part, were
satisfactory. The results suggest that air resistance does not significantly interfere
when predicted and obtained values were compared, thus helping in the validation of
theoretical models. They were presented with reasonable reliability, which allows us to
conclude that these proposals for mathematical modeling can be applied in basic
education, based on a theoretical model that disregards the effects of frictional forces,
and higher. Although it is a particular case, the experiments carried out with simple and
low-cost materials and with a more accessible mathematical language make it possible
to elucidate the learning of the concepts associated with position, speed, acceleration,
maximum height, range, forces that involve the physical system and symmetry

relations with moment of inertia.

Keywords: Mathematical Modeling. Physics Teaching. Ordinary Differential

Equations. Experimental Physics.
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1 INTRODUCAO

A ciéncia busca compreender os fenbmenos da natureza por meio da
elaboracdo e, de forma gradual, no aprimoramento de teorias que estdo mais
adequadas na descricdo desses fenbmenos e que procuram expor uma aproximacao
plausivel da realidade baseada nos dados experimentais coletados. De acordo com
Bassanezi (2016, pp.17-19), a partir dessas formas de descricdo fenomenoldgica,
avancamos no conhecimento sobre 0s processos naturais, organizando um método
sisteméatico com ideais, abstracdes, representacdo grafica que interpretam dados e
exprimem informa¢des com detalhes complexos, significativos no campo légico-
matematico, com uma linguagem objetiva, que facilite e racionalize o pensamento,
procurando substituir a visdo simplista e ingénua por uma postura critica e mais
abrangente. Com base nisso, especificamente no contexto educacional, o estudante
poderia, mediante o aprendizado dos conceitos e na interacdo com outros discentes,
utilizar-se das teorias cientificas para analisar 0os processos naturais e a sua propria
realidade em ambito sécio-educacional, instigando, assim, a sua postura critica frente
a realidade que o circunda. Todavia, a educacdo formal tradicional ndo tem
proporcionado motivagéo para uma eficaz construcao do aprendizado dos educandos.
BRASIL (2002) mostra que, para os Parametros Curriculares Nacionais, “0 ensino de
Fisica tem-se realizado frequentemente mediante a apresentacéo de conceitos, leis e
férmulas, de forma desarticulada, distanciados do mundo vivido por estudantes e
professores”, gerando certas dificuldades, a exemplo da falta de dinamismo para
construcéo e desenvolvimento do conhecimento e baixa interacdo dos discentes na
sala de aula.

Uma proposta para contorno dessa situacdo é o uso de atividades ludicas
associadas com problemas investigativos assim como sugere a Base Nacional
Comum Curricular. Segundo o documento ‘o processo investigativo deve ser
entendido como elemento central na formacéao dos estudantes, em um sentido mais
amplo, e cujo desenvolvimento deve ser atrelado a situagdes didaticas planejadas ao
longo de toda a educacéo basica, de modo a possibilitar aos alunos revisitar de forma
reflexiva seus conhecimentos e sua compreenséo acerca do mundo em que vivem.”
(BRASIL, 2017, p.318). Para Castellar (2016), o ensino por investigacao caracteriza-
se “‘como uma pratica em que os estudantes se engajam na resolucédo de um problema

e se envolvem com alguns aspectos de natureza da ciéncia” (CASTELLAR, 2016,
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p.47). A partir disso, conforme Sasseron e Machado (2017), “os estudantes
desenvolvem melhor sua compreensdo conceitual e aprendem mais acerca da
natureza da ciéncia quando participam de investigacdes cientificas porque por meio
delas, oportunidades sédo criadas para que o0s alunos entrem em contato com
elementos da cultura cientifica". O trabalho pratico, segundo Hodson(1994), “nem
sempre necessita incluir atividades que se desenvolvam em banco de laboratério”. Ou
seja, ha alternativas experimentais simples que demonstrem o conceito fisico de forma
pratica.

A investigacdo, portanto, associada com modelagem de fenbmenos e
interacdo com o ladico, possibilita problematizar tanto as formas de pesquisa quanto
o aprendizado e sua aplicabilidade, tornando as aulas mais dinamicas, explorar
conceitos, analise de variaveis e de dados e que possibilitem a formulacdo de modelos
tedricos simples e adequados relevantes no estudo da Mecanica Classica a partir de
dois experimentos usando brinquedos. Para que possamos atingir os objetivos,
precisamos empregar uma metodologia alinhada a proposta de trabalho. O primeiro
experimento consiste no lancamento de projéteis visto sob a acdo de uma forca de
arrasto linear e, ao final, simplificar o modelo para as condi¢cdes experimentais. Nesse
aparato experimental foi usado uma pistola de brinquedo e bolas de plastico de
mesma dimensdo e de massa aproximada de 3 (trés) gramas, diametro aproximado
de 3,65 cm, volume aproximado de 25,5 cm?3 e densidade aproximada de 0,12 g/cms.
A partir de um angulo com a horizontal, primeiramente, sob os angulos de 30 graus,
posteriormente de 45 graus, 60 graus e, por fim, sob um angulo de 75 graus, a esfera
€ ejetada da pistola com uma velocidade inicial v,. Ao atingir a superficie, fica
registrada uma marca na folha de papel sob o respectivo angulo em relacdo a
superficie horizontal. A distancia, medida com uma trena, desse anteparo a
extremidade da pistola fornece a posicéo x da esfera no instante do choque. A esfera
foi lancada seis vezes. Ao final, foram catalogadas as coordenadas médias de cada
ponto e calculados os valores esperados ou provaveis, gue € a média aritmética entre
os valores obtidos, de cada angulo analisado. As etapas dos percursos sao filmadas
e com o auxilio do Tracker foi realizada a analise da trajetoria do projetil. O segundo
experimento, usando um ioi6é acrilico, de massa aproximada de 26 gramas, diametro
aproximado de 5,5 cm, diametro externo para personalizacdo de 4 cm, a fim de
analisar a dindmica de corpos rigidos, conceito de rolamento e calculo do coeficiente

de momento de inércia desse i0i6 e comparar os dados obtidos com o0 modelo tedrico.
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Nesse experimento, o i0i6 € posicionado em uma na calha com comprimento de 1
metro, inclinada, inicialmente, 30° em relacao a superficie e, a partir do repouso, solta-
lo. Mensura-se o tempo que o brinquedo gasta para atingir o final da calha. Esse
procedimento € repetido, depois sob uma inclinacéo de 45° e logo apds sob 60°, cinco
vezes de maneira que seja obtido um valor médio do tempo de descida do i0id6 para
cada angulo. Com base nas medidas anteriores, podem ser determinadas os valores
experimentais da aceleragdo e da velocidade final do centro de massa do i0i0.
Considerado que o brinquedo nao desliza, foram calculados os valores experimentais
da aceleracéo e da velocidade final do seu centro de massa.

Esses aparatos abordam conceitos vistos em mecanica através de materiais
de baixo custo, buscando estimular no aluno experimentador, de acordo com os
objetivos elencados por Bassanezi (2016, p.181), a construcéo de hipoteses, analise
e validacdo de argumentos, instigar o discente a curiosidade epistemolégica em
relacdo a disciplina provendo uma aprendizagem significativa, a fim de converter as
caracteristicas usuais e correntes nas instituicdes formais de ensino para uma postura
ativa, critica, contextualizada, construtora de conhecimento, muito além dos
processos sistematicos e metddicos que o formalismo tradicional vem promovendo no
sistema educacional vigente.

O nosso trabalho, cujo objetivo é expor duas propostas de modelagem
matematica para discussédo do ensino de fisica comparando os resultados obtidos
experimentalmente com os valores teoricos previstos a fim de avaliar até que ponto
podemos admitir com boa aproximacdo se os modelos matematicos encontrados
podem ser discutidos nas diferentes modalidades de ensino, esta dividido em quatro
partes principais que esta esbocado a seguir:

No segundo topico, a fundamentacdo tedrica, apresentamos a definicéo,
aplicacbes e as etapas do processo de modelagem matematica, além de sua
importancia no contexto cientifico e duas propostas de modelagem na descri¢cao de
dois experimentos, montagem, verificacdo das variaveis de contorno e resolucéo das
equacOes diferenciais que regem o comportamento fenomenoldgico, apds a resolucao
dos modelos temos uma discusséo dos casos gerais, importantes para o contexto da
educacao superior e o0 caso particular que sugere aplicabilidade na educacéo basica.

No terceiro topico, tratamos sobre a metodologia usada na confec¢do dos
aparatos experimentais que originaram o0s exemplos de modelagem do segundo

topico, relatamos os recursos e materiais usados, as etapas de funcionamento de
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cada experimento e procedimento para coleta de dados e o tratamento estatistico
usando Tracker e Scidavis para posterior analise interpretativa e suas consequéncias
na validacdo do processo de modelagem matemética.

No quarto tépico, tratando sobre os resultados e discussdes dos valores
alcancados, apresentamos o0s resultados obtidos experimentalmente dos dois
experimentos dispostos em tabelas e graficos a fim de que possam ser analisados
com os valores tedricos previstos pelas equacdes descritas na fundamentacgéo tedrica,
examinamos o erro relativo do valor da aceleracdo g fornecida pelo Scidavis em
relacdo ao valor calculado da aceleracdo da gravidade em Belo Jardim, formulamos
hip6teses para 0s poucos casos que apresentaram taxas de variacao altas em relacao
as demais etapas do experimento objetivando, assim, validagdo ou reavaliagdo dos
modelos matematicos encontrados. No geral, os resultados experimentais
apresentaram-se numa margem de confiabilidade razoavel. Embora tenham havido
algumas variacoes relacionadas a erros associados ao experimento ou imprecisao
instrumental, as consideracdes feitas possibilitam aplicacéo experimental no contexto
educacional onde ndo sdo exigidas uma linguagem matematica rigorosa e com
resultados obtidos razoaveis dentro da proposta de estudo.

O uso experimental de materiais de baixo custo pode elucidar o aprendizado
dos conceitos associados a posi¢cdo, velocidade, altura maxima, alcance previsto,
forcas que envolvem o sistema fisico e coeficiente associado ao momento de inércia.
O trabalho busca incentivar a analise critica entre os valores tedricos com o0s obtidos
experimentalmente, mostrando assim a importancia das etapas da modelagem nas
ciéncias experimentais (Bassanezi, 2016, pp.26-31). A validagdo experimental
possibilita a insercdo do estudo da modelagem matematica como proposta de ensino
de fisica no contexto do ensino superior, gerando interacao e discussao em disciplinas
basicas do eixo comum, aplicacbes nas disciplinas de célculo e experimentais,
evidenciando, assim, a relevancia desse tema na formac&o docente e discente e na
busca de alternativas para uma acdo pedagodgica que se mostre eficiente no
desenvolvimento de processos de aprendizagem significativa (Bassanezi, 2016,
pp.179-181).
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este tOpico apresenta os conceitos e as teorias relevantes para o entendimento
das propostas de modelagem matematica a partir de experimentos com brinquedos,
o funcionamento de cada experimento e discussao fisica dos resultados experimentais
esperados e validacdo do processo de modelagem matematica.

Bassanezzi (2004) define Modelagem Matematica como “um processo
dinamico utilizado para a obtenc&o e validacdo de modelos matematicos. E uma forma
de abstracdo e generalizacdo com a finalidade de prever tendéncias. Portanto,
consiste na transformacéo da realidade em problemas matematicos cujas solucbes
devem ser interpretadas na linguagem usual”.

Nas pesquisas cientificas, conforme argumenta Bassanezi (2016, p.19), o
instrumento indispensavel para que teorias fenomenoldgicas fundamentais possam
ser estabelecidas € a linguagem matematica. Ou seja, uma teoria cientifica
reconhecida € expressa matematicamente. Com isso, € possivel afirmar que a Fisica
estd, em seus aspectos tedricos, amplamente matematizada, bem como também as
consequentes analogias em seus diversos subtemas. A descricdo do comportamento
de algum sistema fisico ocorre por meio da utilizacéo de relagdes que envolvem taxas
de variacdo, leis, quer sejam empiricas ou experimentais, ou principios. Nesse
processo, € comum selecionarmos variaveis essenciais e formaliza-lo por meio de um
sistema artificial: 0 modelo. Alguns exemplos dessas descrigcdes séo vistos no estudo
da taxa segundo a qual o corpo varia a sua temperatura, proporcional a temperatura
do corpo e a temperatura do meio ambiente; o estudo das Leis de Kirchhoff com o
intuito de realizar previsdes tedricas de como ocorre a variagdo temporal da carga e o
estudo da relagéo entre a corrente e a carga no capacitor, resistor ou indutor; o estudo
de corpos em queda livre considerando a resisténcia do ar, dentre outros.

A Modelagem Matematica é um procedimento ndo-estatico realizado a partir de
etapas sequenciadas. De acordo com Bassanezi (2016,pp.26-30), a primeira atividade
intelectual da modelagem é a experimentacdo, onde se processa a obtencdo dos
dados; Posteriormente, a abstracéo, que leva a formulacédo dos modelos matematicos
a partir da selecdo de variaveis inter-relacionadas, a formulacdo de hipéteses, a
criagdo de analogia de sistemas, que € fundamental para a formulagdo e

desenvolvimento de modelos, a simplificagcdo por meio de restricbes as informacgdes
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do sistema, de modo que ndo desfigure 0 modelo a fim de torna-lo um problema
matematico tratavel. Outra etapa importante € a resolucao, na qual podem ser obtidas
as equacdes continuas que interpretam as variagbes das quantidades essenciais ao
problema proposto. Depois disso, 0s modelos e as hipéteses podem ser confrontados
com os dados empiricos, comparando as solucdes e previsdes com os valores obtidos
no sistema real. Nessas solucdes, o grau de aproximacao sera fator importante para
a sua validag&o, que ¢ a quarta etapa. E possivel que durante esse processo, fatores
como a falta de previsdes corretas, por erros experimentais ou devido a hip6teses
verdadeiras e insuficientes facam com que o modelo ndo seja validado e, portanto,
seja preciso, na quinta etapa, modifica-lo. O estudo dessas sequéncias mostra que 0
aprofundamento de uma determinada teoria implica na reformulacéo dos modelos. As
observacdes sdo acumuladas de forma que suscitem novos questionamentos, ou
seja, ndo é permitido que o modelo seja considerado definitivo, e, portanto, é possivel
0 aprimoramento. Um bom modelo proporciona a formulacédo de novos modelos.
Segundo Bassanezi (2016, p.31), o processo de modelagem mostra eficiéncia
a partir do momento que o modelador tem consciéncia que esta trabalhando com
representacdes de um sistema, seja total ou parcial, que o permite realizar previsoes,
refletir, explicar e aplicar decisfes naquele contexto que o procedimento esta inserido.
Esse método é apresentado neste trabalho como uma proposta de ensino
aprendizagem compativel com a estrutura cognitiva e estagio de desenvolvimento dos
educandos, a fim de estimular alunos e professores a desenvolverem suas proprias
habilidades como modeladores. Do nivel médio ao superior, a partir das evidéncias
experimentais e disposicdo desses dados e ajuste de seus valores proporcionarao
uma melhor visualizagcdo fenomenolégica em estudo, a formulacdo de questdes,
propostas de problemas e formulacédo de hip6teses e possivel elaboracéo de leis de
formacao. A transposicéo dessas etapas leva a formulagédo de modelos matematicos.
O processo de modelagem inicia-se com a escolha do tema que seréa estudado.
Neste trabalho, € explorado conceitos da Mecanica Classica, buscando descrever
mediante um conjunto de leis fisicas que expressam uma modelagem matematica
plausivel dos movimentos dos corpos. E ao ser estudado sob a perspectiva das
equacdes diferenciais permitirA que o modelo objeto seja analisado e dele seja
possivel extrair informacfes peculiares, interpreta-lo, e propor analogias a outros
sistemas. A proposta consiste em dois exemplos de modelagem matematica a partir

de experimentos usando brinquedos infantis, a saber, o langcamento de projéteis sob
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a acao de uma forca de arrasto linear e o processo de dindmica de corpos rigidos em
um movimento de rolamento sem considerar deslizamento a fim de encontrar o
coeficiente de momento de inércia de um ioi6 e comparar os dados obtidos com 0s
modelos existentes. Caso essas implicacfes sejam verificadas e confirmadas pelo
experimento, o postulado € denotado como lei fisica. Se essas inferéncias sao
incoerentes com as previsdes tedricas, exclusos 0s casos por erros associados ao
experimentador ou inerentes ao experimento, a teoria podera ser modificada para
tornar-se consistente aos fatos.

Conforme Thornton e Marion (2011, p.43), em termos modernos, a expressao
das leis de Newton é suficiente para discussao da dindmica classica. Conceitos como
distancia e tempo sdo fundamentais nessas discussfes classicas. A partir da
combinacgéo desses termos, definimos os conceitos da velocidade e a aceleragcéao de
uma particula ou sistema. Além de fazer uma conexao entre a massa e a inércia de
um corpo. O vetor velocidade tem uma tendéncia natural a ser constante. E isso tem
relagdo com a inércia. E a massa é a forma de quantificar essa inércia. Outro conceito
importante é o de forca que, muitas vezes, esta relacionado a uma agao que altera a
velocidade de um corpo. Vale salientar que esses termos séo validos em referenciais
inerciais. Nesses referenciais, um objeto sobre o qual ndo tenha acdo de nenhuma
forca, o vetor velocidade apresenta-se constante. Essa primeira lei implica dizer que
existe, pelo menos, um referencial inercial. Consequentemente, qualquer referencial
gue se mova com velocidade constante em relacao ao primeiro, também é referencial
inercial. Uma segunda lei, nesse referencial inercial, expressa que a resultante das
forcas que atua sobre um sistema fisico com massa constante provoca uma variagdo

no seu momento linear. Esse conceito de momento linear € expresso por
P = muv (2)

em outras palavras, num contexto da mecanica classica e de referencial inercial, para

massa constante, a segunda lei de Newton é expressa por

dp_ v 2
dt dt

ou ainda, pode ser relacionada como
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& d
B =2P_ (3)

embora a Terra esteja em movimento de translacao e rotacéo, e portanto, o referencial
esta em movimento acelerado, a precisdo dos experimentos realizados neste trabalho
€ pequena, oferecendo suporte para que a superficie do planeta seja considerada
aproximadamente um bom referencial inercial para muitos dos problemas cotidianos
mostrando que, em parte dos problemas abordados em mecénica, é possivel obter as
forcas que atuam sobre o objeto, identificar as variaveis que provocam a evolucéo do
sistema ao longo de um tempo t e elaborar um conjunto de hipoteses plausiveis
descrevendo-as, conforme Zill (2011), em termos de uma equacéo diferencial ou um
sistema de equacbes no qual € possivel optar por ndo incluir todas as variaveis
existentes devido ao nivel de resolucao, transformando, assim, um problema fisico em
um problema matematico cuja solucédo estd na resolucdo da equacédo diferencial e
cuja validagdo € condicionada na escolha de variaveis e formulacdo de hipéteses.
Para alguns objetivos, a exemplo da aplicacdo dessa estratégia em um contexto
educacional como veremos no quarto topico, é razoavel aceitar modelos de baixa
resolucdo. Um exemplo seria a forga retardadora de atrito com o ar, que em muitas
situacOes, pode ser desprezada na modelagem do movimento de um corpo em queda
livre estando préoximo a superficie terrestre. Em contrapartida, em um contexto mais
amplo, se um cientista necessita prever o percurso de um missil, € necessario
considerar a resisténcia do ar e a curvatura do planeta.

Na préxima secdo, que trata da fundamentacdo tedrica para o primeiro
experimento, esta exposto o processo de modelagem matematica do fenémeno fisico
de lancamento de projeteis. De forma pratica, propostas investigativas podem ser
modeladas a fim de encontrar a resolugéao do problema: em se tratando do movimento
de um projétil em duas dimensdes, calculemos o alcance desse moével em um meio
no qual a for¢a de retardo é diretamente proporcional a velocidade. Iremos considerar,
inicialmente, a velocidade do projétil no instante da ejegdo como v, e 0 angulo de
elevacdo como 6. Apo6s a modelagem, calcularemos a trajetéria de um projétil real,
utilizando uma pistola e uma esfera de plastico com massa de 5 g. Coletamos dados
referente ao alcance médio e, por meio do Tracker, encontramos a velocidade inicial

da bola de plastico no momento da ejecao em quatro situacdes de inclinagédo da pistola
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em relacdo ao solo: 30°, 45°, 60° e 75°. Calculamos, pelo método da perturbacéo
(THORNTON E MARION,2011, p.59), os valores de alcance e lancamos no gréfico
como uma func¢éo da forca de retardo constante k. Fizemos o gréfico da altura y vs a
distancia horizontal x tanto considerando quanto ignorando a resisténcia do ar e
fizemos a comparacao entre eles. ApGs a construcéo e resolugcdo desse modelo, sera
analisada a possibilidade da aplicacdo desse modelo em um contexto educacional
com o intuito de verificar a razoabilidade da aceitacdo de um modelo no qual a forca
retardadora de atrito com o ar pode ser desprezada na modelagem do movimento

desse corpo em questéo.

2.1 PROJETIL SOB ARRASTO LINEAR

De acordo com S& Martins (2017), escrevemos a equacao de movimento (e
desenvolvemos a solucdo do problema no Apéndice A) que envolve um corpo se
movendo em um fluido sob a acdo gravitacional e sob a acdo de uma forca de
resisténcia que esta associada a viscosidade desse fluido, a forca de arrasto linear.
Conforme a Segunda Lei de Newton, escrevendo em uma equacao diferencial de

primeira ordem, temos

mb = mg — b (4)

esse problema pode ser decomposto em coordenadas cartesianas de modo que,
essas componentes nao interferem uma na outra. Antes de resolver o problema
completo, € possivel a resolucdo de cada componente como se fosse um problema
em si. Temos como referencial um plano cartesiano cuja coordenada y € vertical e

assim paralela ao vetor g e adotamos a coordenada x como horizontal.

2.1.1 Componente Horizontal associado ao arrasto linear
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3 e T e

Figura 1. Movimento resistivo de uma particula na componente horizontal
Fonte: THORNTON e MARION (2011,p.54)

A partir da imagem, encontraremos a velocidade e o deslocamento de uma
particula que se encontra em movimento horizontal em um meio que tem uma forca

de arrasto proporcional a velocidade. A componente x pode ser vista dessa forma
mv, = mg, — bv, (5)

de acordo com S& Martins (2017), como ndo ha interferéncia da componente x no
vetor g e adotando condi¢des de contorno, tempo inicial sendo zero e a posi¢ao inicial

do objeto sendo na origem e associado com uma velocidade inicial v,, , a equacao

de movimento mostra que

Uy = _;vx (6)

e denotando o termo constante, a razao da constante b e massa m, de k, a expressao

(6) torna-se
v, = —kdt (7)
a seguir, estd a solucao da equacéo (7) como sendo uma variavel v, expresso como

uma funcéo de t. O desenvolvimento dessa solu¢do encontra-se no primeiro topico do

apéndice A ao final deste trabalho.

vy (8) = vxoe_kt (8)
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integrando a equacao da velocidade em funcdo do tempo, encontramos a equacgao
horéaria da posi¢cdo em funcédo do tempo. A resolucdo mais detalhada encontra-se no

primeiro topico do apéndice A. Assim,
x(t) = % (1—e7k 9)

a partir de uma analise dimensional da expressao (9), notamos que o inverso de k tem
dimensao de tempo. Sa Martins (2017) argumenta que uma combinacao de relevantes
parametros cuja dimensédo é temporal, implica que a analise das caracteristicas dos
casos nos quais referem-se as suas escalas de tempo possa ser classificada em
pequeno ou grande, e com isso, tenha sentido fisico. A relevancia desse termo
denominado tempo caracteristico t torna-se mais evidente mediante estudo do seu
valor associado. Se t é grande, a exponencial decai lentamente e se for pequeno,
decai muito rapido. Em um tempo experimental muito pequeno, como € o0 caso da
primeira proposta, € possivel usarmos a expansdo polinomial da exponencial com

duas parcelas

|
S

(10)

I

Uy

I
| ot

ao substituirmos essa expansao polinomial, com duas parcelas e para t pequeno, a

equacgao (8) torna-se

v
Ux (t) ~ VUxg — ? t (11)

0 desenvolvimento dessa e da préxima solugdo encontram-se no segundo topico do

apéndice A. De acordo com Sa Martins (2017), essa expressdo sugere uma
dependéncia linear da velocidade com o tempo. Para t pequeno, o termo % pode ser

considerado como uma aceleracdo. Entdo, no inicio do movimento, numa
aproximacéo de primeira ordem, a velocidade é constante e logo depois aparece um
movimento com aceleracéo constante. Analogamente, desenvolvemos o raciocinio de
expansao polinomial de uma exponencial e aplicando-a na equacéo da posicao em

funcao do tempo (9), encontramos
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v,k
X (£) ~ vyt — XTO % (12)

0 primeiro termo € o produto de uma velocidade constante com tempo externo e o
segundo termo é um termo de dependéncia quadratica e sugerindo aceleracdo

constante.
2.1.2 Componente Vertical associado ao arrasto linear

L AL
hi lO

*(;Iil\‘lld“t‘ll.llIH!'LC = mg

tRu\lxtmu force K

Figura 2. Movimento resistivo de uma particula na componente vertical
Fonte: THORNTON e MARION (2011,p.55)

A partir da imagem, encontraremos o deslocamento e a velocidade de uma
particula que se encontra em movimento vertical em um meio que tem uma forca de
arrasto proporcional a velocidade. Com o eixo de orientacéo para baixo, a expressao

da componente vertical pode ser escrita da seguinte forma

b
vy, = g-— — (13)
conforme Sa Martins (2017), a expressao (13) sugere que v, vai diminuindo a medida

que v, cresce. Em um movimento de queda de um corpo a partir do repouso, v,, vai

aumentando a tal ponto que chegara um momento que v, torna-se nulo. Fisicamente,
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entdo, a aceleracao € nula, e partir dai, v, torna-se constante. Entédo, na presenca de

um arrasto linear, no movimento de queda livre, a velocidade do movel é crescente e
apresenta um limite. E possivel que o tempo de queda seja suficientemente pequeno
para que esse limite ndo seja alcancado. Em vista disso, iremos denotar essa

velocidade constante v, como velocidade terminal do movimento de queda. Assim,

mg
Vier = T (14)

e ao multiplicarmos ambos os lados da equacéo (13) pelo fator temporal % , podemos

reescrevé-la como

m .
Evy = Vter — Uy (15)

A solucdo da equacéo (15) da componente y da velocidade € escrita como
vy(t) = Vter T (vyo - vter)e_kt (16)

A fim de explorar situacdes referentes a posicédo variando em relagdo ao tempo,
integramos a (16), componente vertical da velocidade. A posicédo passa a ser obtida

pela expresséao

1
y (t) = Yot Vger t — (Uyo - vter)E (e_kt - 1) (17)

2.1.3 Lancamento de projétil sob arrasto linear

Esta secdo oferece elementos suficientes para discussdo em sala de aula as
relac6es do alcance com angulo de langcamento 8. Por exemplo, podemos estudar o
gue acontece com o0 alcance R quando o angulo de langcamento esta aumentando, util
no estudo de lancamento de pesos ou a relacdo do alcance com angulos

complementares.
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Figura 3. Movimento uma particula em duas dimens&es
Fonte: THORNTON e MARION (2011,p.57)

Baseado nessa imagem, trataremos o movimento do projéti em duas
dimensdes, e faremos o célculo do alcance do projétil. O quarto tépico do apéndice A
apresenta maiores detalhes desses calculos. De acordo com Sa Martins (2017), a
equacao da trajetoria do projétil pode ser obtida mediante combinacdo das equacgdes
(9) e (17) encontradas anteriormente. Admitimos que no inicio do movimento, o projétil

sai da origem. E com o objetivo de isolar a variavel t da equacao (9) e conforme Sa

Martins (2017), denotando xi = (1 —e~*) , isolamos a variavel t

t=—%ln(1——) (18)

Uxg

e substituindo (18) na equacao (17) e lembrando que k =% € Xoo =UyT=-> @

equacao y(x) é expressa como

y(x) = (Uyo i vter) x + Dter In (1 - i) (29)

o k Xoo

a analise de Sa Martins (2017) nos elucida que, na coordenada x, a distancia
percorrida tem um limite e consequentemente a trajetdria tem uma assintota na
vertical. Logo no inicio do movimento, ha uma coincidéncia na trajetéria do vacuo. Mas
depois, a trajetéria vai se diferenciando da curva obtida na trajetéria no vacuo. O
projétil acaba ndo alcancando uma altura grande porque a aceleracdo com que é
freado € maior do que a aceleracdo gravitacional g. Observa-se também que a

equacao da trajetéria € uma equacédo transcendente visto que ha uma expresséo de
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logaritmo inserido. Um dado importante que se pode extrair dessa equagado € o
alcance R. Em lancamentos de projéteis, a distancia percorrida segundo a horizontal
chama-se alcance. Esse valor é encontrado impondo a condigdo que uma substituicao
feita no lugar do x resultay = 0, ou seja, Y (x = R) = 0. Substituindo essa condicdo na

equacéo (19), a equacéo pode ser escrita na forma

<Vy0 + Uter>R + Vter In (1 _ i) —0 (20)
Vxo k Xoo

a equacao (20) ndao tem solucdo analitica. Portanto, para verificar se ha como

. , , . .. ., . . R
solucionar € necessario admitir como hipotese, e depois averiguar, se com — K1,0

<)

resultado da equacédo torna-se aceitavel. Entdo, aplicando a expansao de Taylor em

(20), a equacao da trajetoria fica, portanto,

4 v
R =R,y [1 - §vy°] (21)
ter
onde
20,0y
Ryac = TO (22)

a partir de (21), é possivel construir iteraces, procedimentos repetitivos que geram
valores de R cada vez mais precisos. A sequéncia de aproximacdes sao cada uma
dependente da etapa anterior. A expressao € semelhante ao alcance em funcdo da

forca de retardo k apresentado pelo método da perturbacdo em THORNTON E

MARION (2011, p.61). Nota-se que R < R,,.. A correcdo depende apenas de REZ Y

Vter

seja, se esse termo é muito menor que 1, o arrasto € muito pequeno e pode ser
ignorado. Ou seja, na ordem zero, para o0 caso particular onde considera-se o alcance

do projétil ndo sofrendo efeitos da resisténcia do ar, obtém-se

R = Ryqc (23)
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Na proxima secdo, estd exposto o processo de modelagem mateméatica do
fendbmeno fisico associado ao rolamento de corpos rigidos. A segunda proposta
investigativa serd modelada a fim de encontrar a resolu¢cdo do problema: em um
rolamento considerando-o sem deslizamento, calculemos a velocidade e aceleragao
do centro de massa de um ioi e o seu parametro 3 associado ao momento de inércia.
Apés a construcdo desse modelo, € analisada a sua aplicacdo em um contexto
educacional a fim de verificar a razoabilidade e aceitagdo desse modelo quando
comparados os valores obtidos com os valores esperados.

2.2 DINAMICA DE UM CORPO RIGIDO: ROLAMENTO

Outra aplicacao interessante dos conceitos da Mecéanica Classica € no sistema
chamado corpo rigido. Conforme Sa Martins (2017), trata-se de um aglomerado de
particulas, no qual a distancia entre pares dessas particulas nunca seja alterada.

Nesse sistema, a principio, € admitido que ndo ha deformacéo. Ou seja,
d 1z 7 24
aﬂra— rﬁ|)=0 (24)

onde ae findicam as particulas existentes nesse sistema em particular. Essa
expressao sugere que a orientagdo pode até mudar, mas o tamanho do 7, — 73 ndo
muda. Em um corpo rigido, as for¢as Inter atbmicas centrais sao nulas. Ou seja, a
parcela interna da energia potencial sera constante. Portanto, sera contado somente,
para efeito da forca total, a energia potencial externa devido a fatores externos que

influenciam o sistema. Entao,

N
U= z Ut (1) (25)

a=1

e de acordo com Copelli (2015), para calcularmos a energia cinética de um corpo
rigido em rolamento, é preciso, inicialmente, estabelecer os parametros de posi¢cédo

linear.
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Figura 4. Representacao de um corpo rigido
Fonte: Copelli (2015,videoaula 11.2)

A partir dessa imagem, conforme Copelli (2015), supondo que exista um corpo
rigido genérico girando em torno de um ponto que passa na origem O de um plano

cartesiano. Cada integrante das massas m; tem vetor posi¢ao R; em relacdo ao ponto

0. ﬁCM é o0 vetor posicédo do centro de massa do corpo em relagédo a origem O e r; é
0 vetor posicdo da massa m; em relacdo ao centro de massa. Esses trés vetores,

entdo, satisfazem a seguinte relacéo
Ri=Rem + 1 (26)

A taxa de variacdo temporal dessa expressao (26) é dada por

—

na qual, v, é a e velocidade de m; em relacdo ao centro de massa. A energia cinética

E. desse corpo rigido, entdo, pode ser escrita, de acordo com Copelli(2015)

(S
E.= EMVCM + EICMw (28)

onde M é a massa total do corpo e a velocidade considerada € a do centro de massa.

O desenvolvimento para se chegar a (28) encontra-se no quinto tépico do apéndice
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A. No caso particular do rolamento sem deslizamento, € possivel reescrever a energia
cinética do corpo rigido em funcdo apenas da velocidade do centro de massa ou

apenas da velocidade angular.

Figura 5. Representacao de um corpo rigido
Fonte: Copelli (2015,videoaula 11.3)

A partir dessa imagem, iremos considerar, de acordo com Copelli (2015), um
corpo rigido que possui um centro de massa O e 0 seu movimento sera analisado,
considerando um rolamento sobre um plano inclinado supondo sem deslizamento.
Isso implica dizer que a for¢a de atrito é estatica. Como o ponto de contato esta em
repouso instantaneo, a poténcia do atrito € F,; .v = 0 e a partir disso, infere-se que a
forca de atrito, cujo papel é converter energia cinética de translacdo em rotacao, nao
realiza trabalho e isso é condicdo suficiente para garantir que a energia mecanica do
sistema seja conservada. Conforme Campos, Alves e Speziali (2008, p.64), o ioi6 gira
com velocidade angular w em torno de seu eixo, enquanto seu centro de massa se
desloca com velocidade v = wr onde r € a distancia do centro de massa ao ponto de
contato com a superficie. Campos, Alves e Speziali (2008, p.67) ainda argumentam
gue esse movimento de rotacdo e translacdo combinados, denotado rolamento, séo
muito comuns no dia a dia, como por exemplo, as rodas dos veiculos rodam ao mesmo
tempo que se deslocam para a frente ou para tras. Campos, Alves e Speziali (2008,
p.67) expdem que objetos com distribuicdo de massa com simetria cilindrica ou

esférica tem o0 momento de inércia dado pela expressao
[ = BMR? (29)
em que M é a massa do ioi6, R é o seu raio e § € o parametro que depende apenas

da simetria de distribuicdo de massa do objeto que teoricamente é igual a 1/2 pra

cilindro.
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Portanto, nesse caso quando supomos rolamento sem deslizamento, € possivel usar
o teorema da conservacao da energia mecanica mesmo quando ha forca de atrito
nao-nula, que esta melhor detalhado no sexto tépico do apéndice A, que nos fornece

a seguinte equacao

ICM 1 ICM
Zp? (1 + _MR2> = Sw? (1 + —MRZ) + Mghey (30)

se hy = L sen 8 onde L é a distancia percorrida pelo objeto no plano inclinado, entéo

a velocidade final com que o corpo chega no final da trajetoria.

) 2 g senf
Vem = |V§ + T (31)
(145
MR
ou
2gsenf
2 (32)

Vem = U0+(1+ﬁ)

onde L é a distancia percorrida pelo mével e g € a aceleragédo da gravidade. De acordo
com Campos, Alves e Speziali (2008, pp.66-68), nessa expresséao, a velocidade com
gue um corpo de secao circular atinge o final da rampa nédo depende de sua massa
ou raio, mas apenas da maneira como essa massa € distribuida em torno de um eixo
central, que passa pelo centro de massa. Considerando a for¢a de atrito a mesma
durante o percurso, a forca resultante sobre o mével e também a aceleracdo serdo
constantes. Isso possibilita o calculo da velocidade e da aceleracdo de acordo com as
equacdes da cinematica para o0 movimento uniformemente variado. Tanto a
aceleracdo quanto a velocidade do centro de massa do i0i0 estardo relacionadas com
a distancia percorrida e o tempo gasto pelo brinquedo para percorré-la.

X = - 0acm tz (33)

Vem = Acm 't (34)
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Buscando aprimorar o estudo referente ao movimento de rolamento, um caso
interessante e muito importante consiste na analise das for¢cas envolvidas nesse

movimento de sistemas nao tracionados.

Figura 6. Representacdo de um corpo rigido
Fonte: Copelli (2015,videoaula 11.3)

A partir da figura 6, conforme argumenta Copelli (2015), podemos fazer a
analise do movimento de um corpo de seccdao transversal circular de raio R, massa
M, momento de inércia em relacdo ao centro de massa I, e supondo que esse corpo
rigido esteja rolando sem deslizar sob a interacdo da aceleracdo gravitacional g
constante sobre um plano inclinado com angulo 8. A partir desses dados, é possivel
calcular a aceleracéo do centro de massa e a forca de atrito. E preciso, inicialmente,
identificar as forcas agindo sobre o sistema. Sao evidentes as acfes da forca peso
apontando pra baixo, forca normal para cima e forca de atrito paralela ao plano e
contraria ao sentido convencional do movimento, ou seja, plano acima. Conforme
Copelli (2015), pela Segunda lei de Newton, o movimento de translagcéao é visto da

seguinte maneira

Macy = Mgsenf — Fy, (35)
supondo que nao h& deslizamento, a forca de atrito € estatica. Assim, o valor
associado a ela pode ser encontrada através das leis de Newton. Esse problema
apresenta duas incognitas, a aceleracdo do centro de massa e a forca de atrito
estatico. Entdo, para resolver esse sistema, € preciso obter mais uma equacéo que
sera encontrada a partir da Segunda Lei de Newton para rotacdes. Para isso,
reconhecemos que o problema sugere que o torque da forca peso € nulo porque a
forca peso esta sendo aplicada no préprio centro de massa. O torque da forca normal

também é nulo porque a forga normal esta sendo aplicada apontando para o eixo. Ja



32

o torque associado a forca de atrito € calculavel porque o ponto de aplicacao da forca

em relacdo ao eixo estd a uma distancia R e a um angulo de 90 graus. Portanto,

Tres = Tp, = Fot R = Icya (36)

supomos, no caso particular, considerar que nao ocorre deslizamento, entéo

Acm (37)

substituindo-a na equacéao (36), associada a forca de atrito, € encontrada a seguinte

expressao

acpl
= CI\}/;ZCM (38)

aplicando a expressédo (38) da forca de atrito na Segunda Lei de Newton para

translacao (35), é encontrada a relacéo

g senf

Acm = (39)
(

)

Copelli (2015) esclarece que uma analise qualitativa do termo % evidencia que

guanto maior for o momento de inércia em relacéo ao centro de massa, menor sera a
aceleracao do corpo rigido em torno do centro de massa. O movimento continua sendo
uniformemente acelerado, mas a aceleragéo é reduzida pelo fator no denominador da
equacao em relacdo a do deslizamento puro devido a energia cinética adicional de
rotacao que tem que ser gerada.

¢
&

4

M

e

Figura 7. Representacdo de um corpo rigido
Fonte: Copelli (2015,videoaula 11.3)
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De acordo com a figura 7, no caso particular, se v(0) = v, , entdo, apds percorrer

uma distancia L ao longo do plano, a velocidade do centro de massa sera

2 g senf

Vem = |Vg (1+%)

(40)

Apés a formulacdo desses modelos, € preciso identificar o método mais
razoavel para verificar se suas solucdes séo plausiveis com os dados experimentais
objetivando conhecimento do comportamento ou da evolucdo temporal desse sistema.

No proximo tépico, as metodologias dos dois procedimentos experimentais
estdo descritas de modo que a construcdo, analise e verificacdo dessas propostas de
modelagem matematica possam ser vistas como proposta alternativa para as

modalidades do ensino de fisica.
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3 METODOLOGIA

Nesta secao, estdo descritas de forma minuciosa as maneiras de construgao,
analise e verificacdo das propostas de modelagem matematica como uma proposta
alternativa para o ensino de fisica. Uma proposta € a modelagem matematica do
lancamento de projétil usando uma pistola de brinquedo com uma esfera de plastico

em seu interior e a outra proposta é a dinamica de um ioié sobre uma rampa inclinada.

3.1 METODOLOGIA PARA O PRIMEIRO APARATO EXPERIMENTAL

Inicialmente, foi necessario fazer um levantamento bibliografico com o objetivo
de aprofundamento tedrico dos elementos conceituais sobre a tematica escolhida.
Para isso, usamos alguns artigos cientificos, a exemplo de um publicado na revista
brasileira de ensino de fisica: a variacdo da aceleracao da gravidade com a latitude e
altitude de um municipio, publicado por LOPES (2008), consultado para calcularmos,
com os dados extraidos do site da prefeitura municipal, a gravidade local na cidade
de Belo Jardim/PE. Outros artigos relacionados a ensino de fisica por investigacao,
Cogo e Leite (2019) e trabalho de laboratorio, Hodson (1994); Pagina web sobre
recurso computacional para videoanalises, o Tracker (Brown,2011), e aplicativo para
calculos estatisticos, o Scidavis, Standish (2017); Videoaulas disponibilizadas em
canais do Youtube da disciplina de Mecéanica Classica ministrada pelo professor Jorge
Sa Martins (2017) da UFF e Mauro Copelli (2015) da UFPE. Além desses recursos,
foram analisados referenciais nas producdes bibliograficas de Fisica Basica,
Mecanica Classica, Fisica Experimental Universitaria e aplicada ao cotidiano com uso
de materiais de baixo custo, bibliografias de Calculo Diferencial, Equacfes
Diferenciais e dois livros de Rodney Carlos Bassanezi sobre ensino aprendizagem
com Modelagem Matematica.

O primeiro experimento consiste na proposta ludica de modelagem matematica
de um fenbmeno no intuito de registrar e analisar o movimento de um projétil. Nessa
analise, inicialmente, sdo definidos os angulos de lancamento em cada situacéo e
posteriormente, apds ejecdo, determinar o ponto de contato do projétii com a
superficie do solo e com auxilio de recurso computacional disponibilizado no site do
Laboratorio Didatico de Fisica do Instituto de Fisica da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul, o software Tracker, € obtida a velocidade inicial do experimento.
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PIACENTINI et al. (2008,p.27) argumenta que a maior parte das analises de dados
consiste em se determinar uma expressao analitica ou um modelo matematico que
melhor descreva um conjunto de resultados experimentais. O ajuste da curva aos
dados experimentais pode ser feito pelo método dos minimos quadrados a fim de
achar a melhor curva que se ajusta a um conjunto de pontos experimentais,
minimizando a soma dos quadrados das distancias verticais dos pontos experimentais
a reta que queremos encontrar. Esse procedimento pode demonstrar que a trajetoria
do objeto € parabdlica, e que pode ser descrita por uma funcéo Y(x) = A*x2 + B*x + C
e, conforme PIACENTINI et al. (2008,p.28) sabendo que a funcdo quadratica € linear
nos parametros a,b e ¢, podem ser facilmente determinados por meio dos métodos
minimos quadrados, entdo mediante recurso computacional do Scidavis (Standish,
2017), software disponibilizado na pagina web do projeto SourceForge, especificamos
as constantes A, B e C em funcéo de valores de contorno como velocidade inicial,
angulo de lancamento situacional 6 e o valor da aceleracdo da gravidade local g e
comparar esses valores obtidos experimentalmente com o0s valores previstos
teoricamente. Preferimos usar os recursos do Scidavis na obtencdo das constantes
da funcdo polinomial ao invés do Tracker por questdes de facilidade e de gosto
pessoal. Até entdo, estavamos mais habituados no manuseio dos recursos
estatisticos oferecidos pelo Scidavis por utiliza-lo em todas as disciplinas
experimentais da graduacao. Logo apads, foi feita a analise dos valores calculados para
constantes da forca de retardo k e também comparacdo dos valores obtidos e
previstos dos alcances em funcdo dos angulos, e depois, a verificacdo se os efeitos
da resisténcia do ar sdo consideraveis sob as condi¢des de contorno do problema e
verificar se essa conclusao oferece suporte para uma modelagem matematica desse
fendmeno fisico ser considerada proposta educacional destinada as mais variadas
modalidades de ensino.

Para alcancar esses objetivos, inicialmente, foi montado o primeiro aparato
experimental constituido por uma pistola de brinquedo e trés bolas de plastico de
mesma dimensdo e de massa aproximada de 3 (trés) gramas, diametro aproximado
de 3,65 cm, volume aproximado de 25,5 cm?3 e densidade aproximada de 0,12 g/cm3,
conforme Figura 8. Além de materiais como lapis de quadro, folhas de papel branco,
folhas de papel carbono, dispositivo de gravacgéao, trena e transferidor.

Em um ambiente amplo, a esfera é ejetada da pistola com uma velocidade

inicial vy, que a principio ndo é conhecida. Nesse ambiente, foram fixadas folhas de
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papel em branco, coberta por folhas de papel-carbono. Quando a esfera atinge a
superficie do ambiente, fica registrada uma marca na folha de papel. A distancia,
medida com uma trena, desse anteparo a extremidade da pistola fornece a posicao x
da esfera no instante do choque. Foram realizados alguns langamentos preliminares,
de forma que a altura inicial da esfera gerasse uma parabola de tamanho razoavel.
Definida a primeira marca com a extremidade superior da pistola correspondente a
origem do sistema de coordenadas (0,0), a esfera foi langada cinco vezes, a fim dos
erros aleatdrios inerentes ao processo serem minimizados para o registro de cada
marca sob o respectivo angulo em relacao a superficie horizontal. Ao final de cada um
desses langamentos, utilizando uma trena, foram medidas as coordenadas médias de
cada ponto e uma tabela construida a partir dos valores obtidos.

Simultaneamente, a fim de obter a trajetdria descrita pelo projétil, com o0 uso do
transferidor, foram definidas quatro situacdes nas quais a pistola fixada na superficie
a partir de um angulo com a horizontal, primeiramente, sob os angulos de 30 graus,
posteriormente de 45 graus, 60 graus e, por fim, sob um angulo de 75 graus, ejeta a
bola de plastico. Cada processo dos percursos nessas quatro situacoes distintas no
gue tange o angulo formado com o eixo horizontal é registrado, mediante a flmagem
feita por uma camera de celular desde a ejecdo, o tempo de voo do projétil até o
choque com a superficie. Ao final do processo experimental, conforme a imagem
abaixo, com a gravacdo do experimento e com o auxilio do Tracker, foi possivel
realizar a analise da trajetoria do projetil. O Tracker sinalizou as velocidades iniciais

de cada ejecéao.

Figura 8. Pistola de brinquedo e esferas de plastico usadas no primeiro

experimento
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Figura 9. Langcamento de projétil: usando uma pistola de brinquedo ejetando uma esfera de

plastico

Executando o arquivo de gravacdo do experimento no recurso computacional,
o Tracker informou as velocidades iniciais de cada lancamento. Ainda mais, sinalizou
cada instante t em funcdo das posicdes vertical e horizontal do projétil de massa A

conforme imagens abaixo

vatos| & mosan | -
t 4 i
0,000 3,480E-3 -3,480E-3
0,160 4 524E-2 3 132E-2
0,200 0,354 0,248
0,320 0,598 0,391
0,400 1,020 0,559
0,520 1,321 0,583
0,600 1,655 0,530
0,640 1714 0,385
0,760 1,833 0,228
0,840 1,944 5,37T1E-2

Figura 10. Dados informados pelo Tracker a partir da andlise da gravagcao do experimento do

langcamento de projétil

Conforme tutorial do aplicativo disponibilizado no site do Laboratorio Didatico
de Fisica do Instituto de Fisica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, o
Tracker € um software livre utilizado na extracdo dos valores de variaveis, como tempo
e espaco, a partir de um video contendo um experimento fisico. Esse software esta

disponibilizado gratuitamente na internet e precisa ser executado associado a
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plataforma Java. De posse dos procedimentos experimentais em arquivo de video, 0s
arquivos sao importados e abertos nessa plataforma e sédo configurados a partir das
fungBes disponiveis em menu. Por exemplo, na aba video € possivel ativar fun¢des
de reproducao de todos os passos ou de frames do video, e mais, editar perspectivas
de redimensionamento, rotacdes e adi¢cdes. O experimentador tem a seu dispor uma
fita métrica para definir ou revisar as configuracdes, indicando os ajustes de corte do
arquivo em quadros inicial e final, tratados como as medidas que serdo analisadas
pelo software. E importante, na andlise do video, definir a origem do sistema e
preferencialmente, verificar o local no arquivo que fornece valores cujas coordenadas
X e y sdo positivas a fim de facilitar a analise dos dados. Para fazer a correlacao entre
os valores das coordenadas do plano com as medidas do mundo real, é necessario
realizar a calibracdo marcando o local do video cuja dimensé&o € conhecida no sistema
do mundo real a fim de realizar uma transformacéo de valores das coordenadas no
sistema do plano para valores do mundo real correlacionados com suas respectivas
unidades. Com esses procedimentos executados, ja se torna possivel mensurar as
medidas extraidas a partir do comportamento do objeto. O software oferece um grafico
que estabelece uma relacdo do movel de massa ndo desprezivel entre a sua posicao,
componentes de posicdo, unidade temporal adotada, velocidades e aceleragbes, bem
como suas respectivas componentes (Brown,2011). E possivel, também, exportar os
resultados de todas as células para formato e andlise de outro software. Entéo,
concluidas as atividades do Tracker, neste trabalho referentes as informacdes das
posicdes verticais, horizontais no decorrer do tempo e velocidades iniciais de cada
ejecao, preferimos utilizar o Scidavis a fim de plotar, com os pontos encontrados, um
grafico y versus x. Fizemos o grafico da altura y vs a distancia horizontal x tanto
considerando quanto ignorando a resisténcia do ar e fizemos a comparagao entre
eles. Em seguida, determinada uma fung¢ao polinomial do tipo y(x) = A*x2 + B*x + C
gue melhor se ajustasse aos dados experimentais obtidos. Calculamos, pelo método
da perturbacdo (THORNTON E MARION,2011, p.59), os valores de alcance e
lancamos no gréfico como uma fun¢éo da forga de retardo constante k.

Conforme Bassanezi (2016, p.56), o método de ajustes de curvas é
fundamental para a validacdo dos modelos. A validacdo do modelo consiste na
verificacdo se os dados experimentais ndo estao ‘muito longe’ daqueles fornecidos
pelo modelo. E por fim, foi analisada a possibilidade de sua aplicagdo no contexto

educacional no intuito de verificar a aceitacdo do modelo simplificado.
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3.2 METODOLOGIA PARA O SEGUNDO APARATO EXPERIMENTAL

7

Para confeccionarmos o0 segundo aparato experimental é importante a
aquisicao de uma rampa de comprimento de um metro com suporte para elevacao de

um dos lados, um ioi6 como da Figura 11, e um celular com cronémetro.

U'l“”l“"’”” |
1 2 3

Figura 11. Didmetro do loi6 sendo mensurado

Com esse material, € possivel realizar o experimento e fundamentar um modelo
tedrico que combine os movimentos de rotagéo e translacdo e a partir disso, calcular
os valores de velocidade e aceleracao de centro de massa do i0i6. Associando esses
dados calculados e os que foram coletados experimentalmente, a analise do
movimento do ioi6 considerando o rolamento sem deslizamento e a determinacao

experimental do parametro g associado ao momento de inércia tornam-se possiveis.

Figura 12. l10id sendo solto de uma altura h sobre uma rampa inclinada
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Esse experimento consiste em posicionar o i0i6 acrilico, de massa aproximada
de 26 gramas, didametro aproximado de 55 cm e diametro externo para
personalizacdo de 4 cm, em uma na calha com comprimento de 1 metro, inclinada,
aproximada e inicialmente, 30° em relacdo a mesa e, a partir do repouso, solta-lo. O
tempo gasto para atingir o final da calha € entdo mensurado com a ajuda de um
crondmetro de celular. Esse procedimento € repetido cinco vezes de maneira que seja
obtido um valor médio do tempo de descida do ioi6. Com esse procedimento inicial, o
experimento possibilita mensurar duas variaveis, tempo e distancia percorrida pelo
ioi6. Com base nessas medidas, podem ser determinadas os valores experimentais
da aceleracdo e da velocidade final do centro de massa. As caracteristicas do ioid
gue serdo consideradas nesse experimento sdo a massa m, o raio r, o raio do eixo
principal chamado de R e precisa-se considerar também o 6 que é o angulo de
inclinagdo da calha em relacdo a horizontal. Durante o movimento do brinquedo,
notamos que as forcas que atuam nele séo o seu peso P, a forca de atrito F,;; e a forca
normal N que a calha exerce em cada um de seus eixos. Grandezas essas
representadas na figura abaixo

Conforme Campos, Alves e Speziali (2008, p.63), € a forca de atrito,
perpendicular as linhas que passam pelo eixo de rotagdo, produzindo torque,
consequentemente, faz com que o mével gire. Dependendo da inclinacdo da calha e
do atrito entre ela e o i0i6 pode ocorrer o seguinte tipo de movimento: durante a
descida, se a f, for menor que a forca de atrito estatico maxima, segundo Campos,
Alves e Speziali (2008, p.64), o movel ndo deslizara pela rampa. Neste experimento,
consideramos que o i0i6 ndo desliza e com base nisso e tendo a disposi¢do das
medidas do tempo médio que o movel percorre a calha inclinada de 1 metro, foram
calculados os valores experimentais da aceleracdo e da velocidade final do centro de
massa. Posteriormente, ajustando o angulo de inclinacdo da calha para
aproximadamente 45° e foram repetidos os procedimentos descritos anteriormente e
logo apds, com a rampa com angulo de inclinagéo 60°. Ao final, concluindo a parte
experimental, foram discutidas as diferencas entre os resultados obtidos em cada um
dos trés angulos propostos. Essas discussdes estdo no quarto topico deste trabalho.

Esses aparatos, por mais simples que sejam, mostram a necessidade de se
trabalhar com uma base de dados mais precisa possivel para que as ocorréncias de
taxas de variacdo anormais sejam minimizadas, caso contrario dificultaria a analise

desses dados e consequentemente as discussoes e conclusdes prejudicando, assim,
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o alcance dos objetivos. Sabemos que ndo existem medidas perfeitas, devido a
ocorréncia de erros imprevisiveis ou atrelados ao experimento, erros estatisticos, ou
do proprio experimentador. Entdo, de acordo com Lima (2010), a Teoria dos Erros
proporciona métodos e ferramentas estatisticas que podem minimizar o efeito desses
erros e a experimentacdo apresentar resultados proximo da realidade. Conhecidas
essas medicdes, foram aplicadas a Estatistica, para que fosse calculado o valor
provavel. Célculos envolvendo os valores provaveis consistiram na meédia aritmética
entre os valores obtidos, valor esperado para a posicao x, variavel tempo t. Quando
tratamos sobre o erro relativo entre a aceleracéo gravitacional fornecida pelo Scidavis
com a gravidade local, usamos o valor de 9.7795 m/s? calculado conforme férmula da
gravidade em funcéo da altitude e latitude de LOPES(2008), referente a gravidade na
cidade de Belo Jardim/PE em funcéo da altitude (607 m) e latitude (8° 20" 9" Sul) do

municipio, valores disponibilizados no site da prefeitura municipal.

Concernente aos resultados finais, eles foram discutidos a partir da analise
comparativa, com uso de tabelas e graficos, entre o valor encontrado e o provavel,
dispersdo desses valores em relacéo ao valor provavel, estudo percentual dos erros
relativos e ao final, foram feitas possiveis explicacbes para casos nos quais foram
detectadas taxas de variagdo mais alta em relacédo aos demais dados encontrados.
O trabalho evidencia a pertinéncia do estudo dos valores estatisticos nas ciéncias
experimentais. Entdo, concluida a parte experimental e coleta de dados, no proximo
topico, estdo discutidas as diferencas e/ou nuances entre os resultados obtidos a partir
da andlise comparativa, usando tabelas e gréaficos, entre o valor encontrado e o
provavel, dispersédo desses dados em relacdo ao valor provavel, estudo percentual
dos erros relativos e ao final, foram feitas possiveis explicacdes para 0s casos que
foram detectados taxa de variagcdo relevantes em relacdo aos demais dados

encontrados.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Na presente secdo, estdo descritos os resultados obtidos dos dois
experimentos e que estdo dispostos em tabelas e gréficos a fim de que possam ser
comparados com os valores teoéricos previstos objetivando confirmar os modelos
matematicos encontrados e avaliar a possibilidade de discussdo no contexto
educacional.

O primeiro experimento foi realizado mediante fixacdo de uma bola de plastico
na pistola de brinquedo em uma sequéncia de quatro angulos de inclinacdo com a
superficie a comecar de trinta graus e variando-os, de quinze em quinze graus, ao
passo que havia anotacdo dos valores de seis lancamentos obtidos em cada um
desses angulos. Os valores do alcance encontrados apos ejecao da bola de plastico

em funcdo do angulo foram anotados e expressos na seguinte tabela.

Angulo | Alcance | | Alcance Il | Alcance |Alcance IV Alcance V |Alcance VI
©) (m) (m) I (m) (m) (m)
(m)

30 2,090 2,190 2,240 2,285 2,000 2,505

45 2,280 2,300 2,600 2,190 2,260 2,465

60 1,970 2,175 2,170 2,255 2,095 2,405

75 1,675 1,870 1,795 2,015 2,140 1,970

Tabela 1. Alcances obtidos em funcdo do angulo de langamento

Nota-se, com os dados obtidos, que os maiores alcances, assim como ja
sinaliza o modelo teorico que relaciona o alcance com o seno do dobro do angulo de
lancamento, sdo os valores encontrados em fungédo do angulo de 45 graus. A partir
desses valores encontrados, acreditamos que o mais razoavel seja trabalhar com os
valores que permeiam um valor médio do alcance, obtido pela média aritmética entre
0s seis valores encontrados, considerando que seja 0 mais proximo do valor real
associado ao angulo dentro de um modelo considerando a resisténcia do ar. Uma

variavel importante no estudo de movimento de projéteis é o alcance que o mével
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alcanca. De acordo com Halliday, Resnick e Walker (2001), o alcance A corresponde
a distancia horizontal AS percorrida pelo corpo. Em um modelo que ignora os efeitos
da resisténcia do ar, o movimento que o corpo faz na horizontal trata-se, entdo, de um

movimento uniforme. O alcance é calculado pela expressao

2vg sin 8

A=V, At = vycosf

Vg2
A= 7 sen 20 (41)

e a partir da equacéo (41), calculamos o alcance em funcao de cada angulo relativo a
inclinacdo com a superficie utilizado no procedimento experimental, admitindo
velocidades iniciais e aceleracdo gravitacional constantes. A tabela 2 mostra uma
comparacao entre o alcance médio, calculado a partir da média aritmética dos valores
obtidos experimentalmente os quais estao considerando os efeitos da resisténcia do
ar, e o valor do alcance teorico previsto, calculado com a equacgédo anterior, o qual é

suposto um experimento tedrico no vacuo.

Alcance médio R' (m) Alcance teodrico
Angulo (resisténcia do ar) previsto R (m)
°) (sem resisténcia)
30 2,28 2,30
45 2,34 2,35
60 2,18 2,18
75 191 1,90

Tabela 2. Comparacao entre resultados previstos e obtidos

Esta tabela comparativa sugere que existe uma boa aproximacdo entre 0s
resultados obtidos e o0s previstos teoricamente. Portanto, o uso de materiais de baixo
custo contendo um projétil de massa pequena e tempo de execucdo do experimento
relativamente pequeno sugerem que o ar oferece baixa resisténcia ao lancamento de

projeteis, evidenciando que a modelagem mateméatica desses experimentos pode ser
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analisada em sala de aula como modelo tedrico simples, por exemplo,
desconsiderando os efeitos da forca resistiva.

Um consideravel facilitador no processo de analise do modelo te6rico € o uso
de métodos computacionais (Bassanezi, 2016, p.30) que fornecem alguns valores e
coeficientes mediante andlise das gravacfes audiovisuais dos experimentos. O
Tracker, informou os valores da velocidade inicial aproximada em funcdo de cada

angulo analisado. A seguir estdo expostos os resultados fornecidos

Angulo (°) Velocidade inicial (m/s)
30 5,10
45 4,80
60 4,96
75 6,10

Tabela 3. Velocidade inicial de bola pléastica ejetada por uma pistola em func¢éo do angulo

A partir dos dados informados na tabela 3 e usando um modelo que ignora os
efeitos da resisténcia do ar, verificamos que o projétil, apds ser ejetado, sai da
superficie com a componente vertical da velocidade em funcéo da velocidade inicial e
do seno do angulo no qual a pistola esta inclinada em relacdo com a horizontal. E
mediante manipulacdes algébricas das equagdes a seguir, encontramos 0 tempo que
o projétil alcanca a altura maxima. De acordo com Halliday, Resnick e Walker (2001),

temos

vy senf (42)

o tempo de subida € o mesmo da descida. Assim sendo, 0 tempo total de voo é o
dobro do valor encontrado na equagéo anterior. O tempo total de voo, denotado T, é

o dobro do valor encontrado na equacéo anterior. Ou seja,

2v, senf
T = OT (43)
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e a partir da equacao (43), calculamos o tempo de voo da bola de plastico apos ejecao

Angulo (°) Tempo total de voo (s)
30 0,52
45 0,69
60 0,88
75 1,20

Tabela 4. Tempo total de voo da bola de plastico em um langamento obliquo

Esses resultados ja mostram o0 quao rapido ocorre o0 experimento de
lancamento de projétil. Tempos experimentais muito rapidos sugerem que as
influéncias na resisténcia do ar nao interferem significativamente.

Outra variavel importante a ser considerada em um langamento obliquo é a previsao
da altura maxima que o movel consegue atingir. Para tal, conforme Halliday, Resnick
e Walker (2001), a partir da equacao de Torricelli para as componentes vertical da
velocidade é possivel encontrar a expressdo que relaciona a altura maxima H,
velocidade e aceleracdo gravitacional g e lembrando que na altura maxima a
componente y da velocidade é nula e o valor da aceleracéo é o valor da gravidade g

no sentido contrario ao movimento. Portanto,

2 2
0
o= vy Ssen (44)
29

e a partir da equacdao (44), foi encontrada a altura maxima prevista obtida para cada
lancamento da bola de plastico em fun¢éo de cada angulo de langcamento. Os dados

calculados estao expostos na tabela a seguir

Angulo (°) Altura maxima prevista (m)
30 0,33
45 0,59
60 0,94
75 1,77

Tabela 5. Altura maxima alcangada pela bola de plastico em fun¢ado do angulo de langamento
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Analisando os resultados na tabela 2, entre os alcances previstos e obtidos
experimentalmente, de acordo com a fundamentacao tedrica, THORNTON e MARION
(2011, pg. 59) demonstra a relagédo entre o alcance obtido com o alcance teorico na
seguinte expressao

R'=R (%) (45)

a partir da relacéo (45), calculamos os valores possiveis da constante de retardo em

funcdo do angulo em cada situacdo. Esses valores estdo expressos na tabela abaixo

Angulo (°) K (constante de retardo) s=1
30 0,0218
45 0,0062
60 0,0002
75 0,0054

Tabela 6. Valores calculados da constante de retardo em funcdo do angulo de lancamento

Com esses dados, percebe-se mais uma vez, que os efeitos da resisténcia do
ar nesse experimento ndo sao influentes. Valores de constante de retardo entre
0,0002 a 0,02 s~ sugerem que a resisténcia do ar ndo interfere significativamente na
trajetéria do projétil e quando sdo comparados os valores previstos com os obtidos
experimentalmente das variaveis como alcance, velocidade da esfera de plastico sao
mais evidéncias da inexpressiva interferéncia da resisténcia do ar, possibilitando,
entdo, para facilidade de calculos e aplicacbes mais acessiveis no contexto
educacional, elaborar e analisar um caso particular do modelo teérico do movimento
de projetil sob a acdo de uma forca de arrasto linear, o modelo teérico do movimento
de projetil quando k = 0, ou seja, movimento de projetil sem considerar a resisténcia
do ar. Para corroborar com essa perspectiva, na proxima seccao, estardo
representados os gréaficos do alcance experimental em funcao da constante de retardo
calculada. PIACENTINI et al. (2008, p.28) argumenta que quando a funcao f é linear
nos parametros que se deseja ajustar, esse sistema de equagbes tem solucao
analitica. Nos primeiros quatro graficos, faremos o ajuste linear de pontos,
considerando que o conjunto de pontos segue uma relacéo do tipoy = ax + b, onde a

e b sdo os coeficientes que precisam ser encontrados.
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4.1 ALCANCE EM FUNCAO DA FORCA DE RETARDO

No primeiro caso, a partir dos dados obtidos experimentalmente, e tendo como
referencial o modelo tedrico da trajetéria do mével considerando a resisténcia do ar, 0
Scidavis ajustou os valores dos coeficientes integrantes de uma funcéo linear
decrescente que representa o comportamento do alcance em funcao da constante de
retardo e tendo como premissas os valores de um angulo de 30 graus e velocidade

inicial de 5,1 m/s constantes. Sdo os coeficientes

B = 2,303 +/- 1,54e-11
A =-0,80 +/- 7,02e-11

Os erros padrdo na coordenada Y, referente ao alcance atingido pela bola de plastico,
apos a ejecao, sdo razoavelmente infimos, da ordem 10711, e os valores da constante
de retardo analisados est&o entre 0,02 a 0,38 s~ . A seguir, esta plotado, por meio do
Scidavis, o gréafico do alcance em funcdo da constante de retardo de um projétil

ejetado a partir da inclinacdo da pistola no angulo de 30 graus

Wasiores de pltascn @ parlle de 8 © M 2 vg ¢ 50 e olilidos snendo métoda de aprosimeciss o depovios o heegie da convlests de nelendo &

B o

P R—

Grafico 1. Valores de alcance calculados pelo método da perturbagcdo em funcédo da forca de retardo

constante k; 8 =30°; vy =5,1m/s; calculo usando equagéao (45)

A equacao que expressa o comportamento do alcance A em funcdo da constante de
retardo k é A(k) = -0,80*k+2,30
Dessa equacéo € possivel inferir que no caso particular, quando k assume o valor 0,

ocorrendo quando os efeitos da resisténcia do ar sdo desprezados, o alcance maximo
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para o angulo de 30 graus € 2,30 m semelhante ao resultado previsto pela equacao
do movimento uniforme.

No segundo caso, a partir dos dados obtidos experimentalmente, e tendo como
referencial o modelo tedrico da trajetéria do mével considerando a resisténcia do ar, o
Scidavis ajustou os valores dos coeficientes integrantes de uma funcéo linear
decrescente que representa o comportamento do alcance em funcao da constante de
retardo e tendo como premissas 0 angulo de 45 graus e velocidade inicial de 4,8 m/s.

os coeficientes informados sao

B = 2,35 +/- 1,46e-07
A =-1,09 +/- 1,49e-06

Os erros padréo na coordenada Y, que refere-se o alcance atingido pela bola de
plastico ejetada, sdo razoavelmente infimos, da ordem 10~°, e os valores da constante
de retardo analisados estdo entre 0,05 a 0,15 s~1. O grafico plotado a seguir é do
alcance em funcao da constante de retardo de uma bola ejetada pela pistola inclinada
em 45 graus

Wakorrns der aliancn g parie de @ 43" 2w ¢ U8 s oblidons snendo método da aprosimedciso @ dispovios o e o de oomlenlo de rellardo b

ke @ [ )

B
Camilmste de relards ()

Grafico 2. Valores de alcance calculados pelo método da perturbacdo em funcédo da forca de retardo

constante k; @ =45°; vy = 4,8 m/s; calculo usando equacgao (45)

A equacao que expressa o comportamento do alcance A em funcdo da constante de
retardo k é A(k) = -1,09*k+2,36
Dessa equacéo € possivel inferir que no caso particular, quando k assume o valor 0,

ocorrendo quando os efeitos da resisténcia do ar sdo desprezados, o alcance maximo
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para o angulo de 45 graus € 2,36 m semelhante ao resultado previsto pela equacéo
do movimento uniforme.

J& no terceiro caso, mediante uso dos dados obtidos experimentalmente e do
modelo tedrico da trajetéria do movel considerando a resisténcia do ar, o Scidavis
ajustou os valores dos coeficientes integrantes de uma funcéo linear decrescente que
representa o comportamento do alcance em funcéo da constante de retardo e tendo
como premissas os valores de um angulo de 60 graus e velocidade inicial de 4,96 m/s.

Sao os coeficientes

B =2,17 +/- 1,29%-16
A =-1,27+/- 1,46e-15

Os erros padrao na coordenada Y, referentes ao alcance atingido pela bola de plastico,
apoés a ejecdo, sdo razoavelmente infimos, da ordem 10716, e os valores da constante
de retardo analisados estdo entre 0,002 a 0,16 s~ 1. A seguir, esta plotado, por meio
do Scidavis, o grafico do alcance em funcédo da constante de retardo de um projétil

ejetado a partir da inclinacéo da pistola em um angulo de 60 graus.
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Grafico 3. Valores de alcance calculados pelo método da perturbagédo em funcédo da forca de retardo
constante k; 8 =60°; vy = 4,96 m/s; calculo usando equacgao (45)

A equacao que expressa o comportamento do alcance A em fungéo da constante de
retardo k & A(k) = -1,27*k+2,18
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Dessa equacéo é possivel inferir que no caso particular, quando k assume o valor O,
ocorrendo quando os efeitos da resisténcia do ar sdo desprezados, o alcance maximo
para o angulo de 60 graus € 2,18 m, valor semelhante ao resultado previsto pela
equacao do movimento uniforme.

No ultimo caso, tendo como referencial o modelo tedrico da trajetéria do movel
considerando a resisténcia do ar, o Scidavis ajustou os valores dos coeficientes
integrantes da funcdo que representa o comportamento do alcance em funcdo da
constante de retardo e tendo como premissas os valores de um angulo de 75 graus e

velocidade inicial de 6,1 m/s. S0 os coeficientes

B =1,90 +/- 1,72e-16
A =-152 +/-1,80e-15

Os erros padréao na coordenada Y, referentes ao alcance atingido pela bola de plastico
ejetada, sdo razoavelmente infimos, da ordem 10716, e os valores da constante de
retardo analisados estdo entre 0,02 a 0,14 s~1. O gréfico plotado a seguir é o alcance
em funcdo da constante de retardo de um projétil ejetado a partir da inclinacéo da

pistola em um angulo de 75 graus.

Walivren de slcasce & partie de @ = 75" 0 v = 6 1 my s obtidos ssando método de aprosimacio o dsposton om B ko da comdanto de reftardo b

kb arm [
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Gréfico 4. Valores de alcance calculados pelo método da perturbagao em funcéo da forca de retardo
constante k; @ = 75°; vy = 6,1 m/s ; calculo usando equacao (45)

A equacgéao que expressa o comportamento do alcance A em funcdo da constante de
retardo k € A(k) =-1,52 *k+1,90
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Dessa equacéo é possivel inferir que no caso particular, quando k assume o valor O,
ocorrendo quando os efeitos da resisténcia do ar sdo desprezados, o alcance maximo
para o angulo de 75 graus € 1,90 m, valor semelhante ao resultado previsto pela
equacao do movimento uniforme.

Em vista disso, mediante analise desses valores e fatores que mostram a
inexpressividade da interferéncia da resisténcia do ar no processo experimental.
Portanto, na proxima secc¢do, para cada angulo situacional, estarao representados os
graficos da trajetéria do projétil, associando os alcances previstos com as alturas
previstas que a bola de plastico adquiriu ao ser ejetada pela pistola de brinquedo,
porque fica razoavel admitir com boa aproximagdo a modelagem mateméatica dos
resultados experimentais fundamentando-os no modelo teérico que ignora os efeitos

da resisténcia do ar.

4.2 GRAFICOS COMPARATIVOS: MODELO TEORICO CONSIDERANDO A
RESISTENCIA DO AR E MODELO QUE IGNORA OS EFEITOS DA FORCA DE
ARRASTO

A partir dos dados obtidos, tanto os calculados quanto os previstos, e tendo
como referenciais, o modelo teérico da trajetéria do modvel desconsiderando a
resisténcia do ar, e no segundo momento, o modelo tedrico da trajetéria da bolinha
considerando os efeitos da resisténcia do ar. O Scidavis ajustou os valores dos
coeficientes integrantes de uma funcdo polinomial que melhor representa o
comportamento da trajetoria do movel com os termos da altura em funcéo do alcance
nos dois casos. A seguir, estdo descritos tanto o comportamento da trajetéria da esfera
de plastico considerando os efeitos da resisténcia do ar quanto o comportamento da
trajetéria desconsiderando os efeitos resistivos ao ar. Os valores postados e os
graficos plotados estdo expostos para fins comparativos e serem verificados se 0s
nameros séo ou ndo discrepantes de forma significativa nesse processo experimental.
Os erros padrdo na coordenada Y, referentes a altura atingida pelo mével, ndo sao
conhecidos, nem puderam ser calculados pelo Scidavis em todos os graficos. Ao final,
das equacbes obtidas, pudemos extrair erros relativos a algumas constantes ja
conhecidas, a saber, o0s erros relativos a aceleracao gravitacional calculada na cidade

de Belo Jardim e a velocidade inicial do projétil. No primeiro caso, tendo como
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premissas os valores de um angulo de 30 graus e velocidade inicial de 5,1 m/s

constantes. Ignorando os efeitos da resisténcia do ar, foram fornecidos os coeficientes

a, = -1,80e-16
a, = 0,57
a, =-0,25

e de acordo com os dados experimentais obtidos, foram fornecidos os coeficientes

a, =-3,18e-16
a, =0,58
a, =-0,25

De acordo com o Scidavis, os valores de alcance x estéo entre O e aproximadamente
2,28 m. A seguir, esta representado o grafico comparativo da altura em funcéo do
alcance de um projétil ejetado sob um angulo de 30 graus com e sem a resisténcia do

ar

Trajetdrias de uma particula com & sem resisténcia do ar para vak de 8 = 30° e vo = 5,1 m/5 e valores de k distintos

0,35

D
] : resistEncalFre = -fmv] .
] i |“Sem resisténda i N

0,2 \

0,25 /

100

AN

Altura Vertical (m)

Distancia herizontal (m)

Gréfico 5. Gréfico comparativo: A linha vermelha indica o resultado experimental da trajetéria da bola
considerando os efeitos resistivos para valores de 8 = 30° ; vy = 5,1 m/s ; calculo usando equacéao (21);
A linha azul ignora os efeitos da resisténcia do ar para os mesmos valores de angulo e velocidade inicial;

célculo usando equagdo (22)

A equacdao que prevé o comportamento da trajetoria desse projétil no vacuo €

Y(x) = (-1,80e-16) + 0,57*x - 0,25*x2

A equacdo que melhor define o comportamento da trajetoria considerando a
resisténcia do ar € Y(x) = (-3,18e-16) + 0,58*x - 0,25*x2
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Notamos que as duas curvas apresentam coeficientes levemente diferentes. O fator
de arrasto € muito pequeno. Por isso, concluimos que € mais uma evidéncia de que
considerar o modelo tedrico de nao interferéncia da for¢ca de arrasto linear pode ser
tratado como razoavel na resolucdo do problema.

No segundo caso, tendo como premissas o0s valores de um angulo de 45 graus
e velocidade inicial de 4,8 m/s constantes. Ignorando os efeitos da resisténcia do ar,

foram fornecidos os coeficientes

a, =-3,26e-17
ay = 1,00
a, =-0,43

e de acordo com os dados experimentais obtidos, foram fornecidos os coeficientes

a, = 5,84e-17
a, =1,00
a, =-0,43

=

De acordo com o Scidavis, os valores de alcance x estéo entre 0 e aproximadamente
2,35 m. A sequir, esta representado o gréafico da altura em funcéo do alcance de um

projétil ejetado sob um angulo de 45 graus com e sem a resisténcia do ar

Trajetdrias de uma particula analisadas com e sem resisténcia do ar para valores de 8 = 45° e vo = 4,8 m/s e valores de k distintos

vertical (m)

Disténcia horizontal (m)

Gréfico 6. Grafico comparativo: A linha vermelha indica o resultado experimental da trajetéria da bola
considerando os efeitos resistivos para valores de 8 = 45° ; vy = 4,8 m/s ; calculo usando equacao (21);
A linha azul ignora os efeitos da resisténcia do ar para os mesmos valores de angulo e velocidade inicial;

célculo usando equacéao (22);
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A equacdo que melhor define o comportamento da trajetéria desse projétil, no vacuo,
é Y(x) = (3,26e-17) + 1,00*x - 0,43*x2
A equacdo que melhor define o comportamento da trajetéria considerando a
resisténcia do ar Y(x) = (5,84e-17) + 1,00*x -0,43*x?
Nota-se que as duas curvas apresentam coeficientes levemente diferentes. O fator de
arrasto é muito pequeno.

No terceiro caso, tendo como premissas os valores de um angulo de 60 graus
e velocidade inicial de 4,96 m/s constantes. Ignorando os efeitos da resisténcia do ar,

foram fornecidos os coeficientes

ay, =-7,25e-16
a, = 1,73
a, =-0,795

e de acordo com os dados experimentais obtidos, foram fornecidos os coeficientes

a, = -5,15e-16
a, =1,07
a, — '0,795

&

A seguir, esta representado o grafico da altura em funcdo do alcance de um projeétil

ejetado sob um angulo de 60 graus com e sem a resisténcia do ar

Trajetdrias de uma particula analisadas com e sem resisténcia do ar para valores de 8 = 60° e v; = 4,96 m/s e valores de k distintos

ertical (m)

Altura v,

k =0,0002
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Grafico 7. Grafico comparativo: A linha vermelha indica o resultado experimental da trajetéria da bola
considerando os efeitos resistivos para valores de 8 = 60° ; vy = 4,96 m/s ; calculo usando equacéo (21);
A linha azul ignora os efeitos da resisténcia do ar para os mesmos valores de angulo e velocidade inicial;

calculo usando equacao (22);
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A equacao que prevé o comportamento da trajetéria desse projétil no vacuo é Y(x) =

(-7,25e-16 ) + 1,73*x -0,795*x?

A equacdo que melhor define o comportamento da trajetéria considerando a

resisténcia do ar Y(x) = (-5,15e-16) + 1,73*x - 0,795*x2

Notamos que de todos os gréficos, esse aparenta ter as curvas com o0s coeficientes

mais parecidos. Consideramos o fator de arrasto € ainda considerado muito pequeno.
No ultimo caso, tendo como premissas o0s valores de um angulo de 75 graus e

velocidade inicial de 6,10 m/s constantes. Ignorando os efeitos da resisténcia do ar,

foram fornecidos os coeficientes

a, = 2,51e-17
a, = 3,73
2, =-1,96

=

e de acordo com os dados experimentais obtidos, foram fornecidos os coeficientes

a, =-2,33e-16
iy, = 3,72
a, =-1,94

Trajetdrias de uma particula analisadas com e sem resisténcia do ar para valores de 8 = 75° e vo = 6,1 m/s e valores de k distintos

vertical (m)

Altura
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0 05 1 15 2
Distancia horizontal (m)

Grafico 8. Grafico comparativo: A linha vermelha indica o resultado experimental da trajetéria da bola
considerando os efeitos resistivos para valores de 8 = 75° ; vy = 6,1 m/s ; calculo usando equacéao (21);
A linha azul ignora os efeitos da resisténcia do ar para os mesmos valores de angulo e velocidade inicial;

célculo usando equacéao (22);

A equacdo que melhor define o comportamento da trajetéria desse projétil, no vacuo,
€ Y(X) = (2,51e-17 ) + 3,73*x -1,96*x2
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A equacdo que melhor define o comportamento da trajetoria considerando a
resisténcia do ar Y(x) = (-2,33e-16) + 3,72*x - 1,94 *x2
Nota-se que as duas curvas apresentam coeficientes levemente diferentes. O fator de
arrasto é muito pequeno. Por isso, a conclusao de mais uma evidéncia que considerar
o modelo tedrico de nédo interferéncia da forca de arrasto linear como razoavel a
resolucao do problema.

A partir das equacdes fornecidas, € possivel extrair erros relativos a algumas
constantes ja conhecidas. Sao os erros relativos a aceleracdo gravitacional e a

velocidade inicial do projétil. Seguem na tabela a seguir

Ignorando os efeitos da Considerando os efeitos da
resisténcia do ar resisténcia do ar
A Erro relativo | Erro relativo | Erro relativo | Erro relativo
Angulo () a aceleracdo | avelocidade | aaceleracdo | avelocidade
gravitacional inicial do gravitacional inicial do
projétil projétil
(%) (%) (%) (%)
30 0,74 2,20 1,530 0,760
45 1,05 0,08 0,580 0,290
60 0,01 0,01 0,001 0,001
75 0,01 0,01 0,880 0,440

Tabela 7. Tabela comparativa entre os erros relativos considerando e ignorando os efeitos da resisténcia

do ar

Comparando os quatro graficos sao percebidas taxas das variacbes dos
resultados previstos muito razoaveis, ou logicamente plausiveis, em comparagao com
o modelo tedrico proposto, ou seja, sdo encontrados erros em relacdo ao valor da
aceleracdo gravitacional que flutuam de menos de 0,001% a um pouco mais de 2%.
Teoricamente, os resultados do procedimento experimental apresentou-se numa
confiabilidade razoavel, racionalmente plausivel, sugerindo que essa proposta de
modelagem matematica pode ser aplicada na educacdo basica com resultados
proximos aos valores esperados pelo modelo tedrico que despreza os efeitos da forca
de resisténcia do ar. Embora seja um caso particular, o experimento realizado com

materiais simples e de baixo custo, pode elucidar o aprendizado dos conceitos
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associados a posicdo, velocidade, altura maxima, alcance previsto, forcas que
envolvem o sistema fisico.

A confiabilidade experimental foi tdo generosa que embora houvesse variagdes
relacionadas ao erro sistematico, a imprecisao instrumental, erro escalar associado
ao instrumento de mensuracéo, presenca de erro aleatério, escalar atrelado a medida
e as consideracdes feitas durante o processo, a exemplo do sistema fisico suposto
ideal no qual a massa do corpo néo influencia no experimento, a resisténcia do ar nao
interferiu significativamente no experimento, o atrito com o ar ndo afetou em grandes
proporcdes, propiciando validade ao modelo tedrico inicialmente descrito e cujos
valores encontrados nao se distanciaram significativamente dos valores reais obtidos
(Bassanezi, 2016, p.30). Ao levar em consideracéo a rapidez com que o projétil de
massa relativamente pequena se choca na superficie do ambiente, podemos
constatar que nessas condicbes a resisténcia do ar nao interfere de maneira
significativa no movimento do projétil. Na préxima sec¢éo, estdo expostos os resultados
encontrados do segundo procedimento experimental como proposta de modelagem

matematica no ensino de fisica.

4.3 COEFICIENTE ASSOCIADO AO MOMENTO DE INERCIA

O segundo experimento foi realizado mediante soltura de um ioi6 em repouso
sobre o ponto mais alto duma rampa inclinada em uma sequéncia de trés angulos de
inclinacdo com a superficie. A comecar de trinta graus e variando-os, de quinze em
quinze graus, anotou-se seis valores de tempo obtidos em cada um desses angulos e
ao final dessas medicdes foi extraida a média do tempo a fim de obter um valor mais
realistico no processo. Os valores do tempo médio de descida do i0id6 para percorrer

a rampa foram anotados e expressos na seguinte tabela.

Angulo (°) Tempo total de percurso (S)
30 0,80
45 0,72
60 0,48

Tabela 8. Tempo total do percurso do i0i6 em cada dngulo de langamento da rampa
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A partir desses valores do tempo médio de descida do mével, é possivel por meio das
equacdes de movimento acelerado, calcular os valores de velocidade e aceleracéo do

centro de massa. A seguir, esta exposto os valores calculados

Angulo (°) Velocidade do Aceleracao do
centro de massa | centro de massa
(m/s) (m/s?)
30 2,5 3,125
45 2,78 3,858
60 4,17 8,680

Tabela 9. Velocidades e aceleragdo de centro de massa calculados para cada angulo

situacional; calculos usando equagéo (39) e (40)

A partir da tabela anterior, foi calculado o coeficiente associado ao momento de inercia

para cada angulo situacional e foi verificado a validade dos valores encontrados.

Angulo (°) Seno do angulo Coeficiente do
momento de
inércia
30 0,5 0,56
45 0,71 0,79
60 0,87 0,03

Tabela 10. Coeficientes associados ao momento de inércia em cada angulo situacional

De acordo com NUSSENZVEIG(1998), supondo que um disco seja

decomposto em anéis circulares concéntricos delgados de raio R’ e largura
infinitesimal dR’, onde R’ varia de 0 a R. A massa dm de um desses anéis esta para

massa total M do disco assim como o volume do anel esta para o disco, ou seja

dm 3 2nR'dR’ 3 2 R’ dR’
M @R?®  R?
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Sendo I = [ R"> dm ,entdo

4 4R2

1—fR’2 I = 2M fRR’3 IR = 2M [R'* _2M R*
- =R, =~ Rz |2

Ou

1—11\/1R2
2

Dentre os trés angulos analisados, extraimos os erros relativos a constante
associado ao momento de inércia ja prevista de acordo com o modelo acima. Entao,
por hipotese, admitimos considerar o i0i6 como um corpo de secc¢do circular,
possuindo, entdo, conforme Campos, Alves e Speziali (2008, p.67), o coeficiente
associado ao momento de inércia equivalente a um meio. No primeiro caso, 0 erro
relativo ao coeficiente de momento de inércia em funcéo do angulo de 30 graus é 12%
a mais do coeficiente previsto. No segundo caso, o erro relativo ao coeficiente de
momento de inércia em funcdo do angulo de 30 graus é 58% a mais do coeficiente
previsto. No terceiro caso, o0 erro relativo ao coeficiente de momento de inércia em
funcéo do angulo de 30 graus € 95% a menos do coeficiente previsto.

Comparando os trés resultados, diferentemente do primeiro experimento, sao
percebidas que dois resultados apresentam taxas das variacdes em relacdo a
constante prevista muito desproporcionais em comparacdo com o modelo tedrico
proposto, ou seja, sdo encontrados erros superiores a 50%, o que representa algo que
nao é aceitavel dentro da estatistica experimental(LIMA,2010). Portanto, é necessario
reavaliar o processo experimental para que essa proposta de modelagem matematica
possa ser aplicada na educacdo basica com resultados proximos aos valores
esperados pelo modelo tedrico (Bassanezi, 2016, p.30). O que 0 experimento sugere
€ que um angulo menor do que 30 graus pode ser que se aproxime mais do coeficiente
associado ao momento de inércia.

Provavelmente ocorreu essas discrepancias devido a variacdes relacionadas
ao erros, que segundo Lima (2010) podem ser: sistematico, erro escalar associado ao
instrumento de mensuracdo, presenca de erro aleatério, erro escalar atrelado a
medida, também a imprecisao instrumental e consideracdes feitas durante o processo,
talvez ndo tenha sido razoavel a idealizacdo do sistema fisico, a admissado da nao

interferéncia da resisténcia do ar. Conforme Bassanezi (2016, p.31), € preciso
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reavaliar o modelo porque pode ser que as hipoteses e os dados, apesar de
verdadeiros, estdo insuficientes e alguma das variaveis envolvidas na situacao real
ndo terem sido utilizados no modelo tedrico. A validacdo do modelo teorico
(Bassanezi, 2016, p.30) ocorreu sob perspectiva de apenas um angulo de inclinagao,
por iSso € preciso rever essa proposta quanto ao resultado obtido. Quanto a parte
experimental, compreende um estudo acessivel de modelagem matematica como
proposta de ensino de fisica porque esses erros, de acordo com Bassanezi (2016),
estimulam os alunos formulem perguntas, hipéteses e suposi¢cdes sobre o assunto
em estudo, além do estimulo em buscar e coletar informacdes por meio da observacao
direta e indireta, da experimentacdo, o confronto das suposi¢ces individuais e
coletivas com as informacgdes obtidas, e reelaborar as ideias diante das evidéncias
apresentadas e estimulam a interpretacdo das informacbes por meio do

estabelecimento de relacdes e funcao.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Em se tratando de uma ciéncia experimental, na qual existem erros arraigados
ao proprio experimento, o modelador precisa estar consciente que o0 experimento
precisa ser aperfeicoado progressivamente, com instrumentos mais precisos a fim de
minimizar erros escalares e sistematicos, e possibilitar uma representacdo mais
realistica da natureza, possibilitando evolugdo no campo experimental. Os resultados
experimentais apresentaram-se numa margem de confiabilidade adequada sugerindo
gue as propostas de modelagem mateméatica podem ser aplicadas no contexto
educacional com resultados proximos aos valores esperados pelo modelo tedrico
numa perspectiva do caso particular, a qual despreza os efeitos da forga de resisténcia
do ar. Embora seja um caso particular, o uso experimental de materiais simples e de
baixo custo, pode elucidar o aprendizado dos conceitos associados a posicao,
velocidade, altura méxima, alcance previsto, forcas que envolvem o sistema fisico,
coeficiente associado ao momento de inércia. Mesmo que tenha existido algumas
variacfes relacionadas a erro sistematico, escalar, aleatério e a imprecisdo
instrumental, consideracdes feitas durante o processo a exemplo do sistema fisico
suposto ideal com massa néo influenciavel e nao interferéncia significativa das forcas
de atrito possibilitaram a validacdo dos modelos teoricos inicialmente descritos e
também a possibilidade de aplicacdo experimental no contexto educacional sob
situacdes nas quais ndo sdo exigidas uma linguagem matematica rigorosa com
resultados obtidos razoaveis e nao tdo divergentes dos resultados esperados dentro
da proposta de estudo.

Essa validacdo experimental € muito importante porque possibilita o estudo da
modelagem mateméatica como proposta de ensino de fisica no contexto do ensino
superior, € 0s casos particulares para discussdo no contexto do ensino médio. As
discussbes provenientes dos experimentos vistos neste trabalho fornecem subsidios
para estudo de topicos relevantes da fisica, assim como elencam Maceti, Levada e
Lautenschleguer (2012), para o ensino médio: movimento uniforme, movimento
uniformemente variado, composi¢cao de movimentos, principios da independéncia de
movimentos simultaneos e da conservagao da energia mecanica e conceito de centro
de massa. Além de que poderia ser considerado no ensino médio como tendo carater

de discusséo interdisciplinar. As propostas de modelagem apresentadas neste
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trabalho podem também ser discutidas em disciplinas basicas do eixo comum, no
ensino superior, como fundamentos de fisica 1, mecanica classica, aplicacdes nas
disciplinas de célculo diferencial e integral e equacdes diferenciais, além das
disciplinas experimentais de fisica. Relevantes na formagcdo docente e discente
(Bassanezi, 2016, pp. 179-181), sdo alternativas para uma acao pedagogica que se
mostra eficiente no desenvolvimento de processos de aprendizagem significativa. De
acordo com Bassanezi (2016, pp. 35-38, p.181), o uso da modelagem como método
de ensino propicia ao educando o uso da matematica como uma ferramenta de
formulacdo de perguntas, hipoteses, suposicdes e resolucdo de problemas em
diferentes situacfes e areas; desenvolve a capacidade criativa e atitude critica dos
alunos desde a escolha do tema para a modelagem, fazendo com que sintam-se
responsaveis por seu proprio aprendizado, bem como na compreensdo dos
argumentos matematicos e na incorporacdo de conceitos e resultados mediante
construcdo de consideraveis relagdes matematicas em cada etapa da modelagem, de
modo que, assim, o estudante, instigado pelo amadurecimento de suas habilidades,
possa entender e interpretar a fisica matematica e encontrar o momento oportuno para
inserir a sistematizacdo e analogias e utilizad-las adequadamente. Com isso, 0 que
espera-se alcancar € que, conforme argumenta Bassanezi (2016, pp. 36-37), o
estudante seja um participante ativo no processo, procurando renovar essa
perspectiva tradicional, cujo alicerce ainda permanece na autotransmissao
evidenciada na resolucédo de questdes e memorizacdo para exames, sem a efetiva
estruturagdo cognitiva discente a respeito do fenbmeno abordado. A andlise da
educacao brasileira apresenta evidéncias de que a maior énfase tem sido aplicada ao
produto em detrimento ao processo, o que implica a qualidade insatisfatoria do
primeiro. E com isso suscita a preocupac¢ao de como ensinar a Fisica, buscando tornar
0 assunto, como qualifica Bassanezi (2016, p. 177), agradavel, funcional, formal e
aplicavel, para a maioria dos alunos e professores. Consequentemente, sera possivel
criar situacoes-problemas, dando lugar a criatividade em propor modelos adequados

a essas situacoes.
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APENCIDE A - DESENVOLVIMENTO DAS EQUAGCOES

1) A componente x: equacao horaria da posicao sob arrasto linear
De acordo com Sa Martins (2017), a componente x pode ser vista da seguinte forma

mv, = mg, — bv,

Denotando o termo constante, a razdo da constante b e massa m, de k , a expressao

anterior torna-se

A solucdo dessa equacdo € uma variavel v, expresso como uma funcédo de t.

Integrando ambos os lados da equacéao diferencial, a expressao fica
Ux dl?x t
[2 [
Vxo Ux 0
Uy (t) = vy e
Integrando a equacéo da velocidade em funcéo do tempo encontrada anteriormente,

€ possivel encontrar a equacao horaria da posi¢cao em funcao do tempo.

dx
dt

x t
j- dx = f Uy et dt
0 0

x (t) = % (1—e7kt

= vy
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2) Casos particulares: insercdo do tempo caracteristico

De acordo com Sa Martins (2017), a distancia percorrida quando a variavel tempo

tende a infinito é

1%
Kt o) = fimx() = fim 92 (-e™) = 32

Fazendo uma andlise dimensional da expressdo encontrada, nota-se que o inverso
de k tem dimensao de tempo. Entédo, a expressdo anteriormente encontrada também
pode ser escrita como

x(t > ) =v,, T

onde T é 0 tempo caracteristico ou uma escala de tempo associada a esse problema.
Ao inserirmos o termo do tempo caracteristico na equacéo da velocidade em funcéo

do tempo, a equacao torna-se

t
Uy (t) = Vype T

Em um tempo muito pequeno, € possivel usar a expansao polinomial da exponencial

com duas parcelas

|
S

I

Uy

I
| ot

Ao substituir essa expansao polinomial, com duas parcelas e para t pequeno, a
equacéao da velocidade em funcdo do tempo torna-se

Uxo
Uy (t)~Ux0— T t

Analogamente, € possivel desenvolver o raciocinio de expanséo polinomial de uma

exponencial e aplicando na equacao da posi¢cdo em funcédo do tempo

th

v
x () ~ 2 [kt = —=
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x () ~ gyt — ——

3) A componente y: equacao horéaria do lancamento horizontal sob arrasto linear
mv, = —mg, — bv,

De acordo com Sa Matrtins (2017), a expressao acima pode ser reescrita na forma

. b
vy= g—Evy

A velocidade constante v, pode ser denotada como velocidade terminal do movimento

de queda. Assim,

mg
Vier = b

Ao multiplicarmos ambos os lados pelo fator temporal % , a equacao pode ser reescrita

como

m .
Evy = Vter — Uy

A solucédo da equacdo da componente y da velocidade € escrita como

Uy(t) = Vger T (vyo - Uter)e_kt

Quando a variavel associada a viscosidade do fluido tende a infinito, o0 argumento da
exponencial torna-se muito pequeno, entdo, € possivel utilizar a série de Taylor.
Portanto, quando kt << 1

ekt =1 — kt

v, (t) = Uy, ~ vyokt + Vpor kt
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Nesse caso, o termo vyokt tende a zero e o produto entre a velocidade terminal e o k

€ justamente a aceleragdo gravitacional g, portanto
v, (t) = vy, + gt

Representando o caso na qual a equacdo da velocidade um movimento
uniformemente acelerado. A fim de explorar situacdes referentes a posicéo variando
em relacdo ao tempo, é preciso integrar a componente vertical da velocidade, a

posicao pode ser obtida como

y t
J dy = f Veer + (v, — Veor)e Kb dt
Yo 0

1
y ) = Yo+ Vier t — (vyo - vter)E (e_kt - 1)

4) Equacao da trajetdria: combinacdo das equagdes encontradas anteriormente

x (t) = % (1 — ekt

1
y(t) = yo + Vpert — (vyo - vter)z(l - e_kt)

De acordo com S& Martins (2017), admitindo que no inicio do movimento, o projétil sai

da origem. E com o objetivo de isolar a variavel t da segunda equacao, entdo
1 -kt
¥(©) = (v + Vier) 7 (1= ™)~ viert
A partir da seguinte relacdo, podemos isolar a variavel t

X
—_— 1— —kt
X ( ¢ )

o)
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Substituindo t na equacao y(t) a equacéo € reescrita como

1x v X
y(X) = (vyO + Uter)Ex— + ;:r In (1 — —)

(0] xOO

b v ~ ~ . .
Lembrando que k = — € Xo = 1y T = % entdo a equacdo acima pode ser reescrita

como

Uy, + Vior
y(x)=<y° te>x+vzrln(1—i)

Uxo

Em lancamentos de projéteis, a distancia percorrida segundo a horizontal chama-se
alcance. Esse valor é encontrado impondo a condi¢cdo que uma substituicdo feita no
lugar do x resultay =0, ou seja, Y (X = R) = 0. Substituindo essa condi¢ao na equacao,

a equacao pode ser escrita ha forma

Uy, k Xoo

A equacao ndo tem solucéo analitica. Portanto, Para verificar se ha como solucionar

7 s . - . s . . R
€ necessario admitir como hipotese e depois averiguar se — < 1 o resultado da
©0

equacao torna-se aceitavel. Pela expansao de Taylor para o logaritmo

X
mdl-x)=-x—————"

Aplicando a expanséao de Taylor, a equacao da trajetéria fica portanto
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vy0+vterR R 1+1R+1<R)2_O
vy Veer Uxo 2%  3\xe/ |

0

E possivel dividir por R visto que R = 0 é inadmissivel nessa equacg&o. Portanto,

(% ~
Sabendo que X, = vy, T = % e qUe vy = gT = % entdo

2

R = vaovyo _ lzvxov.')’o Vter <£>
g 3 9 v, \Ye

vavyo

2 ~
Denotando R, = — entao

1gk 1
R=Rvacll —g——Rzl

- 2
3 Uy, Vxo

A partir dessa equacao, é possivel construir iteragdes, procedimentos repetitivos que
geram valores de R cada vez mais precisos. As sequéncia de aproximacdes sao cada
uma dependente da etapa anterior. Na ordem zero, para 0 caso particular onde

considera-se o0 alcance do projétil ndo sofrendo efeitos da resisténcia do ar, obtém-se

R =Ry,
Na ordem um, obtém-se
4 vy,
R=Rye|1-= 0]
vac [ 3 vter
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5) A energia cinética E,. do corpo rigido

Conforme Copelli (2015), a energia cinética E, de um corpo rigido pode ser escrita

como

N N N

1 1 . ~2 1 . N _

E. = Ez miViZ = EZ m; (VCM + vl) = EZ m; (VCM + vl). (VCM + vl)
i i i

N N N

1 I S | A ~

EC = Ez m; [VCM + Vi + ZVCM vl] = EMVCM + EZ m;v; + VCM 2 m;v,
i i i

Num corpo rigido, m; s6 pode girar em torno do centro de massa. Portanto, o fator

multiplicativo do ultimo termo é nulo. Entéo, a energia cinética de um corpo rigido é

1 Ae
l

1 e . ~
Onde a parcela EMV(?M esta associada a translagcdo em torno do centro de massa e a

1 , . ~
parcela EZ{-\’ m;v? esta associada a rotagdo em torno do centro de massa.

Sabendo que
V; = wr;

Entdo

1< 1< 1 -
Ezmiviz = EZ mi(wri)z = szzmiriz
i i i

Sendo que o momento de inércia do centro de massa é Y¥ m;r;% entéo
1% 1
2 _ 2
2 2, = Flawo
i

Portanto, a energia cinética de um corpo rigido pode ser reescrita como
1

2 1 2
EC = EMVCM + EICM(U

Onde M é a massa total do corpo e a velocidade considerada é a do centro de massa.
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6) Velocidade do centro de massa: uso do teorema da conservacdo da energia

mecanica apesar de forca de atrito ndo-nula
Conforme Copelli (2015),
El = E},
K+ Ui = K+ U}
K;+ U, = K;

R R 1,1
EMVO +§ICM0‘)0 +Mgh'CM = EMV +§ICM(U

ICM 1 ICM
5 (14 9m) = 50 (1+ 370%) + Mgheu

Se h¢y = L sen 8 onde L é a distancia percorrida pelo objeto no plano inclinado, entdo

2gsené@

(1+3%)

v? = vy’ +

Associando essas ideias, é possivel calcular, por exemplo, a velocidade final com que

o corpo chega no final da trajetoria

2 g senf

@+%@

oN
+

Vem = |V



