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RESUMO

Uma proposta de introducéo a Teoria da Percolacdo como exemplo de sistema
fisico que apresenta uma transicdo de fases é apresentada. As transi¢cdes de fases
e os fendmenos criticos sdo abordados formalmente numa disciplina de
Termodindmica nos cursos de graduacdo em Fisica, Quimica, Engenharia, etc. A
Teoria de Percolacdo, por outro lado, apesar de possuir ampla aplicacdo
tecnologica e académica, como por exemplo, na determinagdo do
comprometimento de uma peca metalica por ferrugem, na construcéo de filtros,
na extracdo de petroleo de suas jazidas, etc. pouco aparece nos livros didaticos
em geral. Neste trabalho, a Teoria das Transi¢cOes de Fases de primeira e de
segunda ordem sera discutida, sendo analisados seus principais aspectos, tais
como as descontinuidades das densidades termodindmicas, no caso das
transicdes de primeira ordem e 0s expoentes criticos, no caso dos fendmenos
criticos. O exemplo mais comum encontrado nos livros textos, o gas de van der
Waals, é, também, explorado. E, entdo, introduzida a Teoria de Percolagdo e o
modelo de percolacdo de sitios em uma rede unidimensional € resolvido
exatamente. Sao obtidos o0s expoentes criticos da transicdo entre a fase
percolante e ndo-percolante e os resultados comparados com aqueles obtidos na
Teoria de van der Waals. A solucdo exata do modelo representa uma
oportunidade para exemplificar as transi¢es de segunda ordem.

Palavras-chave: Transic¢Oes de fases. Exemplos didaticos. Percolagéo.



ABSTRACT

An introduction to Percolation Theory as an example of a physical system that
presents a phase transition is proposed. Phase transitions and critical phenomena
are formally addressed in a discipline of thermodynamics in undergraduate
courses in Physics, Chemistry, Engineering, and so forth. Percolation Theory, on
the other hand, despite having wide technological and academic applications, as
for example, in determining how rust is able to jeopardise a metal piece, in the
construction of filters, in the extraction of oil from its deposits, and so forth,
little about it appears in basic textbooks. In this work, the Theory of First and
Second Order Phase Transitions will be discussed and its main features will be
analysed, such as the discontinuities of thermodynamic densities, in the case of
first order transitions and critical exponents, in the case of critical phenomena.
The most common example found in basic textbooks, the van der Waals gas, is
also explored. Percolation Theory is introduced and the site percolation model in
one-dimensional networks is solved exactly. The critical exponents of the
transition between the percolating and non-percolating phases are obtained and
the results compared to those obtained by the van der Waals Theory. The exact
solution of the model represents an opportunity to exemplify second-order
transitions.

Key-words: Phase transitions. Didactic examples. Percolation.
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1 INTRODUCAO

Diversas ferramentas para o ensino podem ser utilizadas, dentre elas os exemplos.
Exemplos sdo ferramentas comumente usadas por professores ou orientadores para facilitar a
compreensdo do que esta sendo transmitido, pois muitas vezes trazem ao aluno uma nocéo
mais palpavel da teoria [1]. Podemos dizer que, nas ciéncias, os exemplos estdo muito
presentes seja nas salas de aula ou nos diversos manuais didaticos. Desse modo, vé-se
naturalmente que a explicacdo de uma teoria abstrata através de um exemplo de complexidade

razoavel pode facilitar a assimilacéo pelo aluno.

Transicdes de fases podem ser observadas em diversas situacdes, desde um simples
ato do dia-a-dia, como ferver agua para fazer café, até o caso mais complexo de um sistema
ferromagnético sujeito a um campo magnético variavel. Esta area da Termodindmica é de
grande importancia e estuda o comportamento de um sistema que ao ter as condi¢Ges externas
alteradas passa de uma fase termodinamica a outra [2]. Foi largamente estudada durante o
século XVIII e recebeu contribuicbes de diversos pesquisadores renomados como Lorde

Kelvin, James Clerk Maxwell e van der Walls.

A teoria das transi¢cOes de fases estd baseada nas propriedades matematicas das
funcgBes termodindmicas que descrevem o sistema fisico, contribuindo para o esclarecimento
de diversos problemas, revelando grande abrangéncia e, portanto, sendo aplicada a diversos
ramos das Ciéncias. Dentre diversas aplicacdes na Fisica [2], na Quimica [3], na Biologia [4]
e até na Economia [5], sera utilizado como exemplo de contextualizacdo da teoria das
transicbes de fases, neste trabalho, o problema da percolacdo de sitios, um problema

teoricamente simples e de grande aplicabilidade tecnoldgica.

O desenvolvimento da teoria de percolagéo é atribuido a Broadbent e Hammersley por
seu trabalho, publicado em 1957, intitulado “Percolation Processes I. Crystals and Mazes”
onde é apresentado um modelo estocastico para estudar as propriedades de um fluido
deterministico permeando um meio poroso. Em seu trabalho, Broadbent e Hammersley
nomeiam a teoria como percolacdo e tratam o fendmeno matematicamente usando conceitos
geométricos e probabilisticos [3,6-8]. Como aponta Stauffer [3] mencgdes a esse tipo de
fenbmeno surgem durante a segunda guerra mundial nos trabalhos de Flory e Stockmayer que

descreviam como pequenas moléculas se ramificavam para formar macromoléculas quando



ligacbes moleculares sdo formadas entre as moléculas originais. Apesar disso, ©
desenvolvimento da teoria € atribuido ao trabalho de Broadbent e Hammersley devido ao

tratamento matematico mais preciso empregado pelos pesquisadores.

A teoria de percolacdo foi criada inicialmente para estudar a propagacéo de um fluido
deterministico em um meio poroso aleatorio, porém pode ser aplicada a diversas situacoes
onde tenhamos a passagem de um ente que detenha informagdo por um meio aleatério. Esta
teoria apresenta alguns modelos de solugfes simples, assim como, modelos que detém certo
grau de complexidade o que torna a teoria muito abrangente e bastante poderosa para solugao
de problemas. Podemos citar a titulo de exemplo sua aplicacdo na extracdo de petroleo [9], em

sistemas de distribuicdo de energia elétrica [10], na construcdo de filtros de ar [3], etc.

Devido a grande aplicabilidade da teoria de percolacdo e aos diversos modelos
encontrados na literatura, este trabalho objetiva apresentar de uma forma simples a teoria das
transicbes de fases de segunda ordem através da teoria de percolacdo. Para tanto, sera
apresentada a solucdo exata do modelo de percolacdo unidimensional, indicando a existéncia
de uma transicdo entre uma fase percolante e uma fase ndo percolante. Sera mostrado,
também, como 0s expoentes criticos, parametros termodindmicos que caracterizam a transicao
de fases, podem ser obtidos diretamente. Este exemplo pode mostrar de forma simples para
estudantes de uma disciplina de termodinamica em nivel de graduacdo a importancia destes
expoentes. O modelo de percolacdo unidimensional detém grau de complexidade baixo e
possui solucdo analitica, o que facilita sua aplicacdo em sala de aula e facilita ao aluno sua

compreens&o.

Com este trabalho esperamos que o exemplo apresentado possibilite ao aluno uma
visdo mais proxima do que € a teoria de transicéo de fases, a significacdo de seus parametros e
onde podemos aplica-la, assim como possibilitar uma breve nocdo da teoria de percolagdo que
pode futuramente tornar-se um facilitador a compreenséo de diversos fendBmenos devido a sua

vasta gama de aplicaces.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira, no capitulo 2 sera tratada a teoria das
transicOes de fases e fendmenos criticos no contexto de uma disciplina de Termodinamica,
principalmente de acordo com os textos dos professores Mario de Oliveira e Hebert Callen
[2,11]. No capitulo 3 serd introduzida a teoria de percolagdo, sendo dada especial atencdo as
defini¢bes das grandezas fisicas necessarias para o reconhecimento da transicao de fases e da

determinagdo dos expoentes criticos. E valido observar que embora o tratamento das
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transicOes de fases seja realizado no contexto da Termodinamica, o modelo de percolagéo de
sitios tratado aqui esta no campo da Mecénica Estatistica, haja vista tratar-se de um modelo
microscopico, entretanto, pela simplicidade e contextualizacdo do modelo ndo havera
sacrificios ao desenvolvimento didatico. No capitulo 4 serdo discutidas as principais

conclusdes e perspectivas futuras.
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2 TRANSICOES DE FASES E CRITICALIDADE

2.1 TRANSICOES DE FASES DE PRIMEIRA ORDEM EM SUBSTANCIAS
PURAS

2.1.1 Fases da matéria e diagrama de fases

As fases da matéria estdo relacionadas a diferentes propriedades das substancias
encontradas na natureza, muitas vezes dependendo da temperatura. Por exemplo, partindo de
uma visdo macroscépica podemos verificar as fases sélida, liquida e gasosa de uma
substancia, quando analisamos seu grau de agregacdo. A fase sélida ¢ mais facilmente
encontrada em baixas temperaturas, a liquida em temperaturas medianas e a gasosa em altas
temperaturas. Podemos distinguir os gases por sua baixa densidade e alta compressibilidade,
os liquidos por sua baixa compressibilidade e alta densidade e os sélidos por sua baixa

compressibilidade, alta densidade e resisténcia a deformacdes [2].

Dizemos que um sistema contendo uma substancia pura ¢ homogéneo quando neste
encontramos apenas uma fase, por outro lado, dizemos que um sistema é heterogéneo quando
neste encontram-se duas ou mais fases [2]. Por exemplo, um recipiente fechado totalmente
preenchido com agua destilada é um sistema homogéneo, enquanto, um recipiente fechado
preenchido com agua e gelo é um sistema heterogéneo.

Para representar as fases da matéria em um amplo espectro usamos representaces em
um espaco de parametros apropriados chamados diagramas de fases [2]. Por exemplo, o
diagrama pressdo p versus temperatura T, ou diagrama p-T, para esse tipo de representacéo,
porém outros espacos de parametros podem ser mais viaveis, como, o diagrama pressdo p
versus volume V' que é muito util para denotar como o volume de uma substéancia varia com a

pressao.

O fenébmeno de transformacdo de uma fase em outra é chamado de transicao de fases,
a qual pode ser de varios tipos, dependendo de como as grandezas fisicas relacionadas a

substancia variam durante a transicao.

A figura 2.1 apresenta o diagrama de fases p-T da &gua, é possivel notar a presenca de

linhas e pontos separando regides do espaco de parametros onde fases homogéneas séo
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encontradas. As linhas sdo chamadas linhas de coexisténcia, representando 0s possiveis
valores de pressdo e temperatura onde duas ou mais fases coexistem, ou seja, nessas
condi¢des podemos encontrar um sistema heterogéneo formado por duas fases em equilibrio
termodinamico. O circulo vazio representado no diagrama no final da linha de coexisténcia
entre as fases &gua e vapor é chamado de ponto critico. O ponto critico representa o valor de
temperatura e pressao para o qual duas fases se tornam indistinguiveis [12], neste caso trata-se
do ponto (217,7 atm, 374 °C) onde a 4gua e 0 vapor de agua se tornam indistinguiveis [2]. O
circulo preenchido indica o ponto triplo, que representa as condi¢bes de temperatura e pressao
onde podemos encontrar trés fases em equilibrio termodindmico, neste diagrama encontra-se
em (0,006037 atm, 0,01 °C) onde teremos a presenca de gelo, agua e vapor de agua em

equilibrio térmico [11,2].

A

P

. AGUA

20° C

v

Figura 2.1: Representacdo esquematica do diagrama pressao versus temperatura da agua.

FONTE: Elaborada pelo autor baseando-se em Oliveira, 2005, p.119.
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2.1.2 Representacdes em termodindmica, densidades e campos

Um sistema termodinamico pode ser descrito de forma satisfatdria a partir de relagdes
matematicas. Podem haver varias relagcdes equivalentes, originando diferentes representacoes
[2]. Historicamente é mais comum a utilizacdo da representacao da energia interna U(S,V, N),
relacionando as varidveis independentes entropia S, volume V e nimero de moles N. Em
muitas situacdes de interesse, a quantidade de matéria, N, é constante, de maneira que a
energia interna, U, varia apenas devido a variagbes da entropia, S, e do volume, V. E mais
conveniente, portanto, eliminar o parametro N através da definicdo de grandezas molares, tais
como u = U/N, s =S/N e v =V/N, a energia, a entropia e o volume molar,
respectivamente. Assim, utilizando o fato de que a energia, a entropia e 0 volume sao
grandezas extensivas, a energia deve ser uma funcdo homogénea de primeiro grau de seus
pardmetros, logo, dividindo U, S, Ve Npor N, obtemos que u = u(s,v). Além da
representacdo da energia, também é usualmente utilizada a representacdo da entropia, ou seja,
utilizando uma relacdo S(U,V,N), onde, agora, a energia interna é um pardmetro
independente e S é um parametro dependente. Ambas as representacdes sdo equivalentes, pois
as relacdes séo bijetoras em relagdo a U e S, logo U(S) e S(U) séo fungdes inversas. Outras
podem ser obtidas através de transformadas de Legendre sobre a energia interna U(S,V,T).
Por exemplo, algumas das possiveis transformadas de Legendre da energia interna molar séo
a da energia livre de Helmholtz molar f (T, v), Entalpia molar h(s, p) e energia livre de Gibbs
molar g(T,p), todas levando a descri¢des equivalentes do sistema termodindmico, podendo
ser escolhidas de acordo com a conveniéncia. Assim, em qualquer representacdo escolhida,

havera uma relagdo denominada relagéo fundamental [2].

A relacdo fundamental possui propriedades matematicas bem definidas, sendo uma
funcdo continua e diferenciavel de seus parametros em uma fase homogénea. As derivadas de
primeira ordem da relagdo fundamental sdo denominados campos termodindmicos, definindo
as equacdes de estado do sistema. Por exemplo, na representacdo da energia interna molar a
derivada com respeito a entropia molar definira a temperatura e a derivada com respeito ao

volume molar definira a pressao.

T = du/ds p = —0u/dv (2.1)
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Temperatura e pressdo sdo grandezas denominadas intensivas, ou seja, seus valores se
ajustam para que o equilibrio termodindmico aconteca, ndao dependendo do tamanho do
sistema. Assim, um sistema heterogéneo em equilibrio termodinamico possui a mesma
temperatura e pressdao em cada uma das fases em coexisténcia. Por outro lado, a entropia
molar e o volume molar sdo, na mesma representagcdo da energia, denominados densidades
termodinamicas, possuindo valores distintos para cada fase termodindmica, mesmo essas
estando em equilibrio. Assim, por exemplo, em um sistema heterogéneo formado por uma
fase liquida e uma fase gasosa o volume molar da fase liquida v, é distinto do volume molar
da fase gasosa v;. Cada representacdo possuira um conjunto préprio de variaveis e campos
termodinamicos, por isso é comum identificar na notacdo de derivagdo, quais sdo as variaveis

que se mantém constantes.

2.1.3 Variagdo do volume

Quando um gas é mantido em banho térmico e, entdo, € comprimido quase
estaticamente, seu volume diminui, num processo termodindmico denominado compressao
isotérmica. Enquanto o gas permanece em uma fase homogénea, sua pressdo aumenta como
consequéncia dessa compressdo e 0 ponto que representa o estado do sistema caminha ao
longo de uma curva no diagrama de fases. Entretanto, ao atingir uma linha de coexisténcia,
liquido-gas por exemplo, a pressao do sistema se mantém constante, com valor p*, enquanto o
volume continua a variar. Isso se da porque toda a pressao externa adicionada sobre o sistema
é totalmente utilizada para transformar o gas em liquido, ou seja, 0 acréscimo de pressdo
externa forma pequenas goticulas da substancia no estado liquido. Como todo o trabalho
mecanico exercido sobre o sistema estd sendo utilizado para transformar a substéncia, a
pressdo do sistema ndo é alterada. Dado que o volume molar entre as fases é diferente, a
variagdo do volume total ocorre devido a variagdo do numero de moles entre as fases. Por
exemplo, se N moles do géas se transformam em liquido, havera uma variagéo de volume dada
por AV = Nv, — Nv; ou Av =v;, —v;. NO ponto em que a substancia esta totalmente
liquefeita, o volume do sistema continua a diminuir e a sua pressao recomeca a aumentar, pois
agora o trabalho exercido sobre o sistema, que antes era utilizado na transformacéo, esta

favorecendo o0 aumento da presséo [2].
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f linha de conjugacao

v

VL Ve VvV

Figura 2.2: Representacdo esquematica do comportamento da pressao versus temperatura em uma compressdo

isotérmica através de uma transi¢do de fases liquido-gas.

Um gréfico da pressdo versus volume molar para essa compressao isotérmica é
apresentado esquematicamente na figura 2.2. E observado que a curva se divide em trés
regides: uma curva monétona decrescente até o ponto (p*, v,), representando a fase liquida da
substancia; uma linha horizontal de (p*,v,) até (p*, vs), representando a liquefagdo da
substancia, sendo denominada “linha de conjugacao”; e, finalmente, uma curva mondtona

decrescente a partir de (p*, v¢), representando a fase gasosa da substancia [2].

Observando que o volume total da substancia ¢ a soma dos volumes do gas e do

liquido, obtemos uma equagao chamada “regra de alavanca” [2], dada por
v =vr + Vgl (2.2)

onde r;, = N, /N é a fracdo molar do liquido e r; = N;/N é a fracdo molar do gas. A regra da
alavanca é uma expressdo que relaciona os volumes molares e suas respectivas fracoes
molares. Como a soma das fragdes molares deve ser igual a um, e usando a regra da alavanca

temos que
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UG -V v — UL

r, = e re = , (2.3)
Vg — VL Ve — VL

com v, < v < vg, onde se pode observar 0 comportamento linear das fracbes molares com o

volume molar da mistura. Assim, se o volume molar aumenta, a fragdo molar do liquido

diminui na mesma proporc¢do que a fragdo molar do g&s aumenta, representando a conversao

de liquido em géas. O oposto acontece se a volume diminuir.

2.1.4 Variacdo da Entropia e Calor Latente

De maneira analoga, quando um liquido € aquecido com pressdo constante, sua
temperatura aumenta, num processo termodindmico denominado aquecimento isobérico.
Enquanto o liquido permanece em uma fase homogénea, sua entropia também aumenta como
consequéncia do aquecimento. Uma curva correspondente a esse processo € formada no
espaco de fases. Quando uma linha de coexisténcia é alcancada, sua temperatura torna-se
constante, igual T* mas sua entropia continua a crescer. Neste ponto o sistema esta sofrendo
uma transicdo de fases em que pequenas bolhas de géds sdo formadas, em um processo
chamado ebulicdo. Durante a transicdo, todo o calor cedido ao sistema € utilizado para
transformar o liquido em gés, assim, a temperatura do sistema ndo se altera. A entropia total
da mistura varia durante a transicdo, pois as entropias de cada fase sdo diferentes. Dessa
maneira, se N moles do liquido se transformam em gas, a entropia sofre uma variacao
AS = Ns; — Ns; , de modo que a entropia molar é variada em As = AS/N =s; —s;. O
calor cedido durante a transicdo de fases é chamado calor latente [11,2], neste caso, calor
latente de ebulicdo. Como o sistema encontra-se sobre uma isoterma, podemos obter o calor
latente de ebuli¢do por L, = T*AS e o calor latente molar por [, = L,/N = T*As. Apés todo

o liquido se transformar em gas a entropia e a temperatura aumentam.

Um grafico da temperatura versus entropia para esse aquecimento isobarico é
apresentado esquematicamente na figura 2.3. E observado que a curva se divide em trés
regibes. Na primeira regido, a esquerda, é observada uma curva monoétona crescente que se
encerra no ponto (T*,s;), representando a fase liquida. Na segunda regido, € observada uma
linha de conjugacéo de (T*,s;) ate (T*,s;), representando a transicdo de fases. Finalmente,
na terceira regido, a direita, é observada uma curva monotona crescente a partir de (T, s;) ,

representando a fase gasosa.
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Figura 2.3: Representacdo esquemaética do comportamento da temperatura versus entropia molar em um

aquecimento isobérico, através de uma transigdo de fases liquido-gas.

Visto que a entropia total do sistema € igual a soma das entropias de cada fase, a regra

da alavanca, para essa transicao sera,
S =81, + SgT¢s (2.4)
onde as respectivas fragdes molares séo dadas por,

_ SG ) e _ S — SL (25)
rn, = Tg=—
S¢ — St Sg — St

ondes; <s < sg.

2.1.5 Transicéo de Fases

Como visto nos processos apresentados anteriormente, durante uma transicédo de fases

as densidades termodindmicas volume e entropia, respectivamente, apresentam uma



18

descontinuidade como fungdo dos correspondentes campos termodindmicos como pode ser
observado nos diagramas volume molar versus pressdo e entropia molar versus temperatura
apresentados na figura 2.4. E possivel observar claramente as descontinuidades no volume e
na entropia molar em p* e T*, respectivamente, durante a transicdo de fases, devido as

diferencas das densidades em cada fase.

Ve Sa

' Su

Figura 2.4: Representacdo esquematica dos diagramas volume molar versus pressdo e entropia molar versus

temperatura durante uma compressado (a) e um aquecimento isobarico (b) através de uma transicdo de fases.

Essas descontinuidades nas densidades s&o refletidas como singularidades nos
potenciais termodindmicos, como pode ser observado na figura 2.5. A energia livre de
Helmholtz £ (T, v) molar versus volume v observada na figura 2.5(A), por exemplo, apresenta
uma regido linear, com inclinacdo —p*, entre v, e v, visto que df/dv =-p = —p* na
transicdo de fases. Analogamente, a entalpia molar h(s, p) versus entropia molar s, observada
na figura 2.5(B), apresenta uma regido linear, com inclinagéo T* entre s; e s; pois dh/ds =
T = T* na transicdo de fases. A energia livre de Gibbs molar g(T,p) versus temperatura T ,
no entanto, apresenta uma cuspide em T* como observado na figura 2.5(C), pois s = —dg/dT
apresenta diferentes valores quando T — T*, s, para T aumentando e s; para T diminuindo.
E, finalmente, da mesma maneira, a energia livre de Gibbs g(t, p) versus presséo p apresenta
uma outra cuspide em p*, uma vez que v = dg/dp apresenta dois valores diferentes quando
T->T".

Podemos dizer, portanto, que as transicGes de fase representam singularidades nos

potenciais termodindmicos u(s,v), f(T,v), h(s,p) e g(T,p) em relacdo a suas variaveis
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dependentes. No caso em que essas singularidades representam descontinuidades nas
densidades termodinamicas em relacdo aos respectivos campos, Vvisto que essas densidades
sdo derivadas de primeira ordem de algum potencial termodindmico, as transicdes sdo
denominadas transicfes de fases de primeira ordem. Quando a descontinuidade se da nos
coeficientes termodinamicos, que séo derivadas de segunda ordem de algum potencial, ou em

derivadas de ordem superior, a transi¢do € dita de segunda ordem, ou critica. [11,2].

fA A hA B

ovY

Figura 2.5: Diagramas esquematicos apresentando as singularidades nos potenciais termodindmicos durante uma
transicdo de fases. (A) Energia livre de Helmholtz molar versus volume molar. (B) Entalpia molar versus
entropia molar. (C) Energia livre de Gibbs molar versus temperatura. (D) Energia livre de Gibbs molar versus

presséo.

2.1.6 Equacao de Clausius-Clapeyron

Clausius e Clapeyron [2,11] mostraram que a inclinacdo da curva de coexisténcia esta

relacionada com as descontinuidades da entropia e do volume molar entre as duas fases.
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Assim, comparando as diferengas entre os valores da energia livre de Gibbs molar

imediatamente de um lado e do outro da linha de coexisténcia, € observado que,

d_p _Sg— St (2.6)
dT — v; — vL1

expressao conhecida como equagéo de Clausius-Clapeyron.

A equacgéo de Clausius-Clapeyron permite mostrar que as linhas de conjuragcdo sdo
perpendiculares as linhas de coexisténcia em cada ponto. De fato, a inclinacdo da linha de

coexisténcia de uma transicdo liquido-gas é dada por,

P @7
S, — Sg
logo, comparando com (2.6), é facil ver que,
dp -1 (28)
dr ~ 1’

que é a condicdo de perpendicularidade entre duas retas.

2.2 CRITICALIDADE

Como visto anteriormente, se a temperatura de uma substancia liquida é aumentada
mantendo a sua pressdo constante, a substancia, em condi¢des apropriadas, entra em ebulicéo,
ou seja, a curva de coexisténcia liquido-vapor é encontrada. Fechando-se o recipiente de
modo a manter seu volume constante e continuando o aquecimento, a pressdo devera se
ajustar de modo que seja possivel caminhar sobre a linha de coexisténcia. Ao longo desse
processo, no entanto, as diferencas entre 0s volumes e as entropias molares de cada fase
tendem a diminuir, até que em algum ponto ndo é mais possivel distinguir as fases da
substéncia, ou seja, sua entropia e seu volume molar se tornaréo idénticos [2]. A figura 2.6
ilustra esquematicamente o0 processo descrito acima para se atingir o ponto critico da agua,

seguindo as setas da linha pontilhada.

A vizinhanca do ponto critico é chamada de regido critica ou criticalidade, onde varios
fenbmenos interessantes sdo observados, como, por exemplo, o fendmeno da “opalescéncia

critica” [11,2]. A opalescéncia critica € o fenbmeno no qual uma substancia incolor adquire
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um aspecto visual leitoso, perdendo toda sua transparéncia. O fendmeno ocorre por causa do
espalhamento da luz em véarios comprimentos de onda. A figura 2.7, ilustra o fenémeno da
opalescéncia na criticalidade, o0 menisco entre liquido e vapor comeca a desaparecer a medida
que o sistema se aproxima do ponto critico ficando mais indefinido, até desaparecer no ponto
critico ndo podendo mais ser determinado e a substdncia tornando-se totalmente

esbranquicada.

.20° C 374° C

Figura 2.6: Esquematizacdo de um método para alcancar o ponto critico. O exemplo traz especificamente a

obtencdo do ponto critico da dgua e seus respectivos valores de pressdo e temperatura.

O ponto critico € representado graficamente por um ponto no diagrama pressao versus
temperatura no qual duas fases tornam-se indistinguiveis, ou seja, seus valores de entropia
molar e volume molar tornam-se idénticos. Nesse ponto dizemos que a substancia sofre uma
transicdo de fases de segunda ordem, a transicdo entre as fases tornam-se continuas em
relacdo a suas densidades, porém se apresenta na forma de divergéncias ou descontinuidades

em derivadas de segunda ou de ordem superior de alguma relacdo fundamental ou potencial
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termodindmico, como, por exemplo, nos coeficientes termodindmicos, tais como o calor

especifico ou a compressibilidade [13].

Figura 2.7: Representacdo esquematica do fendmeno da opalescencia critica.

Como apontado por Oliveira e Tomé (2001) “para a descri¢do das transi¢fes de fases,
é importante introduzir a nocdo de parametro de ordem, cuja propriedade mais importante é
assumir o valor nulo na fase desordenada [...], e o valor ndo nulo na fase ordenada...” [12]. O
parametro de ordem indica se o sistema encontra-se em fase ordenada ou desordenada que por
sua vez identifica se o sistema encontra-se em estado critico. Por exemplo, podemos tomar

como parametro de ordem a diferenca entres os volumes molares do gas e do liquido.

Como dito acima o ponto critico representa divergéncias ou descontinuidades o que
dificulta bastante seu estudo. Com isso, torna-se vantajoso investigar as proximidades do
ponto critico, ou seja, a regido de criticalidade [11]. A partir do estudo da regido de
criticalidade € possivel determinar o comportamento das grandezas no ponto critico.

Na regido de criticalidade, podemos expandir o comportamento da pressdo versus

temperatura em primeira ordem, obtendo,

p—pc=AT—-T,), (2.9)

onde A = (dp/dT),(p., T,) é constante e estritamente positiva. Aplicando a equacdo de

Clausius-Clapeyron em 2.9, obtemos
(s¢ —s1) = A(vg — vp). (2.10)

O ponto critico representa, também, o fim da linha de coexisténcia, assim, embora em

condi¢Bes normais seja possivel liquefazer uma substancia aumentando sua pressdo, como
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discutido na secdo em 2.1.3, porém quando o sistema esta acima da temperatura critica o gas
néo se liquefaz independentemente da presséo exercida sobre a substancia [2], pois a linha de
coexisténcia liquido-gas ndo existe mais. Como exemplo, o oxigénio (O,) ndo se liquefaz a
temperatura ambiente (20 °C), pois sua temperatura critica € -118,6 °C [2], abaixo da

temperatura ambiente.

2.2.1 Teoria de van der Waals

Uma descricdo tedrica para a transi¢ao gas-liquido pode ser obtida a partir da equacéo
de estado proposta empiricamente em 1873 por van der Waals, para explicar o
comportamento de gases reais [11]. Embora a equacdo de van der Waals ndo seja
guantitativamente precisa, ela é capaz de descrever qualitativamente bem o comportamento de
um gés real em temperaturas acima da temperatura critica, embora falhe em baixas
temperaturas. E observado que abaixo da temperatura critica 0 comportamento da press&o
versus 0 volume molar em uma isoterma é fisicamente inaceitdvel em uma determinada regido
do espaco, contudo, esse comportamento atipico pode ser corrigido através de um processo
que ficou conhecido como construcdo de Maxwell [2]. Algumas dessas isotermas s&o
apresentadas na figura 2.8, acima da temperatura critica 0 comportamento da pressao é
monotonamente decrescente com o volume molar, entretanto abaixo da temperatura critica se
observa uma regido onde as isotermas ndo sdo monotonas, ocorrendo um crescimento do
volume como resposta a um aumento da press@o. A construcdo de Maxwell indica a existéncia
de uma transicao de fases de primeira ordem abaixo da temperatura critica, além da existéncia

do ponto critico.

A construgdo de Maxwell consiste em tragcar um segmento de reta paralelo ao eixo dos
volumes nas isotermas de van der Waals dividindo a isoterma em dois segmentos acima e
abaixo deste e consequentemente formando duas areas iguais A e B como pode ser visto na
figura 2.8 representado pelas areas de cor cinza. A linha tragada desse modo é uma linha de
conjugacdo como a linha apresentada na figura 2.2, ou seja, a construcdo de Maxwell nos da

uma outra maneira de encontrarmos as linhas de conjugacéo.
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Figura 2.8: Representacéo esquematica das curvas de pressdo versus volume a diferentes temperaturas.

A equacédo de van der Waals pode, portanto, ser utilizada para a obtencéo de alguns
resultados e exemplificar qualitativamente a ocorréncia de transicdes de fases de primeira e de
segunda ordem. Os argumentos que levaram a construcao da equacdo de van der Waals s&o os
de que, diferentemente do que acontece para um gas ideal, cada mol de moléculas de um gas
real ocupa em média um volume b, restando um volume por mol v — b disponivel para o
movimento das moléculas em relagdo ao que seria para um gas ideal. Além disso, a interacéo
intermolecular é, em geral, atrativa para distancias superiores as dimensdes das moléculas, se
essas forem eletricamente neutras, assim, as moléculas préximas ao centro do recipiente sdo
atraidas para todas as direcdes, de maneira que a forca média sobre elas seja nula. Contudo,
moléculas proximas as paredes do recipiente recebem uma forga média no sentido do centro,

fazendo com que a pressdo exercida sobre as paredes seja reduzida por um fator proporcional
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a0 quadrado da densidade molar, ou seja, a/v?, em relacdo a pressdo que seria exercida por

um gas ideal. Portanto, a equacao é dada por

__RT a (2.2)
P=3_ b v?
onde R é a constante universal dos gases, a € uma constante que determina o grau de atracao

entre as particulas e b € uma constante que representa o volume molar das particulas.

Como pode ser observado na figura 2.8, a isoterma que corresponde a temperatura
critica apresenta um ponto de inflexdo, este ponto representa o ponto critico. Assim, aplicando
as condiges para um ponto de inflexdo dp/dv = 0 e 3%p/dp? = 0 na equacdo de van der

Waals obtém-se os valores criticos p., v, e T,.

d RT 2 )
w___RT_ 2 @3
ov (v—=»0b)2 v3

0°p _ _2RT__6a_ (2.4)
ov2 (v—>b)3 v+

donde, obtemos

v, = 3b, . __8a p. = & (2.14)
¢~ 27bR ©27b%

os valores do volume molar critico, da temperatura critica e pressdo critica.

Proximo ao ponto de inflexdo da isoterma critica os valores dos volumes molares das
partes liquidas e gasosas tornam-se muito proximas, assim, podemos expandir p(v) em torno
do ponto de inflexdo para obter uma relagdo entre os volumes [2]. Assim, expandindo p(v)

encontramos os valores de p e v préximos ao ponto critico. Dos quais podemos obter

(2.5)

T—T,
P = pe (1+4——),

c

verificando que a pressao se aproxima linearmente da pressao critica nas imedia¢cdes do ponto

critico.

Dada a expressdo acima temos que no ponto critico p* = p., assim podemos o0 usar a

expansédo de p(v) para determinarmos v, e v;, para relaciona-los. Com isso obtemos
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T _ T Processo isobarico com (2.6)
L —
Vg =V, =7 T
‘ P = P
pe — D" processo isotérmico com  (2.7)
Vg — v, = 27, J
Pe T =T,

De modo que o pardmetro de ordem se anula no ponto critico conforme uma lei de poténcias

com expoente 1/2.

Tendo obtido o ponto critico e 0 comportamento do parametro de ordem na regido de
criticalidade, é possivel verificar também o comportamento dos coeficientes termodindmicos

na proximidade do ponto critico.

A compressibilidade isotérmica k; = —(1/v)(dv/dp), por exemplo, pode ser obtida

através da expansao de p(v) na regido de criticalidade. Assim, para T > T,

1 ( T, ) (2.8)
Kp =——— ,
6p. \T — T,
eparaT < T,, temos
1 ( T ) (2.9)
Kr = — ’
12p. \T,—T

de modo que, em ambos resultados k; diverge no ponto critico e tem seu comportamento

dado por (figura 2.9)
KT = AilTC - T|_1 (220)

onde A, e A_ séo constantes positivas que diferem por um fator de 2.
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Figura 2.9: Representacdo de compressibilidade de um fluido ao longo da isocorica critica.

A partir da definicho de capacidade térmica isocorica c, = (0u/dT) 0 seu
comportamento pode ser determinado na regido de criticalidade. Para a regido acima do ponto
critico a energia interna se comporta segundo u = ¢T — a/v na teoria de van der Waals.

Assimpara T > T,
cy, =C. (2.21)

Para a regido abaixo do ponto critico ocorre a coexisténcia de duas fases, assim a

energia interna na isocorica é critica dada por,

. (UG _Uc) (cT—ng)+ (1_17@ —vc) (cT—i>, (2.10)

VG - UL vG UL UG

de modo que para T < T,

9 2.11
¢y =c+zR+C(T—T), (2.11)

onde em T = T, hd uma descontinuidade de 9R /2 como mostra a figura 2.10.
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Figura 2.10: Capacidade térmica molar isocorica c, ao longo da isocorica critica.

2.2.2 Expoentes criticos

Como observado na secdo anterior, o parametro de ordem e o0s coeficientes
termodindmicos relacionados ao sistema possuem comportamento singular, seja tendendo a
zero, ao infinito ou a uma descontinuidade no ponto critico. A forma como essas grandezas
fisicas se comportam €, no entanto, simples na regido de criticalidade, sendo representado na
forma de leis de poténcia em funcdo dos desvios da temperatura e pressdo em relagdo ao
ponto critico. Assim, € razoavel que seja definido um conjunto de expoentes, chamados
expoentes criticos, que descrevem o comportamento em termos de leis de poténcia para o
parametro de ordem e para os coeficientes termodindmicos relevantes do sistema na

vizinhanga do ponto critico [11].

Assim, para as grandezas termodinamicas relacionadas ao fluido de van der Waals
podemos definir as seguintes leis de poténcia, como algumas das que foram encontradas

anteriormente

vg — v~(T. — T)F (2.12)
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|p_pc|~|v_vc|6 (213)
Kp~|T — T,|"Y (2.14)
co~|T =T |™* (2.15)

Para a teoria de van der Waals temos os valores § = 1/2, 6 = 3,y = 1. O expoente «
ndo foi determinado para a teoria de van der Waals, pois encontramos que para esta teoria c,

comporta-se como uma funcéo degrau.

Dado a determinacdo dos expoentes criticos podemos classificar a forma como se
comportam e se correlacionam as grandezas fisicas na regido de criticalidade e, desse modo,
designa-los em classes de universalidade [11]. As classes de universalidade agrupam os
fendmenos fisicos criticos segundo os expoentes criticos que determinam o comportamento
das grandezas envolvidas. Por exemplo, o comportamento das grandezas termodinédmicas de
uma substancia na regido de criticalidade liquido-vapor é semelhante ao comportamento da

magnetizacdo de um material ferromagnético na regiao critica.

A ideia de universalidade surgiu a partir da teoria de Landau para os fendmenos
criticos, segundo a qual haveria um comportamento universal para todos os sistemas fisicos.
Essa teoria, no entanto, ndo se mostrou verdadeira, contudo, ainda é possivel agrupar sistemas
dentro de classes de universalidade distintas. Os expoentes determinados pela teoria de

Landau sdo hoje conhecidos como “expoentes de campo médio” [13].
Os expoentes criticos ndo sao independentes, satisfazendo algumas relacdes, sao elas:

a relacdo de Rushbrooke

a+20+y=2 (2.16)

a relacdo de Griffiths
a+B(6+1)=2 (2.17)

e a relacdo de Widom
y=p06-1) (2.30)

Veremos, no proximo capitulo, como a transi¢do de fases de um modelo microscopico

simples para Percolagdo pode ser determinada e como 0s expoentes criticos obtidos.
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3 PERCOLACAO

Percolacéo se refere a passagem de um fluido através de um meio, normalmente para
filtrar o fluido ou extrair algo do meio [14]. Por exemplo, a filtragem para se retirar particulas
solidas da agua, a passagem de agua quente através de café em po para preparacdo do café
liquido ou, até mesmo, elétrons atravessando um meio condutor. A teoria de percolagdo
estuda como as propriedades aleatérias estruturais de um meio influenciam na passagem de
um fluido, focalizando nas propriedades aleatérias do meio e assumindo o0 movimento do
fluido como deterministico. Por outro lado, a teoria da difusdo estd focalizada nas
propriedades do fluido, tratando 0 movimento de suas moléculas como aleatdrio, enquanto as

propriedades do meio sdo deterministicas [8,15].

Em teoria de percolacdo o meio é representado por uma rede, ou seja, um tipo
particular de grafo, cujos veértices sdo denominados sitios e as arestas denominadas ligagdes.
As redes de interesse em Fisica sdo regulares, também denominadas redes de Bravais [16],
possuindo a propriedade de serem invariantes por algum tipo de translacdo. As redes de
Bravais sdo utilizadas na descricdo do estado sélido da matéria, que por definicdo deve
possuir uma estrutura cristalina; os sitios da rede representam as posi¢cdes médias dos ndcleos
atomicos, enquanto as ligacdes especificam a geometria da rede. As diferentes formas
geométricas sdo definidas pelo grupo de simetria de translacdo ao qual a rede € invariante, ou
seja, pelo conjunto de vetores linearmente independentes que adicionados a uma posicao
qualquer da rede leva a uma posicdo fisicamente equivalente. A rede de percolacdo é formada
a partir do preenchimento aleatorio dos sitios ou das ligacdes; quando sdo preenchidos 0s
sitios, dizemos que o problema é de percolacdo de sitios, quando sdo preenchidas as ligacGes
0 problema é de percolacdo de ligacdes; pode haver, também, a forma mista, percolacdo de
sitios e ligagOes. Neste trabalho serdo analisados modelos de percolagédo de sitios [16].

Muitas teorias tém por base simplificacbes da natureza para que os problemas
encontrados tornem-se matematicamente trataveis como, por exemplo, ao ndo considerarmos
a forca de arrasto em alguns modelos de lancamento de projéteis. Assim como as demais
teorias fisicas, a teoria de percolacao introduz simplificacdes. Os meios naturais sao bastante
complexos, possuindo caracteristicas unicas como, por exemplo, a irregularidade do tamanho
ou localizacdo dos poros no material. A simplificacdo na teoria de percolacdo se da por meio

da padronizagdo dos tamanhos e alinhamento dos possiveis poros em organiza¢fes chamadas
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de redes. Embora a matéria no estado solido de fato possua uma estrutura cristalina
identificada com uma rede, 0s materiais porosos sdo agregados de materiais sélidos, dispostos
de forma praticamente aleatoria, sem forma bem definida, por isso podem ser chamados
amorfos. Porém, quando o tamanho da rede é muito grande, esse alinhamento microscopico se

torna menos relevante, sendo esperado maior concordancia experimental.

No exemplo tratado neste trabalho é utilizada a rede unidimensional, porém ha outros
exemplos de rede (figura 3.1), como as redes bidimensionais: quadrada (figura 3.1 a),
hexagonal (figura 3.1 b), favo de mel (figura 3.1 c), etc. além das redes tridimensionais, onde

cada uma se adequa melhor a cada situacdo que se apresenta.

E importante notar que a rede favo de mel ndo é rigorosamente uma rede de Bravais,
embora os pontos da rede estejam localizados em posicdes regulares, ndo ha invariancia
orientacional, ou seja, indo de um sitio para seu vizinho mais proximo atraves de uma ligacéo,
é observado que a orientagdo das ligagdes mudam, sendo necessaria uma rotacdo de 180° para

restaurar as mesmas propriedades.

Figura 3.1: Exemplos de rede bidimensionais. a) rede quadrada. b) rede hexagonal. c) rede favo de mel.

Para produzir uma rede de percolacdo, 0s seus sitios devem ser preenchidos
aleatoriamente com uma probabilidade p, geralmente uniforme. Nesse texto estamos tratando
por sitio o interior dos quadrados (figura 3.2 a) para uma exemplificacdo gréafica mais
didatica, porém rigorosamente os sitios s&o 0s encontros das linhas ou vértices (figura 3.2 b).
Podemos mudar o0 modo como vemos 0s sitios na rede quadrada, dado a propriedade de
autodualidade que a rede quadrada possui, assim, 0 mesmo ndo pode ser aplicado a todos os
exemplares de rede. Para exemplificar vamos usar o exemplo de uma rede bidimensional

quadrada preenchida (figura 3.2), essa rede foi preenchida aleatoriamente, com uma
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probabilidade igual a 50%. Na representacdo tratada aqui estamos considerando os sitios
dotados de um ponto como ocupados por um poro Ou permissivos, ou seja, Sitios que
permitem a passagem de um fluido. E os sitios que ndo possuem um ponto como vazios ou

intransponiveis, ou seja, sitios que ndo permitem a passagem de um fluido.

Figura 3.2: Rede 10x10 preenchida aleatoriamente com probabilidade de ocupagdo p = 0,5. A figura também
demonstra a autodualidade da rede quadrada que permite: a) Sitios no centro dos quadrados. b) Sitios nos

vértices.

Pode-se notar na figura 3.2 a existéncia de pontos e linhas que os ligam, dizemos que
dois pontos ligados por uma linha sdo vizinhos. Os critérios de como as ligagdes sdo feitas
entre 0s pontos variam entre os diversos modelos, no modelo tratado aqui chamamos de
vizinhos os sitios preenchidos que se tocam por uma das laterais dos quadrados. Um grupo de
pontos interligados por ligacdes € chamado aglomerado; o tamanho do aglomerado é dado
pelo ndmero de pontos interligados. Se um ponto ndo estd conectado a nenhum outro,

dizemos que ele forma um aglomerado de tamanho unitario.

Nos modelos aqui tratados utilizaremos apenas 0 modo de preenchimento aleatorio no
qual atribuimos aos elementos da rede uma probabilidade de ocupagdo p uniforme,
pertencente ao intervalo 0 < p < 1, sendo uma probabilidade g = 1 — p do sitio estar vazio
[3]. Este é o modo mais simples de preenchimento, porém ha outros que levam em
consideracdo a localizacdo do sitio na rede e os sitios vizinhos. Dada uma configuracdo

n = (M, N2 -, Nir -, Ny) COM N sitios, onde n; assume o valor 1 quando seu respectivo sitio



33

estd ocupado e o valor 0 quando esta vazio, temos a ela associada a probabilidade de

ocorréncia da configuracéo n
Pm) =pq" ™, (3.18)
onde n € o numero de sitios ocupados da configuracdo 7 e é definido por
n=np N+t n ety (3.19)

Dada uma configuragdo n e uma funcéo f(n) associada a essa configuragéo, a média

dessa funcdo sobre todas as configuragdes possiveis é

(FoM) = ) FaP@), (3:20)
n

Em particular podemos citar o nimero médio de sitios ocupados, dado por

(n) = Zn?(n) = an Pn) (3.21)
n

n n
onde

N!
z Pm) = P,(p) = mpn gN-n (3.22)
Mn

é a probabilidade de encontramos uma configuracdo qualquer que contenha n elementos.

Assim,
N NI (3.5)
(n) = Z " (N n)'pnqN—n
n=0
N
d N! . (3.6)
- p%[;n! N —mn)? 1 ]

_ i N _ N-1 (3'7)
—pdp(p+q) =pN(p+q)

Dado que p + g = 1, temos

(n) = pN. (3.8)
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3.1 AGLOMERADOS E FUNCOES DE ESTADO

Em uma rede podemos ter diversas formacgBes ou grupos de sitios, chamados
aglomerados. Dizemos que dois sitios pertencem a um mesmo aglomerado se ha entre estes
uma ligacdo através dos sitios do aglomerado, ou seja, dizemos que dois sitios estdo em um
aglomerado se podemos encontrar um caminho, formado pelas ligagGes entre os sitios, que
possa nos levar de um ao outro [12]. Na figura 3.3 podemos ver de forma destacada 0s

diversos aglomerados da configuracédo presente na figura 3.2 a.

Sl

Il s=2

l s=3

§=6

s=8

Figura 3.3: Rede 10x10 preenchida com probabilidade de ocupacdo p = 0,5 com destaque em diferentes cores

aos aglomerados formados.

Dizemos que um sistema percola quando este possui um aglomerado que toque
simultaneamente duas fronteiras opostas do sistema, ou seja, que exista pelo menos um

caminho possivel para que se possa atravessa-lo. Como exemplo temos que uma rede
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quadrada percola quando encontramos pelo menos um aglomerado que ligue a fronteira
esquerda com a direita, ou a fronte superior com a inferior. Associamos a primeira ocorréncia
de um aglomerado percolante a uma probabilidade p. a qual chamamos “probabilidade
critica” [3,6]. A teoria de percolagdo e seus modelos se dispdem entre outras coisas a
descobrir os possiveis valores de p. e estudar o comportamento das diversas funcdes de

estado, que serdo definidas adiante, nas proximidades da probabilidade critica.

Dado a definicdo de aglomerados torna-se importante determinar algumas fungées de
estado significativas ao modelo, e assim, determinar as médias dessas fun¢ées como visto em

[12]. Desse modo temos o0 numero total de aglomerados

c:

N (3.10)
ng,
=1

N

0 numero total de sitios ocupados

N (3.12)
n= Z SNy,
s=1
a variavel ¢, que estara relacionada ao tamanho médio dos aglomerados,
N (3.12)
¢ = Z s?ng,
s=1
0 numero médio total de aglomerados
N (3.13)
()= ) (ny)
s=1
0 numero medio de sitios ocupados
N (3.14)
(my =" s(ns)
s=1

e a média da variavel ¢
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N (3.15)
(@) =) s¥ne)
s=1

Comparando as equagdes (3.4) e (3.7) temos

N (3.16)
Z s(n;) = pN.
s=1

Definimos também o nimero médio de aglomerados de tamanho s por sitio pq

() (317)
ps =

A partir das equacdes (3.12) e (3.13) obtemos
N (3.18)
Z Sps = D-

s=1

Assim, podemos definir a grandeza f = (¢)/N por

f=i<7vs)=ips-

E a grandeza S = (¢)/N, que pode ser interpretada como o tamanho médio dos

(3.19)

aglomerados, dada por

N (3.20)

O;,S) = Z s%ps.

s=1

N
S = ZSZ
s=1

3.2 AGLOMERADO INFINITO

Em um sistema fisico macroscopico tipico podemos ter da ordem de 10 elementos
dado que para os sistemas usados em percolacdo os sitios podem assumir um tamanho
comparado as dimensfes atdbmicas, assim, como o numero total de sitios N geralmente é

muito grande tomamos o limite termodinamico em que N — oo.
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Tomando N — oo com p = p. havera trés possibilidades: o sitio pode estar vazio com
probabilidade (1 —p), o sitio pode pertencer a um aglomerado de tamanho finito s com
probabilidade sp;, ou o sitio pode pertencer ao aglomerado de tamanho infinito com
probabilidade P [3,12]. Como os sitios tem que estar em algum desses estados, a soma das

probabilidades deve ser igual a um. Assim, temos que

> (3.21)
ZSpS+(1—p)+P =1,
s=1
ou,
> (3.22)
Z sps+P =p.
s=1

A probabilidade P é chamada probabilidade de percolacdo, sendo a probabilidade de
que exista um aglomerado percolante. Esta pode ser obtida através do nimero médio de sitios
pertencentes ao aglomerado de tamanho infinito por sitio. Desse modo, podemos dizer que o
sistema possui duas fases, uma fase ndo percolativa, ou seja, uma fase composta por apenas
aglomerados de tamanho finito e uma fase percolativa onde além dos aglomerados de
tamanho finito, também encontramos um aglomerado de tamanho infinito. A probabilidade de
percolacdo P pode ser caracterizada como pardmetro de ordem dessa transicdo de fase
percolativa, onde para p < p. 0 parametro de ordem é nulo e para p = p. 0 parametro de
ordem € nao-nulo. Observe que em p = 1, todos os sitios pertencem ao aglomerado infinito, o
unico aglomerado existente, logo P = 1, por outro lado, quando p = 0, ndo havera nenhum
aglomerado na rede, logo P = 0. A existéncia de um valor critico 0 < p. < 1 é surpreendente
tornando o estudo da teoria da percolacdo no contexto da teoria das transicfes de fases e
fendmenos criticos relevante. A transicdo em p. € uma transicdo de segunda ordem, e

apresenta as caracteristicas de um fenémeno critico.

A partir da definicdo do nimero médio de aglomerados de tamanho s por sitio
podemos definir outras grandezas importantes, como o numero médio de aglomerados por
sitio f [12]

i (3.23)
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e 0 nimero médio de sitios pertencentes a aglomerados finitos, por sitio

F = z SpPs.
s=1

Comparando as equacgOes (3.24) e (3.22) podemos obter a equacdo que define a

(3.24)

probabilidade de percolagéo, dada por
F+P=np. (3.25)

Assim, dizemos que o sistema estd em uma fase percolativa quando temos F # p, e

que o sistema estd em uma fase ndo percolativa se F = p.

O tamanho médio dos aglomerados finitos é dado por [12],

S = Z s2ps
s=1

E possivel definir a funcio de correlagdo C(r), que estd relacionada com a

(3.26)

probabilidade de encontrarmos dois sitios a uma distancia r pertencentes a um mesmo

aglomerado. Em geral, correlacdo entre dois sitios é dada por
Cij = (minj) — Mi)Xn;), (3.27)

onde n; e n; sdo as variaveis que representam os estados dos sitios i e j respectivamente.

Quando o sistema € translacionalmente invariante, que é o caso tratado aqui, a correlacdo nao

depende da direcdo, mas apenas da distancia entre os sitios, assim,

onde C(r) é a funcio de correlagdo. E possivel definir o comprimento de correlagdo & através
de,

C(r) ~exp(=r/$), (3.29)

que fornece uma idéia do raio tipico dos aglomerados.
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3.3 EXPOENTES CRITICOS E SOLUCAO DO MODELO
UNIDIMENSIONAL

As grandezas de interesse na teoria de percolagdo comportam-se de forma anéloga as
grandezas termodinamicas proximas ao ponto critico, podendo ser descritas atraves de leis de
poténcias, estando associadas a expoentes criticos. Os expoentes criticos da teoria de

percolacéo sdo os seguintes [3,12]

f~lp —pcl*™% (3.30)
P~(p —pc)P, (3.31)
S~|p — |77, (3.32)
$~Ip —pl™. (3.33)
@ @ © o—o
@ @ T ® o—o

Figura 3.4: Redes unidimensionais de tamanho 10, preenchidas com diferentes probabilidades.

Para 0 modelo unidimensional temos uma rede formada sobre uma linha, como
podemos ver na figura 3.4. Devemos determinar o numero medio de aglomerados de tamanho
s por sitio p,. Para tal vamos usar o seguinte raciocinio, para que tenhamos um aglomerado de
tamanho igual a trés devemos ter trés sitios ocupados vizinhos e um sitio vazio em cada
extremidade. A probabilidade de encontrarmos trés vizinhos é p3 e a probabilidade de

encontrarmos os dois sitios pertencentes as bordas é (1 — p)?. Desse modo, temos que a
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probabilidade de encontrarmos aglomerados de tamanho trés é p; = p3(1 —p)2.
Analogamente podemos dizer que a probabilidade de encontrarmos aglomerados de tamanho

s é dada por

ps = p°(1—p)? (3.34)

Dado p, devemos determinar o nimero médio de sitios pertencentes a aglomerados
finitos, por sitio, dado pela equacéo (3.20) e determinar a condicdo para que o sistema percole
pela equacdo (3.21), ou seja, determinar o valor da probabilidade critica p.. Substituiremos a
equacao (3.34) em (3.20)

e (3.35)
F=(-p)?) sp’
s=1
s (3.36)
=p(1-p)° Z %
s=1
Ay, p 3.37
=p(1-p)? Zd_pp (330
3 d1/(1-p) (3.38)
=p(1-p)? —ap
F=p (3.39)

Dado a somatoria na equacdo (3.37), que converge apenas para o intervalo |p| < 1,
temos que o resultado da equacao (3.38) também se aplica somente a esse intervalo. Assim
comparando as equacoes (3.25) e (3.39) temos que para p < 1, a probabilidade de percolagéo
P sera sempre nula, ou seja, o sistema nunca percola. Para p = 1 temos P = 1 e o sistema
percola, essa solugdo mostra-se completamente plausivel, pois a menos que todos os sitios
estejam ocupados jamais teremos um aglomerado percolante. Assim, P comporta-se como
como descrito na figura 3.5, onde assume o valor zero parap < 1 e o valor um parap = p, =
1. Na teoria de percolagdo o pardmetro de ordem P se comporta como na equacgéo (3.31) de
forma andloga ao pardmetro de ordem na termodindmica (v; —v;), porém devido as

particularidades do modelo unidimensional P ndo segue uma lei de potencia.
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0.5
@ O >
00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 p

Figura 3.5: Probabilidade de percolacdo para o modelo unidimensional.

Dada a probabilidade critica faz-se interessante determinar outras grandezas
relacionadas. Desse modo determinaremos o0 numero médio de aglomerados por sitio f,

substituindo a equagéo (3.34) em (3.23)

i (3.40)
f=0=-p? ) p
s=1
(12t (341)
=(1-p) )
f=0-p) (3.42)

O ndmero medio de aglomerados por sitio deve ter o comportamento dado pela
equacdo (3.30), similar ao comportamento da grandeza termodinadmica c,. Assim, podemos
estimar o expoente . Comparando as expressoes (3.42) (figura 3.6) e (3.30), podemos dizer

que a = 1.
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0.5

0[0 0.5 1.0 P

Figura 3.6: Nimero médio de aglomerados por sitio.

Determinamos também o tamanho médio dos aglomerados finitos S, substituindo a
equacao (3.34) em (3.26)

oo (3.43)
S=(-p) ) s*p°
d d d (3.44)
S=p(1- P)Z%[P%<Z ps)‘
_ 5 i i 1 (3.45)
S=r(d-p) dp [pdp (1 —p)]
_p(p+1), (3.46)
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que apresenta comportamento
S~(1—-p)~* (3.47)

em p proximo a p,. (figura 3.7), diverge como esperado. Comparando as equactes (3.47) e
(3.32) podemos notar que y = 1. Comportando-se de forma similar a grandeza termodindmica

Kr.

A probabilidade de que dois sitios pertencam ao mesmo aglomerado é dada pela
correlagdo C(r), e para que isso possa acontecer na rede unidimensional, é necessario uma
sequéncia de r sitios ocupados. A probabilidade de que tenhamos r sitios ocupado sera p”,

logo
C(r) =p", (3.48)
usando (3.29), obtemos o comprimento de correlagéo, &

1 (3.49)

f:—m.

Proximo ao ponto critico, ou seja, quando p — 1 podemos expandir esta expressao em

séries para obter

1 (3.50)
(1-p)

&=

que diverge em p = p.. O que é esperado pois uma rede unidimensional percolante deve ter

todos os seus sitios correlacionados.

Podemos notar que em p proximo a p. o tamanho médio dos aglomerados e o
comprimento de correlacdo estdo relacionados, para 0 modelo unidimensional, da seguinte

forma

s« . (3.51)

Como dito anteriormente em 2.2.2 diversos fendmenos criticos podem ser agrupados
em classes de universalidade. Isto indica que 0s mesmo detém comportamento comum, assim
como, 0S expoentes que regem esses comportamentos mostram-se idénticos. A teoria de

escala propbe que [11] “sistemas com a mesma dimensionalidade espacial e a mesma
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dimensionalidade de seus parametros de ordem podem ser ditos de uma mesma ‘classe de
universalidade’. E sistemas em uma mesma classe de universalidade det€ém os mesmos
valores entre seus expoentes criticos.”. Assim, fendmenos que em principio ndo possuem
semelhancas fenomenologicas podem ser expressados matematicamente de forma similar, ou
seja, as solucdes obtidas para qualquer sistema dentro de uma classe de universalidade serdo

0S Mesmos para quaisquer outros sistemas pertencentes a mesma classe.

A proposta da teoria de escala apoia-se no fato de que na regido de criticalidade as
grandezas envolvidas encontram-se em um equilibrio instavel devido as grandes flutuacGes
nas grandezas correlacionadas. Assim, as funcdes resposta como a capacidade térmica e a
compressibilidade, no caso liquido-gas, e o niumero medio de aglomerados por sitio e 0
tamanho médio dos aglomerados, no caso de percolagdo em uma dimensédo, tendem reagir
rapidamente e intensamente a qualquer estimulo externo. Podemos pensar nessas grandezas
como um pequeno cubo que se encontra em equilibrio instavel sobre a ponta de uma agulha,

em que qualquer perturbacdo minima modifica drasticamente seu estado.

Desse modo, os resultados obtidos nesta se¢do serdo também resultados da transicéo
liquido-gas e seus expoentes serdo equivalentes. Podemos listar (tabela 3.1) os seguintes
expoentes criticos para 0 modelo de percolacdo em uma dimensdo e quando possivel os

respectivos expoentes criticos da transicao liquido-gas.

Grandeza do modelo unidimensional | Expoente critico | Grandeza termodindmica
f 1 Cy
F (Néo existe) (vg —v1)
S 1 Ky
& 1 (Apenas no modelo microscopico)

Tabela 3.1: Tabela relacionando as grandezas e expoentes criticos dos modelos de percolacdo em uma dimenséao

e das transices liquido-gés.

A grandeza f representa 0 nimero de aglomerados por sitio e pode ser interpretada
como uma “densidade de aglomerados” que varia conforme a probabilidade de ocupacéo p.
Na transicdo liquido-gas observa-se a presenca de aglomerados de liquido envoltos em gas,
fazendo variar a temperatura do sistema o mesmo responderd variando o tamanho desses
aglomerados, essa variacdo esta associada a capacidade térmica c,. A grandeza F, como dito
nesta secdo, assume o papel de pardametro de ordem da transi¢do de fases percolativa, assim

como, a diferenca entre os volumes molares das fases liquida e gasosa (v — v;,). O tamanho
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médio dos aglomerados finitos S nos da a resposta de como os aglomerados finito variam de
tamanho quando variamos p. Assim como, no modelo liquido-gas a variagdo do tamanho dos
aglomerados de liquido esta relacionada com a compressibilidade isotérmica k. Por fim, a
grandeza ¢ ndo possui analogia no modelo macroscépico, ndo sendo necessaria para
compreensdo desse modelo podendo ser omitido seu calculo. Dessa maneira, a obtencdo de

expoentes criticos e de seus significados aparecerdo de forma natural e didatica.
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4 CONCLUSOES

No capitulo anterior as grandezas fisicas relevantes para 0 modelo de percolagdo em
uma dimensdo foram calculadas exatamente. Os resultados obtidos foram comparados as
grandezas termodinamicas usualmente tratadas na teoria de transicdo de fases de segunda
ordem. Como visto na secdo 3.3 esses resultados detém grande semelhanca em sua forma
funcional as grandezas termodinamicas, descrevendo leis de poténcia como descrito na sub-

secdo 2.2.2.

Observado o modo direto como as grandezas séo obtidas naturalmente no modelo
unidimensional, nota-se que este modelo pode ser usado para se exemplificar uma transicao
de fases de segunda ordem em uma disciplina de termodinamica em um curso de graduacéo.
O conhecimento matematico necessario para solucdo deste modelo é simples, tendo sido
apresentado nos anos iniciais da formacdo superior nas disciplinas de célculo, sendo
necessario apenas uma pequena introducdo aos conceitos fundamentais de probabilidades.
Isso aponta a possibilidade de aplicacdo do modelo de percolacdo como possivel exemplo a
ser utilizado para o ensino desses conteudos. Além da aplicacdo apresentada aqui, a utilizagdo
desse modelo possibilitara a introducdo da teoria de percolacdo e de suas aplicacdes nos

diversos campos da ciéncia.

Além do modelo unidimensional, é possivel obter a solucdo exata numa rede
denominada rede de Bethe, além de solu¢cdes numéricas em duas e trés dimensdes. Assim, 0
modelo em duas dimens@es pode ser introduzido numa disciplina de métodos computacionais,

onde a probabilidade critica e 0s expoentes podem ser obtidos numericamente.
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