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RESUMO

A instabilidade de Saffman-Taylor ocorre na geometria efetivamente bidimensional de uma
célula de Hele-Shaw, constituida de duas placas paralelas de vidro, apresentando um pequeno
espacamento entre elas. Nesta célula, quando um fluido menos viscoso é injetado em um mais
viscoso, formam-se saliéncias em forma de "dedos” na interface que os separa. Nesta disser-
tacdo, estudamos diversos sistemas relacionados ao classico problema de Saffman-Taylor. No
primeiro deles, usamos a analise de estabilidade linear e o calculo variacional para determinar
duas taxas de injecdo dependentes do tempo: uma para controlar as instabilidades na interface
e outra que predetermina o nimero de dedos emergentes. Ambas situacdes consideram um
fluido n3o newtoniano cuja viscosidade aumenta com o tempo, contribuindo para uma maior
estabilizacdo da interface, acrescentando tal complexidade a estudos recentes, que considera-
ram apenas fluidos newtonianos. Validamos a eficacia destas taxas de injecao através de um
esquema perturbativo de modos acoplados em terceira ordem. Em seguida, estudamos a ocor-
réncia de trifurcacbes de um dedo viscoso, na qual uma saliéncia se divide em trés, que é um
fato observado em experimentos e ainda n3o estudado teoricamente. Para realizar tal estudo,
consideramos a presenca de estresses viscosos normais e analisamos o sistema teoricamente
por um esquema perturbativo, detectando trifurcacoes em estagios fracamente nao lineares.
Procedemos para o estudo da morfologia e comportamento dindmico da interface que separa
uma amostra de fluido magnético (ferrofluido) de um fluido ndo magnético em uma célula de
Hele-Shaw radial, quando campos magnéticos radiais e azimutais sdo aplicados. Empregamos
simulacdoes numéricas fortemente n3o lineares e métodos perturbativos para entender como o
sistema responde a mudancas na viscosidade dos fluidos e na intensidade dos campos magné-
ticos. Além disso, investigamos a possibilidade da interface chegar a um estado estacionério,
no qual o padrao formado rotaciona, sem mudar sua forma. Por fim, estudamos instabilidades
magnetoelasticas em células de Hele-Shaw retangulares horizontais e verticais. Estas instabi-
lidades ocorrem quando dois fluidos (um dos quais é um ferrofluido), ao se tocarem, geram
uma reacdo quimica formando uma interface elastica. Levamos em conta complicados efei-
tos de campo de demagnetizacdo e de rigidez dependente da curvatura para obter padrdes

representativos das instabilidades de interface que ocorrem em tais sistemas.

Palavras-chaves: instabilidades hidrodinamicas; células de Hele-Shaw; controle em dindmica

de fluidos; estresses viscosos normais; ferrofluido; magnetoelasticidade; interfaces elasticas.



ABSTRACT

The Saffman-Taylor instability occurs in the effectively two-dimensional geometry of a Hele-
Shaw cell, composed by two parallel glass plates, presenting a small gap between them. In
this cell, when a less viscous fluid is injected against one of higher viscosity, protuberances
resembling "fingers” arise on the interface that separates them. In this dissertation, we study
a number of systems related to the classic Saffman-Taylor problem. First, we employ linear
stability analysis and variational calculus to ascertain two time dependent injection rates: One
that controls the instabilities of the interface, and another that predetermines the number of
emerging fingers. Both of them consider a non-newtonian fluid, which viscosity increases with
time, building upon previous studies that only considered newtonian fluids. We validate the
efficacy of these injection rate protocols with a perturbative third-order mode-coupling ap-
proach. Next, we study the development of finger tip-tripling, where the protuberance divides
into three, which is also detected in experiments, and not yet theoretically studied. Accounting
for the effects of viscous normal stresses, we investigate the problem theoretically, employing
a perturbative scheme, and capture the emergence of tip-tripling events at weakly nonlinear
stages of the flow. Afterward, we investigate the morphology and dynamical behavior of an
interface that separates a magnetic fluid (ferrofluid) droplet and a non-magnetic fluid, both
confined to a radial Hele-Shaw cell, when radial and azimuthal magnetic fields are applied.
Numerical simulations and perturbative mode-coupling theory are employed to understand how
the system reacts to changes in the fluids viscosities and the intensity of the applied magnetic
fields. In addition, we examine the possibility of the interface reaching a stationary state, where
the pattern rotates without changing its shape. Finally, we analyze the occurrence of mag-
netoelastic fingering instabilities in both vertical and horizontal rectangular Hele-Shaw cells.
These instabilities occur when a viscous ferrofluid and a nonmagnetic fluid react chemically at
the fluid-fluid interface upon contact, creating an elastic interface. Taking into account com-
plicated demagnetizing field effects, and a curvature-dependent bending rigidity, we obtain

representative magnetoelastic patterns that arise in these systems.

Keywords: hydrodynamic instabilities; Hele-Shaw cells; control process in fluid dynamics;

viscous normal stresses; ferrofluids; magnetoelasticity; elastic interfaces.
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A evolugdo ocorre para tempos t; <t <ty ondet; = 5.23 ety = 6.53, a
passos de (t;—t;)/11. A superposi¢do dos padrdes para t = t; se encontra
em (C). . . . .
Comportamento da curvatura do pico dos dedos x em funcdo da razdo de
rigidez C' para quatro valores ilustrativos do nimero magnetoelastico: 15,

10, 7 e 5. A razdo de rigidez varia de 0 a 0.99 e todos outros parametros
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fisicos sdo os mesmos da Fig. 49, exceto k* e ¢y, que variam ponto a ponto. 90

Padrbes magnetoelasticos fracamente n3o lineares de terceira ordem repre-

sentativos, provenientes dos pontos (a)-(d) indicados na Fig. 50. . . . . . .
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1 INTRODUCAO

1.1 FLUXO DE HELE-SHAW

Amplamente presente na natureza, a formacdo de padroes interfaciais sempre tem sido
fonte de interesse para estudos cientificos. Formacdes de flocos de neve, desenvolvimento
fractal de col6nias de bactérias, formac3do de redes fluviais e até mesmo padrdes na superficie

de peixes sdo alguns exemplos intrigantes de formacdo de padrées na natureza.

Figura 1 — (a) Crescimento fractal de coldnia de bactérias; (b) Floco de neve; (c) Peixe Siganus Vermiculatus;
(d) Rede fluvial do norte do Brasil

Fonte: (BEN-JACOB, 1993)

Focamos nossos estudos na instabilidade de dedos viscosos ou de Saffman-Taylor (SAFF-
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MAN; TAYLOR, 1958), que ocorre quando um fluido desloca outro de maior viscosidade em
uma célula de Hele-Shaw, que consiste em duas placas de vidro paralelas separadas por um

pequeno espacamento, estabelecendo uma geometria efetivamente bidimensional [Fig. 2].

Figura 2 — Esquema representativo de uma célula de Hele-Shaw radial com dois fluidos imisciveis separados
por uma interface.

Fonte: (FONTANA; GADELHA; MIRANDA, 2016)

Usualmente, o fluxo de Hele-Shaw ocorre quando um fluido é injetado no centro da célula,
na qual ja ha um outro fluido, a uma taxa de injecdo constante () (area por unidade de tempo),
deslocando a interface que os separa, como indicado na Fig. 2 (PATERSON, 1981; CHEN, 1989;
MIRANDA; WIDOM, 1998b). Caso o fluido injetado seja mais viscoso que o deslocado, a interface
ird evoluir de forma estavel, como um circulo quase perfeito. J& quando um fluido menos
viscoso é injetado em um de maior viscosidade, formam-se estruturas que lembram o formato
de dedos, que crescem e se ramificam, criando padrGes que remetem a cataventos, usualmente
tendo suas pontas divididas em duas (HOMSY, 1987). Quanto maior for a diferenca entre as
viscosidades, mais instavel sera o sistema. llustramos diversos experimentos em células radiais
na Fig. 3. A Fig. 3(a) é uma foto estroboscépica que exibe a evolugdo temporal da interface,
permitindo observar o crescimento dos dedos viscosos e sua eventual bifurcacdo. Na Fig. 3(b)
observamos novamente a bifurcacao dos dedos e vemos que estruturas mais ramificadas sao
geradas. Por fim, temos que as Figs. 3(c) e (d) foram produzidas pelo mesmo grupo e com
mesmo esquema experimental, tal que a dnica diferenca entre elas é que a Fig. 3(c) apresenta
injecdo baixa e a Fig. 3(d) injecdo alta. Na Fig. 4, apresentamos uma foto de uma célula de
Hele-Shaw radial e um esquema dos aparatos de um experimento.

No problema de Saffman-Taylor, formam-se pequenas oscilacGes provenientes de um au-
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Figura 3 — Formacdo de padrdes obtidos experimentalmente em células de Hele-Shaw radiais com injec3o.

Fonte: (a) (PATERSON, 1981); (b) (BEN-JACOB, 1993); (c)-(d) (RISTROPH et al., 2006)

mento no gradiente de pressao local. Como a velocidade em um dado ponto é proporcional
ao gradiente de pressao, certas partes da interface irdo crescer mais rapidamente que outras,
causando a formacdo de dedos viscosos. Contudo, simultaneamente, a tensdo superficial age
no sistema procurando reduzir a pressao local, e consequentemente a velocidade, em areas cuja
a curvatura é alta, causando com que as partes mais agudas da interface sejam suavizadas.
A suavizacdo da ponta de um dedo diminui a intensidade dos efeitos de tensao superficial,
levando a sua bifurcacdo. Apds a divisdo, cada novo lébulo do dedo é estavel, pois eles sao
menos espessos que o dedo dos quais se originaram. Sucede-se que, como o crescimento dos

dedos ocorre na direcdo do gradiente de pressao, o dedo dividido que estiver ligeiramente a
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Figura 4 — (a) Foto de uma célula de Hele-Shaw radial; (b) Desenho esquematico de uma bancada experimental
para experimentos em células de Hele-Shaw radias. S3o indicados: [a] a célula de Hele-Shaw, [b]
uma cdmera fotogréfica, [c| suporte para cdmera, [d] reservatérios de liquido e [e] uma bomba
acoplada a [f] um motor.

Fonte: (SCHIMITH; ROBERTO; ABEDI, 2020)

frente do outro, rapidamente ultrapassa o que estad atras, gerando um efeito de blindagem
(shielding), impedindo o crescimento do outro e, entdo, alarga-se ocupando o espago dispo-
nivel. Com o avanco do dedo, este ird novamente se alargar e bifurcar, gerando complexos

padrdes, como o mostrado na Fig. 3(d) (HOMSY, 1987; MIRANDA, 2019).

Figura 5 — (a) Foto de uma célula de Hele-Shaw retangular. (b) Desenho esquemitico do fluxo de Hele-Shaw
retangular, no qual um fluido menos viscoso é injetado em uma das extremidades de um canal
retangular contra um fluido mais viscoso.

Fonte: (a) (LAVROV, 2019); (b) (COUTINHO, 2021)

Alternativamente, podemos adotar uma geometria retangular (SAFFMAN; TAYLOR, 1958),
na qual o fluido menos viscoso é injetado em uma das extremidades de um canal retangular,
como vemos na Fig. 5. Nesta geometria também é possivel ter um fluxo gerado pela gravidade,

no qual inclinamos a célula de forma que o fluido mais denso e mais viscoso seja empurrado
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Figura 6 — (a) Foto de uma célula de Hele-Shaw retangular que pode ser inclinada para criar um fluxo indu-
zido por gravidade. (b) Desenho esquematico de uma célula de Hele-Shaw com fluxo gerado por
gravidade.

Fonte: (a) (BESTMANN; KRAVCHINSKY, 2014); (b) (SAFFMAN; TAYLOR, 1958)

contra o menos viscoso pela acdo da gravidade, a Fig. 6 ilustra tal sistema. O mecanismo que
leva a formac3do dos dedos viscosos é essencialmente o mesmo da célula radial, contudo, nesta
geometria, quando a diferenca entre a viscosidade dos fluidos é maxima e temos um canal
relativamente estreito, a dinamica de competicdes e o efeito de blindagem entre os dedos
leva a formacdo de um tnico dedo com ponta arredondada, atingindo um estado estacionario
na dindmica, como vemos na Fig. 7(a). J& na geometria radial, n3o sdo verificados estados
estaciondrios. A Fig. 7 ilustra experimentos em células de Hele-Shaw retangulares. A Fig. 7(b)
mostra uma célula com tipica formacdo de diversos dedos nesta geometria. Para as Figs. 7(c)
e (d), temos que a dnica diferenca no experimento é a velocidade do fluxo, onde (c) apresenta

um fluxo lento e (d) um fluxo rapido.
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Figura 7 — Formac3o de padrdes obtidos experimentalmente em células de Hele-Shaw retangulares.

Fonte: (a)-(b) (SAFFMAN; TAYLOR, 1958); (c)-(d) (RISTROPH et al., 2006)
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1.2 CONTROLE DE INSTABILIDADES

As instabilidades de dedos viscosos podem ser tanto desejaveis, como no processo de mis-
tura entre dois fluidos misciveis (JHA; CUETO-FELGUEROSO; JUANES, 2011), promovendo uma
aceleracao na mistura, quanto indesejaveis, como no processo de extracdo de petréleo. Neste
altimo, ocorre que o petréleo, que é um éleo de alta viscosidade, se encontra em rochas
subterraneas e é primeiramente extraido através de uma sonda, que perfura rochas sedimen-
tares, chegando a camada petrolifera, fazendo com que o petréleo jorre para a superficie.
Contudo, é comum que uma quantidade consideravel de petréleo fique presa nas rochas po-
rosas, necessitando-se injetar dgua para recupera-lo. Como a agua é um fluido pouco viscoso,
formam-se as instabilidades de dedos viscosos na interface entre os fluidos, resultando em
que parte do petréleo ndo seja recuperado, tornando a extracdo bastante ineficiente. Como a
injecdo de um fluido mais viscoso que o petréleo ndo é economicamente viavel, sdo necessarias
outras solucdes para obter uma interface estavel (LAKE, 1989; wOODS, 2015). Como os meca-
nismos fisicos que geram as instabilidades em meios porosos sao similares aos da instabilidade
de Saffman-Taylor, investigadores estudaram no contexto de células de Hele-Shaw, experi-
mentalmente e teoricamente, o deslocamento radial de fluido, tendo uma das paredes fixa da
célula substituida por uma membrana flexivel (PIHLER-PUZOVIC et al., 2012; PIHLER-PUZOVIC et
al., 2018). Tal substituicdo induziu uma estabilizagdo dos dedos viscosos. Outros estudos (AL-
HOUSSEINY; STONE, 2013; JACKSON et al.,, 2017; ANJOS; DIAS; MIRANDA, 2018; BONGRAND;
TSAI, 2018) demonstraram que, ao tornar as placas da célula ndo paralelas, pode-se também
controlar as instabilidades.

Alternativamente, diversos trabalhos procuraram induzir estabilidade através da manipu-
lacdo da taxa de injecdo (). Como vimos na seccdo 1.1, usualmente as instabilidades sdo
formadas para uma injecdo () constante. A partir de (CARDOSO; WOODS, 1995; LI et al., 2009;
LESHCHINER et al., 2010; DIAS; MIRANDA, 2010; DIAS et al.,, 2012; LINS; AZAIEZ, 2017), apren-
demos que é possivel variar a taxa de injecao do fluido de forma que as instabilidades de
Saffman-Taylor possam ser controladas. Dias et al. (DIAS et al., 2012) mostram que, ao empre-
garmos um esquema variacional procurando minimizar as amplitudes de perturbacao lineares
através da equacdo de Euler-Lagrange, podemos sistematicamente obter a taxa de injecao
ideal variando no tempo Q(t) ~ t que minimiza as instabilidades da interface como um todo.
Esta injecdo ideal teve sua validade verificada através de simulacoes fortemente nao lineares

e experimentos, como o da Fig. 8.
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Figura 8 — Figuras (a) e (c): experimento considerando a taxa de injecdo () constante. Figuras (b) e (d): uso
de uma taxa de injecdo 6tima Q(t) ~ t, que minimiza as instabilidades.

Fonte: (DIAS et al., 2012)

Figura 9 — Experimento com uma injecio Q ~ t~/3 dependente do tempo, especifica a fim de gerar cinco
dedos viscosos.

Fonte: (LI et al., 2009)

Estudos adicionais (LI et al., 2009; LESHCHINER et al., 2010) mostram que é possivel no
apenas controlar as instabilidades da interface, mas também selecionar o nimero de dedos
viscosos através da variacdo temporal de (Q(t) proporcional a t~/3. Tal predeterminacio do
nimero de dedos inibe a ramificacdo deles, impedindo a criacdo dos complexos padrdes que

contém uma multiplicidade de dedos e resultando em um padrdao muito mais ordenado. As
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Figs. 9 e 10 mostram experimentos expondo tal efeito.

Figura 10 — Comparacdo de experimentos com uma taxa de injecdo (a) constante @ = @Qp, com uma (b)
variando no tempo @ ~ t~'/3, que fixa o niimero de dedos viscosos. Aqui a injecdo é tal que sete
dedos foram selecionados.

Fonte: (LESHCHINER et al., 2010)

Ainda podemos procurar controlar instabilidades mediante a modificacdes nas propriedades
dos fluidos. Experimentos em instabilidades de dedos viscosos em fluidos complexos, como
cristais liquidos mostram a dependéncia da morfologia da interface em relacdo a reologia dos
fluidos (BUK/—\; PALFFY-MUHORAY; RACZ, 1987; SALAMON et al., 2020; ANDRADE-SILVA et al.,
2021). Estudos em fluidos ndo newtonianos com uma viscosidade dependente da taxa de
cisalhamento mostram que tal variacao na viscosidade permite uma diminuicdo da bifurcacao
dos dedos (KONDIC; PALFFY-MUHORAY; SHELLEY, 1996; KONDIC; SHELLEY; PALFFY-MUHORAY,
1998).

Como é sabido (PATERSON, 1981; CHEN, 1989; MIRANDA; WIDOM, 1998b), quanto maior
o contraste de viscosidade entre os fluidos, isto é, a diferenca de magnitude da viscosidade
de um fluido em relacdo a outro, mais instavel serd o sistema. Entdo, tomando o esquema
variacional proposto por (DIAS et al., 2012), Beeson-Jones e Woods (BEESON-JONES; WOODS,
2017) investigaram como um fluido ndo newtoniano, cuja viscosidade aumenta com o tempo,
pode minimizar as instabilidades de Saffman-Taylor.

No capitulo 2 desta dissertacao, expandimos o trabalho de Besson-Jones. Empregamos
um modelo variacional, obtendo uma expressdo fechada para um Q(t¢) 6timo, que minimiza
as instabilidades e checamos a robustez do modelo através do nosso esquema de pertubacao
fracamente n3o linear em terceira ordem. Também deduzimos uma expressdo para selecionar
a quantidade de dedos viscosos desejada para o caso em que a viscosidade do fluido injetado

varia no tempo (COUTINHO; MIRANDA, 2020a).
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1.3 TRIFURCACOES

Embora o efeito mais iconico de instabilidade em células de Hele-Shaw seja a bifurcacdo de
dedos viscosos, ndo é raro que ocorra a divisao de um dedo em trés, gerando uma trifurcacdo
do dedo. No caso da trifurcacao surge uma protuberancia no centro de um dedo alargado,
resultando numa estrutura que contém trés dedos menores. Tal efeito pode ser visto em
(PATERSON, 1981) [Fig. 11(a)], (PIHLER-PUZOVIC et al., 2018) [Fig. 11(b)], entre outros (CHEN,
1987; CHEN, 1989; LAJEUNESSE; COUDER, 2000; WARD; WHITE, 2011). Um experimento recente
estd presente na Fig. 12, no qual a trifurcacdo é indicada por uma pequena seta (SCHIMITH;
ROBERTO; ABEDI, 2020).

Figura 11 — Experimentos realizados em células de Hele-Shaw radial com presenca de trifurcacdo de dedos

viscosos, indicadas por caixas vermelhas tracejadas. O experimento (a) foi realizado por PATERSON
e o (b) por PIHLER-PUZOVIC et al..

Fonte: (a) (PATERSON, 1981) e (b) (PIHLER-PUZOVIC et al., 2018)

Dada a escassez de estudos tedricos sobre este efeito, no capitulo 3, apresentamos um
estudo tedrico sobre trifurcacdes de dedos viscosos em células de Hele-Shaw. Assim como
as bifurcacdes, as trifurcacdes sdo um efeito intrinsecamente n3o linear, entao investigamos
o regime fracamente ndo linear da dinamica, procurando capturar tal efeito através de um
esquema perturbativo de modos acoplados em terceira ordem. Para tal, consideramos a pre-
senca de estresses viscosos normais, cujos efeitos também siao pouco estudados na literatura

(COUTINHO; ROCHA; MIRANDA, 2021).
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Figura 12 — Experimento realizado em célula de Hele-Shaw radial com presenca de trifurcacdo de dedos vis-
cosos, indicada por setas vermelhas.

Fonte: (SCHIMITH; ROBERTO; ABEDI, 2020)

1.4 FERROFLUIDOS

Ferrofluidos consistem em uma classe de materiais na qual particulas magnéticas (ferritas,
magnetitas, etc) de tamanho nanométrico sdo dispersas em um meio liquido ndo magnético,
de forma que estes podem ser facilmente manipulados com campos magnéticos externos (RO-
SENSWEIG, 1985; BLUMS; TSEBERS; MAIOROV, 1997). Dada sua forma unica de se comportar
na presenca de campos magnéticos, padrdes inusitados emergem de ferrofluidos, tornando-
os ideais para estudos de formacdes de padrdes (ANDELMAN; ROSENSWEIG, 2008; ZAKINYAN;
BEKETOVA; DIKANSKY, 2017; AFKHAMI; RENARDY, 2017).

Um exemplo classico de instabilidades ferrohidrodindmicas é a instabilidade de Rosensweig
(COWLEY; ROSENSWEIG, 1967; RICHTER; BARASHENKOV, 2005), na qual uma amostra de fer-
rofluido horizontal é submetida a um campo magnético externo aplicado perpendicularmente
a interface do ferrofluido, como ilustrado na Fig. 13. Para um dado valor critico do campo,
picos estacionarios tridimensionais se formam, como vemos na Fig. 14. A formacao desses
picos ocorre devido a interacdo de forcas gravitacionais e de tensao superficial que estabilizam
a interface, com forcas magnéticas que a desestabiliza.

Dada a extrema complexidade de se modelar teoricamente a instabilidade de Rosensweig
além do regime linear, é conveniente considerar-se uma simplificacdo do problema, restringindo
o fluido a deslocar-se na geometria efetivamente bidimensional de uma célula de Hele-Shaw.
Andlises lineares (FLAMENT et al., 1996), fracamente ndo lineares (LIRA; MIRANDA, 2011) e

simulacdes fortemente n3o lineares (NOCHETTO; SALGADO; TOMAS, 2016), além de experi-



28

Figura 13 — (a) Figura esquematica ilustrando as linhas de campo magnético que formam as instabilidades de
Rosensweig. (b) Foto de experimento demonstrando a instabilidade de Rosensweig.

Fonte: (a) (MEYER et al., 2013); (b) (HONKE, 2020)

Figura 14 — (a) Experimento demonstrando a formagdo de sélitons em instabilidades de Rosensweig. (b) Figura
esquematica e fotos de experimento demonstrando a instabilidade de Rosensweig em um ferrofluido
ocupando um recipiente retangular para diferentes valores do campo magnético uniforme aplicado
H.

Fonte: (a) (RICHTER; BARASHENKOV, 2005); (b) (MIRANDA, 2019)

mentos como o da Fig. 15 (FLAMENT et al., 1996), investigaram o desenvolvimento das inter-
faces ferrohidrodindmicas em uma célula de Hele-Shaw vertical, verificando que, quando s3o
submetidas a um campo magnético uniforme agindo perpendicularmente a interface plana do
ferrofluido, estas se tornam instaveis, formando uma série de picos.

Outro caso de interesse é quando temos uma célula retangular horizontal, na qual é injetado

fluido paralelamente a célula, com campo normal a interface, resultando na formacdo de um
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Figura 15 — Fotos de experimento de instabilidade de pico em células de Hele-Shaw retangulares verticais para
trés valores do campo magnético aplicado Hy. O ferrofluido é o fluido escuro e o fluido claro é
nao magnético.

Fonte: (FLAMENT et al., 1996)

dedo com formato de peixe, cujo pico é bastante agudo, como vemos na Fig. 16.

Figura 16 — Foto de experimento de instabilidade de pico em uma célula de Hele-Shaw retangular horizontal
com fluxo de fluido, no qual o fluido j& presente na célula é um ferrofluido (fluido escuro) e o
injetado é n3o magnético.

- H,

Fonte: (PACITTO; FLAMENT; BACRI, 2001)

Ainda no contexto de células de Hele-Shaw, temos a instabilidade de labirinto (TSEBERS;
MAIOROV, 1980; TSEBERS, 1981; ROSENSWEIG; ZAHN; SHUMOVICH, 1983; JACKSON; GOLDS-
TEIN; CEBERS, 1994; KENT-DOBIAS; BERNOFF, 2015), na qual uma gota de ferrofluido confinada
na célula sofre a acdo de um campo uniforme e perpendicular as placas da célula. Tal campo
perpendicular é gerado por um par de bobinas de Helmholtz, possuindo correntes de mesma
intensidade e sentido, com a célula posicionada equidistante de ambas bobinas. A interacao
entre forcas magnéticas desestabilizantes e a estabilizacao proveniente da tensdo superficial
formam estruturas ramificadas que lembram labirintos, como vemos no experimento da Fig.

17. Curiosamente, a instabilidade de Rosensweig pode coexistir com a de labirinto (CHEN;
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TSAI; MIRANDA, 2008).

Figura 17 — (a) Experimento demonstrando a instabilidade de labirinto para ferrofluidos em células de Hele-
Shaw. (b) Formagdo de padrdes de labirinto em uma gota de ferrofluido confinado em uma célula
de Hele-Shaw submetido a um campo magnético perpendicular e uniforme H.

Fonte: (a) (ROSENSWEIG; ZAHN; SHUMOVICH, 1983); (b) (MIRANDA, 2019)

Outras configuracGes de campos de interesse sdo a de campo radial e de campo azimutal.
Um campo radial pode ser gerado por um par de bobinas de anti-Helmholtz [Fig. 18(a)], na
qual temos duas bobinas paralelas a célula, cujas correntes fluem com mesma intensidade, mas
sentidos opostos. Tais bobinas produzem um campo magnético que é nulo no centro da célula
e aumenta linearmente com a distancia radial (H ~ r). Como o gradiente deste campo ndo
é nulo, temos uma forca magnética atuando na direc3o radial. Caso tenhamos uma gota de
ferrofluido no centro da célula, o campo irad agir para desestabiliza-la, resultando nos padrdes
ilustrados na Fig. 18(b).

Ja para a configuracdo de campo azimutal [Fig. 19], consideramos que um fio passa pelo
centro da célula de Hele-Shaw, perpendicular as suas placas, com uma corrente I que produzira
um campo na direcdo azimutal, com intensidade inversamente proporcional a distancia radial
até o fio (H ~ 1/r), cujo gradiente também n3o serd nulo, gerando uma forca magnética
apontando em direc3o ao fio. Interessantemente, caso tenhamos a configuracdo de fluidos da
Fig. 18, isto é, uma amostra ferrofluido no centro da célula envolvida por um fluido pouco vis-
coso, como ar, o campo atuara de forma estabilizante. Ao invertermos os fluidos, preenchendo

toda a célula com um ferrofluido e colocando uma amostra de ar no centro, como ilustrado
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Figura 18 — (a) Figura esquemética de uma célula de Hele-Shaw com um ferrofluido, submetida a um campo
magnético radial, gerado por um par de bobinas de anti-Helmholtz, que possuem correntes de
mesma intensidade, mas sentidos opostos. (b) Padrdes tipicos da célula de Hele-Shaw esquema-
tizada em (a).

Fonte: (MIRANDA, 2019)

na Fig. 19(a), a acdo do campo azimutal se torna desestabilizante, produzindo os padrdes

ilustrados na Fig. 19(b).

Figura 19 — (a) Figura esquemética de uma célula de Hele-Shaw com um fluido n3o magnético embebido
em um ferrofluido, submetida a um campo magnético azimutal, gerado por um fio que passa no
centro da célula com corrente I. (b) Padrdes tipicos da célula de Hele-Shaw esquematizada em

(a).

Fonte: (MIRANDA, 2019)

Deve-se ressaltar que o estudo de tais instabilidades ndo é apenas um mero exercicio te6-
rico. Existem diversas aplicacBes interessantes em sistemas de matéria mole (soft matter),
como manipulacdo magnética de micro-nadadores (microswimmers) de formato programavel,

micro-robds e magnetolipossomos gigantes (SANDRE et al., 2000; LUM et al., 2016; XU et al.,
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2019; GILTINAN et al., 2020), bem como aplicacdes biomédicas, como o uso de campos magné-
ticos para deposicdo localizada de substancias quimicas e biolégicas (NELSON; KALIAKATSOS;
ABBOTT, 2010).

No quarto capitulo desta dissertacao, estudamos como uma gota de ferrofluido no centro de
uma célula de Hele-Shaw se comporta na presenca de um campo magnético cruzado, produzido
pela combinacdo do campo radial gerado por um par de bobinas de anti-Helmholtz [Fig. 18],
com o campo azimutal, proveniente de uma corrente que passa pelo centro da célula [Fig.
19]. Inspirados no estudo de Yu e Christov (YU; CHRISTOV, 2021), analisamos a possibilidade
e condicdes para uma dada interface atingir um estado estacionario, rotacionando sem mudar
sua forma, bem como as influéncias morfolégicas, em estagios nao lineares da evolucao, da
variacdo do contraste de viscosidade e da susceptibilidade magnética do ferrofluido (OLIVEIRA

et al., 2021).

1.5 INTERFACES ELASTICAS

Para certos tipos de fluidos em células de Hele-Shaw, pode-se induzir uma reacio qui-
mica na interface fluido-fluido tal que uma fina camada elastica, similar a um gel, se forme,
impedindo o contato direto entre os fluidos e formando o que chamamos de uma interface
elastica. A reacdo ocorre quando um fluido toca o outro pela primeira vez, de forma que o
tempo caracteristico da reacdo é muito menor que o tempo tipico para a formacao dos pa-
drées, levando a interface elastica a se formar rapidamente, impedindo o contato direto entre
os fluidos. Consequentemente, a tensao superficial ndo influencia na morfologia do sistema e
os fluidos ndo se misturam. Considera-se que deformacGes na interface elastica quebram seu
arranjo molecular homogeéneo, resultando em um enfraquecimento local da rigidez (bending ri-
gidity), de forma que a rigidez depende da curvatura da interface. Tal reacdo quimica permite,
no contexto de células de Hele-Shaw radiais, introduzir instabilidades mesmo para fluidos de
mesma viscosidade (PODGORSKI et al., 2007; HE; LOWENGRUB; BELMONTE, 2009).

Com tal interface, temos na geometria radial de Hele-Shaw a formacdo de estruturas
similares a cogumelos e tentaculos [Fig. 20], que sdo muito diferentes dos padrdes tradicionais
em fluxos de Hele-Shaw, nos quais ocorre a cléssica ramificacdo de dedos viscosos [Fig. 3] . Por
sua vez, em células retangulares, a ponta do dedo viscoso toma um perfil plano perpendicular
ao fluxo.

InvestigacBes tedricas de anélise de estabilidade linear (linear stability analysis) (HE; LOWEN-
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Figura 20 — Experimento ilustrando instabilidades de dedos viscosos para células de Hele-Shaw cujos fluidos
formam uma interface elastica. As quatro imagens da esquerda ilustram a evoluc3o da injec3o de
uma solucdo idnica numa solucdo aquosa, enquanto as da direita, a solucdo aquosa é injetada na
solucdo idnica.

Fonte: (PODGORSKI et al., 2007)

Figura 21 — Simulacdo numérica fortemente ndo linear para uma célula de Hele-Shaw radial com interface
elastica. Na figura em azul (vermelho), desconsidera-se (considera-se) a variacdo da rigidez com
a curvatura.

Fonte: (ZHAO et al., 2016)

GRUB; BELMONTE, 2009) examinaram a estabilidade da interface fluido-fluido, modelando-a
como uma fina membrana elastica com rigidez dependente da curvatura, confirmando que ha
de fato a possibilidade de formacdo de instabilidades, mesmo para fluidos de mesma visco-
sidade. Estudos fracamente ndo lineares (CARVALHO; MIRANDA; GADELHA, 2013) e métodos
numéricos fortemente n3o lineares (ZHAO et al., 2016) [Fig. 21|, utilizaram o modelo pro-

posto por (HE; LOWENGRUB; BELMONTE, 2009) para estudar diversos aspectos associados a
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morfologia da interface. Todos estes estudos consideraram uma célula de Hele-Shaw radial,
havendo, assim, uma lacuna na literatura sobre interfaces eldsticas em células de Hele-Shaw

retangulares, que procuramos comecar a preencher no capitulo 5.

1.5.1 Magnetoelasticidade

Outro conjunto de investigacBes tedricas envolvendo interfaces elasticas é o estudo de
problemas envolvendo a combinacdo de forcas magnéticas, hidrodindmicas e elasticas. Pes-
quisadores analisaram o desenvolvimento de sistemas com capsulas de membranas elasticas
preenchidas com ferrofluidos, submetidas a um campo magnético externo (NEVEU-PRIN et al.,
1993; BACRI et al., 1996; SANDRE et al., 2000; WILHELM; GAZEAU; BACRI, 2005; SERWANE et al.,
2016; WISCHNEWSKI; KIERFELD, 2018). Tais experimentos mostraram que o campo magnético
alonga a estrutura inicialmente esférica, criando um perfil elipsoidal.

Estudos recentes mostram que uma forma elipsoidal é obtida para campos magnéticos
externos baixos e médios e um forma alongada com pontas conicas para campos intensos.
Estas estruturas sao Uteis para permitir o ajuste das formas de magnetoliposomos gigantes
(SANDRE et al., 2000), bem como para o estudo de propriedades reoldgicas de células in vivo
(WILHELM; GAZEAU; BACRI, 2005) e de tecidos bioldgicos em crescimento (SERWANE et al.,
2016).

Em células de Hele-Shaw, a influéncia de efeitos de interfaces elasticas na formacdo de
padrdes de ferrofluidos é um tépico consideravelmente inexplorado. Um estudo recente exa-
minou a formac3do de padrdes de uma gota de ferrofluido com uma interface elastica sujeita
a um campo magnético externo radial, levando em conta uma descricdo teérica simplificada,
na qual a rigidez ndo depende da curvatura (ANJOS et al., 2019). Outro estudo (LIVERA; MI-
RANDA, 2020) considerou a dindmica fracamente n3o linear em segunda ordem para um campo
magnético radial, para ferrofluidos e fluidos magnetoreolégicos, considerando uma rigidez de-
pendente da curvatura da interface. Ambos estudos focaram na geometria radial da célula de
Hele-Shaw.

No capitulo 5 desta dissertacdo, motivados pelos resultados estimulantes de estudos ante-
riores, abordamos o deslocamento de fluidos na célula de Hele-Shaw retangular com interface
elastica, na qual um dos fluidos é um ferrofluido. Levamos em conta complicados efeitos de
campos de demagnetizacao, a fim de estudarmos a morfologia causada pela acdo conjunta

de efeitos de enfraquecimento de curvatura juntamente a efeitos magnéticos de demagnetiza-



35

¢do, através de um esquema perturbativo de modos acoplados em terceira ordem (COUTINHO;

MIRANDA, 2020b; COUTINHO; MIRANDA, 2020c).
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Figura 22 — Titulo e abstract dos trabalhos resultantes desta dissertacdo de mestrado.

Fonte: (COUTINHO, 2021)




37

2 CONTROLE DE DEDOS VISCOSOS ATRAVES DE TAXAS DE INJECOES
VARIAVEIS E FLUIDOS COM VISCOSIDADE DEPENDENTE DO TEMPO

2.1 CONTROLE DE DEDOS VISCOSOS

Como vimos na secgdo (1.2), é de grande interesse desenvolver métodos que possibilitem
o controle dos dedos viscosos. Para isso, empregamos neste capitulo o esquema variacional
proposto por (DIAS et al., 2012) generalizado para fluidos ndo newtonianos cujas viscosidades
variam no tempo. Seguimos os passos de (BEESON-JONES; WOODS, 2017) com uma anélise
linear extensiva, obtendo uma equacdo diferencial que governa a taxa de injecao 6tima que
minimiza as instabilidades de Saffman-Taylor.

Ainda na analise linear, vamos além do que foi feito por DIAS et al. e BEESON-JONES; WOODS,
obtendo uma expressdo fechada para a injecdo étima. Também estendemos o trabalho de (LI et
al., 2009), obtendo uma taxa de injecdo que permite selecionar a quantidade de dedos viscosos
desejadas, para fluidos com viscosidade variando no tempo.

Temos como foco ir além do regime linear, com um esquema perturbativo de modos
acoplados em terceira ordem, procurando demonstrar a robustez destes métodos no regime

fracamente n3o linear e explorando efeitos de ruidos de fundo.

2.2 EQUACOES DO FLUXO DE HELE-SHAW E ESQUEMA DE MODOS ACOPLADOS

Nosso sistema de interesse é constituido por dois fluidos imisciveis e incompressiveis com
fluxo radial na célula de Hele-Shaw. Temos um fluido ndo newtoniano de viscosidade 7; = 1 (t)
dependente do tempo, sendo injetado no centro da célula que contém fluido de viscosidade
constante 1, > 1, (t). A taxa de injecdo é dada por () = () e a tens3o superficial o é presente
na interface fluido-fluido. Dada a diferenca de viscosidade, sdo formadas as instabilidades de
Saffman-Taylor, deformando a interface.

Buscamos obter uma equacao do movimento em terceira ordem para a interface através

de uma teoria de pertubacdo, expandindo a pertubacdo em série de Fourier. Seja

R(t) = Wzg +71T/OtQ(t’)dt’ (2.1)

o raio ndo perturbado dependente do tempo. R, denota o raio em ¢ = 0. Adicionamos a este
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uma perturbacdo ((p,t) < R, tal que

Rip,t) = R(t) + (¢, 1) (2.2)

representa a interface fluido-fluido deformada e ¢ denota o angulo azimutal. Na Eq. (2.2),
podemos escrever a perturbacdo como
+00

Clost) = 32 Calt) expling), (2.3)
onde (,(t) representa os modos de Fourier complexos. Note que o modo n = 0 é independente
de ¢, tal que este esta associado a conservacdo de area da interface perturbada. Sendo assim,
podemos escrevé-lo como (o = —(1/2R) 3,40 (¢ (t)|?, de acordo com (MIRANDA; WIDOM,
1998b).

Dado que o espacamento b entre as placas de uma célula de Hele-Shaw é consideravelmente
pequeno, a dindmica dos fluidos presente é efetivamente bidimensional, tal que, seguindo os
passos de (SAFFMAN; TAYLOR, 1958; MIRANDA; WIDOM, 1998b), descrevemos o sistema com
a lei de Darcy, dada por

b2
v, = —%ij. (2.4)

Também temos a condicdo de incompressibilidade dos fluidos,
V. V; = 0, (25)

na qual j = 1 caracteriza o fluido ndo newtoniano injetado, e 7 = 2 o newtoniano deslocado.
Exprimimos em termos de coordenadas polares tanto a pressdo p; = p,(r,¢), quanto as
velocidades dos fluidos v; = v;(r, ¢). A natureza irrotacional do fluxo (V x v; = 0) permite
definir um potencial escalar de velocidade ¢;, tal que v; = —V¢;. Sendo assim, com a Eq.
(2.5) verificamos que os potenciais obedecem a equacdo de Laplace e, para a geometria radial,

podemos escrever

(~1)GHD]n]
=83+ Lonlt) (7) expling) (26)
onde
o__Q@. (I |
= Lie(3) - e

sdo os potenciais de velocidade para o fluxo puramente radial, e D; é independente de r e ¢.
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Munidos de tais expressdes, voltamos nossa atencdo para a Eq. (2.4), de forma que a
escrevemos em termos dos potenciais ¢; para a interface r = R, obtendo

) <¢1 +¢z> - <¢1 —¢2> __Pip) (2.8)

2 2 120 + )]

onde

ne+m(t) 1+V

é o contraste de viscosidade e, V' = V() = n,(t)/n2 o raio entre as viscosidades. Com intuito

(2.9)

de obter a equacdo do movimento para (,(t), além de substituir as Egs. (2.6) e (2.7) na Eq.
(2.8), precisamos obter os potencias ¢;,, em termos de (,(t) e lidar com o termo de diferenca
de pressao p; — ps.

Comecando pelo termo de pressdao, tomamos a condicdo de contorno de Young-Laplace

para a pressdo presente em (HOMSY, 1987), dada por
p1 — P2 = OK, (2.10)

onde )
R?+2(%) - RIR
K = (%) B? (2.11)

R ()]

descreve a curvatura da interface no plano da célula. Com a Eq. (2.2), temos a curvatura em

funcao da pertubacao e, em terceira ordem, segue que

1o d*¢
"o {R‘M“dw)

1|, 1/[/d\ d2¢
o “z(w) +2<d¢2]
1|, 3 (de\? . ,d%¢ 3d% (d¢\’
RS TS (w) T T 2dg <d¢> ” (212)

Tendo resolvido uma parte do problema, procuramos exprimir os potencias ¢;,, em termos

de (,(t). Facamos isso através da condicdo de contorno cineméatica (HOMSY, 1987),

IR _
ot

1 87“ 8925] aqu
i R 2.1
r20p dp  Or ] n (2.13)

Similarmente ao que foi feito por (MIRANDA; WIDOM, 1998b), expandimos a perturbacdo
até terceira ordem, tomamos a transformada de Fourier e resolvemos a equagdo para obter ¢;,
consistentemente até terceira ordem. Tal procedimento é direto, mas extremamente longo. As

expressdes para ¢y, € ¢o, estdo presentes no Apéndice A, nas Eqgs. (A.1) e (A.2).
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Finalmente, podemos tomar as equa¢des Eqgs. (A.1) e (A.2) juntamente com a condi¢do

de pressdo dada pelas Egs. (2.10) e (2.12), e substitui-las na Eq. (2.8), obtendo

(o = Cn+Z{ (n,p) Gpln— p—i-G(np)Can p}

p#0

+ Z {H(n,p, 0)CpCa—pCn—q + L (1, p, q) épgq—an—q

P,g7#0

+ J(n,p,q) (Clnp—q + K(n,p,q) iquCn_p—q}, (2.14)

onde o ponto representa a derivada total no tempo e

Q

Aln) = 21 R?

L (Aln] = 1) = ln|(n? = 1) (2.15)

R3
é a taxa de crescimento linear, com v = ab?/[12(n; + n2)]. As longas expressdes para F,
G, H, I, J e K sdo dadas no Apéndice A, nas Egs. (A.3)-(A.10). A fim de obtermos uma
express3o consistente até terceira ordem, precisamos substituir ép por A\(p)¢, + O(¢?), tal que

= M) Gt ST+ NI} Gy

+ > {{H(n,p,q)JrA(p)l(n,p,Q)

P,q7#0

+ G(n,9)(F(g,p) + Mp)G(4:D)) | Glyplnyg
+ [J(n7p7 Q) + )\(p)K(n,p, Q)} Cpqun—p—q}- (2-16)

A equacdo (2.16) é a equacdo de modos acoplados em terceira ordem que descreve a
interface do problema de Saffman-Taylor para a célula de Hele-Shaw radial. Tal equacdo é
consistente com os resultados de (PATERSON, 1981; MIRANDA; WIDOM, 1998b), que deduziram

esta até primeira e segunda ordem, respectivamente.

2.3 MINIMIZANDO O CRESCIMENTO DE DEDOQOS VISCOSOS
2.3.1 Analise Linear

Considere que procuramos injetar um volume fixo bﬂ(R} — R?) de fluido num intervalo
de tempo 0 < ¢ < t;. Procuramos empregar o esquema variacional feito em (DIAS et al.,
2012; BEESON-JONES; WOODS, 2017) a fim de encontrar o ()(¢) 6timo que leve a minimizacdo

das instabilidades na interface que separa os fluidos. Para facilitar a conexdo com o trabalho
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de (BEESON-JONES; WOODS, 2017), adimensionalizamos nossa equacdo do movimento, re-
escalonando os tempos pelo tempo final ¢; e comprimentos pelo raio final ndo perturbado Ry.

Desta forma, taxa de crescimento é dada por

R/1-V T
An)=—= 1) = == 21 2.17
=% (159 =) ~ gl L. (217)
onde
Q1)
= 2.18
2R ( )
é a velocidade radial da interface ndo perturbada em expansdo e
Utf
= 2.1
TN (2.19)

o parametro adimensional de tens3o superficial efetiva.
E notavel que o esquema perturbativo em primeira ordem tem simples solucao. Ao observar

a Eq. (2.16) apenas no esquema linear, vemos que a perturbacdo é dada por
Galt) = Ca(0) exp|I(n, R, R)], (2.20)
com (,(0) sendo a amplitude da interfaceem ¢t =0 e
. ty=1 .
I(n,R,R) = / An, R, R)dt. (2.21)
0

Notamos entdo que, para fgf A(n)dt’ > 0, a perturbacdo cresce além de sua amplitude
inicial e as instabilidades de dedos viscosos se formardo. Para A(n) > 0, temos que o modo
n é dito instavel e, para A(n) < 0, estavel. A taxa de crescimento linear tem dependéncia
temporal e, ao evoluir no tempo, um modo que era estavel pode vir a se tornar instavel. Logo,
podemos definir uma série de raios criticos R.(n) para os quais um dado modo n se torna
instavel, obtidos através da condicdo A(n) = 0.

Ao analisarmos a Eq. (2.17), vemos que quanto maior o contraste de viscosidade, mais
perturbado serd o sistema, como discutido na introducdo, seccao 1.2. Também é visivel a
tendéncia estabilizante da tens3o superficial. Além disso, observamos a existéncia de um modo
de maior taxa de crescimento n,.., que pode ser calculado através de

R R) =0

- (2.22)

N=Nmax

Com tais informacGes, procuramos minimizar as amplitudes. Focamos em minimizar a

integral

(N, R, R) = /O AR, B)dt. (2.23)
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Note que A(Nmax, R, R) = M(R, R) depende apenas de R e R. Logo, podemos interpretar I
como a acao do sistema, tal que a taxa de crescimento A se torna a Lagrangiana do sistema.
Aplicamos a equacdo de Euler-Lagrange
jt (;;) _ gg, (2.24)
com as condi¢des de contorno R(t = 0) = Ry e R(t =tf) = Ry = 1. Note que na Eq. (2.24),
A = A(Npax). Desta forma, fazendo as devidas substituicdes, obtemos a equacdo diferencial
que descreve o raio 6timo R(t), do qual podemos diretamente com a Eq. (2.18) obter a taxa
de injecdo (Q(t) que minimiza as amplitudes lineares da Eq. (2.20).
Substituindo a Eq. (2.17) na equagdo de Euler-Lagrange para n = n,.x, a0 considerarmos
a duracdo do fluxo ty pequena, ou a tensdo superficial o relativamente fraca, de forma que

A=[1-V)/27] > 1 para V ~ O(0.1), obtemos a equacido

5+V)VR—-(1-V*R=0, (2.25)
cuja solucao é dada por
R(t) = (1 — RO)QM, (2.26)
onde
0= (/01 mcﬁ) o (2.27)

O trabalho de (BEESON-JONES; WOODS, 2017) lida diretamente com este mesmo esquema
variacional, obtendo as Egs. (2.26) e (2.27). E assumido um perfil de variacdo no tempo da

viscosidade de acordo com (MAKADIA; SIEGEL, 2011), da forma
V=V(t)=Vo+ (Voo — Vo)[1 — exp(—61)], (2.28)

onde Vy = V(t = 0) é o raio entre as viscosidades no tempo inicial, Vo, = V(t — o) é o
comportamento de V' (t) para tempos assintéticos e 6 a proporcdo entre a duracdo total da
injecdo ¢y e o tempo caracteristico para a mudanc¢a da viscosidade ou gelificacdo do fluido.
Ambos V|, e V, sdo independentes do tempo. Experimentalmente, pode-se ajustar a variacao
da viscosidade a partir da liberacdo de polimeros micro-encapsulados, cuja concentracdo sera
diretamente proporcional a viscosidade do fluido. Escolhemos as viscosidades de tal maneira
a Vj ser sempre menor que V., a fim de que a viscosidade aumente no tempo, diminuindo o

contraste de viscosidade e inibindo as instabilidades de Saffman-Taylor.
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Avancamos além do trabalho de (BEESON-JONES; WOODS, 2017), obtendo uma solucgdo
explicita para o perfil de viscosidade V' = V/(t) apresentado, substituindo a Eq. (2.28) em
(2.27), tal que

(Ve —1)%
YT - f -1 (2:29)
onde
flx) = 2(Vo = Veo)[Vo _x‘f” — 2a(1+ Veo)| _ (1+ V)2 loga, (2.30)
a=a(t)=Vy)— Ve + (Voo — 1) exp(0t), (2.31)

ef=a(t=1)=Vy—Ve+ (Vi —1)expb. Considerando as Egs. (2.29)-(2.31), a integracdo
da Eq. (2.26) produz

(1= Ro)lf(8) - (@)

M= =G - - ) (232)
Finalmente, combinando as Egs. (2.18), (2.26) e (2.32), obtemos
B 7T(l—RO)(VOO— 1% ([1+V]? B N _ _
Q) =2n =08 (BT 0 = Rt + Ruf(9) - 100 -
(2.33)

com V' = V(t). Note que para o caso de viscosidades constantes § = 0, (), se reduz
precisamente a Q(t) = 27(1 — Ry)[Ro + (1 — Rp)], que é o resultado obtido em (DIAS et al.,

2012), utilizado no experimento presente na Fig. 8 do capitulo introdutério.

2.3.2 Além da andlise linear: A analise fracamente nao linear

Voltamos nossa atencdo para a equacgdo (2.16) em sua forma completa, ou seja, até
terceira ordem em (, procurando verificar a robustez dos resultados obtidos na secgdo (2.3.1).
Comecamos reescrevendo a equacdo (2.3) em termos apenas de amplitudes senos e cossenos

reais,
o0

C(p,t) = Co + Z [a,,(t) cos ng + b, (t) sin ny, (2.34)

onde a,(t) = G, (t) + C_n(t) e by(t) = [ (t) — (_n(t)] sdo reais. Como vimos no texto que
aparece apds a equacdo (2.3), o modo n = 0 remete a conservacdo de massa, sendo escrito

L& 2 2
o =~ 230 + 0] (235)

n—=
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Procuramos resolver numericamente o sistema de equacdes diferenciais acopladas para um
ndmero finito de modos de Fourier a,,(t) e b, (t), cujas expressdes descrevendo suas evolucdes
temporais se encontram no Apéndice B, para um ndmero arbitrario de modos.

De acordo com (MIRANDA; WIDOM, 1998b), podemos descrever o comportamento da evo-
lucdo da interface assumindo a presenca de ruidos de fundos constantes de baixa intensidade,
de forma que cada modo de Fourier n sera perturbado com uma fase complexa aleatéria ¢, (0),
tal que |(,,(0)| seja igual para todos os modos. Além disso, consideramos que um dado modo
n sé terd a variacdo no tempo de sua perturbagdo ¢, ao atingir o raio critico R.(n), conforme
descrito no paragrafo que precede a equacdo (2.22).

Sendo assim, todas interfaces presentes neste capitulo levam em conta os modos 2 < n <
20, dado que o modo n = 0 é escrito em funcao dos outros e o modo n = 1 é sempre estavel
ou marginal, isto é, \(n = 1) < 0, ndo influenciando na dindmica. A fim de nos mantermos no
regime perturbativo, duas condicdes sdo impostas, sendo a primeira delas que |(,(t)| < R(t).

A outra condicdo imp&e que, ao representar a evolucao de uma interface graficamente,
esta deve ter seu tempo maximo limitado pelo momento em que duas interfaces sucessivas se
toquem, n3o permitindo que essas se cruzem. Tal cruzamento n3o é verificado em experimentos
(PATERSON, 1981; HOMSY, 1987; CHEN, 1987), entdo esta ocorréncia no método perturbativo

impoe um limite superior para o tempo maximo. Mais formalmente, temos que

[Cgﬂt:w o, (2.36)

Argumentamos agora a necessidade de uma andlise até a terceira ordem, fazendo uma
comparacdo entre as evolucoes das interfaces de primeira, segunda e terceira ordem, na Fig.
23. Em tal figura, temos que a injecdo de fluido é feita numa taxa constante e ambos fluidos
tém viscosidade fixa. Na primeira linha da Fig. 23, temos a evolucdo temporal da interface
para 0 <t <1, em (a) primeira, (b) segunda e (c) terceira ordem. Observe que os padrdes da
Fig. 23 assemelham-se ao inicio da evolucdo do padrdo da Fig. 3(a) e a interface da Fig. 8(a),
ambas da introducdo, com os de segunda e terceira ordem prevendo a bifurcacdo dos dedos.

Para reforcar nossa analise, usamos parametros consistentes com um classico experimento
da literatura, presente em (PATERSON, 1981), no qual é considerada a injecdo de ar [ ~ 0],
numa célula de espessura b = 0.15 cm preenchida com glicerina [, ~ 5.21 g/(cm s)] a uma
taxa de injecdo constante de Q = 9.3 cm?/s. A tensdo superficial na interface é de o =
63 dina/cm. Adicionalmente, temos o raio inicial da interface dado por Ry = 0.05 cm, com

a norma da amplitude de ruido sendo |(,,(0)| = Ro/500.
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Figura 23 — Evolucdo dos padrdes de dedos viscosos para dois fluidos de viscosidade constante ao resolver a
Eq. (2.16) em (a) primeira, (b) segunda e (c) terceira ordem, para 0 < ¢ < t;. Sdo incluidos os
modos 2 < n < 20. Evolu¢do temporal das amplitudes de pertubag&o escalonadas |(,(t)|/R(t)
em (d) primeira, (e) segunda e (f) terceira ordem. O inset em (d) [(e)] mostra a evolugdo da
interface de primeira [segunda] ordem para ¢ = 0.73.

(a) (b) (©)
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Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020a)

A evolugdo das interfaces presentes na Fig. 23 ocorre para Ry < R(t) < Ry e 0 <t <ty,
para Ry = 11.012 cm e t; = 41 s. Dada nossa adimensionalizagdo de comprimentos por Ry
e tempos por ts, os parametros aidmensionais se tornam Ry = 1, Ry = 0.0045 e t; = 1. Por
fim, a tens3o superficial efetiva presente na Eq. (2.19) é dada por 7 = 6.96 X 10~ e, como
em (BEESON-JONES; WOODS, 2017), tomamos V=0 e V,, = 0.5.

Adicionalmente, as Figs. 23(d), 23(e), 23(f) mostram as amplitudes de perturbacdo rees-
calonadas |(,,(t)|/R(t), onde |, (t)| = y/a2(t) 4+ b2(t)/2 para todos os modos 2 < n < 20
participantes. Os insets nas Figs. 23(d) e 23(e) representam respectivamente as interfaces das
Figs. 23(a) e 23(b) para um dado tempo ¢t = 0.73 que obedece a condi¢do imposta pela Eq.
(2.36).

Como vimos na introducao desta dissertacdo, experimentos para o caso em que ambos ()
e 7); sdo constantes, temos o crescimento dos dedos em um formato que lembra um catavento

e tem suas pontas ramificadas (PATERSON, 1981; HOMSY, 1987; CHEN, 1989; MIRANDA; WI-
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DOM, 1998b). Observamos que a Fig. 23(a), de primeira ordem, n3o apresenta as classicas
caracteristicas morfolégicas da instabilidade de Saffman-Taylor, como a ramificacdo dos de-
dos viscosos, e continuam se alongando, mantendo um perfil fino. Ao olharmos a Fig. 23(d),
nota-se que o rapido crescimento de todos os modos com carater exponencial. Além disso,
a interface de primeira ordem claramente quebra a condi¢cdo imposta pela Eq. (2.36), que se
refere ao cruzamento de interfaces sucessivas, que comecam a ocorrer em ¢t = 0.73 < t.

Agora, focamos nossa atencdo na Fig. 23(b), que se refere a segunda ordem. Aqui ja obser-
vamos dedos mais largos e evidéncias de bifurcacdo dos dedos viscosos antes do cruzamento
entre as interfaces sucessivas ocorrerem, de acordo com experimentos. Também é evidente
a atenuacgdo das amplitudes dos modos de Fourier na Fig 23(e), dado o acoplamento dos
modos em segunda ordem, um efeito puramente n3o linear. Embora tenhamos uma descricao
mais realista dos experimentos, tal ordem de perturbacdo ainda n3o é suficiente para que ndo
ocorra o cruzamento de interfaces em ¢t = 0.73, sugerindo a necessidade de uma ordem de
perturbacdo superior.

Assim, para obtermos uma descricao realistica do fendmeno, usamos a terceira ordem,
presente na Fig. 23(c). Note o alargamento dos dedos, bem como a abundante presenca de
ramificagdes nas pontas destes. Nao ha cruzamento de interfaces sucessivas parat = ¢y e como
vemos na Fig. 23(f), todas as amplitudes dos modos sdo ainda mais atenuadas, obedecendo
a condicdo |¢,| < R. Tal diminuicdo do crescimento se da pelas contribuicdes n3o lineares
do acoplamento de modos em terceira ordem. Desta forma, todas interfaces presentes nesta
dissertac3o diante deste ponto levam em conta a Eq. (2.16) em sua forma completa de terceira
ordem.

Podemos agora finalmente comecar nossa analise de como as interfaces se comportam com
a injecao 6tima e com a viscosidade do fluido injetado variando no tempo. O problema usual

de Hele-Shaw consiste em uma injecdo a taxa constante
Qo =m(1— Rg), (2.37)

e viscosidade constante, que na nossa teoria corresponde ao caso # = 0, vide a Eq. (2.28).
Assim, procuramos comparar a evolucdo das interfaces com a taxa de injecdo constante [Eq.
(2.37)] e com a taxa de inje¢do 6tima [Eq. (2.33)] para valores representativos de 6, descre-
vendo o crescimento do padrao com nosso esquema de modos acoplados em terceira ordem.

A figura 24 mostra na sua primeira linha os padroes de terceira ordem para taxa de injecdo

constante [(a), (b), (c)] e, na segunda linha, para a injecdo 6tima [(d), (e), (f)]. Sdo usados



Figura 24 — Evolucdo temporal das interfaces geradas ao resolver a Eq. (2.16) em terceira ordem para 0
t < ty, considerando injegdo constante @ = Qo [(a)-(c)] e injecdo 6tima @ = Q(t) [(d)-(f)]. Sdo
usados: # =0 [(a) e (d)], # =0.2 [(b) e (e)] e 6 =1, [(c) e ()]

(©

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020a)

trés valores ilustrativos de 0: 6 = 0 [(a) e (d)], # = 0.2 [(b) e (¢)] e & =1, [(c) e (f)]. As
sucessivas interfaces sdo plotadas em intervalos de tempos iguais t;/10, para 0 <t < t;.

Foquemos primeiramente nossa atenc3do nas interfaces de injecdo constante, que é o sistema
presente no experimento da Fig. 8, do primeiro capitulo desta dissertacdo. Como esperado, a
Fig. 24(a), referente ao caso de viscosidade constante § = 0, apresenta a formacdo das tipicas
ramificacdes de dedos viscosos de células de Hele-Shaw, com ampla presenca de bifurcacdes.
Ao comparar com a Fig. 24(b), na qual ocorre a gelificacdo do fluido injetado [# = 0.2],
vemos uma drastica diminuicao das bifurcacdes, embora ainda notemos a formacdo dos dedos
e seu alargamento, caracteristico do problema. J& na Fig. 24(c), que tem sua viscosidade
aumentando rapidamente [/ = 1] em relacdo a Fig. 24(b), quase que n3o ocorrem formacdes de
dedos, gerando apenas ondulacdes na interface, indicando que o sistema é consideravelmente
mais estavel.

Observando as Figs. 24(d), (e) e (f), vemos que ao empregar a taxa de injecdo 6tima (Eq.
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2.33) obtida pelo método variacional, melhores resultados de estabilizacdo sdo obtidos. Vemos,
no caso de viscosidade constante [(a) e (d)], resultados similares ao experimento (Fig. 8) e
simulacdes fortemente n3o lineares realizadas por (DIAS et al., 2012), validando nosso esquema
de modos acoplados. Ao analisar as Figs. 24(e) e 24(f), concluimos que o sistema fica ainda
mais estavel ao combinarmos ambos métodos de injecdo 6tima e fluidos de viscosidade variando
no tempo. Note que a Fig. 24(f) apresenta uma interface praticamente perfeitamente circular.

Tais conclusdes sao reforcadas de forma quantitativa ao examinarmos a Fig. 25, que mostra

como o perimetro das interfaces

o dR\ 2
L:/ R2 4+ (22 4 238
"R () @ (238

varia com o tempo. Para o caso da injecao constante (), temos linhas sélidas e para a injecao
6tima Q(t) temos linhas tracejadas, ambos casos para os trés valores de 6 presentes na Fig. 24.
E evidente que ao variar a viscosidade mais rapidamente, isto é, aumentar o valor de ¢, temos
uma menor instabilidade. O mesmo vale para o uso da taxa de injecdo 6tima em relacdo a
constante. Obtemos para o caso # = 1 com injecao étima um perimetro de aproximadamente
27, representando efetivamente nenhuma instabilidade, dado que na nossa adimensionalizacao
Ry =1.

Sendo assim, os resultados de terceira ordem presentes nas Figs. 24 e 25 indicam que o
esquema variacional de estabilizacdo dado pela Eq. (2.33), que é obtido da taxa de crescimento
linear para um fluido nao newtoniano, cuja viscosidade aumenta no tempo, permanece valido

durante o inicio dos efeitos ndo lineares.
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Figura 25 — Evolucdo temporal do perimetro L das interfaces presentes na Fig. 24, considerando @@ = Qg
(curvas sélidas) e Q = Q(t) (curvas tracejadas), para # =0, 0.2 e 1.

12F
10 S 6 = O
Solid: Q constant
8 Dashed: Q optimal

_ 27

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020a)

2.4 FIXANDO O NUMERO DE DEDOS

Aqui, procuramos calcular uma taxa de injecdo (Q(t) dependente do tempo a fim de per-
mitir a fixacdo do nimero de dedos viscosos, evitando ramificacdes nas pontas. Estendendo os
trabalhos (LI et al., 2009; DIAS; MIRANDA, 2010) (experimento da Fig. 9), obtemos tal injecdo
para um fluido cuja viscosidade aumenta no tempo, de acordo com a Eq. (2.28). Diferente-
mente da seccao 2.3, o volume total de fluido injetado e o tempo final de injecdo nao sdo
fixos. Para a consisténcia do capitulo, tomaremos a mesma adimensionalizacdo da seccdo 2.3,
tempos por ¢y e comprimentos por Rf.

Obtemos tal taxa a nivel linear e, checamos sua validade e robustez com nosso esquema de
modos acoplados em terceira ordem. O procedimento para encontrar este ()(t) é consideravel-
mente mais simples. Em primeira ordem, o nimero de dedos viscosos pode ser estimado pelo
Nmax, definido na Eq. (2.22), tal que a injecdo desejada serd aquela que fixa ny.,. Com a Eq.

(2.17), calculamos o modo de maior crescimento impondo que esse seja constante. Obtemos

RR*(1-V) =T, (2.39)
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onde

[ =T(7, Nmax) = 7(302,,, — 1) (2.40)

max

independe do tempo. Resolvendo a equacido diferencial (2.39) e, com a Eq. (2.18), temos

Q(t) = ffrv {RO 3r/ ldt/ } (2.41)

Com a variacdo temporal do raio entre as viscosidades V' = V/(¢) dada pela Eq. (2.28),
podemos calcular explicitamente a integral em Eq. (2.41), obtendo a expressdo em forma
fechada

27T r Vi—1 —1/3
1 2.42
1-Vv {RO (Vo —1)8 ® [VO—VOO+(VOO—1)eXp(9t)]} - (242)

que dita a taxa de injecao que fixa um dado nimero de dedos viscosos 7.« para um fluido

Q) =

injetado n3o newtoniano. Tal resultado é consistente com (CARDOSO; WOODS, 1995; LI et al.,
2009; DIAS; MIRANDA, 2010) para o caso de viscosidade constante # = 0, dado por ) ~ =173,

Para facilitar a comparacdo do nosso esquema de terceira ordem com resultados experi-
mentais, usamos aqui parametros similares aos do experimento de (LI et al., 2009), presente
na Fig. 9. O experimento considera a injecdo de ar [ ~ 0] em uma célula de Hele-Shaw
radial de espessura b = 0.05 cm, preenchida com dleo de castor [y = 10 g/(cm s)]. A tens3o
superficial na interface é de o = 48 dina/cm.

Apresentamos na Fig. 26 interfaces para ((t), gerando cinco e seis dedos viscosos, evo-
luindo a partir de um raio inicial Ry = 0.15 cm, com amplitude de ruido inicial |(,(0)| =
R, /500. Para as estruturas de cinco dedos viscosos, temos Ry = 4.05 cm e ¢ty = 300 cm,
nos levando a uma tens3o superficial efetiva 7,5 = 4.5 X 107, J4 para a estrutura de seis
dedos, Ry = 1.17cm, ty =5cme 7, -5 = 3.1 X 1073, Como na seccio anterior, 1, =0 e
V. = 0.5. Para o caso de viscosidade constante, este sistema é analogo ao dos experimentos
exibidos nas Figs. 9 e 10 da introducao.

Para verificar a eficiéncia do resultado da Eq. (2.42), geramos padrdes de terceira ordem
usando 2 < n < 20 a partir da Eq. (2.16). A Fig. 26 apresenta a evolucdo temporal para
0 <ty <1, em passos de t;/10. Dada a adimensionalizagdo, t; = 1. Sdo mostrados trés
valores simbdlicos de 0: 6 = 0 [(a) e (d)], 8 = 0.5 [(b) e (e)] e @ =1 [(c) e (f)]. As figuras da
primeira linha [(a), (b), (c)] usam a taxa de injecdo da Eq. (2.42) a fim de gerar uma simetria
de cinco dedos, ja as da segunda linha [(d), (e), (f)], procuram criar seis dedos viscosos.

A figura 26 nos mostra que a fixacao de n,,,, através de um esquema de injecao variavel

ainda permite manter o nimero de dedos viscosos fixo, mesmo para diversos valores de 6. Ve-



1
iy

Figura 26 — Evolucdo temporal das interfaces geradas ao resolver Eq. (2.16) em terceira ordem para 0 <
t < ty, considerando injec3o proposta pela Eq. (2.42). E imposto n = ny.x = 5 em [(a)-(c)] e
N = Nmax = 6 em [(d)-(f)]. S&o usados: 6 =0 [(a) e (d)], 8 = 0.2 [(b) e (e)] e & =1, [(c) e ()].

(b) (c)
(e) €3]

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020a)

mos também que a atenuacdo do crescimento dos dedos, causada pela variacdo da viscosidade,
gera uma maior uniformidade entre os dedos, sendo assim, podemos selecionar a quantidade
de dedos desejados através de () e ajustar o tamanho dos dedos com diferentes valores de
0.

Para uma evidéncia qualitativa, observamos a Fig. 27, que mostra a variacdo das amplitudes
de perturbacdo reescalonadas para o tempo final |(,(tf)|/R; com o niimero de onda azimutal
n. Observamos claramente que os picos ocorrem em n = ny.. = b para as Figs. 27(a)-
(c) e n = nmax = 6 para Figs. 27(d)-(f). Observamos que mesmo na presenca de efeitos ndo
lineares, Ny € 0 modo de maior amplitude no tempo final e durante toda a dinamica, ditando
a simetria do sistema.

Note que mesmo havendo sido obtida no regime linear, a Eq. (2.42) permanece relevante
na nossa analise de terceira ordem, como é visto nas Figs. 26 e 27, indicando que tal taxa de

injecao permanece efetiva no inicio dos estagios ndo lineares da evolucdo.
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Figura 27 — Amplitudes reescalonadas de modos |, (t;)|/R(t;) no tempo final ¢t = t; = 1 em fungdo do
nimero azimutal de modo n. Os dados sdo extraidos das dltimas interfaces (em preto) da Fig.

26.
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Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020a)

Neste capitulo, mostramos que é possivel obter taxas de injecao especificas, a fim de

minimizar o crescimento de instabilidades na interface e também, fixar o nimero de dedos

viscosos presente no sistema, para fluidos cuja viscosidade aumenta no tempo. Embora tais

estratégias de controle sejam obtidas a partir de uma analise linear, atestamos que estas

permanecem efetivas durante os primeiros estagios nao lineares da dinamica, através do nosso

esquema fracamente n3o linear de modos acoplados.
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3 ESTRESSES VISCOSOS NORMAIS E TRIFURCACOES

3.1 ESTRESSES NORMAIS E A CONDICAO DE YOUNG-LAPLACE MODIFICADA

Neste capitulo, procuramos entender como trifurcacbes podem ser favorecidas no fluxo de
Hele-Shaw, quando um fluido de baixa viscosidade é injetado radialmente em outro de maior,
ambos incompressiveis e newtonianos. Tal estudo é motivado pela escassez de andlises tedricas
sobre este efeito, embora ele ocorra em experimentos, como na Fig. 12 e em (PATERSON, 1981,
CHEN, 1987; CHEN, 1989; LAJEUNESSE; COUDER, 2000; WARD; WHITE, 2011; PIHLER-PUZOVIC
et al.,, 2018; SCHIMITH; ROBERTO; ABEDI, 2020).

Para tal, levamos em considerac3o efeitos de estresses viscosos normais (LANDAU; LIFSHITZ,
1987), que sdo ignorados na maioria dos estudos tedricos. KIM et al. (KIM et al., 2009) con-
sideram tais efeitos, executando uma andlise linear, mostrando que os estresses alteram a
velocidade de propagacao da interface, criando uma maior estabilizacdo. Tais efeitos trouxe-
ram a andlise linear a um melhor acordo com experimentos, de forma que esperamos que nossa
analise fracamente ndo linear também se aprimore permitindo capturar efeitos de trifurcacao.

Procuramos obter uma generalizagdo da condicdo de Young-Laplace [Eq. (2.10)], levando
em conta efeitos de estresses viscosos normais e da tensao superficial. A partir dos trabalhos
de (BATCHELOR, 1967; LANDAU; LIFSHITZ, 1987; PANTON, 2005), consideramos o equilibrio
de estresses na interface (r = R) de dois fluidos newtonianos incompressiveis, cujos estresses

sao relacionados a pressao e as velocidades por
p1—pe =0k +[0(11 — T2) -n] - m, (3.1)

onde

= [Vv;+ (Vv (3.2)

com T denotando a matriz transposta. A fim de estabelecer uma base comparativa, 6 = 0
ignora os efeitos de estresse e 0 = 1 os considera.
Dada a geometria do problema, podemos representar o tensor de estresses em coordenadas
polares (r,0) por
Tirr  Tjro
Tj = . (33)

Tire Tj.00
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Como os fluidos sdo incompressiveis [Eq.(2.5)], as componentes do tensor sdo dadas por

ov; ,
Tj’”" = 277] [ ai: ] ) (34)
1 0v; Vi
Tjoo = 21 [(T agg + jﬁ )] (3.5)
0 [v; 10v;,
R la (3) % ] (3:6)

Sendo as velocidades escritas em termos dos potenciais de velocidade [Eq. (2.6)], temos

0%,
Tirr = _27]] [8T2]1 ) (37)
1 0%, 10¢,
Tj00 = —277j |fﬂQ 39; + 7“07“]1 ) (3.8)
10¢p; 10%¢,
A o, | — 2L = I, )
K 7”L289 ramw] (3:9)

Com as Egs. (3.7)-(3.9) e com n = (n,, ng),

[7’ n] n Tirr Tjré ny Ny
'R . —

Tiro T;00 Uz Ny
= nsz,rr + 2nrn97-j,r9 + ngTj,HG
P, 1Pg;, 106, 1 5%, 104,
— —9n, 2 J 2 . - J 7 2( - J - ? ]
mh&a+”QOw 20 ) "\ 2 T ar
(3.10)

Por fim, substituimos a Eq. (3.10) para ambos os fluidos j = 1 e 2 na Eq. (3.1), obtendo

P1— P2 = OK
st 1 0%¢, 1 O¢, 1 0%,  10¢;
201 [nT or? 21 (T orod  r?2 00 "o r2 002  r Or
82¢2 1 82¢2 1 8¢2 1 82¢2 1 8¢2
2 1 L 2 L 1
201> [nT or? 21 (7’ orod  r2 00 "\ 2002 Ty or )|

(3.11)

onde « é dado pela Eq. (2.12) e o é a tens3o superficial.

Para analisarmos os efeitos dos estresses viscosos na morfologia dos padrées formados
na célula de Hele-Shaw, usamos o mesmo esquema de modos acoplados descrito na seccdo
2.2, utilizando as Egs. (2.2), (2.3), (2.8), (2.13) e (3.11), obtendo um anélogo da Eq. (2.14)

[ver o Apéndice C, Eq. (C.2)]. Durante este capitulo, adimensionalizamos comprimentos pelo
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espacamento da célula b, e velocidades por ()/b, tal que a taxa de crescimento linear é dada

por
An) = 8&){2;5{2 [A[n] (14055 - s(n)] S D 1)}, (3.12)
onde
Ca = 12;72Q (3.13)

é o niimero de capilaridade global que mede a forca relativa entre viscosidade e tensdo super-

ficial, e

1
s(n) = 1+5@|n\(|n| + A). (3.14)

A equacao de modos acoplados para a perturbacao, bem como as expressoes para as funcoes

de acoplamentos de modos ndo lineares, sdo dadas no Apéndice C, Egs. (C.1)-(D.8).

3.2 ANALISE FRACAMENTE NAO LINEAR

Com intuito de analisarmos os efeitos dos estresses normais na morfologia dos padrdes,
seguimos passos similares aos da seccdo 2.3.2, escrevendo a perturbacdo em termos de mo-
dos senos e cossenos reais [Egs. (2.34), (B.5) e (B.6)], contudo, inicialmente tomamos uma
abordagem diferente. MIRANDA; WIDOM (1998b) mostraram que, para o problema usual de
Saffman-Taylor, é possivel observar o mecanismo de bifurcacdo dos dedos viscosos conside-
rando o acoplamento de apenas dois modos de Fourier: um modo fundamental n e seu primeiro
harmonico 2n. O modo fundamental imp&e uma simetria de n dedos viscosos e seu harménico
molda o formato dos dedos, tornando-os mais achatados, finos, ou os bifurcando.

Para estudar o efeito de trifurcacdo, é natural a extensdo do método descrito acima para
o acoplamento de trés modos de Fourier: n, 2n e 3n (FONTANA; GADELHA; MIRANDA, 2016).
Representamos na primeira linha da Fig. 28 a interface fluido-fluido para o acoplamento destes
modos, obtida ao resolver a Eq. (C.2), com A = 1, Ca = 200 e Ry = 3, a passos de
At =t;/10 para 0 < t < t;. Tais pardmetros sdo condizentes com experimentos classicos da
literatura (PATERSON, 1981; CHEN, 1987; CHEN, 1989; LAJEUNESSE; COUDER, 2000; WARD;
WHITE, 2011; PIHLER-PUZOVIC et al., 2018), dos quais vimos que os pardmetros adimensionais
obedecem O(10) < Ca < O(10%) e O(1) < Ry < O(10). Além disso, para termos um



56

fluxo instavel, 0 < A < 1. A segunda linha se refere a evolucdo temporal das amplitudes de
perturbacdo reescalonadas |(,(t)|/R(t), onde |G, (t)| = \/a2(t) + b2(t)/2.

A escolha do contraste de viscosidade maximo ocorre devido ao extensivo uso de A = 1
em experimentos, para o qual o sistema é mais instavel, favorecendo ramificacdes nos dedos.
Ja para o nimero de capilaridade, escolnemos um valor moderado, procurando maximizar
as perturbacdes na interface, mas n3o excedendo os limites do nosso regime perturbativo. E
importante lembrar que as condi¢des, de ndo cruzamento de interfaces [Eq. (2.36)] e [(| < R
devem ser obedecidas.

Em contraste com o exposto na seccdo 2.3.1, o modo azimutal definido pela Eq. (2.22)
ndo serd usado para definir a simetria dos padrdes. Seguimos (DIAS; MIRANDA, 2013), que

mostraram que o modo né . definido por

) -

dn
N=Nmax
onde

t
Colt) = Go(0) exp [ /0 )\(n)dt] , (3.16)
gera uma melhor previsao para o niimero de dedos viscosos emergentes no ambito linear, em
comparacio a 7. Desta forma, consideramos nosso modo fundamental n = n$,, no tempo
t = ty. Para os pardmetros presentes na Fig. 28, n = n$,. = 7, 2n = 14 e 3n = 21. Como

efeitos de bifurcacao e trifurcacdo sdo inerentemente n3o lineares, é importante termos certeza
que estes ndo sdo gerados artificialmente por uma amplitude inicial. Sendo assim, a amplitude
inicial (¢ = 0) de ambos harmdnicos 2n e 3n é zero. A (nica amplitude inicial serd do modo
fundamental n, tal que a,(0) = b,(0) = Ry/2500.

Examinamos primeiramente as Figs. 28(a) e (c), que correspondem ao caso sem considerar
estresses normais (0 = 0) e ¢; = 1000. Na Fig. 28(a), vemos a formagdo de uma estrutura
de sete dedos a partir de uma estrutura praticamente circular, que tem suas pontas alargadas
com o tempo. S3o também observadas bifurcacdes nas pontas dos dedos, como na maior
parte dos experimentos. Tal morfologia é consistente com a Fig. 28(c), na qual vemos um
crescimento do modo fundamental n = 7, impondo a simetria de sete dedos, e um crescimento
do primeiro harmdnico 2n = 14, que gera a bifurcacdo dos dedos. Vemos que o modo 3n tem
sua amplitude relativamente baixa durante a evolucao, n3o sendo influente na morfologia.
Tais resultados sdo consistentes com os achados tedricos de (MIRANDA; WIDOM, 1998b) e
experimentais de (PATERSON, 1981; CHEN, 1987; CHEN, 1989; LAJEUNESSE; COUDER, 2000;

WARD; WHITE, 2011; PIHLER-PUZOVIC et al., 2018).
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Figura 28 — Evolucdo dos padrdes de dedos viscosos para dois fluidos de viscosidade constante ao resolver a
Eq. (C.2) para 0 <t < tf, quando (a) 6 = 0 e ty = 1000, e (b) 6 =1 e t; = 1800. O tempo
t; é definido pela Eq. (2.36). Consideramos o acoplamento n3o linear dos modos n = n§,,, = 7,
2n = 14 e 3n = 21. A evolugdo temporal da perturbac3o reescalonada |, (t)|/ R(t) correspondente
é representada em (c) para 6 =0 e (d) para § = 1.

Fonte: (COUTINHO; ROCHA; MIRANDA, 2021)

Em contraste, as Figs. 28(b) e (d) consideram os efeitos de estresses normais viscosos
(6 = 1). Temos para estas, ty = 1800, um valor consideravelmente superior ao do caso ¢ = 0,
ty = 1000. Isso ocorre devido ao papel estabilizante que os estresses tém na dinamica do
sistema, causando um retardo na formacdo das instabilidades, permitindo evoluir os padrdes

até um tempo maior. Tal efeito é consistente com os trabalhos (GADELHA; MIRANDA, 2004;
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KIM et al., 2009; GADELHA; MIRANDA, 2009).

Comparando as morfologias das Figs. 28(a) e (b), é clara a diferenca. Para § = 1 [(b)]
temos o alargamento dos dedos e o fenémeno da trifurcacao no lugar da bifurcacdo, gerando
um padrdo de 21 dedos viscosos. Além disso, vemos que o padrdo (b) é consideravelmente
maior que o (a), dada a estabilizacdo gerada pelos estresses. Na Fig. 28(d), vemos um cres-
cimento do modo 3n = 21, tendo sua amplitude reescalonada se igualando em médulo a do
primeiro harmdnico 2n, com um crescimento exacerbado em comparacdo ao modo 3n do caso
sem estresses [Fig. 28(c)]. Ainda podemos observar uma atenuagdo do crescimento do modo
fundamental n na Fig. 28(c), corroborando com o retardo do crescimento dos padrdes.

A partir da Fig. 28, podemos concluir que ao comparar os casos sem (§ = 0) e com (0 = 1)
estresses que a presenca deles favorece a formac3do de estruturas de trifurcacdo. Contudo, as
condicoes impostas na Fig. 28 s3o idealizadas, temos o acoplamento de apenas trés modos e a
criacdo de estruturas perfeitamente simétricas, que geram apenas bifurcacdes (para 0 = 0) ou
trifurcacdes (para § = 1), n3o refletindo a realidade dos experimentos expostos nas Figs. 11
e 12, presentes na seccao 1.3. A fim de termos um resultado mais robusto, usamos o modelo
descrito na seccao 2.3.2, no qual sdo considerados todos os modos de Fourier dentro da banda
de instabilidade linear e cujos resultados estdao em melhor acordo com experimentos em células
de Hele-Shaw. Aqui, consideraremos a participacdo de todos os modos instaveis 2 < n < 21,
cada um com uma fase aleatéria associada a si. Como ja discutido, o modo n = 0 é escrito
em termos dos outros [Eq. (2.35)] e 0 modo n = 1 é estavel ou marginal [A\(n = 1) < 0].

Na figura 29, representamos graficamente a evolucdo de interfaces em terceira ordem
ao negligenciarmos estresses normais [(a)-(c), § = 0] e ao considera-los [(d)-(f) 6 = 1].
Usamos parametros similares a Fig. 28, A = 1, Ca = 200, Ry = 3 e |(,(0)| = Ry/750. Tais
parametros serdo usados em todas outras figuras deste capitulo, exceto quando especificado.
Lembramos que a cada modo n é associado uma fase aleatéria, de forma que, para evidenciar
a reprodutibilidade dos resultados, apresentamos trés conjuntos de fases aleatérias, um para
(a) e (d), outro para (b) e (e) e um terceiro para (c) e (f).

Para os padroes da Fig. 29, observamos a formacao de sete ou oito dedos. Calculamos

< 8, enquanto 12 < nyax < 13, indicando que nS._ . melhor prevé o nimero de

max

que 7 < nS,..
dedos em estagios fracamente ndo lineares da dindmica. Para as Figs. 29(a)-(c) [caso 6 = 0],
observamos que os dedos tendem a se alargarem em suas pontas e é perceptivel a bifurcacao
de alguns deles, contudo, n3o ha sinais de trifurcacdes.

Ao considerarmos os efeitos de estresse [Figs. 29(d)-(f)], vemos que ainda ocorre o alar-
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Figura 29 — Evolugdo dos padrdes de dedos viscosos ao resolver a Eq. (C.2) para 0 < ¢ <t;, com2 <n < 21,
quando 6 = 0 [(a)-(c)], e d = 1 [(d)-(f)]. Os tempos t; sdo: (a) 530, (b) 530, (c) 560, (d) 970,
(e) 1012 e (f) 1060. A ocorréncia de trifurcacdo em [(d)-(f)] é indicada por setas. Trés conjuntos
de fases aleatérias sdo usadas, um para (a) e (d), outro para (b) e (e) e um terceiro para (c) e
(f). Aqui A=1, Ca=200e Ry = 3.

Fonte: (COUTINHO; ROCHA; MIRANDA, 2021)

gamento dos dedos e bifurcacdes, contudo, os perfis dos dedos sao mais curtos e largos. Esse
efeito ocorre devido a estabilizacdo causada pelos efeitos de estresses, note também que os
tempos finais sdo consideravelmente maiores. Sobretudo, vemos a existéncia de trifurcacoes,
que nao eram presentes ao ignorarmos efeitos de estresses, indicadas por pequenas setas pre-
tas nas interfaces. Assim, observamos a formacao de trifurcacdes tanto no caso idealizado da
Fig. 28 quanto na Fig. 29, que leva em conta o acoplamento de todos os modos de Fourier
instaveis e efeitos de ruidos aleatérios, de forma que nossas previses se aproximam ainda mais
da realidade dos experimentos das Figs. 11 e 12, presentes na introducao.

Informacdes complementares sdo dadas na Fig. 30, que mostra a evolucdo temporal das
amplitudes de perturbacdo reescalonadas |(,,(t)|/R(t), onde |(,(t)| = \/a2(t) + b2(t)/2, as-
sociadas as interfaces ilustradas na Fig. 29, para todos os modos participantes 2 < n < 21.
Vemos o impacto causado pelos estresses na atenuacdo do crescimento dos modos, evidente

ao compararmos as figuras sem [(a)-(c), § = 0] e com influéncia de estresses normais [(d)-(f),
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Figura 30 — Evolucdo temporal das amplitudes de perturbacdo reescalonadas |, (¢)|/R(t) para 2 < n < 21.
Todos os pardmetros fisicos e condicdes iniciais sdo os mesmos da Fig. 29. Note que 6 = 0 para

(a)-(c) e 6 = 1 para (d)-(f).
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Fonte: (COUTINHO; ROCHA; MIRANDA, 2021)

= 1]. Tal achado é consistente com a morfologia de dedos mais curta e achatada dos dedos
presentes nas Figs. 29(d)-(f), juntamente com a possibilidade de evoluir a dindmica até um
tempo superior.

Observamos claramente que os estresses normais retardam o crescimento das instabilidades,
contudo, estes modificam a dindmica do sistema, de forma que as ramificacGes nas pontas
dos dedos s3o estimuladas, envolvendo tanto bifurcacoes quanto trifurcacdes, como o previsto
pelo modelo com apenas trés modos de Fourier (Fig. 28) e em experimentos [Figs. 11 e 12].

Procuramos agora entender como a morfologia do sistema se comporta ao variarmos o
contraste de viscosidade A e o nimero de capilaridade Ca, na presenca de estresses visco-
sos normais. Sabe-se que, independente de estresses, maiores valores de A e Ca tendem a
desestabilizar o sistema (PATERSON, 1981; CHEN, 1987; CHEN, 1989; LAJEUNESSE; COUDER,
2000; WARD; WHITE, 2011; PIHLER-PUZOVIC et al., 2018). Para Ca, caso tenhamos um valor
muito pequeno, a interface serd muito estavel e a evolucao temporal n3o serd interessante.
Ja para valores muito altos, teremos grandes deformacdes e nosso esquema perturbativo ndo

sera suficiente para estudar a dinamica.
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Figura 31 — Perimetro interfacial reescalonado L(t;) [Eq. (3.17)] para diferentes valores de Ca. Os dados
foram obtidos através das interfaces ndo lineares de terceira ordem, com os parametros idénticos
aos da Fig. 29(f), salvo Ca. As interfaces para os pontos (a) Ca = 50, (b) Ca = 100 e (c)
Ca = 200 s3o representadas na Fig. 32.
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Fonte: (COUTINHO; ROCHA; MIRANDA, 2021)

A fim de caracterizar como o sistema se comporta com a variacao do niimero de capila-
ridade, observamos a Fig. 31, que detalha o comportamento do perimetro reescalonado da

interface para o tempo final ¢

L(t;) = %};W/O%JR?@JM [dzm do), (3.17)

para diversos valores de Ca. L(ts) representa o quanto uma dada interface final difere de
um circulo, sendo uma medida quantitativa de instabilidades, ou seja, quanto maior o valor
de L(ts), mais perturbada serd a interface. O valor do perimetro para cada Ca foi obtido
através do mesmo esquema de modos acoplados usado na Fig. 29, levando em conta os
modos 2 < n < 21 na presenca de estresses (0 = 1) e com o contraste de viscosidade maximo
permitido, A = 1. O restante dos pardmetros sdo os mesmos da Fig. 29(f), bem como o
conjunto de fases aleatérias. E evidente o aumento do perimetro reescalonado para maiores
valores de Ca, indicando uma maior deformacao das interfaces.

Para entender as consequéncias da modificacdo do nimero de capilaridade nas ramificacoes
dos dedos, a Fig. 32 exibe os padrdes que sdo representados nos pontos (a) Ca = 50, (b)

Ca = 100 e (c) Ca = 200 da Fig. 31, indicados por pequenas setas. Note que a Fig. 32(c) é
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Figura 32 — Evolucdo dos padrdes de dedos viscosos referente aos pontos (a)-(c) indicados na Fig. 31 obtidas
ao resolver a Eq. (C.2) para 0 <t < ty, com 2 < n < 21, quando § =1 e A = 1, para (a)
Ca = 50, (b) Ca = 100 e (c) Ca = 200. As condi¢Bes iniciais sdo as mesmas da Fig. 29. Os
tempos finais ¢4 sdo: (a) 12000, (b) 3000 e (c) 1060.

Fonte: (COUTINHO; ROCHA; MIRANDA, 2021)

idéntica a Fig. 29(f). Analisando a Fig. 32, focamos nossa atencdo no canto superior direito,
que apresenta uma clara trifurcacdo na Fig. 32(c). Contudo, vemos que para Ca = 100 [Fig.
32(b)] o dedo ndo ramifica, ocorrendo a planificacdo e achatamento do mesmo. Ja para
Ca = 50 [Fig. 32(a)], temos um inicio de uma bifurcacdo, indicando que maiores valores do
nimero de capilaridade favorecem a divisdo de um dedo em trés, gerando maiores perturbacdes,
de acordo com o indicado na Fig. 31.

Enfatizamos que, embora um valor razoavelmente alto de Ca seja necessario para obtermos
trifurcacdes, analisando as Figs. 29(c) e (f), vemos que tal condigcdo ndo é suficiente. Ainda
que a Fig. 29(c) possua os mesmos parametros da Fig. 29(f), ela ndo apresenta trifurcages.
A Unica diferenca entre as duas é a presenca de estresses viscosos, o que nos leva a concluir
que precisamos levar estes em consideracdo para capturarmos efeitos de trifurcacdo.

Por fim, na Fig. 33 estudamos a variacdo do contraste de viscosidade A para um dado Ca =
200 fixo. Representamos graficamente a interface em terceira ordem com todos os parametros
idénticos a Fig. 29(f), salvo A, que toma os valores (a) A =10.75, (b) A=0.85¢e(c) A=1.
Focamos novamente no dedo do canto superior direito, observando que para o menor valor de
A utilizado [Fig. 33(a)], tal dedo n3o ramifica. Ao aumentarmos o contraste para A = 0.85
[Fig. 33(b)], vemos uma pequena protuberancia no centro do dedo, indicando um inicio de
separacdo do dedo. Apenas no valor méximo de A [Fig. 33(c)] obtemos uma trifurcacdo
evidente. Também constatamos que o comportamento do perimetro reescalonado L(t;) com
Ca = 200 para diversos valores de A, apresenta comportamento similar ao encontrado na Fig.

31, com L(ts) crescendo juntamente a A. Tal comportamento é consistente com o esperado
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para fluxos de Hele-Shaw (HOMSY, 1987).

Figura 33 — Evolugdo temporal dos padrdes de dedos viscosos ao resolver a Eq. (C.2) para 0 < ¢ < tf, com
2 <n <21, quando 6 = 1 e Ca = 200, para: (a) A =0.75, (b) A =0.85¢e (c) A=1. Os
tempos t; sdo (a) 2700, (b) 1550 e (c) 1060. As condigdes iniciais sdo as mesmas da Fig. 29(f).

Fonte: (COUTINHO; ROCHA; MIRANDA, 2021)

Neste capitulo, empregando o esquema de modos acoplados em terceira ordem, vemos que
ao considerarmos os efeitos de estresses viscosos normais através da condicdo de pressao de
Young-Laplace modificada, é possivel capturarmos trifurcacbes nos dedos viscosos na emer-
géncia dos efeitos nao lineares da dinamica. Também constatamos um retardo no crescimento
das perturbacdes, de acordo com estudos e experimentos prévios citados durante o capitulo e
na introducdo, seccdo 1.3. Vemos que a divisao de um dedo em trés pode ocorrer indepen-
dente de ruidos de fundo e é favorecida por maiores valores do contraste de viscosidade A e

do ndmero de capilaridade global.
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4 PADROES DE FERROFLUIDOS CONFINADOS SOB CAMPOS MAGNETI-
COS CRUZADOS

4.1 CAMPOS MAGNETICOS CRUZADOS

Considere o aparato ilustrado na Fig. 34, no qual uma célula de Hele-Shaw, de espaca-
mento b, contém uma gota de ferrofluido de raio R e viscosidade 7; embebida em um fluido
nao magnético de viscosidade 7. Ambos fluidos sao newtonianos e imisciveis, com tensao
superficial o entre si. Consideramos a acdo de dois campos magnéticos: um de carater radial
H, gerado por um par de bobinas de anti-Helmholtz, possuindo correntes elétricas de mesma
intensidade fluindo em sentidos opostos, e outro azimutal Hy, proveniente de uma corrente
elétrica I que percorre um fio que passa pelo centro da célula. Ambas configuracGes de campos
foram brevemente descritas no capitulo introdutério, Figs. 18 e 19. A combinacao dos dois

resulta em um campo cruzado

I Hy |
H-= HS@ + HT = %e@ + ETGT. (41)

Note que nao hé injecao de fluido no sistema, entdo R é constante no tempo e as instabilidades

Figura 34 — Representacdo esquematica de uma gota de ferrofluido de viscosidade 7; embebida em um fluido
n3o magnético de viscosidade 72, confinados em uma célula de Hele-Shaw de espacamento b. O
sistema é submetido a um campo magnético cruzado H, formado pela combinacdo de um campo
radial, gerado de um par de bobinas de anti-Helmholtz, e um campo azimutal proveniente de uma
corrente elétrica que passa pelo centro da célula.

Fonte: (OLIVEIRA; COUTINHO et al., 2021)

sao provenientes do campo magnético.
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Tal sistema foi primeiramente estudado em (YU; CHRISTOV, 2021), que mostrou através de
um esquema de modos acoplados em segunda ordem e simulacGes fortemente n3o lineares que a
acdo de campos magnéticos cruzados pode induzir uma rotacdo na gota de ferrofluido com um
padrdo estavel imutavel. Neste capitulo, expandimos o estudo original, analisando importantes
aspectos que ndo foram abordados, empregando um esquema de modos acoplados em terceira
ordem, bem como simulacdes numéricas fortemente nao lineares, investigando também efeitos

de ruidos de fundo na estabilidade do sistema.

4.2 MODELAGEM TEORICA
4.2.1 Analise perturbativa de modos acoplados

A fim de descrevermos o sistema em estagios fracamente n3o lineares da dindmica, empre-
gamos novamente o método de modos acoplados em terceira ordem, descrito primeiramente
na seccdo 2.2. O sistema é descrito pela lei de Darcy [Eq. (2.4)], contudo dada a presenca
dos campos magnéticos, ela é modificada tal que (TSEBERS; MAIOROV, 1980; TSEBERS, 1981;

JACKSON; GOLDSTEIN; CEBERS, 1994)

b? 1 ,
—V pj — §MOXH 53'1 R (42)
J

V= —
na qual H = |H| é dado pela Eq. (4.1), 671 representa a delta de Kronecker, x a susceptibili-
dade magnética do ferrofluido e j4y a permeabilidade magnética na auséncia de material. Dados
efeitos de tracdo magnética que surgem da influéncia da componente normal da magnetizac3o
do ferrofluido na interface, a condicdo de Young-Laplace [Eq. (2.10)] também deve ser modi-
ficada, tal que (ROSENSWEIG, 1985; BLUMS; TSEBERS; MAIOROV, 1997; OLIVEIRA; MIRANDA,
2020)

pL— D2 = OK — ;,uo(l\/[ -8,)% (4.3)

com M = yH, onde M é a magnetizacao do ferrofluido. « indica a curvatura da interface
[Eq. (2.11)] e &, o vetor unitario normal a interface.

Logo, similarmente a seccdo 2.2, consideramos os potenciais de velocidade ¢; [Eq. (2.6)],
a condicdo de contorno cinematica [Eq. (2.13)] e que o raio da interface deformada é descrito
por R [Eq. (2.2)], tal que |¢| < R, obtendo a equacdo do movimento em terceira ordem para

a pertubacdo, similar a Eq. (2.16), dada no Apéndice D, Eq. (D.1). Note que comprimentos
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sdo reescalonados por R e velocidades por b?ugHg/[12(n + n2)R]. Tal adimensionalizaco
sera utilizada durante todo este capitulo.

Na equacdo (D.1), a taxa de crescimento linear adimensional é dada por
AMn) = |nf{x(1+x) —xJ* = B(n* — 1) —inx*J|, (4.4)

que independe do tempo. Temos como parametros fisicos relevantes o contraste de viscosi-
dade A = (2 —m1)/(n2 + 1), a tensdo superficial efetiva B = o (o HZ R), a susceptibilidade
magnética y e a forca relativa entre os campos radial e azimutal J = I /(2rHyR). O primeiro
termo dentro dos colchetes representa a desestabilizacdo gerada pelo campo radial, enquanto
os dois seguintes estabilizam o sistema, através do campo azimutal e tensdo superficial, res-
pectivamente.

Diferentemente das taxas de crescimento dos capitulos anteriores, temos um termo com-
plexo, responsavel pela propagacao da interface perturbada, fazendo com que a interface gire
com velocidade de fase dada por v(n) = —Im[\(n)/n] = x?J|n|. Tal termo complexo é pre-
sente apenas se ambos campos, radial e azimutal, estejam presentes na dinamica, caso algum

deles seja ausente (Hy = 0 ou I = 0), ndo havera propagacdo de pacotes de onda.

4.2.2 Vortex Sheet e o método da integral de contorno

Para descrevermos a evolucdo da interface de forma fortemente nao linear para estagios
avancados do crescimento dos padrdes, tomamos como base o método numérico da integral de
contorno (boundary integral method) descrito em (OLIVEIRA; MIRANDA, 2020), que o utilizou
para obter o padrao ndo linear para o caso cuja gota de ferrofluido foi submetida apenas ao
campo radial. Tal método acompanha a evolucdo temporal da intensidade de vortex sheet
adimensional v = s,(va — v1) - §, onde § é o vetor unitdrio tangente a interface, tal que, ao
generalizar para o problema com campos cruzados obtemos

60&0[ ea
v = —24As,W - -5+2B— —2x (rra — Xr3ra2>
4 s

2[ra  ralba 1 (ra
: QX‘]{rs Xl ( )H
0, 1
+ QXZJ{SQ (ri—rQ)—i-(ri—r‘l)}. (4.5)

Aqui, s representa o comprimento de arco da interface e 6 o angulo tangente a ela. A curva

plana que descreve a interface tem o como o seu parametro e os subscritos representam
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derivadas parciais. A Eq. (4.5) é integrodiferencial e precisa ser resolvida para cada passo de
tempo para a vortex sheet -y, pois a velocidade da interface W é dada por uma integral de
Birkhoff-Rott que depende de v (TRYGGVASON; AREF, 1983; DAI; SHELLEY, 1993; CENICEROS;
HOU; SI, 1999). Detalhes sobre este modelo sdo encontrados em (CENICEROS; HOU; SI, 1999;
OLIVEIRA; MIRANDA, 2020).

4.3 COMPARACAO DA MORFOLOGIA PERTURBATIVA COM A COMPLETAMENTE
NAO LINEAR

Procuramos investigar como as solucdes perturbativas obtidas através do esquema de
modos acoplados da Eq. (D.1) se comparam com as solu¢des numéricas ndo perturbativas e
fortemente nao lineares do método da integral de contorno. Para tal, usamos os parametros
B=5-10%J =1 x = 025e A = —0.9. Tais parAmetros sio escolhidos de forma
que hajam instabilidades na interface, mas que estas ainda possam ser capturadas pelo nosso
esquema perturbativo (( < R). Note que A = —0.9 é estabilizante no problema usual de
Saffman-Taylor com injecdo. Todos os parametros utilizados nesse capitulo sdo condizentes
com experimentos de ferrofluidos em células de Hele-Shaw (LIAO; KRUEGER, 1979; BACRI;
SALIN, 1984; DICKSTEIN et al., 1993; JACKSON; GOLDSTEIN; CEBERS, 1994; FLAMENT et al.,
1996; FLAMENT et al., 1998; PACITTO et al., 2000; PACITTO; FLAMENT; BACRI, 2001; CHEVALIER
et al., 2006; HILLIER; JACKSON, 2007; CHEN; TSAl; MIRANDA, 2008; JOHN; MAY; STANNARIUS,
2011; ZAKINYAN; BEKETOVA; DIKANSKY, 2017; LI; KAO; WEN, 2018)

Resolvemos a equacdo de modos acoplados [Eq. (D.1)] consistentemente até primeira,
segunda e terceira ordem. Modelamos as interfaces perturbativas considerando o acoplamento
ndo linear de 60 modos de Fourier, um modo fundamental n = n,., = 6, definido pela Eq.
(2.22), e seus harménicos 2n, 3n, . ..e 60n. Como na seccdo 2.3.2, escrevemos a perturbacdo
¢ em termos dos modos senos e cossenos reais a,(t) e b,(t) [Egs. (B.3) e (B.4)] e resolvemos
numericamente.

Assim como na Fig. 28, procuramos evitar o crescimento artificial dos modos harménicos,
an(0)] =

1072 e b,(0) = 0. Note que, em primeira ordem, dada a presenca do termo complexo na

consequentemente, impomos as condi¢es iniciais a.,(0) = bg.,(0) = 0 para k > 1,

taxa de crescimento linear, os modos a,, e b, sdo acoplados e tomam um perfil oscilatério,
resultando na rotacao do padrao.

Para o caso fortemente n3o linear, resolvemos a Eq. (4.5) via simulacdes numéricas, con-
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siderando uma pequena perturbacao inicial ondulatéria, com ndmero de onda n = Ny = 6,
de amplitude 1073, Desta forma, podemos comparar diretamente casos lineares, fracamente e

fortemente n3o lineares.

Figura 35 — Comparacdo das solucBes perturbativas para a interface do ferrofluido obtida ao resolver a Eq.
(D.1) até (a) primeira, (b) segunda e (c) terceira ordem, com (d) a solugdo fortemente n3o
linear obtida do método da integral de contorno (Sec. 4.2.2). Para todas interfaces, A = —0.9,
B=5-10"% x=0.25 J=1et=20.

Fonte: (OLIVEIRA; COUTINHO; et al., 2021)

Na Fig. 35, representamos as interfaces perturbativas de (a) primeira, (b) segunda e (c)
terceira ordem e (d) o padrdo fortemente n3o linear equivalente, todos para um mesmo tempo
final t; = 20. InformacGes adicionais sobre as amplitudes do modo fundamental |(,(?)| e
dos seus dois primeiros harménicos |(a,(t)| € |(3,(t)| para as interfaces das Figs. 35(a)-(c)
estdo presentes na Fig. 36. Comparamos primeiramente a Fig. 35(a) linear, com a Fig. 35(d)
completamente n3o linear. Vemos que a figura linear apresenta uma estrutura de seis dedos
imposta pelo modo fundamental, mas ndo contém nenhuma especificidade da morfologia do
sistema. Note que na Fig. 36 os modos harménicos lineares nao crescem e o modo fundamental

cresce exponencialmente, como esperado. Dado o termo complexo da taxa de crescimento [Eq.
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Figura 36 — Evolucdo temporal da amplitude do modo harménico |(p—n,...—6(t)| € dos dois primeiros harmé-
nicos |Can (t)| e |¢sn(t)| das interfaces em primeira (tons de cinza), segunda (tracejado) e terceira
(s6lido) ordem da Fig. 35.
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Fonte: (OLIVEIRA; COUTINHO et al., 2021)
.4)|, a Intertace rotaciona com velocidade de tase v(n) = —Im|A(n)/n| = x*J|n|.
4.4)], a interf i locidade de f Im[\ 2J

Dado o mal resultado da interface linear, analisamos a interface de segunda ordem Fig. 35(b).
Diferentemente da Fig. 35(a), notamos uma leve inclinacdo dos dedos no sentido anti-horério,
como é visto na solucdo exata do problema. Além disso, tal interface é estavel, mantendo sua
forma apds ocorrer a saturacdo dos modos, como vemos na Fig. 36. Tais diferencas entre os
padrdes lineares e de segunda ordem ocorrem devido ao acoplamento do modo fundamental
com seus harmonicos em segunda ordem. Da Fig. 36, vemos que hd um crescimento dos
modos harmdnicos em contraste com o regime linear, contudo observamos que a amplitude
do fundamental atinge valores maiores que o esperado para um esquema perturbativo. Vemos
também que o aspecto geral da interface ndo é o mesmo da interface completamente nao
linear.

Comparamos ent3o, a interface de terceira ordem [Fig. 35(c)] com a fortemente n&o linear
[Fig. 35(d)]. Primeiramente, na Fig. 36 vemos uma grande atenuagdo do modo fundamental,
bem como o crescimento dos harménicos, dado o acoplamento dos modos em terceira ordem.
Observando os padrdes, vemos uma concordancia nas caracteristicas morfoldgicas, principal-

mente o formato dos dedos, que s3o curtos e inclinados no sentido anti-horario. Na Fig. 37,
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Figura 37 — Superposicdo da evolucdo temporal das interfaces fortemente n3o lineares (em laranja) e fraca-
mente n3o linear de terceira ordem (em preto tracejado) para os tempos (a) ¢t = 5, (b) t = 10,
(c)t=15,(d) t =17, (e) t =20 e (f) t = 25. Os parametros sdo os mesmos da Fig. 35.

Fonte: (OLIVEIRA; COUTINHO et al., 2021)

apresentamos a evolucao temporal da superposicdo das interfaces fortemente n3o linear e de
terceira ordem. Constatamos que ambas sao estaveis e possuem velocidade de fase similar. Tal
resultado é consistente com o obtido por (YU; CHRISTOV, 2021), onde, para o caso especifico
A=1eyx =1, ocorre o mesmo efeito.

Evidentemente, ha diferencas entre ambas interfaces. A perturbativa mostra um perfil mais
agudo e possui um segmento em linha reta, diferentemente da solucao fortemente n3o linear.
Tais diferencas sao ligadas as limitacdes do esquema perturbativo, contudo é possivel obter
as principais caracteristicas morfolégicas a partir deste método, desde que se va até a terceira
ordem.

Por fim, na Fig. 38, analisamos a evolucdo temporal do perimetro L(t) das interfaces

presentes na Fig. 35. Para as interfaces obtidas através do esquema perturbativo, temos que

L= | " R + [C”;ff)] d (4.6)

Da Fig. 38 podemos perceber a melhor concordancia da teoria perturbativa de terceira ordem
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Figura 38 — Comportamento do perimetro da interface L(t) em relacdo ao tempo t correspondente aos padrdes
ilustrados na Fig. 35, lineares (Linear), fracamente n3o lineares de segunda (WNL 2") e terceira
(WNL 3') ordem e fortemente n3o linear (FNL). Os parametros sdo os mesmo da Fig. 35.
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Fonte: (OLIVEIRA; COUTINHO et al., 2021)

com o resultado fortemente n3o linear, em relacdo as ordens menores. O perimetro linear cresce
com carater exponencial, enquanto o de segunda ordem atinge a saturacdo para L(ts) ~ 9.00
e ts ~ 28.5, onde t5 é o tempo de saturacdo, no qual L(t) atinge um valor constante. Ja para
a curva de terceira ordem, temos que a saturacdo ocorre para L(ts) ~ 6.90 e t, ~ 22.0, que é
consideravelmente mais préximo dos valores obtidos pelo esquema completamente n3o linear
[L(ts) ~ 6.98 e ts ~ 22.7].

Podemos agora estudar como a interface se comporta ao variarmos o contraste de viscosi-
dade A. A Fig. 39 mostra interfaces para trés valores ilustrativos de A: A = —0.9 [(a) e (d)],
A=01](b) e(e)] e A=10.9[(c) e (f)], em terceira ordem fracamente n3o linear na primeira
linha [(a)-(c)] e fortemente n3o linear na segunda [(d)-(f)]. Para as Figs. 39(a), (b), (d) e (e),
o tempo final é de ¢ty = 25, ja para as Figs. 39(c) e (f), temos os respectivos tempos finais
tr=142et; =19.4.

Tal diferenca no tempo final para o caso A = 0.9 [Figs. 39(c) e (f)] ocorre devido a
ndo saturacdo da interface, dada a maior instabilidade do sistema induzida pelo maior valor
do contraste de viscosidade. Fica também clara a ineficicia do método perturbativo para

sistemas muito instaveis, de forma que para este caso, ndo é possivel obter os principais
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Figura 39 — Interfaces perturbativas de terceira ordem para a interface do ferrofluido obtidas ao resolver a Eq.
(D.1) [(a)-(c)] e interfaces fortemente n3o lineares obtidas por simulagdes numéricas através do
método da integral de contorno descrito na Sec. 4.2.2 [(d)-(f)]. Para todas interfaces, B = 5-107%,
x =0.25, J = 1. Para (a) e (d) A = —0.9; para (b) e (¢) A =0; e para (c) e (f) A =0.9. Os
tempos de cada padrao sao dados no texto.

Fonte: (OLIVEIRA; COUTINHO et al., 2021)

aspectos morfoldgicos do sistema. Como esperado, ao diminuirmos o valor de A, o sistema
fica progressivamente mais estavel, e ambas interfaces fortemente e fracamente n3o lineares
atingem um estado estacionario, ou seja, rotacionam sem mudar de forma. Constatamos que
um maior valor do contraste de viscosidade contribui para um dedo mais agudo.

Logo, concluimos que conseguimos obter as principais caracteristicas morfoldgicas do sis-
tema através do esquema perturbativo de modos acoplados em terceira ordem, desde que os

padrdes de ferrofluidos ndo sejam muito deformados.

4.4 INSTABILIDADES NO REGIME FORTEMENTE NAO LINEAR

Nesta seccdo, iremos analisar apenas interfaces obtidas com o método numérico n3o per-
turbativo da integral de contorno, no regime fortemente nao linear. Na Fig. 40, analisamos
como o sistema se comporta ao variarmos A e y, mantendo a tens3o superficial B =5-107°
constante e variando a corrente efetiva .J, a fim de que a parte real da taxa de crescimento
linear [Re[A(n)]] se mantenha constante. Desta forma, garantimos que as diferencas morfolé-

gicas sdo associadas a efeitos ndo lineares. Constatamos que variacdes em B ndo influenciam
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fundamentalmente na morfologia dos padrdes, mas definem o nimero de dedos emergentes.

Figura 40 — Padrdes fortemente n3o lineares para um ferrofluido confinado sobre influéncia de campos magné-
ticos cruzados, obtidos com uma condic3o inicial simétrica. Os padrdes sdo obtidos para A = —0.9
[(a), (d), (g)], A =0 [(b), (e), (h)], e A=10.9](c), (f), (i)]. Tomamos x = 0.1 e J = 0.69
[(a)-(c)], x =0.175e J =0.90 [(d)-(f)] e x =0.25 e J =1 [(g)-(i)]. Os valores do tempo final
para cada caso sdo: (a) t = 29, (b) t = 25, (c) ¢ = 20.80, (d) ¢ = 27.10, (e) t = 22.30, (f)
t=19.40, (g) t =29, (h) t = 25, and (i) t = 19.40. A tens3o superficial efetiva é B =15-10"*.

(a) (b) (c)

Fonte: (OLIVEIRA; COUTINHO et al., 2021)

Apresentamos nas Figs. 40 e 41 interfaces para trés valores distintos de A: A = —0.9,0 e
0.9, na primeira, segunda e terceira coluna, respectivamente. Para a primeira linha [(a)-(c)],
x = 0.1 e J =0.69 para a segunda [(d)-(f)], x = 0.175 e J = 0.90; e para a ultima [(g)-(h)],
x=025eJ=1.
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A diferenca primordial entre as Figs. 40 e 41 é a condic3o inicial de contorno. Para a Fig.
40 é imposta uma perturbacao inicial ondulatéria, com nimero de onda n = Ny, = 6, assim
como na Fig. 35. Esta condicdo é dita simétrica. Para a Fig. 41 consideramos a superposicao
de 30 modos, cada um com uma fase aleatéria associada. Esta condicdo é dita aleatodria.

Ambas possuem amplitude inicial 1073,

Figura 41 — Padrdes fortemente n3o lineares para um ferrofluido confinado sobre influéncia de campos magne-
ticos cruzados, obtidos com uma condic3o inicial aleatéria. Os pardmetros sdo os mesmos da Fig.
40. Os valores do tempo final para cada caso sdo: (a) t = 25.30, (b) ¢t = 21.20, (c) t = 17.14,
(d) t =24.30, (e) t = 19.34, (f) t = 15.80, (g) t = 60, (h) t = 17.56, e (i) t = 16.40.

(a) (b) ()

Fonte: (OLIVEIRA; COUTINHO et al., 2021)

Primeiramente, notamos que todas interfaces nas Figs. 40 e 41 apresentam seis dedos,
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cujos aspectos morfoldgicos variam com A, x e condicBes iniciais. Constatamos que dada
a acdo de campos cruzados, em geral, sdo formados dedos pontudos e inclinados, que se
propagam na interface no sentido anti-horario.

Da Fig. 40 concluimos que um menor valor da susceptibilidade magnética contribui para
formacdo de dedos mais alongados e finos, como vemos nas Figs. 40(a)-(c). Observamos que,
neste caso, a direcao da inclinacao e tamanho dos dedos depende do contraste de viscosidade
A. Dado o baixo valor de x, efeitos viscosos sobrepéem efeitos magnéticos e, para o caso no
qual ocorrem instabilidades de Saffman-Taylor [A = 0.9, Fig. 40(c)], vemos uma estrutura
diferente das outras, com dedos mais grossos e curtos. Notamos também que a direcdo cujos
dedos do fluido ndo magnético externo penetram no ferrofluido é dependente do sinal de A.
Note que, para A = 0, os dedos apresentam maior simetria. Tais observacdes também sdo
validas para as Figs. 40(d)-(f), contudo para o caso de maior susceptibilidade magnética [Figs.
40(g)-(i)], os efeitos magnéticos comecam a dominar a dindmica do sistema. Tais aspectos
morfolégicos foram discutidos no fim da seccao 4.3, na Fig. 39.

Na Fig. 41, vemos que, embora a clara distincdo com os padroes apresentados na Fig.
40, os aspectos morfoldgicos discutidos ainda sdo presentes. Todas interfaces apresentam o
mesmo nimero de dedos e suas variacGes com A e x seguem as mesmas tendéncias, além de
que todos rotacionam no sentido anti-horario.

A Fig. 41 nos permite obter informacdes sobre a instabilidade dindmica dos padrdes.
Concluimos que, exceto o padrdo (g), todos os outros sdo instdveis, ou seja, ndo atigem
um estado estaciondrio, tal que a maior parte destas estruturas de ferrofluidos ira evoluir de
maneira instavel, ndo chegando em um estado no qual ela ird rotacionar com uma morfologia
imutavel. Ao analisarmos a evolucdo do perimetro das interfaces simétricas da Fig. 40, vemos
que apenas os padrdes (g) e (h) sdo estaveis, isto é, estruturas que giram sem mudar de forma.

Concluimos que a condicao simétrica pode gerar uma estabilidade que nao ocorre sobre uma
perturbacao aleatdria, mas todo padrao simétrico instavel corresponde a um padrao de condi-
¢do inicial aleatéria instavel. Vemos também a partir Figs. 40(g)-(i) que um maior contraste de
viscosidade favorece uma interface instavel, como esperado do problema de Saffman-Taylor.

Por fim, ao compararmos todas as interfaces presentes neste capitulo [Figs. 39-41] com as
figuras da introducdo (Cap. 1) que consideram apenas a influéncia de um dos dois campos,
radial [Fig. 18] ou azimutal [Fig. 19], vemos que os resultados sdo radicalmente diferentes
e inesperados, ilustrando a nao trivialidade do sistema e a importancia de um estudo que

combina a acdo de ambos os campos.
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5 FORMACAO DE PADROES MAGNETOELASTICOS EM CELULAS DE HELE-
SHAW RETANGULARES

5.1 MAGNETOELASTICIDADE EM CELULAS DE HELE-SHAW

Procuramos introduzir o problema magnetoelastico analogo ao problema original de Saffman-
Taylor (SAFFMAN; TAYLOR, 1958), a fim de entender como efeitos magnéticos e elasticos po-
dem afetar a morfologia das interfaces. Para isso, diferentemente dos capitulos anteriores,

trabalharemos com a geometria retangular, como esquematizado na Fig. 42.

Figura 42 — Representacdo esquematica do problema magnetoelastico em uma célula de Hele-Shaw horizontal
de espacamento b. O fluido 1 é ndo magnético e possui viscosidade 11 e o fluido 2 é um ferrofluido
de viscosidade 72. Temos um fluxo externo de velocidade constante v,. A interface separando
os fluidos é elastica e possui rigidez v dependente da curvatura. Um campo magnético uniforme
Hj é aplicado no plano da célula, perpendicular a interface n3o perturbada, que inicialmente esta
emy = 0.

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020b)

Consideramos uma célula de Hele-Shaw horizontal de espacamento b contendo dois fluidos
imisciveis semi-infinitos, sendo o fluido injetado de menor viscosidade 7, e o fluido deslocado
de maior viscosidade 7. A injecdo ocorre a uma velocidade constante v, em y = —o0, tal que
o fluido deslocado é removido em y = 400 com a mesma velocidade. Descrevemos o problema
em um referencial se movendo com velocidade v, a fim de que a interface se deforme mas,
em média, n3o se desloque de y = 0. O fluido deslocado é ndo magnético, enquanto o fluido
injetado é um ferrofluido de magnetizacdo M, assumida colinear com o campo magnético

uniforme externo aplicado

HO = HOS’) (51)
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tal que M(H) = M(H,)y, onde M| = M e y representa o vetor unitario na direcdo y
(ROSENSWEIG, 1985; BLUMS; TSEBERS; MAIOROV, 1997; PACITTO; FLAMENT; BACRI, 2001;
ANDELMAN; ROSENSWEIG, 2008).

Adaptamos a lei de Darcy [Eq. (2.4)] para este problema, obtendo (ROSENSWEIG, 1985;
BLUMS; TSEBERS; MAIOROV, 1997)

b2 +b/2
Vit Ve =~ V- b/ o(M - V)Hdz b, (5.2)

onde j = 1 (j = 2) representa o fluido injetado (deslocado). Note que para o fluido injetado,
M| = 0.
O campo magnético local H da Eq. (5.2) difere do campo aplicado [Eq. (5.1)] por um

campo de demagnetizacao do ferrofluido polarizado
H =H, + H,, (5.3)

onde H; = —V ¢ e ¢ é o potencial magnético escalar. O campo de demagnetizacdo precisa
ser considerado, pois como Hy é uniforme no espaco, seu gradiente é nulo e nao influenciara
na lei de Darcy. Como mostraremos, efeitos de demagnetizacao serdo fundamentais para a
morfologia magnetoelastica do sistema.

Como o fluxo é irrotacional, definimos v; = —v., — V¢;, na qual ¢; é o potencial de
velocidade. Como ambos lados da lei de Darcy sdo gradientes de campos escalares, integramo-a
em ambos lados, obtendo

b2 +b/2 O
¢; = 1277 {p] + Ho—— b / /2 dz} + Vool (5.4)

na qual

, (5.5)

B o +oo r+b/2 My n' dx'dz’

B 47r \r—r’| 47r/ /b/2 \/ (y— /)2 + (2 — )2
onde o eixo z é transverso as placas da célula. As coordenadas com linha r’ s3o as varidveis de
integracdo no dominio magnético S e n’ representa o vetor unitario normal a S. As variaveis
sem linha r denotam pontos arbitrarios no espaco. Note que o potencial escalar magnético
depende da forma da interface.

Ao considerarmos o fluxo incompressivel V - v; = 0, considerando que v; — v, em

y — +o00, temos que

by = py(t)e TV klugike, (5.6)
k=0
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Para modelarmos a interface elastica, seguimos (HE; LOWENGRUB; BELMONTE, 2009) e
consideramos que a interface separando os fluidos é uma membrana elastica fina de rigidez

(bending rigidity) dependente da curvatura dada por

v=u(k) = 1n[Ce > +1-C], (5.7)

(@) )]

representa a curvatura local da interface na célula de Hele-Shaw retangular. Este modelo é

onde

Nl

baseado no efeito de enfraquecimento de curvatura (curvature weakening effect), no qual
deformacdes na interface tendem a diminuir a sua rigidez, logo, v(k) deve diminuir com o
aumento de k. Na Eq. (5.7), v, representa a rigidez maxima, 0 < C' < 1 a raz&o de rigidez
que dita a proporcao de ligacdes intramoleculares quebradas através de uma deformacdo. Por
fim, A > 0 é um comprimento caracteristico para além do qual v(x) tem seu valor bastante
reduzido.

Estudamos este modelo de elasticidade com intuito de facilitar a conexao com possiveis
experimentos futuros de instabilidades magnetoelasticas. A interface elastica gerada por uma
reacdo quimica ja foi estudada experimentalmente (PODGORSKI et al., 2007) e teoricamente
(HE; LOWENGRUB; BELMONTE, 2009; CARVALHO; MIRANDA; GADELHA, 2013; ZHAO et al., 2016)
para fluxos ndo magnéticos em células de Hele-Shaw. Embora haja alguns poucos estudos
de instabilidades magnetoelasticas em células de Hele-Shaw (ANJOS et al., 2019; LIVERA; MI-
RANDA, 2020), ainda n3o ha experimentos para tal sistema. Contudo, a priori, ndo ha nenhum
impedimento prético para realizacdo de tal.

Como estamos lidando com uma interface elastica, precisamos alterar a condicdo de Young-
Laplace para levarmos em conta efeitos de rigidez no lugar da tensdo superficial. Seguindo

(HE; LOWENGRUB; BELMONTE, 2009; CARVALHO; MIRANDA; GADELHA, 2013; ZHAO et al., 2016),

obtemos
1 n., 2 2 1" 2 1 2 / 1 4 2
(p1 —p2) ly=c = SV KRS + " (3kK: + fi Hiss +v 3 + 3KS + 2KKss
1, 1 )
+ v <2/i + /@ss) — 5o (M-n)”, (5.9)

na qual as linhas representam derivadas com respeito a curvatura x e os subscritos derivadas
com respeito ao comprimento de arco s. Note que todos efeitos elasticos sdo considerados

nesta condicdo. Como neste modelo ocorre uma reacao quimica na interface entre os fluidos
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formando uma fina membrana entre os dois, consideramos que eles ndo estdo em contato
direto e efeitos de tens3do superficial sdo despreziveis.
Dada a geometria retangular do sistema, a interface sera descrita por
y = Z Ce(t) exp(ikz), (5.10)
k=—o00
onde

Go(t) = 2 [ ¢ty expl(—ikr)de (5.11)
é o modo de Fourier complexo de niimero de onda k e 0 < x < L. Impomos uma condicao
de contorno periédica ao longo do eixo x, limitando os valores do nimero de onda a valores
discretos 27n /L para n inteiro.

Finalmente, possuimos todos os elementos para desenvolvermos o esquema de modos
acoplados em terceira ordem para o problema retangular magnetoelastico. Seguindo pas-
sos analogos aos da seccdo 2.2, adimensionalizamos comprimentos por b e velocidades por
vo/[12(n1 + 12)b%] e obtemos a equacdo de modos acoplados

Co=A(k) ¢ + Z{ (F,q) CyGi—q + Gk, q) CoGrm q}
q#0
+ Z { (k.p.q Cqu pCh—q + 1(k,p,q) épgqgk—p—q

P,q7#0

L p.0) K (p )] GGGipg (5.12)

onde o ponto representa a derivada total no tempo e a taxa de crescimento linear é dada por
A(k) = [k] [NsW1 () + AU — k] . (5.13)

Temos como pardmetros fisicos o contraste de viscosidade A [Eq. (2.9)], o nimero magneto

elastico
M2b3
Ny =1 (5.14)
Yo

que mede a razdo entre forcas magnéticas e elasticas, e a velocidade caracteristica

12(772 + 7)1)52%0
IZ0) ’

U=

(5.15)

que mede a relevancia de efeitos viscosos sobre os elasticos. Wi (k) é uma integral magnética
positiva [W;(k) > 0] proveniente do campo de demagnetizacdo, dada no Apéndice E, Eq.
(E.4), juntamente com as func¢des de acoplamento n3o lineares [Egs. (E.3)-(E.12)]. Note que

a razdo de rigidez C' e o comprimento caracteristico A contribuem apenas em terceira ordem
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[Eq. (E.9)] e que a demagnetizagdo ndo participa em segunda ordem. Assim, fica clara a
necessidade de expandirmos a série perturbativa até terceira ordem, para possibilitar a captura

de efeitos ndo lineares de demagnetizacado e provenientes de C.

5.2 ANALISE DA CELULA DE HELE-SHAW HORIZONTAL

5.2.1 Analise de Estabilidade

Iniciamos com uma analise de estabilidade linear, examinando a taxa de crescimento linear
[Eq. (5.13)]. Como ja discutimos na sec¢do 2.3.1, caso A(k) seja positivo, o modo k serd
instavel e crescerd exponencialmente no regime linear e para A(k) < 0, temos um modo
estavel. Ao longo deste capitulo, consideramos parametros adimensionais condizentes com a
literatura (FLAMENT et al., 1996; PACITTO; FLAMENT; BACRI, 2001; PODGORSKI et al., 2007;
HE; LOWENGRUB; BELMONTE, 2009; CARVALHO; MIRANDA; GADELHA, 2013; ZHAO et al., 2016).
Limitamos-nos ao caso mais comum, A = 1, no qual o contraste de viscosidade A é maximo,

favorecendo instabilidades.

Figura 43 — Representacdo gréfica da relac3o entre a taxa de crescimento linear A(k) com o nimero de onda
k para trés valores do nimero magnetoelastico Np e dois valores da velocidade caracteristica U.

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020b)

Da Eq. (5.13), vemos que o termo de demagnetizacdo NIV, (k) e o termo de velocidade

caracteristica AU s3o ambos desestabilizantes, enquanto o termo associado a rigidez 119, k%,
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estabiliza o sistema. Assim, no ambito linear, o sistema age similarmente ao caso de tensdo
superficial (SAFFMAN; TAYLOR, 1958; HOMSY, 1987).

A partir da taxa de crescimento, podemos obter o niimero de onda que cresce mais ra-
pido k*, definido a partir de [dA(k)/dk]=x+ = 0. Este modo caracteriza o nimero de onda
dominante nos estagios lineares da dindmica, similar ao n,,x dos capitulos anteriores. Dada
a presenca da integral de demagnetizacdo W;(k), determinamos k* resolvendo uma equacio
transcendental numericamente.

llustramos a taxa de crescimento na Fig. 43, na qual representamos A(k) para trés valores
ilustrativos do nimero magnetoelastico Ng: 0, 4 e 6. Para cada um destes, temos dois valores
da velocidade caracteristica: U = 0 (linhas tracejadas) e U = 2 (linhas sélidas). Para U =0 e
Np = 0, o sistema é totalmente estavel, como esperado. Com o aumento do campo magnético,
o sistema se torna cada vez mais instavel e regides nas quais A(k) > 0 surgem. J& quando
tomamos U = 2, efeitos viscosos desestabilizam o sistema e, mesmo para o caso sem campo,
temos instabilidades. Note que, como C' e A aparecem apenas na terceira ordem, ndo podemos

fazer nenhum comentério sobre eles no momento.

5.2.2 Analise Fracamente nao linear

Investigamos como o sistema se comporta ao considerarmos toda a equacao de modos
acoplados, Eq. (5.12). Das Egs. (E.3)-(E.12), fica clara a necessidade da terceira ordem na
expans3o para estudarmos os efeitos da rigidez em funcao de C' e ), pois estes pardmetros
ndo aparecem em ordens inferiores. Realizamos um esquema similar ao da seccdo 4.3, na qual
consideramos apenas alguns modos de Fourier (MIRANDA; WIDOM, 1998a; MIRANDA; WIDOM,
1998c; LIRA; MIRANDA, 2011; ANJOS; LIRA; MIRANDA, 2018; LIVERA; MIRANDA, 2020).

Seguindo os passos de (ANJOS; LIRA; MIRANDA, 2018), consideramos o acoplamento de
apenas quatro modos: um modo fundamental, definido por k = k*, e seus trés primeiros
harmonicos 2k, 3k, e 4k. Constatamos que um dado modo n - k* é sempre estavel paran > 1
inteiro, assim, todos os modos harmdnicos sao estaveis e seus crescimentos ocorrem devido a
efeitos fracamente n3o lineares. A adicdo de mais modos n3o altera o formato da interface de
forma significativa.

Reescrevemos a perturbacdo [Eq. (5.10)] em termos de modos cossenos reais ay = (,+(_,
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tal que

C(z,t) = ar(t) cos(kx) + ag(t)cos(2kz) + ask(t)cos(3kx) + aq(t)cos(4kz).

(5.16)

Os modos seno [Eq. (B.4)] sdo desconsiderados, pois podemos, sem perda de generalidade,
impor b,(0) = 0 para todo k.

Note que, embora a equacdo de modos acoplados dependa dos parametros adimensionais
Npg, A, U, X e C, focamos em como o nimero magnetoelastico Ny e a razdo de rigidez C' agem
na formacdo dos padrdes. Escolhemos estudar o caso A = 1, mais comum em experimentos
(SAFFMAN; TAYLOR, 1958; HOMSY, 1987) e, sem perda de generalidade, U = 2, pois a partir
da analise linear verificamos que ele tem apenas o papel de deixar o sistema mais instavel. Tal
parametro ndo tem influéncia nos termos ndo lineares. Por fim, consideramos um comprimento

caracteristico do tamanho do espacamento da célula (A = 1 na nossa adimensionalizacdo).

Figura 44 — Padrdes interfaciais magnetoelasticos fracamente n3o lineares obtidos ao resolver a Eq. (5.12) em
terceira ordem com quatro modos de Fourier, para (a) C =0, Ng = 0; (b) C =0.99, Ng = 0;
(d) C =0, Ng=4e(e) C=0.99, Np =4. Os padrdes (a) e (b) sdo superimpostos em (c) e
os padrdes (d) e (e) em (f). Para todas imagens, U =2e A=1.

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020b)

Na Fig. 44 representamos os padrdes fracamente n3o lineares de terceira ordem para dois

valores de C', com e sem campo magnético. Temos na Fig. 44(a) C = 0 e Ng = 0, (b)
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C =09 eNg =0 (dC=0eNg=4;¢e(e) C =099 e Ng = 4. Para as Figs.
44(a) e (b), o modo de crescimento mais rapido é k* = 0.795 e nas (c) e (d) k* = 0.917.
Consideramos para todos os padrdes, a;(0) = 107° e ag(0) = ask(0) = a4(0) =0, a fim de
que o crescimento dos harmonicos seja sempre gerado por efeitos nao lineares.

Em todas as figuras deste capitulo paramos a evolucdo temporal assim que a base dos
dedos comeca a apresentar oscilacdes de baixa amplitude, que ndo sdo detectadas em ex-
perimentos com ferrofluidos em células de Hele-Shaw n3o elasticas (FLAMENT et al., 1996;
PACITTO; FLAMENT; BACRI, 2001), nem em simulagcdes numéricas (IGONIN, 2004; NOCHETTO;
SALGADO; TOMAS, 2016). Para a Fig. 44, o tempo final ¢; das interfaces sdo: (a) 8.956, (b)
6.450, (d) 8.770 e (e) 6.157.

Focamos inicialmente na linha superior, na qual ndo ha campo aplicado (Np = 0). Para o
caso em que a rigidez é maxima [C' = 0, Fig. 44(a)], vemos que o dedo viscoso tem um perfil
arredondado, e como para C' = 0 a elasticidade se comporta de forma similar a tensdo super-
ficial, vemos que a Fig. 44(a) possui morfologia similar a Fig. 7(a) do capitulo introdutério.
Contudo, ao permitirmos que a interface se torne mais flexivel [C' = 0.99, Fig. 44(b)], temos
um dedo com um pico agudo. Como para altos valores de C' a rigidez depende fortemente
da curvatura, as deformacdes do fluxo diminuem a rigidez, permitindo que a interface elastica
seja deformada mais facilmente. Na Fig. 44(c) temos a superposicdo das interfaces, na qual
ficam evidentes as diferencas.

Ja para o caso com campo magnético aplicado (Np = 4), vemos que, mesmo para o caso
de maior rigidez [C' = 0, 44(d)], a acdo do campo magnético produz dedos consideravelmente
mais finos e com picos bem mais agudos, em comparagdo ao caso sem campo aplicado [Fig.
44(a)]. Note que ao compararmos os experimentos da Fig. 7, sem campo magnético aplicado,
com o da Fig. 16, ambos do primeiro capitulo da dissertacdao, com campo, vemos a mesma
tendéncia de aumento da curvatura do pico. Quando consideramos a razado de rigidez C' = 0.99
com campo [Fig. 44(e)], temos uma morfologia completamente diferente. A menor rigidez leva
a um dedo de morfologia distinta, com um pico bastante pontiagudo. A superposicdo de ambos
casos de C para Np = 4 é ilustrada na Fig. 44(f).

Caracterizamos o impacto de Ng e C na morfologia quantitativamente na Fig. 45, na qual
representamos a curvatura dos picos £ em fungdo de C' (0 < C' < 0.99) para tempos t = t;
considerando N =0, 0.2, 2 e 4. Os parametros fisicos sdo os mesmos da Fig. 45, exceto k*
e t que variam ponto a ponto.

A Fig. 45 revela a complexidade e nao trivialidade do problema. Para o caso sem campo
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Figura 45 — Comportamento da curvatura x do pico dos dedos em func3o da razdo de rigidez C' para quatro
valores do niimero magnetoelastico Ng: 0, 0.2, 2 e 4. As interfaces fracamente n3o lineares
correspondentes aos pontos (a)-(d) para C' = 0.5 estdo presentes na Fig. 46.

1.2 \
— Nz=0
0.9, NB = 02 3
Np=2 |
— Np=4 |
< 0.6 :
0.3! ©),
/ (a) :
¢
(b)

0 0.25 0.5 0.75 0.99
C

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020b)

magnético [Np = 0, curva azul], vemos que a curvatura do pico decresce entre C' = 0 e
C =~ 0.1, crescendo monotonicamente apds tal valor. J& quando submetemos o sistema a um
baixo valor do campo magnético [Ng = 0.2, curva amarela], para C' pequeno, temos uma
queda em &, atingindo um minimo e depois um crescimento monotdnico juntamente a C. Ao
aumentarmos o valor do campo, o comportamento da curva muda drasticamente. Para Ng = 2
(curva verde), inicialmente temos um comportamento similar ao de campos fracos, contudo,
apds um valor critico de C' (C' = 0.68), a curvatura cresce de forma abrupta, atingindo um
pico e decrescendo. Um comportamento similar ocorre para maiores valores de Np, contudo
o valor critico de C' se torna menor com o aumento de Np.

Para melhor ilustrar a complexidade dos resultados da Fig. 45, representamos algumas
interfaces que podem surgir no sistema. Na Fig. 46, retratamos as interfaces que surgem dos
pontos (a)-(d), indicados na Fig. 45, todos para um mesmo valor intermediario da razdo de
rigidez C' = 0.5. Para tais casos, (a) k* = 0.795, t; = 8.822; (b) k* = 0.801, t; = 8.685; (c)
k* = 0.857, t; = 7.474; e (d) k* = 0.918, t; = 6.307.

No caso sem campo [Fig. 46(a)], vemos um dedo bem similar aquele da Fig. 44(a), com
a ponta do dedo arredondada. Ja ao considerarmos um campo fraco [Fig. 46(b)], temos uma
planificacdo da ponta do dedo, que perde seu perfil arredondado, se tornando reto. Tal de-
formacdo é consonante com a menor curvatura do ponto (b) na Fig. 45. Com o aumento do
nimero magnetoelastico para Ng = 2 [Fig. 46(c)|, o pico da interface se torna novamente

arredondado e, por fim, para o ponto (d) [Fig. 46(d)], o dedo volta a ter a morfologia distinta
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Figura 46 — PadrSes magnetoelasticos fracamente n3o lineares de terceira ordem representativos, provenientes
dos pontos (a)-(d) indicados na Fig. 45.

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020b)

encontrada na Fig. 44(e), na qual o dedo é consideravelmente mais esguio e afinado. Ressal-
tamos que tal morfologia ocorre quando N e C' sdo suficientemente grandes, ap6s o valor de

C' para o qual ocorre o crescimento abrupto da curvatura s na Fig. 45.

5.3 CELULA VERTICAL

Consideraremos agora um sistema bastante similar, no qual temos o mesmo fluido magne-
toelastico, de viscosidade 7, e densidade ps, com outro fluido ndo magnético, de viscosidade
1 e densidade pp, na célula de Hele-Shaw retangular com um campo aplicado Hy. Contudo
a célula se encontra na vertical, com o ferrofluido de viscosidade 7, > 7; embaixo, como é
visto na Fig. 47. Nesse sistema, a gravidade g = —¢gy atua estabilizando o sistema, de forma
matematicamente equivalente a se tivéssemos invertido o sentido do fluxo no caso anterior
(Voo = —Voo). Nesta seccdo, consideraremos 1, > 1, tal que A = 1, dado que este é o caso
mais comum em experimentos (SAFFMAN; TAYLOR, 1958; HOMSY, 1987).

Para incorporarmos a acao de forcas gravitacionais no sistema, modificamos a lei de Darcy
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Figura 47 — Representacdo esquematica do problema magnetoelastico em uma célula de Hele-Shaw vertical de
espacamento b. O fluido 1 é ndo magnético e possui viscosidade 77 € o fluido 2 é um ferrofluido
de viscosidade 72. A gravidade g = —gy aponta para baixo. A interface que separa os fluido é
elastica e possui rigidez v dependente da curvatura. Na esquerda, temos o sistema estavel com
a interface n3o perturbada. Na direita, o campo Hj é aplicado induzindo a porcdo de estruturas
magnetoelsticas de pico, com as perturbacdes interfaciais representadas por y = ¢ = ((z, t).

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020c)

Eq. (5.2) tal que (FLAMENT et al., 1996; BLUMS; TSEBERS; MAIOROV, 1997; ROSENSWEIG,
1985)

" Iy 1/“’/2 (M - V)Hdz + p;9¥ (5.17)
vV, — —— L . z . .
J 1277 p] b —b/2 ,uo pjgy )

j
na qual p; representa a densidade de cada fluido. De forma anéloga, com a nova lei de Darcy
[Eq. (5.17)] e as Egs. (2.13), (5.9) e (5.10), obtemos uma equacdo de modos acoplados quase

idéntica a Eq. (5.12), contudo com a taxa de crescimento

A(k) = k| [NsWi(k) — No — k*] | (5.18)
na qual
M?p?
Np=H— 7 (5.19)
Yo
é o niimero magnetoelastico e
_ bt
N, — P2 p)gbt (5.20)
Y

o ndmero de ligacdo gravitacional (gravitational bond number), que mede a importancia dos
efeitos gravitacionais em relacao aos elasticos. Todas as outras funcoes de modos acoplados sdo
as mesmas apresentadas no Apéndice E, Eqs. (E.4)-(E.12), com o nimero magnetoelastico da

Eq. (5.19) e seus comprimentos adimensionalizados por b e velocidades por vy /[12(1s + 11 )b?].
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5.3.1 Analise de Estabilidade

Inicialmente, comparamos a taxa de crescimento linear da célula horizontal [Eq. (5.13)]
com a da célula vertical [Eq. (5.18)]. Constatamos que a Gnica diferenca matematica é o termo
de velocidade AU, que se torna —N¢, de forma que no lugar de um termo desestabilizante,
temos um estabilizante, fazendo com que o termo de demagnetizacdo NpW (k) seja o dnico
responsavel pela instabilidade do sistema, linearmente falando, no caso vertical [Eq. (5.17)]. Tal
mudanca também faz o sistema, a dmbito linear, a ndo depender do contraste de viscosidade.

Assim como no caso horizontal, para o caso vertical definimos o niimero de onda de maior
crescimento k* [[dA(k)/dk|x—r+ = 0]. Podemos também definir um niimero magnetoelastico
critico Ng'*(k), para a partir do qual um dado modo % se torna instavel, similarmente ao que
ocorre nos experimentos das Fig. 14(b) e 15, presentes na introducdo. Como discutido [sec¢do

2.3.1], um modo se torna instavel para A(k) > 0, levando a

cri N + kA

Figura 48 — Gréfico da taxa de crescimento linear da célula de Hele-Shaw retangular vertical A(k) [Eq. (5.18)]
em func3o do nimero de onda k para Ng = 1.5, N§'* = 2.89 e Ng = 4. Consideramos que
Ng = 0.1.

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020c)

Sem perda de generalidade, podemos tomar Ng = 0.1 durante toda esta seccdo, para
o qual o menor nimero magnetoelastico critico possivel é Ng't = 2.89. Representamos na
Fig. 5.18 a taxa de crescimento linear [Eq. (5.18)] em funcdo do nimero de onda k para trés
valores representativos de Np: 1.5, N&* = 2.89 e 4. Todos os pardmetros considerados aqui

sdo consistentes com experimentos (BACRI; SALIN, 1984; FLAMENT et al., 1996; PODGORSKI et
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al.,, 2007; HE; LOWENGRUB; BELMONTE, 2009; CARVALHO: MIRANDA: GADELHA, 2013: ZHAO et
al., 2016; ANJOS et al., 2019). A partir da Fig. 48, verificamos a instabilidade (estabilidade) do

sistema para Ng > Ngit (N < Ngt).

5.3.2 Anadlise Fracamente Nao Linear

Examinamos agora toda a equacdo de modos acoplados para o caso da célula vertical [Egs.
(5.12) e (5.18)] em terceira ordem. A necessidade de irmos até tal ordem é a mesma do caso
horizontal: ndo ha presenca do comprimento caracteristico A\ ou da fracao de rigidez C' em

ordens inferiores.

Figura 49 — Evolucdo temporal das interfaces na célula de Hele-Shaw vertical em terceira ordem para dois
valores da razdo de rigidez: (a) C' =0 e (b) C' = 0.99. A evolu¢&o ocorre para tempos t; <t < t;
onde t; =5.23 e ty = 6.53, a passos de (ty —t;)/11. A superposicdo dos padrSes para t =ty se
encontra em (c).
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{(x)

{(x)
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Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020c)
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Representamos na Fig. 49 a evolucdo temporal ao considerarmos os parametros represen-
tativos Ng = 0.1, A=1, A =1 e Ng = 15. Diferentemente da célula horizontal, o caso sem
campo é completamente estavel e terlamos uma interface plana sem qualquer perturbacdo.
Tais condicdes levam a um ndmero de onda maximo £* = 1.11 e o nimero magnetoelastico
critico Ng't = 2.89.

Consideramos novamente o acoplamento de quatro modos cosseno de Fourier de ampli-
tudes iniciais a(0) = 107° e ag,(0) = a31(0) = a4x(0) = 0, tal que a perturbac3o é escrita
como na Eq. (5.16). S3o ilustrados dois casos, (a) C' =0 e (b) C' =0.99, e (c) a superposi-
¢do de ambos. Ambas interfaces sdo representadas para o tempo final t; = 6.53, definido da
mesma forma da Fig. 44, e a evolucdo é ilustrada a partir de t; = 5.23 até o tempo final para
intervalos iguais de (t; —t;)/11.

Analisando as imagens da Fig. 49, notamos uma clara diferenca entre ambos os casos. Para
(a) C' =0, temos um padrdo similar a uma curva senoidal, enquanto no caso (b) C' = 0.99,
vemos um padr3o distinto, similar ao encontrado na Fig. 44(e), com vales planificados e picos
agudos. Contudo, diferentemente da Fig. 44(e) que possui um dedo curto, a Fig. 49(b) exibe
um dedo longo, quando comparamos aos casos nos quais a fracdo de rigidez C' é nula, Figs.
44(d) e 49(a), respectivamente.

Tais diferencas entre as células horizontal [Fig. 44] e vertical [Fig. 49] sucedem-se da pre-
senca de um termo desestabilizante relativo a velocidade de fluxo externo v, e um termo
estabilizante referente a efeitos gravitacionais nas taxas de crescimento lineares de cada res-
pectivo caso. As diferencas entre ambos os casos da Fig. 49 ocorrem por causa da acdo de
efeitos ndo lineares em terceira ordem relativos a fracao de rigidez C'.

Para investigarmos o sistema qualitativamente, na Fig. 50 exibimos o comportamento da
curvatura k dos picos em funcdo de C' para Ng = 15, 10, 7 e 5. Todos os parametros fisicos
sdo os mesmos da Fig. 49, contudo £* e t; variam ponto a ponto. Obtemos um comportamento
similar ao da Fig. 45, na qual, para valores baixos do nimero magnetoelastico, a curvatura
cresce monotonicamente com C' e, para valores mais altos de Ng, ap0s crescer de forma suave
e continua com C', a curvatura cresce abruptamente, atingindo um valor maximo e decrescendo
monotonicamente apés tal ponto.

A fim de exemplificarmos tais comportamentos, retratamos na Fig. 51 os padrdes que
aparecem dos pontos de maior curvatura para cada valor do campo magnético da Fig. 50. Os
valores do nimero azimutal de crescimento mais rapido, tempo final e razdo de rigidez para

cada caso sdo: (a) k* =1.11, t; = 7.92, C = 0.17; (b) k* = 0.94, t; = 19.88, C' = 0.32; (¢)
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Figura 50 — Comportamento da curvatura do pico dos dedos x em func3o da razdo de rigidez C' para quatro
valores ilustrativos do nimero magnetoelastico: 15, 10, 7 e 5. A raz3o de rigidez varia de 0 a 0.99
e todos outros parametros fisicos sdo os mesmos da Fig. 49, exceto k* e tf, que variam ponto a

ponto.
2 (a)
1.6r
1.2
x
0.8/
0.4F @
0 0.25 0.5 0.75 0.99
C

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020c)

k* =0.81, t; =47.69, C = 0.62; e (d) k* = 0.69, timax = 120, C' = 0.99.

Figura 51 — Padroes magnetoelasticos fracamente n3o lineares de terceira ordem representativos, provenientes
dos pontos (a)-(d) indicados na Fig. 50.

Fonte: (COUTINHO; MIRANDA, 2020c)
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Notamos que as estruturas apresentadas nas Figs. 51(a)-(c), correspondentes aos picos
criados pelo abrupto crescimento da curvatura, apresentam todas uma morfologia similar a da
Fig. 49(b), com picos afinalados e vales planificados. Note que tais padrdes s3o obtidos para
C' > 0.99. Ja na Fig. 51(d), surge um padr&o senoidal similar ao da Fig. 49(a), mesmo para
C =0.99.

Diante do exposto, concluimos que a dinamica do sistema n3o é definida apenas por C
ou Npg, mas sim pela acdo conjunta de ambos. Da Fig. 50, observamos que para valores
baixos do campo (Np < 5), a curvatura cresce monotonicamente com C', de tal forma que
efeitos elasticos dominam a dindmica do sistema. J3a, ao considerarmos Np suficientemente
grande, os efeitos do campo de demagnetizacao, que também dependem da forma da interface
[Egs. (E.4), (E.11) e (E.12)] influenciam juntamente com a rigidez dependente da curvatura
v(k) [Eq. (5.7)] no o resultado da interface, de forma que os efeitos de enfraquecimento de

curvatura ndo sdo suficientes para explicarmos toda a dindmica do sistema.
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6 CONCLUSAO

Dado o interesse pratico, a alta complexidade e a beleza dos padrGes emergentes das dife-
rentes configuracGes possiveis de fluxos em células de Hele-Shaw, partirmos, primordialmente,
de um simples esquema perturbativo com o intuito de entender como estes se comportam,
abrindo a possibilidade de estudos e aplicacoes praticas futuras. No primeiro capitulo, introdu-
zimos o emblematico problema de Saffman-Taylor e descrevemos diversas de suas variantes,
bem como descrevemos algumas das aplicacdes possiveis, citando estudos relevantes ja exis-
tentes na literatura.

No segundo capitulo desta dissertacao, iniciamos a discussdo de nossas contribuicoes ao
explorar como podemos minimizar as instabilidades de Saffman-Taylor e controlar o nimero
de dedos emergentes em fluxos radiais de Hele-Shaw. Isso foi feito ao imprimirmos uma taxa
de injecdo dependente do tempo (), considerando que o fluido injetado é n3o newtoniano,
com sua viscosidade aumentando no tempo. Através de uma anélise de estabilidade linear e
métodos de calculo variacional, derivamos duas expressdes fechadas para a Q(t): uma que
minimizava o crescimento das amplitudes de perturbacdo interfacial (sec¢do 2.3.1) e outra
que predeterminava o niimero de dedos emergentes na interface fluido-fluido (seccio 2.4).

Além disso, fomos além do estéagio linear da dinamica, utilizando um esquema perturbativo
de modos acoplados em terceira ordem descrito na seccdo 2.2, demonstrando a validade dos
protocolos de injecdo dependente do tempo, obtidos no regime linear, na presenca de efeitos
n3o lineares e de ruidos de fundo, como podemos ver nas Figs. 24 e 26 do capitulo 2. Vimos,
também, que hd uma necessidade de considerarmos a terceira ordem da perturbacdo para
capturarmos efeitos morfolégicos de interesse dentro da validade do nosso esquema pertur-
bativo [Fig. 23]. Se nossas conclusées permanecem vélidas além do regime fracamente n3o
linear, ainda é uma questdo em aberto, que pode ser verificada por experimentos ou simulacoes
fortemente n3o lineares, como os presentes em (LI et al., 2009; DIAS et al., 2012) para fluidos
newtonianos [Figs. 8 e 9 do primeiro capitulo].

Ja no capitulo 3, consideramos um efeito pouco estudado em células de Hele-Shaw, gerado
por estresses viscosos normais, tal que nosso modelo prevé a ocorréncia de trifurcacdes nos
dedos viscosos, na qual a ponta de um dedo se divide em trés dedos secundarios, ao invés
de dois, como vimos na Fig. 29 da seccao 3.2. Nosso resultado tedrico é condizente com

os experimentos das Figs. 11 e 12 do capitulo introdutério, e indicam um papel dual dos



93

estresses normais, que agem para retardar a formacdo de instabilidades na interface, mas
alteram a distribuicdo local de velocidades, permitindo um dedo bifurcar ou trifurcar.

A existéncia de trifurcacbes ao considerarmos a contribuicdo de estresses normais persiste
na presenca de ruidos de fundo e diferentes condicdes iniciais, além de ocorrer para diversos
valores do niimero de capilaridade Ca e do contraste de viscosidade A, embora sejam favore-
cidos para maiores valores de ambos, como foi visto nas Figs. 31-33, levando nossa previsdo
tedrica a uma melhor concordancia com experimentos.

Examinamos também, a formacdo de padroes em amostras de ferrofluidos, cujos padrdes
interfaciais s3o de alta complexidade e dependem fortemente da configuracdo do campo mag-
nético aplicado, permitindo a obtencdo de uma grande variedade de morfologias. No quarto
capitulo desta dissertacdo, revisitamos o trabalho de (YU; CHRISTOV, 2021), no qual foi usada
uma configuracdo de campos magnéticos radiais e azimutais cruzados atuando em uma amos-
tra de ferrofluido presente em uma célula de Hele-Shaw radial, obtendo uma morfologia que
atinge um estado estacionario, rotacionando sem mudar sua forma. Contudo, este estudo ana-
lisou apenas o caso de um ferrofluido muito viscoso embebido em um fluido ndo magnético
de viscosidade desprezivel (isto é, A = —1), e susceptibilidade magnética y = 1. Expandimos
este trabalho, investigando diversos aspectos morfolégicos e dindmicos ainda n3o explorados
do sistema.

Empregamos tanto um esquema perturbativo de modos acoplados quanto o método nu-
mérico da integral de contorno, revelando o comportamento da interface para uma gama de
situacdes fisicas, considerando variacoes na viscosidade e susceptibilidade magnética dos flui-
dos, bem como para diferentes valores da magnitude relativa do campo magnético radial e
azimutal aplicado no sistema, como vimos nas Figs. 39-41. Também comparamos os resulta-
dos do método perturbativo fracamente n3do linear com a solucdo numérica fortemente nao
linear nas Figs. 35-39, concluindo que o método perturbativo apresenta bons resultados, caso
considere-se a perturbacao até terceira ordem e apenas em casos nos quais as perturbacoes
nao sdo demasiadamente intensas.

Por fim, realizamos dois estudos sobre magnetoelasticidade em células de Hele-Shaw re-
tangulares, levando em conta uma rigidez dependente da curvatura e efeitos de campo de
demagnetizacdo. Em um destes, consideramos a célula vertical [Fig. 47] com o fluido mais
denso embaixo, que é um sistema inicialmente estavel. Mostramos através de uma analise de
estabilidade linear que, assim como no caso sem elasticidade e com tensdo superficial [Fig.

15 da introducdo], a partir de um dado niimero magnetoelastico critico, o sistema comeca a
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apresentar instabilidades de pico. Ja no outro estudo, consideramos um sistema com fluxo de
fluido em uma célula de Hele-Shaw horizontal [Fig. 42], num arranjo intrinsecamente instavel.

Procedemos, entdo, em ambos os casos, a empregar o esquema de modos acoplados para
estudar a morfologia da interface e concluimos que ambos efeitos, de demagnetizacdo e da
rigidez dependente da curvatura, tém papel fundamental na morfologia do sistema, exibindo
um grande espectro de possibilidades morfoldgicas a depender dos valores de cada parametro,
como vimos nas Figs. 44 e 49.

Finalmente, vale salientar que, em principio, os estudos apresentados ao longo desta disser-
tacdo ndo s3o apenas meros exercicios tedricos, havendo amplas aplicacdes, como melhorias
na eficacia da extracdo de petrdleo (LAKE, 1989), aplicacdes em sistemas de matéria mole
(SANDRE et al., 2000), fisica biolégica (XU et al., 2019; GILTINAN et al., 2020), entre diversas
outras citadas no texto. Esperamos que nossos estudos tedricos estimulem avancos na érea,
com a realizacdo de futuros experimentos e simulacdes fortemente n3o lineares sobre o papel
de fluidos ndo newtonianos na estabilizacao de interfaces, o comportamento de ferrofluidos
sobre a influéncia de campos cruzados e sistemas magnetoelasticos, além de novas aplicacdes

praticas nesta fértil area de pesquisa cientifica.
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APENDICE A - EXPRESSOES PARA ¢;,(t) E AS FUNCOES NAO LINEARES
DE MODOS ACOPLADOS DO CAPITULO 2

Apresentamos as expressdes para os coeficientes dos potenciais de velocidade ¢;, () e
expresbes das funcdes de modos acoplados nao lineares F', G, H, I, J, e K presentes na

Eq. (2.14). As amplitudes dos potenciais de velocidade ¢;,(¢) na Eq. (2.6) sdo dadas por
(para n # 0)

_ _R, Q Q
¢1n(t) - |n|Cn o R|n|§n +§) [Sgn np) | |1 Cpgn p o R2 %Sgn np Can —p
B 53 Z |Q‘ Sgn(nQ) (pQ) Cqu p<n q
quﬂ) | | | |
1 [(n=p—a)@p—plpl) — Llpl(p| — )(Ipl - 2)] .
_ Rp%;o inl[p] CpCqCn—p—q
[(n —p—a)(2p — plp]) — 5lpl(Ip| — )(Ip| - 2)]
27TR3 p%;o { |n| ’an| CquCnfp*q
- s 3l [sentne) 1 s
Ppg7#0
(A1)

R Q Q
Pan(t) = an‘f‘ MMQH‘I;J [sgn(np) n ’] Gplnp + I R2 ;)sgn np)GpGn—p

+ ; > lal [sgn(nq) + IH [Sgn(pQ) " |1 CoCo-pCn—g

pg#0
1 [ =p—a)@p+plp]) + Lpl(p + D(Ip| +2)] .
R ll s
pg#0
Q 1 [(n—p—a)@p+plpl) + 2pl(Ipl + 1) (Ip| +2)]
Yoo 2 {rm - o lalorg
Q 1
+ 5 p pq%:o 4] [sgn(nq) + ’n’] sgn(pq)CpCa—pn—g-
(A.2)

Como a éarea da interface é independente da perturbacdo ( [veja o texto que apresenta a
Eq. (2.3)], ocorre que o modo de Fourier n = 0 se iguala em ambos os lados da Eq. (2.13).

Assim, Eqgs. (A.1) e (A.2) sdo obtidas apenas para n # 0. A funcdo sinal é definida por,
sgn(z) = z/|x|.
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Adicionalmente, as funcdes ndo lineares de modos acoplados em Eq. (2.14) se escrevem

F(’I”L,p) = |n}%|{ 2673;12 ; - sgn(n,p) - % 1 - g(?’p + n) }7 (A3)
G(n,p) = 3 {Aln[1 ~ sem(np)] 1 (A4)

o Q
H(n,p,q) = 2WR4{IQISgn(pq)Hn\ — |nlsgn(ng) — A}, (A.5)

I(n,p,q) = ];Q{A\n\[l —sgn(nq)] — 1+ |glsgn(pg)[|n| — |n|sgn(ng) — Al},  (A.6)

- Q |(A-1DAMn,p,q) +(A+1)B(n,p,q) [n|(lp| +4/3)
Jnp.q) = {zw}% 21yl N 2 -1
+ V}LLZ' 1—3p2—3q(n—p—Q)(p2+1) } (A7)
Konno) = { (A~ DA(n,p. q>2|+]-9|<A +DB(p.a) _ lnllpl +4 } A8)

onde as funcdes auxiliares A(n, p, q) e B(n,p,q) sdo expressas por

Aln,p.q) = (0 —p—0)(20 — plpl) — pl(lpl ~ 1)(Ip| ) (A9)

B p.4) = (n—p— a)(20 + plpl) + 3 1pl(1pl + 1)(1p| +2). (A10)
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APENDICE B - EQUACAO DIFERENCIAL DE MODOS ACOPLADOS EM
TERCEIRA ORDEM PARA a,(t) E b,(¢)

Procuramos obter as expressoes para a equacdo de modos acoplados em terceira ordem
para as amplitudes perturbacdo cosseno, a,(t), e seno, b,(t)que aparecem no Capitulo 2
[Eq. (2.34)]. A amplitude de modos complexa (,(t) pode ser escrita em termos das amplitudes

reais a,(t) e b,(t) para n > 0 tal que

Ca(t) = W (B.1)

Cnlt) = a,(t) —gibn(t) (B.2)
Trivialmente, ao derivar no tempo,

in(t) = Ga(t) + Cn(t), (B.3)

b (t) = i[Ca(t) — Cn(D)]- (B.4)

Sendo assim, fazendo as devidas substituicGes na Eq. (2.16), obtemos as seguintes equacdes

diferencias de modos acoplados em terceira ordem para os modos senos e cossenos

a, = Mn)a,
1
+ 3 {Wo(n, —D)apantp + Wo(n, p)apan—p, + Wo(n, —p)bybnsp — Wo(n,p)bpbn_p}
p>0
1
+ 1 { = Wi(n, =p, =@)bpbeanipiq + Wi(n, =p, —q)agbpbnipiq
p,q>0
Wi(n, —p, Q)aqbpbn+p—q + Wi (n7 —D, Q>bpbqan+p—q - Wi (na —D, Q>apbqbn+p—q

n,p, _Q>bpbqanfp+q - Wl (n7p7 _Q)aqbpbnprrq + Wl (n,p, _Q>apbqbnfp+q

n, —p, _Q)apaqan+p+q + W (n7 —-b, Q)apaqan—i-p—q + W (n7p7 _Q)apaqan—p-i-q

=

q
(
(

— Wiln,p, @)agbpbn—p—q — Wi(n,p, @Q)bybyan—p—g — Wi(n, p, ¢)apbebn—_p—q
(
(

=

1\n, p, q>a’paqa’n—p—q + W1 (n7 —-Dp, _Q)apbqbn+P+Q}
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+ - Z>O{W2 n, —p, —q)byag—pbniq — Wa(n, —p, —q)bpanigbg—p

p q
+ Wa(n, —=p, )bpaptbn—q + Waln, —p, Q)bpan—qbprg — Waln, —p, q)apbn—gbp1q
Wo(n, p, —q)bpaprqbntq + Wa(n, p, —q)bpaniqbprqg + Wa(n, p, —q)apbpsgbpq
— Wan,p, Q)bpag—pbn—q — Wa(n, p, Q)bpan—qby—p — Wa(n, p, ¢)apbn—gbys—p
+ Wa(n, —p, —q)apan1qaq—p + Wa(n, —p, @) apan_qp+q + Wa(n, p, —q)apn+qQpiq
Wa(n, p, q)apan—gaq—p + Wa(n, —p, —q)apbn+qbq_p},

(B.5)

by = An)b,
v g 5= { Wl =)y Woln by = Wl —)ytnc + Wo(r -
+ ip’@o{ — Win, —p, —@)agbpaniprq — Wi(n, —p, —q)apbynpiq
— Wi(n, —p, q)agbyanip—q + Wi(n, =p, @)apagbnip—q + Wi(n, —p, q)apbeanip—q
+ Wi(n,p, —q)agbptn—piq — Wi(n, p, —q)apbyn—prq + Wi(n, p, —q)apa,bn—piq
+ Wi(n,p, q)agbpan—p—q + Wi(n,p, q)apasbn—p—g + Wi(n, p, ¢)apbyan—p—q
WA =5 —@)bbybspia + WA =P, bybabrsy & Wi, b, —0)bybybn e
— Wi(n,p, q)bpbgbn—p—q + Wi(n, —p, _Q)apaqbn+p+q}
+ ip7q>0 { = Wa(n, =p, =) bpanqaq—p + Wa(n, =p, —=q)apaq—pbn-q
— W2(n, —p, @)bpan—qap+q + Wa(n, —p, @) apapiqbn—q + Wa(n, —p, Q)apan—qbpiq
+ Wan,p, —q)bpantqaprq + Wa(n, p, —q)apapsqbnrg — Wa(n, p, —q)apan4qbpiq
+ Wan,p, ¢)bpan—qaq—p + Wa(n,p, q)ayaq—pbn—g + Wa(n, p, ¢)apan_qbs—p
— Wan, —p, =Q)bybpsgbg—p + Wa(n, —p, @)bpbn—qbp+q + Waln, p, —q)bpbnsgbpiqg
— Wa(n, p, @)bybn—qbg—p — Wa(n, —p, —q)apan+qbqp},
(B.6)
onde
Wo(n,p) = F(n,p) + A(p)G(n, p), (B.7)

Wl(napv Q) = J(?’L,p, q) +>‘(p)K(nvp7 Q), (Bs)
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Wan,p,q) = H(n,p,q)+\p)I(n,p,q) + G(n,q)[F(g,p) + \(p)G(q,p)]. (B.9)
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APENDICE C - EQUACAO DE MODOS ACOPLADOS PARA A CONDICAO
DE YOUNG-LAPLACE COM ESTRESSES VISCOSOS NORMAIS [EQ. (3.11)]

Apresentamos a equacdo de modos acoplados em terceira ordem utilizada durante o capi-

tulo 3, obtida através das Egs. (2.2), (2.3), (2.8), (2.13) e (3.11), dada por
C:n = Cn + Z {[ n p + SF(n p)} Can —p + [G(nap) + Sg(n,p)} éan—p}

+ Z { [H(n,p, Q) + SH(TL, b, Q)} Canququ + {I(n, b, Q> + Sf(n,p, Q)} éanququ

p.q

+ [J(n, b, Q) + SJ(n7p7 Q)} CpCqCn—p—q + [K(nu D, Q) + SK(na b, Q)} équCTLPQ}J
(C.1)

onde a taxa de crescimento linear e a funcdo s(n) sdo dadas no texto [Egs. (3.12) e (3.14)].
Comprimentos s3o adimensionalizados pela espessura da célula b e velocidades por )/b. A fim

de termos uma expressao consistentemente em terceira ordem, escrevemos

G = M) G+ S {F(0p) + Sr(n,p) + 20) (Gl.p) + Saln.)) | GGy
p#0
+ 2 { [H(n,p, 4) + Su(n.p,q) + A(p)(I(n.p,q) + Si(n,p. )
P,q#0
+ (G(n,q) + Sa(n,q)) (F(a,p) + Sr(a,p) + Ap) (Glg,p) + sH<q,p>))} CoCo-pCng
+ [J(n,p, 9) + Ss(n,p,9) + A(p) (K (n,p,4) + Sic(n, p, q))] CquCnpq}, (C.2)

onde as funcoes de modos acoplados sdao

F(n,p) = (|n)|R { 27T1R2A<1 — sgn(np)) (;(13;_}%13) (1 — ;p(n + 3p)> }, (C.3)

Se(n,p) = 055 [=A (nInlsen(®) = p° +1) + Ip| + nsgn(@)] (C4)
Gln.1) = s [AInl (1 = sen(np) — 1], (C5)
Salin.p) = S e [~ (0 lnlsenlp) — 20p 47~ 1) = al + ol + nsen()] - (C0

A

H(n,p,q) = 2%?’% 71 58u(p) [1 — sgn(ng) — W] , (C7)
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Sulnna) = g st (2 = 1) ol sen(o) ~ 2ol 404
- Asgn(pq><q<n+q>—|nq1>}, (€8)

10000) = S Al 1 = sG] + el seno) 1 sentoa) = (3] = 1}, (C9)

Si(n,p,q) = —53}%'42'(”) { {qsgn(p) (n Inlsgn(q) — 2ng +¢* — 1) +|n| — (n + Q)Sg“(Q)]
~ Al 0+ snt) bl Gnsenla) + sen(e) + 2na - 1] |, (€10
1 (A—=1)A(n,p,q) + (A+1)B(n,p,q)  |n|(lp] +A/3)
) = 2ws<n>34{ 21 S 1}
+ (égagl"' {1 —3p° - gq(n —p—q) (" + 1)}7 (C.11)
i) = ~0g LAl n)senls) + ool — 20+ 20)
TP+ 18pg+ 4g* = 2| + plnl (<20 + p+ 29)
+ sgn(p) (4q(np +3) —4n + p* — 4pg® — 3sgn(p) + 12p> + 3},
(C.12)
K = o (A A0 A B0 L) ey
Sk(n,p,q) = 512R|Z|](n) { - A[ In| sgn(p)(—4n + p+ 4q) — 2np + 4ng
+ Tp? 4+ 10pg — 4¢* + 4] + |n| (=(p(=2n+p + 2q) — 2))
— sgn(p) (4q(np +3) —dn + p* — 4pg® + 12p) },
(C.14)
Aln,p.0) = (0 —p—4)(20 — plpl) — lpl(1pl ~ 1)(Ip] ~2).
(C.15)

B(n.p.4) = (n—p—0)(20 -+ plpl) + 5lpp] + 1)(1p] +2)
(C.16)
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APENDICE D - EQUACAO DE MODOS ACOPLADOS PARA A CELULA DE
HELE-SHAW COM CAMPOS CRUZADOS

Apresentamos a equacdo de modos acoplados em terceira ordem utilizada durante o capi-

tulo 4, obtida através das Egs. (2.2), (2.3), (2.13), (4.2) e (4.3), dada por

G = M) Gt 3 {Flmp) + XG0P} Gy

p#0

+ > {[A(p)f(n,p, ¢) + G(n,9)(Fg,p) + A\p)G(@.))| GlopCna

P,q7#0

+ [T (n,p.9) + Ap)K(n.p, q)] CquCn—p—q}~ (D.1)

onde a taxa de crescimento linear é dada no texto [Eq. (4.4)]. Comprimentos s3o adimensio-
nalizados pelo raio da gota R e velocidades por b0 HZ /[12(n; + n2) R]. As funcdes de modos

acoplados sao dadas por
Fln.p) = |n|{§{[1 +x(1+ (= plp)
+ J2[3—X(n—p)p]} _B {1 —p(3p+n)} +ipX2J}, (D.2)

2

G(n,p) = Aln|[1 — sgn(np)] — 1, (D.3)
I(n,p,q) = Aln|[l —sgn(ng)] — 1+ |q|sgn(pq)[|n| — |n|sgn(ng) — A],  (D.4)

J(n,p,q) = |n|{x{2J2<qu - 1) - iqu[l +p(n—p- Q)”

+ B {1—31?2—361(71—1?—61)(19”1)} } (D.5)
K(n,p, q) _ (A B 1)A<nvpa Q>2|—;|(A + 1)B(n7pa Q) . ’n|(|p£+ A)’ (D6)
Aln,p.a) = (n—p — )2~ plpl) ~ 2 Ipl(lp| ~ 1)(lp| ~2). (0.7)

B, p.4) = (n—p— 0)(20 + plpl) + 5 1pl(1pl + (1ol +2). ()
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APENDICE E - EQUACAO DE MODOS ACOPLADOS PARA A CELULA DE
HELE-SHAW RETANGULAR COM UM FLUIDO MAGNETOELASTICO

E.1 CELULA HORIZONTAL

Apresentamos a equacdo de modos acoplados em terceira ordem utilizada durante o capi-

tulo 5. Através da Eq. (5.4), conseguimos obter

¢1+ 02 o1 — P2\ b? M?
A( 7 ) - ( 7 ) T TR+ [(Pl — p2) Jr,uobs@] + Avaoy, (E.1)
tal que, juntamente com as Egs. (2.13), (5.9) e (5.10), obtemos
G=AK) G+ D {F(kq) Gl + Gk, q) Clrg}
q#0
+ Z { (k,p,q Cqu pCi—q + I(k,p,q) C.quCkfpfq
P,q7#0
L hp.0) + K (p ) GGGipg (E2)
onde
A(k) = [k| [NsWi (k) + AU = k'], (E.3)
1 e A 2
Wilk) = o /m (1— ) {72 [VI+72 = |r]] } dr, (E.4)
N
F(k,q) = TBIkIQ(k—q), (E5)
G(k,q) = Alk[[L — sgn(kq)], (E-6)
H(k,p,q) = |k||glsgn(pg) |1 — sgn(kq)], (E.7)
_ p |kl
f(kap,Q)—p[k—q—Q—Qp}, (E-8)
J(k.p,q) = |k|(k —p - q)” {0A2p2q3(12p +6q) — 2(/f —p—q)°pg — 10p°q — ;p%ﬂ 7

(E.9)

pq
K(k,p,q) = NB|k|[ Wa(k —p— qp,q)—QWg(k'—p—q,p,q)}, (E.10)
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Walkn) = [T [ 0) o 1) o)

(E.11)

Walk.prq) = 417T/°:0 (e = 1) ewmeir] {2 Vit - |T|}} (E.12)



