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RESUMO

Este trabalho busca analisar as compreensdes sobre a nogdo de Espaco Vetorial de licenciandos
em Matematica do Centro Académico do Agreste da Universidade Federal de Pernambuco.
Como base tedrica para esta pesquisa utilizamos a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD),
assim como, outras referéncias que tratam sobre o ensino e aprendizagem em Algebra Linear,
para citar alguns dos autores utilizados, temos: Borges (2007), Fratelli e Monteiro (2007),
Coimbra (2008), Furtado (2010), Chiari (2013), entre outros. Para analisar essas compreensoes,
aplicamos um questionario contendo 5 perguntas sobre as no¢fes de Espaco Vetorial com 17
estudantes da turma do 7° periodo do curso. Diante as analises das 5 questdes observamos que
as relacdes pessoais dos participantes desta pesquisa frente ao objeto Espaco Vetorial tendem a
representar um lugar geometrico que possui um conjunto de vetores, como também, que
‘vetores no plano e no espago’ possa a ser o conteudo mais explorado durante a aprendizagem

dos estudantes diante a no¢do Espaco Vetorial na componente curricular Algebra Linear.

Palavras-chave: Espaco Vetorial. Ensino e aprendizagem em Algebra Linear. Ensino de

Matematica. Teoria Antropoldgica do Didatico.



ABSTRACT

This paper analyzes the comprehension of the notion of Vector Space of Mathematics graduates
of the Agreste Academic Center of the Federal University of Pernambuco. As a theoretical basis
for this research we use the Anthropological Theory of Teaching (TAD), as well as other
references that deal with teaching and learning in Linear Algebra, to name some of the authors
used, we have: Borges (2007), Fratelli e Monteiro (2007), Coimbra (2008), Furtado (2010),
Chiari (2013), among others. To analyze these understandings, we applied a questionnaire
containing 5 questions about the notions of Vector Space with 17 students from the 7" period.
Given the analysis of the 5 questions, we observed that the personal relationships of the
participants of this research with the object Vector Space tend to represent a geometric place
that has a set of vectors, as well as that ‘vectors in the plane and in space' can be the content
most explored during students learning regarding the notion Vector Space in the Curricular
Component Linear Algebra.

Keywords: Vector Space. Teaching and learning in Linear Algebra. Mathematics teaching.

Anthropological Theory of Didactics.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho busca analisar as compreensdes de licenciandos em Matematica sobre as
nocOes de Espacgo Vetorial, ideias presente nas discussdes de alguns componentes curriculares
do curso de licenciatura em matematica, ao qual se torna fundamental seu entendimento néo s
para o progresso em componentes como o de Algebra Linear (AL), mas também para ideias
futuras em outros dominios da matematica e até em outras areas do conhecimento.

Sobre a teoria axiomatica de Espago Vetorial podemos dizer que ainda é recente, quando
comparada a outras teorias matematicas. Como Dorier (1995) apresenta em seu trabalho, é
explicitado que Giuseppe Peano trouxe a primeira definicdo axiomatica de espaco vetorial em
1888 e que s a partir dos anos 30, ela comecou a ser aceita e usada. E mencionado também,
que essa teoria é importante ndo s6 para matematica que ajudou a reestruturar provas e
demonstracGes, mas também serviu como sustento para novas descobertas em outras areas do
conhecimento.

O desconhecimento, as vezes, por partes dos alunos sobre a importancia dessa teoria
como obrigatoria no curriculo faz com que a mesma se torne desinteressante. Dorier (2002, p.
876, traducdo nossa) em seu trabalho relata que “os estudantes geralmente sentem que eles
pousam em outro planeta, eles estdo sobrecarregados pelo nimero de novas defini¢fes e pela
falta de conexiio com o conhecimento prévio?, 0 que pode desencadear nos estudantes certo
desapego em aprender, sendo pelo fato de ndo saberem dizer para que essa teoria sirva ou por
acreditarem ndo saber o que estdo fazendo, entre outros motivos. No entanto, quando lhe é
solicitado para resolver problemas que exigem alguma generalizagdo e/ou manipulacdo entre
elementos, geralmente tais alunos recorrerem das propriedades algébricas estudadas.

Conhecemos a Algebra Linear, comumente, como uma disciplina n4o trivial e que no
utilizaremos os conceitos aprendidos em outros conteudos ou em célculos no cotidiano, ficando
com o pensamento de que o que é discutido e explanado na componente curricular servira
apenas para a mesma. Porém, as operacdes e as habilidades desenvolvidas servem para além da
disciplina como, por exemplo, para entendermos como simples conceitos da matematica séo
validos e como sdo dadas suas implicacdes em ideias mais abstratas. Celestino (2000, p. 9)
relata sobre a relevancia desta disciplina em cursos superiores, assim como, pesquisas sobre 0

seu ensino-aprendizagem, pelo “fato de que ela hoje se encontra subjacente a quase todos 0s

! Trecho na integra: “Students usually feel that they land on another planet, they are overwhelmed by the number
of new definitions and the lack of connection with previous knowledge”.
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dominios da Matematica”. Vemos a AL vinculada a diversas areas da matematica, a saber:
Geometria, Equac@es Diferenciais, Aritmética, Estruturas Algébricas, entre outras areas.
Dorier (1998, apud Furtado e Cabral, 2011, p. 2) também enfatiza a importancia dessa

componente curricular:

(...) é fato que a Algebra Linear constitui uma parte importante no contetido
matematico que é usado no inicio da universidade, sendo vista como uma
disciplina fundamental por quase todos 0os matematicos e por muitos cientistas
que a utilizam como ferramenta. Além disto, as dificuldades dos estudantes
em Algebra Linear parecem tdo importantes e visiveis, quanto em analise.

Diante o exposto, com o dominio do conhecimento algébrico iremos além de saber
operar, podemos desenvolver competéncias para entender alguns dos padrdes e fendmenos reais
que nos cercam, como descrevem Howard Anton e Chris Rorres (2012) em seu livro Algebra
Linear com aplicagdes?, com exemplos de aplicacdes em: genética, fractais, criptografia,
tomografia computadorizada, entre outros. Ou seja, 0 conhecimento algébrico nos auxilia,
dentre outras coisas, a identificar e compreender possiveis padrdes expostos a nossa frente e
como podemos manipula-los.

Trazendo um pouco de minhas experiéncias com o dominio da Algebra Linear,
destacamos que quando estdvamos como monitor de AL durante a graduacdo, observamos
ingenuamente nos estudantes que nos procuravam, uma dificuldade em alguns dos conceitos
fundamentais, como nocdes envolvendo Espaco Vetorial, ao qual nossa turma também teve
quando estavamos cursando AL. Além disso, reconhecemos a importancia e as contribuices
da AL para o campo da matematica e, por conseguinte, para compreensdao do mundo em que
vivemos. Baseado nas experiéncias vivenciadas no curso de graduacao e nas ideias expostas até
aqui formulamos a problematica desta pesquisa: Qual a compreensdo do estudante de
licenciatura em matematica sobre a nocao de Espaco Vetorial?

Diante deste questionamento, chegamos ao seguinte objetivo de pesquisa: Analisar a
relacdo pessoal de licenciandos em Matematica sobre a nocao de Espaco Vetorial. Com o intuito
de alcancar este objetivo, delimitamos dois objetivos especificos que ddo suporte a nosso
objetivo geral, a saber: identificar como os estudantes compreendem as nogdes e exemplos
sobre Espaco Vetorial e identificar as representacdes de Espaco Vetorial utilizadas pelos

estudantes.

2 Obra originalmente publicada sob o titulo Elementary Linear Algebra: Applications Version. Indicamos a leitura
desse livro para as pessoas com curiosidade em saber a aplicacdo de conhecimentos algébricos em outras areas.
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De forma a buscar a resposta ao questionamento da pesquisa, organizamos a mesma em
6 capitulos, no primeiro trazemos a introducdo, em que buscamos descrever brevemente o
surgimento da teoria axiomatica e a importancia de AL, assim como, a organiza¢cdo de nosso
trabalho. No segundo capitulo, apresentamos 0s nossos objetivos. No terceiro, dedicamos aos
aspectos tedricos em que iniciamos expondo definicbes de espacos vetoriais segundo a
bibliografia de nosso curso, perpassando pelo cenario das pesquisas sobre o ensino e/ou
aprendizagem em AL, depois falamos sobre algumas dificuldades no ensino e aprendizagem
em Algebra Linear e por fim descrevemos alguns elementos da Teoria Antropoldgica do
Didatico (TAD). No quarto capitulo abordamos a metodologia de nossa pesquisa, destacamos
a natureza da pesquisa, o tipo de pesquisa, 0s estudantes que participaram e o instrumento de
coletas de dados utilizado. No quinto capitulo, descrevemos as andlises e discussbes dos
resultados que tivemos baseado nos questionarios aplicados. E, por fim, no sexto capitulo,

trazemos nossas consideragdes finais a respeito do desenvolvimento de toda a pesquisa.
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2 OBJETIVOS

2.1 Geral

e Analisar a relacdo pessoal de licenciandos em Matematica sobre a nocéo de

Espaco Vetorial.

2.2 Especificos

e Identificar como os estudantes compreendem as nocdes e exemplos sobre
Espaco Vetorial.

o Identificar as representacdes de Espaco Vetorial utilizadas pelos estudantes.

e Observar as dificuldades encontradas pelos estudantes em atividades sobre as

noc¢Oes de Espaco Vetorial.
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3 ASPECTOS TEORICOS

Dividiremos este capitulo em trés partes: primeiro, traremos definicdes de Espacos
Vetoriais de acordo com algumas das referéncias bibliogréaficas estudadas em nosso curso e
alguns exemplos; segundo, explanaremos algumas dificuldades ja vistas no ensino e
aprendizagem em Algebra Linear; por fim, descreveremos alguns elementos da Teoria
Antropoldgica do Didatico (TAD).

3.1 Espacgos Vetoriais: defini¢des e exemplos

No segundo semestre de 2018, em nosso curso, tivemos quatro livros como referéncia
basica e outros cinco livros como referéncia complementar para disciplina de AL. Nesta secéo,
traremos trés definicGes ao total, duas retiradas dos livros da referéncia basica e uma da
referéncia complementar. Os dois livros que escolhemos da referéncia basica sdo: Algebra
linear de Boldrini et al. (1980) e Algebra linear com aplicacdes de Anton e Rorres (2012). E o
livro que escolhemos da referéncia complementar é: Algebra linear de Lima (2014).

Observamos que, mesmo versando sobre o mesmo objeto matematico, as defini¢des que
explicitamos nos topicos a seguir trazem particularidades em seus enunciados. Por exemplo, o
numero de axiomas enunciados por cada autor € diferente, pois para alguns certos axiomas estao
implicitos. Nao € nosso objetivo analisar as defini¢bes, no entanto, acreditamos ser importante
estarmos atentos as diferencas na enunciacéo da definicdo de espaco vetorial para que em nossa
analise, possamos enxergar possiveis categorias de andlise. Desta forma, traremos a seguir

algumas defini¢Oes de Espaco Vetorial e posteriormente alguns exemplos de espacos vetoriais.

3.1.1 Definic¢des de Espaco Vetorial segundo Boldrini et al. (1980), Anton Rorres (2012) e
Lima (2014)

Boldrini et al. (1980, p.103) trazem em seu livro um capitulo de nome Espaco Vetorial e

dentro deste uma se¢do chamada Espacos Vetoriais em que definem:

Um espaco vetorial real® € um conjunto V, ndo vazio, com duas operacoes:

+
soma, VXV -V, e multiplicagdo por escalar, R XV -V, tais que, para
quaisquer u,v,w € V e a, b € R, as propriedades de i) a viii) sejam satisfeitas:

3 Espago vetorial real, pois, os escalares pertencem ao conjunto dos niimeros reais. Se ao invés disso os escalares
fossem nimeros complexos, estariamos falando de um espaco vetorial complexo (BOLDRINI et al., 1980).
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i) u+v)+w=u+@w@+w)

i) ut+v=v+u

iii) Existe 0 €V tal que u + 0 = u (0 é chamado vetor nulo)
iv) Existe —u€Vtalqueu+ (—u)=0

V) a(u+v)=au+av

vi) (a+b)v=av+bv

vii)  (ab)v = a(bv)

viii) 1u=u

Falando agora do livro Algebra linear com aplicagbes, Anton e Rorres (2012, p. 172)

traz um capitulo nomeado de Espacos Vetoriais Arbitrarios e nele uma secdo Espacos vetoriais

reais, ao qual possui a seguinte definicéo:

Seja V um conjunto ndo vazio qualquer de objetos no qual estejam definidas
duas operacbes, a adicdo e a multiplicagdo por escalares. Por adicéo
entendemos uma regra que associa cada par de objetos u e v.em V um objeto
u + v, denominado soma de u com v; por multiplicacdo por escalar
entendemos uma regra que associa a cada escalar a e cada objeto u em V um
objeto au, denominado multiplico escalar de u por a. Se os axiomas seguintes
forem satisfeitos por todos os objetos u, v e w em V e quaisquer escalares a e
b, diremos que V é um espaco vetorial e que os objetos de V sdo vetores.

1. Se u e v sdo objetos em V, entdo u + v é um objeto em V.
2Zu+v=v+u

du+(v+w)=(u+v)+w

4. Existe um objeto 0 em V, denominado vetor nulo de V, ou vetor zero,
talque 0 + u = u+ 0 = u, com qualquer uem V.

5. Dado qualquer u em V, existe algum objeto - u, denominado negativo de
u, talqueu+ (—u) = (—u) +u =0.

6. Se a for qualquer escalar e u um objeto em V, entdo au € um objeto em V.
7.a(u+v) =au+av

8.(a+b)u=au+bu

9. a(bu) = (ab)u

10.lu=u

Por fim, Lima (2014, p.1) em seu livro Algebra linear escreve em seu primeiro capitulo

Espacos Vetoriais a definicdo de um Espaco Vetorial:

Um espago vetorial E é um conjunto, cujos elementos sdo chamados vetores,
no qual estdo definidas duas operagdes: a adicdo, que a cada par de vetores
u,v € E faz corresponder um novo vetor u + v € E, chamado a soma de u e
v, € a multiplicacdo por um nimero real, que a cada nimero o € R e a cada
vetor v € E faz corresponder um vetor o - v, ou av, chamado o produto de «
por v. Essas operacfes devem satisfazer, para quaisquer a,f € Re u,v,w €
E, as condicdes abaixo, chamadas os axiomas de espaco vetorial:
comutatividade: u + v =v + u;

associatividade: (u+v) +w=u+ (v+w) e (af)v = a(Bv);

vetor nulo: existe um vetor 0 € E, chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que
v+0=0+v=vparatodov € E;

inverso aditivo: para cada vetor v € E existe um vetor —v € E, chamado o
inverso aditivo, ou o simétrico de v, tal que —v+v =v + (—v) = 0;
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distributividade: (a + B)v=av+ Bvea(u+v) = au + av;
multiplicagdo por 1: 1 - v =v.

Assim sendo, acreditamos que dentre as trés definicdes aqui descritas a definicdo dos
autores Anton e Rorres (2012) é a que mais faz sentido para n6s, uma vez que eles trazem de
forma mais detalhada cada axioma, sem juntar alguns axiomas como sendo um, por exemplo,
os axiomas de associatividade (da soma e do produto) em que trazem de forma separada. Além

de deixar explicito como chamamos alguns dos elementos contidos nos axiomas.

3.1.2 Exemplos de espacos vetoriais

O mais simples de todos o0s espagos vetoriais € 0 conjunto {6}, em que contém apenas
o vetor nulo. Esse conjunto é um espaco vetorial que chamamos de espaco vetorial nulo ou
espaco vetorial trivial. Utilizando qualquer uma das trés definicbes de Espacos Vetoriais
apresentadas neste trabalho, conseguimos concluir que o conjunto apenas com o vetor nulo é
um espaco vetorial. De fato, esse conjunto obedece as propriedades essenciais, isto &, adicionar
o0 vetor nulo a si mesmo ou multiplica-lo por qualquer escalar (nimero) o resultado sera o
mesmo: o vetor nulo.

Trazendo outro exemplo, o conjunto dos pares ordenados de nimeros reais (R?) é um
espaco vetorial. Para provar, vamos considerar as operacdes como as usuais, isto €, dados dois
elementos de R?, por exemplo, (x1,y,) € (x3,¥2), € @ um nimero real qualquer, entio
Ce, y1) + (X2, ¥2) = (X1 + %2, 71 + ¥2) € alxy, y1) = (ax; + ayy).

Sejamu,v,w € R? tais que u = (x1,y1),v = (x5, ;) e w = (x3,¥3), € @, f nimeros
reais. Assim, temos que:

e utv=_(x+x,¥1+y) =0 +x,y,+y) =v+u;
o (Ut+v)+w=(x+x3 Y1 +y2)+(x3,¥3) = (X1 +x, +x3, Y1+ Y, +¥3) =

(x1,y1) + (x2 + x3, 7, +y3) =u+ (v +w),;

e Oelemento 0 satisfaz: u + 0 = (x1,y1) +(0,0) = (x; + 0,y; + 0) = (xq,y1) = u;
e Sendo —u=(—xy,—y;), temos que u+ (—u) = (xq,y1) + (—x1,—y.) = (x1 +

(=x1)), 1 + (=¥1)) = (1 — X1, ¥1 — ¥1) = (0,0) = 0;

o a(u+v)=aley+x, y1+y2) = (ales + 1), a(ys +y2)) = ((axy +
axy), (ay; + ay;)) = (axy, ayy) + (axz, ay,) = au + av;
o (a+PB)v="(a+Pp)(x2y) = ((a+B)xz (a+ Py,) = (ax; + fxz, ay, +

By2) = a(xz,y2) + B(x2,¥2) = av + Bv;
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o a(Bv) = a(fxy By,) = (@fx,;, afy,) = af(xz,y2) = (af)v,
o du=1(xy,y1) = (Ixy, 1y;) = (x1, 1) = u.

Portanto, o conjunto R? é um espaco Vvetorial.

Outro exemplo de espaco vetorial em um corpo* K é o proprio corpo K. Nesse
seguimento, o0 conjunto @ de numero racionais, o conjunto R de numeros reais e 0 conjunto C
de numeros complexos sdo exemplos de espacos vetoriais em si mesmos. De fato, o0 modelo
desses espacos vetoriais é 0 espaco vetorial R™ (com n natural), isto é, a forma de demonstrar
que Q, R ou C séo espacgos vetoriais em si mesmos seguird 0 mesmo raciocinio para mostrar
que R™ é um espaco vetorial nele mesmo. Assim, considerando (xi,x3,X3,...,%X,) €
V1, Y2, V3, -, Yn) COM x; € y; (1 < i < n) todos pertencendo a R ao qual sua adic¢éo interna é
definida por: (x1, %2, %3, .., Xn) + V1, V2, V3o ey V) = (X1 + Y1, X2 + Vo, X3 + V3, o0, X +
yn.) € a multiplicacdo por escalar como: a(xy,x,, X3, ..., X,) = (AX1, Xy, AX3, ..., AXy).
Chamamos R™ de modelo para os outros espacos vetoriais pois sabemos que existe pelo menos
um vetor em R™ com coordenadas de dimenséo n, a saber: o vetor nulo (0,0, 0, ..., 0). Sabemos
que o inverso aditivo de (xq,x, X3, ..., X,) € (—Xq1, —X3, —X3, ..., —Xy) €, assim, utilizando
qualquer uma das trés definigdes citadas, conseguimos concluir que R™ é um espaco vetorial.

Temos que o conjunto das matrizes de ordem 2 de numeros reais M,,,(R) também &
um espaco vetorial. De fato, considerando as operagdes usuais de adicdo matricial e

multiplicagdo matricial da forma:

"ty = [un u12] [Vu v12] _ [u11 tv11 Upt Vlz]
Uz Upp V21 V22 Uy + Va1 Uy +Vpp

au = a U1 u12] _ [aun au12]

Uz1 U auz;  Aup;

E, utilizando qualquer uma das 3 defini¢bes descritas podemos concluir que o conjunto
das matrizes de ordem 2 de nimeros reais M,,,(R) é um Espaco Vetorial.

Como também, temos que o conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a 2 (P,)
também é um Espaco Vetorial. Levando em consideracdo as operagdes usuais de polindbmios
temos que:

u+v=(ay+ au; +aud) + (ap + ayv; + ayvs) = ag + a;(u; + v,) + a, (U3 + v2)

Bu = B(ay + ayuy + a,u3) = fay + fajuy + faus

4 Conceito estudado no campo da algebra, mas que ndo nos aprofundaremos em nosso trabalho. Indicamos a leitura
do livro Introducéo a Algebra de Adilson Gongalves para mais informagdes.
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E, da mesma forma, utilizando qualquer uma das defini¢cGes descritas, conseguimos
concluir que o conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a 2 (P,) é um Espaco Vetorial.

Os dois exemplos que descreveremos brevemente a seguir se tratam de espacos vetoriais
fora do dominio da matematica e foram retirados do site tangente-mag®. Nao nos dedicamos a
mostrar a formalizacdo das provas desses exemplos, e sim apresenté-los. Deixamos no rodapé
0s enderecos eletrénicos para quem quiser se aprofundar no assunto. O primeiro exemplo,
escrito por Georges Marty sob o titulo Le dessin de la toile d’araignée®, fala sobre o espaco
vetorial de teias de aranha. No site citado, o autor cria um modelo de tela em formato quadrado,
em que a aranha anda em linha reta. Por se tratar de recorréncias geométricas simples, segundo
Georges, € permitido mudar de ideias. Para isso, ele define sequéncias numéricas e mostra que
a aranha esta convergindo a um ponto.

No segundo, Espaces vectoriels musicaux’ de lannis Xenakis, é explanado a forma de
como podemos ver um espaco vetorial dentro do arranjo de uma musica. Em seu livro Musiques

formelles® no capitulo cinco Musique symbolique ele trabalha mais especificamente sobre isso.

3.2 Dificuldades no ensino e aprendizagem em Algebra Linear

Iniciaremos esta se¢do secundaria descrevendo brevemente o cenario recente das
pesquisas feitas com os temas ensino ou aprendizagem em Algebra Linear. Para tal, utilizamos
o trabalho de Chiari (2013) para apresentar os dados. A autora relata que entre 2000 e 2010
apenas treze trabalhos entre teses e dissertacdes no banco de dados da Coordenagdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), em cursos de graduagdo do Brasil,
tiveram como objetivo geral o estudo do ensino ou aprendizagem em Algebra Linear. E, entre
os treze trabalhos, apenas um teve como tema Espaco Vetorial. Ela menciona também, que onze
dos treze trabalhos foram defendidos a partir de 2005, mostrando um aumento de interesse pelo
tema citado.

Apesar de Chiari (2013) descrever um aumento de interesse pelo ensino ou
aprendizagem de AL durante o intervalo entre 2000 e 2010, fizemos uma busca de dissertacdes
e teses também no banco de dados da CAPES entre 2011 e 2018, com filtros em “Tipo’ como

‘Mestrado’ e ‘Doutorado’, ‘Grande Area Conhecimento’ como ‘Ciéncias Exatas e da Terra’ e

5> Para mais informac@es: http://www.tangente-mag.com.

® Para quem se interessar em saber como € feito a demonstracéo: http://www.tangente-
mag.com/article.php?id=3622. Acesso em 15/08/19.

7 Para mais informacdes: http://www.tangente-mag.com/article.php?id=3579. Acesso em 15/08/19.
8 Livro disponivel no site: http://iannis-xenakis.org/fxe/ecrits/mus_form.html. Acesso em 15/08/19.
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em ‘Area de Conhecimento’ como ‘Matematica’. Tivemos 1273 resultados para ‘4lgebra linear
ensino’ e 1228 resultados para ‘algebra linear aprendizagem’, no entanto, buscamos em ambos
os resultados, individualmente, pelas palavras chaves ‘ensino’, ‘aprendizagem’, ‘algebra linear’
e ‘espaco vetorial’, e sO encontramos dois trabalhos. Um mesmo trabalho apareceu na busca
em ‘algebra linear ensino’ e ‘4lgebra linear aprendizagem’ com o titulo “Topicos de Algebra
Linear explorados com o auxilio da teoria de Galois” e o segundo trabalho apareceu na busca
‘algebra linear aprendizagem’ com o titulo “Aprendizagem profunda para reconhecimento de
gestos da mao usando imagens e esqueletos com aplicagdes em libras”, em ambos, ndo tivemos
como objetivo geral o estudo do ensino e/ou aprendizagem em Algebra Linear, tampouco, sobre
Espaco Vetorial. Dessa forma, pudemos notar um déficit pelo interesse das pesquisas sobre 0s
temas supracitados, que a priori estava aumentando como apresentado em Chiari (2013).

Normalmente, os licenciandos em matematica sentem mais dificuldades nas
componentes curriculares que tratam sobre dominios da matematica como: Analise, Algebra
Linear, Estruturas Algeébricas, etc., ao qual envolve algum tipo de demonstracdo e/ou prova
matematica. Silva, Barboza e Cunha (2018) em pesquisa sobre a avaliacdo da aprendizagem do
curso, no qual também investigamos, envolvendo 145 estudantes, mostra que a maioria dos
discentes (63,16%) tém mais dificuldade nas avaliagcdes de disciplinas da matematica pura e
que essas sao as que mais detém reprovacoes.

Em AL ndo é diferente, enquanto estudante fazemos e/ou estudamos muitas das vezes
aquilo que o professor sugere, mesmo ndo sabendo para que serve, qual sua aplicacédo ou qual
0 objetivo de determinado assunto, apenas executamos pensando em nossa aprovacgdo. Para
Borges (2007, p.13) o ndo entendimento dos estudantes sobre qual é objetivo da AL pode ser
causada pelo fato de que “nos cursos de graduagdo, a nogao de espaco vetorial ¢ apresentada
isolada das outras areas da matematica; os alunos trabalham com espacos vetoriais de dimenséo
finita, sem que essa teoria seja aproveitada”. Ou seja, a teoria ¢ apresentada com dominio
préprio e restrito a disciplina, sem que haja relacdo, associacao ou aplicagdo em outro contetdo.

Outra dificuldade apontada por Borges (2007, p.13) é a “que os alunos possuem em
darem um salto, da necessidade de visualizacdo do objeto para representa-lo ou entendé-lo, para
um trabalho com estruturas geométricas que nao possuem uma correspondéncia com esse
objeto”. Situagdo que ocorre corriqueiramente, pois essa disciplina possui um teor na
demonstracdo durante toda a sua duracdo, fazendo com que o estudante possa ndo compreender
as nogdes do que esta estudando dentro daquele contetdo especifico, e até mesmo, com outros

dominios da matematica.
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Fratelli e Monteiro (2007, p. 3) relatam em seu trabalho que os cursos de AL comumente
iniciam pela defini¢do de espagos vetoriais gerais e que “a maioria dos estudantes ndo entende
a construcdo axiomatica e suas implica¢@es, com isso 0s conceitos deixam de fazer sentido e
ndo se desenvolve uma intuicdo sobre os assuntos, tdo importante nessa fase inicial de
aprendizado”. Desta maneira, uma vez nao consolidado o conhecimento fundamental para
seguir nela, cria-se uma bola de neve de desordem das ideias estudadas, ocasionando assim, um
quantitativo consideravel de reprovacdes nesta componente curricular, como aponta Celestino
(2000) em sua dissertacéo.

Uma nocao que os estudantes apresentam dificuldades no ensino de Algebra Linear é a

palavra ‘vetor’. Coimbra (2008, p. 58-59) relata em sua dissertacdo que:

Essa palavra, para o aluno do ensino médio, est4 carregada de significados
fisicos como direc¢do, sentido e comprimento e que admite uma representagdo
geométrica como uma seta. N&o h4, para os alunos, nenhuma relagdo entre
esse vetor, com fungdes, polinbmios, e matrizes, também estudados por eles
no ensino médio. O conflito é inevitavel, pois ao tratar espagos vetoriais, cujos
elementos sdo ditos vetores, a imagem mental de um vetor que € uma seta ndo
encontra congruéncia, por exemplo, com a imagem mental de um polindmio
do segundo grau ou mesmo com uma matriz cuja representacdo mental é
apenas de uma tabela.

Dessa forma, o estudante inicia os seus estudos em AL com uma nocdo de vetor que
aprendeu no ensino médio ou até mesmo na graduacdo que acredita servir para todos 0s
dominios em AL. Quando se depara com uma ideia de ‘vetor’ mais ampla aquela estudada, ha
um confronto de ideias que se ndo for bem investigada e estudada podera causar detrimento as
nocOes desenvolvidas em AL.

Ademais, se faz necessario que estudemos AL de forma objetiva e efetiva, explicando-
a, por exemplo, para que serve e quais suas aplicacdes, no intuito de os estudantes
internalizarem sua relevancia no campo das ciéncias. Chiari (2013, p.7) diz que “além de
permitir estabelecer conexdes entre diferentes ramos, a Algebra Linear também introduz uma
linguagem e um raciocinio abstrato com os quais 0s alunos que a estudam pela primeira vez
ndo estdo acostumados a lidar”. Muitas vezes a forma como ¢ visto esta disciplina, sem
representacdes e significados usuais e mais defini¢fes, teoremas e demonstracdes, dificulta a
compreensdo entre 0s conceitos e procedimentos vistos na mesma, uma vez que “exige que os
alunos aprendam a sua natureza conceitual, com as suas caracteristicas de abstracdo e
formalismo e a centralidade da prova” (MORO; VISEU; SIPLE, 2016, p. 2). E 0 que pode ser

verificado na dissertacdo de Furtado (2010), na qual, dos catorze alunos analisados por ela, a
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maioria, nove, dizem que a abstracdo presente em AL é a maior dificuldade e, outros quatro
estudantes, descrevem a falta de aplicacdo também como uma dificuldade.

No entanto, Dorier (1990, apud Furtado e Cabral, 2011, p. 4) relata em seu trabalho que
as dificuldades em compreender o aspecto formal da teoria dos espagos vetoriais ndo € algo
estritamente ligado ao formalismo, mas possivelmente de compreender o uso do formalismo na
teoria de Espacgo Vetorial, como também, “a interpretacdo dos conceitos formais em relagdo aos
contextos mais intuitivos como geometria ou sistema de equacdo linear, em que eles
historicamente emergiram”. Ou seja, os estudantes, podem ter compreendido o aspecto formal
da teoria de Espaco Vetorial, mas por ndo saberem o que representa de fato o que estdo fazendo
ou até mesmo a sua relacdo com outros assuntos da matematica, apresentam dificuldades na
mesma. Podemos ver algo semelhante no trabalho de Cardoso (2014, p. 33) quando ele diz que
uma das dificuldades pode ser dada pelo “fato de os estudantes ficarem presos ao uso de
algoritmos e teoremas de forma mecanica e nao tentarem entender o sentido geral daquilo que
¢ solicitado no problema”.

A falta de contato do estudante com demonstracBes ou deducbes de férmulas na
Educacao Basica, pode ser outra dificuldade encontrada, como aponta Cardoso (2014, p. 32)
em sua tese “assim, saem da escola, pensando que a Matematica é apenas formada por
operagdes mecénicas, envolvendo nimeros e, em alguns casos, algumas variaveis”. Dessa
forma, vemos a importancia do professor nesse nivel de ensino, em propor em sala de aula
situacOes para que seus estudantes tenham conhecimento do surgimento ou validade de
determinada férmula. Para que futuramente, no ensino superior, 0 professor possa ajudar
sabendo como os seus alunos estudam, as suas necessidades e o que pode ser feito para fomentar
a aprendizagem em Algebra Linear (DAY; KALMAN, 1999, apud CARDOSO, 2014, p. 32).

Assim, analisamos a Algebra Linear como uma das areas fundamentais da matematica
e a sua ndo compreensdo pode provocar problemas de aprendizagem ndo sO diretamente
relacionada a ela, como também, a outros contedos matematicos, dificultando assim, o
entendimento desses assuntos por parte dos estudantes. Diante as confusdes de ideias sobre esse
conhecimento cientifico - que colegas de curso também possuiam - relacionado a aprendizagem
em Algebra Linear, sentimos instigados em analisar como os estudantes compreendem as

nocOes de Espaco Vetorial.
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3.3 Elementos da Teoria Antropoldgica do Didatico — TAD

Neste capitulo, descrevemos algumas nogdes sobre a Teoria Antropologica do Didatico
— TAD desenvolvida por Yves Chevallard e colaboradores, teoria ao qual buscamos para
fundamentar nossa analise e, assim, ir ao encontro de nosso objetivo que é analisar as relagdes
pessoais de licenciandos em Matematica sobre a no¢do de Espaco Vetorial.

Lembremos que essa teoria é longa e aborda varios termos técnicos que fazem parte de
sua prépria linguagem, em que nosso estudo nao se objetiva a totalidade dessa discussdo. Desse
modo, explanaremos apenas algumas no¢des fundamentais a teoria ao qual aproveitaremos em
nosso trabalho, a saber: objeto, relagdo pessoal, pessoa e instituicao.

Iniciaremos falando sobre o que € um objeto, para Chevallard (2009, p.1, traducdo
nossa) “é qualquer entidade, material ou imaterial, que existe para pelo menos um individuo”.
Dessa forma, vemos que qualquer ideia ou algo pode ser considerado um objeto, basta que
exista para pelo menos um individuo, por exemplo, uma caneta, 0 pensamento sobre uma
comida, a no¢do matematica sobre Espago Vetorial, etc. Ou seja, “todo produto intencional da
atividade humana, ¢ um objeto” (CHEVALLARD, 2009, p.1, tradugao nossa).

Com essa definicdo de objeto, conseguimos concluir que durante nossa escrita, diversos
s80 os objetos abordados, porém, direcionaremos ao estudo do objeto noc¢ao de Espago Vetorial
através das compreensdes de licenciandos em Matematica.

Continuando com as ideias fundamentais a TAD, traremos agora a nocéo de relacdo
pessoal de um individuo x com um objeto o. Chevallard (2009) traz uma notacdo para
determinar essa relacdo: R (x; o). Essa notagdo representa todas as interacdes que um individuo
x pode ter com um objeto o, isto &, como ele trabalha com o objeto, a forma de manipular, de
sonhar, etc. Em suma, podemos afirmar que um objeto o existe para um individuo x se a relacdo
pessoal de x com o é nédo vazia, denotada por: R(x; 0) # @ (CHEVALLARD, 2009).

A terceira no¢do fundamental dessa teoria € a de pessoa. Chevallard (2009, p.1, traducéo
nossa) define como ““ a dupla formada por um individuo x e 0 sistema de suas relagOes pessoais
R(x;0), em um dado momento da historia de x”. Dessa maneira, entendemos por pessoa 0
resultado das relacfes pessoais vivenciadas, em algum instante, pelo individuo. Por exemplo,
os licenciandos em Matematica tém relagGes pessoais com objeto aula, prova, atividade, etc.
em sua graduacdo; os professores tém relacGes pessoais com objeto estudante, plano de aula,
livro didatico, etc. em sua profissao.

Conforme vamos vivendo, o sistema de relagcdes pessoais de um individuo x se

desenvolve, isto €, agueles objetos que existiam inicialmente podem nao existir mais, 0s objetos
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gue ndo existiam podem comegar a existir, e para alguns, a relacao pessoal de x muda. Desse
modo, o invariante é o individuo e quem muda ¢ a pessoa (CHEVALLARD, 2009).

Conhecendo as ideias de relagdo pessoal e de pessoa, conseguimos concluir que quando
um objeto o existe para uma pessoa x, entdo x conhece o. Além disso, Chevallard (2009) unifica
as nocdes de objeto e relacdo pessoal e define a nocdo de universo cognitivo de x que
simbolicamente € representado por: UC(x) = {(o,R(x;0))/R(x;0) # @ }. Citando um
exemplo, enquanto pessoa um estudante tem suas relagcdes pessoais com estudo, universidade,
transporte e outros objetos, a interacdo que o estudante tem com eles € que constitui 0 universo
cognitivo.

Conforme Chevallard (2009), para esclarecer a formacdo e evolugdo do universo
cognitivo de uma pessoa x € preciso entender outra nocdo fundamental, a da instituicdo. Ele diz

que

Uma instituicdo I é um dispositivo social “total”, que certamente pode ter
apenas uma extensdo muito pequena no espago social (existem “micro
instituigdes”), mas que permite - € impde - aos seus sujeitos, isto €, as pessoas
x que vém a ocupar ali as diferentes posicdes p oferecidas em I, pdr em jogo
maneiras de fazer e pensar proprias - isto é, de praxeologias.
(CHEVALLARD, 2009, p. 2, traducdo e aspas nossas, italicos do autor).

Ou seja, uma vez que os individuos ocupam suas diferentes posi¢des p em I, tornam-se
sujeitos das instituicdes (CHEVALLARD, 2009).

Destacamos que a instituicdo norteadora de nosso trabalho sera a sala de aula de um
componente curricular de AL num curso de formacao de professores de matematica. Com isso,
surge a indagagdo: “Como se constitui, € como muda o universo cognitivo UC(x) de um
individuo x? Como explicar esta dindmica cognitiva?” (CHEVALLARD, 2009, p. 2, tradugéo
nossa, italicos do autor).

Dessa forma, inteiramos que através do encontro de um individuo x com objeto o nas
instituicOes em que mora e onde x ocupa alguma posicao p que o coloca em contato com o, a
relacdo pessoal de x com o objeto o é modificada ou entdo é criada, caso ndo exista
(CHEVALLARD, 2009). Assim, podemos dizer que todo individuo estad sujeito a varias
instituicdes desde o seu nascimento, e ainda, “é por seus assujeitamentos, pelo fato de ser o
sujeito de uma multiddo de instituicbes, que o individuo x é constituido em uma pessoa”
(CHEVALLARD, 2009, p. 2, traducdo nossa, italicos do autor).

De acordo com Chevallard (ibid.), as noc¢Ges discutidas sobre objeto, pessoa e relacéo

pessoal servem como um esboco para teoria do conhecimento sobre individuos, ao qual também
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vale para instituigdes. Dessa maneira, “‘dado um objeto o, uma instituicdo | e uma posi¢do p em
I, uma relacdo institucional de um objeto 0 em uma posi¢do p e denotada por R;(p;0) é a
relacdo com o objeto o que deveria ser, idealmente, aquela dos sujeitos de | em posi¢édo p”
(CHEVALLARD, 2009, p. 2, tradugdo nossa, italicos do autor).

Com isso, Chevallard (ibid.) indica que existe uma busca de harmonia entre relacdo
pessoal de x e relacdo institucional em posicdo p, para isso, ele utiliza o simbolo “=” para
indicar essa conformidade, assim, a conformidade da relacdo pessoal de x a relacdo
institucional em posicéo p pode ser simbolicamente representada por: R(x;0) = R;(p; 0). Em
outras palavras, quer “dizer que x € um bom sujeito de | em posi¢do p” (CHEVALLARD, 2009,
p. 2, tradugdo nossa, italicos do autor).

Em nossa pesquisa, ressaltamos a instituicdo sala de aula de um componente curricular
de AL num curso de formacdo de professores de matematica em que 0s participantes da
pesquisa (estudantes) estdo sujeitos a ela. Para melhor entender como se cria ou modifica as
relacBes pessoais em volta do objeto Espaco Vetorial através das compreensdes de licenciandos
em Matematica, precisamos entender a no¢ao de praxeologia.

Conhecer essa no¢do de praxeologia é familiarizar-se na teoria, pois “esta no coragdo
da TAD” (CHEVALLARD, 2009, p. 4, traducdo nossa). Sua estrutura praxeologica mais

simples é a pontual, assim chamada pelo autor, e é constituido por

um tipo de tarefa T, uma técnica t, uma maneira de executar as tarefas t do
tipo T, de uma tecnologia 6, um discurso raciocinado (logos) sobre a técnica
(tekhné) que se pretende tornar T inteligivel como um meio de realizar as
tarefas do tipo T e por fim — mas ndo menos importante — um componente
tedrico ©, que governa a tecnologia 6 em si (e, portanto, todos 0s componentes
da praxeologia) (CHEVALLARD, 2009, p. 4, tradugdo nossa, italicos e
parénteses do autor).

Esta praxeologia é denotada por: [T/ T/ 8/ ©]; ¢ o “ponto” seria os tipos de tarefas T
(CHEVALLARD, 2009). Ela é constituida em duas partes: “uma parte pratico-técnica IT =
[T/ t], ou praxis (que pode, se necessario, ser chamado de ‘saber-fazer’) e uma parte
tecnologico-tedrica A = [0/ 0], ou logos (que pode ser identificado como ‘saber’ no sentido
comum do termo)” (CHEVALLARD, 2009, p. 4, traducdo nossa, italicos e parénteses do autor).
Em suma, podemos dizer que a praxeologia pontual representa os tipos de tarefas (T) que sdo

desenvolvidas e envolvem as técnicas (z), tecnologias () e teorias (0).



24

4 ELEMENTOS METODOLOGICOS

Descrevemos, neste capitulo, o percurso metodoldgico que iremos seguir com 0
proposito de ir ao encontro de nosso objetivo, a relembrar: analisar a relacdo pessoal de
licenciandos em Matematica sobre a nocao de Espaco Vetorial.

Para tal, realizamos uma pesquisa de natureza qualitativa classificada como estudo de
caso de acordo com Godoy (1995), e 0 nosso instrumento para coleta dos dados foi o
questionario, ao qual aplicamos com estudantes do sétimo periodo do curso de Matematica-
Licenciatura do Centro Académico do Agreste — CAA que ja cursaram a componente curricular
Algebra Linear. Escolhemos estudantes que ja tenham cursado AL como campo de pesquisa
pois AL foi a primeira componente curricular que deparamos em nosso curso que formalmente
estudou as nogdes de Espaco Vetorial.

A natureza qualitativa de nossa pesquisa foi apoiada em que Godoy (1995) traz em seu
trabalho

Algumas caracteristicas basicas identificam os estudos denominados
“qualitativos”. Segundo esta perspectiva, um fendmeno pode ser melhor
compreendido no contexto em que ocorre e do qual é parte, devendo ser
analisado numa perspectiva integrada. Para tanto, o pesquisador vai a campo
buscando “captar” o fendmeno em estudo a partir da perspectiva das pessoas
nele envolvidas, considerando todos os pontos de vista relevantes. VVarios tipos
de dados sdo coletados e analisados para que se entenda a dindmica do
fendmeno (GODOQY, 1995, p. 21, aspas do autor).

Assim, podemos perceber que numa pesquisa qualitativa necessitamos de uma
participagdo ativa do pesquisador para ir em busca de dados com o intuito de melhor entender
o fendmeno que se estuda, levando em consideracdo os pontos de vistas necessarios para o
desenvolvimento de sua pesquisa. De forma analoga, é o que buscamos em nosso trabalho,
aplicamos questionarios numa turma que ja tinha cursado AL em busca de analisar as relagdes
pessoais de licenciandos em Matematica, ou seja, seus pontos de vista, sobre a no¢ao de Espaco
Vetorial.

Escolhemos em nossa pesquisa, como dito, 0 questionario como instrumento de coleta
de dados. Compactuamos com a definicdo de Gil (2008, p. 121), ao qual descreve como: “a
técnica de investigacdo composta por um conjunto de questdes que sdo submetidas a pessoas
com o proposito de obter informacgdes sobre conhecimentos, crengas, sentimentos, valores,
interesses, expectativas, aspiragdes, temores, comportamento presente ou passado etc.”. Assim,

aplicamos o questionario na intencdo de que os alunos participantes conseguissem expor suas
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ideias frente a nogdo de Espaco Vetorial, no intuito de que pudéssemos analisar suas relacoes
pessoais frente ao tema.

Sabemos que ndo existe apenas um caminho para se seguir na investigacao de nosso
objeto de estudo, entender quais suas contribui¢des, implicacdes, questionamentos, etc. Com
isso, 0 caminho que seguiremos para tipificar a nossa pesquisa € o estudo de caso de acordo
como Godoy (1995, p. 25) descreve: “o estudo de caso se caracteriza como um tipo de pesquisa
cujo objeto é uma unidade que se analisa profundamente. Visa ao exame detalhado de um
ambiente, de um simples sujeito ou de uma situagdo em particular”. Nesse sentido, enfatizamos
que 0 nosso objeto de estudo é a relacdo pessoal dos estudantes sobre a nocdo de Espaco
Vetorial.

Em suma, o nosso trabalho se classifica como estudo de caso visto que temos como caso
proprio a relacdo pessoal dos estudantes sobre a no¢éo de Espago Vetorial numa turma que ja
tenha cursado AL no curso de formacdo de professores de matematica de uma universidade
publica.

Inicialmente, realizamos um questionario teste com dois estudantes de nosso curso que
ja tinham cursado AL e que ndo eram da turma em que gostariamos de aplicar. Os resultados
do questionario teste estavam dentro do esperado por nos, e assim, nao fizemos alteracdes. O
questionario em questdo se encontra no Apéndice A. Tivemos dois momentos de aplicacéo, o
primeiro, no dia 5 de setembro de 2019, se deu na disciplina de Estagio 2 em que aproveitamos
sete questionarios, e pela quantidade, resolvemos fazer uma nova aplicagcdo. Realizamos entao
um segundo momento no dia 18 de setembro de 2019, ela aconteceu na disciplina de
Metodologia do Ensino de Matematica 3, em que resultou na soma de dez questionarios ao que

tinhamos. Dessa forma, analisamos dezessete questionarios ao todo.

4.1 Os participantes

Os estudantes cursam AL, normalmente, no sexto periodo do curso, assim, optamos por
escolher a turma do sétimo periodo. Escolhemos essa turma pois em tese ja teriam cursado a
componente curricular AL e assim poderiamos aplicar nossos questionarios e posteriormente
fazer nossa andlise. De fato, a maioria dos estudantes ja tinham cursado e assim fizemos as
aplicacOes dos questionarios.

Iniciamos o questionario perguntando um pouco sobre o perfil dos discentes, como
nome, curso ao qual estava matriculado e ano de ingresso na universidade. No quadro (Quadro

1) a sequir ilustramos esses dados.
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Quadro 1 — Informacgdes sobre o perfil dos participantes.

Nome ficticio Curso Ano de ingresso
Estudante 1 Matemaética-Licenciatura 2011
Estudante 2 Matematica-Licenciatura 2016
Estudante 3 Matemaética-Licenciatura 2015
Estudante 4 Matematica-Licenciatura 2016
Estudante 5 Matemaética-Licenciatura 2015
Estudante 6 Matemaética-Licenciatura 2015
Estudante 7 Matematica-Licenciatura 2015
Estudante 8 Matemaética-Licenciatura 2015
Estudante 9 Matemaética-Licenciatura 2015

Estudante 10 Matematica-Licenciatura 2016

Estudante 11 Matemaética-Licenciatura 2016

Estudante 12 Matemaética-Licenciatura 2016

Estudante 13 Matematica-Licenciatura 2016

Estudante 14 Matemaética-Licenciatura 2016

Estudante 15 Matematica-Licenciatura 2016

Estudante 16 Matematica-Licenciatura 2013

Estudante 17 Matemaética-Licenciatura 2016

Fonte: O autor, 2019.

Por questbes de abreviatura, daqui em diante, utilizaremos apenas E1 quando falarmos

do Estudante 1, E2 para Estudante E2 e assim por diante até E17 para o Estudante 17.

4.2 O questionario

Nesta secdo descreveremos as perguntas do nosso questionario e o objetivo de cada

questdo. Fizemos um quadro (Quadro 2) para ilustrar essas informacdes.

Quadro 2 — Questionario: perguntas e objetivos.

Perguntas

Objetivos

vetorial?

1. O que vocé entende por espago

Analisar quais as compreensdes 0s
estudantes tém sobre Espaco Vetorial. Se ira

definir pelas propriedades,
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se entende por representacGes geométricas
(de vetores no espaco), conjuntos (M, (R),

por exemplo), ou outras representacdes.

2. Existe alguma diferenca entre os
elementos do R* e M,,,(R)? Podemos

chamar ambos de vetores? Justifique.

Identificar se os estudantes conseguem
diferenciar os elementos dos espagos
vetoriais (a saber: triplas ordenadas e

matrizes de ordem 2, ambos com nimeros
reais) e saber que os elementos das matrizes
ou de qualquer espaco vetorial, também

podemos chamar de vetores.

3. O conjunto dos polinémios de grau
menor ou igual a 2 (P,) é um espago

vetorial? Justifique.

Analisar se os estudantes conseguem
identificar um espaco vetorial e fazer sua
justificativa para tal (se vao utilizar as

propriedades algébricas ou ndo).

4. As operacoes feitas no R? — soma de
dois vetores e 0 produto de um vetor por
um namero (escalar) — podem ser

realizadas no R3*? E no P,? Porqué?

5. Cite, sem precisar justificar, alguns
exemplos de espacos vetoriais.

Perceber se os estudantes generalizam a
ideia de que as operacdes - soma de dois
vetores e 0 produto de um vetor por um
numero (escalar) - podem ser realizadas em
qualquer espaco vetorial, obedecendo a sua
definicéo e os elementos dos respectivos
conjuntos. Acontece por todos serem
espacos vetoriais.
Conhecer alguns dos espacos vetoriais que

os estudantes sabem/estudaram.

Fonte: O autor, 2019.

A seguir apresentaremos o capitulo sobre nossa andlise e discussdo dos dados coletados

nesta pesquisa através dos questionarios aplicados relacionando-os com 0s aspectos tedricos

aqui ja discutidos.
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5 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Nesta secdo expomos a nossa analise das respostas dos 17 estudantes referente ao
questionario (Apéndice A) aplicado e, em seguida, aquilo que conseguimos observar de acordo
com as categorizagdes evidenciadas. ldentificaremos as categorizagOes nas subsecdes deste
capitulo.

Criamos 5 subsecdes em que cada uma se destinard para a analise de uma questéo,
seguindo o0 que esperamos para o0 enunciado, como ja informado na metodologia. Enfatizamos
que o intuito de nossa pesquisa ndo € aprofundar nos erros ou analisar quantitativamente os
erros e acertos que tivemos no final da cada questdo e, sim, o que nos diz cada resposta, para
isso, fundamentamos nos elementos da TAD para verificar quais as relacbes pessoais

(CHEVALLARD, 2009) os participantes da pesquisa possuem com o objeto Espaco Vetorial.

5.1 Analise da questéo 1

Iniciamos a analise do questionario destacando as repostas coletadas na primeira
questdo. Cabe relembrar que a questdo de numero 1 foi: “O que vocé entende por Espaco
Vetorial?”. Como afirmamos na metodologia nossa justificativa para essa questdo foi analisar
quais as compreensdes 0s estudantes tém sobre Espaco Vetorial. Se ira definir pelas
propriedades, se entende por representacbes geomeétricas (de vetores no espaco), conjuntos
(M,,,(R), por exemplo), ou outras representacoes.

Diante das respostas dos 17 estudantes encontramos 6 categorias. As categorias que
podemos identificar sdo: lugar geométrico que possui um conjunto de vetores, representacdo
algébrica, representacdo por polindmios, espaco em 3D, ndo lembra e ndo sabe explicar/definir.
Salientamos que classificamos ‘em branco’ como ‘ndo sabe explicar/definir’.

Além disso, diferentemente das outras 4 questbes, ndo quisemos classificar aqui as
respostas como ‘acertos’ ou ‘erroS’ por se tratar de uma pergunta subjetiva ao qual nos
atentamos em identificar a relacdo pessoal do estudante com o objeto Espaco Vetorial.

Identificamos que 10 estudantes entendem que Espaco Vetorial € um lugar geométrico

gue possui um conjunto de vetores. Verificamos na figura 1, um extrato de um dos estudantes.



Figura 1: Extrato do E11 da quest&o 1.
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1) O que vocé entende por Espago Vetorial?

ka 0oinC co M Ne WM Q \L:;-»—»fj/r;b;ﬁ( S da
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Fonte: Dados da pesquisa.

Tivemos que 2 estudantes entendem Espaco Vetorial tentando definir a partir de uma

representacdo algébrica. Observamos nas figuras 2 e 3 abaixo, um destes exemplos.
Figura 2: Extrato do E2 da questéo 1.

l) O que vocé entende por Espago Vetorial?

E oy M duon opINOUAMS
e Exw VTEAR Y E
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Fonte: Dados da pesquisa. '

Figura 3: Extrato do E2 da continuacgdo da questdo 1.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Tais modos de tentar definir o espago vetorial como exemplificado nas figuras 2 e 3

mostra uma preocupacéo do estudante em definir propriedades que compde a nog¢éo de Espaco

Vetorial.



30

Cabe destacar a outra categoria que identificamos, na qual 1 estudante entende Espaco
Vetorial como uma representacao por polinémios. llustramos através da Figura 4 este exemplo.

Figura 4: Extrato do E4 da questdo 1.

1) O que vocé entende por Espago Vetorial?
N

A
7at VAL

Fonte: Dados da pesquisa.

Poderiamos indicar a reposta do E4 também como algébrica, mas estdvamos nesse caso
mais preocupados com a representacdo utilizada, que nesse caso foi a lingua natural, que
remetia diretamente a nocéao de polinémio. Outra categoria identificada nas respostas da questdo
um é a que possui 1 estudante que entende Espaco Vetorial como um espaco em 3D. Mostramos
através da figura 5 este exemplo.

Figura 5: Extrato do E6 da questdo 1.

1) O que vocé entende por Espaco Vetorial?

'
N A DAY D , o~
-2 XA :’ O

Fonte: Dados da pesquisa.

Criamos uma classificacdo para essa resposta como ‘espago em 3D’, pois essa foi
simplesmente sua resposta. Acreditamos que tal resposta pode estar relacionada a palavra
“espago” e o estudante relacionou com um “espago em 3d”, o que nao faz muito sentido. Apesar
de talvez o EG6 esteja pensando em lugar geométrico, ndo classificamos como ‘lugar geométrico
que possui vetores’.

Classificamos ainda 1 estudante como ‘ndo lembra’ e 2 estudantes como ‘ndo sabe
explicar/definir’, totalizando assim, as 17 respostas analisadas.

Por meio da analise destas respostas observamos que as relagdes pessoais dos estudantes
frente ao objeto Espaco Vetorial em sua maioria tendem a ser um lugar geométrico que possui
um conjunto de vetores. Cabe destacar também a possibilidade de definicdo a partir da

representacdo algébrica. Com isso, percebemos que ‘vetores no plano ¢ no espago’ possa a ser
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0 contetdo mais explorado durante a aprendizagem dos estudantes diante a nocdo Espaco

Vetorial na componente curricular Algebra Linear.

5.2 Andlise da questdo 2

Comecamos a andlise da segunda questdo relembrando-a: “Existe alguma diferenga
entre os elementos do R3? e M,,, (R)? Podemos chamar ambos de vetores? Justifique.”, ao qual
sua justificativa foi identificar se os estudantes conseguem diferenciar os elementos dos espacos
vetoriais (a saber: triplas ordenadas e matrizes de ordem 2, ambos com nimeros reais) e saber
que os elementos das matrizes ou de qualquer espaco vetorial, também podemos chamar de
vetores.

De acordo com as 17 respostas dos estudantes conseguimos classificar em duas
categorias, a saber: acertos e erros. Dos quais criamos trés subcategorias para os ‘erros’. As
subcategorias sdo: em branco, ndo soube identificar os elementos dos dois conjuntos e identifica
corretamente os elementos de R3 mas ndo soube identificar os elementos de M,,,(R).
Gostariamos de destacar que classificamos ‘em branco’ como ‘erros’.

Dando destaque a categoria dos erros comecamos identificando que 7 estudantes néo
souberam identificar os elementos dos dois conjuntos, que foi uma das subcategorias
identificadas. llustramos tal situacdo por meio da figura 6.

Figura 6: Extrato do E3 da questdo 2.

2) Existe alguma diferenga entre os elementos do R® e M,,,(R)? Podemos chamar
ambos de vetores? Justifique.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Na outra subcategoria do erro identificada, tivemos 8 estudantes que identificaram
corretamente os elementos de R® mas ndo souberam identificar os elementos de M,,,(R). A

figura 7 ilustra um desses estudantes.
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Figura 7: Extrato do E15 da questdo 2.

2) Existe alguma diferenca entre os elementos do R ¢ M,,(R)? Podemos chamar
ambos de vetores? Justifique
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Fonte: Dados da pesquisa.

Classificamos esse estudante desta forma pois suponhamos que o E15 sabe os elementos
de R3 quando escreve “elementos de R3 tem 3 componentes” e “estio na 3* Dimensdo0”, mas
ndo soube identificar os elementos do conjunto M,,,(R), uma vez que o discente diz que “as
matrizes 2 X 2 estdo na 2* dimensdo” e “os elementos do R3 tem 3 componentes enquanto o do
M,,, ha 2”. Desconfiemos que o E15 acredita que M,,,(RR) representa um plano.

Ainda sobre a analise da questdo dois, registramos apenas 1 estudante que respondeu

satisfatoriamente a pergunta. A figura 8 traz este exemplo.

Figura 8: Extrato do E2 da questdo 2.
2) Existe algﬁma diferenga entre os elementos do R® e M,,,(R)? Podemos chamar
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Fonte: Dados da pesquisa.

Dessa forma, totalizamos 1 estudante que respondeu de forma correta, 1 em branco e 15
estudantes que tiveram justificativas insuficientes para questdo 2. Assim, classificamos como 1
‘acerto’ e 16 ‘erros’ a segunda quest&o.

Observamos atraves desta segunda questao que os estudantes tiveram muita dificuldade
em identificar os elementos dos dois conjuntos para assim diferencia-los, em especial, 0s
elementos das matrizes de ordem 2 com coeficientes reais (M,,, (R)), em que dos 17 estudantes

analisados nesta pesquisa apenas 1 soube identificar corretamente.



33

Vale ressaltar também que apenas 1 estudante reconhece que podemos chamar ambos
os elementos dos conjuntos de vetores, os demais estudantes que responderam sobre esse
questionamento (11 estudantes) restringiram a ideia de vetores para coordenadas cartesianas ou
entdo vetores como representacao fisica, com intensidade, sentido e dire¢cdo, um exemplo pode

ser visualizado na figura 9.
Figura 9: Extrato do E4 da questdo 2.

: o 3 SN
2) Existe alguma diferenga entre os elementos do R® e M, (R)? Podemos chamar
ambos de vetores? Justifique.
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Fonte: Dados da pesquisa.

A seguir continuaremos com as analises, partiremos agora para as analises da questao

de nlmero trés.

5.3 Analise da questéo 3

Antes de iniciar a analise da questdo 3, vamos retomar o seu enunciado: “O conjunto
dos polinémios de grau menor ou igual a 2 (P,) ¢ um espaco vetorial? Justifique.”, em que
tivemos como justificativa analisar se os estudantes conseguem identificar um espaco vetorial
e fazer sua justificativa para tal (e se iriam utilizar as propriedades algébricas ou nao).

Através das 17 respostas classificamos em 2 categorias, sdo elas: acertos e erros.
Criamos 4 subcategorias para as que foram categorizadas como erradas, sdo elas: ndo soube
justificar, em branco, ndo lembra e ndo sabe. Classificamos ‘ndo soube justificar’ para os
estudantes que tiveram sua justificativa invalida, ‘em branco’ para aqueles que ndo escreveram
no local destinado a resposta, ‘nao lembra’ para aqueles que assim indicaram em suas repostas
e ‘ndo sabe’ para aqueles que assim indicaram. Assim, classificamos ‘ndo soube justificar’, ‘em
branco’, ‘ndo lembra’ e ‘ndo sabe’ como ‘erros’.

Registramos em nossa pesquisa 8 estudantes que ndo souberam identificar o conjunto
dos polinémios de grau menor ou igual a 2 (P,) como Espaco Vetorial por ndo saberem justificar
suas respostas. Classificamos aqui ‘ndo soube justificar’ para os estudantes que fugiram as

nocOes esperadas pela questdo 3. A figura 10 explicita um destes exemplos.
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Figura 10: Extrato do E3 da questéo 3.

3) O conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a 2 (P,) ¢ um espago vetorial?
Justifique.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Assim como a questdo anterior, s6 tivemos apenas 1 acerto para essa questdo. A
propdsito, se trata do mesmo estudante que respondeu corretamente a questdo 2. A figura 11

ilustra este exemplo.
Figura 11: Extrato do E2 da questdo 3.

3) O conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a 2 (P;) é um espago vetorial?
Justifique.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Classificamos ainda 3 estudantes como ‘em branco’, 2 estudantes como ‘ndo lembra’ e
3 estudantes como ‘ndo sabe’. Somando os 8 estudantes que classificamos como ‘ndo soube
justificar’, 3 estudantes como ‘em branco’, 2 estudantes como ‘ndo lembra’ e 3 estudantes como
‘nao sabe’, ao total, tivemos 16 estudantes classificados como ‘erros’ para questdo 3.
Registramos apenas 1 estudante como ‘acerto’.

Note que o Unico estudante que classificamos como ‘acerto’ ele ndo demonstra ou prova
que P, € um Espaco Vetorial, isto €, os estudantes ndo precisavam destes recursos para
responder satisfatoriamente a questdo 3, observamos entéo outra dificuldade dos participantes
desta pesquisa, a falta de fundamentos em seus argumentos para justificar se tal conjunto (P,)

é um Espaco Vetorial.
5.4 Analise da questéo 4
Iniciamos a analise da questdo 4 relembrando-a: “As operagdes feitas no R? — soma de

dois vetores e 0 produto de um vetor por um niimero (escalar) — podem ser realizadas no R3? E

no P,? Porqué?”, em que sua justificativa foi perceber se os estudantes generalizam a ideia de
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que as operacdes - soma de dois vetores e o produto de um vetor por um nimero (escalar) -
podem ser realizadas em qualquer espaco vetorial, obedecendo a sua definicdo e os elementos
dos respectivos conjuntos. Acontece por todos serem espacos vetoriais.

Através da analise dos 17 questionarios verificamos que todas as questdes poderiam ser
categorizadas como erro. Dentro desta categoria identificamos 4 subcategorias, a saber: ndo
soube justificar, operacdes do R?, em branco e nédo sabe. Classificamos como ‘nio soube
justificar’ para os estudantes que tiveram sua justificativa invalida, ‘operagdes do R?’ para os
estudantes que acreditaram que as operagGes eram restritas do conjunto R?, ‘em branco’ para
aqueles que ndo escreveram no local destinado a resposta e ‘ndo sabe’ para aqueles que
responderam neste sentido. Assim, classificamos ‘ndo soube justificar’, ‘operagdes do R?’, ‘em
branco’ e ‘ndo sabe’ como ‘erros’. Infelizmente, ndo observamos acerto para essa quest&o.

Levando em consideracdo a subcategoria ‘néo soube justificar’ contamos 10 estudantes.
Aqui, classificamos ‘nao soube justificar’ para os estudantes que justificaram inadequadamente
ou que fugiram ao que esperavamos para questdo 4. A figura 12 mostra um desses exemplos.

Figura 12: Extrato do E1 da quest&o 4.

4) As operagdes feitas no R?* —soma de dois vetores e o produto de um vetor por um
numero (escalar) — podem ser realizadas no R*? E no P,? Porqué?

qualgan et

Fonte: Dados da pesquisa.

Classificamos 3 estudantes em ‘operagdes do R?’ pois supomos que esses discentes
acreditaram que as operagdes eram do conjunto R? e ndo de um conjunto qualquer. Ilustramos
por meio da figura 13 uma dessas respostas.

Figura 13: Extrato do E11 da questéo 4.

4) As operagdes feitas no R?> — soma de dois vetores e 0 produto de um vetor por um
namero (escalar) — podem ser realizadas no R*? E no P,? Porqué?
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Registramos ainda 3 estudantes como ‘ndo sabe’ e 1 estudante como ‘em branco’.
Infelizmente ndo contamos com acerto para essa pergunta, ao qual podemos observar nesta
questdo de numero quatro outras possiveis dificuldades dos estudantes, por exemplo, a de
generalizar as nogdes de operacdes realizadas em espacos vetoriais, como também, em se

fundamentar para fazer uma justificativa plausivel seguindo as nogdes dadas na questéo.

5.5 Analise da questédo 5

Antes de iniciar a analise da questdo 5 vamos relembrar o seu enunciado: “Cite, sem
precisar justificar, alguns exemplos de espacos vetoriais.”, em que sua justificava foi conhecer
alguns dos espacos vetoriais que 0s estudantes sabem/estudaram.

Analisando as respostas dos 17 estudantes classificamos em 2 categorias, a saber:
acertos e erros. Dos quais criamos 2 subcategorias para as respostas que classificamos como
erradas, séo elas: elementos de conjuntos e operagdes entre elementos. Contamos ‘em branco’
como ‘erros’. Tivemos 6 participantes classificados como ‘acertos’ e os outros 11 como ‘erros’
para questdo 5. Entre os 6 estudantes que citaram exemplos de espacos vetoriais de forma
correta tivemos os seguintes exemplos: R", M,,5,, Py, R®, F(R,R), My,,, M3,3, R, R%e R3.
Na figura 14 ilustramos um desses estudantes.

Figura 14: Extrato do E2 da quest&o 5.

) Cite, sem precisar justificar, alguns exemplos de espagos vetoriais

R, Moy, , P, R® T R).

Fonte: Dados da pesquisa.

Olhando para os 11 estudantes que classificamos como ‘erros’ pudemos observar que 6
citaram ‘elementos de conjuntos’ como exemplos de espagos vetoriais. Para mostrar um desses
casos, trouxemos na figura 15 o recorte da questdo 5 do E5 que citou um elemento da matriz de

ordem 3 como exemplo.
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Figura 15: Extrato do E5 da questdo 5.

5) Cite, sem precisar justificar, alguns exemplos de espagos vetoriais

Fonte: Dados da pesquisa.

Ainda dentro dos 11 estudantes, registramos outros 4 estudantes classificados como
‘erros’ em ‘operagdes entre elementos’. Como 0 nome sugere, classificamos ‘operagdes entre
elementos’ os estudantes que citaram como exemplo operagdes entre elementos de um
conjunto. llustramos através da figura 16, um desses estudantes.

Figura 16: Extrato do E12 da questéo 5.

5) Cite, sem precisar justificar, alguns exemplos de espagos vetoriais.
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Fonte: Dados da pesquisa.

O estudante que falta para classifica¢do ‘erros’ foi o que deixou em branco. Notamos
gue os dois conjuntos mais citados pelos estudantes como exemplo de Espaco Vetorial foram o
R? e 0 R3. Em que pode representar os espacgos vetoriais mais estudados pelos estudantes,
reforcando a ideia ja discutida na analise da questdo 1, em que o bloco de saber que talvez tenha
sido mais explorado na aprendizagem dos participantes de nossa pesquisa ao estudar Espacgo

Vetorial foi ‘vetores no plano ¢ no espago’.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Desenvolvemos esta pesquisa com o objetivo geral de analisar a relacdo pessoal de
licenciandos em Matematica sobre a no¢do de Espaco Vetorial. Para tal, baseamos em dois
objetivos especificos, a saber: identificar como os estudantes compreendem as nogdes e
exemplos sobre Espaco Vetorial e identificar as representacdes de Espago Vetorial utilizadas
pelos estudantes, no intuito de responder nossa questao de pesquisa que é: Qual a compreensdo
dos estudantes de licenciatura em matematica sobre a nocéo de Espaco Vetorial?

Damos inicio as nossas consideraces a respeito do que pudemos observar com as
compreensOes dos estudantes sobre as nocoes e exemplos de Espaco Vetorial. Pudemos notar
através da analise da questdo 2 uma dificuldade dos estudantes em diferenciar os elementos dos
conjuntos R3 e M,,,(R), uma vez que apenas 1 estudante reconheceu de forma correta os
elementos dos conjuntos. Reiteramos o que Coimbra (2008) relata em seu trabalho, a nogéo de
vetor como elemento de um Espaco Vetorial € uma outra nogdo que os participantes desta
pesquisa também mostraram dificuldades, visto que a maioria restringiu a nocao de vetor como
coordenadas cartesianas ou vetores como representacdo fisica, com intensidade, sentido e
direcdo. Em que somente 1 estudante identificou que também podemos chamar de vetores 0s
elementos dos espacos vetoriais. Mostrando que os estudantes podem ter suas noc¢des de vetores
(como elementos de espacos vetoriais) confundidas com as noc¢des proprias de conjuntos.

Além disso, a falta de fundamentos nos argumentos dos participantes desta pesquisa que
analisamos nas respostas da questéo 3 e 4 nos chamou atencéo de forma negativa. Dado que na
questdo de numero trés para justificar se P, era um Espaco Vetorial os discentes ndo precisavam
provar ou demonstrar que P, € um Espaco Vetorial. Lembremos que apenas 1 dos 17 estudantes
respondeu satisfatoriamente a questdo 3 e nenhum dos participantes conseguiu responder de
forma plausivel a questdo 4.

Considerando as nogOes que abordamos na questdo 4 e comparando com as respostas
dos participantes desta pesquisa pudemos notar uma caréncia em suas compreensdes diante as
nocBes de operacdes feitas em espacos vetoriais. Podemos citar como uma outra possivel
dificuldade dos estudantes: perceber se as operacdes ao qual a questao se tratava eram operacoes
quaisquer em um Espago Vetorial.

Referente ao que observamos com as representagdes de Espaco Vetorial dos
participantes desta pesquisa é que suas relagdes pessoais frente ao objeto Espaco Vetorial
tendem a representar um lugar geométrico que possui um conjunto de vetores. A qual

conseguimos notar uma relacdo com as repostas da questao 5, em que registramos 0s conjuntos
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R? e R® como os exemplos de espagos vetoriais mais citados pelos os estudantes, o que pode
nos mostrar que talvez estes tenham sidos os conjuntos que mais tenham estudados. Como
também, nos induzindo a perceber que ‘vetores no plano e no espago’ possa a ser 0 contelido
mais explorado durante a aprendizagem dos estudantes diante a nocdo Espaco Vetorial na
componente curricular Algebra Linear.

Em suma, verificamos de acordo com as analises das 5 questdes de nosso questionario
que a maioria dos participantes da pesquisa tiveram dificuldades sobre as nogdes abordadas no
mesmo, as quais podemos destacar: identificar os elementos dos conjuntos, diferenciar
elementos de um conjunto e conjunto, entender a nogao de vetor como elemento de um Espaco
Vetorial, justificar se determinado conjunto é um Espaco Vetorial, generalizar as nocdes de
operagdes realizadas em espacos vetoriais e, de maneira geral, fundamentos nos argumentos
para justificarem suas respostas.

Assim, entendemos que a pessoa estudante de nossa pesquisa na instituicdo sala de aula
de um componente curricular de AL num curso de formacéo de professores de matematica
possa ter sua relacdo pessoal frente ao objeto Espaco Vetorial durante os seus estudos
representada por conceitos além dos estudados nela, como as que classificamos ‘lugar
geométrico que possui um conjunto de vetores’, devido a uma confusdo originada mediante as
noc¢Oes de outros conteddos da matematica ndo firmadas, como ja mencionadas aqui.

Desta forma, diante 0 que conseguimos investigar atraves de nosso trabalho de
conclusdo de curso acreditamos ser possivel desenvolver futuros estudos com outros problemas
de pesquisa, em que nosso trabalho ndo atende a essas perspectivas. Com isso, levando em
consideracgdo 0s objetivos de cada pesquisa, evidenciamos alguns problemas de pesquisas que
poderao ser feitos: Quais o0s principais obstaculos os estudantes enfrentam na aprendizagem em
Algebra Linear ou da nogao Espaco Vetorial? O que os erros cometidos pelos estudantes podem
nos dizer frente a nogéo de Espaco Vetorial? Os discentes iniciam a disciplina de Algebra Linear
com as nogdes necessarias para o seu desenvolvimento nela? Os alunos tém contato com as
significacdes dos conceitos estudados em Algebra Linear ou apenas ficam diante as abstraces
da mesma? Os professores da componente curricular Algebra Linear proporcionam momentos
para que os estudantes tomem conhecimento da aplicabilidade das no¢des discutidas na mesma?

Dessa maneira, consideramos que pesquisas feitas com os problemas expostos acima
podem contribuir para o ensino e aprendizagem de Algebra Linear e, com isso, quem sabe
entender melhor as dificuldades encontradas pelos estudantes durante o seu desenvolvimento,
como também, ajudar a compreender as relacdes pessoais dos estudantes frente a nogdo de
Espaco Vetorial.
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APENDICE A - QUESTIONARIO

QUESTIONARIO

Nome:

Curso: Ano de ingresso:

1) O que vocé entende por Espaco Vetorial?

2) Existe alguma diferenca entre os elementos do R* e M,,.,(IR)? Podemos chamar ambos
de vetores? Justifique.

3) O conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a 2 (P,) é um espago vetorial?
Justifique.

4) As operacdes feitas no R* — soma de dois vetores e o produto de um vetor por um
ndmero (escalar) — podem ser realizadas no R3*? E no P,? Porqué?

5) Cite, sem precisar justificar, alguns exemplos de espa¢os vetoriais.




