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RESUMO

A presente monografia consiste na proposta de um modelo tedrico para o estudo da
energia de correlacdo, definida como sendo a diferenca entre a energia exata (nao
relativista) e a energia obtida via método de Hartree-Fock, de um sistema modelo
contendo dois elétrons interagentes confinados em um poco quadrado infinito
unidimensional (caso conhecido como particulas na caixa) com um potencial de
interacdo elétron-elétron tipo delta de Dirac. Obter a solugdo para esse modelo
constitui uma atividade de ciéncia normal, a saber, a resolucdo de um quebra-
cabeca, segundo a perspectiva de Thomas Kuhn. Nota-se que devido ao modelo
ideal adotado, sua solucdo é consideravelmente simples quando comparada aos
modelos reais, fato utilizado para o estabelecimento de uma transposicéo didatica,
de acordo com Yves Chevallard, dirigida ao ensino superior com o0 intuito de
trabalhar os assuntos de energia de correlacéo e elétrons interagentes em turmas

que ainda ndo tiveram contato com ferramentas matematicas mais avancadas.

Palavras-chave: Energia de correlacdo, Thomas Kuhn, Quebra-cabeca, Yves
Chevallard, Transposicao didatica.



ABSTRACT

The present monograph deals with the proposal of a theoretical model for the study
of correlation energy, defined as the difference between the exact (non-relativistic)
energy and the energy obtained via the Hartree-Fock method, of a model system
containing two interacting electrons confined in a one-dimensional infinite square well
(case known as particles in the box) with a Dirac Delta like electron-electron
interaction potential. Get the solution for this model constitutes a normal science
activity, precisely solving a puzzle, from the perspective of theorist Thomas Kuhn. It
is noted that due to the ideal model adopted, its solution is considerably simple,
compared to real models, a fact used for the establishment of a didactic
transposition, according to Yves Chevallard, aimed at higher education in order to
work on the subjects of correlation energy and interacting electrons in classes that

have not yet come into contact with more advanced mathematical tools.

Keywords: Correlation energy, Thomas Kuhn, Puzzle, Yves Chevallard, Didactic

transposition.
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1. INTRODUCAO

Nossa tarefa nesta monografia é apresentar a solucdo exata da expressao
para a energia de correlagdo, fruto da solugdo de um problema quebra-cabeca
segundo a perspectiva de Thomas Kuhn, de um sistema-modelo de dois elétrons
interagentes. Tal empreendimento mostrar4, como veremos mais tarde, que a
configuracdo adotada por nés para a interacdo entre esses elétrons possibilita uma
compreensao de caracteristicas importantes de sistemas analogos e faz isso de

forma consideravelmente simples e sem perder poder de generalizacao.

Frequentemente a analise destes sistemas € complicada e por vezes até
mesmo abandonada em turmas de ensino superior que ainda ndo possuem
determinadas ferramentas mateméticas:

[...] métodos para se tratar do problema de muitos corpos interagentes,
como a aproximagdo de Hartree-Fock(HF), a teoria do funcional da
densidade (DFT do inglés Density Functional Theory), dentre outros, ficam
relegados a cursos direcionados para pesquisadores na area como os de
guimica quéantica ou fisica atbmica e molecular. Mesmo assim, em tais
cursos, a intengcdo de se tratar “sistemas reais” como atomos multi-
eletrbnicos e moléculas, traz consigo a necessidade de lidar com fungfes
especiais e, consequentemente, operacdes matematicas
demasiadamente complexas para estudantes que ainda nao cursaram
disciplinas envolvendo métodos avancados de resolucdo de equagdes
diferenciais [...]. Tal fato torna-se um obstaculo para a aprendizagem desses
métodos na medida em que acabam desviando o foco dos conceitos

subjacentes aos mesmos em detrimento de opera¢cdes matematicas
envolvendo fungbes especiais (MOREIRA,; SILVA, 2016, pg.03).

Dado o que foi exposto, nota-se que a solucéo para energia de correlacao do
nosso sistema-modelo proposto apresenta-se como uma possivel transposicao
didatica que ira permitir o tratamento de topicos de elétrons interagentes para turmas
do ensino superior que ainda nao tiveram contato com equacdes diferenciais
consideradas complexas e funcdes especiais, uma vez que leva em conta a falta de
maturidade dos estudantes com este formalismo matematico avancado, evitando-o.
Simultaneamente, busca-se tornar os termos conceituais acessiveis as linguagens
dos alunos, exercendo assim o papel de transformar o saber sabio em saber
ensinado, e por fim permitindo que tal conteido seja trabalhado em cursos iniciais

de Fisica Quantica e similares.

E importante destacar que a energia de correlacdo aparece em diversos

meétodos de abordagem que trabalham com sistemas atdbmicos e moleculares, e dai



segue a importancia de seu estudo. Ao mais, cabe aqui apontar que para
determinacdo da energia de correlacdo é necessario especificar a energia
aproximada do sistema, obtida via método Hartree-Fock, e a energia exata, advinda
da solucdo da equacado de Schroedinger. Propomos neste trabalho, como ja foi dito,
apenas a solucdo denominada como exata, uma vez que a solucdo aproximada
pode ser encontrada, para 0 mesmo sistema que adotamos, em um trabalho ja
publicado em forma de artigo (veja MOREIRA; SILVA, 2016). Deixamos como
perspectiva futura a comparacdo dos resultados obtidos via os dois diferentes

métodos.

Exposto isso, devemos agora nos familiarizar com as caracteristicas e
terminologias do trabalho de Thomas Kuhn e da transposicdo didatica desenvolvida
por Yves Chevallard.

Em seguida trabalhamos a importancia da energia de correlagdo nas

pesquisas cientificas e obtemos a solucao exata de sua expressao.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Thomas Kuhn foi um fisico e fildsofo norte americano que se tornou uma das
figuras mais influentes e debatidas na histéria e filosofia da ciéncia do século XX e
cujos trabalhos sdo ainda amplamente analisados e empregados em estudos atuais
das referidas areas. E frequentemente apresentado, juntamente com Stephen
Toulmin, Imre Lakatos, Paul Feyerabend, entre outros, como responsavel pela
reconstrucdo da racionalidade cientifica, onde atribuiu um importante carater
epistemologico referente ao papel da histéria no estudo e na compreensdo da
atividade cientifica, bem como pela producdo de uma nova imagem do que seria a
ciéncia (MENDONCA, 2012, pg. 536).

Em sua principal obra, a saber o livro A Estrutura das Revolucdes Cientificas,
frequentemente denotada apenas por Estrutura, Kuhn se afasta dos positivistas

l6gicos e estabelece que

[...] a experiéncia e a l6gica ndo sé@o os unicos critérios para a escolha entre
teorias e, portanto, entre “verdades cientificas”: conforme Kuhn, as
interpretacdes e valores das comunidades envolvidas sdo parte essencial
dessa selecdo (MUTLAQ, 2015, pg. 9).

Faremos uso deste pensamento de Thomas Kuhn, bem como de suas outras
contribuicbes presentes na Estrutura, para elucidar as caracteristicas de um
problema do tipo quebra-cabeca, o qual constitui importante papel neste trabalho, o
gue nos leva também a discutir os conceitos de Ciéncia Normal e Paradigmas

segundo o autor.
2.1 A ciéncia segundo Thomas Kuhn

Thomas Kuhn inicia A Estrutura das Revolucfes Cientificas apresentando
dois conceitos fundamentais, bem como uma variedade de exemplos destes, que
nos preparam para compreender sua visdo da atividade cientifica, sdo eles: ciéncia

normal e paradigmas.

Segundo o autor:

[...] “ciéncia normal” significa a pesquisa firmemente baseada em uma ou
mais realizagfes cientificas passadas. Essas realiza¢des sdo reconhecidas
durante algum tempo por alguma comunidade cientifica especifica como
proporcionando os fundamentos para sua pratica posterior (KUHN, 1998,

pg. 29).
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Kuhn observou que os trabalhos cientificos que norteavam os métodos
legitimos de um determinado campo de pesquisa geralmente apresentavam duas

caracteristicas essenciais (KUHN, 1998):

1. Suas realizacbes eram sem precedentes e capazes de atrair um grupo
duradouro de colaboradores, afastando-os de outras formas de atividades de
pesquisa que nao fossem as suas;

2. Simultaneamente, tais realizacbes permitiam que uma ampla espécie de

problemas abertos fossem resolvidos pelo grupo de cientistas.

Aos trabalhos que compartilhavam essas caracteristicas Thomas Kuhn deu o
nome de paradigmas, sobre o qual podemos apontar como exemplos o Almagesto
de Ptolomeu, a fisica de Aristételes, os Principia e a Optica de Newton, a
Eletricidade de Franklin, a Quimica de Lavoisier, a Geologia de Lyell e o
Eletromagnetismo de Maxwell (KUHN, 1998). Para outros exemplos detalhados de
paradigmas na Fisica, veja o capitulo A rota para a ciéncia normal em Estrutura das
Revolucdes Cientificas (KUHN, 1998).

Com os trabalhos mencionados acima constituindo paradigmas, podemos
exemplificar trabalhos de ciéncia normal como aqueles que estudam os movimentos
dos corpos atravées das leis de Newton, os que estudam os fenbémenos
eletromagnéticos através das leis de Maxwell e os que fundamentam suas

pesquisas de quimica com os estudos de Lavoisier (KUHN, 1998).

O estudo dos paradigmas, tal qual definido anteriormente, é o que prepara um
estudante para fazer parte de uma dada comunidade cientifica onde atuara
posteriormente com o papel de pesquisador (KUHN, 1998). Uma vez dentro de tal
comunidade, tal individuo estara em contato direto com outros que aprenderam as
bases de seus campos de estudo através dos mesmos modelos concretos e,
portanto, acerca dos pontos fundamentais, sua pratica raramente entrara em conflito
com os demais (KUHN, 1998):

Homens cuja pesquisa esta baseada em paradigmas compartilhados estao
comprometidos com as mesmas regras e padrdes para a pratica cientifica.
Esse comprometimento e o consenso aparente que produz sdo pré-

requisitos para a ciéncia normal, isto é, para a génese e a continuacado de
uma tradicdo de pesquisa determinada. (KUHN, 1998, pg 30).
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Naturalmente, nesta visdo de ciéncia é questionavel o que acontece quando
se tem a auséncia de um paradigma ou a auséncia de possiveis candidatos a
paradigmas. Kuhn aponta que neste caso todos fatos que possuem potencial para
promover o desenvolvimento de um campo cientifico sédo igualmente relevantes, e
que, por consequéncia, quando ndo ha uma orientacdo de como se proceder, as
coletas de fatos, o que inclui obtencdo de dados e observacdes de fenGmenos
naturais, se aproxima de uma atividade do tipo laboral, tais como Medicina,
Metalurgia, e na maioria das vezes trabalhos relacionados com outras tecnologias, ja
que tais oficios representam uma fonte de possiveis fatos relevantes que nao
poderiam ser descobertos ao acaso (KUHN, 1998, pg 35), entretanto, como aponta
Kuhn:

Apenas muito ocasionalmente, como no caso da Estatica, Dindmica e
Optica Geométrica antigas, fatos coletados com tdo pouca orientacdo por
parte de teorias preestabelecidas falam com suficiente clareza para permitir
o surgimento de um primeiro paradigma (KUHN, 1998, pg 36-37).

Frequentemente, o que se tem é que diferentes cientistas confrontados com
0os mesmos fenbmenos, mas em geral ndo com os mesmos problemas patrticulares,
os descrevem de forma completamente distintas, e as divergéncias vao aos poucos
se esvaindo, até que, aparentemente, se extinguem de vez (KUHN, 1998). O
desaparecimento é causado pelo triunfo de uma das escolas pré-paradigmaticas,
que enfatiza apenas uma parte do conhecimento do numeroso conjunto de

informacdes que estdo disponiveis aos pesquisadores (KUHN, 1998, pg. 37).

Diante disso, uma das coisas mais importantes a se destacar é que mesmo
com o sucesso da explicacao fornecida pelo argumento, que passou da categoria de
teoria para paradigma, o0 mesmo ainda é incapaz de explicar todos os fenbmenos
conhecidos pela comunidade cientifica (KUHN, 1998). Isto nos mostra que para ser
aceito como paradigma uma teoria tem que ser melhor, ou seja, mais efetiva que as
suas demais concorrentes, mas nao necessariamente precisa explicar todos os fatos

com os quais pode ser confrontada, e de fato isso ndo acontece (KUHN, 1998).

Uma das caracteristicas mais fortes desta visdo de ciéncia descrita por Kuhn
refere-se a0 momento em que um cientista pode considerar um paradigma como
certo. Quando isso ocorre, 0 cientista ndo tem mais a necessidade de durante a

producdo de seu trabalho construir os principios fundamentais do seu campo de
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estudo, justificando cada conceito utilizado, uma vez que se supbe que dentro
daquela comunidade todos partiham desses conhecimentos considerados como
basicos (KUHN, 1998).

Isto implica duas consequéncias Iimediatas: primeiramente, esses
conhecimentos basicos serdo agora deixados a cargo de manuais e livros
destinados ao publico leigo, em segundo, os trabalhos mais esotéricos que
preocupam o grupo cientifico passardo agora a aparecer apenas em forma de
artigos breves destinados aos pesquisadores colegas de profissdo, que certamente

compartilham do conhecimento mais profundo sobre o paradigma (KUHN, 1998).
2.1.1 A natureza da ciéncia normal

Percorrido esse caminho, Thomas Kuhn traz a tona uma interessante
indagacao: “Se o paradigma representa um trabalho que foi completado de uma vez
por todas, que outros problemas deixa para serem resolvidos pelo grupo por ele
unificado?” (KUHN, 1998, pg. 43).

Como visto, o paradigma € um modelo, padrdo adotado conjuntamente, que
orienta 0 método de pesquisa e de divulgacédo de resultados de uma comunidade
cientifica. Ele ndo necessariamente precisa explicar todos fenbmenos com os quais
€ confrontado, contudo, € tomado como sendo uma promessa que levara ao

sucesso na investigacao de problemas selecionados e incompletos (KUHN, 1998).

Segundo Kuhn:

A ciéncia normal consiste na atualizacdo dessa promessa, atualizagéo que
se obtém ampliando-se o conhecimento daqueles fatos que o paradigma
apresenta como particularmente relevantes, aumentando-se a correlacdo
entre esses fatos e as predi¢bes do paradigma e articulando-se ainda mais
o préprio paradigma (KUHN, 1998, pg. 44).

Depois de estabelecido o paradigma, resta o que Thomas Kuhn denominou
como trabalho de limpeza, que se traduz como a atividade que 0s cientistas exercem
para melhor compreender e articular esses problemas ainda entdo “soltos”, isto €,
gue nao foram contemplados com explicagGes fornecidas pelo paradigma (KUHN,
1998). A maioria dos cientistas ocupa-se com essa atividade de limpeza, que
configura-se como um empreendimento, tentativa, de forcar a natureza a se adequar

dentro dos limites teéricos propostos pelo paradigma (KUHN, 1998).
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Neste cenario, a ciéncia normal ndo tem o objetivo de revelar novos
fenbmenos, embora isso seja possivel de acontecer durante o estudo de um
problema, mas sim a tarefa de realizar um esforco capaz de articular os fatos ao
paradigma vigente (KUHN, 1998). Bem como Kuhn aponta, essa caracteristica da
ciéncia normal pode ser enxergada como um defeito uma vez que restringe
drasticamente a visdo do cientista, mas, em contrapartida, essa restrincao fornece
um meétodo poderoso para o desenvolvimento da ciéncia uma vez que forca o
cientista a concentrar sua atencdo em uma determinada faixa de problemas e
investigar a natureza de uma forma tao profunda e detalhada que de outra maneira

seria inimaginavel (KUHN, 1998, pg. 45).

Além disso, a ciéncia normal ainda assegura o relaxamento das limitacdes
gue amarram as pesquisas, toda vez que o paradigma do qual se originam né&o
funciona mais (KUHN, 1998, pg. 45). Nessa altura, a natureza da pesquisa é
modificada, contudo, no periodo vingente do paradigma, o0s cientistas teréo
resolvidos problemas (ciéncia normal) cujas solugdes dificilmente seriam obtidas
sem tal comprometimento com os mesmos (KUHN, 1998).

Kuhn estabelece trés focos de investigacao cientifica para classificar e ilustrar
os problemas de exploracdo, experiéncias e observacdes que constituem a ciéncia
normal (KUHN, 1998):

1. Classe de fatos que o paradigma determina como reveladora da natureza —
Nesta categoria Kuhn destaca os fatos merecedores de uma determinacao
mais precisa, classificando-os como os fatos mais significativos para uma
dada investigagéo.

Exemplos de determinac¢des significativas incluem:
[...] na Astronomia — a posi¢do e magnitude das estrelas, os periodos dos
eclipses das estrelas duplas e dos planetas; na Fisica — as gravidades e as
compressibilidades especificas dos materiais, comprimentos de onda e
intensidades espectrais, condutividades elétricas e potenciais de contato; na
Quimica — os pesos de composicdo e combinagdo, pontos de ebulicdo e a

acidez das solug@es, as formulas estruturais e as atividades Opticas (KUHN,
1998, pg. 46).

As tentativas realizadas pelos cientistas em obter uma maior profundidade no
conhecimento sobre esses fatos ocupam boa parte de literatura da ciéncia

experimental e da observagao (KUHN, 1998).
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2. Classe de fatos que podem ser diretamente comparados com as predi¢cdes da
teoria do paradigma — Essa segunda classe de fatos, mais restrita que a
anterior, rotula o esforco em articular a teoria cientifica com os fatos

encontrados na natureza.

Ha também a “outra face” dessa classe, que Thomas Kuhn denomina como
“segundo tipo de trabalho experimental”’, na qual € o paradigma que
determina diretamente o experimento, em vez do experimento implicar o
paradigma, isto é, € o proprio paradigma que coloca o problema a ser

resolvido:

[...] De fato: a relacdo entre paradigma qualitativo e lei quantitativa é téo
geral e tdo estreita que, desde Galileu, essas leis com frequéncia tém sido
corretamente adivinhadas com o auxilio de um paradigma, anos antes que
um aparelho possa ser projetado para sua determinacdo experimental
(KUHN, T. S., 1998, pg. 49-50).

Uma outra boa ilustracéo disso, como destaca Kuhn, reside no fato de
gue sem o0s Principia, por exemplo, as medicfes feitas com a maquina de

Atwood nao teriam qualquer significado (KUHN, 1998, pg. 47).

3. Classe das articulagdes qualitativas dos paradigmas — Thomas Kuhn aponta
essa classe como a terceira espécie de experiéncia que visa a articulagéo do

paradigma aos fatos observados na natureza.

Ela trata, sobretudo, dos casos frequentes onde um paradigma é ambiguo em

sua aplicacao para fendmenos estreitamente relacionados. Por exemplo:

[...] as aplicagbes do paradigma da teoria calorifica referiam-se ao
aquecimento e resfriamento por meio de misturas e mudanca de estado.
Mas o calor podia ser liberado ou absorvido de muitas outras maneiras —
por exemplo, por combinagdo quimica, por friccdo e por compressdo ou
absorcdo de um gas — e a cada um desses fendbmenos a teoria podia ser
aplicada de diversas maneiras (KUHN, 1998, pg. 50).

Nesses casos, 0 autor aponta que experiéncias sao necessarias para permitir
uma escolha entre modos alternativos de aplicacdo do paradigma a nova area
de interesse (KUHN, 1998, pg. 50).
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2.1.2 A ciéncia normal e a resolucdo de quebra-cabecas

Foi visto na secdo anterior uma caracteristica impressionante dos problemas
normais de pesquisa, a saber o fato do reduzido interesse destes em produzir
grandes novidades nos campos de estudos, o que naturalmente leva a questionar o
porqué do interesse dos cientistas em problemas desse tipo. Bem, ao menos para
eles os resultados obtidos pela pesquisa normal sao significativos porque
corroboram para o aumento do alcance e da precisdo com 0s quais o paradigma
pode ser aplicado (KUHN, 1998, pg. 58).

Nestes problemas de pesquisa normal o resultado quase sempre pode ser
antecipado, e de forma bastante detalhada, de forma que o problema que resta é
sobre como alcancar tal resultado (KUHN, 1998). Resolver um problema de
pesquisa normal passa a ser entdo uma busca de como alcancar o antecipado de
uma nova maneira, 0 que requer, segundo as palavras do proprio autor, a solugcédo
de todo tipo de complexos quebra-cabecas instrumentais, conceituais e matematicos
(KUHN, 1998, pg. 59). Tal desafio apresentado pelo quebra-cabeca constitui uma

importante fonte de motivacdo para o trabalho do cientista (KUHN, 1998).

Quebra-cabecas designam, em seu sentido mais comum, um conjunto de
problemas particulares que servem para testar a engenhosidade na resolucéo de
problemas de diversos tipos, 0 que esta diretamente relacionado com o emprego

deste termo nos problemas de ciéncia normal (KUHN, 1998). Ao mais,

[...] o critério que estabelece a qualidade de um bom quebra-cabeca nada
tem a ver com o fato de seu resultado ser intrinsecamente interessante ou
importante [...] O valor intrinseco néo é critério para um quebra-cabeca. J4 a
certeza de que este possui uma solugcdo pode ser considerado como tal
(KUHN, 1998, pg. 59-60).

Isto €, problemas do tipo quebra-cabeca na pesquisa normal implicam um
rapido desenvolvimento da ciéncia porque os praticantes desta concentram-se em
questbes que apenas a falta de empenho pode impedir o alcance da solugéao
(KUHN, 1998, pg. 60). Uma vez que este este tipo de problema de pesquisa ja
possui respostas asseguradas, como podemos ver na citagdo direta acima, a tarefa
do cientista passa a ser como alcancar tal solugcdo, e a histéria mostra que muitos
dos grandes espiritos cientificos dedicaram sua atencdo profissional a esforgos
desse tipo (KUHN, 1998).



17

Um bom exemplo de um problema do tipo quebra-cabeca reside na tentativa
dos cientistas, durante boa parte do século XVIIl, em deduzir o movimento
observado da lua a partir das leis de Newton do movimento e da gravitacdo (KUHN,
1998). Tal tarefa, embora guiada pela certeza de que havia uma solucéao,
apresentou-se como uma atividade bastante complexa, obtendo-se o resultado que
adequou o fendmeno observado (movimento da lua) ao paradigma vingente (leis de
Newton) apenas em 1750 (KUHN, 1998, pg. 63).

Kuhn enfatiza ainda que

[...] uma comunidade cientifica, ao adquirir um paradigma, adquire
igualmente um critério para a escolha de problemas que, enquanto o
paradigma for aceito, poderemos considerar como dotados de uma solugéo
possivel. Numa larga medida, esses sdo 0s Unicos problemas que a
comunidade admitira como cientificos ou encorajara seus membros a
resolver. Outros problemas, mesmo muitos dos que eram anteriormente
aceitos, passam a ser rejeitados como metafisicos ou como sendo parte de
outra disciplina (KUHN, 1998, pg. 60).

Sendo assim, o paradigma favorece os problemas do tipo quebra-cabeca,
enquanto pode afastar o cientista de outras questfes que podem ser consideradas
demasiadas problematicas e sem solucdes aparentes (KUHN, 1998). E possivel que
isto signifique o afastamento da comunidade cientifica com relagdo a problemas
sociais que ndo podem ser reduzidos a forma de quebra-cabecas, uma vez que néo
podem ser enunciados nos termos compativeis com os dos modelos proporcionados
pelo paradigma (KUHN, 1998, pg. 60). Isto ndo implica, contudo, que tais problemas
ndo possam ser solucionados. Em ocasides onde o paradigma ndo é capaz de
resolver questdes que perssistem ao longo de anos, 0 mesmo é posto em cheque e
comeca-se a considerar se € o modelo mais adequado para a resolucdo de
problemas ou se deve ser abandonado (KUHN, 1998). E entdo quando se
estabelece uma crise. Ao objeto de estudo predominante neste periodo Thomas
Kuhn deu o nome de anomalia, e ao tempo em que se criam e competem novos
paradigmas a denominagcdo de ciéncia extraordinaria. Quando o novo paradigma
substituir seu antecessor, possibilitando a solugdo de problemas que antes nao
podiam ser respondidos, dando inicio assim a um novo ciclo de ciéncia normal,
atividade gue consiste em solucionar os entdo novos quebra-cabecas, ira ter-se, por

fim, uma revolucao cientifica (KUHN, 1998).
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Devemos considerar, ainda, que para ser classificado como um quebra-
cabeca um dado problema ndo pode apenas apresentar a seguranca de se obter
uma solucédo, deve também obedecer regras que limitam tanto a natureza das
solucbes aceitaveis como 0s passos necessarios para obté-las (KUHN, 1998, pg.
61). Neste ponto Kuhn exemplifica que para montar um quebra-cabeca, no sentido
usual do termo, ndo basta simplesmente juntar as pecas ao acaso, € necessario
encaixa-las em seus lugares certos, € necessario também que o lado da imagem
figue para cima (KUHN, 1998). De forma analoga, na ciéncia também ha padrbes e
regras que governam o método cientifico. Tais regras proporcionam uma quantidade
de informacgOes adicionais a respeito dos compromissos que 0s cientistas derivam
de seus paradigmas (KUHN, 1998, pg. 63), os quais, por vez, fornecem leis e teorias

gue auxiliam na formulacdo de quebra-cabecas.

Contudo, Kuhn alerta que embora a ciéncia normal seja uma atividade
altamente determinada, ela ndo precisa ser inteiramente determinada por regras,
justificando por isso 0 uso do termo paradigmas compartilhados, ao invés de regras,
uma vez que essa Ultima deriva dos paradigmas, que pode dirigir uma pesquisa
mesmo sozinho, e tendo em vista que o termo regras, apenas, ndo poderia
especificar tudo que as préticas dos especialistas da ciéncia ttm em comum (KUHN,
1998, pg. 66).

Com essa discussao, encerramos esta parte introdutdria cujo objetivo é deixar
o leitor situado em relagdo ao que é um problema quebra-cabeca e sua importancia
para o desenvolvimento da atividade cientifica, compreensao que é necesséaria uma
vez que tal tipo de problema aparece na discussédo central desta monografia sob a
forma de um sistema contendo dois elétrons interagentes, isto é, o problema quebra-
cabeca que buscamos resolver neste trabalho trata-se de um sistema quantico com
dois elétrons interagentes, confinados em um poc¢o quadrado infinito unidimensional,

com um potencial de interacdo expresso pela delta de Dirac.

Tal quebra-cabeca, por se tratar de um modelo idealizado, trata de forma
razoavelmente simples a questdo de elétrons interagentes e possibilita uma facil
compreensao de tal tipo de sistema. Este fato, junto a outros elementos que

permitem a transformacao de nosso problema de energia de correlacdo em saber
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ensinado, foi utilizado para a proposta de uma transposi¢cao didatica segundo a

perspectiva de Chevallard, a qual é discutida logo em seguida.
2.2 Transposicao didéatica
2.2.1 A transposicéo didatica segundo Chevallard

A ideia de transposicdo didatica foi inicialmente formulada pelo sociélogo
Michel Verret, em 1975, porém, em 1980, o matemético Yves Chevallard retoma tal
conceito e aplica a conteudos especificos do ensino de matematica
(BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005). Nesse contexto, 0 autor iniciou suas
pesquisas sem pensar em formular uma nova teoria, contudo, no desenrolar de seus
estudos o tema foi ganhando importancia e notoriedade e Chevallard passou a se
preocupar cada vez mais sobre como ocorrem as transformacdes dos saberes,
desde a origem destes até sua chegada as salas de aula (JARDIM; CAMARGO;
ZIMER, 2015, pg. 13629-13630).

A transposicao didatica € definida como

[...] um instrumento eficiente para analisar o processo através do qual o
saber produzido pelos cientistas (0o Saber Sabio) se transforma naquele que
esta contido nos programas e livros didaticos (o Saber a Ensinar) e,
principalmente, naquele que realmente aparece nas salas de aula (o Saber
Ensinado) (BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005, pg. 388).

De acordo com essa teoria, 0 conhecimento passa por profundas
modificacdes que visam adequar o saber produzido pela comunidade cientifica aos
curriculos e contetudos escolares (BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005). Ao fim
desse percurso, claro, os conceitos mantém semelhancas com suas formas
originais, entretanto, ao passarem para categoria de saber ensinado, adquirem um
status proprio dentro do ambiente escolar onde serdo alojados e realmente se
transformam tendo em vista facilitar a aprendizagem dos estudantes
(BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005). Tal transformacéo € inevitavel, dado que
as intengbes e objetivos em ensinar e aprender ciéncias sdo bastantes diferentes
daquelas associadas ao fazer cientifico (BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005).

O termo “facilitar” usado acima, contudo, ndo deve ser confundido com meras
simplificacbes retiradas dos resultados de pesquisa dos cientistas, isto €, do saber

sabio:
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“A primeira vista somos levados a interpretar que o saber a ensinar é
apenas uma mera “simplificacdo ou ftrivializagdo formal” dos objetos
complexos que compdem o repertério do saber sabio” , (ALVES-FILHO,
2000 apud BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005, pg. 389).

Tal visdo de simplificacdo é equivocada porque nela esta intrinseco o
desconhecimento do complexo processo de transformacdo dos saberes
(BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005).

Devemos, aqui, evidenciar que a “simplificacao” tratada acima precisa ser
distinguida daquela que estd associada a selecdo consciente de modelos
simplificados frutos do processo de modelagem cientifica:

Certamente, a construcdo de modelos pela Ciéncia para a apreensdo do
real visa transformar situacdes complexas em situagdes mais simples, afim
de poder tratd-las por meio de teorias disponiveis. Com isso, neste
processo, abstracdes, simplificacbes e idealizacbes sdo implementadas,
sem que, no entanto, os limites e possibilidades de tais opc¢des sejam
esquecidas, ficando o modelo condicionado as mesmas. Logo, a

modelagem cientifica € imprescindivel para a construcdo da ciéncia e,
também, para seu ensino (BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005, pg. 389).

A citagdo acima fundamenta bem nosso objetivo de propor um sistema-
modelo de elétrons interagentes, que trata-se de um sistema ideal, uma abstracéo,
para poder facilitar o estudo dos problemas cujos analogos reais sao naturalmente
mais complexos para serem trabalhados em uma abordagem inicial com os

estudantes.

Ao mais, esse uso de simplificacdes, no sentido estabelecido anteriormente, é
frequente em transposicdes didaticas pois

[...] muitas vezes é necessario limitar a profundidade conceitual e as

linguagens empregadas em algumas situagbes. Um dos motivos que

justificam essa simplificacdo é decorrente, entre outras, da disponibilidade

de tempo (carga horéria), dos objetivos do curso, da maturidade dos
estudantes etc. (BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005, pg. 391).

Com isso exposto, passamos agora a discutir os elementos que caracterizam
a transposicdo didatica segundo Chevallard, e mais tarde, em nossas
consideracdes, fazemos a andlise de como nosso modelo proposto apresenta tais

caracteristicas.
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2.2.2 A anatomia da transposicao didatica de Chevallard

Existem trés elementos essenciais e atuantes no processo de transposicao
didatica segundo a visdo de Chevallard: professor, estudante e saber ensinado.
Dessa forma, o tedrico apresenta a triangulacdo da transposicdo didatica como
ilustrado na Figura 1 (JARDIM; CAMARGO,; ZIMER, 2015, pg.13632):

Figura 1 — Elementos da Transposicao Didatica.

S

+ S (saber ensinado)

+ P (professor)

+ A(alunos)

Fonte: (MARQUES).

Esse apontamento de Chevallard sobre os elementos da transposicéo
didatica busca romper com a pedagogia tradicional, que enxerga apenas a relacéo
professor-aluno, e enaltece, uma vez adicionado o0 conhecimento como uma
entidade prépria do sistema, as relacBes professor-saber e saber-aluno. Tal
esquema € fundamental na analise do autor dado que ele esta interessado nao
apenas nos seres humanos do processo de ensino-aprendizagem, mas também no
conhecimento em si e em como ele se transforma desde sua origem na comunidade
cientifica até sua chegada nas salas de aula (CHEVALLARD, 2013,
BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005).

Outros elementos presentes na transposicdo segundo Chevallard incluem
(BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005):

e Noosfera

Conforme vimos anteriormente, Chevallard define trés esferas de saber: saber
sabio, saber a ensinar e saber ensinado. Cada uma dessas esferas tem seus
agentes pertencentes a diferentes grupos sociais, 0S quais possuem interesses
distintos, como exemplo, os cientistas focam na realizacdo de pesquisas, 0sS
professores nas transposicdes dos resultados e os alunos na aprendizagem
(BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005).
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Entretanto, ocorre que ha também diversos fatores externos ao sistema
escolar que regulam como o saber sbio se transforma até chegar a escola. Ao
grupo de agentes que determina como ocorre tal transformacdo da-se o nome de
noosfera (BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005):

A noosfera é composta, em geral, por cientistas, educadores, professores,
politicos, autores de livros didaticos, pais de alunos, entre outros. Cada um
destes contribuindo com seus valores, preferéncias, ideias e objetivos
especificos no delineamento dos saberes que chegardo a sala de aula.
Cada esfera dos saberes possui seus sub-grupos de atores da noosfera,

podendo haver ou hdo uma sobreposi¢céo entre grupos de esferas diferentes
(BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005, pg. 393).

Isto reflete 0 conhecido fato de cada sistema de ensino ter autonomia para
selecionar o0s conteudos, previamentes debatidos dentro da sociedade e
considerados, a priori, como 0S mais relevantes, que serdo transformados e
repassados aos estudantes. Sendo assim, fica explicito que € a noosfera que realiza
a selecéo de saberes presentes no sistema entorno, realizando o papel de filtro (veja
a Figura 2), e que conduz o processo de ensino e aprendizagem (JARDIM;
CAMARGO; ZIMER, 2015).

Figura 2 — Esquema da noosfera representando o filtro dos

conhecimentos da sociedade para o sistema de ensino.

Entorno

O O Noosfera
filtro

Sistema de ensino
(AP, §)

Fonte: (MARQUES).

E também necessario considerar que uma eventual mudanca de paradigma
gue possa ocorrer na comunidade cientifica produzird novos conhecimentos e entéao
possiveis alteracfes para a transposicdo didatica, ja que uma mudanca do saber
sabio implica tambem a mudanca dos outros dois tipos de saberes (JARDIM;
CAMARGO; ZIMER, 2015, pg. 13633).
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e As esferas do saber
As esferas do saber, como ja foi possivel notar, estdo fortemente
relacionadas. Usaremos esta subsecdo para explorar essa ligacdo e introduzir

importantes terminologias.

O saber sabio diz respeito ao saber que é construido dentro da comunidade
cientifica que realiza suas agbes baseada em um paradigma. Esse conhecimento
produzido € restrito, sendo geralmente compartilhado apenas dentro do grupo sob
forma de artigos cientificos (BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005).

O segundo patamar do saber é o saber ensinar, resultado do processo que
transforma o saber s&bio em saber ensinar, e que recebe a denominacdo de
Transposicao Didatica Externa (SIQUEIRA, PIETROCOLA, 2006):

Ele [0 saber ensinar] se materializa na producdo de livros didéaticos,
manuais de ensino para formacgdo universitaria, programas escolares que
tem como alvo os alunos universitarios e professores do E.M. Aqui, o
conhecimento é reestruturado para uma linguagem mais simples se
adequando ao ensino, sendo “desmontado” é reorganizado novamente de
uma maneira légica e atemporal (SIQUEIRA; PIETROCOLA, 2006, pg. 4).

Uma outra caracteristica do saber ensinar resume-se ao fato de que ele

ganha um status préprio apoés ser disvinculado do saber sabio:

Os processos de despersonalizacdo, dessincretizacdo e de
descontextualizagédo, aos quais o saber é submetido, faz com que ele seja
despido de seu contexto epistemoldgico, historico e linguagem propria. Com
0 saber a ensinar, é obtido um saber com uma nova roupagem, uma
organizagdo a-histérica, um novo nicho epistemoldgico e de validade
dogmatizada. (PINHO ALVES, 2000 apud SIQUEIRA; PIETROCOLA, 2006,

pg. 4).
Por ultimo, o saber ensinado refere-se ao saber que de fato chega ao aluno e
que configura-se como o melhor para sua aprendizagem. Esse processo de

transformacao do saber a ensinar em saber ensinado é chamado de Transposicéo

7

Didatica Interna, referente ao espaco em que ocorre, que € no interior da escola
(SIQUEIRA; PIETROCOLA, 2006):

Essa é a segunda transposicao do saber, que faz uma adaptacédo do saber
ao tempo didatico, ou seja, € nessa etapa que ha transformacdo do
conhecimento visando o sequenciamento das aulas. Nesse papel de
transformacéo do saber para sala de aula, aparece a figura do professor,
gue deve adequar o conhecimento trazido nos livros didaticos (saber a
ensinar) para aquele que efetivamente vai para suas aulas e chegue até os
alunos (SIQUEIRA, PIETROCOLA, 2006, pg. 5).
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A sobrevivéncia dos saberes

Nem todos os saberes que fazem parte do dominio do saber sabio chegaréo

a sala de aula devido ao filtro da noosfera, e nem todos saberes a ensinar chegam

até o fim da transposicdo porque podem se tornar obsoletos no contexto escolar ou

banalizados no contexto sécio-cultural. Sendo assim, Chevallard define uma série de

caracteristicas essenciais que definirdo a sobrevivéncia dos saberes para que
possam tornarem-se objetos de ensino (BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005,
SIQUEIRA; PIETROCOLA, 2006):

1.

O saber deve ser consensual: O saber que deve chegar até a sala de aula
nado deve apresentar davidas sobre o seu status de verdade dentro do campo
das ciéncias.

O saber transposto deve buscar uma atualizacdo, que se apresenta de duas
formas distintas: a atualizacdo moral, que diz respeito a uma espécie de
conhecimento que possa ser julgado como importante pela sociedade e
essencial para a composicao curricular, e a atualizacéo bioldgica, que versa
sobre a necessidade do saber transposto estar em acordo a ciéncia vigente,
de modo que os conceitos ja superados pela comunidade cientifica sejam
ensinados somente em forma de histéria.

Outra caracteristica exigida para sobrevivéncia dos saberes € a
operacionalidade: O saber a ensinar deve ser operacional, no sentido de
gue possa gerar atividades que possibilitem uma avaliagdo objetiva do
aprendizado. Um saber com esta caracterisitica provavelmente pode ser
transposto. Em contrapartida, os saberes que ndo puderem proporcionar tais
atividades para serem avaliadas serdo descartados porque nédo se adequam
a gestdo cotidiana da escola que visa fazer os alunos trabalharem e logo
entdo avali-los.

O saber candidato a transposicao deve permitir que haja uma criatividade
didatica, que refere-se a proposta de atividades de uso estritamente escolar,
ou seja, atividades que ndo possuem similares no saber sabio, tornando-as
objetos que tém identidade propria dentro das instituicdes de ensino.

Por ultimo, o saber a ensinar deve se adaptar ao sistema didatico, passando

por testes e adquirindo assim um “selo de qualidade”. A isto da-se o nome de
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terapéutica, que reflete a necessidade das transposicoes obterem bons
resultados em suas aplicagbes em sala de aula, bem como dentro das outras
caracteristicas ressaltadas acima.

Regras da trasnsposicéao didatica

Observando o desenvolvimento da Transposicao Didatica é possivel pontuar

algumas regras que caracterizam o processo de transformacéo do saber sabio em
saber ensinar (BROCKINGTON; PIETROCOLA, 2005, SIQUEIRA; PIETROCOLA,

2006):

1.

Regra 1 — Modernizar o saber escolar: A ciéncia produz, e de forma
bastante rapida, novos conhecimentos sobre aparelhos e dispositivos
modernos. Tal producdo deve ser igualmente acompanhada pelos livros
didaticos e manuais de ensino, com vista a legitimar os programas das
disciplinas, garantindo seus lugares nos curriculos.

Regra 2 — Atualizar o saber a ensinar: Durante o processo de revisdo de um
livro didatico é necesséario mais que acrescentar novos saberes, € preciso
também fazer uma andlise e eliminar alguns saberes que, embora corretos,
devem ser descartados por estarem ja diluidos demais na sociedade, o que
banalizaria o papel do professor.

Regra 3 — Articular o saber novo com o antigo: E instruido que no
processo de ensino um saber novo deve ser articulado a um saber
considerado velho, entretanto, deve se ter a cautela de que essa articulagao
nao ocorra de maneira radical, tentando refutar ou negar o saber anterior.
Regra 4 - Transformar um saber em exercicios e problemas: O saber
sébio operacional é aquele que provavelmente se tornara saber a ensinar,
isto porque o sistema de ensino valoriza, da preferéncia, as atividades que
sao capazes de criarem ligagbes com o processo de avaliacao.

Regra 5 — Tornar um conceito mais compreensivel: Na transformagéo do
saber sdbio em saber ensinar ha uma perca da linguagem original associada
ao primeiro, a qual transforma-se em uma linguagem mais préxima das

pessoas que nao fazem parte da comunidade cientifica, o que implica que tal



26

saber se torna mais proximo dos alunos e, consequentemente, facilita sua

compreensao, resultando em um melhor aprendizado.

Cabe aqui, entdo, ressaltar que na presente monografia estamos
intencionados em lidar com a possivel, e ja referida, falta de maturidade dos
estudantes em relacdo a um formalismo matematico mais avancado que pode
aparecer naturalmente durante o estudo da energia de correlagdo / elétrons
interagentes. Frente a essa possibilidade, surge a proposta de uma transposicao
didatica a partir do nosso problema quebra-cabeca, pois nesse evita-se o0 uso de tal
formalismo, apresentando-se como um modelo cuja compreenséo é facilitada devido

a utilizacdo de um potencial ideal, a saber a delta de Dirac.

Tal simplificacdo ndo ocorrera para uma ampla variedade de funcdes
potenciais, onde podemos citar como exemplo o potencial de Coulomb, que
aumenta os célculos para o Hamiltoniano de elétrons interagentes (veremos adiante
qgue tal Hamiltoniano ndo permite solucdo analitica da equacdo de Schroedinger

para muitos elétrons interagentes).

Com isso, encerrada nossa apresentacdo da transposicdo didatica de
Chevallard, nosso proximo passo consiste em discutir o cenario do qual emerge o

conceito de energia de correlagéo.
2.3. Energia de correlagéo

2.3.1 A Equacéo de Schroedinger

s

A equacdo de Schroedinger € uma equacado que descreve como um
determinado estado quéntico, ¥, de um sistema fisico evolui, sendo dada por
(SANTOS, 2009):

HY =E¥ (2.1)

onde ¥ é a funcdo de onda, E é a energia associada a esta fungdo e otermo H é o
operador Hamiltoniano do sistema (SANTOS, 2009). O Hamiltoniano para um
sistema que possui uma ou mais particulas contém os termos de energia cinética
dos elétrons, a atracdo entre os elétrons e o(s) ndcleo(s) do(s) atomo(s), as

interacbes entre os varios elétrons e, no caso de quando houver mais que um
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atomo, a repulsé@o entre os nucleos (SANTOS, 2009). Para o caso de uma molécula
poliatbmica composta por N elétrons e M ndcleos, o operador Hamiltoniano da
equacdao (2.1) pode ser escrito como (SANTOS, 2009, BEZERRA, 2009):

M 1 N M Z M M Z Z N N 1
R e S R D IO WD N INCE)
2 2MA i RAB i=1 j>1 rij
Onde Rpg € a distancia entre os nucleos A e B; ria € a distancia entre o nlcleo A e o
elétron i; rj € a distancia entre os elétrons i e j, Za € o numero atdémico do atomo A e

Ma € a razdo da massa do nucleo A em relacdo ao elétron i (SANTOS, 2009).
Podemos reescrever a expressao (2.2) como (SANTOS, 2009):
H=T +T, +V,+V, +V, (2.3)

Onde Ty € o operador referente a energia cinética nuclear, T 0 operador
referente a energia cinética eletronica, Vne 0 operador da atragdo nucleo-elétron, Ve
o operador da energia potencial repulsiva entre elétrons e Vy 0 operador de energia

potencial repulsiva entre nucleos (SANTOS, 2009).

Como o0s nucleos atdmicos sdo bem mais pesados que os elétrons, suas
transicbes sdo muito mais lentas que as transices eletrbnicas (SANTOS, 2009).
Assim, como uma boa aproximacdo, podemos considerar um modelo onde o0s
elétrons estdo em movimento em torno dos ndcleos cujas posi¢cdes sdo assumidas
como sendo fixa no espaco. Essa aproximacédo recebe o nome de aproximacdo de
Born-Oppenheimer (SANTOS, 2009). Com tal sutileza, o segundo termo da equagao
(2.3), a energia cinética do nucleo, pode ser ‘desprezada’, e o quarto termo, a

repulsédo entre nucleos, pode ser admitida como sendo constante (SANTOS, 2009).

Esta aproximacdo permite separar a equacao de Schroedinger independente
do tempo em duas partes: uma relacionada a parte eletrbnica e outra relacionada
com a parte nuclear (SANTOS, 2009):

A equacéo nuclear diz respeito aos fendmenos da dindmica molecular, da
interacdo entre os ndcleos que traz a informacdo de um estado eletrdnico
particular do sistema molecular e da energia de repulsdo nucleo-nicleo. A
equacao eletrbnica descreve os movimentos dos elétrons para uma dada
configuracdo nuclear. Cada uma dessas configuragBes nuclear gera uma
solucdo da energia no estado eletrdnico de interesse (SANTOS, 2009, pg
24).
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Usando a aproximacao supracitada, podemos reescrever nosso Hamiltoniano
como sendo (SANTOS, 2009):

H=T,+T, +V.+V, +V. > H =T, +V. +V. +V, , (2.4)

Total
ou seja, retiramos o termo que se refere a energia cinética dos nucleos.
De (2.4) temos que (SANTOS, 2009):

Hyoy = Hye +Vy, (2.5)

Total ele

Onde Hgje é definido como sendo o Hamiltoniano eletrénico, isto é (SANTOS,
2009):

H, =T, +V. +V, (2.6)

Para um sistema composto por &tomos com poucos elétrons é possivel obter
em algumas situac6es/modelos o resultado da equacdo de Schroedinger de forma
exata (SANTOS, 2009), analiticamente como, por exemplo, na solucdo da equacéao
para o atomo de hidrogénio, bastante abordado nos livros-texto de Mecénica
Quantica.

Para um sistema com dois elétrons o Hamiltoniano (2.2), no qual utiliza-se o
potencial de interacdo Coulombiano, torna-se consideravelmente extensa a
obtencdo de uma solucédo para energia do sistema através do uso da equacédo de

Schroedinger. Entretanto, a solucao pode ser aproximada.

Contudo, ocorre ainda que para sistemas compostos por moléculas,
contendo portanto mais que dois elétrons interagentes, a equacado de Schroedinger
ndo possui solucdo analitica, sendo entdo necessario o emprego de métodos
aproximativos — chamados de métodos ab initio — que permitem a obtencdo de
solu¢cBes aproximadas, porém satisfatorias (SANTOS, 2009). Um desses métodos é

o denominado método de Hartree-Fock, a ser discutido logo em seguida.
2.3.2. Apresentacdo do método de Hartree-Fock (HF)

N&o cabe a proposta deste trabalho abordar os pormenores do método de
Hartree-Fock, entretanto, tal detalhamento pode ser facilmente encontrado em livros
e artigos, tais como (ALCACER, 2007, CUSTODIO, 2015, MOREIRA; SILVA, 2016).
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Limitar-nos-emos aqui em abordar a origem deste método, sua importancia e o que
ele faz, com vista a compreendermos melhor o conceito de energia de correlagéo,

foco do nosso trabalho.

O meétodo de Hartree-Fock trata-se de um método aproximativo para
determinacdo da funcdo de onda e energia no estado fundamental de sistemas
quanticos com Varios corpos interagentes, sendo assim capaz de resolver, por
exemplo, problemas de sistemas compostos por varios atomos e moléculas
(SANTOS, 2009).

Este método é a base para teoria orbital molecular, onde cada elétron passa a
ser representado por uma simples funcdo, denominada orbital, que ndo depende
explicitamente do movimento instantaneo dos outros elétrons, e € também ponto de
partida para os outros métodos ab initio (SANTOS, 2009), o que contribui fortemente

para o seu estudo.

Sua origem teve inicio pouco tempo ap6s o desenvolvimento da equacgéo de
Schroedinger, quando Douglas Hartree propés uma maneira de tratar sistemas
multieletrénicos usando, para tal tarefa, o emprego do método variacional do
Hamiltoniano de muitos elétrons (BASTOS 2015). Para isso ele utilizou uma fungéo
“teste” como funcdo global, descrita pelo produto das fungbes de onda de cada
elétron individual, que ficou sendo conhecida como produto de Hartree (BASTOS,
2015, SANTOS, 2009):

N
PN =y @y @y () (). =] Jwi®), (2.7)
o que lhe permitiu encontrar uma equacao similar a equacdo de Schroedinger, para

qual propés um método de solucdo autoconsistente (BASTOS, 2015).

Entretanto, a formulagéo utilizada por Hartree apresentava alguns problemas
devido as consideragfes fundamentais que adotava e ndo conseguia, por exemplo,

prever a ligacdo quimica entre atomos (BASTOS, 2015).

Mais tarde, com o desenvolvimento da teoria Quéantica, descobriu-se a

propriedade antissimétrica da funcdo de onda para férmions, originada do principio
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da exclusdao de Pauli, 0 que ndo havia sido levado em conta por Hartree em sua
formulacdo (BASTOS, 2015).

Slater e Fock independentemente mostraram tal aspecto do método e entdo o
reformularam, demonstrando que um determinante de Slater satisfaz o principio e
gque € uma solucdo adequada para aplicacdo do meétodo variacional (SANTOS,
2009). Com tais contribuicdes, Hartree modificou seu método e usou uma
aproximacéo para a interagcdo intereletronica, admitindo a interagdo de um elétron

ndo com outros elétrons do sistema, mas sim com um campo médio (v™) resultante

da presenca destes ultimos (SANTOS, 2009).

Com tais contribuicdes a funcéo de onda global passou a ser representada
por um determinante de Slater, demonstrado na equacao (2.8) para um sistema com
N elétrons (SANTOS, 2009, BASTOS, 2015):

() Z,(rl) o (R

Zi(1,) Zj(rz) o (1)

Y(r,r,.,.f)= (2.8)

2~

Zi(ry) }(j(rN) o (1)

1 | - . :
onde o termo —Ie um fator de normalizagéo e y, representa um spin orbital. Com

JIN!

isso, 0 método passou a se chamar de método de Hartree-Fock (HF) (SANTOS,
2009, BASTOS, 2015).

Utilizando derivacbes de (2.8) e o método variacional € possivel chegar a
equacdao de autovalor de Hartree-Fock (SANTOS, 2009):

f (@) x(r)=ex(r) (2.9)
f (i) :—%vf —Z%w”ﬂi) , (2.10)

onde f(i) € o operador de Fock de um elétron efetivo, ¢ a energia do i-ésimo orbital

atdmico (ou molecular) e vHF(i)é 0 potencial médio experimentado pelo elétron i por

conta da presencga dos outros elétrons (SANTOS, 2009). Note a semelhanga entre
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(2.9) e (2.1), isto €, entre a equacdo de Hartree-Fock e a equacédo de Schroedinger

independente do tempo.

A utilizagcdo do método de Hartree-Fock implica no uso de um método de
campo auto-consistente (em inglés, Self Consistence Field - SCF), que gera
solucdes para a funcdo de onda do sistema a partir de uma funcéo teste, escolhida
como estimativa inicial e que é aperfeicoada até convergir (SANTOS, 2009).
Especificamente, o “chute” inicial refere-se a escolha das fun¢des spin orbital, que
aplicadas em (2.9) geram um conjunto de valores para ¢, com 0s quais € possivel
calcular novas funcdes spin orbitais em um processo ciclico que se repete até os

resultados alcangados convergirem, isto €, os novos valores para y(r) e ¢ néo

diferirem significativamente dos seus valores obtidos no ciclo anterior, alcancando-

se assim a autoconsisténcia (SANTOS, 2009).

Posteriormente, os trabalhos de Hartree, Fock e Slater sofreram contribuicdes
de Roothan e Hall, que reformularam as equac¢des do método de Hartree-Fock com
o intuito de obter solu¢cbes numéricas, o0 que veio a permitir o amplo emprego do

meétodo em atividades computacionais (SANTOS, 2009).

Ha algumas importantes fontes de erro presentes no método de Hartree-Fock
e gque merecem uma discussdo especial tendo em vista como contribuem para
desvios nas solucdes fornecidas pelo método. As principais fontes sdo (ALCACER,
2007):

1. Fato do conjunto base ser incompleto — o conjunto base refere-se a
proposta de Roothaan em representar os orbitais de Hartree-Fock como
combinacdo lineares de um conjunto de funcdes conhecidas. Tal
representacdo desempenha um papel fundamental no método, pois sua
escolha estd intimamente relacionada com as propriedades fisicas e
guimicas dos sistemas atébmicos e moleculares sob estudo.

Teoricamente, essa base empregada deveria ser infinita, o que é contornado
com uso de aproximagdes, tornando-a incompleta.

2. Efeitos relativisticos — O método de Hartree-Fock despreza efeitos
relativisticos.

3. Considera a aproximagéo de Bohr-Oppenheimer — o método considera

em sua formulacdo a aproximacdo de Bohr-Oppenheimer, discutida na
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subsecdo 2.3.1, onde se assume que ndo ha movimento dos nucleos
atomicos.

4. Estacontido no método SCF apenas parte da correlacao eletrénica — Em
sistemas reais contendo varios elétrons tem-se que cada elétron contribui
com um potencial que fornece energia cinética aos outros. No método de
Hartree-Fock é assumido, a principio, que os elétrons ndo interagem um com

0s outros, mas sim que cada elétron interage com um campo médio (v™)

devido a presenca dos demais. De tal forma, o método considera apenas
interacdes meédias, enquanto que as interagdes reais sdo instantaneas devido
ao fato do movimento dos elétrons estarem correlacionados, o que é

chamado de correlacao eletrbénica.

Em sua formulacdo, o método HF considera apenas parte desta correlacéo,
associando tal fendbmeno ao denominado termo de troca eletrbnica, que contém a
informacéo da correlacdo entre elétrons com spins paralelos (SANTOS, 2009). Cabe
agui ressaltar que o método de Hartree-Fock constitui um paradigma que guia
diversos projetos de pesquisas que trabalham com sistemas envolvendo atomos e
moléculas e, portanto, é de interesse investigar como 0s erros gerados em
decorréncia das aproximacdes utilizadas em sua formulagdo afetam os resultados

obtidos. Tal investigacao é realizada no tépico seguinte.
2.3.3 Consequéncias das aproximagodes para a solucéo HF e Energia de Correlacao

As consequéncias advindas do uso de aproximacdes no desenvolvimento do
meétodo de Hartree-Fock podem ser drasticas para algumas solucdes fornecidas por
tal método, podendo até mesmo haver situacfes nas quais tal abordagem é invalida,
pois o erro produzido pode ser da ordem de grandeza da energia de ligacao quimica
entre os atomos do sistema sob anélise (ALCACER, 2007).

O erro advindo da necessidade de sempre se usar bases incompletas,
contornando o fato de que apenas bases infinitas forneceriam resultados exatos,
pode ser controlado através de uma escolha adequada, que leve em consideragéo
parametros como as dimensodes do sistema em seus calculos e, portanto, trata-se de

um erro cuja atenuacdo ja € conhecida e aplicada para diminuir os efeitos
indesejaveis na solugdo HF (ALCACER, 2007).
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Os erros originados nos efeitos relativisticos e pela aproximacdo de Bohr-
Oppenheimer sdo de importancia infima para o resultado final do método,
constituindo-se como excelentes modelos, principalmente para atomos leves no que
diz respeito aos efeitos relativisticos (ALCACER, 2007).

Sendo assim, a fonte de erro mais problemética reside na denominada
energia de correlagdo (ALCACER, 2007). Como vimos, a funcdo de onda
antissimétrica é aproximada por um determinante de Slater, mas ocorre que funcées
de onda exatas ndo podem ser representadas por um simples determinante, pois tal
aproximacdo nao leva em conta o fato da correlacdo entre elétrons com spins
opostos (SANTOS, 2009), o que faz com que a energia obtida pelo método HF seja
diferente do valor da energia obtida de forma exata via solugdo da equacgédo de
Schroedinger (SANTOS, 2009).

Ainda mais, tal como foi discutido anteriormente, ao se considerar interacdes
com valores médios em detrimento das interacdes instantaneas reais que existem
entre os elétrons, o método de Hartree-Fock deixa de levar em conta que tais
particulas tendem a movimentarem-se de forma a minimizar em cada instante a
repulsdo entre elas (ALCACER, 2007).

Tais problemas levam a seguinte definicao:

Em face das dificuldades em conhecer claramente todas as parcelas da
energia devidas a estas contribuicfes [elétron-elétron], que se designam, de
um modo geral, por correlacdo eletrbnica, define-se esta como a diferenca

entre a energia exata numa aproximacéo nao relativista, E ., e a energia

calculada na aproximacéo de Hartree-Fock n&o relativista, E,- (ALCACER;
2007, pg 221).

Em forma de expressdo matematica (ALCACER, 2007):

E =E,, —E. (2.11)

correlacao nrel

Em sintese, o termo E,_, representa a energia do sistema obtida via solucao

nrel

da equacgéo de Schroedinger e o termo E, . a energia obtida para o mesmo sistema,

mas agora via o método de Hartree-Fock.

Tal energia de correlacdo, embora ja com vastos resultados de pesquisa,

constitui-se em um tema de estudo que ainda se configura como um grande
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problema (BASTOS, 2015), e que se estende para outros métodos de abordagem
gue trabalham com sistemas atdmicos e moleculares, para citar algum deles: teoria
do funcional da densidade, interacdo de configuracdes e método de Mgller-Plesset
(ALCACER, 2007, BAIERLE; ROSSO, 2007, BEZERRA, 2009).

Com essa discussao, pretende-se deixar claro a importancia que possui 0
estudo da energia de correlacdo e o quédo complexo pode ser essa tarefa, a
depender do sistema sob analise.

2.3.4 Funcéo delta de Dirac

Neste trabalho estaremos interessados no uso de um potencial de interacao
elétron-elétron que é descrito através da “funcao” delta de Dirac, o que nos leva a
necessidade de discutir algumas das propriedades desta Ultima. Restringiremos-nos
a apresentar as propriedades da funcédo que sao pertinentes ao interesse de nossa
pesquisa. Para maiores detalhes sobre esta pode-se consultar ARFKEN; WEBER,
2007 e GRIFFITHS, 2011.

Inicialmente, pense em um limite de uma sequéncia de funcdes que na
origem, x = 0, ttém uma altura cada vez maior e uma largura, em torno da origem,
cada vez menor e ainda que a area debaixo de cada uma dessas funcdes é igual a
1 (GRIFFITHS, 2011). Fazendo-se isso obtemos um pico infinitamente alto,
infinitesimalmente estreito, cuja area € 1 (veja a Figura 3), e que apresenta as
seguintes caracteristicas (GRIFFITHS, 2011):

5()()5{0, se x;to} (2.12)

00, se x=0
j S(x)dx =1 (2.13)

onde &(x) é a denominada funcéo delta de Dirac.
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Figura 3 — Forma da funcéo delta de Dirac ( Equacfes (2.12) e (2.13) ).

A O(x)

-

Fonte: (GRIFFITHS, 2011).

Como pode se notar, a delta de Dirac nao € tecnicamente uma funcao, sequer
é definida para x = 0 (veja Eq. 2.12), razdo pela qual os mateméaticos preferem lhe
chamar de funcéo generalizada ou distribuicdo (GRIFFITHS, 2011). Contudo, a delta
de Dirac tem uma ampla utlizacdo em Fisica teorica, sendo utilizada para
modelagem e representacéo da(e) (GRIFFITHS, 2011, REAMAT, 2018):

e Densidade de uma carga pontual,

e um circuito elétrico recebendo uma intensa forca eletromotriz em um intervalo
de tempo pequeno;

e Um sistema massa-mola ao ser perturbado por uma forga intensa em um
curto intervalo de tempo;

e Uma bola de futebol inicialmente parada e que vem a sofrer um chute, isto €,
uma forga quase instantanea que altera seu estado de movimento;

e Um raio atingindo um aviao.

Continuando, seja f(x) uma fun¢éo continua, entao:
j S(X) f (X)dx = j 5(x) f (x)dx =f (0) j S(x)dx = f(0), (2.14)

onde os intervalos de integracdo sao modificados, de forma optativa, para uma
guantidade infinitesimal ¢, uma vez que para a ¢ o importante € que o dominio de
integracdo contenha o ponto onde estd o pico da funcdo. De forma mais geral,

notando-se que &(x—a) seria um pico de area no ponto a e que multiplicar 5(x—a)

por uma funcdo ordinaria f(x) € o mesmo que multiplica-la por f(a) (GRIFFITHS,
2011),
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f(x)o(x—a) = f(a)o(x—a) (2.15)

pois o produto é zero, exceto no ponto a , temos que
[ 8(x—a)f (dx =f (a) [ 5(x—a)dx=f (a) (2.16)

As expressbes (2.14) e (2.16) revelam uma das mais importantes
propriedades da fungéo delta: a propriedade de “filtragem”, que recebe esse nome
uma vez que a 6 se comporta como um filtro para a f(x) no ponto onde estiver

localizado o pico.

Perceba que se fizermos a=0 em (2.16) recaimos no caso expresso pela
igualdade (2.14).
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3. METODOLOGIA

Foi desenvolvida a solugdo para energia exata do problema sob analise, isto
€, resolveu-se a equacdo de Schroedinger independente do tempo unidimensional
para o caso de um poco quadrado infinito simétrico, que € bastante conhecido,
aparecendo na maioria dos livros-textos de Mecéanica Quantica para graduacéao, e
para o caso onde além das ‘paredes’ do poco havia também uma funcéo potencial

V(x) do tipo delta de Dirac centrada na origem (veja Figura 4), denotada por:
V(X) = p5(x) (3.1)
onde B é uma constante.

Figura 4 — Esquema de um sistema quantico composto por uma caixa com paredes com potencial

infinito contendo em seu centro um potencial do tipo barreira delta de Dirac.

A E A
Potencial poco
quadrado mnfinito
Potencial F5(x)

Fonte: O autor.

Para o primeiro caso, equacédo de Schroedinger independente do tempo para

um poco quadrado infinito, temos, reescrevendo a equacao (3.1) (H¥Y =EY¥ ) como:

n o
a expressao:
K ?
{—ﬁy}y =EY¥Y (3.3)

onde foi feita a seguinte substituicdo para a expresséo do operador Hamiltoniano:
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h* &
H=-——+V(X
o (X) (3.4)

Em (3.3) usamos V(x) = 0, uma vez que nesta situacdo ndo ha potencial

dentro da caixa.

No segundo caso, sistema com potencial tipo delta de Dirac, obtemos:

n o
[—ﬂyﬂgﬂx)}w =E¥Y . (3.5)

Em seguida apresentamos o desacoplamento do Hamiltoniano de nosso
problema, tarefa quebra-cabeca que nos levard a solucionar a equacdo de
Schroedinger para os dois casos acima descritos, e ao final do nosso trabalho
indicamos como o topico de energia de correlagdo e elétrons interagentes
satisfazem as caracteristicas apontadas por Chevallard para que um saber seja

capaz de sofrer transposicao.
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES
4.1 Desacoplando o sistema
O Hamiltoniano para nosso sistema em analise é descrito pela seguinte

expressao:

H :ﬁ—f+ﬁ—§+ﬂ§(x1—x2) (4.1)
2m  2m

onde p, e x,S80 0 momento e a posi¢ao do elétron 1, respectivamente, e p,ex, 0

momento e a posicao do elétron 2.

O dultimo termo de (4.1) implica uma dependéncia entre as posi¢cdes dos

elétrons, caracterizando um Hamiltoniano acoplado.

Contornamos esta situacdo com a seguinte definicao:

X, = L (X +X,)
T 2
\15 4.2)
X =—=(X —-X
. \/E(Xl 2)
Derivando e multiplicando por m as sentencas de (4.2):
A 1 A A
p. =E(p1+ P.) (4.3)
A 1 . .
p. =$(p1— P2) (4.4)
Elevando (4.3) e (4.4) ao quadrado e somando temos que:
pr+p2=p+p; (4.5)

Usando (4.1) e a mudanca de variavel de nossa definicdo, podemos

reescrever o Hamiltoniano para o nosso sistema como:

(P, (P, B
H_(ij+(2m+\/§5(x_)] (4.6)
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que esta agora desacoplado.

Definindo
A pf
H., _(—ij 4.7)
e
N
H = (_Zm +—,_2 6(x)] (4.8)

podemos escrever ainda mais claramente a equacao (4.6) como sendo:

H,=H, +H (4.9)

tot

Onde:

A

e H, é aenergia para o caso idéntico ao da particula na caixa;

A

e H_¢é a energia para a particula na caixa com a barreira potencial delta de

Dirac centrada na origem e;

A

e H. _ é aenergia total do sistema.

tot

Com o Hamiltoniano desacoplado podemos perceber que o célculo da energia
de todo sistema se resume agora a calcular a energia para o caso de uma particula

livre (V(x) = 0) e a energia para o caso de uma particula sob a acdo de um potencial

B

dado pela forma da delta de Dirac ( “=06(x_)) e em seguida adicionarmos estes dois

J2

resultados (veja 4.9), obtendo assim a energia exata do sistema I-A|tot.

Perceba a importancia da troca de variaveis em (4.2): com ela saimos de um
Hamiltoniano acoplado, com o qual ndo sabemos trabalhar, e chegamos a um ponto
onde nossa tarefa se reduz a resolver a equacdo de Schroedinger para uma
particula livre e para uma particula sob efeito de um potencial delta de Dirac,

obtendo assim as func¢des de onda e as energias para cada caso.



41

Com as energias de cada um dos sistemas que separamos podemos “montar”
a parte da energia exata da expressao (2.11) para energia de correlagéo:
E =E E,-, isto é, podemos determinar E,, (aqui E, , € 0o mesmo que

correlagao nrel ~ nrel nre|

H,). Como dito anteriormente, ndo é funcdo deste trabalho a determinagdo da
energia aproximadaE,. pois tal solucéo ja pode ser encontrada, para o sistema que

adotamos, na seguinte referéncia: (MOREIRA; SILVA, 2016) Evitando funcdes

especiais no método de Hartree-Fock.

Sendo assim, passemos agora para solugcdo da equacgédo de Schroedinger
para os dois sistemas em questao.

4.2 Solucéo da equacao de Schroedinger para o po¢co quadrado infinito

Para este desenvolvimento, faremos uso de uma mudanca de notagcéo que
objetiva nos fornecer um resultado andlogo aos que podem ser encontrados em
livros textos adotados nos cursos de fisica quantica. Estaremos, aqui, denotando a

largura do pogco como “a”, ao invés de “2L”, que usamos até agora.

Na pratica, estamos fazendo a = 2L, mas como a largura do poco é arbitraria,

ISSO N&0 nos causa nenhum problema.

Continuando, partindo de (3.3), onde foi assumida a condicdo do poco
quadrado infinito (EISBERG, RESNICK, 1979):

o, X <-al2o0ux >+al2,
V(x)= .
0, caso contrario

obtemos:

d*¥(x) —2mE
-

- (9 (4.10)

Cuja solucao é dada por (EISBERG, RESNICK, 1979):
W(x) = Asen(kx) + B cos(kx) (4.11)

desde que a seguinte condicao seja satisfeita (EISBERG, RESNICK, 1979):
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2mE

k? (4.12)

Prosseguindo, aplicamos as condicbes de contorno, advindas do fato da
particula ndo poder ser localizada fora do intervalo -a / 2 < x < +a / 2, isto é
(EISBERG, RESNICK, 1979):

Y()=0 (4.13) para  x= J_r% (4.14)
Aplicando as condi¢bes de contornoem x =+ a/ 2:
a a
Y(x) = Asen(k E) + Bcos(k E) =0 (4.15)
Eemx=-a/2, temos:
a a
Y(x) = Asen(—k E) + Bcos(—k E) =0 (4.16)

Usando as propriedades das funcdes pares e impares e somando (4.15) e
(4.16) conseguimos (EISBERG, RESNICK, 1979):

2Bcos(ka/2)=0 (4.17)
Subtraindo-as temos (EISBERG, RESNICK, 1979):
2Asen(ka/2)=0 (4.18)

Desprezando solucdes que admitem B=0, o que ndo nos fornece resultados
de interesse fisico, temos como condicdo de solucdo para (4.17) (EISBERG,
RESNICK, 1979):

E conveniente expressar isto na forma (EISBERG, RESNICK, 1979)

K, =n—”, comn=1,3,5,... (4.19)
a
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Analogamente para (4.18) (EISBERG, RESNICK, 1979):
a
kE =7, 2m,37,... (4.20)

Isto também pode ser expresso na seguinte forma (EISBERG, RESNICK,
1979):

k =" comn=2,4,8... (4.21)
a

Temos, portanto (EISBERG, RESNICK, 1979):

v, (X) =B, cos(k,x)onde Kk, =n—”, n=1,3,5,.. (4.22)
a

v, (X) = Asen(k,x)ondek, :n—”, n=2,4,6,.. (4.23)
a

Utilizando ainda a relagéo (4.12) e as expressdes parak,em (4.19) e (4.21)

para os valores possiveis de n, obtemos a energia da particula (EISBERG,
RESNICK, 1979):

1k athin’

E = . ,comn=1, 3, 5...
"2m 2ma
hzk 2 2h2 2’ (4'24)
N T°h°n
En: om = oma’ ,comn=2,4,6..

Ou, de forma equivalente (EISBERG, RESNICK, 1979):

nk? athtn’

E 5
2m 2ma

n

n=1,2,3,4,5,.

Que pode ainda ser expresso como:

7’ h°n?

oy "2 5
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4.3 Solucédo da equacgédo de Schroedinger para um potencial barreira delta de

Dirac
A equacdo e Schroedinger independente do tempo para esta situacdo

assume a forma expressa em (3.5):

n &
{—%y+ﬂ5(X):|lP = E\P

a) Solucdes pares

Assumindo solucdes do tipo (4.11), temos:
Y, (X) = Asen(kx) + B cos(kx) Para-L< x < 0 (4.25)
¥, (x) = Csen(kx) + D cos(kx) ParaO<x< L (4.26)

As condicbes de contorno ( W(xL)=0 ) para o poco quadrado infinito

fornecem:
W, (-L) =—Asen(kL) + Bcos(kL) =0 (4.27)
Y, (L) =Csen(kL) + Dcos(kL) =0 (4.28)

Onde foi usada a propriedade das fun¢des impares e pares para retirarmos o

sinal de menos de dentro dos argumentos das fun¢des seno e cosseno.

A condicdo de contorno¥,(0) =¥, (0), que garante a continuidade em x = 0,

fornece que:
B=D (4.29)

Continuando, notamos que nao podemos aplicar diretamente a equacao de
Schroedinger independente do tempo para o caso da fungéo delta de Dirac, pois ha

uma descontinuidade desta fungdo em x = 0.

Cientes disto, contornamos tal situacdo integrando a equacdo de

Schroedinger independente do tempo, (3.5), em um intervalo de —¢ a +¢:
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j_h_z 0*¥(x)

T dx + j ﬁ-é(x)-‘P(x)dx:jE-‘P(x)dx (4.30)

—&
onde € — 0.

Reorganizando a equacao (4.30) e utilizando a propriedade de filtragem da

funcao delta de Dirac (2.14) obtemos:

2mp
_¢ = hz

()], —F1(%)

P(0) (4.31)

onde ¥ ¢ a derivada de ¥ em relagéo a x.

Resolvendo as derivadas e substituindo os resultados em (4.31) vemos que:

Ck — Ak =y -¥(0) (4.32)
Onde
2m
= h—zﬂ (4.33)

Agrupando as expressdes obtidas até entdo, temos
—Asen(kL) +Bcos(kL) =0

Csen(kL)+ Dcos(kL) =0
B=D (4.34)

Ck— Ak =y-¥(0)
Da primeira expresséao de (4.34), e com auxilio de (4.29) obtemos que:

A=Dcotg(kL) (4.35)

Isolando C na ultima expressdo de (4.34) e usando o resultado de (4.35)

encontramos:
y-D
C= Dcotg(kL)+T (4.36)

Onde Y¥(0) foi obtido pelo uso de (4.26).

O uso de (4.35) e (4.36) nos permite reescrever (4.25) e (4.26) como:
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¥, = D[cot g (kL) - sen(kx) +cos(kx)] (4.37)
¥, = DKcot g(kL) +£jsen(kx) +cos(kx)} (4.38)

Por fim, a segunda expresséo de (4.34) com uso da expresséo obtida para C

nos fornece

cotg(kL) = ;—i (4.39)

O uso de (4.39) em (4.37) e (4.38) nos da:

Y, = D[;—i(/ -sen(kx) + cos(kx)}
(4.40)
Y, = D[ﬁ-sen(kxﬂcos(kx)}

Note que, devido ao intervalo de valores que x pode assumir, dados em (4.25)
e (4.26), as expressdes em (4.40), com uso das propriedades de funcéo pares e
impares, sao iguais, e portanto fornecem apenas uma expressao para funcédo de

onda:
Y= D[Z_}L -sen(k[x|) +cos(kx)} , para—L<x<L (4.41)

Como Y(-x)=Y(x), caracterizando uma funcédo par, usamos a denominacéo

solugdes pares para esta solugao.

Uma vez que a energia para o sistema é dada em funcéo de k, tal energia é

fornecida através da andlise gréfica da expressao transcendental (4.39).



Figura 5 — Gréfico para equacéo (4.39).

n 2 It o kL
tan(kL) Tk
mp

Fonte: Adaptado de (GRIFFITHS, 2005).

Da figura extraimos que as energias permitidas sao tais que kL ~ %

e, portanto:

thnZ 7Z'2h2n2

E, ~ >
2m  2m(2L)

comn=1,3,5, ...

b) Solucdes impares

Iniciemos nossa investigacao a partir das soluc¢des do tipo
¥, (x) = Asen(kx) + B cos(kx) Para-L <x< 0
Y, (X) = Csen(kx) + D cos(kx) Para0<x< L

e do sistema de equacdes que encontramos no tdpico anterior:

—Asen(kL)+ B cos(kL) =0
Csen(kL)+ Dcos(kL) =0
B=D

Ck — Ak =y -¥(0)

Utilizando a ultima equacéo de (4.34) obtemos:

K(C—A)=y-¥(0)=k(C-A)=y-B=y-D
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3z St
=

(4.42)

(4.25)

(4.26)

(4.34)

(4.43)

Isolando B e depois D em (4.43) e substituindo nas duas primeiras igualdades

de (4.34), encontramos:



—Asen(kL) +(C - A) -Ecos(kL) =0
Y

Csen(kL)+(C-A) -Ecos(kL) =0
Y
Estas duas ultimas equacdes fornecem:

—A{sen(kL) + K cos(kL)} =—C K cos(kL)
4 4

C {sen(kL) - K cos(kL)} = A-E cos(kL)
Y Y

Definindo:

o =sen(kL) + K cos(kL)
v

a= 5 cos(kL)
4

(4.46) e (4.47) fornecem um sistema do qual extraimos que:
A=C
D=0
Substituindo D em (4.25) e (4.26) e sabendo que A=C:

Y, x) = Asen(k x)

¥, x) = Asen(k x)
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(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

Ent&o, notando que (4.50) e (4.51) sao iguais, podemos escrever apenas uma

funcdo de onda para o sistema:

Yx)=Asen(kx) para-L<x<+L

(4.52)
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Dado o fato que sen(w), onde w é uma variavel qualquer, € uma fungéo

impar, este resultado recebe a denominacao de soluc¢des impares.

E a energia é da forma:

T°h'n* n=2 46, ..

" 2m(2L)? 459
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Nossa solugdo do quebra-cabeca estd baseada no paradigma representado
pela teoria da Mecéanica Quantica, e embora desde o comecgo tivéssemos uma
nocao prévia do produto final de nosso empreendimento, propor um sistema cujo
Hamiltoniano pudesse ser desacoplado facilmente consiste um desafio consideravel,

caracterizando o que Thomas Kuhn conceituou com o termo ciéncia normal.

O resultado obtido via regras do paradigma da Mecanica Quantica esta de
acordo com o que € encontrado em materiais didaticos relacionados com o tema. E
também importante destacar que o uso de um potencial de interagédo elétron-elétron
na forma de uma funcao delta de Dirac permitiu o tratamento do problema de forma
a gerar equacdes razoavelmente simples e analiticamente sollveis, possibilitando
uma compreensdo acerca do método de resolucdo de sistemas com elétrons
interagentes sem maiores problemas, o que ndo € o caso para uma ampla variedade

de funcdes que descrevem a interacao elétron-elétron.

No mais, de acordo com o que foi discorrido sobre a anatomia da
transposicdo didatica de Chevallard, podemos inferir que nossa proposta de um
sistema-modelo de dois elétrons interagentes é vélida para ser tratada como uma
transposicdo didatica pois, segundo o olhar dessa teoria, nosso modelo partilha das

caracteristicas apontadas como necessarias para um saber sofrer transformacao.

A energia de correlagéo faz parte do corpo teérico da Mecanica Quantica que,
embora apresente debates internos entre 0os pesquisadores sobre sua interpretacao,
€ uma teoria com valor reconhecido dentro da comunidade cientifica para o estudo

do mundo microscopico, e sendo assim, é consensual.

Em relacdo aos outros critérios, identificamos uma atualizacdo moral (a
energia de correlacdo e elétrons interagentes aparecem nos estudos teodricos
voltados para o projetos de artefatos eletrbnicos de nanoescala, e portanto estdo na
base do progresso tecnologico que é de interesse da sociedade), uma atualizacéao
biolégica (como anteriormente mencionado, a energia de correlagdo faz parte do
escopo da teoria quantica vigente) e uma operacionalidade (nosso sistema-modelo
permite a criacdo de atividades computacionais e exercicios sobre os conceitos de

energia de correlacdo e elétrons interagentes, sendo possivel para o sistema de
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ensino realizar avaliagbes sobre estes tOpicos que aparecem em cursos de

Mecanica Quantica e similares).

O ponto referente a criatividade didatica representa um problema para a
transposicdo de saberes de Quantica no ensino meédio, como aponta alguns
trabalhos desta area voltados para tal nivel de ensino (BROCKINGTON;
PIETROCOLA, 2005 e SIQUEIRA; PIETROCOLA, 2006) uma vez que os contetdos
de Fisica Moderna e Contemporanea, e consequentemente Quantica, nem sempre
sao contemplados na sala de aula. Contudo, cientes de que em cursos de ensino
superior das areas de exatas ja tem-se uma solida tradicdo do ensino de Mecanica
Quantica, o suficiente para que essa ja possua elementos préprios de ensino, frutos
de pesquisa voltadas para 0 seu ensino, assegura-se gue nosso sistema-modelo
possua a caracteristica da criatividade didatica, isto é, que é capaz de se tornar um
saber exclusivo do ensino, utilizado como abordagem inicial para o aprendizado da

energia de correlacao.

Por dltimo, dada a efetivagdo das outras caracteristicas, assegura-se a

terapéutica.
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APENDICE A: DETALHAMENTO DOS CALCULOS

Apresentamos neste apéndice o detalhamento dos calculos realizados ao
longo da monografia.

% Secdao 4.1: Desacoplando o sistema

Partimos de
A=P P sk -x,) (1)
2m 2m
Definindo:
R, =—=(%,+%,)
+ \/E 2
A 2)
X =—(X —-X
=7 (% = %)
Da ultima sentenca de (2) obtemos:
X =X, =2x (3)
Usando (3) no ultimo termo de (1) podemos escrever
B5(%—,) = BS(2x ) = L= 5(x) (4)
2
Derivando e multiplicando por m as sentencas de (2) obtemos:
i, =T (4 8) = b, == (B, + B,) )
+ \/E 2 + \jz 1 2
=L (R %)= P === (p - P.) ©)
— \/E 2 - \/E 1 2
Elevando (5) e (6) ao quadrado e somando temos que:
pI+p2=p+p; (7)

Dividindo (7) por 2m:

1., . 1 ., .
%(pf+pf)=%(pf+p§) (8)
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Usando (8) e (4) em (1):

(B2, (0. B L an
H=| = —+_5(x)|=H,.+H 9
b - P B
Onde H =—+~e H =—+-.2-65(x
' Tom 2 o)

X/

s Secdo 4.2: Solucéo da equacéao de Schroedinger para o po¢o quadrado
infinito

Vamos resolver a equacgao de Schroedinger para W(x), considerando

w ,X<-a/2oux>+a/2
0 , caso contrdrio

V(x)z{

Equacéao de Schroedinger independente do tempo:

_—#dzigx)w(x)tp(x) —E¥(x) > qufz(X) = 2" w(x) @)
2m  dx X
Solucéo por tentativa:
Y(x) = Asen(kx) + B cos(kx) (2)

Testando:

% _ kA cos(kx) — kBsen(kx)
X

d Zdlyxgx) =—k?Asen(kx) —k*B cos(kx) = —k*[ Asen(kx) + B cos(kx) ] = —k*¥(x)

Logo, a solucgéao tentativa (2) funciona desde que

_2mE

k? o

3)

e Condicbes de contorno:

Como a particula ndo pode ser localizada fora do intervalo —a/2<x<+a/ 2,
temos:

W()=0, x=+a/2 4)

Aplicando as condi¢bes de contornoem x =+ a/ 2:
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a a
Y(x) = Asen(k E) + Bcos(k E) =0 (5)
Emx=-a/2, temos:

P(x) = Asen(—k g) + Bcos(—k %) -0

ou
—Asen(k g) +Bcos(k g) ~0 (6)
Somando (5) e (6), temos:
a
2B cos(k E) =0 (7
Subtraindo-as:
a
2 Asen(k E) =0 (8)

Ndo ha valores de k para os quais tenhamos cos(ka/2) e sen(ka/2)
simultaneamente nulos, e também nao queremos ter ambos A e B iguais a zero, pois
isso implicaria em uma funcdo de onda nula em todos os pontos (EISBERG,
RESNICK, 1979). Nesse caso, podemos satisfazer (7) e (8) escolhendo valores para
k em uma equacdo e os valores dos coeficientes (A ou B) iguais a zero na outra
(EISBERG, RESNICK, 1979), isto é, escolhemos

A=0e cos(k—za) =0 (9)
ou
_ ka
B=0e sen(?) =0 (20)

As condicdes as quais k deve satisfazer em (9) para que tenhamos o0 cosseno
nulo séo:

ka_
2

3z S5z
272

NN

E conveniente expressar isto na forma (EISBERG, RESNICK, 1979)

kn=—”, comn=1,3,5,.. (11)
a
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Analogamente, para que tenhamos seno nulo na equacao (10), k deve
obedecer a seguinte restricdo (EISBERG, RESNICK, 1979):

—a=72',272',372',...
2
Isto também pode ser expresso na forma (EISBERG, RESNICK, 1979):
k =— comn=2,4,6,.. (12)

Por fim, temos (EISBERG, RESNICK, 1979):

v,(x)=B,cos(k,x) ondek. = h ,nh=1,35,.. (13)
’ a
e
v, (xX) = Asen(k,x) ondek, =7 h=24.,. (14)
1 a

Utilizando a relacdo k* = 2sz
h

valores possiveis de n, obtemos (EISBERG, RESNICK, 1979):

e a expressédo k, = M em (13) e (14) para os
a

Wk AR

E = 7
2m 2ma

n

n=1,2,3,4,5,... (15)

s 4.3 Solucao da equacao de Schroedinger para um potencial barreira
delta de Dirac

a) Solucdes pares
Y, (x) = Asen(kx) + B cos(kx) Para-L < x< 0 (2)
Y, (x) = Csen(kx) + D cos(kx) Para0<xs L (2)
Aplicando as condi¢cBes de contorno para o poco quadrado infinito:
¥, (-L) =—Asen(kL) + Bcos(kL) =0 3)
Y, (L) =Csen(kL) + Dcos(kL) =0 4)
Continuidade em x =0 (¥,(0) ='¥,(0)):

—Asen(k -0) + Bcos(k -0) =Csen(k - 0) + Dcos(k - 0)
B=D 5)
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Para descontinuidade da primeira derivada em x = 0 e usando a propriedade
de filtragem da delta de Dirac, temos:

¢ n aqu(x)
e am

j B-5(x)-¥(X)dx = j E-¥(x)dx

—-&
&

hz T%H [ 80 ®(9dx=0

2

oY) Y| |
X | o _j_ o
{ (x)| YY) } 26 )
G S h
.00, w4, =22 (o) ©

Onde ¢ — 0.

Resolvendo as derivadas:

dY,(x)| _ a(Csen(kx) + D cos(kx))|
ox |, OX |0
e M0 _ oy cos(k -0) - Dksen(k -0)
ox |,
oY, (x) _ck
ox |,
V¥, (x)| _ 0(Asen(kx)+ Bcos(kx))|
oxX |, OX |0
o O Ak cos(k-0)— Bk sen(k -0)
oxX |,
CRSTCY Y
oxX |,
Substituindo os resultados encontrados em (6):
Ck — Ak = ¥(0)
onde y = Zglzﬁ .

Sumarizando os resultados encontrados:
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1) —Asin (kL) + Bcos (kL) =0
i) Csin(kL)+ Dcos(kL) =0

iii) B=D (continuidade em x = 0)
iv) kC—kA=y¥(0) (descontinuidade da primeira derivada em x = 0)
Ou

1) —Asen(kL)+Bcos(kL) =0

i) Csen(kL)+ Dcos(kL) =0

i) B=D

V) K(C—A)=y-YO0)=k(C-A=y-B=y-D

Onde usamos (1) e (2) para calcular W(0) e a continuidade em x = 0
(¥1(0) =¥, (0)).

Lembrando que temos
W, = Asen(kx) + B cos(kx) Lado esquerdo do poco
Y, = Csen(kx) + D cos(kx) Lado direito do pogo
Utilizando iii) reescrevemos as expressfes acima como:
Asen(kx) + D cos(kx) (7
Csen(kx) + D cos(kx) (8)
Utilizando i em (7)
—Asen(kL) + Dcos(kL) =0 = Asen(kL) = Dcos(kL) = A= Dcot g(kL)
Csen(kx) + D cos(kx)
Utilizando (7) e a expressdo encontrada para A:
D cot g(kL)sen(kx) + D cos(kx) (9)
Csen(kx) + D cos(kx) (20)

Utilizando iv):

C—A=%:>C=%+A:>C=Dcotg(kL)+%

Usando a expresséao para C em (10) e colocando D em evidéncia:

¥, = D[cot g (kL) - sen(kx) +cos(kx) ] (11)
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Y, = D[cot g(kL) - sen(kx) +%sen(kx) +cos(kx)} (12)
Utilizando ii e a expresséo encontrada para C :

{D cotg(kL) +£ D} -sen(kL) + Dcos(kL) =0

D cos(kL)

sen(kL) sen(kL) +% D-sen(kL) + D cos(kL) =0

2D cos(kL) +% D-sen(kL) =0

2k = —ytg(kL) = tg (KL) = =25 = cot g (kL) = ;—i (13)
y

Usando o resultado obtido para cotg(kL) , (11) e (12):
Y, =D [;—f(/ -sen(kx) + cos(kx)}
¥Y,=D [_—7 -sen(kx) + z sen(kx) + cos(kx)}

27 2k k

_p|Z~.
Y, = D[ T sen(kx)+cos(kx)}

_pl L.
Y, = D[Zk sen(kx)+cos(kx)}

Note que, devido ao intervalo de valores que x pode assumir, dados em (1) e
(2), as expressdes acima, com uso das propriedades de funcdo pares e impares,
sdo iguais, e portanto fornecem apenas uma expressdo para funcdo de onda.

Observe:
Y, (—x) D{Zk sen( k|x|)+cos( kx)} D{Zk sen(k|x|)+cos(kx)}

¥, (x) = D{Z—yk-sen(kx) +cos(kx)}

Logo

Y =Y,

Y= D{ﬁsen(k |x[) + cos(kx)} : para—L<x<L (14)
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Como Y¥(—x)="Y¥(x), caracterizando uma funcdo par, usamos a denominacao

solugdes pares para esta solugao.

A energia para as solucbes pares é dada pela solucdo da equacédo

transcendental (veja 13):

tg(kL) = =K (15)
Ve

Graficamente

Figura 6 — Grafico para equacao (15).

T 2% 3 o kL.
tan(kL) _ﬂ
mp

Fonte: Adaptado de (GRIFFITHS, 2005).

37 5

Da figura extraimos que as energias permitidas séo tais que kL z%?7

e, portanto:

nk?  ath’n®

E, ~ ,
2m  2m(2L)*

comn=1, 3,5, ... (16)

b) Solucdes impares
Utilizaremos novamente o seguinte conjunto de equacdes:

i) —Asen(kL)+Bcos(kL) =0

i) Csen(kL)+ Dcos(kL) =0

i) B=D

V) KC-A)=y-¥Y(O0)=k(C-A)=y-B=y-D

E as seguintes expressodes para as funcdes de onda:

Asen(kx) + B cos(kx) Lado esquerdo do poco
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Csen(kx) + D cos(kx) Lado direito do poco
Utilizando iii)
Asen(kx) + D cos(kx) (2)
Csen(kx) + D cos(kx) (2)

Utilizando i) e ii):
—Asen(kL) + Dcos(kL) =0

Csen(kL)+ Dcos(kL) =0

Utilizando iv)
C—A=Q:> D=(C—A)-E
k 4
Temos entéo:
—Asen(kL)+(C-A)- ; cos(kL) =0 3)
Csen(kL) +(C - A)- ; cos(kL) =0 4)

Continuando:
k k
—Asen(kL) +C —cos(kL) — A-—cos(kL) =0
4 4
K K
Csen(kL) +C —cos(kL)— A-—cos(kL) =0
4 4
Agrupando e isolando:

—A{sen(kL) + 5cos(kL)} =—C Ecos(kL)
/4 /4

C {sen(kL) + K cos(kL)} =A. K cos(kL)
/4 v

Definindo:

o =sen(kL) + K cos(kL)
4



63

a= 5 cos(kL)
4

Temos:

—-Ac=-Ca
Co=Ax

Deste sistema obtemos que
A=C
Substituindo este resultado em iv):

k(C-A)=y-D
k-0=y-D
D=0

Substituindo D em (1) e (2) e sabendo que A=C:
¥, = Asen(kx)
Y, = Asen(kx)
Logo:
Y, =¥, = Asen(kx)

E como o seno trata-se de uma funcéo impar, denominamos tal resultado
como solucdes impares.

Assim, como Y,w=0, entdo temos que para qualquer A ndo nulo

Asen(k L) =0 e, portanto, k=nT”. Segue que:

5 242 2 92,9 2n2 2h2 =2 232
_n;z'h_4n72'h:( )7[ _nﬂh n=224506,..

"ooml® 2m4l® om(2L)  2m(2L)

Onde multiplicamos por 4 (numerador e denominador) apenas para deixar a
energia no formato usual dos manuais didaticos.



