e~
e
e

=

L

UFPE

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ESTATISTICA

THOMAS FREUD DE MORAIS GONCALVES

Acerca do Processo-Bell-Touchard: proposta de um processo de contagem baseado na

distribuicao Bell-Touchard

Recife
2022



THOMAS FREUD DE MORAIS GONCALVES

Acerca do Processo-Bell-Touchard: proposta de um processo de contagem baseado na
distribuicao Bell-Touchard

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacdo em Estatistica da Universidade Federal
de Pernambuco, como requisito parcial para a ob-
tencao do titulo de Mestre.

Area de Concentracdo: Probabilidade

Orientador (a): Pablo Martin Rodriguez

Recife
2022



Catalogagao na fonte
Bibliotecaria Nataly Soares Leite Moro, CRB4-1722

G635a  Gongalves, Thomas Freud de Morais
Acerca do Processo-Bell-Touchard: proposta de um processo de contagem

baseado na distribuigcdo Bell-Touchard / Thomas Freud de Morais Gongalves. —
2022.

37 f.

Orientador: Pablo Martin Rodriguez.

Dissertagao (Mestrado) — Universidade Federal de Pernambuco. CCEN,
Estatistica, Recife, 2022.

Inclui referéncias.

1. Probabilidade. 2. Processos de contagem. 3. Processo Bell-Touchard. 4.

Familia Poisson multipla. 5. Familia Poisson Composta. |. Martin Rodriguez,
Pablo (orientador). Il. Titulo.

519.2 CDD (23. ed.) UFPE- CCEN 2022 - 34




THOMAS FREUD DE MORAIS GONCALVES

ACERCA DO PROCESSO-BELL-TOUCHARD: PROPOSTA DE UM PROCESSO DE CONTAGEM BASEADO NA
DISTRIBUICAO BELL-TOUCHARD

Dissertacao apresentada ao Programa de Péds-
Graduagdo em Estatistica da Universidade
Federal de Pernambuco, como requisito parcial
para a obtengcdo do titulo de Mestre em
Estatistica.

Aprovada em: 22 de fevereiro de 2022.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Pablo Martin Rodriguez
DE/UFPE

Prof. Dr. ELCIO LEBENSZTAYN
UNICAMP

Prot. Dr. VALDIVINO VARGAS JUNIOR
UFG



RESUMO

Uma das limitacdes do processo Poisson é a hipdtese de saltos unicamente unitarios em in-
tervalos infinitesimais. Todavia essa limitacao é contornada pelo processo Poisson composto.
Entretanto, em muitos casos a distribuicao de probabilidade dos incrementos nao tem forma
conhecida no processo Poisson composto, limitando sua modelagem ao uso de funcées ge-
radoras de probabilidades ou técnicas numéricas e simulacdes. Neste trabalho, propomos um
novo processo de contagem baseado na distribuicao Bell-Touchard, denominado processo Bell-
Touchard. Entre suas propriedades, verificamos que o processo é membro da familia de pro-
cessos Poisson compostos e Poisson miltiplos e que também é fechado para convolucdo e
decomposicdo. Mostramos que o processo decorrente da composicdo de processos Poisson
é Bell-Touchard. Apresentamos duas generalizacdes, o processo Bell-Touchard composto e
o processo Bell-Touchard nao homogéneo, mostrando que este Gltimo pode ser obtido pela
composicao de um processo Poisson nao homogéneo em um processo Poisson homogéneo.
Ademais, apresentamos uma estratégia para simulacdo do novo processo, bem como uma

aplicacdo em teoria da ruina, mediante uma modificacao do processo Cramér-Lundberg.

Palavras-chaves: processos de contagem; processo Bell-Touchard; familia Poisson miltipla;

familia Poisson composta; polinémios de Bell.



ABSTRACT

One of the limitations of the Poisson process is the hypothesis of unitary jumps within an
infinitesimal interval (rare events hypothesis). That restriction, however, is avoided by the
compound Poisson process. Nevertheless, in most situations, we don’t have a closed expression
for the probability distribution of the increments in the case of compound Poisson processes,
leaving us options such as working with probability generating functions, numerical analysis
and simulations. In this work, we have proposed a new counting process based on the Bell-
Touchard probability distribution, naming it the Bell-Touchard process. We have proved that
the process is a compound Poisson process, a multiple Poisson process and that it is closed for
convolution plus decomposition operations. Besides, we had shown that the composition of two
Poisson processes is a Bell-Touchard process. Moreover, we had proposed two generalizations
named the compound Bell-Touchard process and the non-homogeneous Bell-Touchard process,
showing that the last one is a result of the composition of a non-homogeneous Poisson process
along with a homogeneous Poisson process. Furthermore, we have presented a simulation
method for the Bell-Touchard process and an application of ruin theory through a modification

of the Cramér-Lundberg process.

Keywords: counting processes; Bell-Touchard processes; multiple Poisson family; compound

Poisson family; Bell polynomials.
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1 INTRODUCAO

Nesse capitulo apresentamos uma revisdo de literatura e de conceitos, revisamos as propri-
edades dos polinémios de Bell que sdo relevantes para este trabalho, bem como a distribuicdo

Bell-Touchard e alguns resultados relacionados.

1.1 REVISAO DE LITERATURA

O processo Poisson é o mais simples dos processos estocasticos definidos em tempo con-
tinuo, dotado de propriedades matematicas interessantes, implicando, em muitas situacdes,
na obtenc3o de aplicacdes matematicamente trataveis. E um processo bastante explorado na
literatura, com alguns livros inteiramente dedicados ao assunto, como [I], 2]. Abordagens mais
pragmaticas (sem requerer conhecimentos sobre teoria da medida) acerca das propriedades
deste processo, bem como a exploracdo de aplicacdes em teoria das filas e em biologia podem
ser vistas em [3] [4]. Em estatistica atuarial, o processo Poisson é utilizado na modelagem de
processos de risco e ruina [} [6]. Existem algumas generalizacGes propostas para o processo
Poisson, obtidas, em alguns casos, através do relaxamento das suposicées do processo Poisson
original. Ao relaxarmos a hipdtese de estacionariedade de incrementos, obtemos o processo
Poisson ndo-homogéneo. Por outro lado, se relaxarmos a hipotese de saltos unitarios em inter-
valos infinitesimais, obtemos o processo Poisson composto. H4 também o que denominamos
de processo Poisson espacial, o qual é definido em duas ou mais dimensdes [7][8, capitulo 11].
Os processos Poisson comum e o espacial coincidem na reta real.

O processo Poisson composto é uma das generalizacGes mais interessantes e amplamente
aplicadas. Em teoria das filas, surge naturalmente em modelos com chegada em lotes envol-
vendo tempos exponenciais [9, capitulo 6]. Em teoria da ruina é utilizado na construcdo do
processo Cramér-Lundberg [6, capitulo 4] e em suas generalizacdes [10, [11]. E utilizado na
modelagem da componente aleatdria de forcas de juros, Gtil para aplicacoes em matematica
atuarial[12].

A distribuicao Poisson, e mais especificamente o processo Poisson composto, tém relacao
com os polinémios de Bell, os quais, para qualquer n € Ny := NU{0} e x; € R, para todo i €

N, sdo definidos pela expressdo seguinte (Férmula de Dobirski):

7‘% o0 kn
By(z)=¢"> gxk

k=0

(1.1)



Os polinémios de Bell surgem em andlise combinatéria no estudo de particdes de conjuntos,
e em analise, no processo de derivagBes sucessivas de fungdes compostas[13, [14]. Em se
tratando da distribuicdo Poisson, temos que a funcao geradora de momentos da distribuicado
Poisson é a mesma funcdo geradora de polinémios Bell, e isto implica a equivaléncia entre

esses polindmios e os momentos da distribuicdo Poisson. Tal funcdo geradora é dada por:

0a(0) = """V = > Bn(a:)e—', para 6 > 0, (1.2)
= n!

onde, tomando as sucessivas derivadas de e avaliando-as em # = 0 recuperamos os
polindmios de Bell. Note-se que expandindo o lado esquerdo de (|1.2)) e comparando os termos
da expansao com o lado direito, obtém-se .

Os polindmios de Bell possuem aplicacdes diversas em teoria das probabilidades. Uma
relacdo entre os polinomios de Bell e a soma ponderada de variaveis aleatérias Poisson in-
dependentes foi recentemente proposta em [15]. O processo Poisson iterado, obtido a partir
da composicao de processos Poisson, tem distribuicdo de incrementos dada como funcdo de
polinémios de Bell[16]. As propriedades assintéticas dos polindmios Bell s3o exploradas no con-
texto de grafos aleatérios em [I7]. Aspectos probabilisticos desses polinémios s3o utilizados
por [18] para demonstrar algumas propriedades de polindmios parciais de Bell.

Dizemos que uma sequéncia de polinémios p,(xz) com n € N e z € R, onde p,(z) tem
grau n para todo n, é do tipo binomial se po(x) =1, p,(0) = 0 para todo n e

n
mle ) =3 ()it wem
A existéncia de uma relacdo entre polindmios do tipo binomial (ver-se-a adiante que os polind-
mios de Bell sdo do tipo binomial) e os processos Poisson compostos é comentada em [19].
Posteriormente, tal conexdo foi explorada, por exemplo, em [20].

Como bem se sabe, uma das hipéteses basicas do processo Poisson diz respeito ao fato
de o tamanho dos saltos ser unitario em intervalos infinitesimais. No entanto, tal hipétese é
relaxada por [21], o qual, no processo, obtém a familia de distribuicdes Poisson mdltipla, a qual
é parametrizada por uma sequéncia convergente de constantes ndo negativas {c, },>1. Como
a familia maltipla foi proposta partindo do relaxamento de uma das hipdteses do processo
Poisson (hipdtese de saltos unitarios em intervalos infinitesimais), o processo decorrente foi

denominado processo Poisson miultiplo.



Em um processo Poisson miltiplo {£(¢), t > 0} dependendo da sequéncia real no negativa
{¢n}n>1 com Y ¢, < 0o, podemos escrever:
[o.¢]
E(t) =Y _n&a(t), (1.3)
n=1
onde {&,}n>1 € uma sequéncia de processos Poisson independentes com pardmetro ¢, para
todo n € Z% . Em outras palavras, o processo em questdo corresponde a uma soma ponde-

rada de um nimero infinito de processos Poisson [21], no qual a varidvel aleatéria £(t), que

representa o nimero de eventos no intervalo [0, t), tem distribuicdo de probabilidade dada por:

Pr[£<t>:k1=exp{_§tcn} s i)

lro! !
r142rg+ ot kry=k r1:ro: ... Tk

Uma distribuicio membro da familia Poisson miltipla é a distribuicdo Bell, a qual foi

proposta por [22] e possui distribuicdo de probabilidade dada por:

~e-1)?”

x'Bz’ rE€Ngeb >0,

PriX =z|=e

obtida a partir da expans3o em série da funcdo geradora de nimeros Bell (esta que corres-
ponde a (1.2) avaliada em x = 1), tomando como constante normalizadora seu reciproco,
onde B, := B,(1) é o n—ésimo ndmero de Bell. A distribuicdo Bell apresenta proprieda-
des interessantes, tais como a de ser uniparamétrica, infinitamente divisivel e ser membro da
familia exponencial[22].

A soma de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com distribuicao
Bell tem distribuicao biparamétrica Bell-Touchard, da qual a distribuicao Bell é um caso parti-
cular. A distribuicdo Bell-Touchard foi proposta por [23], pertence a familia Poisson mdltipla,

como veremos adiante, e tem distribuicdo de probabilidade:
—a(eg—l) 0”
PriX =x]=e —Be(a), zeNyel,a>0,
x!

cuja constante normalizadora é o reciproco da funcdo geradora de polinémios de Bell univa-
riados, o que equivale ao polindmio de Touchard, dai o nome proposto para a distribuicdo,
onde By, (x) é o n—ésimo polindmio Bell univariado. Entre suas propriedades, essa distribuicdo
é infinitamente divisivel e fechada para convolucdo em um dos pardmetros. Posteriormente,
foi proposta uma generalizacdo para essas duas distribuices, a qual é baseada na expansao
em série da funcdo geradora de polindmios r-Bell, formando uma distribuicao discreta de trés

pardmetros, denominada familia r-Bell. A distribuicdo r-Bell foi proposta por [24]. Sua funco
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de probabilidade é dada por:

00°
Pr[X =z] = e_“(ee_l)_'e—'Bm’r(a), reNyeb ar>0,
!

onde
1 & (k+r)”
B:p,r(a) - Z 7/{3' Oék.

s
€ k=0
A funcdo geradora de polindmios r-Bell tem a seguinte estrutura:

) Jaig
Q:r(e) = €$(6871)+T9 = Z Bn,r(I>
=0

o

A distribuicdo r-Bell é equivalente a distribuicdo “Short”, e esta decorre da convolucio
de uma variavel aleatéria Neyman Tipo A com outra Poisson[25, [26]. A distribuicdo Bell-
Touchard equivale a distribuicao Neyman Tipo A, mediante uma parametrizacao conveniente
[22, Remark 8]. A diferenca entre elas é que, na distribuicio Neyman Tipo A, temos uma
varidvel aleatéria Poisson composta na qual as varidveis somadas sao Poisson, na distribuicao
Bell-Touchard, as varidveis somadas sao Poisson truncada em zero. Essa diferenca decorre,
justamente, da escolha de parametros. A distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatéria

Neyman Tipo A é da seguinte forma[26]:

67)‘ 00 (/\efé)k

2

k=0
Por ser membro da familia Poisson multipla, varidveis aleatérias seguindo distribuicoes Bell,

PriX =x] =6 E*, com 6§ > 0,z € Ny.

z!

Bell-Touchard e r-Bell podem ser escritas conforme , bastando, para isso, uma escolha
conveniente para a sequéncia {c,},>1. Além disso, como essas distribuicdes sdo obtidas a
partir da expansao em série de funcoes geradoras de polindmios Bell, os quais sao do tipo
binomial, as trés distribuicoes sdo casos particulares da distribuicao Poisson composta, o que
esta de acordo com a relacao entre polinomios binomiais e a distribuicao Poisson composta
apontada por [19].

Embora essas distribuicdes sejam casos especificos da familia Poisson miltipla, elas n3do
foram exploradas sob uma abordagem de processos estocasticos por nenhum dos trabalhos
citados, exceto [16], o qual obteve a distribuicio Neyman Tipo A partindo da composicdo de
processos Poisson. Dito isto, nesse trabalho, exploramos a distribuicao Bell-Touchard utilizando
uma abordagem complementar aquela empregada em [21], ou seja, no contexto de processos
estocasticos. Isso equivale a investigar o processo {{(t), t > 0} para qualquer ¢t € R, onde
¢, =af™/nlin > 1, coma > 0ef > 0. Sendo assim, propomos um processo de contagem
cuja distribuicdo dos incrementos é Bell-Touchard com parametros «, f e exploramos suas

principais propriedades.
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1.2 POLINOMIOS DE BELL

Os polinémios de Bell tém papel importante nesse trabalho, por conta disso, apresentamos
alguns resultados acerca deles. Estas e outras propriedades interessantes podem ser exploradas
em [27, 28, 29, [30].

Para qualquer k£ € Ny e x; € R, paratodo: € N, os polindmios de Bell podem ser
definidos pela Férmula de Faa di Bruno, como segue:

] k! 1\ [ To\ "2 T\ "k
Br(wy, - we) = Z rilra! - gl (1') (2') (k:') ‘ (15)

r142ro+-+krp==~k

Fixando x = x; = 29 = - -+ = x, em ([1.5]) obtemos
Be) =1, Br)= Y e (16)
r) =1, T) = , .
0 k S S 7“1!7“2! .. -rk! (1!)7”1 (2!)r2 c (kl)?“k

que corresponde aos polindmios de Bell univariados.
Seja 0y := d"/dO™ o operador diferencial. Tomando (1.2)) e usando Jj obtemos

n—k

Ok, (0) = iBn(x)n(n —1)(n—=2)---(n—k+1)

n!

n

= 7;)Bwk(x)(n—i-k:)(TH—k— Din+k—=2)---(n+ 1)m

0”

E.

= 5_02 Bpyr() (1.7)

Dizemos que (|1.7]) corresponde a funcdo geradora de polinémios Bell transladada em k posi-
coes.

. ~ 0 ~ /.
Considere a funcdo f(f) = e™ e sua expansdo em série de Taylor:

(1.8)

ef)k
!

ze? (iIZ’
e = E
=k

Derivando ambos os lados da expressdao em relacao a ¢, obtemos:

Y

00 0\k
63369%69 — Z k:(ace )
k!
k=0 '
onde a operacdo de diferenciacdo é possivel em decorréncia do fato de que séries de poténcias
sdo diferencidveis em seu raio de convergéncia [31], capitulo 24]. Tomando a segunda derivada

em relacdo a # em ambos os lados obtemos:

2ef >,k (ze?)*
e [(ze?)? + 2] = > <k")

k=0
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Fazendo o mesmo para a n-ésima derivada, podemos escrever o lado esquerdo da expressao

resultante como o produto da funcdo f(6) com um polinémio p,,(ze?).

e py(ze’) =3 — (1.9)
k=0 :

Comparando o lado direito de ([1.9)) com ([1.1]), temos que p,(xe’) = B, (ze’), levando-nos a:

Ape™ = By, (we)e™’ . (1.10)

Partindo de (1.2), escrevendo ¢, (0) = e*<"~1) = ¢7’¢~ e usando (1.10) temos:
Oy px(0) = Bu(ze”)pa(6),  (ver [14]). (1.11)

Segue como consequéncia de ((1.11)) e (1.7 que:
QTL
By(x Z Boii(@ (1.12)

Os polindmios de Bell sdo sequéncias binomiais, obedecendo a identidade:

(z+y) = lznj ( ) Bn_i(y), paran > 0. (1.13)

Esse resultado pode ser obtido tomando (1.2)) e substituindo x por 2 + y, adotando a regra

de Cauchy para o produto de séries infinitas,

(1.14)

N o (o +9)-

n=0

mas temos também que

eloo

D _ S By ) Z B
=0
-5 l)Bxsc)Bn_l(y)} . (115)

onde a troca de ordem dos somatérios decorre do Teorema de Fubini para séries infinitas [32,

capitulo 7]. Logo, ao compararmos ((1.14)) e (|1.15]), obtemos (1.13)).

1.3 DISTRIBUICAO BELL-TOUCHARD

Nessa secao vamos recapitular algumas da propriedades da distribuicao Bell-Touchard apre-
sentadas em [23]. Além disso, apresentamos as demonstracdes das proposicdes trazidas, com-

plementando o trabalho original.
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Definicao 1.1. Uma varidvel aleatéria discreta Y € dita ter distribuicdo Bell-Touchard com

pardmetros («, 0) € Ri se sua fungdo de probabilidade é dada por

QY
Pr]Y =y = e*a@“)aBy(a), y € Ny (1.16)

onde By(c) é o polinémio de Bell.

Usamos a notacdo Y ~ BT (a, 0) para indicar que Y é uma variavel aleatéria Bell-Touchard

com parametros (a, 6).

Proposicdo 1.1. SejaY ~ BT («,0). Entdo a funcdo geratriz de probabilidades de Y é dada
por

Gy (s) = exp{a(e® — ")}, |s| < 1. (1.17)

Demonstracdo. Segue de (1.16]) e (1.2]) e da definicdo de funcdo geradora de probabilidades

que
Gy (s) :=E[¢] = i sYPrlY =
_ paleh) i By(a)(s0)?

y=0 y!
_ e—a(ee—l)ea(ese—l)
= exp{a(e® — %)}
[

Proposicdo 1.2. Seja uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes {Y;}!' , comY; ~

BT (w;,0), entdo 31 | Y; ~ BT (a,0), coma =31 ;.

Demonstracdo. Tomando a sequéncia {Y;}!,, fazendo Z = Y7, Y; e usando a Proposicdo

[I.1] temos:

Q
N
&)

[
qum b
0
=
o

s
I
—

exp{ai(ese — ee)}

I

s
Il
—

= exp{z a;(e e?)}, fazendo a = Z a;

=1

= exp{a(e®® — )} (1.18)
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Como consequéncia da unicidade da funcdo geradora de probabilidade, tem-se que a distribui-

cao Bell-Touchard é fechada para convolucdo.

O
Proposicao 1.3. Se Y ~ BT(«,0), entdo a funcdo geratriz de momentos de Y é dada por

My (t) = exp{ac’[?“ D — 1]}, teR (1.19)

Demonstracdo. A demonstracdo segue da expansao em série da funcdo de probabilidade da

distribuicdo Bell-Touchard.
My (t) = E[e™] =3 e Pr[Y = y]
y=0

= B, ()(c'0)"

_ 6—04(69—1) Z

y=0 y!

ol — eto_
—e a(e l)ea(e 1)

t

= exp{a(e”’ - ¢’)}

— exp{ae’[”“ Y — 1]}.
[l

Tomando o logaritmo de ((1.19)), obtém-se a funcdo geratriz de cumulantes da distribuicdo
Bell-Touchard. Ademais, considerando 1} = E[Y] e p, = E[Y?], sabemos que p; = k; e

/ ~ . . . .
o = Ko + K2, onde K1 € ko s30 0 primeiro e segundo cumulantes. A partir disso

K(t) = ae?[?e D — 1] (1.20)
de onde obtemos
8/;515) =K = 04969,
=0 1.21
82/C(t) ( )

= kg = (0 + 1)ade’.
t=0

ot?
Escrevendo os momentos como funcdo dos cumulantes e usando o fato de que a variancia
pode ser definida como funcao dos dois primeiros momentos, obtemos a média e a variancia

para a distribuicdo em questao:

E(Y) = afe,
(1.22)
Var(Y) = 6(6 4 1)ae?.
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2 O PROCESSO BELL-TOUCHARD

Nesse capitulo propomos o processo Bell-Touchard e investigamos suas principais propri-
edades. Além disso, propomos uma generalizacdo para o processo, relaxando a hipdtese de
homogeneidade. Mostramos que o processo Bell-Touchard é membro da classe de processos

Poisson miltiplos e que também pode ser visto como um processo Poisson iterado.

2.1 DEFINICAO DO PROCESSO BELL-TOUCHARD

Um processo de contagem é um processo estocastico { N(¢), t > 0} onde N(t) representa o
ndmero total de eventos que ocorrem no intervalo de comprimento ¢, com N(t) € Ny. Denota-
se a probabilidade de ocorréncia de k eventos no intervalo [0,t) por Pr[N(t) = k], supondo
ainda que Pr[N(0) =0] =1, Pr[N(0) = k] = 0, para k > 0, e > ey, Pr[N(t) = k| = 1.
Ademais, um processo de contagem tem incrementos estacionarios quando a probabilidade
de ocorréncia de k eventos em um intervalo (t1, t3) depende somente de seu comprimento
t =ty — t;. Dizemos que o processo tem incrementos independentes quando eventos que ocor-
rem em intervalos disjuntos s3o independentes. Por fim, considere que uma funcao f : R — R

é o(s) se lims_, f(s)/s = 0. Com isso, definimos o processo Bell-Touchard.

Definicdo 2.1. Um processo de contagem { N (t), t > 0} € dito ser um processo Bell- Touchard

com pardmetros («, 0) se as seguintes suposicées sdo verdadeiras:

2. {N(t), t > 0} tem incrementos independentes e estaciondrios;

3. Pr[N(t+s)— N(t) = k] = ast0f/k! +o(s), ke N es>0.

As hipéteses da definicdo implicam que o processo Bell-Touchard apresenta saltos ndo
unitarios com probabilidade ndo-negligenciavel. Outra consequéncia da definicdo é estabelecida

no teorema seguinte.

Teorema 2.1. Se {N(t), t > 0} é um processo Bell-Touchard com pardmetros («, 0) entdo

N(t) ~ BT (at,0), para todot > 0.

Para demonstrar o Teorema [2.1| usar-se-a o fato de que uma variavel aleatéria ndo negativa

X, cuja funcdo geradora de momentos é dada por Mx(t), possui transformada de Laplace
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denotada por g(t) = Mx(—t) = E[e=*X], para t > 0. Implicando, nesse caso, que a trans-
formada de Laplace também determina univocamente a distribuicdo de probabilidade, ver [3,

capitulo 2].

Prova. Seja

9(t) = Elexp{—uN(t)}], para todo ¢,
vamos montar e solucionar uma equacio diferencial para g(t), observando que g(0) = 1.
g(t + s) = Elexp{—uN(t + s)}]
= Elexp{—u(N(t) + N(t +s) — N(t))}]
= Elexp{—uN(t)} exp{—u(N(t + s) — N(t))}]
= Elexp{—uN(t) HE[exp{—u(N(t + s) — N(t))}]
= g(t)E[exp{—uN(s)}], (2.1)

onde os dois Gltimos passos decorrem da hipotese de independéncia e estacionariedade dos

incrementos. Como consequéncia da hipétese (3) da Definicdo , temos que
Pr[N(s)=0]=1-— ZPr[N s) =
=1- Z 043— + o(s

=1—as(e — 1)+ o(s).

Logo, condicionando em N(s) = k, para todo k € Ny, vemos que

[exp{ Ze uk PI‘ k}
=1—as(e’ —1)+ +Ze ozs—lC
=1—as(e’ —1)+o(s) + as[e? " —1]
=14 as[e? " — €] + o(s). (2.2)

E a partir de (2.1)) e (2.2)), temos
g(t+5) = g(t)(1 + as[e? " —€%]) + o(s),

de onde pode-se obter

g<t+s) _g(t) :g(t)a[eee
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e fazendo s — 0, tem-se

W) _ ge)ale — o]

Resolvendo a equacdo diferencial, obtemos
g(t) = exp{ate’[e”“ "1 — 1]},

que corresponde a transformada de Laplace de uma variavel aleatéria X ~ BT(at,6), ou
ainda, a funcdo geradora de momentos ([1.19) avaliada em —t¢.
O

Como consequéncia do Teorema [2.1], apresentamos uma definicao alternativa ao processo

Bell-Touchard.

Definicdo 2.2. Um processo de contagem { N (t), t > 0} € dito ser um processo Bell- Touchard

com pardmetros («, 0) se as seguintes suposicdes sdo verdadeiras.

2. {N(t), t > 0} tem incrementos independentes e estacionarios;
o 10
3. Pr[N(t) = k] = et =1

k‘Bk<Oét), k € Ny,

onde By(«) é o k-ésimo polinémio de Bell avaliado em «.

2.2 PROPRIEDADES

Considere um processo Poisson mdltiplo {£(t), ¢ > 0} dependendo da sequéncia real
ndo negativa {c,}n,>1 com Y ¢, < co. O préximo resultado estabelece que o processo Bell-

Touchard é também um processo Poisson multiplo.

Proposicdo 2.1. Se {N(t),t > 0} é um processo Bell-Touchard com pardmetros («,0),

entdo N(t) tem funcdo de probabilidade dada por (1.4) com ¢, = ad"/n!.

Demonstracdo. A partir do Teorema , tomando (|1.16]) e substituindo B, (at) pela defini¢do
dada em (1.6)) e fazendo k£ = y tem-se que

(at)m-i-rg—‘r...rk
(1202 (Rl oyl

Pr[N(t) = k] = §Fe "D 3

r14+2ro4-+krp==k
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mas k =7, + 2ry + - - - + kry, tal que 6% = 9122t R entdo

6r1+2r2+--~+krk (at)T1+T2+---7"k

Pr[N(t) = k] = e~ ~D) .
N () ) T1+2T2;+mzk (202 o (RYrerylrg! !

Expandindo a exponencial na Gltima expressdao em série de Taylor centrada em zero e combi-

nando 6's e at’s sob os expoentes 1’s obtemos

x  gn (taf)™ (tah?)™ ... (tah*)"
Pr[N(t) = k] = exp {—;O‘tn;} 2 (11)n(2)!)r(2 L ()k!)’"kﬁ!rz! Sl

r142ro+---+krp==k

Comparando a dltima expressdo com (|1.4)), pode-se observar que ¢, = af"/n!, entdo a
sequéncia convergente é dada por {c, = af"/n!},>1, finalizando a demonstracdo.

]

Outra propriedade do processo Bell-Touchard diz respeito aos tempos de espera. Primeiro
define-se, para todo i € N, a variavel aleatéria 7; := inf{t > 0 ’ N(t) — N(7;—1) > 1}, com

T():O.

Proposicao 2.2. 7,7y, ... sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribui-

das, as quais seguem uma distribuicdo exponencial com pardmetro A = a(e? — 1).

Demonstracdo. Segue diretamente do Teorema que 71 ~ Exp(a(e? — 1)). Para ver isso,
basta notar que

Pr[r > t] = Pr[N(t) = 0] = e~/"~1),

Para 7, vemos que

Prir > s ‘ 71 = t] = Pr[0 eventos em (¢,t + s] ‘ =1,
= Pr[0 eventos em (¢,t + s||, (pelos incrementos independentes)

—ovs(ef— . C
= ¢~ (pelos incrementos estacionarios),

seguindo indutivamente para ¢ > 2, finaliza-se a demonstracao.

]

Definimos os tempos de chegada de {N(t),t > 0} por 0, := I, 7;. Isto é, J,, denota o
comprimento do intervalo dentro do qual temos ocorréncias do processo. Como os saltos do
processo Bell-Touchard tém magnitude maior ou igual a um (de acordo com a Definicdo ,
entdo N(d,) > n. Ou seja, o nimero de pontos em um intervalo de tempo serd maior ou

igual ao ndmero de saltos do processo naquele mesmo intervalo, com N(d,,) = n ocorrendo



19

apenas no caso de todos os saltos apresentarem tamanho unitario. Isso mostra que estamos
diante de um processo Poisson composto. Note que aqui estabelecemos uma distincao entre
o nimero de saltos e o niimero de pontos do processo, onde o nimero de pontos em um salto

corresponde ao tamanho desse salto, definido em N.

Proposicdo 2.3. Seja {M(t),t > 0} um processo Poisson com pardmetro a(e? — 1) e seja
{Xi}i>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas que
também sdo independentes de {M (t),t > 0} e que tém distribuicdo de probabilidade dada
por

6* /x!

Pr[X; =1] = — 1> para todo x € N.

(&

Entao, temos a seguinte igualdade em distribuic3o:

M(t)
N(t) £ S X, parat > 0. (2.3)

i=1

Onde N(t) é o nimero de eventos de um processo Bell-Touchard no intervalo (0, ¢].

Demonstracdo. Seja y(s) = E[s*/] a funcdo geradora de probabilidade de X;, ent3o
e —1
Considerando ([2.3)),
E[s"] = B{E[s> M (0]}

) e—at(ee—l)[Qt(eﬁ _ 1)}1

=2 g (s)
= exp{—at(e” = 1)(1 - y(s))} (2.)
e substituindo ([2.4) em ([2.5)) obtemos
G (s) = E[sV0] = exp{at[e” — ]} para |s| < 1, (2.6)

a funcdo geradora de probabilidades de uma variavel aleatéria Bell-Touchard com parametros
at e §, como pode ser visto em ([L.17]) na Proposicgo [1.1]
O

A partir da Proposicdo [2.3, vemos que o processo Bell-Touchard é membro da familia de
processos do tipo Poisson composto, com as variaveis convolucionadas seguindo uma distri-

buicao Poisson truncada em zero.



20

O préximo resultado diz respeito a superposicdo de processos Bell-Touchard, que trata-se
da combinacdo de n processos independentes. Nesse caso, o processo decorrente da soma de
n processos Bell-Touchard é um processo Bell-Touchard, considerando que os processos tém

0 mesmo parametro 6.

Proposicao 2.4. Seja {N;(t),t > 0},en uma familia de processos Bell-Touchard com respec-
tivos pardmetros {a, 0}icn e seja Ny, (t) = X%, Ni(t), para todot > 0. Entdo {N,(t),t > 0}

é um processo Bell-Touchard com pardmetros (&, 6), onde &, :== Y1 | «;.

Demonstracdo. A demonstracao sera feita por inducdo. Para n, assumimos que a distribuicao
de N, (t) é dada por:

Pr[N,(t) = k] = e~ onile _1)7; By (@nt)

Para n = 2, fazemos

PN, (t) + No(t) = k] = ZOP r[Ny(t) = 9| Pr[Ny(t) = k — 4]

k i D 9@ i 0 ek i
= o (e’ — —Bi(ayt)e "™ i Br—i(aat
2 7 Bilnt) (ki Be-ileat)
e~ (aattant n? Z k B(a t)By_i(ast)
Ll 4 1 k—i\ G2
o 0"
— o (artag)t(e —DEBk((al + ap)t)
! NN
Pr[Ny(t) = k] = e~ %21 =D By (Gyt)

k!

Assumimos a hipétese indutiva para n. Sendo assim, considerando n + 1, temos

Pr[N,(t) + Npyi(t) = k] = Z Pr[N,(t) = i| Pr[Nyi1(t) = k — ]

=0
k 7 k—i
— —&"t(ee—l)gB ¢ —api1t(e?—1) 0 B ¢
Zz:%e Z! (an )6 (k’ — Z) k— z(an—i—l )
—(Gnttans1t)(e?—1)7 " & k
=e n o] - Z B (Oén )Bk Z(anJrlt)
—(Gn+ani1)t(e?—1) 0" ~
= e~ \@nFant1 EBk((an + app1)t)
) o OF
Pr[N, ;1 (t) = k] = e @ =D2_B, (4, 1),

k!

concluindo assim a demonstracao.
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Suponha que temos dois processos Bell-Touchard {N;(t),t > 0} e {Ny(t),t > 0}, com
respectivos parametros (o, 6;) e (aq,02) e queremos formar o processo {V'(t),t > 0} onde
V(t) = Ni(t) + Na(t). Nesse caso, o processo resultante ndo é um processo Bell-Touchard,
mas pode ser facilmente obtido a partir das propriedades da familia Poisson composta. Nesse
caso, pode-se usar do fato de que processos Poisson compostos sdo fechados para soma (ver

[3, capitulo 5]).

Proposicdao 2.5. Sejam {N;(t),t > 0} e {Ns(t),t > 0}, processos Bell-Touchard com
respectivos pardmetros (a,0;) e (aw, 0s), e seja v(0;) := €% — 1. Entdo {V(t),t > 0} com
V(t) = Ni(t) + Na(t) é um processo poisson composto com

J(#)
V(t)=>_ X, parat >0,

i=1
onde {J(t),t > 0} é um processo Poisson com pardmetro A\ = o v(0;) + av(6y) e a

distribuicdo de probabilidade de X; dada por:

0 + 0
Pr[X; = ] = L= .
==y e TN

Demonstracio. Seja \; = a;t(e% — 1). Substituindo \; em (2.5)), vemos

Gy (s) = exp{Mi(71(s) = 1) + A2(r2(s) — 1)}
= exp{A171(5) + Aov2(s) — A1 — A2)}

= exp{=A[l = (s)]}

onde (s) = (A171(s) + Aa72(s)) /A e A = A1 + Xa.
[

Outra propriedade interessante trata-se da decomposicdo de um processo Bell-Touchard
{N(t),t > 0}. Considere o niimero de ocorréncias N (t) desse processo em um intervalo de
comprimento ¢. Assumimos também que tais ocorréncias sdo classificadas como do tipo | com
probabilidade p e do tipo Il com probabilidade 1 — p. Define-se N; := N;(t) como sendo o

nimero de eventos do tipo |. Dizemos que N; é uma decomposicdo de N := N(t).

Teorema 2.2. Seja {N(t),t > 0} um processo Bell-Touchard com pardmetros (a,0). Se

{Ny(t),t > 0} é uma decomposicdo de {N(t),t > 0} com a proporcdo de eventos N (t)
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dada por p, entdo Ny(t) tem distribuicdo de probabilidade dada por

Pr[Ny(t) = k] = (plf!)k exp{—atf(e?’ — 1)} By(ath), (2.7)

onde 0 := e(1-p)f

Prova do Teoremal2.2 Note que a distribuicio condicional de N; dado que N = n é binomial

com parametros n, p. Ou seja
_ S T L ™ n—k
Pr[N; = k|N =n] = <k>p (1—p) "
Condicionando em NN, tem-se que

Pr[N; = k] = i Pr[N; = k|N = n]Pr[N = n]

n=k
_ oty () ik (-] "_Z), B,(at)
= e“‘t(ee_l)(p]f!)k ni; Bn+k(04t)((1_n?)0)n’
mas de
Prfv; = ) = o0 B ey (1= ),

e a partir de (1.2), tem-se que @ ((1 — p)f) = <"~ ¢ portanto

k
Pr[N; = k] = e—ot(e?—1) (p9) Bk(Oét€(1_p)0)eat[e(l_p)g_l}
k!

k
— (P:') e’ate(l*p”(ep"fl)Bk(ozte(lfp)e)

)6

e finaliza-se a demonstrac3o fazendo @ := e(!~P)? na expressio anterior.

O

Uma consequéncia do Teorema é que N;(t) também é um processo Bell-Touchard.
Usando o mesmo método, pode-se deduzir a distribuicdo de N5 (), assumindo que a proporcao
de eventos, nesse caso, é dada por 1 — p. Embora os processos resultantes da decomposicao
descrita sejam do tipo Bell-Touchard, eles nao sdo independentes. Pode-se verificar isso en-

contrando a funcdo de probabilidade conjunta de (Ny(t), N2(t)). Considere

N(t) = Ni(t) + Na(t).
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E sejam n e k inteiros positivos. Note que
Pr[Ni(t) = k, Na(t) = n] = Pr[Ny(t) = k, N2(t) = n|N(t) = n + k| Pr[N(t) = n + k.

Mas dado que N(t) = n + k, considerando que as ocorréncias de eventos do tipo | e do tipo
Il sejam independentes de quaisquer outros eventos, temos que o nimero de eventos do tipo
| segue uma distribuicdo binomial com parametros n + k e p. Portanto

Pr[Ni(t) = k, No(t) = n|N(t) =n+ k| = (n —]L_ k)pk(l —p)".

Combinando esses resultados, temos

n+k
k

t)nJrk
k 1 —p)? —at(e?—1) (O_/
)p (L=p)e (n+ k)!

Mas como ndo podemos fatorar B, ;(at) como um produto de funcdes de n e k, ndo po-

demos obter Pr[Ni(t) = k, Ny(t) = n] = Pr[Ni(t) = k] Pr[Ns(t) = n], implicando que

PN, () = k, Na(t) = n] = ( Bos(at).  (2.8)

Ni(t) e No(t) ndo s3o independentes.
Poder-se-ia questionar o resultado anterior, afinal, o Gnico fato que sustenta tal resultado
é o de n3o podermos fatorar B, (at). Pode-se contornar isso usando a funcdo geradora de

momentos de ([2.8]). Note que tal funcdo geradora de momentos é dada por:
My, o, (1, t2) = exp{at[e”®P* ) — 1} onde g = 1 — p. (2.9)
Note também que

MNl (t1> = MNLNQ (tlv O) = eXp{Oét[ee(p+qetl) - 69}}

My, (t2) = My, n,(0,5) = exp{at[e?P?+0) — 0]},

Agora basta usarmos o fato de que N; e Ny sdo independentes se, e somente se, My, v, (t1,t2) =
My, (t1) My, (t2). E como isso ndo é verdadeiro para (2.9), N7 e Ny ndo sdo independentes
(para uma demonstracdo desse resultado, ver [33] capitulo 8]).

Para mostrar que NNy (t) é um processo Bell-Touchard, devemos mostrar que {NVy(t),t > 0}
possui incrementos estacionarios. Assim, para s < t e qualquer kK € N

Pr[Ni(t) — Ni(s) = k] = Y _ Pr[Ny(t) — Ni(s) = k, N(t) — N(s) = n + k|.
n>0

Ao condicionarmos em N (s) — N(t) = n+k, a distribuicdo de Ny (t) — V1(s) é binomial com

parametros n + k e p. Dai
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e como N(s) — N(t) ~ BT (a(t — s),0), segue

PN (1) — Na(s) = K] = 3 (” - k)pk<1 ) expl—aft — 8)(¢’ — 1))

n>0 k
k ~
<p]f!) Bu(alt — 5)d),

(n+ k)

— exp[—af(t — 5)0(e?? — 1)]

onde o resultado obtido segue da aplicacao do mesmo método usado na prova do Teorema
e fazendo 6 := e(!P)?_ |sso mostra que a distribuicio de Ni(t) — Ni(s) s6 depende do

comprimento do intervalo (s, t]. Assim, temos o corolério seguinte.

Corolario 2.2.1. {N;(t),t > 0} é um processo Bell-Touchard com pardmetros (a*, 0*). Onde

o = ae=P e 0% .= pf, com p € (0,1).

O Teorema [2.2] pode ser generalizado para qualquer nimero finito de decomposicdes.

Sumarizamos isso no corolario seguinte.

Corolario 2.2.2. Seja {N;(t),t > 0} a i-ésima decomposicdo de um processo Bell-Touchard
{N(t),t > 0} com pardmetros («, ), tal que a propor¢do de eventos da i-ésima decomposicdo
é denotada por p;, onde i € {1,...,n} e X" ,p; = 1. Entdo {N;(t),t > 0} é um processo

Bell-Touchard com pardmetros o} := ae(!=P)? e 0¥ := p,0.

Definicao 2.3. Considere dois processos Poisson homogéneos e independentes { N, (t),t > 0}
com pardmetro v > 0 e {Ny(t),t > 0} com pardmetrow > 0. O processo {N(t),t > 0} onde

N(t) := N1(Ny(t)), parat > 0 é denominado processo Poisson iterado.

Nesse caso, vemos que O processo {N(t)ﬂf > (0} é obtido através de uma operacdo de
composicdo de {Ny(t),t > 0} e {Ny(t),t > 0}. Além disso, sua trajetdria ocorre sobre aquela
do processo mestre (aquele com pardmetro w). Mais detalhes sobre a composicdo de processos

Poisson podem ser vistos em [16, [34].

Teorema 2.3. O processo iterado {N(t),t > 0} é Bell-Touchard com pardmetros o := we™"

el :=v.
Demonstracdo. Note que

PN (t) = k] = i PLN, (1) = k| Ny(t) = ] Pe[ V() = 1],

!BnJrk(a(t - S))7
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mas como 0s processos sao independentes

o0

Pr[N(t) = k] = ;PT[NI(T) = K] Pr[Na(t) = r],

00 e—ur(yr>k e—wt<wt>r

220 !

— efwtyk 00 rk(wte’”)”
>

r=0

)

rl

Y

rl

multiplicando a dltima igualdade por e=“" /=" e usando (1.1)), temos

k
-v

N7 _ __—wte V[e¥
Pr[N(t) =k]=e X

By (wte™), kE>0,t>0.

Onde a ultima expressao corresponde a distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatéria

Bell-Touchard com o ;= we ™" e § := v.

2.3 GENERALIZACOES

O

Nessa secdo introduzimos o processo Bell-Touchard nao-homogéneo. Apresentamos tam-

bém um resultado relacionado a composicdao de um processo Poisson nao-homogéneo por

um processo Poisson homogéneo, indicando que o processo decorrente seja Bell-Touchard

nao-homogéneo.

Definicdo 2.4. Um processo de contagem { N (t), t > 0} € dito ser um processo Bell- Touchard

ndo-homogéneo com pardmetros (a(t),0), com «a(t) : R — R, se as suposicées seguintes

sdo validas.

2. {N(t), t > 0} tem incrementos independentes;

3. Pr[N(t+s) — N(t) = k] = a(t)s6*/k! + o(s).

Note que aqui fixamos 6 e definimos o pardmetro «(f) como uma fun¢do do tempo.

Definimos a funcao

e a denominamos funcao média de saltos.
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Lema 2.1. Seja {N(t),t > 0} um processo Bell-Touchard ndo-homogéneo e seja Ny(s) =
N(t+s) — N(t) coms > 0. Entdo {N,(s),t > 0} é também um processo Bell-Touchard

ndo-homogéneo com y(s) = a(t + s).
A funcdo média de saltos de V;(s) é dada por
my(s) = /08 a(w)dw
= /08 a(t +w)dw

= /tt+s a(u)du

my(s) = m(t + s) —m(s).

Posto isto, apresentamos o préximo teorema, o qual estabelece que para um processo Bell-

Touchard ndo-homogéneo vale que N(t) ~ BT (m(t),0).

Teorema 2.4. Seja {N(t),t > 0} um processo Bell-Touchard ndo-homogéneo com pardme-

tros («(t),0). Entdo N(t) tem funcdo de probabilidade dada por

Pr[N(t) = k] = exp{—m(t)(e’ — 1)}i!Bk(m(t)). (2.10)

Prova do Teoremal2.4. Assim como na demonstracio do Teorema [2.1] escrevemos

9(t) = Elexp{—uN (t)}].
Vamos montar e solucionar uma equacdo diferencial para g(t).

9(t +5) = Elexp{—uN(t + s)}]
= Elexp{—u(N(t) + N(t +s) — N(t))}]
= Elexp{—uN(t)} exp{—u(N(t +s) = N(t))}]
= g()E[exp{—uNi(s)}], (2.11)

onde o dltimo passo decorre da hipétese de independéncia de incrementos. Como consequéncia

da hipétese (3) da Definicdo [2.4] vemos que

Pr[Ny(s) =0] =1 —a(s +t)s(e’ — 1) + o(s).
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Assim, condicionando em N;(s) = k,Vk € Ny e usando o Lema[2.1] tem-se que

Elexp{—uN;(s Z e Uk Pr[Ny(s) = k]
=1—a(t+s)se —1) + +Ze t—l—ssy
=1+a(t+s)s[e” " — e +o(s) (2.12)

Logo, a partir de (2.11)) e (2.12)), tem-se que
g(t+5) = gL+ at + 5)s[e” " — €’]) + o(s),

de onde obtém-se

gt +s) —g(t)

e fazendo s — 0, tem-se

W) _ el - |

Resolvendo a equacdo diferencial com a condic3o inicial g(0) = 1, obtemos

g(t) = exp{m(t)e’[e” "~V — 1]}

que corresponde a transformada de Laplace de uma variavel aleatéria X ~ BT (m(t),0), ou
ainda, a funcdo geradora de momentos ((1.19) avaliada em —t¢, substituindo a por m(t).
O

Uma consequéncia do Teorema e da Proposicdo é que {N(t),t > 0} é também
um processo Poisson composto ndo-homogéneo. A demonstracdo desse fato pode ser obtida

usando funcdes geradoras de probabilidades.

Teorema 2.5. Seja o processo {N(t),t > 0} com N'(t) = Ny(N3(t)) onde {Niy(t),t > 0}
é um processo Poisson com pardmetro v > 0 e {Ny(t),t > 0} é um processo Poisson n3o-
homogéneo com pardmetro \(t),t > 0 (ambos independentes). Sendo assim, {N(t),t > 0} é

um processo Bell-Touchard ndo-homogéneo com pardmetros o := m(t)e " e 0 := v.

Demonstracdo. A prova segue a mesma estratégia aplicada na demonstracao do Teorema|2.3|

Considerando a igualdade seguinte:

Pr[N(t) = k] = iPr[Nl(r) = k|Na(t) = r] Pr[Na(t) = 7],
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mas como 0s processos sao independentes

o0

Pr[N(t) = k] = Z% Pr[N:(r) = k] Pr[Na(t) = 7],

0o G_VT(I/T)k 6—m(t)m(t)r

=

S r! ’
e_m(t)yk 00 e‘”rrkm(t)’”
- )
kY = 7!

multiplicando a dltima igualdade por e~ /e=m(®M)e™ ¢ ysando ((I.1)), temos

Vk

/ _ _ —m(t)e [e’—1]
PrA() = K] = e .

Bi(m(t)e™), kE>0,t>0,

onde m(t) := [i \(s)ds. Comparando a dltima igualdade com o Teorema conclui-se a

demonstracao.
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3 SIMULACAO E APLICACOES

O objetivo desse capitulo é apresentar um modelo de simulacdo para o processo Bell-

Touchard. Além disso, também propomos uma aplicacdo em teoria da ruina.

3.1 SIMULACAO DO PROCESSO BELL-TOUCHARD

Considere uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas

{X:}i>1 e seja N € N uma variavel aleatéria independente da sequéncia {X;};>1. Entdo

N
Sy = X (3.1)
i=1

é dita ser uma variavel aleatéria composta. Chamaremos X; de variaveis de convolucdo. As
identidades seguintes sdo validas para (3.1]) (para demonstracdes ver [3]).
E[Sx] = E[N]E[X],
(3.2)
Var[Sy] = E[N]Var[X] + [E[X]]*Var[N].
Definicao 3.1. Seja {Z;},—1 uma sequéncia de variaveis aleatdrias e {N(t),t > 0} um pro-
cesso Bell-Touchard com parametros («, 6). Entdo

X(t) = ij) Zi t>0 (3.3)

i=1

é um processo Bell-Touchard composto.

Considerando a Proposicdo 2.3 e a Definicdo [3.1] podemos reescrever (3.3]) como

g

() X;
Xt)=> > 2, t>0.
1 j=1

%

Sabemos, pela Proposicdo [2.3] que o processo Bell-Touchard é também um processo Pois-

son composto, com N (t) podendo ser descrito como segue.
M(t)
NOEDIE
i=1

onde {M(t),t > 0} é um processo Poisson com taxa A = a(e’ — 1) e X; é uma varivel
aleatdria Poisson truncada em zero, cuja distribuicao de probabilidade é denotada por:

07/l

Pr[X; = z] [ para todo (i,x) € N2,

el —
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Com isso, podemos simular o processo Bell-Touchard. Para tanto, geramos um processo Pois-
son com taxa A = a(e? —1). Para cada salto desse processo, geramos um tamanho simulando

a variavel aleatéria X. Diremos que X corresponde a intensidade do salto.

Figura 1 — Simulacdo de trajetérias do processo Bell-Touchard

Processo Bell-Touchard

& o | a=0.2
- 9=15
& o _
=
S o —
Te]
o o
I I I I I |
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Tempo t
Fonte: O autor (2022)

Vemos que o parametro 6 controla tanto a quantidade de saltos quanto sua intensidade.
Entretanto, ao aumentarmos f, aumenta-se, exponencialmente, a quantidade de saltos, efeito
esse que pode ser indesejado em alguns casos. Isso pode ser compensando através do para-
metro «, o qual controla apenas a quantidade de saltos. Nessas circuntancias, ao modelarmos
fendémenos de rara ocorréncia (v pequeno), mas de alta intensidade (# grande), poderiamos
fazer uso dessas propriedades, isso para fins de simulacdo. Como a intensidade de saltos é
controlada por 6, ao modelarmos eventos de frequéncia baixa, mas de alta intensidade, deve-
se considerar a relacdo exponencial entre 6 e a frequéncia de saltos. Nessas circunstancias,
escolher a := 7y exp (—#) poderia garantir a modelagem de eventos de alta intensidade e baixa

fraquéncia, onde v > 0. Nesse caso, estariamos diante do processo iterado.
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3.2 PROPOSTA DE APLICACAO

Suponha que acidentes acontecem em determinada regido segundo um processo Poisson
{M(t),t > 0} com taxa A = a(e? — 1), para a e § definidos no conjunto dos niimeros
reais positivos. Suponha que em cada acidente ocorrido, o niimero de pessoas envolvidas
X segue distribuicao Poisson truncada em zero com parametro . Sendo assim, o niimero
de vitimas durante um intervalo de tempo de comprimento ¢t > 0, indicado por N(t), é
modelado segundo um processo Bell-Touchard(a, 6). Nesse caso, quantidades como a média
de pessoas acidentadas e variancia sao facilmente deduzidas a partir das propriedades estudadas
anteriormente. Supondo que ao selecionarmos aleatoriamente um individuo dentre o total de
vitimas em um acidente, esse individuo selecionado serd uma mulher com probabilidade p.
Nesse caso, o nimero de mulheres acidentadas em um intervalo de tempo formaria uma
decomposicao do processo Bell-Touchard, que poderia ser analisado segundo as propriedades
estudadas.

Suponha que cada uma das pessoas envolvidas sofre perda material que segue distribuicao

gama, cuja funcao densidade de probabilidade é a seguinte.

= F/z);)y“eﬁx, com (8,7) € RZ. (3.4)

Como consequéncia, a perda material £(t) em um intervalo de tempo ¢ > 0 segue um

fY(y)

processo Bell-Touchard composto

M) X;

LE)=> > Y, t>0. (3.5)

i=1 (=1
Assumindo que as variaveis aleatérias Y; sejam independentes e identicamente distribuidas,
podemos reescrever ([3.5)) como:

N(t)
Lt)=) Y, t>0, (3.6)

=1
onde {N(t),t > 0} é o processo Bell-Touchard que acabamos de definir. Segue de (3.2) e de

E[Y1] =n/8 que:

E[L(t)] = at&eaz. (3.7)

O processo de risco classico[6] modela o saldo do capital de uma seguradora R(t) ao longo
do tempo ¢t > 0, dado que ela tenha um capital inicial © > 0 e receba prémios a uma taxa p

por unidade de tempo t. Além disso, clientes notificam sinistros segundo um processo Poisson
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composto V;, considerando que tais sinistros sejam independentes e cujo valor individual é
uma variavel aleatéria positiva U;. Tal processo é dado pela seguinte expressao.
Ny
Ri=u+pt—> Uy (3.8)
k=0
Propomos uma modificacdo desse processo, substituindo ([3.6)) pelo processo Poisson com-

posto em ((3.8))
Ry =u+ pt — L(1). (3.9)

Além disso, existe uma constante p tal que o seguinte é verdade.

1 c
Ec(zt) 5, t— oo (3.10)

Portanto, p corresponde ao valor médio de sinistros notificados. Considerando ((3.10)) e (3.7)),

definimos:

Ul
e = (1+¢e)abe’L

onde € > 0 é chamado carregamento de seguranca. Como consequéncia, temos que:

E[Ry] =u+ 5049@9;.

Sendo assim, temos uma modificacdo do processo de risco classico.
Ri=u+ pt — L(1), (3.11)

no qual as notificacoes de sinistro chegam segundo um processo Bell-Touchard composto.
Considerando que Ry = u, uma questao de interesse seria: qual a probabilidade de a
seguradora entrar em ruina. Ou seja:

Y (u) := Pr[inf R; < 0] = Pr[inf R; < 0|Ry = u]. (3.12)
>0

>0
Nesse sentido, a ruina ocorre quando a reserva de capital da seguradora torna-se negativa
pela primeira vez, para algum ¢ > 0. Podemos reescrever 1)(u) de outra forma, a comecar por

definir o tempo de ruina.

7(u) :=1inf{t > 0: R; < 0},

dai (3.12)) equivale a

Y(u) = Pr[r < o0].
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho, foi proposto um novo processo de contagem baseado em uma distribuicao
Bell-Touchard, denominado processo Bell-Touchard. Para tanto, exploramos algumas proprie-
dades relevantes dos polinomios de Bell, assim como apresentamos as principais propriedades
da distribuicdo Bell-Touchard, considerando a proposta desse trabalho. Mostramos também
que esse novo processo € membro da classe de processos Poisson miltiplos, assim como é um
caso especifico de um processo Poisson composto. Algumas propriedades do processo Bell-
Touchard foram apresentadas e demonstradas, quando pertinente. Mostramos que o processo
Bell-Touchard é fechado para convolucao. Também vimos que a decomposicdo de um processo
Bell-Touchard gera processos que sdo também Bell-Touchard n3o independentes. Mostramos
que um processo iterado a partir de dois processos Poisson homogéneos e independentes é um
processo Bell-Touchard.

Também apresentamos duas generalizacdes do processo, o processo Bell-Touchard ndo
homogéneo e o processo Bell-Touchard composto. Verificamos que a iteracdo de um processo
Poisson ndo homogéneo em um processo Poisson homogéneo gera um processo Bell-Touchard
nao homogéneo. Foi proposta uma estratégia de simulacao do processo Bell-Touchard partindo
do fato de que ele é um membro da classe dos processos Poisson compostos com o tamanho dos
saltos seguindo uma variavel aleatéria Poisson truncada em zero. E, com isso, apresentamos
uma proposta de aplicacdo em teoria da ruina, esta que decorre de uma modificacio do
processo classico de risco (modelo Cramér-Lundberg).

O processo proposto pode ser aplicado em situacdes diversas, tais como, analise e mode-
lagem de risco e catastrofes, teoria das filas, teoria da ruina e telecomunicacdes e servicos de
atendimentos, pra citar algumas. Em tese, o processo Bell-Touchard poderia ser aplicado em
qualquer situacdo onde a generalizacdo do Processo Poisson para saltos com tamanhos maiores
que um fosse necessaria, mantendo ainda uma distribuicdo subjacente com forma conhecida
e matematicamente tratavel. Nesse trabalho também foi proposto um processo Bell-Touchard
ndo homogéneo definindo o pardmetro «(t) para ¢ > 0. Considerando isso, sugerimos como
um trabalho futuro uma modificacdo do processo Bell-Touchard ndo homogéneo, tomando
o parametro 6(t), para t > 0. Nesse caso, o processo resultante teria intensidade de saltos
controlada por uma funcdo 6 : ¢t — [0, 00). A grande vantagem dessa modificacdo seria a ob-

tencdo de um processo cujos tamanhos dos saltos fossem ndo estaciondrios. Adicionalmente,
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considerando a aplicacdo proposta, fica em aberto a possibilidade de obtencdo de um limi-
tante superior para a probabilidade de ruina, mediante uma modificacdo da desigualdade de

Lundberg.
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