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RESUMO

Estudamos o problema de uma partícula em movimento aleatório com distribuição
de tamanhos de saltos do tipo α-estável de Lévy em um domínio finito unidimen-
sional com limites absorventes, utilizando o formalismo do espaço de Fock. Nessa
abordagem, a equação mestra é descrita na forma de uma equação de Schrödinger de
valor real com um operador Hamiltoniano relacionado às probabilidades de transição,
definidas pelos comprimentos dos saltos. Apresentamos um estudo de quantidades
estatísticas importantes para esse problema em função dos autovalores e autovetores do
Hamiltoniano, do índice de estabilidade α de Lévy, da posição inicial da partícula e do
tempo. Aplicamos esse formalismo em um espaço finito discreto e no limite do espaço
contínuo. Para ambos os casos, calculamos as taxas de sobrevivência S(t) e as probabi-
lidades de absorção P0(t) e PN(t) pelas fronteiras, ambos os resultados em função do
tempo. Em particular, mostramos os diferentes comportamentos dinâmicos de S(t),
que inicialmente é regido por uma lei de potência no tempo (S(t) ∼ t−γ), obedecendo o
teorema de Sparre-Andersen (para domínios semi-infinitos), e a longo prazo é ditado
por um decaimento exponencial (S(t) ∼ e−λt). Conseguimos ilustrar essa mudança
de comportamento dinâmico para alguns valores do índice α. Para o caso do espaço
discreto, a abordagem de Fock teve uma excelente concordância com os resultados das
simulações numéricas de Monte Carlo. Já para o limite do espaço contínuo, mostramos
que o formalismo de Fock vai se ajustando melhor com as curvas numéricas conforme
aumentamos o comprimento dos passos (diminuímos α) e aumentamos o intervalo
de tempo considerado. Por fim, estudamos o tempo médio de primeira passagem e o
comportamento assintótico das probabilidades de absorção pelas fronteiras em função
da posição inicial e do índice de estabilidade α. Esse comportamento assintótico é alcan-
çado com precisão no formalismo de Fock. Além disso, ao considerar o limite do espaço
contínuo, nossos resultados apresentam concordância muito boa com a expressão ana-
lítica exata para uma partícula com distribuição de saltos de Lévy no espaço finito
contínuo. Esses últimos resultados são relevantes para uma série de contextos práticos,
como forrageamento animal e transmissão de luz em meios de dispersão aleatória, e
nossas descobertas podem ser úteis para a melhor compreensão desses sistemas.

Palavras-chaves: caminhada aleatória; teorema do limite central; difusão normal; difu-
são anômala; distribuição α-estável de Lévy; abordagem do espaço de Fock.



ABSTRACT

We study the problem of a randomly moving particle with Lévy α-stable distribution
of step lengths in a one-dimensional finite domain with absorbing limits, using the
Fock space formalism. In this approach, the master equation is described in the form
of a real-valued Schrödinger equation with a Hamiltonian-like operator related to the
transition probabilities, defined by the step lengths. We present a study of important
statistical quantities for this problem as a function of the Hamiltonian-like eigenvalues
and eigenvectors, the Lévy stability index α, the particle’s initial position and time. We
apply this formalism in a discrete finite space and in the continuous boundary of space.
For both cases, we calculate the survival rates S(t) and the absorption probabilities P0(t)
and PN(t) to reach the borders, both results as a function of time. In particular, we show
the different dynamic behaviors of S(t), which is initially governed by a power law in
time (S(t) ∼ t−γ), obeying Sparre-Andersen’s theorem (for semi-infinite domains), and
in the long term is dictated by an exponential decay (S(t) ∼ e−λt) when essentially only
one of the barriers is actually accessible. We were able to illustrate this dynamic behavior
change for some values of the index α. For the case of discrete space, Fock’s approach
had an excellent agreement with the results of numerical Monte Carlo simulations. For
the continuous space limit, we show that the results Fock formalism are better fitted
with the numerical curves as we increase the step length (i.e., we decrease α) and we
increase the time interval considered. Finally, we study the mean first passage time and
the asymptotic behavior of the absorption probabilities by the borders as a function of
the initial position and the stability index α. This asymptotic behavior is achieved with
fine precision in Fock’s formalism. Furthermore, when considering the continuous limit
of space, our results show very good agreement with the exact analytical expression
for a particle with Lévy jump distribution in the continuous finite space. These latter
results are relevant to a number of practical contexts, such as animal foraging and light
transmission in randomly scattering media, and our findings may be useful for better
understanding these systems.

Keywords: random walk; central limit theorem; normal diffusion; anomalous diffusion;
Lévy α-stable distribution; Fock space approach.
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1 INTRODUÇÃO

A física estatística é o ramo da física que estuda fenômenos contendo um número
muito grande de constituintes que, por terem muitos graus de liberdade ou por falta de
informação que os caracteriza, são abordados segundo técnicas e métodos que aliam
conceitos e ferramentas da física e da teoria de probabilidades e estatística. Um dos
problemas mais conhecidos e amplamente estudados é a famosa busca aleatória, que
pode ser usado para modelar vários fenômenos físicos como os gases [2]. Os primeiros
trabalhos relacionados a esse problema vem da Grécia antiga, com as investigações
empíricas sobre os organismos e o meio ambiente de Aristóteles e Teofrasto [3]. Contudo,
a abordagem matemática só acontece com a formulação da lei de Fick [4]. Apenas no
século XX que surge a descrição de caminhante aleatório na literatura, com Karl Pearson
[5] e Lord Rayleigh [6]. Com a explicação do movimento browniano, descrita por Albert
Einstein em 1905 [7] e observado por Robert Brown [8], surgem as primeiras abordagens
das caminhadas aleatórias brownianas.

Podemos definir a caminhada aleatória como um modelo que usa distribuições
de probabilidade para ditar o movimento dos objetos em questão, seja a direção ou
o comprimento do deslocamento e o tempo entre um passo ou um salto [9]. Assim
como no movimento browniano, que descreve o movimento de partículas em um fluido,
conseguimos aplicar o estudo da difusão e relacionar sua equação com as probabilidades
de um caminhante aleatório estar em um determinado local em um dado instante de
tempo [10].

Nos primeiros modelos utilizando caminhadas aleatórias, os passos eram descor-
relacionados e sem qualquer tipo de tendência, ou seja, a direção do movimento não
dependia do movimento anterior (processo Markovianos) e não havia direção preferen-
cial, logo a direção escolhida no próximo passo era totalmente aleatória [11]. Na década
de 1960, o estudo de caminhadas aleatórias começou a ser utilizado no problema de
busca alimentícia (ou forrageamento animal), ganhando novos ares. Um dos modelos
mais aplicados era denominado de caminhadas aleatórias correlacionadas, com tendên-
cia de direção devido ao fato de que a maioria dos animais persistem em andar para
frente [12]. Com isso, houve uma mudança para a permanência de direção, ou seja,
cada passo tende a permanecer com a mesma direção anterior. Essa abordagem ainda
obedece o Teorema do Limite Central (TLC) gerando distribuições gaussianas após um
grande número de passos.

Os chamados voos e caminhadas de Lévy têm sido aplicados desde a década de 1990
para modelar problemas que exibem difusão anômala. Para citar alguns, temos cinética
de partículas [13, 14], lasers aleatórios [15, 16, 17, 18] e forrageamento animal [19, 20,
21, 22, 23, 24]. As distribuições de Lévy são caracterizadas pela existência de “longa
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cauda", que gera uma alternância entre poucos saltos com comprimentos grandes e uma
grande variedade de saltos curtos [9]. Essa mistura de saltos de diferentes tamanhos
pode acarretar em um decaimento de lei de potência na distribuição, gerando assim
uma divergência no segundo momento e dando origem aos processos superdifusivos
que convergem para a distribuição α-estável de Lévy após um grande número de passos
e são governados pelo TLC generalizado [25, 26, 27]. Em contrapartida, a distribuição
gaussiana, que possui segundo momento finito, gera um comportamento difusivo
regida pelo TLC [2, 28].

O hidrologista britânico Harold E. Hurst, analisou a vazão anual de várias represas
durante décadas [29]. Seu objetivo era prever as secagens ou transbordamentos nessas
represas. Ele chamou a diferença entre o máximo e mínimo da água do reservatório
de range (R) e utilizou a estatística R/S, onde S é o desvio padrão da vazão da água.
Posteriormente, Hurst aplicou esse cálculo para outros fenômenos e descobriu que a
estatística R/S é igual à metade do número de observações (N) elevado ao expoente de
Hurst (H), com H = log(R/S)/log(N). O expoente de Hurst possui uma relação empí-
rica com o movimento browniano e pode ser utilizado para representar as propriedades
de memória de longo prazo em caminhadas aleatórias. Logo, podemos relacionar a
difusividade de uma partícula de Lévy com índice de estabilidade α ∈ (0,2], que carac-
teriza a distribuição [11], com o expoente de Hurst. Os processos superdifusivos são
encontrados para os voadores de Lévy com 0 < α < 2, com expoente Hurst de difusão
H > 1/2 [25], que gera uma lei de potência acarretando na divergência do segundo
momento, enquanto que os processos subdifusivos, o expoente tem valores H < 1/2.
Para a distribuição gaussiana, guiada pelo TLC e ditados pelo caso limite α = 2 com
o segundo momento finito, possui difusão normal com o expoente assumindo o valor
H = 1/2.

Neste ponto, faz-se necessário distinguir um voador de um caminhante de Lévy
[19, 20, 21, 22]. Os voos de Lévy são processos Markovianos, ou seja, sem memória
(onde o próximo estado depende apenas do último estado e não de outros estados
anteriores), com duração do salto (geralmente instantâneo ou constante) independente
do comprimento, estando associado a uma velocidade infinita. Por outro lado, os
caminhantes de Lévy são dados com velocidade finita (geralmente constante), gerando
correlações espaço-temporais e levando a uma evolução temporal não Markoviana.
Deste modo, estabelecemos desde já que, a menos que se indique o contrário, os
resultados desta tese dizem respeito a voos de Lévy executados por voadores aleatórios
de Lévy, e não caminhantes aleatórios de Lévy.

Um caso muito importante é o processo de Lévy em um espaço unidimensional com
condições de contorno absorventes [19, 20, 30, 31, 32, 33, 34], o que dificulta o cálculo
da função densidade de probabilidade P(x,t) de encontrar a partícula em um local x
no instante de tempo t. Uma abordagem para diminuir essa dificuldade é o método
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das imagens aplicado no regime gaussiano (α = 2) [31], contudo esse método falha
no regime superdifusivo. Quando utilizamos fronteiras absorventes em caminhadas
(ou voos) de Lévy, algumas quantidades são importantes para a análise do problema,
como: as probabilidades de absorção das fronteiras em um instante t (P0(t) e PN(t)), que
dependem da posição inicial da partícula [31]; as taxas de sobrevivência S(t), que é a
probabilidade da partícula ainda estar ativa no processo (não ser absorvida por alguma
fronteira) após um intervalo de tempo ou depois de um certo número de passos [31, 35];
tempo médio de primeira passagem (MFPT) ⟨t⟩, que é o tempo médio necessário para
que a partícula aleatória com uma certa dinâmica estocástica alcance um determinado
local, ou uma coleção de locais, pela primeira vez ao longo de seu caminho [35, 36, 37].
A taxa de sobrevivência pode ser ditada por dois diferentes comportamentos dinâmicos
que dependem basicamente do intervalo de tempo, da posição inicial da partícula
de Lévy, do comprimento dos passos (e, com isso, do α) e do tamanho do domínio
finito. Quando o local de início é próximo de um dos limites absorventes, inicialmente
o sistema apresenta uma dinâmica de decaimento na forma de uma lei de potência
(S(t) ∼ t−γ), que indica que apenas uma borda foi alcançada para aquele intervalo de
tempo. Esse resultado mostra uma concordância com o Teorema de Sparre-Andersen
para o espaço semi-infinito (S(t) ∼ t−1/2) [33, 38]. Continuando com a mesma posição
de início perto de uma borda, para grandes intervalos de tempo, esperamos que o
outro limite absorvente seja alcançado, mudando o comportamento dinâmico para um
decaimento exponencial (S(t) ∼ e−λt), ocorrendo o mesmo quando partimos do meio
do intervalo finito.

O teorema de Sparre-Andersen [9, 33, 38, 39, 40, 41] diz que, para uma distribuição
de passos simétrica e contínua em processos Markovianos, a taxa de sobrevivência
para uma partícula no espaço semi-infinito escala assintoticamente com o número de
passos com n−1/2, onde podemos fazer a correlação n ↔ t para também ser válido em
processos com tempo contínuo, com S(t) ∼ t−1/2 [33]. Vale a pena mencionar que o
Teorema de Sparre-Andersen deixa de ser válido para as caminhadas de Lévy, devido a
sua dinâmica subdifusiva geradas pela correlação espaço-temporal típicas de processos
não Markovianos. Contudo, para os voos de Lévy, esse teorema se aplica devido a não
ocorrência de correlações espaço-temporais (processos Markovianos).

Nesta tese, estudamos os voadores de Lévy em espaços finitos unidimensionais,
tanto discretos quanto no limite do contínuo, com os extremos absorventes, utilizando
uma representação exata de sua equação mestra analisada no espaço de Fock (FS).
Este formalismo foi proposto por Masao Doi em 1976 [42, 43] para reações clássi-
cas de difusão em meios líquidos e processos de reações químicas, posteriormente
estendida com sucesso para tratar uma variedade de outros sistemas estocásticos
[31, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57], por exemplo, dinâmica de reação-
difusão, cadeias de spin [58, 59], entre outros. Para esse formalismo, a densidade de
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probabilidade de encontrar o sistema em um determinado estado e em um instante
de tempo, desempenha um papel semelhante à função de onda na mecânica quântica.
Escrevemos a matriz Hamiltoniano (H) na base de estados discretos de Fock, associado
ao número de ocupação de cada sítio disponível no domínio. Com isso, calculamos as
probabilidades de sobrevivência S(t), as probabilidades de absorção das bordas para
qualquer tempo t, as probabilidades assintóticas de absorção (no limite de t → ∞) e o
tempo médio de primeira passagem para vários valores de índice de Lévy α ∈ (0,2].

Uma observação importante é que o operador H não é hermitiano como na mecânica
quântica, pois não é simétrico e nem possui dimensão de energia. Os operadores não-
hermitianos com autovalores reais tem sido amplamente estudados e reconhecidos
em diversas áreas [60, 61]. Nas últimas décadas, vários cientistas se debruçaram no
estudo da possibilidade de um operador não-hermitiano desempenhar o papel de um
Hamiltoniano na mecânica quântica, ocasionando modelos concretos que motivou
um maior desenvolvimento na área [60, 61]. A física estatística desempenhou um
grande papel para alavancar a aplicação dos operadores H não-hermitianos. Vários
sistemas Físicos possuem tais operados e conseguem obter expressões para valores
esperados de energia e operador número obtidas em termos da temperatura absoluta e
do potencial químico [60]. Em outros sistemas, conseguimos obter a magnetização e a
entropia usando diferentes ensembles estatísticos [2]. Nesse nosso trabalho, o operador
Hamiltoniano é não-hermitiano devido ao domínio ser finito com limites absorventes.
Como cada elemento do operador Hamiltoniano se refere a saltos entre dois locais (a
soma dos elementos de cada coluna é zero) e sabendo que a partícula não pode saltar
das bordas (primeira e última coluna nulas), isso acarreta em dois autovalores nulos
relacionados aos autovetores dos extremos absorventes.

Organizamos este trabalho da seguinte forma: no Capítulo 2 são apresentados as
ferramentas matemáticas utilizadas, como o TLC e sua generalização, o conceito de
difusão e suas divisões (normal e anômala), a apresentação das distribuições α-estáveis
de Lévy e o formalismo do espaço de Fock de acordo com os primeiros trabalhos de
Masao Doi [42, 43]; Nos Capítulos 3 e 4, são ilustrados os resultados como as taxas
de sobrevivência e probabilidades de absorção, ambas em função do tempo, de um
voador de Lévy unidimensional com bordas absorventes no espaço discreto (Cap. 3) e
no limite do espaço contínuo (Cap. 4); O Capítulo 5 é dedicado aos resultados para o
tempo médio de primeira passagem e para as probabilidades assintóticas de absorção,
tanto para o espaço discreto quanto para o limite contínuo. Os resultados desse capítulo
foram publicados recentemente no trabalho [62]. Logo após, está as conclusões deste
trabalho junto com as perspectivas futuras dessa pesquisa.



2 REVISÃO TEÓRICA

2.1 Teorema do limite central

Na teoria de probabilidades, um dos resultados mais importantes e aplicados é
o Teorema do Limite Central (TLC) para um grande número de eventos estatísticos
(variáveis aleatórias), cuja a sua importância vem do fato de garantir que a soma
de um grande número de variáveis aleatórias, com média e variância (primeiro e
segundo momentos) finitas, recai em uma distribuição gaussiana. Devido às suas
poucas condições matemáticas e a utilização em diversos fenômenos estatísticos, o
TLC alavancou a utilização da distribuição gaussiana para modelar sistemas aleatórios,
tornando-a uma ferramenta clássica da física estatística. Vamos deduzir este teorema
partindo da lei dos grandes números, de acordo com a referência [28].

A lei dos grandes números diz que, para uma sequência de N variáveis aleatórias
ξ1, ξ2, · · · , ξN independentes e com mesma distribuição de probabilidades, temos que

y =
1
N

N

∑
j=1

ξ j → a, quando N → ∞, (2.1)

com a =
〈
ξ j
〉

a média da distribuição. Supondo que essa média exista, podemos calcular
a frequência de ocorrência de um dado evento A em uma sequência de N → ∞ ensaios.
Considere uma certa sequência de N ensaios. Denotamos ξ j = 1 se ocorrer o evento A e
ξ j = 0 quando não ocorrer. Com isso, nesta sequência ficamos com ℓ= (ξ1 + ξ2 + · · · ξN)

vezes em que o evento A aconteceu, de modo que sua frequência relativa foi ℓ/N.
Como a =

〈
ξ j
〉
, temos que no limite mencionado

1
N

N

∑
j=1

ξ j = a =
ℓ

N
= p, quando N → ∞, (2.2)

onde p é a probabilidade de ocorrer A.
Para uma variável aleatória z, definida por

z =
1√
Nb

{ N

∑
j=1

ξ j − Na
}

, (2.3)

com média a e variância b finitas, o TLC afirma que z possui distribuição gaussiana no
limite de N → ∞ da forma

ρ(z) =
1√
2π

e−z2/2. (2.4)

27



28

Note que, a exigência para o TLC ser válido é a existência da média e da variância,
caso contrário não é possível aplicar o teorema, como no exemplo da distribuição de
Cauchy-Lorentz. Para provar que a Eq. (2.4) é a distribuição da variável aleatória da
Eq. (2.3), partiremos da definição da função característica, que é uma transformada de
Fourier da densidade de probabilidade associada a variável z, ou seja,

g(k) =
∫ ∞

−∞
ρ(z)eikzdz = ⟨eikz⟩, (2.5)

com as propriedades g(0) = 1 e |g(k)| ≤ 1. Podemos escrever a função característica em
termos dos momentos µn, abrindo a Eq. (2.5) em série de Taylor

g(k) = 1 +
∞

∑
n=1

(ik)n

n!
µn, (2.6)

sendo os momentos definidor para n par (os momentos ímpares são nulos) da forma

µn =
1√
2π

∫ ∞

−∞
zne−z2/2dz = 1 · 3 · 5 · · · (n − 1), (2.7)

em geral, µn = (2b)n/2Γ((n + 1)/2)/
√

π com µ2 = b (variância), µ4 = 3b2 e µ6 = 13b3.
Substituindo a Eq. (2.7) na Eq. (2.6), lembrando que os momentos ímpares são nulos

e usando a propriedade [(2m)!/1 · 3 · 5 · · · (2m − 1)] = 2mm!, obtemos

g(k) = ⟨eikz⟩ =
∞

∑
m=0

(ik)2m

(2m)!
[1 · 3 · 5 · · · (2m − 1)]

(2.8)

=
∞

∑
m=0

(−k2)m

2mm!
= e−k2/2,

que é a função característica de uma distribuição gaussiana dada pela Eq. (2.4). Nota-se
que g(k) também é uma função gaussiana. Para uma variável aleatória qualquer x,
usamos a mudança de variável y = a + x e obtemos

g(k) = ⟨eiky⟩ = eika⟨eikx⟩ = eika−k2b/2, (2.9)

que é a função característica da distribuição gaussiana de média a e variância b = σ2.
Podemos escrever a função característica em termos dos cumulantes κn, da forma

g(k) = exp
{ ∞

∑
n=1

(ik)n

n!
κn

}
. (2.10)

Tomando o logaritmo do lado direita da Eq. (2.6), abrindo em série de Taylor e compa-
rando com o lado direito da Eq. (2.10), obtemos as relações entre os cumulantes e os
momentos,
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κ1 = µ1,

κ2 = µ2 − µ2
1,

κ3 = µ3 − 3µ2µ1 + 2µ3
1,

(2.11)

e assim vai. Os cumulantes da distribuição gaussiana são nulos a partir do terceiro.
Agora, podemos reescrever a função característica com expansão em cumulantes

g(k) = exp
{

iak − 1
2

bk2 +O(k2)
}

. (2.12)

Voltando para a nossa variável z definida pela Eq. (2.3), a sua função característica é
dada por

gz(k) = ⟨eikz⟩ =
〈

exp
{ ik√

Nb

N

∑
j=1

(ξ j − a)
}〉

, (2.13)

como as variáveis são independentes e possuem a mesma distribuição de probabilidade,
definimos uma nova variável K = k/

√
Nb e ficamos com

gz(k) =
N

∏
j=1

⟨eiKξ j⟩e−iKa = {g(K)e−iKa}N. (2.14)

Usando a Eq. (2.12) com a expansão em cumulantes, chegamos na função caracterís-
tica da nossa variável z

gz(k) = exp
{
− 1

2
NbK2 + NO(K2)

}
. (2.15)

Como NbK2 = k2 e O(K2) = O(N−1), então NO(N−1)→ 0 quando N → ∞, a função
característica de z recai mais uma vez na Eq. (2.8)

gz(k) = e−k2/2, (2.16)

que é a função característica correspondente da distribuição gaussiana, com densidade
de probabilidade definida pela Eq. (2.4).

A distribuição de Lévy não é regida pelo TLC, por não ter o primeiro e o segundo
momentos finitos [63]. Contudo, a versão generalizada do TLC [64] permite a não
finitude dos primeiros momentos da distribuição e, com isso, governam as caminhadas
e voos de Lévy, como veremos a seguir.
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2.1.1 Teorema do limite central generalizado

Considere uma distribuição que dita uma sequência de variáveis aleatórias z. Se
a distribuição dos elementos é, a menos de um fator de escala, a mesma da soma
dos elementos, então essa distribuição é dita estável [63, 64]. De acordo com o TLC,
o resultado de uma soma de N distribuições gaussianas é uma gaussiana, com uma
variância N vezes a de cada variável independente. Logo a gaussiana é uma distribuição
estável. Por definição, a variável aleatória ξ é considerada estável se, para as suas cópias
independentes ξ1, ξ2, · · · , ξN e as constantes a, b, · · · , n ∈ R, temos a seguinte condição

aξ1 + bξ2 + · · ·+ nξn
d
= cnξ + dn, (2.17)

com o símbolo d
= indicando que ambos os lados da equação são regidas pela mesma

função de probabilidades. De forma geral, as distribuições estáveis são descritas pela
função característica da forma

gα(k) = ⟨eikz⟩ =
∫ ∞

−∞
ρ(z)eikzdz =


exp

{
−b|k|α[1 − iβtan(πα

2 )sign(k)] + ikµ
}

, α ̸= 1;

exp
{
−b|k|[1 + iβ 2

π sign(k)log(|k|)] + ikµ
}

, α = 1,
(2.18)

com os valores de 0 < α ≤ 2, −1 ≤ β ≤ 1 e sign(k) a função sinal. A simetria de gα(k) é
controlada pelo parâmetro β, ou seja, para β = 0 temos uma simetria em torno do ponto
k = 0. Nesta tese usaremos também µ = 0, que é o parâmetro de localização, de modo
que a Eq. (2.18) recai em

gα(k) = e−b|k|α . (2.19)

A Eq. (2.19) pode ser obtida se considerarmos a variável aleatória z como uma
combinação linear da forma [28]

z =
1

Nγ
(ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN), (2.20)

com γ > 0. Essa equação recai na Eq. (2.3) para uma variável que possui uma distri-
buição de probabilidades gaussiana quando γ = 1/2, com segundo momento finito e
média nula (a = 0). Para γ = 1/2, a distribuição de z sempre será gaussiana se as de ξ j

também for, sem a necessidade de N ser grande.
Se considerarmos que a variável z possui a mesma distribuição ρ(ξ j), podemos

encontrar a função característica gz(k) associada à variável z

gz(k) = ⟨eikz⟩ = ∏
j
⟨eikξ j/Nγ⟩ = ⟨eikξ j/Nγ⟩N = [g(kN−γ)]N, (2.21)
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onde usamos a função característica g(k) = ⟨eikξ j⟩ associada às variáveis ξ j. Como z e ξ j

possuem a mesma distribuição, então gα(k) = g(k), onde podemos tomar o logaritmo
de ambos os lados dessa equação

ln(g(k)) = Nln(g(kN−γ)). (2.22)

Como ln(g(k)) é uma função homogênea em k, uma solução possível para a Eq. (2.22) é

ln(g(k)) = −b|k|α α>0−→ g(k) = e−b|k|α , (2.23)

onde definimos α = 1/γ. E assim, reencontramos a Eq. (2.19). Essa expressão recai na
distribuição gaussiana quando γ = 1/2 e, com isso, α = 2. O matemático Paul Lévy
(1930) mostrou que sistemas com primeiros momentos divergentes também possuem
distribuições estáveis [63] (não seguindo o TLC), obtendo as chamadas distribuições
α-estáveis de Lévy, definida pela Eq. (2.23). Outro exemplo de função característica
dessa forma é a distribuição de Cauchy (α = 1). Na seção 2.3 desta capítulo, voltaremos
às distribuições de Lévy.

2.2 Difusão Normal e Anômala

Começamos essa seção considerando uma caminhada aleatória unidimensional
genérica nas distâncias, na qual o caminhante se desloca de um valor xj do local de
início a cada intervalo de tempo τ. Com isso, partindo da origem, sua posição será
x = x1 + x2 + · · ·+ xn no instante t = τn, logo podemos escrever a função característica
de xj [28]

g(k) = ⟨eikxj⟩ =
∫

P(xj)eikxj dxj = eiAk−Bk2/2, (2.24)

onde P(xj) é a sua densidade de probabilidade. Para a última igualdade, expandimos
em cumulantes até segunda ordem, assim como fizemos no TLC, desde que a média A e
a variância B de xj existam. Para a variável x, podemos escrever a função característica
em termos de g(k) para n grande

gx(k) = [g(k)]n = einAk−nBk2/2. (2.25)

Definindo duas novas variáveis como c = A/τ e D = B/2τ, a Eq. (2.25) fica

gx(k) = eictk−Dtk2
. (2.26)

Logo, a densidade de probabilidade da variável x é obtida fazendo a transformada
inversa de Fourier
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ρ(x,t) =
1√

4πDt
e−(x−ct)2/4Dt. (2.27)

Esse resultado pode ser entendido como a distribuição de um conjunto de muitas
partículas em movimentos aleatórios independentes, cuja a densidade é proporcional
a Eq. (2.27) . Assim, se considerarmos que as partículas estão próximas da origem,
ao passar o tempo elas estarão espalhadas de acordo com a distribuição acima. Para
um intervalo de tempo grande, essa densidade se torna uma gaussiana centrada em
x = ct = ⟨x⟩ e variância 2Dt. É importante observar que ρ(x,t) é solução da equação de
difusão com arrastamento, onde usamos c = 0 na última igualdade para obter a equação
da difusão normal

∂ρ

∂t
= −c

∂ρ

∂x
+ D

∂2ρ

∂x2
c=0−→ ∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂x2 . (2.28)

Podemos partir da equação diferencial parcial de Fokker-Planck, que dá a evolução
temporal da densidade de probabilidade P(x,t), para obter a equação de difusão normal
de caminhadas aleatórias regidas pelo TLC [65]. Para isso, definimos a equação de
Fokker-Planck para uma variável [28]

∂

∂t
P(x,t) = − ∂

∂x
[ f (x)P(x,t)] +

Γ
2

∂2

∂x2 P(x,t), (2.29)

com f (x) sendo uma função real oriunda da equação de Langevin interpretada como
uma força, ou a razão de uma força externa e o coeficiente de atrito. Conseguimos
reescrever essa equação em termos do operador evolução definido por

Û = − ∂

∂x
[ f (x)] +

Γ
2

∂2

∂x2 , (2.30)

onde a Eq. (2.29) fica

∂

∂t
P(x,t) = ÛP(x,t), (2.31)

que é a equação de Fokker-Planck. Para uma distribuição P(x,t2) e já sabendo P(x,t1)

no instante t1 ≤ t2, a solução tem a forma

P(x,t2) = e(t2−t1)ÛP(x,t1). (2.32)

Introduzindo uma função delta de Dirac, encontramos

P(x2,t2) =
∫

Q(x2,t2|x1,t1)P(x1,t1)dx1, (2.33)

que mostra a propagação de P(x1,t1) para P(x2,t2), onde Q(x2,t2|x1,t1) é a probabilidade
de transição, entendida como uma densidade de probabilidade condicional, definida
por
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Q(x2,t2|x1,t1) = e(t2−t1)Û δ(x2 − x1), (2.34)

que, para o limite de t2 → t1, resgatamos a função delta de Dirac δ(x2 − x1). Usando a
identidade e(t3−t1)Û = e(t3−t2)Û e(t2−t1)Û e introduzindo a função delta de Dirac δ(x3 − x2),
de forma análoga àquela que fizemos para deduzir a Eq. (2.33) da Eq. (2.32), chegamos
na equação de Chapman-Kolmogorov para processos estocásticos markovianos [66]

Q(x1,t1|x3,t3) =
∫

Q(x1,t1|x2,t2)Q(x2,t2|x3,t3)dx2 ,t1 < t2 < t3. (2.35)

Definimos t3 = t + τ e t2 = t, para reescrever a Eq. (2.35) como

Qt+τ(x1|x3) =
∫

Qτ(x3|x2)Qt(x2|x1)dx2, (2.36)

e fazendo a expansão em série de Taylor em τ → 0, seguindo os procedimentos em [37],
com Q0(x2|x1) = δ(x2 − x1), encontramos

Qτ(x3|x2) = (1 − a0τ)δ(x3 − x2) + τW(x3|x2) +O(τ2), (2.37)

com W(x3|x2)⩾ 0 a probabilidade de transição por unidade de tempo de x2 para x3, e

a0(x2) =
∫

W(x3|x2)dx3. (2.38)

Aplicando a Eq. (2.37) na Eq. (2.36) e fazendo

lim
τ→0

Pt+τ(x1|x3)− Pτ(x3|x1)

τ
=

∂Pτ(x3|x1)

∂t
, (2.39)

chegamos a uma nova expressão para a Eq. (2.36), que é a equação mestra

∂Qτ(x3|x1)

∂t
=
∫
{W(x3|x2)Pt(x2|x1)− W(x2|x3)Pt(x3|x1)}dx2. (2.40)

Generalizamos a Eq. (2.40) para um processo estocástico genérico

∂P(x,t)
∂t

=
∫ {

T(x|x′)P(x′,t)− T(x′|x)P(x,t)
}

dx′, (2.41)

que é a equação mestra para as variáveis contínuas x e x′, com a taxa de transição T(x|x′)
do caminhante saltar do local x′ para x (com o comprimento do salto sendo |x − x′|).
Voltaremos a essa equação na seção 2.4 onde iremos discutir a abordagem do espaço de
Fock. Vamos reescrever a equação mestra usando T(x|x′) = T(x′,r) ≃ T(x′ + ∆x;r) ≃ 0
para |r| < δ e |∆x| < δ, com r = x − x′

∂P(x,t)
∂t

=
∫

T(x − r;r)P(x − r,t)dr − P(x,t)
∫

T(x;−r)dr, (2.42)
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e supondo que P(x,t) varie lentamente, podemos expandir o produto do integrando até
a segunda ordem em série de Taylor, gerando assim

T(x − r;r)P(x − r,t) = T(x;r)P(x,t)− ∂

∂x
{T(x;r)P(x,t)} r

(2.43)

+
1
2

∂2

∂x2 {T(x;r)P(x,t)} r2 +O(r3).

Substituímos esse resultado na Eq. (2.42), temos

∂P(x,t)
∂t

=
∫

T(x;r)P(x,t)dr −
∫

r
∂

∂x
{T(x;r)P(x,t)}dr

(2.44)

+
1
2

∫
r2 ∂2

∂x2 {T(x;r)P(x,t)}dr − P(x,t)
∫

T(x;−r)dr.

Fazendo a expansão de Kramer-Moyal, com momentos

aν(x) =
∫ ∞

−∞
rνT(x;r)dr, (2.45)

finalmente, chegamos em uma equação de difusão geral

∂P(x,t)
∂t

= − ∂

∂x
{a1(x)P(x,t)}+ 1

2
∂2

∂x2 {a2(x)P(x,t)} , (2.46)

que também é uma equação de Fokker-Planck. Comparando as Eqs. (2.29) e (2.46),
concluímos que a1(x) = f (x) e a2(x) = Γ. Para uma partícula aleatória no movimento
browniano, temos

a1(x) =
⟨∆x⟩x

∆t
= 0 (2.47)

e

a2(x) =
⟨(∆x)2⟩x

∆t
= 2D, (2.48)

e assim retornamos para a Eq. (2.28) da difusão normal.
A difusão normal relaciona o segundo momento da distribuição com o coeficiente

de difusão D, ou seja, o desvio quadrático médio é proporcional à raiz quadrada do
tempo, com a constante de proporcionabilidade sendo o coeficiente D. Na próxima
seção, apresentamos outros tipos de difusão.

2.2.1 Difusão anômala

Na seção anterior, vimos que a caminhada browniana unidimensional gera uma
distribuição de probabilidades gaussiana e obedece a equação de difusão normal

∂P(x,t)
∂t

= D
∂2P(x,t)

∂x2 , (2.49)
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onde a variância é escrita em termos do coeficiente de difusão (σ2 = 2Dt). Logo o
espalhamento espacial da caminhada browniana em torno da sua posição média é uma
lei de potência no tempo

σ ∼ t1/2. (2.50)

Contudo, essa equação não é válida para as distribuições de Lévy, devido ao fato
de não considerar as correlações de longo alcance. Vamos analisar a dinâmica dos
processos de Lévy, tomando a equação mestra generalizada [32, 33, 67]. Para isso,
partimos da Eq. (2.41) reescrita abaixo, onde T(x|x′) é a taxa de transição da posição x′

para o local x (e, analogamente, T(x′|x) de x para x′)

∂P(x,t)
∂t

=
∫ {

T(x|x′)P(x′,t)− T(x′|x)P(x,t)
}

dx′. (2.51)

Vamos considerar que os passos são dados instantaneamente, ou seja, estamos interes-
sados nos voadores de Lévy. Levando em consideração a simetria T(x|x′) = T(x′|x)
e que o voador possui um comprimento de passos r = |x − x′|, podemos dizer que
T(x′|x)→ T(r) e x′ → x + r, transformando a equação acima em [68]

∂P(x,t)
∂t

=
∫ ∞

−∞
T(r)[P(x + r,t)− P(x,t)]dr. (2.52)

No limite assintótico r ≫ 1, a distribuição de Lévy com comprimento de passos r possui
o comportamento de uma lei de potência T(r) ∼ r−(1+α), que podemos substituir na
equação acima para obter a generalização da equação de difusão para os voadores de
Lévy

∂P(x,t)
∂t

= DαP(x,t), (2.53)

onde Dα é o operador derivada fracionária de Caputo definida como [69]

Dα f (x) =
1

A(α)

∫
dr

1
r1+α

[ f (x + r)− f (x)]. (2.54)

A derivada fracionária é compreendida como uma extensão da derivada que normal-
mente usamos, com valores de α não inteiros. As definições dessas derivadas não são
únicas, além da definição de Caputo temos a de Riemann-Liouville e Riesz [9]. Optamos
pela definição de Caputo pois, além da derivada fracionária de uma constante ser nula,
fato que não ocorre na derivada de Riemann-Liouville, ela envolve derivadas usuais,
onde podemos aplicar em problemas de difusão, já que podemos ter valores iniciais
para a distribuição de probabilidade e para suas derivadas como condição de contorno
[9].

Podemos resolver a Eq. (2.53) seguindo o mesmo caminho para o caso browniano
apresentado no início da Seção 2.2. Considerando a distribuição α-estável de Lévy dada
pela Eq. (2.18), com µ = 0 e que [gα(k)]N → [gα(k)]N+1 para um único deslocamento,



36

podemos escrever a função característica de um passo acontecer em um intervalo
infinitesimal δt como

g(k,δt) = e−b|k|αδt. (2.55)

Expandindo em torno de k = 0 obtemos g(k) ∼= 1 − b|k|αδt, onde no limite contínuo
N → ∞, δt → 0 e t = Nδt finito, alcançamos

g(k,t) = lim
N→∞

[g(k,δt)]N =

(
1 − b|k|αt

N

)N

= e−b|k|αt, (2.56)

de modo que

∂g(k,t)
∂t

= −b|k|αg(k,t) (2.57)

Aplicando a transformada inversa de Fourier na Eq. (2.56), encontramos a distribuição
de probabilidade de Lévy com µ = 0

P(x,t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikx−b|k|αtdk. (2.58)

Esse resultado, em conjunto com a Eq. (2.57), sugere uma equação de difusão com
diferencial fracionária no espaço, com b constante, da forma

∂P(x,t)
∂t

= b
∂αP(x,t)

∂xα
. (2.59)

Nas distribuições α-estáveis de Lévy com 0 < α < 2, o segundo momento diverge.
Essa divergência vem do comportamento de lei de potência da taxa de transição T(r).
Em particular, considerando a quantidade finita σL = ⟨|x|q⟩1/q, para q < α, é possível
verificar através dos resultados já obtidos a caracterização da difusão anômala [70]

σL ∼ t1/α. (2.60)

Isso mostra que, para os processos de Lévy com 0 < α < 2, a dispersão é mais rápida
do que a browniana, gerando uma superdifusão. A difusão é reestabelecida quando
α = 2, recaindo no desvio padrão σ ∼ t1/2. De forma geral, o desvio generalizado é
proporcional ao expoente de Hurst H [11, 19]

σL ∼ tH. (2.61)

Com isso, podemos observar que H = 1/2 temos a difusão normal, H > 1/2 caracteriza
os processos superdifusivos e H < 1/2 para os subdifusivos. Um caso particular
é quando H = 1, que corresponde ao regime balístico. Os casos de superdifusão e
subdifusão podem ser geradas nos processos de Lévy. A superdifusão ocorre para os
voos de Lévy com 0 < α < 2, que é a tendência do voador ficar na mesma direção do
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passo antecessor. Já a subdifusão, o caminhante de Lévy espera um intervalo de tempo
longo antes de dar o próximo passo, ou devido a não tendência de direção (trocando a
direção do passo anterior) [68]. A equação para os processos subdifusivos, tem uma
forma diferente da superdifusão, sua derivada fracionária é aplicada no tempo [71],

∂αP(x,t)
∂tα

=
∂

∂x
{a1(x)P(x,t)}+ 1

2
∂2

∂x2 {a2(x)P(x,t)} . (2.62)

Na seção seguinte, vamos analisar as distribuições α-estáveis de Lévy que foram
usadas, aplicando o formalismo do espaço de Fock, para obter os resultados dos três
últimos capítulos desta tese.

2.3 Distribuições α-estáveis de Lévy

As distribuições α-estáveis de Lévy são descritas por quatro parâmetros, α, β, b e
µ. O parâmetro de estabilidade α ∈ (0,2] mede a extensão da cauda, ou seja, valores
baixos implicam em maiores caudas (maior o comprimento do salto). Já β ∈ [−1,1] está
associado a simetria da distribuição, isto é, para β = 0 a distribuição é simétrica, β > 0
com cauda direita mais longa e β < 0 a esquerda mais longa. Os outros parâmetros
são, o fator de escala b > 0 e o de localização µ ∈ R. Com isso, é comum denotar a
distribuição α-estável de Lévy como S(α, β,b,µ) [64].

Nas Figs. 1, ilustramos os diferentes comportamentos das distribuições α-estáveis
de Lévy para diferentes valores do parâmetro de estabilidade α ∈ (0,2], de simetria
β ∈ [−1,1] e do fator de escala b = 1,2,3 e 4. Em todas elas usamos µ = x/2, centralizando
a distribuição no meio do intervalo. Na figura (a), usamos β = 0 e b = 1 para alguns
valores de α, evidenciando a simetria das distribuições. Já na figura (b), mostramos a
assimetria para diversos valores de α, usando β = −1. Nas figuras (c) e (d) fixamos
α = 3/2 e 1, respectivamente, e usamos diferentes valores de β. Por fim, nas figuras
(e) e (f), ilustramos as distribuições para valores do fator de escala b, usando α = 1/2 e
β = 0 (simétrico) e α = 3/2 com β = 1 (assimétrico).
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Figura 1 – Ilustrações das distribuições α-estáveis de Lévy P(x) em função da posição
x, para diferentes valores dos parâmetros α, β, b e fixando µ = x/2. Usamos
diferentes valores de α e b = 1 para β = 0 em (a) e β =−1 em (b). Em seguida,
para alguns valores de β e b = 1 para α = 3/2 em (c) e α = 1 em (d). Por
último, para alguns valores de b com α = 1/2, β = 0 em (e) e α = 3/2, β = 1
em (f).

(a) Distribuições simétricas com β = 0.
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(b) Distribuições assimétricas com β = −1.
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(c) Assimetria com α = 3/2.
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(e) Simetria para α = 1/2 com b ∈ [1,4].
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(f) Assimetria para α = 3/2 com b ∈ [1,4].
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Fonte: O autor (2022).
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Mostramos na Seção 2.1.1 sobre o TLC generalizado, a função característica geral
para as distribuições estáveis, descritas pela Eq. (2.18). Essa equação recai Eq. (2.19)
quando usamos β = µ = 0, que significa uma distribuição simétrica com comprimento
de passos x e centrada em x = 0. Podemos obter a distribuição de probabilidades de
Lévy, aplicando a transformada inversa de Fourier na Eq. (2.19)

PL(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ikx−b|k|α dk =

1
π

∫ ∞

0
e−b|k|αcos(kx)dk. (2.63)

Vamos mostrar que o comportamento assintótico (para x suficientemente grande)
de PL(x) é um decaimento via lei de potência [65]. De acordo com o trabalho [72], para
b = 1 e k > 0 podemos escrever

ekα
=
∫ ∞

0
e−ykF′

α(k)dk, (2.64)

com

F′
α(k) = − 1

π

∞

∑
j=1

(−1)j

j!
sin(παj)

Γ(αj + 1)
x(αj+1)

. (2.65)

Reescrevendo PL(x) usando as Eqs. (2.64) e (2.65), ficamos com

PL(x) =
1
π

∫ ∞

0

[∫ ∞

0
− 1

π

∞

∑
j=1

(−1)j

j!
sin(παj)

Γ(αj + 1)
y(αj+1)

e−ykdy
]

cos(kx)dk, (2.66)

onde podemos usar a transformada de Laplace do cosseno

∫ ∞

0
e−ykcos(kx)dk = L(cos(kx)) =

y
y2 + x2 , (2.67)

para obter

PL(x) = − 1
π2

∞

∑
j=1

(−1)j

j!
sin(παj)Γ(αj + 1)

[∫ ∞

0

y−αj

y2 + x2 dy
]

. (2.68)

A integral na equação acima, tem solução

∫ ∞

0

y−αj

y2 + x2 dy =
π

2

(
1
x2

) 1
2 (αj+1)

sec
(

παj
2

)
, (2.69)

e usando as identidades trigonométricas sin(2x) = 2sin(x)cos(x) e sec(x) = 1/cos(x),
temos

PL(x) = − 1
π2

∞

∑
j=1

(−1)j

j!
2sin(παj

2 )cos(παj
2 )

cos(παj
2 )

Γ(αj + 1)
[

π

2

(
1
x2

) 1
2 (αj+1)]

. (2.70)
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Simplificando o máximo possível, obtemos

PL(x) = − 1
π

N

∑
j=1

(−1)j

j!
Γ(αj + 1)

xαj+1 sin
[

παj
2

]
+O(x−α(N+1)−1). (2.71)

Essa equação mostra que o comportamento assintótico da distribuição α-estável de
Lévy, para um grande valor de x, é um decaimento via lei de potência com α ∈ (0,2) [28]

PL(x) ∼ Aα

x(α+1)
∼ x−(α+1), onde Aα =

1
π

Γ(α + 1)sin
(

πα

2

)
. (2.72)

Como já dito anteriormente, esse comportamento acarreta na divergência dos primeiros
momentos da distribuição de Lévy e, com isso, não obedecendo ao TLC (mas sim ao
TLC generalizado). Na Fig. 2, evidenciamos esse comportamento assintótico de lei
de potência, em um gráfico log-log das distribuições em função da posição x, para os
valores de α = 1/2 (em azul), 1 (em preto) e 3/2 (em vermelho) [9, 65].

Figura 2 – Gráfico log-log das distribuições α-estáveis de Lévy P(x) em função da
posição x com β = 0 e b = 1 (linhas sólidas), para os valores de α = 1/2 (azul),
1 (preto) e 3/2 (vermelho). Para x grande, o comportamento assintótico da
distribuição é um decaimento de lei de potência P(x) ∼ x−(α+1), ilustrado
pelas linhas tracejadas coloridas.
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Fonte: O autor (2022).
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Na tabela a seguir, mostramos os valores do coeficiente Aα para os valores de α

usados acima, utilizando a segunda parte da Eq. (2.72), e suas respectivas equações
assintóticas de lei de potência, de acordo com a primeira da mesma equação.

Tabela 1 – Valores de Aα e suas respectivas equações assintóticas de lei de potência para
os valores de α = 1/2,1 e 3/2.

α Aα PL(x) ∼
3/2 0.299207 0.299x−2.5

1.0 1/π 1/(πx2)

1/2 0.199471 1.99x−1.5

Fonte: O autor (2022).

2.4 Formalismo do espaço de Fock

Nesta seção vamos apresentar o formalismo do espaço de Fock, tendo como guia
o artigo de M. Doi de 1976 [42]. Vamos partir da segunda quantização, utilizando os
operadores de criação e destruição similares aos da mecânica quântica, para representar
as probabilidades de transição em termos dos operadores no espaço de Fock. Doi
utilizou a forma canônica da teoria quântica de campos para estudar processos de
reação-difusão [43]. Fock mostrou como a equação de Schrödinger no espaço de Hilbert
pode admitir uma representação em termos do operador número em um espaço de
Hilbert de número de ocupação. Logo, como podemos perceber, a segunda quantização
não é um método exclusivo da mecânica quântica, podendo ser aplicado também em
sistemas clássicos com muitas partículas.

No seu trabalho pioneiro, M. Doi [42] parte da equação de evolução temporal da
distribuição de probabilidade (uma equação mestra). Para isso, vamos considerar um
sistema com N partículas idênticas, onde qi é o conjunto de estados de cada partí-
cula (posição, momento, entre outras) e f (N)(q1,q2, · · · ,qN; t) = f (N)(qN; t) é a função
distribuição de probabilidade. A evolução temporal dessa distribuição é

∂

∂t
f (N)(qN; t) = −U (N) f (N)(qN; t), (2.73)

onde U (N) é o operador evolução. Vamos esclarecer que para todas as partículas
(1,2, · · · , N), temos os estados (q1,q2, · · · qN) = qN ao qual a i-ésima partícula está lo-
calizada em qi (i = 1,2, · · · , N). Como elas são idênticas, não precisamos distinguir os
estados. A normalização da função distribuição é dada por
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∫
dqN f (N)(qN; t) = 1. (2.74)

Agora, podemos definir a probabilidade F(N) de encontrar a partícula em um estado
qN, relacionando com a função distribuição

F(N)(qN; t) = ∑ f (N)(qN; t), (2.75)

com a soma feita sobre todas as permutações de qi. Nota-se que F(N) é simétrico em
relação aos seus argumentos. A normalização para F(N) é diferente da Eq. (2.74), uma
vez que contamos N! vezes por não precisarmos distinguir os estados ((q1,q2, · · · qN) =

qN = (qN, · · · ,q2,q1)) , logo integramos sobre a condição q1 ⩽ q2 ⩽ · · ·⩽ qN, com

∫
q1⩽q2⩽···⩽qN

dqN =
1

N!

∫
dqN =

∫
dQN, (2.76)

e a normalização fica

∫
dQN F(N)(qN; t) = 1. (2.77)

Quando o número de partículas não for fixo, devemos considerar um conjunto de
funções de probabilidade

{
F(0)(t), F(1)(q1; t), · · ·

}
= F(t), cuja a normalização é dada

por

∞

∑
N=0

∫
dQN F(N)(qN;1) = 1. (2.78)

Agora que já especificamos os estados do problema em questão, partimos para a
segunda quantização proposta na mecânica quântica, para depois adaptá-la para o
nosso prolema. Toda essa abordagem que estamos seguindo, está presente no trabalho
do M. Doi [42].

2.4.1 Segunda quantização

Partimos agora para a segunda quantização. Dada um estado quântico |F(t)⟩, com a
notação simplificada

∣∣qN〉 ≡ |q1,q2, · · · ,qN⟩ ≡ a†(q1)a†(q2) · · · a†(qN) |0⟩ definido por

|F(t)⟩ =
∞

∑
N=0

∫
dQN F(N)(qN; t)

∣∣∣qN
〉

, (2.79)

com |0⟩ = |0,0, · · · ,0⟩ o estado vazio e os operadores de criação e destruição a†(q) e
a(q), definimos

a(q) |0⟩ = 0, ⟨0| a†(q) = 0, (2.80)

[a(q),a†(q′)] = δ(q − q′), [a(q),a(q′)] = [a†(q),a†(q′)] = 0, (2.81)
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podemos ver facilmente a identidade ⟨q|q′⟩ = δ(q − q′), que podemos escrever como

〈
qN|q′N′

〉
= δNN′ ∑

N

∏
i=1

(qi − q′i), (2.82)

com o somatório feito sobre as permutações de qi. Aplicando essa identidade na Eq.
(2.79), obtemos o produto escalar〈

qN|F(t)
〉
= F(N)(qN; t). (2.83)

As Eqs. (2.79) e (2.83) mostram a relação entre o conjunto de funções de probabilidade
F(N) com o estado quântico |F⟩. Essa correspondência pode ser generalizada para
qualquer conjunto de funções (não necessariamente distribuições de probabilidade),
bastando que seus componentes sejam funções simétricas.

Agora, usando um operador linear A podemos obter FA = AF, ou seja, transfor-
mando o conjunto F =

{
F(0), F(1), · · · , F(N)

}
em FA =

{
F(0)

A , F(1)
A , · · · , F(N)

A

}
. O análogo

quântico desse operador (Â) acarreta |FA⟩ = Â |F⟩. Logo, para um sistemas com partí-
culas idênticas temos

F(N)
A (qN) = ⟨qN|Â|F⟩ = A(N)(qN)F(N)(qN), (2.84)

com

A(N)(qN) =
N

∑
i=1

A1(qi) + ∑
1⩽i<j⩽N

A2(qi,qj) + · · · , (2.85)

sendo A1(qi) (A2(qi,qj)) um operador linear que depende apenas de qi (qi e qj). O
operador quântico é calculado (Â = Â1 + Â2 + · · · ), com

Â1 =
∫

dq a†(q)A1(q)a(q),

(2.86)

Â2 =
1
2

∫
dq
∫

dq′a†(q)a†(q′)A2(q,q′)a(q)a(q′),

e assim por diante, que são as equações da teoria quântica de campos. Usando as Eqs.
(2.80) e (2.81) na Eq. (2.86), recaímos em Â1 |F⟩ =

∣∣FA1

〉
.

Nesse momento, para dar prosseguimento vamos definir dois estados |α⟩ e ⟨α|, com
α representando um número real, da forma

|α⟩ = exp
(

α
∫

dq a†(q)
)
|0⟩ e ⟨α| = ⟨0|exp

(
α
∫

dq a(q)
)

, (2.87)

com as seguintes propriedades (usando a Eqs. (2.80))

a(q) |α⟩ = α |α⟩ e ⟨α| a†(q) = α ⟨α| . (2.88)
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Um caso particular importante é o estado |α = 1⟩ ≡ |1⟩. O produto escalar com |F⟩ é
equivalente a somar todos os estados possíveis. Usando a Eq. (2.83), obtemos

⟨1|F⟩ =

〈
0
∣∣∣∣exp

(∫
dq a(q)

)∣∣∣∣F〉
(2.89)

=
∞

∑
N=0

1
N!

∫
dqN

〈
qN|F

〉
=

∞

∑
N=0

∫
dQN F(N)(qN),

ou seja, [⟨1| · · · ⟩ ⇔ ∑N
∫

dQN · · · ]. Um caso especial é (⟨1| a†(q) = ⟨1|), que aplicado na
função distribuição F(t) dado pela Eq. (2.79), deixa a condição de normalização da Eq.
(2.78) como

⟨1|F(t)⟩ = 1. (2.90)

Com isso, podemos expressar o valor médio de uma quantidade física A em termos
de ⟨1|

Ā(t) =
〈
1
∣∣Â∣∣F(t)〉 = ∞

∑
N=0

∫
dQN A(N)(qN)F(N)(qN; t). (2.91)

O análogo quântico da Eq. (2.73), que descreve a evolução temporal da função distribui-
ção, tem a forma

∂

∂t
|F(t)⟩ = −Û |F(t)⟩ , (2.92)

onde o operador evolução temporal Û é o análogo quântico de U (N). Que admite como
solução

|F(t)⟩ = exp(−Û t) |F(t = 0)⟩ , (2.93)

sendo |F(t = 0)⟩ o estado quântico inicial. Com isso, podemos reescrever a Eq. (2.91)
em função do operador quântico de evolução temporal, Eq. (2.94), e em termos dos
operadores de criação e destruição a† e a, descrita na Eq. (2.95)

Ā(t) =
〈
1
∣∣Â exp(−Û t)

∣∣F(t = 0)
〉

, (2.94)

Ā(t) =
〈

1
∣∣∣Â[a†,a] exp(−Û [a†,a]t)

∣∣∣F(t = 0)
〉

. (2.95)

Com isso, temos uma visão geral sobre a segunda quantização. Como caracterís-
tica principal aqui é que, partindo da equação de evolução temporal da distribuição,
podemos abordar sistemas com muitas partículas usando os operadores de criação e
destruição, como na mecânica quântica. No artigo de M. Doi [42], ele cita alguns exem-
plos de aplicação desse formalismo como: dinâmica clássica de muitas partículas, onde
é usado o operador Liouvilliano e o ensemble canônico da física estatística; processos
de reações químicas do tipo A + A → B, A + B → C, A → B e A → B + C; e reações de
difusão controlada em um meio líquido. Num segundo artigo [43], ele discute mais
profundamente sobre as reações de difusão controlada, utilizando operadores de campo.
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Na próxima seção, mostraremos esse formalismo aplicado ao problema de caminhada
aleatória, onde os operadores de criação e destruição possuem papéis fundamentais
para o andar do caminhante.

2.4.2 Aplicando o formalismo em random walker

Um caso interessante da física estatística é o estudo de uma partícula se movendo
aleatoriamente em um intervalo finito com os limites absorventes. Esse é de fato o
estudo deste trabalho, onde os resultados estão presentes nos capítulos seguintes.

Começamos com a situação de um conjunto M de partículas aleatórias em um
intervalo finito de tamanho L (0 ⩽ x ⩽ L), onde elas podem se mover para a direita
(positivo) ou para esquerda (negativo). Os comprimentos dos saltos feitos por elas
são obtidos através de uma função de densidade de probabilidade p(ℓ), com saltos
para direita e esquerda equiprováveis, p(|ℓ|) = p(−|ℓ|). Para um espaço discreto, as
partículas podem ocupar as posições xj = j∆x, com j = 0,1,2, · · · , N = L/∆x. Nesse
ponto, não restringimos que os locais tenham apenas uma partícula, podendo o estado
do sistema ser descrito pelo conjunto dos números de ocupação

{
nj
}

(com nj ∈ [0,M]

inteiro) dos locais (sítios) j em qualquer instante de tempo, com o número total de
partículas ∑N

j=0 nj = M. Com isso, podemos definir um conjunto de vetores de estado,
{|n0,n1,n2, · · · ,nN−1,nN⟩}, de forma semelhante à dos estados discretizados de Fock
em uma descrição da mecânica quântica de um sistema no espaço de Fock.

Agora, voltamos para o nosso problema em questão que é o caso de uma única
partícula, ou seja, M = 1 e ∑N

j=0 nj = 1 com nj = 0 ou 1 (vazio ou ocupado). Vamos
considerar que as bordas x = 0 e x = L são absorventes, logo quando a partícula
alcança um dos limites do intervalo a dinâmica termina. Obviamente, como os passos
podem ser maiores que a distância do local ocupado à borda, ultrapassando assim
o limite absorvente, nós truncamos o salto na própria borda. O conjunto de vetores
de estado assume a forma {|j⟩} =

{∣∣0,0, · · · ,nj = 1, · · · ,0,0
〉}

. Logo, denotamos por
P(xj,t)∆x a probabilidade de encontrar a partícula no local j, ou ocupar o estado∣∣0,0, · · · ,nj = 1, · · · ,0,0

〉
, no instante de tempo t. A condição de normalização fica

N

∑
j=0

P(xj,t)∆x = 1. (2.96)

Além disso, como estamos tratando apenas de uma partícula, não podemos ter dois
estados ocupados ao mesmo tempo. Então, se a partícula ocupa o estado |j⟩ no tempo t,
temos que P(xk,t) = 0 para qualquer outro estado |k⟩ com j ̸= k (mostrando a ortogona-
lidade dos estados |j⟩ e |k⟩). A descrição estatística da partícula aleatória no tempo t
pode ser descrita pela superposição dos seguintes vetores de estado possíveis
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|ψ(t)⟩ =
N

∑
j=0

P(xj,t)∆x |j⟩ . (2.97)

Nos trabalhos de M. Doi [42, 43], é usado a equação mestra para resolver alguns
problemas estocásticos clássicos. A equação mestra de uma partícula aleatória em um
espaço unidimensional discreto finito é [28, 37, 41]

∂P(x,t)
∂t

= ∑
x′ ̸=x

[T(x,x′)P(x′,t)− T(x′,x)P(x,t)], (2.98)

onde T(x,x′) é a taxa de transição da partícula saltar da posição x′ para x no domínio
finito, com comprimento |x − x′|. A equação mestra é usada para determinar a taxa
de variação temporal da probabilidade de um sistema qualquer estar na posição x no
instante t. Por exemplo, x pode ser definido como um conjunto de moléculas de uma
reação química, ou o conjunto de números de ocupação de sítios em um sistema de
difusão de partículas aleatórias. Podemos construir o vetor de estado do sistema de
forma semelhante à Eq. (2.97), tornando a equação mestra como uma equação parecida
com a de Schrödinger de valor real em função do operador Hamiltoniano H [31, 42, 43]

∂

∂t
|ψ(t)⟩ = −H({a†

j ,aj}) |ψ(t)⟩ , (2.99)

com os operadores de criação e destruição a†
j e aj, respectivamente, criando e destruindo

a partícula no sítio j. Ressaltamos mais uma vez que o operador H não é hermitiano,
como na mecânica quântica [73], não é simétrico e nem possui dimensão de energia.
Para o vetor vazio |v⟩ = |0,0, · · · ,0⟩, temos

aj |j⟩ = |v⟩ e a†
j |v⟩ = |j⟩ , (2.100)

para um vetor genérico |k⟩ =
∣∣n0,n1, · · · ,nj, · · · ,nN

〉
contendo muitas partículas, obte-

mos as relações [31, 45, 46, 47]

a†
j aj
∣∣n0,n1, · · · ,nj, · · · ,nN

〉
= nj

∣∣n0,n1, · · · ,nj, · · · ,nN
〉

,

a†
j
∣∣n0,n1, · · · ,nj, · · · ,nN

〉
=

∣∣n0,n1, · · · ,nj + 1, · · · ,nN
〉

, (2.101)

aj
∣∣n0,n1, · · · ,nj, · · · ,nN

〉
= nj

∣∣n0,n1, · · · ,nj − 1, · · · ,nN
〉

,

e possuem as seguintes regra de comutação

[aj,a†
k ] = δjk e [aj,aj] = [a†

j ,a†
j ] = 0, (2.102)

sendo δjk o delta de Kronecker. Notamos que a aplicação dos operadores a†
j e aj em

processos estocásticos difere da mecânica quântica [73], que geram
√

nj + 1 e √nj.
Interpretamos as Eqs. (2.101) da seguinte forma [31], na segunda linha temos apenas
uma maneira de adicionar uma partícula na posição j quando aplicamos a†

j no estado
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|k⟩, enquanto que temos nj maneiras de destruir na j-ésima posição quando aplicamos
aj no mesmo estado, de acordo com a terceira linha.

Podemos escrever a solução da Eq. (2.99) da forma

|ψ(t)⟩ = e−Ht |ψ(0)⟩ = U(t) |ψ(0)⟩ , (2.103)

onde definimos o operador de evolução temporal U(t) = e−Ht. Então, considerando
uma partícula aleatória partindo da posição x0 = j0∆x (com 0 ≤ x0 ≤ L ou 0 ≤ j0 ≤ N)
no tempo t = 0, com estado inicial |ψ(0)⟩= |j0⟩, a probabilidade de encontrar a partícula
na posição j no instante t é

P(xj,t)∆x = ⟨j|ψ(t)⟩ = ⟨j|U(t)|j0⟩ , (2.104)

que foi obtida aplicando ⟨j| pela esquerda na Eq. (2.103). Pela condição de normalização
dada pela Eq. (2.96), ficamos com

N

∑
j=0

⟨j|U(t)|j0⟩ = 1. (2.105)

Além disso, podemos encontrar o n-ésimo momento da distribuição P(xj,t) em função
do tempo com a seguinte expressão [31]

⟨jn⟩ (t) =
N

∑
j=0

jnP(xj,t)∆x. (2.106)

Assumindo o tempo como um variável discreta, tn = t0, t1, t2, · · · , podemos expandir
o U(t) como [28]

eUt = I + tU +
t2

2!
U2 +

t3

3!
U3 + · · · = I +

∞

∑
n=0

tn

n!
Un, (2.107)

com I sendo a matriz identidade. Fazendo o tempo ser um múltiplo inteiro de um
intervalo, t = m∆t, onde m pode ser interpretado como um índice de passos, podemos
reescrever nossa Eq. (2.103) da forma

|ψ(t)⟩ = |ψ(m∆t)⟩ = e−Hm∆t |ψ(0)⟩
(2.108)

=

(
I +

∞

∑
n=1

(−H∆t)n

n!

)m

|ψ(0)⟩ .

Além disso, podemos definir uma matriz estocástica S = (I − H∆t). Com ∆t suficiente-
mente pequeno, S define uma cadeia de Markov de tal forma que

|ψ(m∆t)⟩ ∼= (I − H∆t)m |ψ(0)⟩ . (2.109)
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Fazendo ∆t ≡ 1, reescrevemos a equação supracitada como

|ψ(m)⟩ ∼= (I − H)m |ψ(0)⟩ . (2.110)

Uma outra alternativa para esse procedimento é fazer o limite para N grande na Eq.
(2.103) usando Eq. (2.107)

|ψ(t)⟩ = e−Ht |ψ(0)⟩ = lim
N→∞

(
I − Ht

N

)N

|ψ(0)⟩

(2.111)

= lim
N→∞

(
I − H∆t

)N |ψ(0)⟩ .

Agora que já estamos familiarizados com esse formalismo aplicado em caminhadas
aleatórias, vamos ilustrar como calculamos o operador Hamiltoniano em termos dos
operadores de criação e destruição para um exemplo de apenas dois níveis (sítios). A
partir desse exemplo, podemos extrapolar o número de sítios de forma análoga e obter
as propriedades estatísticas importantes.

2.4.3 Cálculo do Hamiltoniano para um sistema de dois níveis

Vamos considerar um caso simples de difusão onde a partícula parte do sítio 1 para 2,
com uma taxa de transição D. Nosso vetor de estado é definido como |n1,n2⟩ = a†

1a†
2 |0⟩.

Nossa Eq. (2.97) fica

|ψ(t)⟩ = ∑
n1,n2

P(n1,n2; t) |n1,n2⟩ = ∑
n1,n2

P(n1,n2; t)(a†
1)

n1(a†
2)

n2 |0⟩ . (2.112)

Derivando no tempo, chegamos a equação do tipo Schrödinger que é uma equação
mestra como a Eq. (2.98)

∂ |ψ(t)⟩
∂t

= ∑
n1,n2

∂

∂t
P(n1,n2; t)(a†

1)
n1(a†

2)
n2 |0⟩

(2.113)

= ∑
n1,n2

[
D(n1 + 1)P(n1 + 1,n2 − 1; t)− D(n1)P(n1,n2; t)

]
(a†

1)
n1(a†

2)
n2 |0⟩ .

Agora, vamos usar as seguintes propriedades

n1(a†
1)

n1(a†
2)

n2 |0⟩ = n1 |n1,n2⟩ = a†
1a1 |n1,n2⟩ ,

(n1 + 1)(a†
1)

n1(a†
2)

n2 |0⟩ = (n1 + 1) |n1,n2⟩ = a1a†
2 |n1 + 1,n2 − 1⟩ , (2.114)

(a†
1)

n1+1(a†
2)

n2−1 |0⟩ = |n1 + 1,n2 − 1⟩ .
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Aplicando na nossa equação mestra obtemos

∂ |ψ(t)⟩
∂t

= D ∑
n1,n2

[
a†

2a1(a†
1)

n1+1(a†
2)

n2−1P(n1 + 1,n2 − 1; t)

− a†
1a1(a†

1)
n1(a†

2)
n2 P(n1,n2; t)

]
|0⟩

= D ∑
n1,n2

[
P(n1 + 1,n2 − 1; t)a†

2a1 |n1 + 1,n2 − 1⟩

− P(n1,n2; t)a†
1a1 |n1,n2⟩

]
. (2.115)

Fazendo duas mudanças de variáveis, m1 = n1 + 1 e m2 = n2 − 1, conseguimos

∂ |ψ(t)⟩
∂t

= D

[
∑

m1,m2

P(m1,m2; t)a1a†
2 |m1,m2⟩ − ∑

n1,n2

P(n1,n2; t)a†
1a1 |n1,n2⟩

]
, (2.116)

e aplicando a Eq. (2.112), encontramos a nossa equação mestra

∂ |ψ(t)⟩
∂t

= D
[

a†
2a1 − a†

1a1

]
|ψ(t)⟩ . (2.117)

Comparando as Eqs. (2.117) e (2.99), encontramos o Hamiltoniano do sistema de dois
níveis, saltando de 1 para 2 (H1→2). De forma similar, obtemos H2→1 para o sistema
saltando de 2 para 1

H1→2({a†
j ,aj}) = −D

(
a†

2a1 − a†
1a1

)
, (2.118)

H2→1({a†
j ,aj}) = −D

(
a†

1a2 − a†
2a2

)
. (2.119)

Para um sistema isotrópico, que permite ambos os saltos, o Hamiltoniano é descrito
pela soma H = H1→2 + H2→1,

H({a†
j ,aj}) = −D

(
a†

2a1 + a†
1a2 − a†

1a1 − a†
2a2

)
. (2.120)

No trabalho [65] é aplicado esse formalismo para um exemplo simples de um
caminhante aleatório em um espaço unidimensional ilimitado [2], que pode dar um
passo para o local vizinho mais próximo à direita com probabilidade p e à esquerda
com q = 1 − p. Esse exemplo serve para validar o método do espaço de Fock. Ainda no
trabalho [65], podemos encontrar o calculo de H para esse exemplo com N = 4 sítios e
para a distribuição de Cauchy (α = 1) com N = 6 sítios.

Aplicamos esse formalismo para os voadores de Lévy, nesse caso a taxa de transi-
ção D é gerado a partir das distribuições α-estáveis de Lévy. Nos próximos capítulos,
mostraremos os principais resultados como as taxas de sobrevivência S(t) e as proba-
bilidades de absorção das bordas absorventes P0(t) e PN(t), ambos para um espaço
discreto (Cap. 3) e para o limite do espaço contínuo (Cap. 4). No Cap. 5, estão os
resultados para o tempo médio de primeira passagem e as probabilidades assintóticas
de absorção, considerando ambos os espaços.



3 RANDOM WALKER COM DISTRIBUIÇÕES DE COMPRIMENTOS DE PAS-
SOS DE LÉVY EM DOMÍNIOS FINITOS DISCRETOS

Partimos do problema de uma partícula aleatória confinada em uma região limitada
cujas bordas são absorventes, sujeita a distribuição de comprimento de passos α-estável
de Lévy, utilizando a abordagem do espaço de Fock apresentada no Cap. 2. Definimos
as distribuições α-estáveis de Lévy da forma [25]

pα(ℓ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk e−b|k|α

[
1−βsign(k)Φ(k)

]
−ik(ℓ−µ), (3.1)

onde o parâmetro mais importante é α ∈ (0,2], uma vez que geralmente introduz as
propriedades estatísticas de ℓ. De fato, enquanto o caso α = 2 corresponde à distribuição
Gaussiana governada pelo TLC, o TLC generalizado conduz a dinâmica de flutuação de
ℓ quando 0 < α < 2. Além disso, β ∈ [−1,1] é o parâmetro de assimetria, b > 0 é um fator
de escala, µ é um parâmetro de deslocamento (localização), sign é a função sinal, e Φ =

tan(πα/2) se α ̸= 1 e Φ(k) = (−2/π)log|k| se α = 1. No caso de distribuições simétricas
centradas em ℓ = 0, com p(|ℓ|) = p(−|ℓ|), definimos β = µ = 0 na Eq. (3.1). Fixamos o
valor de b = 1 sem perda de generalidade, transformando a equação supracitada em

pα(ℓ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk e−|k|α−ikℓ. (3.2)

É importante ressaltar que no espaço livre, ou seja, sem bordas absorventes, o com-
primento do salto absoluto ⟨| ℓ |⟩ diverge para 0 < α ≤ 1. No entanto, em um domínio
finito com limites absorventes, saltos de comprimento infinito são proibidos devido ao
truncamento nas fronteiras e, com isso, ⟨| ℓ |⟩ é limitado com valores progressivamente
menores à medida que o limite gaussiano α = 2 se aproxima.

Geralmente as distribuições de Lévy não podem ser expressas de forma analítica
usando funções elementares [74, 75, 76]. Uma representação geral não elementar se dá
em termos de funções de Fox-H [25, 32, 33], envolvendo integrais complexas do tipo
Mellin-Barnes. A distribuição de Cauchy (α = 1) e o caso da distribuição gaussiana
(α = 2) são notáveis exceções quando β = 0. Outro ponto importante que dificulta
encontrar expressões fechadas para P(x,t) é o fato de ser possível dar saltos longos para
0 < α < 2, ou seja, a partícula pode dar um passo tão grande que o levaria além das
bordas, sendo absorvida pelo extremo em questão.
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3.1 Voador de Lévy em domínio finito discreto para diferentes valores de α via
abordagem do espaço de Fock

Aplicamos a metodologia explicada no Cap.2, do espaço de Fock (FS), para uma
partícula aleatória com distribuição de comprimento de passos de Lévy em um espaço
discreto j (0,1,2,..., N) e com bordas absorventes, ou seja, com j = 0 e j = N absorvedoras.
Para um intervalo discreto contendo N + 1 sítios disponíveis, o Hamiltoniano (H)
assume a forma de uma matriz (N + 1)x(N + 1) na base {|i⟩} dos estados de Fock.
Logo, escolhemos o local de origem (destino) do salto relacionado ao índice da coluna
(linha) da matriz H. Com condições de contorno absorventes, saltos começando nas
fronteiras são proibidos, ou seja, nenhum sítio intermediário pode ser acessado partindo
dos extremos. Como consequência, a primeira e a última coluna da matriz H são nulas,
gerando dois autovalores nulos no Hamiltoniano, relacionados aos autovetores |0⟩ e
|N⟩. Contudo, notamos que qualquer sítio (incluindo os extremos) podem ser atingidos
partindo de qualquer outro sítio inicial (sem contar as bordas absorventes), devido à
possibilidade de passos largos. Além disso, a partícula não pode ficar parada em um
salto (i ̸= j), portanto H não é uma matriz simétrica (hermitiana) para uma partícula
aleatória em um intervalo finito com extremos absorventes. Com isso, escrevemos o
operador H na forma

H = −
N

∑
j=0

N−1

∑
i=1
i ̸=j

Pji(a†
j ai − a†

i ai), (3.3)

onde Pji é a probabilidade de transição da partícula saltar do sítio i para o sítio j.
Essencialmente, cada elemento da matriz H se refere a um salto entre dois sítios, como
consequência a soma dos elementos de cada coluna da matriz é nula. O primeiro termo
da Eq. (3.3), o operador a†

j ai destrói a partícula no local i e a cria em j, o segundo termo
da equação é o operador número a†

i ai, resulta do fato de que as taxas de transição são
proporcionais ao número de partículas no local de origem [31, 44, 65]. As probabilidades
Pji são calculadas da seguinte forma,

Pji =



0, i = 0 ou i = N ou i = j;

∫ |j−i|∆x
(|j−i|−1)∆x p(ℓ)dℓ, 1 ≤ i, j ≤ N − 1, j ̸= 0;

∫ ∞
(i−1)∆x p(ℓ)dℓ, 1 ≤ i ≤ N − 1, j = 0;

∫ ∞
(N−i−1)∆x p(ℓ)dℓ, 1 ≤ i ≤ N − 1, j = N.

. (3.4)
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A primeira linha da Eq. (3.4) indica que a partícula não pode saltar das fronteiras
(i = 0 ou i = N) e também não pode permanecer no mesmo local de um salto (i = j). A
segunda linha considera os saltos não absorvidos pelas bordas (j ̸= 0 e j ̸= N). Nesse
caso, a simetria esquerda-direita de p(ℓ) resulta em Pij = Pji. A terceira e a quarta
linhas referem-se, respectivamente, aos saltos iniciados no sítio i cujo comprimento é
igual ou superior às respectivas distâncias das bordas esquerda e direita, levando a um
truncamento nos limites j = 0 e j = N, respectivamente. Notamos que, devido a simetria
das distribuições de Lévy, temos pα(| ℓ |) = pα(− | ℓ |), com isso a integral da terceira
linha, que teria argumentos negativos (de −∞ para −(i − 1)∆x), é de fato equivalente à
integral correspondente na Eq. (3.4) com argumentos positivos (de (i − 1)∆x para ∞).
Também observamos que a normalização apropriada é ∑N

j=0 Pji = 1 para i ̸= 0 e i ̸= N,
indicando que um salto em um local não absorvente certamente termina em algum
lugar no domínio finito. As integrais da Eq. (3.4) podem ser expressas para qualquer
α ∈ (0,2] da seguinte forma,

Iα(a) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dℓ
∫ ∞

0
e−|k|α−ikℓdk,

=
1
π

∫ ∞

0

e−ika−kα

ik
dk, (3.5)

=
1
π

∫ ∞

0

sin(ka)
k

e−kα
dk,

com a > 0, que vem de uma mudança nos limites de integração da variável ℓ. Evidenci-
amos mais uma vez que, devido a simetria da distribuição e o fato de termos condições
de contorno absorventes, Pji = Pij, com Pji = 0 se i = 0 e i = N, sabendo que a partícula
não pode sair de um local de extremo absorvedouro.

Usando os operadores de criação {a†
i } e destruição {ai}, podemos criar e destruir

uma partícula na posição xi (ver Cap. 2). Aplicando a álgebra desses operadores na Eq.
(3.3), obtemos os elementos da matriz H com limites absorventes para qualquer índice
de Lévy α ∈ (0,2],

⟨m|H |n⟩ = −
N

∑
j=0

N−1

∑
i=1
i ̸=j

Pji ⟨m| (a†
j ai − a†

i ai) |n⟩ ,

(3.6)

= −
N

∑
j=0

N−1

∑
i=1
i ̸=j

Pji(δjmδin − δimδin),

com n,m = 0,1,..., N implicando em ⟨m|H |n⟩ = −Pmn se m ̸= n, ⟨m|H |n⟩ = 1 se m = n
e ⟨m|H |n⟩ = 0 se n = 1 ou n = N devido as bordas absorventes j = 0 e j = N. Para
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qualquer valor de N, usamos o software de computação simbólica Mathematica para
calcular a matriz Pji das probabilidades de saltos do sítio i para o sítio j e, com isso, os
autovalores e autovetores da matriz Hamiltoniano H.

3.1.1 Voador de Lévy com α = 2

Começamos a análise com α = 2, que é o limite gaussiano da distribuição de Lévy
(caminhante browniano), com β = µ = 0 e com um fator de escala unitário b = 1 na Eq.
(3.3), de modo que a variância seja σ2 = 2b =

√
2. Logo, a Eq. (3.5) assume

Iα=2(a) =
erf(a/2)

2
, (3.7)

onde erf e a função erro. Para m ̸= n, m ̸= 1, n ̸= 1, m ̸= N e n ̸= N, podemos escrever
os elementos fora da diagonal da matriz Hamiltoniano da forma,

⟨m|H |n⟩ = 1
2
[erf((|m − n| − 1)/2)− erf(|m − n|/2)]. (3.8)

Os outros elementos da matriz H são calculados da mesma forma a partir da Eq. (3.4)
(primeira, terceira e quarta linhas), usando ∆x = 1 junto com as Eqs. (3.6) e (3.7).

Calculamos as distribuições de probabilidade P(j,t) em função da posição j com
tamanho limitado de N = 300 no instante t. Na Fig. 3 mostramos os resultados partindo
do meio do intervalo j0 = N/2 e usando a abordagem do espaço de Fock (representados
em círculos) para os tempos discretos t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 20 (azul) e
t = 100 (verde). Como esperado, as curvas são simétricas em relação ao centro (ponto de
partida) do intervalo. Observamos também, em todos os casos, uma boa concordância
com as simulações numéricas diretas de Monte Carlos (MC)(linhas sólidas).
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Figura 3 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para α = 2 (limite gaussiano)
com domínio discreto limitado N = 300 e iniciando no ponto médio j0 =
N/2. A abordagem do espaço de Fock está representada em círculos para
os diferentes tempo, t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 20 (azul), t = 100
(verde) e seus respectivos resultados via simulação MC representados em
linhas sólidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Para o caso gaussiano (α = 2), podemos aplicar o método das imagens usando
a variável tempo de forma contínua e fazendo a evolução temporal de acordo com
decomposição de Jordan [31, 65]. Contudo, como já falado anteriormente, esse método
falha quando estamos no regime superdifusivo (0 < α < 2). Todos os resultados desse
capítulo foram obtidos usando o tempo como uma variável discreta. Para os gráficos
da probabilidade P(j,t), ocorreu flutuações ao redor da condição inicial j0 devido as
simulações numéricas terem sido obtidas com o tempo sendo uma variável discreto.

Na Fig. 4, mostramos a distribuição P(j,t) usando como ponto de partida j0 = 10, ou
seja, bem próximo à borda esquerda absorvedoura, para os mesmos tempos discretos
da Fig. 3. Notamos que, devido à proximidade com a borda, a partícula é absorvida
mesmo para pequenos intervalos de tempo, e que a probabilidade de absorção aumenta
com o passar do tempo.
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Figura 4 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para α = 2 (limite gaussiano) com
domínio discreto limitado N = 300 e iniciando próximo da fronteira esquerda,
j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está representada em círculos para
os diferentes tempo, t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 20 (azul), t = 100
(verde) e seus respectivos resultados via simulação MC representados em
linhas sólidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Continuando com a análise dos resultados para α = 2, uma quantidade mais rele-
vante em problemas de passeio aleatório limitado é a taxa de sobrevivência [30, 77, 78,
79], descrita por

S(t) =
N−1

∑
j=1

P(j,t) = 1 − [P0(t) + PN(t)], (3.9)

com P0(t) e PN(t) sendo as probabilidades de absorção das fronteiras nos sítios j = 0
e j = N, respectivamente. A taxa de sobrevivência é entendida como a probabilidade
da partícula não ter sido absorvida pelas bordas absorventes depois de um intervalo
de tempo t. Na Fig. 5 mostramos o resultado para S(t) via abordagem de Fock (em
círculos vermelhos) em função do tempo na escala log-log. Utilizamos um domínio
grande N = 300 e iniciamos no sítio j0 = 10 próximo da borda esquerda. A simulação
numérica MC está evidenciada em linha preta sólida.
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Figura 5 – Gráfico log-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t para
o caso gaussiano α = 2 com domínio discreto finito N = 300 e iniciando
no sítio j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está representada em
círculos vermelhos e a linha preta sólida é o resultado da simulação numérica
MC. Neste caso, apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcançada nesse
intervalo de tempo, com isso, o comportamento a longo tempo é regido pela
lei de potência S(t) ∼ t−γ (linha tracejada), com o melhor valor γ = 0.491.
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Esse resultado nos mostra que saltos longos são quase inexistentes para α = 2, uma
vez que a borda limite à direita não é efetivamente alcançada (para t até 1000). Esse
fenômeno é semelhante ao problema de um caminhante aleatório dentro de um domínio
semi-infinito e, com isso, o teorema de Sparre-Andersen indica a forma assintótica do
comportamento de S(t) via lei de potência da forma [39, 40, 65],

S(t) ∼ 1√
t
. (3.10)

Embora as condições para o teorema de Sparre-Andersen não são estritamente
seguidas no nosso problema, já que estamos trabalhando com a distribuição de Lévy
em domínio finito, observamos o comportamento S(t) ∼ t−γ com o valor ajustado de
γ = 0.491 (linha tracejada na Fig. 5). Corroborando esses resultados, para um domínio
de N = 300 iniciando em j0 = 10, a probabilidade de absorção da borda longínqua
j = 300 é suficientemente baixa, 8.3 × 10−7 para t = 1000.

Um outro comportamento dinâmico interessante acontece quando a outra fronteira
absorvedoura vai sendo alcançada progressivamente. Nesse caso, a taxa de sobrevivên-
cia deixa de ter um caráter de lei de potência e passa a expressar um comportamento de
decaimento exponencial [30, 65, 79],
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S(t) ∼ e−λt. (3.11)

Evidenciamos essa mudança de comportamento para uma partícula gaussiana
(α = 2) na Fig. 6 em um intervalo mais estreito com N = 100 pois, dessa forma, o limite
à direita também é alcançado em tempos curtos. Mostramos o espaço de Fock em
círculos pretos e a simulação numérica MC em linha sólida no gráfico log-log de S(t)
em função do tempo, iniciando no sítio j0 = 10. Observamos que, para baixos valores
de t o comportamento é ditado pelo decaimento via lei de potência (tracejado em azul),
ou seja, apenas a borda a esquerda (mais próxima) é atingida. Conforme aumentamos o
tempo, esse regime deixa de ser válido dando lugar ao comportamento via decaimento
exponencial (tracejado em vermelho), indicando que ambas as bordas (mesmo a mais
longe) são atingidas.

Figura 6 – Gráfico log-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t para o
caso gaussiano α = 2 com domínio discreto finito pequeno N = 100 e inici-
ando no sítio j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está representada em
círculos pretos e a linha preta sólida é o resultado da simulação numérica
MC. Neste caso, inicialmente apenas a fronteira esquerda é efetivamente
alcançada, gerando um comportamento via lei de potência S(t) ∼ t−γ (trace-
jado em azul), com o melhor valor de γ = 0.491. Ao aumentarmos o tempo,
a barreira longínqua da direita começa a ser atingida, mudando assim o
comportamento dinâmico para um decaimento exponencial S(t) ∼ e−λt (tra-
cejado em vermelho), com o melhor valor de λ = 0.00107.
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Já na Fig. 7, mostramos o gráfico linear-log de S(t) em função do tempo num
domínio limitado N = 100 para explicitar que o comportamento exponencial aparece
tanto para o sistema iniciado em j0 = 10 (em preto) com tempos longos, quanto para o
mesmo sistema iniciado em j0 = N/2 (meio do domínio)(em vermelho), indicando que
para esse último caso, ambas as bordas são alcançadas simultaneamente.

Figura 7 – Gráfico linear-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t para o
caso gaussiano α = 2 com domínio discreto finito pequeno N = 100. Iniciamos
a abordagem do espaço de Fock em j0 = N/2 (círculos vermelhos) e j0 = 10
(círculos pretos). Os resultados das simulações numéricas MC estão expressos
em linhas sólidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas representam o
comportamento via decaimento exponencial S(t) ∼ e−λt, que ocorre quando
ambas as bordas são atingidas. Para ambos o melhor valor λ = 0.00107.
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Como último resultado para α = 2, mostramos na Fig. 8 as evoluções temporais
das probabilidades dos sítios absorventes P0(t) (em azul) e PN(t) (em vermelho) dos
limites j = 0 e j = N, respectivamente, para uma partícula iniciando no local j0 = 10
em um domínio finito N = 100 [65]. Como iniciamos em um local muito próximo da
borda esquerda (j = 0), a probabilidade da partícula ser absorvida por esse sítio é maior
do que pelo limite à direita (j = N), por esse motivo, P0(t) tem valores mais altos que
PN(t). Ambas possuem uma boa concordância com as simulações numéricas MC (em
asterisco). Conforme aumentamos o tempo, percebemos um aumento tendendo de
forma lenta para a saturação, ou seja,

P0 + PN = 1. (3.12)
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Figura 8 – Probabilidades P0(t) e PN(t) de absorção das fronteiras j = 0 (em azul) e j = N
(em vermelho), respectivamente, em função do tempo t para o caso gaussiano
α = 2, para um pequeno domínio discreto N = 100 e iniciando perto da
fronteira esquerda j0 = 10. As simulações numéricas MC representadas por
asterisco corroboram os resultados do espaço de Fock (em círculos).
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Fonte: O autor (2022).

Os valores de P0(t) e PN(t) no instante t = 2000 são respectivamente 0.889 e 0.097,
ou seja, já muito próximo da saturação. Esse resultado mostra que, para o caso do limite
gaussiano (α = 2) em um domínio finito N = 100 e t = 2000, a partícula provavelmente
já tenha sido absorvida por uma das bordas. Devido ao fato de termos começado em
um local muito próximo da fronteira esquerda (j0 = 10), ela tenha sido absorvida por
tal limite que possui a maior probabilidade de absorção.

3.1.2 Voador de Lévy com α = 3/2

Partimos agora para a análise dos resultados com α = 3/2, usando os mesmos valores
dos parâmetros do caso anterior, β = µ = 0 e com fator de escala unitário b = 1. Para
esse valor de α, não temos nenhuma expressão analítica exata para P(j,t). Obtivemos
os resultados usando o formalismo do espaço de Fock, de uma partícula presa em um
domínio finito com comprimento de passos de acordo com a distribuição de Lévy pα(ℓ).
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A Eq. (3.5) para este caso e com esses valores de parâmetros fica,

Iα=3/2(a) =
1
π
[aΓ(5/3)3F4(a1;b1; c)

− a3

9 4F5(a2;b2; c) (3.13)

+
7a5

405
Γ(4/3)3F4(a3;b3; c)],

com Γ e pFq são respectivamente as funções gama e hipergeométrica generalizada, com
os parâmetros a1 = (1/6,5/12,11/12), a2 = (1/2,3/4,1,5/4), a3 = (5/6,13/12,19/12),
b1 = (1/3,1/2,5/6,7/6), b2 = (2/3,5/6,7/6,4/3,3/2), b3 = (7/6,3/2,5/3,11/6) e c =
−4a6/729. Os elementos fora da diagonal da matriz Hamiltoniano são,

⟨m|H |n⟩ = Iα=3/2(|m − n| − 1)− Iα=3/2(|m − n|), (3.14)

para m ̸= n, m ̸= 1, n ̸= 1, m ̸= N e n ̸= N. Os outros elementos da matriz H são obtidos
a partir da primeira, terceira e quarta linhas da Eq. (3.4) usando ∆x = 1, combinada
com as Eqs. (3.6) e (3.13).

Na Fig. 9 mostramos as distribuições de probabilidade P(j,t) em função da posição
j presente em um domínio finito N = 300 e iniciando a partícula no meio do intervalo,
j0 = N/2. Os resultados com a abordagem do espaço de Fock estão representadas em
círculos e as simulações numéricas MC em linhas sólidas para diferentes instantes de
tempo t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul) e t = 50 (verde). Notamos uma boa
concordância entre os resultados mostrados.
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Figura 9 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para α = 3/2 com domínio dis-
creto limitado N = 300 e iniciando no ponto médio j0 = N/2. A abordagem
do espaço de Fock está representada em círculos para os diferentes tempo,
t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul), t = 50 (verde) e seus respectivos
resultados via simulações numéricas MC em linhas sólidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Continuando com as distribuições de probabilidade, na Fig. 10 evidenciamos P(j,t)
em função da posição j começando em j0 = 10, ou seja, em um ponto próximo à
borda limite esquerda para o mesmo tamanho e os mesmos instantes de tempo da
Fig. 9. Fazendo uma breve comparação com o comportamento gaussiano α = 2, os
comprimentos dos saltos são relativamente maiores nesse regime superdifusivo (0 <

α < 2), fazendo com que as fronteiras absorvedouras sejam alcançadas pelas partículas
em poucos saltos. O comprimento médio de saltos em regimes com α ≤ 1 é infinito em
domínios ilimitados.
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Figura 10 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para α = 3/2 com domínio
discreto limitado N = 300 e iniciando próximo da fronteira esquerda, j0 = 10.
A abordagem do espaço de Fock está representada em círculos para os
diferentes tempo, t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul), t = 50
(verde) e seus respectivos resultados via simulações numéricas MC em
linhas sólidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Partimos agora para as taxas de sobrevivência S(t) em função do tempo t, onde
observamos novamente uma mudança no seu comportamento dinâmico. Na Fig. 11,
descrevemos o resultado via espaço de Fock (círculos pretos) de uma partícula confinada
em um domínio N = 100, partindo do sítio j0 = 10 muito próximo do limite esquerdo,
representado em um gráfico log-log. Devido à proximidade com a borda absorvedoura
esquerda, inicialmente apenas esse limite é alcançado, gerando um comportamento
via lei de potência representado graficamente por uma linha tracejada azul. Porém,
como os comprimentos dos passos são mais largos, quando aumentamos o tempo t o
comportamento dinâmico muda para um decaimento exponencial indicado no gráfico
pela linha tracejada vermelha, pois agora a partícula também pode acessar a borda
longínqua da direita. A linha sólida preta representa a simulação numérica MC.
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Figura 11 – Gráfico log-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t para o
caso α = 3/2 com domínio discreto finito pequeno N = 100 e iniciando no
sítio j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está representada em círculos
pretos e a linha preta sólida é o resultado da simulação numérica MC. Neste
caso, inicialmente apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcançada,
gerando um comportamento via lei de potência S(t) ∼ t−γ (tracejado em
azul), com o melhor valor de γ = 0.5. Ao aumentarmos o tempo, a barreira
longínqua da direita começa a ser atingida, mudando assim o comporta-
mento dinâmico para um decaimento exponencial S(t) ∼ e−λt (tracejado
em vermelho), com o melhor valor de λ = 0.00537.
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Já na Fig. 12, em um gráfico linear-log de S(t) em função do tempo num domínio
limitado de N = 100, mostramos mais uma vez que o comportamento via decaimento
exponencial (linhas tracejadas) aparece no sistema iniciado em j0 = 10 (em preto) em
tempos longos, mas também para o sistema iniciado em j0 = N/2 (em vermelho).
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Figura 12 – Gráfico linear-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t para
o caso α = 3/2 com domínio discreto finito pequeno N = 100. Iniciamos
a abordagem do espaço de Fock em j0 = N/2 (círculos vermelhos) e j0 =
10 (círculos pretos). Os resultados das simulações numéricas MC estão
expressos em linhas sólidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas
representam o comportamento via decaimento exponencial S(t)∼ e−λt, que
ocorre quando ambas as bordas são atingidas. Para ambos o melhor valor
λ = 0.00537.
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Por fim, mostramos na Fig. 13 as probabilidades de absorção P0(t) (em azul) e PN(t)
(em vermelho) dos sítios limites j = 0 e j = N, respectivamente, para uma partícula
começando do local j0 = 10 em um domínio limitado N = 100. Como mencionado
anteriormente, P0(t) é maior que PN(t) devido ao fato de iniciarmos muito próximo da
borda esquerda. A concordância com as simulações numéricas MC (em asterisco) são
claras. Quando aumentamos o tempo, notamos uma rápida tendência para a saturação
P0 + PN = 1. Essa rapidez é justificada por um maior comprimento de passos para o
caso α = 3/2 e, com isso, a borda da direita é alcançada mais rapidamente do que o caso
gaussiano α = 2.
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Figura 13 – Probabilidades P0(t) e PN(t) de absorção das fronteiras j = 0 (em azul) e
j = N (em vermelho), respectivamente, em função do tempo t para o caso
α = 3/2, para um pequeno domínio discreto N = 100 e iniciando perto da
fronteira esquerda j0 = 10. As simulações numéricas MC representadas por
asterisco corroboram os resultados do espaço de Fock (em círculos).
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Fonte: O autor (2022).

No instante t = 1000 os valores de P0(t) e PN(t) são 0.862 e 0.136 respectivamente.
Esse resultado explicita que, para α = 3/2 com domínio finito N = 100 e t = 1000, a
partícula provavelmente já foi absorvida por um dos dois sitos absorvedouros. Notamos
também que a saturação foi alcançada mais rapidamente para o caso α = 3/2 (aproxi-
madamente t = 1000) do que para α = 2 (aproximadamente t = 2000), isso é justificado
devido ao fato de termos um comprimento de passos maior quando comparado ao
limite gaussiano.

3.1.3 Voador de Lévy com α = 1

O próximo passo foi analisar os resultados para um caminhante de Cauchy, usando
α = 1 na distribuição de Lévy com os mesmos valores de parâmetros usados anterior-
mente, β = µ = 0 e b = 1 na Eq. (3.3). Para esse caso temos uma expressão analítica
definida, partindo da Eq. (3.5),

Iα=1(a) =
arctan(a)

π
, (3.15)

com os elementos fora da diagonal da matriz Hamiltoniano sendo,

⟨m|H |n⟩ = [arctan(|m − n| − 1)− arctan(|m − n|)]/π, (3.16)
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para m ̸= n, m ̸= 1, n ̸= 1, m ̸= N e n ̸= N. Os outros elementos da matriz H são obtidos
a partir da primeira, terceira e quarta linhas da Eq. (3.4) usando ∆x = 1, combinada
com as Eqs. (3.6) e (3.15).

Como primeiro resultado, mostramos na Fig. 14 as distribuições de probabilidade
P(j,t) em função da posição j de uma partícula confinada em um domínio finito N = 300
e começando no meio do intervalo, j0 = N/2. A abordagem via espaço de Fock está
ilustrada em círculos junto com suas respectivas simulações numéricas MC represen-
tadas em linhas sólidas. Os instantes de tempos escolhidos foram t = 5 (preto), t = 10
(vermelho), t = 15 (azul) e t = 50 (verde).

Figura 14 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para α = 1 (caso Cauchy) com
domínio discreto limitado N = 300 e iniciando no ponto médio j0 = N/2.
A abordagem do espaço de Fock está representada em círculos para os
diferentes tempo, t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul), t = 50 (verde)
e seus respectivos resultados via simulações numéricas MC representados
em linhas sólidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Em seguida, na Fig. 15, fizemos as distribuições de probabilidade P(j,t) em função da
posição j iniciando em um ponto muito próximo do limite esquerdo, ou seja, em j0 = 10.
Foram utilizados o mesmo domínio e os mesmos instantes da Fig. 14. Comparando esses
resultados para diferentes α até o momento, podemos concluir que os comprimentos
dos saltos são maiores em α = 1 do que os anteriores (lembrando que estamos em
um regime superdifusivo (0 < α < 2). Quanto maior o comprimento do salto, maior a
probabilidade das fronteiras absorvedouras serem alcançadas nos mesmos instantes de
tempo anteriores.
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Figura 15 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para α = 1 (caso Cauchy) com
domínio discreto limitado N = 300 e iniciando próximo da fronteira es-
querda, j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está representada em
círculos para os diferentes tempo, t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 15
(azul), t = 50 (verde) e seus respectivos resultados via simulações numéricas
MC representados em linhas sólidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

As probabilidades de sobrevivência S(t) estão ilustradas na Fig. 16 para o caso de
Cauchy, em um domínio N = 100 iniciando o sistema em dois diferentes locais, j0 = N/2
(vermelho) e j0 = 10 (preto). Os resultados via abordagem de Fock estão em círculos
e as simulações numéricas MC em linhas sólidas. As linhas tracejadas evidenciam o
decaimento exponencial da Eq. (3.11) e comprovam que os comprimentos dos passos
para α = 1 são maiores que seus anteriores, uma vez que o comportamento exponencial
é logo alcançado para tempos curtos. Em particular, nossos resultados demostram uma
taxa de decaimento da Eq. (3.11) com λ = 0.0243, em concordância com as técnicas
do operador diferencial fracionário de Riesz discretizado [80] (λ = 0.0236) e com a
decomposição de Wiener-Hopf [30] (λ = 0.0231).
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Figura 16 – Gráfico linear-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t para
o caso α = 1 (caso Cauchy) com domínio finito discreto pequeno N = 100.
Iniciamos a abordagem do espaço de Fock em j0 = N/2 (círculos vermelhos)
e j0 = 10 (círculos pretos). Os resultados das simulações numéricas MC
estão expressos em linhas sólidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas
representam o comportamento via decaimento exponencial S(t)∼ e−λt, que
ocorre quando ambas as bordas são atingidas. Para ambos o melhor valor
λ = 0.0243.
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Para concluir os resultados de α = 1, mostramos na Fig. 17 as probabilidades de
absorção P0(t) (em azul) e PN(t) (em vermelho) em função do tempo dos limites j = 0 e
j = N, respectivamente, iniciando a partícula no local j0 = 10, muito próximo ao limite
esquerdo e em um domínio finito N = 300. Mais uma vez foi constatada a concordância
com as simulações numéricas MC (em asterisco). Notamos uma rápida tendência para
a saturação P0 + PN = 1 conforme aumentamos o tempo, justificada por um maior
comprimento de passos. Para o instante t = 1000, os valores de P0(t) e PN(t) são 0.886 e
0.113, respectivamente. Logo, a partícula provavelmente já tenha sido absorvida por
uma das bordas absorvedouras.
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Figura 17 – Probabilidades P0(t) e PN(t) de absorção das fronteiras j = 0 (em azul)
e j = N (em vermelho), respectivamente, em função do tempo t para o
caso α = 1 (caso Cauchy), para um grande domínio discreto N = 300 e
iniciando perto da fronteira esquerda j0 = 10. As simulações numéricas MC
representadas por asterisco corroboram os resultados do espaço de Fock
(em círculos).
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3.1.4 Voador de Lévy com α = 1/2

Por fim, analisamos a distribuição de Lévy com α = 1/2 utilizando os mesmos
valores dos parâmetros β = µ = 0 e o fator de escala b = 1. Assim como no caso
para α = 3/2, não temos nenhuma expressão analítica exata para P(j,t). Usamos o
formalismo do espaço de Fock para uma partícula pressa em uma região limitada com
comprimentos de passos de Lévy pα(ℓ). A Eq. (3.5) para esses valores de parâmetros
fica,

Iα=1/2(a) =
1
2
− Fresnel C

[
1√
2aπ

]
+ Fresnel C

[
1√
2aπ

]2

(3.17)

− Fresnel S
[

1√
2aπ

]
+ Fresnel S

[
1√
2aπ

]2

,

onde Fresnel C e Fresnel S são as integrais de Fresnel do cosseno e seno ditas transcen-
dentes, ou seja, são funções que não podem ser expressas por uma combinação finita de
operações algébricas. Os elementos fora da diagonal da matriz Hamiltoniano são,

⟨m|H |n⟩ = Iα=1/2(|m − n| − 1)− Iα=1/2(|m − n|), (3.18)
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para m ̸= n, m ̸= 1, n ̸= 1, m ̸= N e n ̸= N. Os outros elementos da matriz H são obtidos
a partir da primeira, terceira e quarta linhas da Eq. (3.4) usando ∆x = 1, combinada
com as Eqs. (3.6) e (3.17).

Calculamos as distribuições de probabilidade P(j,t) em função da posição j para
diferentes instantes de tempo e usando um tamanho de espaço finito N = 300. Na Fig. 18
mostramos esses resultados para uma partícula partindo do meio do intervalo j0 = N/2,
usando a abordagem do espaço de Fock (em círculos) para os instantes de tempo t = 5
(preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul), t = 50 (verde). Novamente, observamos uma
boa concordância com as simulações numéricas MC representadas em linhas sólidas
nos diferentes instantes de tempo (com suas respectivas cores).

Figura 18 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para α = 1/2 com domínio
discreto limitado N = 300 e iniciando no ponto médio j0 = N/2. A abor-
dagem do espaço de Fock está representada em círculos para os diferentes
tempo, t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul), t = 50 (verde) e seus
respectivos resultados via simulações numéricas MC representados em li-
nhas sólidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Na Fig. 19, evidenciamos a distribuição P(j,t) em função da posição j para uma
partícula presa em um domínio finito de tamanho N = 300 e iniciando no local j0 = 10,
ou seja, bem próxima ao limite esquerdo, para os mesmo instantes de tempo da Fig. 18.
Devido a proximidade com a borda da esquerda, a partícula tem maior probabilidade
de ser absorvida por ela do que a borda longínqua da direita.
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Figura 19 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para α = 1/2 com domínio
discreto limitado N = 300 e iniciando próximo da fronteira esquerda, j0 = 10.
A abordagem do espaço de Fock está representada em círculos para os
diferentes tempo, t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul), t = 50 (verde)
e seus respectivos resultados via simulações numéricas MC representados
em linhas sólidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Na Fig. 20, mostramos os diferentes comportamentos para a probabilidade de
sobrevivência S(t) em um gráfico log-log com o tempo t. Iniciamos com a partícula no
local j0 = 10 em um domínio finito de tamanho N = 100. A abordagem com o espaço de
Fock está representada em círculos pretos e a simulação numérica MC em linha sólida.
Notamos que, para baixos valores de tempo o comportamento é ditado pela lei de
potência (tracejado em azul), ou seja, apenas o limite esquerdo do domínio é alcançado
devido a proximidade com o local de início. Esse comportamento vai deixando de ser
válido e dando lugar ao decaimento exponencial (tracejado em vermelho) conforme
aumentamos o tempo, indicando que a borda mais distante da direita também é atingida.
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Figura 20 – Gráfico log-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t para
α = 1/2 com domínio finito discreto pequeno N = 100 e iniciando no sítio
j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está representada em círculos
pretos e a linha preta sólida é a simulação numérica MC. Neste caso, inicial-
mente apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcançada, gerando um
comportamento via lei de potência S(t) ∼ t−γ (tracejado em azul), com o
melhor valor de γ = 0.5. Ao aumentarmos o tempo, a barreira longínqua da
direita começa a ser atingida, mudando assim o comportamento dinâmico
para um decaimento exponencial S(t) ∼ e−λt (tracejado em vermelho), com
o melhor valor de λ = 0.138.
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Ilustramos na Fig. 21 o gráfico linear-log de S(t) em função do tempo para um domí-
nio limitado de N = 100, com o intuito de explicar que o comportamento exponencial
aparece tanto para o sistema iniciando em j0 = 10 (em preto), quanto para o mesmo
iniciando em j0 = N/2 (em vermelho), indicando que para esse ultimo caso, ambas as
bordas são atingidas simultaneamente.
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Figura 21 – Gráfico linear-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t para
α = 1/2 com domínio finito discreto pequeno N = 100. Iniciamos a aborda-
gem do espaço de Fock em j0 = N/2 (círculos vermelhos) e j0 = 10 (círculos
pretos). As simulações numéricas MC estão expressas em linhas sólidas nas
respectivas cores. As linhas tracejadas representam o comportamento via
decaimento exponencial S(t) ∼ e−λt, que ocorre quando ambas as bordas
são atingidas. Para ambos o melhor valor λ = 0.138.
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Como ultimo resultado, mostramos na Fig. 22 as probabilidades de absorção P0(t)
(em azul) e PN(t) (em vermelho) das bordas j = 0 e j = N, respectivamente, para uma
partícula iniciada em j0 = 10 em um domínio limitado de tamanho N = 300. A curva
de P0(t) é maior do que a de PN(t) devido a partícula começar em um local próximo
do limite esquerdo e, com isso, ter maior probabilidade de absorção. As simulações
numéricas MC (em asterisco) corroboram a análise via espaço de Fock (em círculos).
Devido a um maior comprimento de passos, a saturação P0 + PN = 1 já é alcançada
em um curto intervalo de tempo. Como exemplo, o valor de P0(t) e PN(t) são de
aproximadamente 0.762 e 0.238, respectivamente, já para t = 140, mudando apenas as
ultimas casas decimais conforme aumentamos o tempo.
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Figura 22 – Probabilidades P0(t) e PN(t) de absorção das fronteiras j = 0 (em azul) e
j = N (em vermelho), respectivamente, em função do tempo t para o caso
α = 1/2, para um grande domínio discreto N = 300 e iniciando perto da
fronteira esquerda j0 = 10. As simulações numéricas MC representadas por
asterisco corroboram os resultados do espaço de Fock (em círculos).
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Fonte: O autor (2022).

Um ponto importante que observamos e que deve ser mencionado, são os diferentes
métodos para se obter os expoentes λ com resultados muito próximos, o que nos
leva a pensar em uma conexão entre a abordagem do espaço de Fock e o espectro de
autovalores λk do operador Laplaciano [80, 81, 82]. Como citado no trabalho [80], os
valores exatos de λk além de não serem conhecidos seus cálculos ainda são um mistério.
Peguemos um exemplo, nesse mesmo artigo supracitado, uma forma de se escrever a
probabilidade de sobrevivência é

S(t) = ∑
k

ake−|λk|t, (3.19)

logo, o menor autovalor |λk=1| (valor absoluto) determina o comportamento a longo
prazo de S(t), ou seja, λ = |λk=1|. Com a abordagem do espaço de Fock, encontramos

S(t) = ∑
i

cie−µit, (3.20)

com os parâmetros ci e µ > 0 obtidos dos cálculos dos autovalores e autovetores da
matriz exp(-tH). Outra coisa que observamos usando o espaço de Fock foi que conse-
guimos ilustrar o comportamento a curto prazo de S(t), usando o cálculo de P(j,t) para
todo tempo t, diferentemente dos métodos de decomposição de Wiener-Hopf [30] e do
operador diferencial fracionário discretizado de Riesz [80]. Para fins de comparação,



75

na tabela a seguir mostramos os valores de λ do nosso trabalho e dos métodos de
Wiener-Hopf e Riesz, para os valores de α = 1 e 2.

Tabela 2 – Valores de λ do decaimento exponencial de S(t) para os valores de α = 2 e 1,
com a abordagem do espaço de Fock (tese), o método da decomposição de
Wiener-Hopf e do operador diferencial fracionário discretizado de Riesz.

α tese Wiener-Hopf Reisz

2.0 0.00107 0.000955 0.00099
1.0 0.0243 0.0231 0.0236

Fonte: O autor (2022).

3.2 Algumas comparações interessantes entre os α

A partir dos dados anteriores, vamos fazer algumas comparações importantes
dos resultados para os diferentes valores de α. Começamos com as distribuições de
probabilidade P(j,t) em função da posição j iniciando no ponto central j0 = N/2 em
um domínio de tamanho N = 300, representados na Fig. 23. As abordagens via espaço
de Fock estão representadas em círculos para α = 2 (preto), α = 3/2 (vermelho), α = 1
(azul) e α = 1/2 (verde), as linhas sólidas representam as simulações numéricas MC
para esses valores de α com suas respectivas cores. Na figura (a) usamos o instante
de tempo t = 10 e na figura (b) usamos t = 15. Notamos que as distribuições são mais
estreitas em t = 10 em relação ao instante t = 15, devido ao fato de que quanto maior
o tempo mais passos o caminhante (ou a partícula) pode dar, gerando assim maiores
probabilidades em locais mais afastados da origem. Outra observação importante é que
conforme diminuímos o valor de α maior fica o comprimento dos passos, logo para um
mesmo instante de tempo e α menor o caminhante pode alcançar sítios mais afastados.
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Figura 23 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para os diferentes valores α = 2
(preto), α = 3/2 (vermelho), α = 1 (azul) e α = 1/2 (verde) em domínio dis-
creto limitado N = 300 e iniciando no ponto médio j0 = N/2. A abordagem
do espaço de Fock está representada em círculos e as simulações numéricas
MC em linhas sólidas para os instantes de tempo t = 10 (a) e t = 15 (b).
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Fonte: O autor (2022).

Nas Figs. 24, temos as probabilidades P(j,t) em função do tempo para cada α usado
neste capítulo e nos mesmo intervalos de tempo das seções anteriores, para um domínio
de tamanho N = 300. Mudamos a escala do gráfico no eixo x para evidenciar que o
efeito de borda em j = 0 já pode ser alcançado para alguns instantes de tempo e com o
sistema começando no meio do intervalo, ou seja, j0 = N/2. Notamos que para α = 2,
não existe tal efeito devido aos passos serem pequenos (caso gaussiano). Conforme
diminuímos α, aumentamos o comprimento dos passos e, com isso, a borda começa
a ser alcançada gerando assim o efeito de borda. Quanto maior o comprimento dos
passos e maior o intervalo de tempo, maior é a probabilidade da partícula ser absorvida
nesse instante. Enfatizamos que, devido a simetria do sistema, esse efeito também
ocorre no extremo à direita, em j = N.
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Figura 24 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para os diferentes valores α = 2
(a), α = 3/2 (b), α = 1 (c) e α = 1/2 (d) em domínio discreto limitado N = 300
e iniciando no ponto médio, j0 = N/2. A abordagem do espaço de Fock
está representada em círculos e as simulações numéricas MC em linhas
sólidas para diferentes instantes de tempo. Podemos ver o efeito da borda
absorvente em j = 0.
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(d) Distribuições com α = 1/2.
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Fonte: O autor (2022).

Continuando com as distribuições de probabilidade P(j,t) em função do tempo, para
os mesmos valores supracitados e iniciando no local j0 = 10, nas Fig. 25 mostramos os
resultados para os instantes t = 10 (a) e t = 15 (b). Notamos os mesmos comportamentos
citados anteriormente, quanto maior t maior a largura da distribuição e quanto menor α

maior o alcance da partícula.
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Figura 25 – Probabilidade P(j,t) em função da posição j para os diferentes valores α = 2
(preto), α = 3/2 (vermelho), α = 1 (azul) e α = 1/2 (verde) em domínio
discreto limitado N = 300 e iniciando próximo da fronteira esquerda, j0 =
10. A abordagem do espaço de Fock está representada em círculos e as
simulações numéricas MC em linhas sólidas para os instantes de tempo
t = 10 (a) e t = 15 (b).

(a) P(j,t) para o instante t = 10.

0 10 20 30

j

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

P
(j

,t
)

α = 2.0

Numérico α = 2.0

α = 3/2

Numérico α = 3/2

α = 1.0

Numérico α = 1.0

α = 1/2

Numérico α = 1/2

t = 10

N = 300

j
0
 = 10

(a)

(b) P(j,t) para o instante t = 15.
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Fonte: O autor (2022).

Por fim, partimos agora para a comparação das taxas de sobrevivência S(t) em
função do tempo t. Na Fig. 26 (a) iniciamos no meio do intervalo j0 = N/2 e em (b)
no local j0 = 10 próximo da borda esquerda. A abordagem via espaço de Fock estão
representadas em círculos para α = 2 (preto), α = 3/2 (vermelho), α = 1 (azul) e α = 1/2
(verde), as linhas sólidas representam as simulações numéricas MC para esses valores
de α com suas respectivas cores. Observamos que, conforme diminuímos α a taxa de
sobrevivência também diminui, mostrando que para menores α maior é o comprimento
dos passos. Uma vez que os passos são mais largos, maior a probabilidade de alcançar
os limites absorventes, diminuindo assim a taxa de sobrevivência dos caminhantes.
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Figura 26 – Gráficos linear-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t
para os diferentes valores α = 2 (preto), α = 3/2 (vermelho), α = 1 (azul)
e α = 1/2 (verde) em um domínio discreto limitado N = 100 e iniciando
no ponto médio j0 = N/2 (a) e próximo a borda esquerda j0 = 10 (b). A
abordagem do espaço de Fock está representada em círculos e as simulações
numéricas MC em linhas sólidas.
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Fonte: O autor (2022).

Na tabela a seguir, mostramos os valores de P0(t) e PN(t) para os índices α de Lévy
usados anteriormente, iniciando no local j0 = 10 nos tempos finais de cada intervalo.
Notamos que a saturação (P0 + PN = 1) para esses valores de tempo já é alcançada para
cada α com seus respectivos tempos.

Tabela 3 – Valores de P0(t) e PN(t) para cada valor de α, iniciando no local j0 = 10 para
os instantes finais.

α Domínio (N) Tempo (t) P0(t) PN(t)

2.0 100 2000 0.889 0.097
3/2 100 1000 0.862 0.136
1.0 300 1000 0.886 0.113
1/2 300 500 0.762 0.238

Fonte: O autor (2022).



4 RANDOM WALKER COM DISTRIBUIÇÃO DE COMPRIMENTO DE PASSOS
DE LÉVY NO LIMITE DO ESPAÇO CONTÍNUO

Neste capítulo, vamos analisar alguns resultados importantes para uma partícula
aleatória presa em um domínio finito com extremos absorventes no limite do espaço
contínuo, sujeita a distribuição de comprimento de passos α-estável de Lévy já menci-
onada anteriormente, via abordagem do espaço de Fock mostrada no Cap. 2. Foram
definidos no Cap. 3 a distribuição α-estável de Lévy, Eq. (3.1), e o operador Hamiltoni-
ano, Eq. (3.3). As probabilidades de transição Pji são calculadas de acordo com a Eq.
(3.4) reescrita abaixo,

Pji =



0, i = 0 ou i = N ou i = j;

∫ |j−i|∆x
(|j−i|−1)∆x p(ℓ)dℓ, 1 ≤ i, j ≤ N − 1, j ̸= 0;

∫ ∞
(i−1)∆x p(ℓ)dℓ, 1 ≤ i ≤ N − 1, j = 0;

∫ ∞
(N−i−1)∆x p(ℓ)dℓ, 1 ≤ i ≤ N − 1, j = N.

. (4.1)

Ressaltamos que a primeira linha indica a não possibilidade dos saltos partirem das
bordas absorventes, não podendo também permanecer no mesmo local do salto. A
segunda linha representa os saltos não absorvidos pelos extremos. Continuamos com a
simetria esquerda-direita (Pij = Pji). As linhas três e quatro indicam os saltos que foram
absorvidos pelos limites absorventes j = 0 e j = N, respectivamente.

Para abordar o limite do espaço contínuo, usamos ∆x/N → 0 na Eq. (4.1) do
formalismo discreto no espaço de Fock. Para obter uma maior rapidez na convergência
da abordagem do espaço de Fock (erro relativo máximo de 0.004 para ∆x/N = 0.01 com
α = 1/2) [65], combinamos essa abordagem com a aproximação de espaço contínuo das
probabilidades de transição Pji [80], Pji = −A(|j − i|)/A(0), com

A(n) = −Γ(n − α/2)Γ(α + 1)
πΓ(n + α/2 + 1)

sin(πα/2), (4.2)

para 1 ≤ i, j ≤ N − 1 e Pji com j = 0 ou j = N calculado pela soma da Eq. (4.1) sobre os
comprimentos de saltos que excedem a distância das bordas limites. Observamos que
A(n) = 0 para n > α/2, devido a compensação dos polos de Γ(n − α/2) com os zeros de
sin(πα/2). Todos os elementos fora da diagonal de A(n) são positivos quando 0< α < 2,
e com sinais opostos quando α > 2. Assim, quando α < 2 podemos normalizar a matriz

80
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A(n) e interpreta-la como as probabilidades de transição para um voador de Lévy com
índice de estabilidade α [80]. Notamos também que a Eq. (4.1) no limite ∆x/N → 0 é
bastante geral, podendo ser aplicada em qualquer distribuição de comprimentos de
passos p(ℓ), já a Eq. (4.2) é usada especificamente para o voador de Lévy.

Nas próximas seções, mostraremos os resultados para as taxas de sobrevivência
S(t) e as probabilidades de absorção P0(t) e PN(t) dos extremos, ambos em função do
intervalo de tempo t, para diferentes valores do índice α de Lévy.

4.1 Voador de Lévy com α = 1.99

A matriz A(n) descrita pela Eq. (4.2), diverge quando usamos α = 2, por esse motivo,
e para analisarmos o limite gaussiano da distribuição de Lévy, usamos o valor α = 1.99.
Calculamos as probabilidades de transição na forma

Pji = −A(|j − i|)
A(0)

, (4.3)

onde A(|j − i|) é descrita pela Eq. (4.2). Para α = 1.99, encontramos uma valor de
A(0) = 1.99003.

Com isso, conseguimos calcular o Hamiltoniano e fazer a evolução temporal, uti-
lizando o propagador temporal da mecânica quântica [73], U(0,t) = [U(δt)]n, com
U(δt) = I − Hδt e I o operador matriz identidade. Calculamos a probabilidade de
sobrevivência S(t), descrita pela Eq. (3.9) e reescrita abaixo

S(t) =
N−1

∑
j=1

P(j,t) = 1 − [P0(t) + PN(t)], (4.4)

com P0(t) e PN(t) sendo as probabilidades de absorção dos limites j = 0 e j = N,
respectivamente. Mostramos na Fig. 27 o resultado para S(t) via abordagem do
espaço de Fock (círculos vermelhos) em função do tempo na escala log-log, para um
domínio finito de tamanha N = 300 e iniciando no local j0 = 10, próximo do limite
esquerdo. A linha sólida preta representa o resultado via simulação numérica MC e a
não compatibilidade com o resultado via espaço de Fock está explicada na Seção 4.5.
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Figura 27 – Gráfico log-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t com
α = 1.99 para o limite contínuo de tamanho N = 300 e iniciando próximo da
fronteira esquerda, j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está represen-
tada em círculos vermelhos e a linha preta sólida é o resultado da simulação
numérica MC. Neste caso, apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcan-
çada nesse intervalo de tempo, com isso, o comportamento a longo tempo é
regido por uma lei de potência S(t) ∼ t−γ (linha tracejada), com o melhor
valor γ = 0.48.
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Fonte: O autor (2022).

Assim como no caso do espaço discreto, o extremo à direita não é efetivamente
alcançado para t = 1000, uma vez que os saltos longos são quase inexistentes para
esse valor de α. Com isso, podemos descrever via o teorema de Sparre-Andersen o
comportamento assintótico de S(t) como uma lei de potência S(t) ∼ t−γ [39, 40], com o
valor ajustado de γ = 0.48 (linha tracejada na Fig. 27).

Quando ambos os extremos absorventes são alcançados, um outro comportamento
dinâmico aparece. Para esse caso, a taxa de sobrevivência passa a ter um comportamento
assintótico via decaimento exponencial, S(t) ∼ e−λt. Evidenciamos essa mudança
progressiva na Fig. 28, para um domínio finito menor, de tamanho N = 100, para
que ambos os extremos possam ser alcançados em um tempo curto. O resultado da
abordagem do espaço de Fock está ilustrado em círculos pretos e a simulação numérica
MC em linha sólida na mesma cor, no gráfico log-log de S(t) em função do tempo,
iniciando no local j0 = 10. Inicialmente o comportamento é ditado pelo decaimento
da lei de potência (tracejado em azul), mostrando que apenas o extremo esquerdo é
atingido. Conforme evolui o tempo o limite direito é alcançado, logo ambas as bordas
são encontradas, fazendo o comportamento mudar para o decaimento exponencial
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(tracejado em vermelho), com um valor de λ = 0.00051.

Figura 28 – Gráfico log-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t com
α = 1.99 para o limite contínuo de tamanho N = 100 e iniciando próximo
da fronteira esquerda j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está repre-
sentada em círculos pretos e a linha preta sólida é o resultado da simula-
ção numérica MC. Neste caso, inicialmente apenas a fronteira esquerda é
efetivamente alcançada, gerando um comportamento via lei de potência
S(t) ∼ t−γ (tracejado em azul), com o melhor valor de γ = 0.48. Ao au-
mentarmos o tempo, a barreira longínqua da direita começa a ser atingida,
mudando assim o comportamento dinâmico para um decaimento exponen-
cial S(t)∼ e−λt (tracejado em vermelho), com o melhor valor de λ = 0.00051.
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Fonte: O autor (2022).

Já na Fig. 29, mostramos o gráfico linear-log de S(t) em função do tempo para
evidenciar que o comportamento exponencial aparece tanto para o sistema iniciado em
j0 = 10 (em preto), quanto para j0 = N/2 (meio do domínio) (em vermelho), em um
domínio de tamanho N = 100.
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Figura 29 – Gráfico linear-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t com
α = 1.99 para o limite contínuo de tamanho N = 100. Iniciamos a abordagem
do espaço de Fock em j0 = N/2 (círculos vermelhos) e j0 = 10 (círculos
pretos). Os resultados das simulações numéricas MC estão expressos em
linhas sólidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas representam o
comportamento via decaimento exponencial S(t)∼ e−λt, que ocorre quando
ambas as bordas são atingidas. Para ambos o melhor valor λ = 0.00051.
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Fonte: O autor (2022).

Como último resultado desta seção, mostramos na Fig. 30 as evoluções temporais das
probabilidades de absorção P0(t) (em azul) e PN(t) (em vermelho) dos extremos j = 0 e
j = N, respectivamente, para um domínio finito de tamanho N = 100 iniciando no local
j0 = 10. Os asteriscos representam os resultados das simulações numéricas MC, onde
notamos uma discrepância entre eles e os da abordagem de Fock. Contudo, notamos
também que conforme aumentamos o tempo, as curvas das simulações numéricas MC
e da abordagem de FS tendem a se encontrar. A probabilidade de absorção do limite
j = 0 é maior devido a proximidade com o local de início. Conforme aumentamos o
tempo, percebemos uma tendencia a saturação P0 + PN = 1.
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Figura 30 – Probabilidades P0(t) e PN(t) de absorção das fronteiras j = 0 (em azul) e j =
N (em vermelho), respectivamente, em função do tempo t para α = 1.99, no
limite contínuo de tamanho N = 100 e iniciando perto da fronteira esquerda
j0 = 10. Os resultados das simulações numéricas MC representados por
asterisco e os resultados do espaço de Fock em círculos.
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Fonte: O autor (2022).

Os valores de P0(t) e PN(t) no instante t = 2000 são respectivamente 0.825 e 0.033,
ou seja, para α = 1.99 no domínio N = 100 e t = 2000 a partícula provavelmente já tenha
sido absorvida por uma das bordas. Devido ao local de início ser mais próximo da
borda esquerda, a partícula tenha sido absorvida por tal limite, que possui a maior
probabilidade de absorção.

4.2 Voador de Lévy com α = 3/2

Partimos agora para a análise dos resultados com o valor do índice de Lévy α = 3/2.
Calculamos as probabilidades de transição na forma da Eq. (4.3) e encontramos um
valor de A(0) = 1.57379. Calculamos o Hamiltoniano H e evoluímos no tempo usando
o operador propagador temporal da mecânica quântica U(0,t).

Na Fig. 31, descrevemos em um gráfico log-log o resultado para as probabilidades
de sobrevivência, Eq. (4.4), em função do tempo t via abordagem do espaço de Fock
(círculos pretos) para um domínio finito de tamanho N = 100 iniciando no local j0 = 10,
ou seja, próximo ao estremo esquerdo. Inicialmente, devido a proximidade, apenas
a borda esquerda é alcançada, gerando um comportamento (decaimento) via lei de
potência (S(t) ∼ t−γ) (tracejado azul), com γ = 0.5. Conforme o tempo evolui, a borda
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direita começa a ser atingida, fazendo com que ambas as bordas sejam alcançadas,
mudando assim o comportamento dinâmico para um decaimento exponencial (S(t) ∼
e−λt) (tracejado vermelho), com o melhor λ = 0.00289. A linha sólida preta representa a
simulação numérica MC, onde podemos perceber uma aproximação mais justa entre ele
e a abordagem do espaço de Fock em comparação com o mesmo gráfico para o α = 1.99
na Fig. 28. Essa aproximação se deve ao maior comprimento de passos para α = 3/2.

Figura 31 – Gráfico log-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t com
α = 3/2 para o limite contínuo de tamanho N = 100 e iniciando próximo
da fronteira esquerda j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está repre-
sentada em círculos pretos e a linha preta sólida é o resultado da simula-
ção numérica MC. Neste caso, inicialmente apenas a fronteira esquerda é
efetivamente alcançada, gerando um comportamento via lei de potência
S(t) ∼ t−γ (tracejado em azul), com o melhor valor de γ = 0.5. Ao au-
mentarmos o tempo, a barreira longínqua da direita começa a ser atingida,
mudando assim o comportamento dinâmico para um decaimento exponen-
cial S(t)∼ e−λt (tracejado em vermelho), com o melhor valor de λ = 0.00289.
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Mostramos na Fig. 32 o gráfico linear-log das probabilidades de sobrevivência S(t)
em função do tempo t, em um domínio finito de tamanho N = 100, para evidenciar
o comportamento exponencial tanto iniciando no local j0 = 10 (em preto) quanto em
j0 = N/2 (em vermelho). A abordagem do espaço de Fock representada em círculos
e os resultados das simulações numéricas em linhas sólidas. As linhas tracejadas
representam as melhores curvas do decaimento exponencias para os locais de início.
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Figura 32 – Gráfico linear-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t com
α = 3/2 para o limite contínuo de tamanho N = 100. Iniciamos a abordagem
do espaço de Fock em j0 = N/2 (círculos vermelhos) e j0 = 10 (círculos
pretos). Os resultados das simulações numéricas MC estão expressos em
linhas sólidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas representam o
comportamento via decaimento exponencial S(t)∼ e−λt, que ocorre quando
ambas as bordas são atingidas. Para ambos o melhor valor λ = 0.00289.
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Fonte: O autor (2022).

Ilustramos na Fig. 33 as evoluções temporais das probabilidades de absorção dos
extremos P0(t) (em azul) e PN(t) (em vermelho), para um domínio finito com com-
primento N = 100 iniciando no local j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está
representada em círculos e os resultados das simulações numéricas MC em asterisco.
Mais uma vez, percebemos que as simulações numéricas vão de encontro com a aborda-
gem do espaço de Fock para tempos grandes. Como já mencionado anteriormente, P0(t)
é maior devido ao local de inicio ser próximo do extremo esquerdo. Conforme o tempo
evolui, percebemos mais uma vez a tendencia para a saturação P0 + PN = 1. No instante
t = 1000 os valores de P0(t) e PN(t) são 0.846 e 0.127, respectivamente, mostrando que a
saturação já é quase alcançada para esse tempo.



88

Figura 33 – Probabilidades P0(t) e PN(t) de absorção das fronteiras j = 0 (em azul) e j =
N (em vermelho), respectivamente, em função do tempo t para α = 3/2, no
limite contínuo de tamanho N = 100 e iniciando perto da fronteira esquerda
em j0 = 10. Os resultados das simulações numéricas MC representados por
asterisco e os resultados do espaço de Fock em círculos.
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4.3 Voador de Lévy com α = 1

Dando continuidade às análises dos resultados para o limite do espaço contínuo,
usamos α = 1 para encontrar as probabilidades de transição para calcularmos as taxas
de sobrevivência S(t) e as probabilidades de absorção, ambas em função do tempo.
Para a Eq. (4.3), encontramos um valor de A(0) = 1.27324.

Ilustramos na Fig. 34 o gráfico linear-log de S(t) em função do tempo para um
domínio finito de tamanho N = 100, evidenciando o comportamento exponencial em
ambos os locais de início, j0 = 10 em preto e j0 = N/2 em vermelho. A abordagem do
espaço de Fock está representada em círculos, os resultados das simulações numéricas
MC em linhas sólidas e as melhores curvas exponenciais em linhas tracejadas.
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Figura 34 – Gráfico linear-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t com
α = 1 para o limite contínuo de tamanho N = 100. Iniciamos a abordagem
do espaço de Fock em j0 = N/2 (círculos vermelhos) e j0 = 10 (círculos
pretos). Os resultados das simulações numéricas MC estão expressos em
linhas sólidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas representam o
comportamento via decaimento exponencial S(t)∼ e−λt, que ocorre quando
ambas as bordas são atingidas. Para ambos o melhor valor λ = 0.0185.
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Na Fig. 35, mostramos as probabilidades de absorção P0(t) (em azul) e PN(t) (em
vermelho) em função do tempo dos limites absorventes j = 0 e j = N, respectivamente,
iniciando no local j0 = 10 para um domínio de tamanho N = 300. Representamos a
abordagem do espaço de Fock em círculos e os resultados das simulações numéricas
MC em asterisco. Notamos que para esse valor de α as curvas dos resultados numéricos
e de Fock se ajustam melhor do que para os outros valores já abordados anteriormente.
Devido a proximidade do local de início com a borda absorvente esquerda, P0(t)> PN(t).
Notamos que a saturação P0 + PN = 1 já é quase alcançada para t = 1000, onde os valores
são P0(t) = 0.884 e PN(t) = 0.115.
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Figura 35 – Probabilidades P0(t) e PN(t) de absorção das fronteiras j = 0 (em azul) e
j = N (em vermelho), respectivamente, em função do tempo t para α = 1, no
limite contínuo de tamanho N = 300 e iniciando perto da fronteira esquerda
em j0 = 10. Os resultados das simulações numéricas MC representados por
asterisco e os resultados do espaço de Fock em círculos.
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4.4 Voador de Lévy com α = 1/2

Por fim, analisamos os resultados para o valor do índice de Lévy α = 1/2. Da mesma
forma que nas seções anteriores, calculamos as probabilidades de transição via Eq.
(4.3) e encontramos o valor de A(0) = 1.07871. Calculamos a matriz Hamiltoniano H e
usamos o operador evolução temporal U(0,t).

Na Fig. 36, descrevemos em um gráfico log-log o resultado para as probabilidades
de sobrevivência S(t) em função do tempo, para um domínio finito de tamanho N = 100
e iniciando no local j0 = 10. A abordagem via espaço de Fock está representada em
círculos pretos e o resultado da simulação numérica MC em linha sólida. Como já
esperado, inicialmente o comportamento é ditado via um decaimento do tipo lei de
potência (S(t) ∼ t−γ) (tracejado azul), com γ = 0.5. Conforme aumentamos o tempo, a
borda longínqua da direita começa a ser alcançada, fazendo o comportamento dinâmico
mudar para um decaimento exponencial (S(t)∼ e−λt) (tracejado vermelho), com o valor
λ = 0.128. Percebemos que a simulação numérica MC se ajusta perfeitamente para
baixos valores do tempo t e se afasta conforme evoluímos o sistema. Comparando esse
gráfico com as Figs. 28 e 31 dos α = 1.99 e α = 3/2, respectivamente, notamos uma
melhor concordância numérica MC para este valor de α = 1/2.
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Figura 36 – Gráfico log-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t com
α = 1/2 para o limite contínuo de tamanho N = 100 e iniciando próximo
da fronteira esquerda j0 = 10. A abordagem do espaço de Fock está repre-
sentada em círculos pretos e a linha preta sólida é o resultado da simula-
ção numérica MC. Neste caso, inicialmente apenas a fronteira esquerda é
efetivamente alcançada, gerando um comportamento via lei de potência
S(t) ∼ t−γ (tracejado em azul), com o melhor valor de γ = 0.5. Ao au-
mentarmos o tempo, a barreira longínqua da direita começa a ser atingida,
mudando assim o comportamento dinâmico para um decaimento exponen-
cial S(t) ∼ e−λt (tracejado em vermelho), com o melhor valor de λ = 0.128.
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Mostramos na Fig. 37, o gráfico linear-log das probabilidades de sobrevivência em
função do tempo, para um intervalo finito de tamanho N = 100, para explicar que o
comportamento exponencial aparece tanto para o sistema iniciando no local j0 = 10
(em preto), quanto para em j0 = N/2 (em vermelho). Comparando esse gráfico com as
Figs. 29, 32 e 34 para os valores do índice de Lévy α = 1.99, 3/2 e 1, respectivamente,
percebemos uma maior aproximação dos resultados das simulações numéricas MC
(linhas sólidas) com a abordagem do espaço de Fock (em círculos) para este valor de
α = 1/2, devido ao maior comprimento de passos.



92

Figura 37 – Gráfico linear-log da taxa de sobrevivência S(t) em função do tempo t com
α = 1/2 para o limite contínuo de tamanho N = 100. Iniciamos a abordagem
do espaço de Fock em j0 = N/2 (círculos vermelhos) e j0 = 10 (círculos
pretos). Os resultados das simulações numéricas MC estão expressos em
linhas sólidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas representam o
comportamento via decaimento exponencial S(t)∼ e−λt, que ocorre quando
ambas as bordas são atingidas. Para ambos o melhor valor λ = 0.0128.
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Por último, representamos na Fig. 38 as evoluções temporais das probabilidades
de absorção P0(t) (em azul) e PN(t) (em vermelho) em função do tempo das bordas
absorventes j = 0 e j = N, respectivamente. Utilizamos um domínio de tamanho N = 300
e iniciamos no local j0 = 10. Evidenciamos mais uma vez que P0(t) > PN(t), devido o
local de inicio ser próximo a borda esquerda. Os asteriscos representam os resultados
das simulações numéricas MC que tendem a se manter muito próximos independente
do tempo. Encontramos os valores de P0(t) = 0.770 e PN(t) = 0.229 já para t = 120, o que
permanece até t = 500, mostrando que a saturação P0 + PN = 1 acontece rapidamente.
Esse fato ocorre devido ao maior comprimento de passos para esse índice de Lévy.
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Figura 38 – Probabilidades P0(t) e PN(t) de absorção das fronteiras j = 0 (em azul) e j =
N (em vermelho), respectivamente, em função do tempo t para α = 1/2, no
limite contínuo de tamanho N = 300 e iniciando perto da fronteira esquerda
em j0 = 10. Os resultados das simulações numéricas MC representados por
asterisco e os resultados do espaço de Fock em círculos.
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4.5 Discussão dos resultados numéricos

Os gráficos apresentados nesse capítulo mostram uma divergência entre os resul-
tados das simulações numéricas MC com a abordagem do espaço de Fock, para os
valores do índice de Lévy que geram passos curtos (α = 1.99). Mostramos que essa
divergência vai diminuindo conforme diminuímos o valor de α (ou aumentamos o
comprimento dos passos). Isso acontece devido a proximidade do local de início (j0)
com os limites absorventes j = 0 e j = N. Conforme afastamos o local de inicio das
barreiras absorventes e diminuímos o valor de α, essa divergência tende a diminuir
mais.

Mostramos nas Figs. 39 as evoluções temporais das probabilidades de absorção P0(t)
e PN(t) em função do tempo das bordas absorventes j = 0 e j = N, respectivamente.
Os resultados para a abordagem do espaço de Fock estão representados em círculos
para j0 = 10 com P0(t) em azul e PN(t) em vermelho e j0 = N/2 com tanto P0(t) e PN(t)
em verde. Os asteriscos são os resultados via simulação numérica MC. Na figura (a)
usamos α = 1.99 em um domínio finito de tamanho N = 100, em (b) usamos α = 3/2
com um domínio de mesmo tamanho N = 100, na figura (c) temos α = 1 em um espaço
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limitado de N = 300 e em (d) usamos α = 1/2 com um domínio de mesmo tamanho
N = 300.

Figura 39 – Probabilidades P0(t) e PN(t) de absorção em função do tempo t, iniciando
no local j0 = 10 para as fronteiras j = 0 (em azul) e j = N (em vermelho),
respectivamente, e iniciando no meio do intervalo em j0 = N/2 (em verde),
para ambas as fronteiras absorventes. Os resultados da abordagem do es-
paço de Fock estão representados em círculos e os resultados das simulações
numéricas MC em asterisco para os valores de α = 1.99 (a), α = 3/2 (b),
α = 1 (c) e α = 1/2 (d).

(a) para α = 1.99 com N = 100.
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Fonte: O autor (2022).

Podemos perceber nas figuras acima que, quando começamos no local j0 = 10, os
resultados das simulações numéricas MC não se ajustam perfeitamente com os da
abordagem do espaço de Fock para todos os valores de α. Porém, notamos que a melhor
aproximação se dá para o valor de α = 1, Figs. 35 e 39(c). Quando começamos do
meio do intervalo, ou seja, j0 = N/2, para tempos pequenos a concordância entre os
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resultados vai melhorando conforme diminuímos α (ou aumentamos o comprimento
de passos), tendo um ótimo ajuste para α = 1/2. Já para tempos grandes, com j0 = N/2,
percebemos em todos os casos uma excelente concordância entre os resultados, logo
podemos generalizar a convergência entre as simulações numéricas MC e a abordagem
do espaço de Fock, fazendo o limite do tempo t tendendo ao infinito. Como veremos no
próximo capítulo.

Na tabela a seguir, mostramos os valores de P0(t) e PN(t) para os índices α de Lévy
usados anteriormente, iniciando nos locais j0 = 10 e j0 = N/2 nos tempos finais de
cada intervalo. Notamos que a saturação (P0 + PN = 1) para esses valores de tempo já é
alcançado para cada α com seus respectivos tempos.

Tabela 4 – Valores de P0(t) e PN(t) para cada valor de α, iniciando nos locais j0 = 10 e
j0 = N/2 para os instantes finais.

α Domínio (N) Tempo (t) P0(t)/PN(t) de j0 = 10 P0(t)/PN(t) de j0 = N/2

1.99 100 8000 0.906/0.087 0.489/0.489
3/2 100 2000 0.869/0.128 0.498/0.498
1.0 300 1000 0.884/0.115 0.498/0.498
1/2 300 500 0.770/0.229 0.500/0.500

Fonte: O autor (2022).



5 TEMPO MÉDIO DE PRIMEIRA PASSAGEM E PROBABILIDADES ASSINTÓ-
TICAS DE ABSORÇÃO

O tempo médio de primeira passagem (MFPT) é geralmente definido como o tempo
médio necessário para que uma partícula aleatória com uma certa dinâmica estocástica
alcance um determinado local, ou uma coleção de locais, pela primeira vez ao longo
de seu caminho [35, 36, 37]. As primeiras abordagens dos processos de tempo de
primeira passagem (FPT) vieram com Schrödinger [83] e von Smoluchowski [84], que
consideravam uma partícula livre com difusão da dinâmica browniana em um meio
de alta viscosidade. Desde então, o interesse neste tema aumentou consideravelmente,
principalmente nas últimas décadas, incluindo estudos sobre processos markovianos e
não markovianos em diversas áreas do conhecimento como física e astrofísica [38, 85,
86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102], matemática e estatística
[103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110], biologia e neurociência [111, 112, 113, 114, 115,
116, 117, 118, 119], química [120, 121, 122, 123, 124, 125, 126] e finanças [127, 128, 129].
Um ramo relevante dos processos de FPT, com aplicações na física estatística de busca
aleatória e teoria de forrageamento animal [19, 20, 21, 22, 130], é o MFPT de uma
partícula de Lévy, ou seja, um caminhante de Lévy que percorre passos da família de
distribuições α-estáveis de Lévy [25].

No Cap. 1, diferenciamos o voador e o caminhante de Lévy. Enquanto o primeiro é
markoviano com duração do salto independente do comprimento, o segundo possui
velocidade finita gerando processos não markovianos. Como consequência, o MFPT de
um voador de Lévy é proporcional ao seu número de passos, enquanto o MFPT de um
caminhante de Lévy é proporcional ao comprimento total do percurso até chegar a uma
borda. Isso faz com que o cálculo do MFPT para o voador seja consideravelmente mais
simples do que o do caminhante [87, 131]. Neste trabalho nos preocupamos em obter o
MFPT ⟨t⟩ de um voador de Lévy, ou de forma equivalente, o número médio de passos
⟨n⟩ de um caminhante de Lévy, até a absorção por um dos limites.

Uma séria de técnicas de física estatística têm sido empregadas para estudar ps pro-
cessos de FPT com dinâmica de Lévy em diversos contextos. Alguns incluem soluções
de difusão espacial fracionária e equações mestras com distribuição de comprimento de
passos de Lévy [92], outros uma versão discretizada do operador Laplaciano fracionário
[80] e técnicas de simulação numérica [79]. Nos estendemos a chamada abordagem do
espaço de Fock (FS) [42, 43] para obter as probabilidades de MFPT e absorção de um
voador de Lévy em um intervalo finito discreto com limites absorventes, apresentados
nas seções 5.1 e 5.3. Investigamos o limite do espaço contínuo, ilustrado na seção 5.2,
para comparar nossos resultados com a expressão exata. Para comparação, também
fornecemos os resultados de simulações de Monte Carlo (MC) de um voador de Lévy
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nas mesmas condições dos cálculo do espaço de Fock. Nas simulações MC, considera-
mos que os comprimentos dos passos ℓ do voador são traçados a partir da distribuição
simétrica de Lévy [25]

pα(ℓ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk e−b|k|α

[
1−βsign(k)Φ(k)

]
−ik(ℓ−µ), (5.1)

com b = 1 e β = µ = 0, usando o algoritmo de McCulloch [132]. As médias nas simula-
ções MC foram obtidas em 5 x 104 execuções.

5.1 Voador de Lévy em um espaço discreto limitado

Começamos aplicando a abordagem do espaço de Fock para calcular o MFPT ⟨t⟩ de
um voador de Lévy (ou, como já mencionado, o número médio de passos ⟨n⟩ de um
caminhante de Lévy) confinado em um domínio finito discreto de comprimento N até a
absorção por qualquer uma das bordas j = 0 e j = N.

Foi definido no Cap. 3 a probabilidade de sobrevivência, ou seja, a probabilidade do
voador permanecer no domínio sem ser absorvido até o tempo t. No espaço discreto com
i locais disponíveis (i = 0,1,2,...,N), somando as probabilidades ⟨i|U(t)|i0⟩ de encontrar
o voador em um local não absorvente (i ̸= 0 e i ̸= N) no tempo t, tendo iniciado no local
i0, S(t) fica

S(t) =
N−1

∑
i=1

⟨i|U(t)|i0⟩ = 1 − P0(t)− PN(t), (5.2)

onde usamos a condição de normalização ∑N
i=0 ⟨i|U(t)|i0⟩ = 1 com as probabilidades

do voador ser absorvido pelas bordas j = 0 e j = N até o tempo t, definidas na forma

P0(t) = ⟨0|U(t)|i0⟩ e PN(t) = ⟨N|U(t)|i0⟩ . (5.3)

Com isso, podemos escrever o MFPT para o voador de Lévy da forma [35, 36, 37]

⟨t⟩ = −
∫ ∞

0
t
∂S
∂t

dt, (5.4)

com ∂S/∂t < 0, uma vez que a probabilidade de sobrevivência diminui com o tempo,
S(0) = 1 (o voador está ativo para o primeiro salto) e S(t → ∞)→ 0 (o voador sempre
acaba sendo absorvido por uma das bordas). Agora, se {|λk⟩} representa o conjunto
N + 1 autovetores de H com autovalores {λk}, então a expressão |i0⟩ = ∑N+1

k=1 bk|λk⟩
junto com as Eqs. (5.3) e (5.4) torna o MFPT,

⟨t⟩ = −
N

∑
k=2

bk
λk

(
⟨0|λk⟩+ ⟨N|λk⟩

)
, (5.5)
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onde atribuímos os índices k = 1 e k = N + 1 aos dois autovalores nulos de H associados
aos autovetores |λk=1⟩ = |0⟩ e |λk=N+1⟩ = |N⟩, respectivamente.

Na Fig. 40, mostramos o MFPT ⟨t⟩ em função da posição normalizada j0/N para
um grupo de valores do índice α de Lévy, com N = 300 e ∆x = 1. Verificamos a simetria
j0 ↔ N − j0 do espaço limitado. Além disso, como esperado, o MFPT máximo para
qualquer valor de α é alcançado quando o voador de Lévy começa no meio do intervalo,
em j0 = N/2. Notamos uma excelente concordância em todos os valores de α entre
os resultados do FS e a simulação MC, representados respectivamente na Fig. 40 por
círculos coloridos e linhas sólidas coloridas. Além disso, as linhas tracejadas pretas
(coincidindo quase perfeitamente com as linhas sólidas coloridas) representam ajustes
dos resultados do FS para a expressão

⟨t⟩ = Aα[j0(N − j0)]α/2, (5.6)

que mostra a dependência de ⟨t⟩ em j0 e N semelhante para o voador de Lévy no
espaço limitado contínuo (mostrado na próxima seção). A concordância mostrada
na Fig. 40 sugere que a expressão supracitada também pode ser aplicada para o
espaço discreto. Para esse problema, usando ∆x = 1, os valores da amplitude Aα

na Eq. (5.6) são consideravelmente próximos do prefator 1/Γ(α + 1) do resultado
exato com fator de escala b = 1 no espaço contínuo, onde Γ(x) denota a função gama
(ver Eq. (5.7) na próxima seção). Como exemplos, para α = 1 obtemos Aα = 0.982
em comparação com 1/Γ(α + 1) = 1, enquanto que para α = 0.6 os valores ficam
Aα = 1.147 e 1/Γ(α + 1) = 1.119. Com isso, descobrimos que, para qualquer valor de α,
Aα → 1/Γ(α + 1) no limite do espaço contínuo ∆x/N → 0.
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Figura 40 – MFPT ⟨t⟩ de um voador de Lévy em um espaço finito discreto de compri-
mento N = 300 e ∆x = 1 com bordas absorventes em função da posição
normalizada j0/N, para diversos valores do índice α de Lévy. Os círculos
coloridos representam os resultados da abordagem FS, enquanto as linhas
sólidas coloridas os dados da simulação MC. As linhas tracejadas pretas
indicam o ajuste dos resultados do FS à Eq. (5.6). Notamos a simetria do
espaço j0 ↔ N − j0. Além disso, observamos que o MFPT é maior quando
começamos próximos do meio do intervalo e para valores de α mais próxi-
mos do limite gaussiano α = 2.
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Fonte: O autor (2022).

Mostramos na Fig. 41 o MFPT ⟨t⟩ em função de α para valores selecionados do
local de partida j0/N, com N = 300 e ∆x = 1. Devido a simetria j0 ↔ N − j0, não
exibimos na figura dados no intervalo 1/2 < j0/N < 1. Como já esperando, conforme
nos aproximamos do regime gaussiano α = 2, que possuem menores comprimentos de
salto, ⟨t⟩ aumenta. De forma similar à Fig. 40, os resultados do FS (em círculos coloridos)
e as simulações numéricas MC (linhas coloridas) concordam bastante, evidenciando que
a abordagem do espaço de Fock é uma ferramenta de grande utilidade para descrever
os processos do voador de Lévy em espaços discretos finitos.
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Figura 41 – MFPT ⟨t⟩ de um voador de Lévy em um espaço finito discreto de compri-
mento N = 300 e ∆x = 1 com bordas absorventes em função do índice α
de Lévy, para diversos valores da posição inicial normalizada j0/N. Os
círculos coloridos representam os resultados da abordagem FS, enquanto as
linhas sólidas coloridas os dados da simulação MC. Notamos que, para cada
posição inicial do voador de Lévy, quando α → 0 temos o mínimo valor de
MFPT. Conforme nos aproximamos do regime gaussiano α = 2, ⟨t⟩ torna-se
progressivamente maior.
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Fonte: O autor (2022).

5.2 Voador de Lévy no limite do espaço contínuo finito

Partimos agora para o problema do voador de Lévy em um espaço contínuo finito,
onde o MFPT possui uma expressão exata na forma [87, 88, 104]

⟨t⟩ = 1
Γ(α + 1)

[
j0(N − j0)

b2

]α/2

. (5.7)

Em particular, observamos como resultado da Eq. (5.7) [35, 36, 37] ⟨t⟩ = j0(N −
j0)/σ2, para uma partícula aleatória com α = 2 e distribuição gaussiana de comprimento
de passos p(ℓ) com variância σ2 = 2b2. Além disso, identificamos que ⟨t⟩ → 1 quando
α → 0, indicando que ambas as bordas limites absorventes são alcançadas em apenas
uma unidade de tempo do voador (ou em apenas uma etapa do caminhante) quando o
sistema tende ao limite máximo de comprimento de salto. Este comportamento também
é encontrado em simulação numérica de uma partícula de Lévy em espaço contínuo
usando a equação estocástica de Langevin com intervalos discretos de tempo [79, 133].
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Uma alternativa para obter uma convergência um pouco mais rápida para o re-
sultado da Eq. (5.7) é a combinação da abordagem FS com a aproximação de espaço
contínuo para as probabilidades de transição [80], Pji = −A(|j − i|)/A(0), sendo

A(n) = −Γ(n − α/2)Γ(α + 1)
πΓ(n + α/2 + 1)

sin(πα/2), (5.8)

para 1 ≤ i, j ≤ N − 1 e Pji com j = 0 ou j = N calculado pela soma da Eq. (5.8) sobre os
comprimentos de salto que excedem a distância das bordas limites.

As Figs. 42 e 43 mostram os resultados para MFPT em função de j0/N e α, res-
pectivamente, para o limite do espaço contínuo com a abordagem do espaço de Fock,
para N = 300 e ∆x = 1, que são análogos às Figs. 40 e 41 do espaço discreto, sendo
que usamos a Eq. (5.8) para calcular as probabilidades de transição Pji. Notamos uma
boa concordância em ambas as figuras entre a abordagem FS (círculos coloridos) e os
resultados via simulação de MC (linhas sólidas coloridas). Além disso, observamos
também que as linhas tracejadas pretas nas Figs. 42 e 43, que representam a Eq. (5.7)
sem nenhum ajuste, combinam quase perfeitamente com os resultados do método FS.

Figura 42 – MFPT ⟨t⟩ de um voador de Lévy no limite do espaço contínuo de compri-
mento N = 300 com bordas absorventes em função da posição normalizada
j0/N, para diversos valores do índice α de Lévy. Os círculos coloridos
representam os resultados da abordagem FS, enquanto as linhas sólidas
coloridas os dados da simulação MC. As linhas tracejadas pretas indicam o
resultado exato de um voador de Lévy em um espaço contínuo, Eq. (5.7),
sem nenhum ajuste realizado. Notamos a mesma simetria e comportamento
da Fig. 40.
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Figura 43 – MFPT ⟨t⟩ de um voador de Lévy no limite do espaço contínuo de compri-
mento N = 300 com bordas absorventes em função do índice α de Lévy, para
diversos valores da posição inicial normalizada j0/N. Os círculos coloridos
representam os resultados da abordagem FS, enquanto as linhas sólidas
coloridas os dados da simulação MC. As linhas tracejadas pretas indicam o
resultado exato de um voador de Lévy em um espaço contínuo, Eq. (5.7),
sem nenhum ajuste realizado. Notamos o mesmo comportamento presente
na Fig. 41.
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5.3 Diferença relativa entre os espaços discreto e contínuo

A boa descrição da abordagem do espaço de Fock para o MFPT do voador de Lévy
confinado tanto no espaço discreto quanto no limite do espaço contínuo nos motivou
a investigar a relação entre esses domínios. Para fazer essa comparação, definimos a
diferença relativa

∆ =
| ⟨t⟩FS − ⟨t⟩cont |

⟨t⟩cont
, (5.9)

onde ⟨t⟩FS é o MFPT obtido através do método FS no espaço discreto e ⟨t⟩cont é dada
pela Eq. (5.7). Esperamos que os resultados para o espaço discreto tendam para os
de espaço contínuo quando usamos ∆x/N → 0 na Eq. (3.4) de Pji. Conseguimos nos
aproximar desse limite definindo ∆x = 1 e aumentando N. Além disso, uma vez que ∆
depende de N, α e principalmente j0, consideramos j0 = N/2 nos cálculos da Eq. (5.9)
levando a uma máxima diferença relativa ∆ para N e α fixos.
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Na Fig. 44, mostramos a diferença relativa ∆ em função do tamanho N para três
diferentes valores do índice α de Lévy no espaço discreto. Observamos que ∆ decai com
N na forma de uma lei de potência dependente de α, ∆ ∼ N−γ, com 0.35 ≲ γ ≲ 0.64
para os valores de α mostrados. Como exemplo, para α = 1 notamos que ∆ diminui
de cerca de 0.05 para 0.01 quando aumentamos N de 50 para 700. Por outro lado, para
α = 1.5 a diminuição é de 0.11 para 0.08 nessa mesma faixa de N.

Figura 44 – Diferença relativa ∆, Eq. (5.9), do método FS no espaço discreto para a
expressão exata, Eq. (5.7), do espaço contínuo em função do comprimento
finito N com ∆x = 1 e limites absorventes, para alguns valores do índice α
de Lévy. O voador de Lévy começa no ponto central do domínio, j0 = N/2,
com probabilidades de transição dadas pela Eq. (3.4). As linhas tracejadas
são ajustadas à forma do decaimento da lei de potência ∆ ∼ N−γ, com
γ = 0.35, 0.41 e 0.64 para α = 1.5, 0.5 e 1.0, respectivamente.
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Fonte: O autor (2022).

A Fig. 45 é o correspondente no limite do espaço contínuo da Fig. 44 no espaço
discreto, mas com Pji obtido da Eq. (5.8), conforme já mencionado. Observamos a
mesma forma de decaimento via lei de potência. Para α = 1.5 (e para α = 0.5) a diferença
relativa ∆ já é muito baixa, 0.008 para N = 50, diminuindo para cerca de 0.0005 para
N = 700. Este achado é consistente com a concordância fina mostrada nas Figs. 42 e 43
entre os resultados da abordagem FS e a Eq. (5.7). Contudo, apesar da boa concordância,
devemos expressar o fato de que enquanto a Eq. (3.4) para as probabilidades de transição
Pji é bastante geral, portanto passível de ser aplicada a qualquer distribuição p(ℓ) de
comprimento de passo, a Eq. (5.8) é específica para saltos de Lévy.
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Figura 45 – Diferença relativa ∆, Eq. (5.9), do método FS no limite do espaço contínuo
para a expressão exata, Eq. (5.7), do espaço contínuo em função do compri-
mento finito N com limites absorventes, para alguns valores do índice α de
Lévy. O voador de Lévy começa no ponto central do domínio, j0 = N/2,
com probabilidades de transição calculadas a partir da Eq. (5.8). As linhas
tracejadas são ajustadas à forma do decaimento da lei de potência ∆ ∼ N−γ,
com γ ≈ 1 para todo α.
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Comparando os desempenhos das técnicas FS e MC, é evidente que ambos os
códigos são executados em um tempo que depende basicamente do comprimento do
domínio N, do local inicial j0 e do índice de estabilidade α de Lévy. Como exemplo,
para α = 1, N = 100 e j0 = N/2, o código FS é executado em menos de 10s, enquanto
as simulações MC, com esses valores de parâmetros, com média de 5 x 104 execuções,
levam 3 minutos para terminar, ambas utilizando um processador Intel Core i7. Por
outro lado, para α = 3/2, N = 100 e j0 = N/2, o método FS leva cerca de 6 minutos para
executar, já as simulações MC precisam de quase 19 minutos. Em geral, observamos
que a técnica FS tem um desempenho mais eficiente do que as simulações MC para
chegar a resultados semelhantes.

5.4 Probabilidades assintóticas de absorção

Por fim, voltamos às probabilidades de absorção das fronteiras absorventes. Com o
caminhante de Lévy dando saltos dentro do intervalo finito 0 < j < N, tendo começado
em j0, após um intervalo de tempo (um número de passos) um dos limites de absorção
j = 0 ou j = N será inevitavelmente alcançado. Denotamos por P0 ≡ P0(t → ∞) e PN ≡
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PN(t → ∞) as respectivas probabilidades assintóticas de serem absorvidos a qualquer
momento (até t → ∞) pelo sítio limite em j = 0 e j = N. Como dito anteriormente, uma
vez que o passageiro (caminhante) sempre acabará absorvido por uma das bordas, então
P0 + PN = 1. Podemos interpretar o contexto de atingir os limites do domínio como sair
do intervalo finito, então P0 e PN também podem ser chamados de probabilidades de
escape ou transmissão [87, 88, 134, 135]. Nos trabalhos [78, 136, 137], PN foi calculada
como uma função da razão j0/N e expresso em termos da função beta incompleta
regularizada Iz(a,b), com z = j0/N e um único parâmetro a = b = α/2,

PN = Ij0/N(α/2,α/2) =
Γ(α)

[Γ(α/2)]2

∫ j/N

0
[u(1 − u)](α/2−1)du. (5.10)

Notamos que a ideia de dividir a probabilidade de absorção entre P0 e PN também
foi usado em alguns problemas [138]. Até onde sabemos, um estudo sistemático e
abrangente de tais probabilidades de absorção em relação ao índice α de Lévy e a
posição inicial j0 de um voador ou caminhante de Lévy em um domínio finito com
bordas absorventes, não foi relatado na literatura.

Mostramos as probabilidades assintóticas de absorção P0 e PN das bordas absorven-
tes j = 0 e j = N, respectivamente, nas Figs. 46 e 47 para um domínio discreto e nas Figs.
48 e 49 para o limite do espaço contínuo, ambas com o mesmo tamanho finito N = 300.
Para isso, tomamos o limite t → ∞ na Eq. (5.3). Nas Figs. 46 e 48, fizemos essas probabi-
lidades em função da posição inicial normalizada j0/N para diversos valores do índice
α, consideramos 0 < j0 ⩽ N/2 de modo que P0 (PN) corresponde à probabilidade de ser
absorvido pela borda mais próxima (mais distante), implicando P0 ⩾ 1/2 e PN ⩽ 1/2.
Já nas Figs. 47 e 49, fizemos em função do índice α de Lévy para diversos valores de
j0/N e notamos que P0 = PN = 1/2 quando o voador começa simetricamente do meio
do domínio, j0 = N/2, como já esperado. Evidenciamos também que P0 (PN) é maior
(menor) quando o voador começa perto da borda mais próxima com j0/N pequeno,
extraindo ℓ de uma distribuição p(ℓ) com um grande α no limite de curto comprimento
de salto. Podemos perceber que em todas as figuras abaixo, quando α → 0 há chances
iguais de encontrar o voador em qualquer uma das bordas, conforme aumentamos o
índice α de Lévy em direção ao limite gaussiano α = 2 a borda mais próxima é alcançada
com mais frequência. Em todos os casos, observamos uma boa concordância entre os
resultados FS (círculos coloridos) e as simulações MC (linhas sólidas coloridas).
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Figura 46 – Probabilidades assintóticas de absorção P0 e PN pelas bordas j = 0 e j = N,
respectivamente, do voador de Lévy no espaço discreto de comprimento
N = 300 e ∆x = 1 em função da posição inicial normalizada j0/N, para vá-
rios valores do índice α de Lévy. Os círculos coloridos indicam os resultados
da abordagem FS e as linhas sólidas coloridas os dados da simulação MC.
Neste gráfico P0 ⩾ 1/2 e PN ⩽ 1/2, com P0 + PN = 1. As linhas tracejadas
pretas representam ajustes dos resultados FS ao comportamento assintótico
j0 ≪ N de PN no espaço contínuo, Eq. (5.11).
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Figura 47 – Probabilidades assintóticas de absorção P0 e PN pelas bordas j = 0 e j = N,
respectivamente, do voador de Lévy no espaço discreto de comprimento
N = 300 e ∆x = 1 em função do índice α de Lévy, para vários valores da po-
sição inicial normalizada j0/N. Os círculos coloridos indicam os resultados
da abordagem FS e as linhas sólidas coloridas os dados da simulação MC.
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Figura 48 – Probabilidades assintóticas de absorção P0 e PN pelas bordas j = 0 e j = N,
respectivamente, do voador de Lévy no limite do espaço contínuo de com-
primento N = 300 em função da posição inicial normalizada j0/N, para
vários valores do índice α de Lévy. Os círculos coloridos indicam os resulta-
dos da abordagem FS e as linhas sólidas coloridas os dados da simulação
MC. Neste gráfico P0 ⩾ 1/2 e PN ⩽ 1/2, com P0 + PN = 1. As linhas tra-
cejadas pretas representam ajustes dos resultados FS ao comportamento
assintótico j0 ≪ N de PN no espaço contínuo, Eq. (5.11).
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Figura 49 – Probabilidades assintóticas de absorção P0 e PN pelas bordas j = 0 e j = N,
respectivamente, do voador de Lévy no limite do espaço contínuo de com-
primento N = 300 em função do índice α de Lévy, para vários valores da
posição inicial normalizada j0/N. Os círculos coloridos indicam os resulta-
dos da abordagem FS e as linhas sólidas coloridas os dados da simulação
MC.
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Além disso, ilustramos nas Figs. 46 e 48 linhas tracejadas pretas, que são bons
ajustes dos resultados FS para a previsão teórica do comportamento assintótico da
probabilidade PN do voador ou caminhante de Lévy ser absorvido pela borda distante
j = N [78, 88, 136, 137],

PN ∼
( j0

N

)α/2
, j0 ≪ N/2. (5.11)

Nessas mesmas Figs. 46 e 48, limitamos os ajustes à região j0/N ⩽ 0.2. Em particu-
lar, notamos que PN → 1/2 (e então P0 → 1/2) quando α → 0, concordando com o
fato de que no limite de comprimento grande de salto cada borda é alcançada com a
mesma probabilidade no primeiro pulo. Além disso, também é interessante observar a
dependência linear PN ∼ j0/N para j0 ≪ N/2 no regime gaussiano α = 2 na Eq. (5.11).



6 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Nesta tese aplicamos o formalismo do espaço de Fock para estudar os voadores de
Lévy unidimensionais em espaços finitos com limites absorventes. As distribuições
α-estáveis de Lévy tem diversas aplicações em várias áreas do conhecimento, uma
delas é o problema de busca alimentícia de animais na natureza. Neste contexto, os
animais predadores fazem o papel da partícula (voador) em busca de comida e as bordas
absorventes o local onde foi encontrado algum alimento. Foram estudados dois casos
importantes: (i) utilizando um domínio finito discreto, onde cada local determinado
(sítio) representa onde o animal (partícula) possa ter passado, (ii) o limite do espaço
contínuo finito, onde não existe um local pré definido onde o animal possa ter ido. A
abordagem do limite do espaço contínuo é uma forma de melhorar a representação
dos passos curtos e, com isso, as probabilidades de absorção e o MFPT (⟨t⟩) junto das
barreiras.

O formalismo do espaço de Fock se mostrou uma ferramenta matemática de grande
importância para este estudo, uma vez que as distribuições de Lévy, guiadas pelo TLC
generalizado, possuem poucas formas fechadas quando estamos trabalhando no regime
superdifusivo. Com esse método, conseguimos obter excelentes resultados de quantida-
des estatísticas relevantes para esse tipo de problema. Como exemplos, conseguimos
obter as taxas de sobrevivência e mostrar seus diferentes comportamentos dinâmicos,
como seu decaimento tipo lei de potência (de acordo com o teorema de Sparre-Andersen
para um domínio semi-infinito) quando apenas uma das bordas é efetivamente alcan-
çada e o decaimento exponencial para longos tempos, para quando ambas as bordas
são atingidas. Tivemos uma boa concordância com os resultados obtidos em outros
trabalhos envolvendo métodos diferentes, como a do operador diferencial fracionário
discretizado de Riesz e da decomposição de Wiener-Hopf. Conseguimos calcular tam-
bém as probabilidades de absorção das fronteiras em função do tempo e mostrar seu
comportamento assintótico para o limite de t indo para o infinito. Para o domínio finito
discreto, encontramos uma excelente concordância entre os resultados da abordagem
do espaço de Fock e das simulações numéricas de Monte Carlos. Já pra o limite do
espaço contínuo, mostramos que os resultados do espaço de Fock e das simulações
numéricas MC não possuem um bom ajuste quando os comprimentos dos passos são
curtos (grande valores de α) e para pequenos intervalos de tempo. Contudo, conforme
aumentamos o comprimento dos passos (diminuímos α) e para grandes intervalos de
tempo, os resultados vão convergindo para uma mesma curva.

Empregamos também esse formalismo para o cálculo do tempo médio de primeira
passagem (MFPT) em função dos parâmetros relevantes do sistema. Os primeiros
estudos sobre tempo de primeira passagem (FPT) vieram com Schrödinger e Smolu-
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chowski e o interesse sobre esse tema tem aumentado consideravelmente nas últimas
décadas, sendo aplicado em diversos contextos relevantes. Nossa análise considerou
graus distintos de difusividade, definidos pelo índice de estabilidade α de Lévy e o
ponto de partida do voador. Os resultados do espaço discreto finito e do limite do
espaço contínuo concordam perfeitamente com as simulações de Monte Carlo e as
previsões teóricas no espaço contínuo.

Observamos que o formalismo do espaço de Fock pode ser aplicado para diferentes
partículas aleatórias com diferentes distribuições de comprimento de passos, para a
difusão de um conjunto de partículas em domínios finitos e em outros contextos onde
outros métodos podem encontrar dificuldades técnicas. Essa ferramenta nos possibilitou
trabalhar com a estrutura da mecânica quântica em processos estocásticos e, embora ela
não permita obter as trajetórias individuais do voador de Lévy, ela possibilita o cálculo
de P(x,t) e, com isso, obter todas as quantidades estatísticas relevantes de um dado
sistema.

Como perspectivas futuras para a continuação deste trabalho, devido a grande
abrangência deste formalismo e a sua eficácia, podemos aplica-lo em diversos estudos
como nos processos de reação-difusão, com muitas partículas, átomos ou moléculas
de vários tipos que se difundem e interagem entre si. Contudo, seria interessante dar
continuidade ao trabalho sobre o voador de Lévy, para tentar obter: (i) a eficiência
da busca, que está associada ao número de sítios alcançados (atingidos pelo voador)
e a distância total percorrida; (ii) a recorrência, uma vez que já analisamos o tempo
de primeira passagem; (iii) o estudo da produção de entropia, já que com bordas
absorventes o sistema é irreversível; (iv) passeios aleatórios assimétricos, mudando o
parâmetro β de simetria da distribuição de Lévy.
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[83] SCHRÖDINGER, E. Zur theorie der fall-und steigversuche an teilchen mit
Brownscher bewegung. Physikalische Zeitschrift, v. 16, p. 289-295, 1915.

[84] SMOLUCHOWSKI, M. Notiz über die Berechnung der Brownschen Molekular-
bewegung bei der Ehrenhaft-Millikanschen Versuchsanordning". Physikalische
Zeitschrift, v. 16, p. 318-321, 1915.

[85] CHANDRASEKHAR, S. Dynamical Friction. II. The Rate of Escape of
Stars from Clusters and the Evidence for the Operation of Dynamical
Friction. Astrophysical Journal, v. 97, p. 263, March 1943. Disponível em:
<https://ui.adsabs.harvard.edu/abs/1943ApJ....97..263C/abstract>.

[86] GITTERMAN, M. Mean first passage time for anomalous diffu-
sion. Physical Review E, v. 62, p. 6065-6070, Nov. 2000. Disponível em:
<https://doi.org/10.1103/PhysRevE.62.6065>

[87] BULDYREV, S. V.; HAVLIN, S.; KAZAKOV, A. Y.; DA LUZ, M. G. E.; RA-
POSO, E. P.; STANLEY, H. E.; VISWANATHAN, G. M. Average time spent
by Lévy flights and walks on an interval with absorbing boundaries. Phy-
sical Review E, v. 64, n. 4, p. 041108, Sep. 2001. ISSN 1095-3787. Disponível
em:<http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.64.041108>.

[88] BULDYREV, S.; GITTERMAN, M.; HAVLIN, S.; KAZAKOV, A.; DA LUZ, M. G.
E.; RAPOSO, E. P,; STANLEY, H.; VISWANATHAN, G. M. Properties of Lévy
flights on an interval with absorbing boundaries. Physica A: Statistical Mechanics
and its Applications, v. 302, n. 1, p. 148-161, Dec. 2001. ISSN 0378-4371. Disponível
em: <http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378437101004617>.
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