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RESUMO

Estudamos o problema de uma particula em movimento aleatério com distribuigdo
de tamanhos de saltos do tipo a-estdvel de Lévy em um dominio finito unidimen-
sional com limites absorventes, utilizando o formalismo do espago de Fock. Nessa
abordagem, a equagdo mestra é descrita na forma de uma equacdo de Schrodinger de
valor real com um operador Hamiltoniano relacionado as probabilidades de transicdo,
definidas pelos comprimentos dos saltos. Apresentamos um estudo de quantidades
estatisticas importantes para esse problema em funcdo dos autovalores e autovetores do
Hamiltoniano, do indice de estabilidade & de Lévy, da posicdo inicial da particula e do
tempo. Aplicamos esse formalismo em um espaco finito discreto e no limite do espago
continuo. Para ambos os casos, calculamos as taxas de sobrevivéncia S(t) e as probabi-
lidades de absorcao Py(t) e Pn(t) pelas fronteiras, ambos os resultados em fungdo do
tempo. Em particular, mostramos os diferentes comportamentos dindmicos de S(t),
que inicialmente é regido por uma lei de poténcia no tempo (S(t) ~ t~7), obedecendo o
teorema de Sparre-Andersen (para dominios semi-infinitos), e a longo prazo é ditado
por um decaimento exponencial (S(t) ~ e~*). Conseguimos ilustrar essa mudanga
de comportamento dindmico para alguns valores do indice a. Para o caso do espago
discreto, a abordagem de Fock teve uma excelente concorddncia com os resultados das
simulagdes numéricas de Monte Carlo. Ja para o limite do espago continuo, mostramos
que o formalismo de Fock vai se ajustando melhor com as curvas numéricas conforme
aumentamos o comprimento dos passos (diminuimos «) e aumentamos o intervalo
de tempo considerado. Por fim, estudamos o tempo médio de primeira passagem e o
comportamento assintético das probabilidades de absorcado pelas fronteiras em fungdo
da posicgdo inicial e do indice de estabilidade a. Esse comportamento assintético é alcan-
cado com precisdo no formalismo de Fock. Além disso, ao considerar o limite do espaco
continuo, nossos resultados apresentam concordancia muito boa com a expressdo ana-
litica exata para uma particula com distribui¢do de saltos de Lévy no espaco finito
continuo. Esses ultimos resultados sdo relevantes para uma série de contextos praticos,
como forrageamento animal e transmissdo de luz em meios de dispersdo aleatoria, e

nossas descobertas podem ser tteis para a melhor compreensdo desses sistemas.

Palavras-chaves: caminhada aleatoria; teorema do limite central; difusio normal; difu-

sdo andmala; distribui¢do a-estavel de Lévy; abordagem do espago de Fock.



ABSTRACT

We study the problem of a randomly moving particle with Lévy a-stable distribution
of step lengths in a one-dimensional finite domain with absorbing limits, using the
Fock space formalism. In this approach, the master equation is described in the form
of a real-valued Schrodinger equation with a Hamiltonian-like operator related to the
transition probabilities, defined by the step lengths. We present a study of important
statistical quantities for this problem as a function of the Hamiltonian-like eigenvalues
and eigenvectors, the Lévy stability index «, the particle’s initial position and time. We
apply this formalism in a discrete finite space and in the continuous boundary of space.
For both cases, we calculate the survival rates S(¢) and the absorption probabilities Py (t)
and Py (t) to reach the borders, both results as a function of time. In particular, we show
the different dynamic behaviors of S(t), which is initially governed by a power law in
time (S(t) ~ t~7), obeying Sparre-Andersen’s theorem (for semi-infinite domains), and
in the long term is dictated by an exponential decay (S(t) ~ e~*) when essentially only
one of the barriers is actually accessible. We were able to illustrate this dynamic behavior
change for some values of the index «. For the case of discrete space, Fock’s approach
had an excellent agreement with the results of numerical Monte Carlo simulations. For
the continuous space limit, we show that the results Fock formalism are better fitted
with the numerical curves as we increase the step length (i.e., we decrease «) and we
increase the time interval considered. Finally, we study the mean first passage time and
the asymptotic behavior of the absorption probabilities by the borders as a function of
the initial position and the stability index a. This asymptotic behavior is achieved with
fine precision in Fock’s formalism. Furthermore, when considering the continuous limit
of space, our results show very good agreement with the exact analytical expression
for a particle with Lévy jump distribution in the continuous finite space. These latter
results are relevant to a number of practical contexts, such as animal foraging and light
transmission in randomly scattering media, and our findings may be useful for better

understanding these systems.

Keywords: random walk; central limit theorem; normal diffusion; anomalous diffusion;

Lévy a-stable distribution; Fock space approach.
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S(t) ~ 77 (linha tracejada), com o melhor valor y =048.. . . . . . .
Gréfico log-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fun¢do do tempo
t com o = 1.99 para o limite continuo de tamanho N = 100 e inici-
ando proximo da fronteira esquerda jy = 10. A abordagem do espaco
de Fock esté representada em circulos pretos e a linha preta sélida
é o resultado da simulacdo numérica MC. Neste caso, inicialmente
apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcangada, gerando um
comportamento via lei de poténcia S(t) ~ t~7 (tracejado em azul),
com o melhor valor de v = 0.48. Ao aumentarmos o tempo, a barreira
longinqua da direita comeca a ser atingida, mudando assim o com-
portamento dindmico para um decaimento exponencial S(t) ~ e~
(tracejado em vermelho), com o melhor valor de A = 0.00051.
Graéfico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em funcdo do tempo
t com o = 1.99 para o limite continuo de tamanho N = 100. Iniciamos
a abordagem do espago de Fock em jo = N /2 (circulos vermelhos)
e jo = 10 (circulos pretos). Os resultados das simula¢des numéricas
MC estdo expressos em linhas s6lidas nas respectivas cores. As linhas
tracejadas representam o comportamento via decaimento exponencial
S(t) ~ e~™M, que ocorre quando ambas as bordas sio atingidas. Para
ambos o melhor valor A =0.00051. . . . .. ... ............
Probabilidades Py(t) e Py(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em
azul) e j = N (em vermelho), respectivamente, em funcdo do tempo
t para @ = 1.99, no limite continuo de tamanho N = 100 e iniciando
perto da fronteira esquerda jp = 10. Os resultados das simulagdes
numéricas MC representados por asterisco e os resultados do espaco
de Fockemcirculos. . ... ... ... ... ... ... ... ...
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Figura 31 -

Figura 32 -

Figura 33 -

Figura 34 -

Figura 35 -

Gréfico log-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fun¢do do tempo
t com a = 3/2 para o limite continuo de tamanho N = 100 e inici-
ando préximo da fronteira esquerda jo = 10. A abordagem do espaco
de Fock esté representada em circulos pretos e a linha preta sélida
é o resultado da simulacdo numérica MC. Neste caso, inicialmente
apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcancada, gerando um
comportamento via lei de poténcia S(t) ~ t~7 (tracejado em azul),
com o melhor valor de v = 0.5. Ao aumentarmos o tempo, a barreira
longinqua da direita comeca a ser atingida, mudando assim o com-
portamento dindmico para um decaimento exponencial S(t) ~ e~
(tracejado em vermelho), com o melhor valor de A = 0.00289.
Grafico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em funcdo do tempo
t com a = 3/2 para o limite continuo de tamanho N = 100. Iniciamos
a abordagem do espago de Fock em jy = N /2 (circulos vermelhos)
e jo = 10 (circulos pretos). Os resultados das simula¢gdes numéricas
MC estdo expressos em linhas sélidas nas respectivas cores. As linhas
tracejadas representam o comportamento via decaimento exponencial
S(t) ~ e, que ocorre quando ambas as bordas sio atingidas. Para
ambos o melhor valor A =0.00289. . . . ... ..............
Probabilidades Py(t) e Pn(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em
azul) e j = N (em vermelho), respectivamente, em func¢do do tempo
t para @ = 3/2, no limite continuo de tamanho N = 100 e iniciando
perto da fronteira esquerda em jp = 10. Os resultados das simulagdes
numéricas MC representados por asterisco e os resultados do espago
deFockemcirculos. . . ... ... ... . ... . ... . ... . ...
Grafico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(f) em funcdo do tempo
t com & =1 para o limite continuo de tamanho N = 100. Iniciamos
a abordagem do espago de Fock em jy = N /2 (circulos vermelhos)
e jo = 10 (circulos pretos). Os resultados das simula¢gdes numéricas
MC estdo expressos em linhas s6lidas nas respectivas cores. As linhas
tracejadas representam o comportamento via decaimento exponencial
S(t) ~ e, que ocorre quando ambas as bordas sio atingidas. Para
ambos o melhor valor A =0.0185.. . . . ... ..............
Probabilidades Py(t) e Py(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em
azul) e j = N (em vermelho), respectivamente, em fun¢do do tempo
t para « = 1, no limite continuo de tamanho N = 300 e iniciando
perto da fronteira esquerda em jy = 10. Os resultados das simulagdes
numéricas MC representados por asterisco e os resultados do espago

de Fockem circulos. . . . . . . . . . . . . ..
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Figura 36 —

Figura 37 -

Figura 38 —

Figura 39 -

Gréfico log-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fun¢do do tempo
t com & = 1/2 para o limite continuo de tamanho N = 100 e inici-
ando préximo da fronteira esquerda jo = 10. A abordagem do espaco
de Fock esté representada em circulos pretos e a linha preta sélida
é o resultado da simulacdo numérica MC. Neste caso, inicialmente
apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcancada, gerando um
comportamento via lei de poténcia S(t) ~ t~7 (tracejado em azul),
com o melhor valor de v = 0.5. Ao aumentarmos o tempo, a barreira
longinqua da direita comeca a ser atingida, mudando assim o com-
portamento dindmico para um decaimento exponencial S(t) ~ e~
(tracejado em vermelho), com o melhor valorde A =0.128. . . . . . .
Grafico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em funcdo do tempo
t com & = 1/2 para o limite continuo de tamanho N = 100. Iniciamos
a abordagem do espago de Fock em jy = N /2 (circulos vermelhos)
e jo = 10 (circulos pretos). Os resultados das simula¢gdes numéricas
MC estdo expressos em linhas sélidas nas respectivas cores. As linhas
tracejadas representam o comportamento via decaimento exponencial
S(t) ~ e, que ocorre quando ambas as bordas sio atingidas. Para
ambos o melhor valor A =0.0128.. . . . ... ..............
Probabilidades Py(t) e Pn(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em
azul) e j = N (em vermelho), respectivamente, em func¢do do tempo
t para @ = 1/2, no limite continuo de tamanho N = 300 e iniciando
perto da fronteira esquerda em jp = 10. Os resultados das simulagdes
numéricas MC representados por asterisco e os resultados do espago
deFockemcirculos. . . ... ... ... . ... . ... . ... . ...
Probabilidades Py(f) e Px(t) de absor¢do em fungdo do tempo f,
iniciando no local jo = 10 para as fronteiras j = 0 (em azul) e j = N
(em vermelho), respectivamente, e iniciando no meio do intervalo
em jo = N/2 (em verde), para ambas as fronteiras absorventes. Os
resultados da abordagem do espaco de Fock estdo representados em
circulos e os resultados das simula¢des numéricas MC em asterisco
para os valoresdea =199 (a), « =3/2(b),a =1(c)ea=1/2(d).. .
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Figura 40 -

Figura 41 -

Figura 42 -

Figura 43 -

MFPT (t) de um voador de Lévy em um espago finito discreto de
comprimento N = 300 e Ax = 1 com bordas absorventes em fungdo
da posicdo normalizada jy/ N, para diversos valores do indice a de
Lévy. Os circulos coloridos representam os resultados da abordagem
FS, enquanto as linhas sélidas coloridas os dados da simulagdo MC.
As linhas tracejadas pretas indicam o ajuste dos resultados do FS a Eq.
(5.6). Notamos a simetria do espacgo jp <+ N — jo. Além disso, obser-
vamos que o0 MFPT é maior quando comegamos préximos do meio

do intervalo e para valores de « mais préximos do limite gaussiano

MFPT (t) de um voador de Lévy em um espago finito discreto de
comprimento N = 300 e Ax = 1 com bordas absorventes em fun¢do do
indice a de Lévy, para diversos valores da posicao inicial normalizada
jo/ N. Os circulos coloridos representam os resultados da abordagem
FS, enquanto as linhas sélidas coloridas os dados da simulagdo MC.
Notamos que, para cada posicdo inicial do voador de Lévy, quando
« — 0 temos o minimo valor de MFPT. Conforme nos aproximamos
do regime gaussiano « =2, (t) torna-se progressivamente maior.
MFPT (t) de um voador de Lévy no limite do espago continuo de
comprimento N = 300 com bordas absorventes em funcdo da posi-
¢do normalizada jyo/N, para diversos valores do indice « de Lévy.
Os circulos coloridos representam os resultados da abordagem FS,
enquanto as linhas sélidas coloridas os dados da simulacdo MC. As
linhas tracejadas pretas indicam o resultado exato de um voador de
Lévy em um espago continuo, Eq. (5.7), sem nenhum ajuste realizado.
Notamos a mesma simetria e comportamento da Fig. 40. . . . . . . .
MFPT (t) de um voador de Lévy no limite do espaco continuo de
comprimento N = 300 com bordas absorventes em funcdo do indice
« de Lévy, para diversos valores da posi¢do inicial normalizada jy/N.
Os circulos coloridos representam os resultados da abordagem FS,
enquanto as linhas sélidas coloridas os dados da simulacdo MC. As
linhas tracejadas pretas indicam o resultado exato de um voador de
Lévy em um espago continuo, Eq. (5.7), sem nenhum ajuste realizado.

Notamos o mesmo comportamento presente na Fig. 41. . . . . . . ..
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Figura 44 -

Figura 45 -

Figura 46 -

Figura 47 -

Figura 48 —

Diferenca relativa A, Eq. (5.9), do método FS no espago discreto
para a expressao exata, Eq. (5.7), do espaco continuo em fungao
do comprimento finito N com Ax =1 e limites absorventes, para
alguns valores do indice & de Lévy. O voador de Lévy comega no
ponto central do dominio, jo = N /2, com probabilidades de transi¢do
dadas pela Eq. (3.4). As linhas tracejadas sdo ajustadas a forma do
decaimento da lei de poténcia A ~ N~7, com v = 0.35, 0.41 e 0.64
paraa =1.5,0.5e 1.0, respectivamente. . . ... ... ... ......
Diferenca relativa A, Eq. (5.9), do método FS no limite do espago con-
tinuo para a expressao exata, Eq. (5.7), do espago continuo em func¢do
do comprimento finito N com limites absorventes, para alguns valo-
res do indice « de Lévy. O voador de Lévy comeca no ponto central
do dominio, jo = N/2, com probabilidades de transi¢do calculadas
a partir da Eq. (5.8). As linhas tracejadas sdo ajustadas a forma do
decaimento da lei de poténcia A ~ N~7, com y ~ 1 para todoa. . . .
Probabilidades assintéticas de absor¢do Py e Py pelas bordas j = 0
e j = N, respectivamente, do voador de Lévy no espago discreto de
comprimento N = 300 e Ax = 1 em funcdo da posicdo inicial nor-
malizada jy/ N, para varios valores do indice « de Lévy. Os circulos
coloridos indicam os resultados da abordagem FS e as linhas soli-
das coloridas os dados da simulagdo MC. Neste grafico Py > 1/2 e
Py <1/2,com Py + Py = 1. As linhas tracejadas pretas representam
ajustes dos resultados FS ao comportamento assintético jo < N de
Py no espago continuo, Eq. (5.11). . . ... ... ... .. ...
Probabilidades assintéticas de absor¢do Py e Py pelas bordas j = 0
e j = N, respectivamente, do voador de Lévy no espago discreto
de comprimento N = 300 e Ax = 1 em funcdo do indice a de Lévy,
para varios valores da posigdo inicial normalizada jo/N. Os circulos
coloridos indicam os resultados da abordagem FS e as linhas sélidas
coloridas os dados da simulacgfoMC. . . . ... ... ... ... ...
Probabilidades assint6ticas de absor¢do Py e Py pelas bordas j = 0
e j = N, respectivamente, do voador de Lévy no limite do espago
continuo de comprimento N = 300 em funcdo da posicao inicial nor-
malizada jo/ N, para varios valores do indice x de Lévy. Os circulos
coloridos indicam os resultados da abordagem FS e as linhas soli-
das coloridas os dados da simulagdo MC. Neste grafico Py > 1/2 e
Py <1/2,com Py + Py = 1. As linhas tracejadas pretas representam
ajustes dos resultados FS ao comportamento assintético jo < N de
Py no espago continuo, Eq. (5.11). . . ... ... ... ... ...
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Figura 49 — Probabilidades assint6ticas de absorc¢do Py e Py pelas bordas j =0
e j = N, respectivamente, do voador de Lévy no limite do espago
continuo de comprimento N = 300 em funcdo do indice « de Lévy,
para vérios valores da posi¢do inicial normalizada jo/N. Os circulos
coloridos indicam os resultados da abordagem FS e as linhas sélidas
coloridas os dados da simulacifoMC. . . . ... ... .o
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1 INTRODUCAO

A fisica estatistica é o ramo da fisica que estuda fendmenos contendo um ntimero
muito grande de constituintes que, por terem muitos graus de liberdade ou por falta de
informagdo que os caracteriza, sdo abordados segundo técnicas e métodos que aliam
conceitos e ferramentas da fisica e da teoria de probabilidades e estatistica. Um dos
problemas mais conhecidos e amplamente estudados é a famosa busca aleatéria, que
pode ser usado para modelar vérios fendmenos fisicos como os gases [2]. Os primeiros
trabalhos relacionados a esse problema vem da Grécia antiga, com as investigagdes
empiricas sobre os organismos e 0 meio ambiente de Aristételes e Teofrasto [3]. Contudo,
a abordagem matemadtica s6 acontece com a formulagdo da lei de Fick [4]. Apenas no
século XX que surge a descrigdo de caminhante aleatdrio na literatura, com Karl Pearson
[5] e Lord Rayleigh [6]. Com a explicagdo do movimento browniano, descrita por Albert
Einstein em 1905 [7] e observado por Robert Brown [8], surgem as primeiras abordagens
das caminhadas aleatérias brownianas.

Podemos definir a caminhada aleatéria como um modelo que usa distribui¢des
de probabilidade para ditar o movimento dos objetos em questdo, seja a direcdo ou
o comprimento do deslocamento e o tempo entre um passo ou um salto [9]. Assim
como no movimento browniano, que descreve o movimento de particulas em um fluido,
conseguimos aplicar o estudo da difusdo e relacionar sua equacdo com as probabilidades
de um caminhante aleatério estar em um determinado local em um dado instante de
tempo [10].

Nos primeiros modelos utilizando caminhadas aleatérias, os passos eram descor-
relacionados e sem qualquer tipo de tendéncia, ou seja, a dire¢do do movimento ndo
dependia do movimento anterior (processo Markovianos) e ndo havia dire¢do preferen-
cial, logo a direcdo escolhida no préximo passo era totalmente aleatdria [11]. Na década
de 1960, o estudo de caminhadas aleatérias comecou a ser utilizado no problema de
busca alimenticia (ou forrageamento animal), ganhando novos ares. Um dos modelos
mais aplicados era denominado de caminhadas aleatérias correlacionadas, com tendén-
cia de direcdo devido ao fato de que a maioria dos animais persistem em andar para
frente [12]. Com isso, houve uma mudanga para a permanéncia de direcdo, ou seja,
cada passo tende a permanecer com a mesma dire¢do anterior. Essa abordagem ainda
obedece o Teorema do Limite Central (TLC) gerando distribui¢des gaussianas ap6s um
grande namero de passos.

Os chamados voos e caminhadas de Lévy tém sido aplicados desde a década de 1990
para modelar problemas que exibem difusdo anomala. Para citar alguns, temos cinética
de particulas [13, 14], lasers aleatérios [15, 16, 17, 18] e forrageamento animal [19, 20,
21, 22,23, 24]. As distribui¢des de Lévy sdo caracterizadas pela existéncia de “longa
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cauda", que gera uma alternancia entre poucos saltos com comprimentos grandes e uma
grande variedade de saltos curtos [9]. Essa mistura de saltos de diferentes tamanhos
pode acarretar em um decaimento de lei de poténcia na distribuigdo, gerando assim
uma divergéncia no segundo momento e dando origem aos processos superdifusivos
que convergem para a distribui¢do a-estavel de Lévy apds um grande ntimero de passos
e sdo governados pelo TLC generalizado [25, 26, 27]. Em contrapartida, a distribuigdo
gaussiana, que possui segundo momento finito, gera um comportamento difusivo
regida pelo TLC [2, 28].

O hidrologista britanico Harold E. Hurst, analisou a vazdo anual de varias represas
durante décadas [29]. Seu objetivo era prever as secagens ou transbordamentos nessas
represas. Ele chamou a diferenca entre 0 maximo e minimo da 4gua do reservatério
de range (R) e utilizou a estatistica R/S, onde S é o desvio padrdo da vazdo da 4gua.
Posteriormente, Hurst aplicou esse calculo para outros fendmenos e descobriu que a
estatistica R/ S é igual a metade do nimero de observacdes (IN) elevado ao expoente de
Hurst (H), com H =1og(R/S)/log(N). O expoente de Hurst possui uma relacdo empi-
rica com o movimento browniano e pode ser utilizado para representar as propriedades
de memoria de longo prazo em caminhadas aleatérias. Logo, podemos relacionar a
difusividade de uma particula de Lévy com indice de estabilidade « € (0,2], que carac-
teriza a distribuigdo [11], com o expoente de Hurst. Os processos superdifusivos sdo
encontrados para os voadores de Lévy com 0 < & < 2, com expoente Hurst de difusdo
H > 1/2 [25], que gera uma lei de poténcia acarretando na divergéncia do segundo
momento, enquanto que os processos subdifusivos, o expoente tem valores H < 1/2.
Para a distribuigdo gaussiana, guiada pelo TLC e ditados pelo caso limite & = 2 com
o segundo momento finito, possui difusdo normal com o expoente assumindo o valor
H=1/2.

Neste ponto, faz-se necessario distinguir um voador de um caminhante de Lévy
[19, 20, 21, 22]. Os voos de Lévy sdo processos Markovianos, ou seja, sem memdria
(onde o préximo estado depende apenas do dltimo estado e ndo de outros estados
anteriores), com duracdo do salto (geralmente instantaneo ou constante) independente
do comprimento, estando associado a uma velocidade infinita. Por outro lado, os
caminhantes de Lévy sdo dados com velocidade finita (geralmente constante), gerando
correlacdes espago-temporais e levando a uma evolugdo temporal ndo Markoviana.
Deste modo, estabelecemos desde ja que, a menos que se indique o contrdrio, os
resultados desta tese dizem respeito a voos de Lévy executados por voadores aleatérios
de Lévy, e ndo caminhantes aleatérios de Lévy.

Um caso muito importante é o processo de Lévy em um espacgo unidimensional com
condic¢des de contorno absorventes [19, 20, 30, 31, 32, 33, 34], o que dificulta o calculo
da funcdo densidade de probabilidade P(x,t) de encontrar a particula em um local x
no instante de tempo t. Uma abordagem para diminuir essa dificuldade é o método
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das imagens aplicado no regime gaussiano (« = 2) [31], contudo esse método falha
no regime superdifusivo. Quando utilizamos fronteiras absorventes em caminhadas
(ou voos) de Lévy, algumas quantidades sdo importantes para a anélise do problema,
como: as probabilidades de absor¢do das fronteiras em um instante t (Py(t) e Pn(t)), que
dependem da posig¢do inicial da particula [31]; as taxas de sobrevivéncia S(f), que é a
probabilidade da particula ainda estar ativa no processo (ndo ser absorvida por alguma
fronteira) ap6s um intervalo de tempo ou depois de um certo ntimero de passos [31, 35];
tempo médio de primeira passagem (MFPT) (t), que é o tempo médio necessério para
que a particula aleatéria com uma certa dindmica estocastica alcance um determinado
local, ou uma colegdo de locais, pela primeira vez ao longo de seu caminho [35, 36, 37].
A taxa de sobrevivéncia pode ser ditada por dois diferentes comportamentos dindmicos
que dependem basicamente do intervalo de tempo, da posicdo inicial da particula
de Lévy, do comprimento dos passos (e, com isso, do «) e do tamanho do dominio
finito. Quando o local de inicio é préoximo de um dos limites absorventes, inicialmente
o sistema apresenta uma dinamica de decaimento na forma de uma lei de poténcia
(S(t) ~t77), que indica que apenas uma borda foi alcancada para aquele intervalo de
tempo. Esse resultado mostra uma concordancia com o Teorema de Sparre-Andersen
para o espaco semi-infinito (S(t) ~ t~1/2) [33, 38]. Continuando com a mesma posicao
de inicio perto de uma borda, para grandes intervalos de tempo, esperamos que o
outro limite absorvente seja alcancado, mudando o comportamento dindmico para um
decaimento exponencial (S(t) ~ e~*!), ocorrendo 0 mesmo quando partimos do meio
do intervalo finito.

O teorema de Sparre-Andersen [9, 33, 38, 39, 40, 41] diz que, para uma distribuigdo
de passos simétrica e continua em processos Markovianos, a taxa de sobrevivéncia
para uma particula no espago semi-infinito escala assintoticamente com o niimero de
passos com 7~ 1/2, onde podemos fazer a correlacio n <+ t para também ser vélido em
processos com tempo continuo, com S(t) ~ t~1/2 [33]. Vale a pena mencionar que o
Teorema de Sparre-Andersen deixa de ser vdlido para as caminhadas de Lévy, devido a
sua dinamica subdifusiva geradas pela correlagdo espago-temporal tipicas de processos
ndo Markovianos. Contudo, para os voos de Lévy, esse teorema se aplica devido a ndo
ocorréncia de correlagdes espaco-temporais (processos Markovianos).

Nesta tese, estudamos os voadores de Lévy em espacos finitos unidimensionais,
tanto discretos quanto no limite do continuo, com os extremos absorventes, utilizando
uma representacdo exata de sua equagdo mestra analisada no espago de Fock (FS).
Este formalismo foi proposto por Masao Doi em 1976 [42, 43] para reagdes classi-
cas de difusdo em meios liquidos e processos de reagdes quimicas, posteriormente
estendida com sucesso para tratar uma variedade de outros sistemas estocasticos
[31, 44, 45, 46, 47, 48,49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57], por exemplo, dindmica de reagao-
difusdo, cadeias de spin [58, 59], entre outros. Para esse formalismo, a densidade de
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probabilidade de encontrar o sistema em um determinado estado e em um instante
de tempo, desempenha um papel semelhante a fun¢do de onda na mecanica quantica.
Escrevemos a matriz Hamiltoniano (H) na base de estados discretos de Fock, associado
ao namero de ocupacgdo de cada sitio disponivel no dominio. Com isso, calculamos as
probabilidades de sobrevivéncia S(t), as probabilidades de absor¢do das bordas para
qualquer tempo ¢, as probabilidades assintéticas de absor¢ao (no limite de t — o) e 0
tempo médio de primeira passagem para varios valores de indice de Lévy a € (0,2].

Uma observagdo importante é que o operador H ndo é hermitiano como na mecanica
quantica, pois ndo é simétrico e nem possui dimensao de energia. Os operadores nao-
hermitianos com autovalores reais tem sido amplamente estudados e reconhecidos
em diversas areas [60, 61]. Nas ultimas décadas, varios cientistas se debrucaram no
estudo da possibilidade de um operador ndo-hermitiano desempenhar o papel de um
Hamiltoniano na mecéanica quantica, ocasionando modelos concretos que motivou
um maior desenvolvimento na &rea [60, 61]. A fisica estatistica desempenhou um
grande papel para alavancar a aplicagdo dos operadores H nao-hermitianos. Vérios
sistemas Fisicos possuem tais operados e conseguem obter expressdes para valores
esperados de energia e operador nimero obtidas em termos da temperatura absoluta e
do potencial quimico [60]. Em outros sistemas, conseguimos obter a magnetizacgdo e a
entropia usando diferentes ensembles estatisticos [2]. Nesse nosso trabalho, o operador
Hamiltoniano é ndo-hermitiano devido ao dominio ser finito com limites absorventes.
Como cada elemento do operador Hamiltoniano se refere a saltos entre dois locais (a
soma dos elementos de cada coluna é zero) e sabendo que a particula ndo pode saltar
das bordas (primeira e tltima coluna nulas), isso acarreta em dois autovalores nulos
relacionados aos autovetores dos extremos absorventes.

Organizamos este trabalho da seguinte forma: no Capitulo 2 sdo apresentados as
ferramentas matemadticas utilizadas, como o TLC e sua generalizagdo, o conceito de
difusdo e suas divisdes (normal e andmala), a apresentac¢do das distribui¢des a-estaveis
de Lévy e o formalismo do espaco de Fock de acordo com os primeiros trabalhos de
Masao Doi [42, 43]; Nos Capitulos 3 e 4, sado ilustrados os resultados como as taxas
de sobrevivéncia e probabilidades de absor¢do, ambas em func¢do do tempo, de um
voador de Lévy unidimensional com bordas absorventes no espago discreto (Cap. 3) e
no limite do espago continuo (Cap. 4); O Capitulo 5 é dedicado aos resultados para o
tempo médio de primeira passagem e para as probabilidades assintéticas de absorgéo,
tanto para o espago discreto quanto para o limite continuo. Os resultados desse capitulo
foram publicados recentemente no trabalho [62]. Logo ap6s, esta as conclusdes deste

trabalho junto com as perspectivas futuras dessa pesquisa.
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2 REVISAO TEORICA

2.1 Teorema do limite central

Na teoria de probabilidades, um dos resultados mais importantes e aplicados é
o Teorema do Limite Central (TLC) para um grande nimero de eventos estatisticos
(varidveis aleatérias), cuja a sua importancia vem do fato de garantir que a soma
de um grande ntmero de varidveis aleatérias, com média e varidncia (primeiro e
segundo momentos) finitas, recai em uma distribuicdo gaussiana. Devido as suas
poucas condi¢des matemadticas e a utilizagdo em diversos fendmenos estatisticos, o
TLC alavancou a utilizagdo da distribui¢do gaussiana para modelar sistemas aleatérios,
tornando-a uma ferramenta classica da fisica estatistica. Vamos deduzir este teorema
partindo da lei dos grandes ntimeros, de acordo com a referéncia [28].

A lei dos grandes ntimeros diz que, para uma sequéncia de N varidveis aleatorias

€1, €2,--+, ¢n independentes e com mesma distribui¢do de probabilidades, temos que

N
y= % Zéj — a, quando N — oo, (2.1)
j=1

com a = (¢;) amédia da distribuigdo. Supondo que essa média exista, podemos calcular
a frequéncia de ocorréncia de um dado evento .4 em uma sequéncia de N — o ensaios.
Considere uma certa sequéncia de N ensaios. Denotamos §; = 1 se ocorrer o evento A e
¢j =0 quando ndo ocorrer. Com isso, nesta sequéncia ficamos com £ = ({1 + {2 + -+ {n)
vezes em que o evento A aconteceu, de modo que sua frequéncia relativa foi ¢/ N.

Comoa = <(§ j>, temos que no limite mencionado

1N ¢
N 26]- =gq= N =p, quando N — oo, (2.2)
]:

onde p é a probabilidade de ocorrer A.
Para uma varidvel aleatdria z, definida por

z:\/%{]igj—zva}, (2.3)

com média a e variancia b finitas, o TLC afirma que z possui distribui¢do gaussiana no
limite de N — oo da forma

o(z) = ——e 712, (2.4)
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Note que, a exigéncia para o TLC ser valido é a existéncia da média e da variancia,
caso contrario ndo é possivel aplicar o teorema, como no exemplo da distribuicao de
Cauchy-Lorentz. Para provar que a Eq. (2.4) é a distribuicdo da varidvel aleatéria da
Eq. (2.3), partiremos da definicdo da fungdo caracteristica, que é uma transformada de

Fourier da densidade de probabilidade associada a varidvel z, ou seja,

g0 = [ pla)e™dz = (), @5)

com as propriedades g(0) =1e |g(k)| < 1. Podemos escrever a fungdo caracteristica em
termos dos momentos ji;;, abrindo a Eq. (2.5) em série de Taylor

sendo os momentos definidor para n par (os momentos impares sdo nulos) da forma

yn, (2.6)

”e_zz/zdz:1-3-5~--(n—1), (2.7)

1
Hn = E /
em geral, u, = (2b)"/2T((n +1)/2)/+/7 com yy = b (variancia), y4 = 3b% e g = 13b°.
Substituindo a Eq. (2.7) na Eq. (2.6), lembrando que os momentos impares sao nulos
e usando a propriedade [(2m)!/1-3-5---(2m — 1)] = 2"™m!, obtemos

[ee]

g) = ()

- (2m —1)]

(2.8)

_ - —k2/2
— Z 2mm' =e ,

que é a fungdo caracteristica de uma distribui¢do gaussiana dada pela Eq. (2.4). Nota-se
que g(k) também é uma fungdo gaussiana. Para uma varidvel aleatéria qualquer x

usamos a mudanca de varidvel y = a + x e obtemos
g(k) = <eiky> _ eika<eikx> _ eika—kzb/zl (2.9)

que é a fungao caracteristica da distribuicdo gaussiana de média a e variancia b = 2.

Podemos escrever a fungéo caracteristica em termos dos cumulantes x,,, da forma

g(k) = exp{ i (ik)”Kn}. (2.10)

|
=1 n:

Tomando o logaritmo do lado direita da Eq. (2.6), abrindo em série de Taylor e compa-
rando com o lado direito da Eq. (2.10), obtemos as relagdes entre os cumulantes e os

momentos,
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K1 = l”lli
Ky =po— 3, (2.11)

— 3
K3 = 3 — 3pop1 + 24y,
e assim vai. Os cumulantes da distribui¢do gaussiana sdo nulos a partir do terceiro.

Agora, podemos reescrever a fungdo caracteristica com expansdo em cumulantes

g(k) = exp{iak — %bk2 +O(k*) 1. (2.12)

Voltando para a nossa varidvel z definida pela Eq. (2.3), a sua fungao caracterfstica é

dada por

500 = ) = (exp{ =3 -0}, 213
L

como as varidveis sdo independentes e possuem a mesma distribui¢do de probabilidade,

definimos uma nova varidvel K = k/+/ Nb e ficamos com

(k) = ﬁ<e"“f>e‘”<“ = {g(K)e KN, (2.14)
j:l

Usando a Eq. (2.12) com a expansdo em cumulantes, chegamos na fungéo caracteris-

tica da nossa variavel z

g:(k) = exp{ — %NbKZ + NO(K?)}. (2.15)

Como NbK? =k? e O(K?) = O(N~!), entdo NO(N~1) — 0 quando N — oo, a funcdo

caracteristica de z recai mais uma vez na Eq. (2.8)

g (k) =e K72, (2.16)

que é a funcdo caracteristica correspondente da distribuicdo gaussiana, com densidade
de probabilidade definida pela Eq. (2.4).

A distribuicdo de Lévy ndo é regida pelo TLC, por ndo ter o primeiro e o segundo
momentos finitos [63]. Contudo, a versdo generalizada do TLC [64] permite a ndo
tinitude dos primeiros momentos da distribuigdo e, com isso, governam as caminhadas

e voos de Lévy, como veremos a seguir.
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2.1.1 Teorema do limite central generalizado

Considere uma distribui¢do que dita uma sequéncia de varidveis aleatérias z. Se
a distribuicdo dos elementos é, a menos de um fator de escala, a mesma da soma
dos elementos, entdo essa distribuicdo é dita estavel [63, 64]. De acordo com o TLC,
o resultado de uma soma de N distribui¢des gaussianas é uma gaussiana, com uma
variancia N vezes a de cada varidvel independente. Logo a gaussiana é uma distribuigao
estavel. Por definicdo, a varidvel aleatéria ¢ é considerada estavel se, para as suas copias

independentes §1, ¢2,- -+, {n € as constantes a, b,---, n € R, temos a seguinte condi¢do

a1 + bl + -+ + 1l L cuf + dy, (2.17)

com o simbolo £ indicando que ambos os lados da equagdo sdo regidas pela mesma
funcdo de probabilidades. De forma geral, as distribui¢des estdveis sdo descritas pela

funcdo caracteristica da forma

. exp { —b|k|*[1 — iBtan(% )sign(k)] +iku}, a#1;

gall) = () = [ p(z)edz =
- exp { —blk|[1 + iBZsign(k)log(|k|)] +iku}, a=1,
(2.18)
com os valores de 0 < « <2, —1 < B <1 esign(k) a fungdo sinal. A simetria de g,(k) é
controlada pelo parametro 3, ou seja, para f = 0 temos uma simetria em torno do ponto
k = 0. Nesta tese usaremos também p = 0, que é o parametro de localizacdo, de modo

que a Eq. (2.18) recai em

Qa(k) = e VK", (2.19)

A Eq. (2.19) pode ser obtida se considerarmos a varidvel aleatéria z como uma

combinacdo linear da forma [28]

= (@Gt ) 2:20

com y > 0. Essa equagdo recai na Eq. (2.3) para uma varidvel que possui uma distri-
buicdo de probabilidades gaussiana quando y = 1/2, com segundo momento finito e
média nula (2 = 0). Para y = 1/2, a distribuigdo de z sempre seréd gaussiana se as de §;
também for, sem a necessidade de N ser grande.

Se considerarmos que a varidvel z possui a mesma distribuigdo p(¢;), podemos

encontrar a fungdo caracteristica g (k) associada a variavel z

gz(k) = (") = [ [(e"9/N") = ("N )N = [g(kN~T)]V, (221)
]
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onde usamos a funcio caracteristica g(k) = (¢’*%) associada as variaveis gj. Comoze(;
possuem a mesma distribui¢do, entdo g, (k) = g(k), onde podemos tomar o logaritmo
de ambos os lados dessa equagdo

In(g(k)) = NIn(g(kN~7)). (2.22)

Como In(g(k)) é uma fungdo homogénea em k, uma solugdo possivel para a Eq. (2.22) é

In(g(k)) = —blk|* =2 g(k) ='W, (2.23)

onde definimos & = 1/+. E assim, reencontramos a Eq. (2.19). Essa expressdo recai na
distribui¢do gaussiana quando v =1/2 e, com isso, & = 2. O matemaético Paul Lévy
(1930) mostrou que sistemas com primeiros momentos divergentes também possuem
distribuicdes estaveis [63] (ndo seguindo o TLC), obtendo as chamadas distribui¢des
n-estaveis de Lévy, definida pela Eq. (2.23). Outro exemplo de fungdo caracteristica
dessa forma é a distribui¢do de Cauchy (« = 1). Na sec¢do 2.3 desta capitulo, voltaremos
as distribui¢des de Lévy.

2.2 Difusio Normal e Andmala

Comecgamos essa se¢do considerando uma caminhada aleatéria unidimensional
genérica nas distancias, na qual o caminhante se desloca de um valor X; do local de
inicio a cada intervalo de tempo 7. Com isso, partindo da origem, sua posic¢do sera
X = x1 + x2 + -+ + x,, no instante t = Tn, logo podemos escrever a funcdo caracteristica
de x; [28]

g(k) _ <eikxj> _ /p(xj)eikxjdxj _ eiAk—Bkz/ZI (2.24)

onde P(x;) é a sua densidade de probabilidade. Para a dltima igualdade, expandimos
em cumulantes até segunda ordem, assim como fizemos no TLC, desde que a média A e
a variancia B de x; existam. Para a variavel x, podemos escrever a funcéo caracteristica
em termos de g(k) para n grande

gx(k) = [g(k)]" = ginAk—BE/2, (2.25)

Definindo duas novas varidveis comoc = A/t e D = B/27, a Eq. (2.25) fica

gx(k) = letk=DH, (2.26)

Logo, a densidade de probabilidade da varidvel x é obtida fazendo a transformada
inversa de Fourier
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p(xt) = \/ﬁe(xct)z/wt' (2.27)

Esse resultado pode ser entendido como a distribuicdo de um conjunto de muitas
particulas em movimentos aleatérios independentes, cuja a densidade é proporcional
a Eq. (2.27) . Assim, se considerarmos que as particulas estdo proximas da origem,
ao passar o tempo elas estardo espalhadas de acordo com a distribui¢do acima. Para
um intervalo de tempo grande, essa densidade se torna uma gaussiana centrada em
x = ct = (x) e variancia 2Dt. E importante observar que p(x,t) é solucdo da equagio de
difusdo com arrastamento, onde usamos c = 0 na dltima igualdade para obter a equagdo

da difusdo normal

2 2
% = —cg—i - Dg—xg = % = Dg—xg. (2.28)

Podemos partir da equacgdo diferencial parcial de Fokker-Planck, que da a evolucdo
temporal da densidade de probabilidade P(x,t), para obter a equagdo de difusdo normal
de caminhadas aleatoérias regidas pelo TLC [65]. Para isso, definimos a equacgao de

Fokker-Planck para uma variavel [28]

2
2 P(t) = ~ L [FRP(] 5 oy

com f(x) sendo uma fungéo real oriunda da equacdo de Langevin interpretada como

P(x,t), (2.29)

uma forga, ou a razdo de uma forca externa e o coeficiente de atrito. Conseguimos

reescrever essa equagao em termos do operador evolucao definido por

. 0 r o2
onde a Eq. (2.29) fica
d .
—P(x,t) =UP(x,t), (2.31)

ot
que é a equagdo de Fokker-Planck. Para uma distribui¢do P(x,t;) e ja sabendo P(x,t1)
no instante ¢; < ¢, a solucdo tem a forma

P(x,tp) = 2= p(x 1), (2.32)

Introduzindo uma funcgéao delta de Dirac, encontramos

P(xp,tp) = /Q(xz,t2|x1,t1)P(x1,t1)dxl, (2.33)

que mostra a propagacao de P(xq,t;) para P(xp,t2), onde Q(xp,f2]x1,t1) é a probabilidade
de transigdo, entendida como uma densidade de probabilidade condicional, definida
por
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Q(XZ,tz‘xl,tl) = €(t27t1)a§(X2 — Xl), (234)

que, para o limite de tp — t1, resgatamos a funcdo delta de Dirac é(xy — x1). Usando a
identidade e(t3—t)¥ = e(ts—t2)ll o(t2=1) ¢ introduzindo a funcéo delta de Dirac 6(x3 — x),
de forma andloga aquela que fizemos para deduzir a Eq. (2.33) da Eq. (2.32), chegamos
na equacdo de Chapman-Kolmogorov para processos estocdsticos markovianos [66]

Q(x1,t1|x3,t3) = /Q(xl,tl|x2,t2)Q(x2,t2|x3,t3)dx2 H <ty <ts. (2.35)

Definimos t3 =t + T e tp = t, para reescrever a Eq. (2.35) como

Qrr(x1]xs) = / Qr(x3]22) Q1 (2|21 )dxa, (2.36)

e fazendo a expansdo em série de Taylor em T — 0, seguindo os procedimentos em [37],
com Qo(x2|x1) = é(x2 — x1), encontramos

Qr(x3]x2) = (1 — ag1)d(x3 — x2) + TW(x3|x2) + O(7?), (2.37)

com W(x3|x2) > 0 a probabilidade de transi¢do por unidade de tempo de x; para x3, e

ap (JC2) = /W(X3|XQ)CZJC3. (2.38)
Aplicando a Eq. (2.37) na Eq. (2.36) e fazendo

Pric(x1|x3) — Pe(xzlxg) _ 0Pr(x3|x1)

li 2.39
Tlir(l) T ot ’ ( )
chegamos a uma nova expressao para a Eq. (2.36), que é a equagdo mestra
00Q+(x3]x
% = /{W(x3|x2)Pt(x2|x1) - W(XZ|X3)Pt(X3|X1)}dX2. (2.40)
Generalizamos a Eq. (2.40) para um processo estocastico genérico
oP é’;'“ = [{T(a) P ) = T ) P(t) (2.41)

que é a equagao mestra para as varidveis continuas x e x’, com a taxa de transicao T (x|x’)
do caminhante saltar do local x’ para x (com o comprimento do salto sendo |x — x'|).
Voltaremos a essa equagdo na se¢do 2.4 onde iremos discutir a abordagem do espaco de
Fock. Vamos reescrever a equacdo mestra usando T(x|x") = T(x',r) >~ T(x' + Ax;r) ~0
para |r| <de|Ax| <d,comr=x—x

dP(x,t)
ot

= /T(x —1;7)P(x — r,t)dr — P(x,t) / T(x;—r)dr, (2.42)
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e supondo que P(x,t) varie lentamente, podemos expandir o produto do integrando até

a segunda ordem em série de Taylor, gerando assim

T(x—rr)P(x—rt) = T(x;r)P(x,t) — 9 {T(x;r)P(x,t)}r

ox
(2.43)
- TP} P+ O)
552 () P(xt)}r 7).
Substituimos esse resultado na Eq. (2.42), temos
oP(xt) /T(x;r)P(x,t)dr— /ri{T(x;r)P(x,t)}dr
ot ox
(2.44)
o [P rwnp@n)ar - P [T(s-na
5 52 LT (xr) POt} dr X, x;—r)dr.
Fazendo a expansao de Kramer-Moyal, com momentos
ay(x) = / r'T(x;r)dr, (2.45)
finalmente, chegamos em uma equacdo de difusdo geral
oP(x,t) 9 1 02
5 = ax {a1(x)P(x,t)} + 392 {ax(x)P(x,t)}, (2.46)

que também é uma equacdo de Fokker-Planck. Comparando as Eqs. (2.29) e (2.46),
concluimos que a1 (x) = f(x) e a(x) =I'. Para uma particula aleatéria no movimento

browniano, temos

a1 (x) = <AAxt>" ~0 (2.47)
¢ 2
ar(x) = «A;C# =2D, (2.48)

e assim retornamos para a Eq. (2.28) da difusdo normal.

A difusdo normal relaciona o segundo momento da distribuicdo com o coeficiente
de difusdo D, ou seja, o desvio quadratico médio é proporcional a raiz quadrada do
tempo, com a constante de proporcionabilidade sendo o coeficiente D. Na préxima

se¢do, apresentamos outros tipos de difusao.

2.2.1 Difusdao anOmala

Na secgao anterior, vimos que a caminhada browniana unidimensional gera uma
distribuicdo de probabilidades gaussiana e obedece a equagdo de difusdo normal
dP(x,t) Dazp(x,t)

TR 2 (2.49)
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onde a variancia é escrita em termos do coeficiente de difusdo (¢ = 2Dt). Logo o
espalhamento espacial da caminhada browniana em torno da sua posi¢ao média é uma
lei de poténcia no tempo

o~ 72, (2.50)

Contudo, essa equagdo ndo é valida para as distribui¢des de Lévy, devido ao fato
de ndo considerar as correlagdes de longo alcance. Vamos analisar a dinamica dos
processos de Lévy, tomando a equagdo mestra generalizada [32, 33, 67]. Para isso,
partimos da Eq. (2.41) reescrita abaixo, onde T(x|x’) é a taxa de transi¢do da posigao x’

para o local x (e, analogamente, T(x’|x) de x para x’)

opP

e()?t) :/{T(X’x')l’(x'ft) — T(x"[x)P(x,t) } dx’. (2.51)

Vamos considerar que 0s passos sao dados instantaneamente, ou seja, estamos interes-
sados nos voadores de Lévy. Levando em consideragdo a simetria T(x|x") = T(x/|x)
e que o voador possui um comprimento de passos r = |x — /|, podemos dizer que

T(x'|x) — T(r) e x’ — x + r, transformando a equagado acima em [68]

apf,f’” = /_ O; T(r)[P(x +1,t) — P(x,t)]dr. (2.52)

No limite assintético r >> 1, a distribui¢do de Lévy com comprimento de passos r possui
o comportamento de uma lei de poténcia T(r) ~ r~(1+%), que podemos substituir na
equagdo acima para obter a generalizagdo da equacdo de difusdo para os voadores de

Lévy

dP(x,t)
ot
onde D* é o operador derivada fraciondria de Caputo definida como [69]

= D*P(xt), (2.53)

D*f(x) = Aga) [ar el ) - £) (254)

A derivada fraciondria é compreendida como uma extensdo da derivada que normal-
mente usamos, com valores de a ndo inteiros. As defini¢cdes dessas derivadas ndo sao
Unicas, além da defini¢do de Caputo temos a de Riemann-Liouville e Riesz [9]. Optamos
pela defini¢do de Caputo pois, além da derivada fraciondria de uma constante ser nula,
fato que ndo ocorre na derivada de Riemann-Liouville, ela envolve derivadas usuais,
onde podemos aplicar em problemas de difusdo, j4 que podemos ter valores iniciais
para a distribuicdo de probabilidade e para suas derivadas como condi¢do de contorno
[9].

Podemos resolver a Eq. (2.53) seguindo o mesmo caminho para o caso browniano
apresentado no inicio da Se¢do 2.2. Considerando a distribui¢do a-estavel de Lévy dada
pela Eq. (2.18), com u = 0 e que [g4(k)]N — [gx(k)]NT! para um tnico deslocamento,
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podemos escrever a fungdo caracteristica de um passo acontecer em um intervalo

infinitesimal éf como

g(k,ot) = e~ bIkIot, (2.55)

Expandindo em torno de k = 0 obtemos g(k) = 1 — b|k|*5t, onde no limite continuo
N — 00, 6t — 0 e t = N/t finito, alcancamos

N
. N blk|*t |kt
g(kt) = lim [gkot)|]" =|1———| =e , (2.56)
N—oo N
de modo que
B g (k) 2.57)

ot
Aplicando a transformada inversa de Fourier na Eq. (2.56), encontramos a distribui¢do

de probabilidade de Lévy com u =0

P(xt) = %T /_ ooe*"k"*b“"“fdk. (2.58)

Esse resultado, em conjunto com a Eq. (2.57), sugere uma equacgdo de difusdo com

diferencial fraciondria no espago, com b constante, da forma

oP(x,t) ba‘"P(x,t)
ot ot
Nas distribui¢des a-estaveis de Lévy com 0 < a < 2, o segundo momento diverge.

, (2.59)

Essa divergéncia vem do comportamento de lei de poténcia da taxa de transigdo T(r).
Em particular, considerando a quantidade finita o7 = {|x|7)!/9, para q < a, é possivel

verificar através dos resultados ja obtidos a caracterizacdo da difusdo andmala [70]
op ~ /%, (2.60)

Isso mostra que, para os processos de Lévy com 0 < a < 2, a dispersdo é mais rdpida
do que a browniana, gerando uma superdifusdo. A difusdo é reestabelecida quando
& = 2, recaindo no desvio padrdo ¢ ~ t!/2. De forma geral, o desvio generalizado é
proporcional ao expoente de Hurst H [11, 19]

op ~ . (2.61)

Com isso, podemos observar que H = 1/2 temos a difusdo normal, H > 1/2 caracteriza
os processos superdifusivos e H < 1/2 para os subdifusivos. Um caso particular
é quando H = 1, que corresponde ao regime balistico. Os casos de superdifusdo e
subdifusdo podem ser geradas nos processos de Lévy. A superdifusdo ocorre para os
voos de Lévy com 0 < a < 2, que € a tendéncia do voador ficar na mesma dire¢do do
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passo antecessor. J4 a subdifusdo, o caminhante de Lévy espera um intervalo de tempo
longo antes de dar o préximo passo, ou devido a ndo tendéncia de direcdo (trocando a
direcdo do passo anterior) [68]. A equagdo para os processos subdifusivos, tem uma
forma diferente da superdifusdo, sua derivada fraciondria é aplicada no tempo [71],
« 2
LD _ 2 {an(0)P(x )} + 3oy {aax)P(x ). 2.62)
Na secgdo seguinte, vamos analisar as distribui¢des a-estdveis de Lévy que foram
usadas, aplicando o formalismo do espago de Fock, para obter os resultados dos trés
altimos capitulos desta tese.

2.3 Distribuic¢des a-estaveis de Lévy

As distribui¢des a-estdveis de Lévy sdo descritas por quatro parametros, a, B, b e
. O parametro de estabilidade « € (0,2] mede a extensdo da cauda, ou seja, valores
baixos implicam em maiores caudas (maior o comprimento do salto). Ja € [—1,1] estd
associado a simetria da distribuicdo, isto é, para p = 0 a distribuigdo é simétrica, p > 0
com cauda direita mais longa e f < 0 a esquerda mais longa. Os outros parametros
sdo, o fator de escala b > 0 e o de localizagdo y € R. Com isso, é comum denotar a
distribuicdo a-estavel de Lévy como S(w, B, b, 1) [64].

Nas Figs. 1, ilustramos os diferentes comportamentos das distribui¢des a-estaveis
de Lévy para diferentes valores do pardmetro de estabilidade « € (0,2], de simetria
B € [—1,1] edo fator de escala b = 1,2,3 e 4. Em todas elas usamos y = x /2, centralizando
a distribui¢do no meio do intervalo. Na figura (a), usamos p = 0 e b = 1 para alguns
valores de «, evidenciando a simetria das distribuic¢des. Ja na figura (b), mostramos a
assimetria para diversos valores de «, usando = —1. Nas figuras (c) e (d) fixamos
« = 3/2 e 1, respectivamente, e usamos diferentes valores de B. Por fim, nas figuras
(e) e (f), ilustramos as distribui¢des para valores do fator de escala b, usandoa =1/2e
B = 0 (simétrico) e x = 3/2 com B = 1 (assimétrico).
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Figura 1 - Ilustra¢des das distribui¢des a-estaveis de Lévy P(x) em fung¢do da posicdo
x, para diferentes valores dos parametros «, 3, b e fixando y = x/2. Usamos
diferentes valoresdea e b =1 para f =0em (a) e p = —1 em (b). Em seguida,
para alguns valores de fe b =1paraa =3/2em (c) ex =1 em (d). Por
altimo, para alguns valoresde bcoma =1/2,f=0em (e)ea =3/2, =1

em (f).
(a) Distribui¢des simétricas com p = 0. (b) Distribui¢des assimétricas com g = —1.
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Fonte: O autor (2022).
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Mostramos na Sec¢do 2.1.1 sobre o TLC generalizado, a fun¢do caracteristica geral
para as distribui¢des estdveis, descritas pela Eq. (2.18). Essa equacdo recai Eq. (2.19)
quando usamos B = u = 0, que significa uma distribui¢do simétrica com comprimento
de passos x e centrada em x = 0. Podemos obter a distribui¢do de probabilidades de

Lévy, aplicando a transformada inversa de Fourier na Eq. (2.19)

1 o ikx bl g 1 /°° —blk[*
PL(x) =5 / dk = — [ e cos k) dk. (2.63)

Vamos mostrar que o comportamento assintético (para x suficientemente grande)
de Pr(x) é um decaimento via lei de poténcia [65]. De acordo com o trabalho [72], para

b=1ek > 0podemos escrever

[T e VRE! (k)dk, 2.64
e /0 e Y*F, (k) (2.64)
com
by L& (1) ~T(aj+1)

j=1

Reescrevendo Pr(x) usando as Egs. (2.64) e (2.65), ficamos com

= LT

onde podemos usar a transformada de Laplace do cosseno

T(aj+1)

D) e Y*dy | cos(kx)dk, (2.66)
yﬂé

sm y6i9))

” vk _ - _¥
/0 e Y*cos(kx)dk = L(cos(kx)) a2 (2.67)
para obter
1 & j ] 0 yflxj

A integral na equagdo acima, tem solugao

) —uaj l("‘jJr)
vy U= (LY 4]
/0 y2+x2dy_ 2(x2) sec( 5 ) (2.69)

e usando as identidades trigonométricas sin(2x) = 2sin(x)cos(x) e sec(x) = 1/cos(x),
temos

1) 2 aj aj %(“j"‘l)
:_ni; 1)/ 2sin(%3! )cos(5 ) (“H‘U[E (l) } (2.70)

cos( ﬂ;‘])
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Simplificando o maximo possivel, obtemos

1 & (—1)/ T(aj+ 1)Sin[mxj

P = -2 L 5 }+0<x“<N““). (271)

Essa equacdo mostra que o comportamento assint6tico da distribuicdo a-estdvel de
Lévy, para um grande valor de x, é um decaimento via lei de poténcia com a € (0,2) [28]

Ag

1 T
~N — ~ _(“+1) = — 1 —_—
Pr(x) o) x , onde A, nf(zx + 1)sm( > ) (2.72)

Como j4 dito anteriormente, esse comportamento acarreta na divergéncia dos primeiros
momentos da distribuicdo de Lévy e, com isso, ndo obedecendo ao TLC (mas sim ao
TLC generalizado). Na Fig. 2, evidenciamos esse comportamento assintético de lei
de poténcia, em um grafico log-log das distribui¢cées em fungdo da posigdo x, para os
valores de @ = 1/2 (em azul), 1 (em preto) e 3/2 (em vermelho) [9, 65].

Figura 2 — Gréfico log-log das distribuigdes a-estdveis de Lévy P(x) em fungdo da
posicdo x com B =0 e b =1 (linhas sdlidas), para os valores de « = 1/2 (azul),
1 (preto) e 3/2 (vermelho). Para x grande, o comportamento assintético da
distribuicdo é um decaimento de lei de poténcia P(x) ~ x~ (@D jlustrado
pelas linhas tracejadas coloridas.
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Fonte: O autor (2022).
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Na tabela a seguir, mostramos os valores do coeficiente A, para os valores de a
usados acima, utilizando a segunda parte da Eq. (2.72), e suas respectivas equagdes

assintoticas de lei de poténcia, de acordo com a primeira da mesma equacao.

Tabela 1 — Valores de A, e suas respectivas equagdes assintéticas de lei de poténcia para
osvaloresdea =1/2,1e3/2.

o Ay Pr(x) ~
3/2 0.299207 0.299x 2>

1.0  1/m 1/ (mx?)

1/2 0.199471 1.99x~ 15

Fonte: O autor (2022).

2.4 Formalismo do espaco de Fock

Nesta se¢do vamos apresentar o formalismo do espago de Fock, tendo como guia
o artigo de M. Doi de 1976 [42]. Vamos partir da segunda quantizagao, utilizando os
operadores de criacdo e destruicado similares aos da mecanica quantica, para representar
as probabilidades de transicdo em termos dos operadores no espago de Fock. Doi
utilizou a forma canonica da teoria quantica de campos para estudar processos de
reacdo-difusdo [43]. Fock mostrou como a equacdo de Schrodinger no espaco de Hilbert
pode admitir uma representacdo em termos do operador nimero em um espago de
Hilbert de ntiimero de ocupagdo. Logo, como podemos perceber, a segunda quantizacdo
ndo é um método exclusivo da mecéanica quantica, podendo ser aplicado também em
sistemas classicos com muitas particulas.

No seu trabalho pioneiro, M. Doi [42] parte da equacdo de evolucdo temporal da
distribuigdo de probabilidade (uma equagdo mestra). Para isso, vamos considerar um
sistema com N particulas idénticas, onde g; é o conjunto de estados de cada parti-
cula (posigdo, momento, entre outras) e f(N) (g1,q,---,qn;t) = FN) (gN; 1) é a funcao

distribuicdo de probabilidade. A evolucdo temporal dessa distribuigdo é

9
ot

onde U(N) é o operador evolucdo. Vamos esclarecer que para todas as particulas

N (gN;t) = —UN FN (gN;), (2.73)

(1,2,---,N), temos os estados (41,92, -+ gN) = qN ao qual a i-ésima particula estd lo-
calizadaem g; (1 =1,2,---,N). Como elas sdo idénticas, ndo precisamos distinguir os
estados. A normalizac¢do da fungdo distribuigdo é dada por
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[da N (ghie) = 1. @.74)

(N)

Agora, podemos definir a probabilidade F'"*/ de encontrar a particula em um estado

g, relacionando com a funcdo distribuicio

FN) (gN;) = Y- FN (gM), (2.75)

com a soma feita sobre todas as permutacdes de g;. Nota-se que F(N) é simétrico em
relagio aos seus argumentos. A normalizagio para F(N) é diferente da Eq. (2.74), uma
vez que contamos N! vezes por ndo precisarmos distinguir os estados ((41,92,- - n) =

gN = (qn,*+,92,91)) , logo integramos sobre a condigdo g1 < g» < -+ - < gn, com

1
dN:—/dN:/dQN, (2.76)
/c11<qz<-~<cm TN

e a normalizagao fica

/ AQNEN) (gN. 1) = 1. 2.77)
Quando o namero de particulas nao for fixo, devemos considerar um conjunto de
fungdes de probabilidade {F(O) (), FD(gh;t),- - } = F(t), cuja a normalizagdo é dada
por

3 /dQNF(N)(qN;l) =1 (2.78)
N=0

Agora que ja especificamos os estados do problema em questdo, partimos para a
segunda quantizacdo proposta na mecanica quantica, para depois adapta-la para o
nosso prolema. Toda essa abordagem que estamos seguindo, estd presente no trabalho
do M. Doi [42].

241 Segunda quantizagdo

Partimos agora para a segunda quantizagdo. Dada um estado quéntico |F(t)), com a
notagdo simplificada |q™) = |g1,92, -+ ,qn) = a'(q1)a’(q2) - --a%(qn) |0) definido por

[F(t)) = i /dQNF(N)(qN;t)]qN>, (2.79)
N=0

com |0) = |0,0,---,0) o estado vazio e os operadores de criagdo e destruicio a'(q) e
a(q), definimos
a(q)]0) =0, (0[a"(q) =0, (2.80)

[a(9)a™(q)]=6(q—q'), la(g).a(q)] =[a"(g).a"(¢")] =0, (2.81)
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podemos ver facilmente a identidade (g|q’) = 6(q — '), que podemos escrever como

N
(g™ = onn L] (i — ), (2:82)
i=1

com o somatdrio feito sobre as permutagdes de g;. Aplicando essa identidade na Eq.
(2.79), obtemos o produto escalar

(gVIE)) = FN (gV:0). (283)

As Egs. (2.79) e (2.83) mostram a relagdo entre o conjunto de fungdes de probabilidade
FN) com o estado quantico |F). Essa correspondéncia pode ser generalizada para
qualquer conjunto de fun¢des (ndo necessariamente distribui¢des de probabilidade),
bastando que seus componentes sejam fungdes simétricas.

Agora, usando um operador linear A podemos obter F4 = AF, ou seja, transfor-
mando o conjunto F = {F(O),F(l),- .- ,F(N)} em Fy = {FIE‘O),FS),- .- ,FIE‘N)}. O analogo
quéntico desse operador (A) acarreta |F4) = A |F). Logo, para um sistemas com parti-
culas idénticas temos

FV () = (gN|A[F) = AN (gN)FN) (4N, (2.84)
com
N
A(N)(QN)ZZA1(%)+ Y As(gig) 4+, (2.85)
i=1 1<i<j<N

sendo A1(q;) (A2(gi,9;)) um operador linear que depende apenas de g; (g; e ;). O
operador quantico é calculado (A = A; + Ay + --), com

A = / dq a'(q)A1(q)a(q),
(2.86)

A = 5 [ [dga @) (§) A0 alg)ala)

e assim por diante, que sdo as equagdes da teoria quantica de campos. Usando as Egs.
(2.80) e (2.81) na Eq. (2.86), recaimos em A |F) = ’FA1>.
Nesse momento, para dar prosseguimento vamos definir dois estados |«) e (x|, com

« representando um ndmero real, da forma

W) =exp(a [dqa'@))10) e (o= Olexp(s [drale), @87

com as seguintes propriedades (usando a Egs. (2.80))

a(q)la) =alw) e (afa’(q) =a(a|. (2.88)
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Um caso particular importante é o estado |« = 1) = |1). O produto escalar com |F) é

equivalente a somar todos os estados possiveis. Usando a Eq. (2.83), obtemos

air) = {olesp( [dgate))|r)

(2.89)
- ¥ i,/qu<qN!P> -y /dQNFW)
N=o V! N=0
ouseja, [(1]---) < Yn [dQN -+ -]. Um caso especial é ((1|a®(q) = (1]), que aplicado na

fungao dlstr1buigéo F(t) dado pela Eq. (2.79), deixa a condi¢do de normalizac¢do da Eq.
(2.78) como
(1|F(t)) =1. (2.90)
Com isso, podemos expressar o valor médio de uma quantidade fisica A em termos
de (1|
— (1|A|F(t) /dQNA (N EN (V). (2.91)

O anélogo quantico da Eq. (2.73), que descreve a evolugao temporal da fung¢do distribui-

¢do, tem a forma

2 | =~ |E®)), 2.92)

onde o operador evolugdo temporal f é o analogo quantico de 2/N). Que admite como
solucao

|F(t)) = exp(—Ut) |F(t =0)), (2.93)

sendo |F(t =0)) o estado quantico inicial. Com isso, podemos reescrever a Eq. (2.91)

em funcdo do operador quantico de evolugdo temporal, Eq. (2.94), e em termos dos

.I.

operadores de criacdo e destruigdo a’ e a, descrita na Eq. (2.95)

A(t) = (1|Aexp(-Ut)|F(t=0)), (2.94)

Alt) = <1

Com isso, temos uma visdo geral sobre a segunda quantizagdo. Como caracteris-

Ala*,a) exp(— z)[a*,a]t)‘P(t:O)>. (2.95)

tica principal aqui é que, partindo da equacdo de evolugao temporal da distribuicéo,
podemos abordar sistemas com muitas particulas usando os operadores de criagdo e
destrui¢do, como na mecanica quantica. No artigo de M. Doi [42], ele cita alguns exem-
plos de aplicagdo desse formalismo como: dindmica cldssica de muitas particulas, onde
é usado o operador Liouvilliano e o ensemble canonico da fisica estatistica; processos
de reac¢des quimicas do tipo A+ A —+ B, A+ B —+C, A— Be A — B+ C; ereagdes de
difusdo controlada em um meio liquido. Num segundo artigo [43], ele discute mais
profundamente sobre as rea¢des de difusdo controlada, utilizando operadores de campo.
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Na préxima se¢do, mostraremos esse formalismo aplicado ao problema de caminhada
aleatéria, onde os operadores de criagdo e destrui¢do possuem papéis fundamentais

para o andar do caminhante.

2.4.2 Aplicando o formalismo em random walker

Um caso interessante da fisica estatistica é o estudo de uma particula se movendo
aleatoriamente em um intervalo finito com os limites absorventes. Esse é de fato o
estudo deste trabalho, onde os resultados estdo presentes nos capitulos seguintes.

Comecamos com a situagdo de um conjunto M de particulas aleatérias em um
intervalo finito de tamanho L (0 < x < L), onde elas podem se mover para a direita
(positivo) ou para esquerda (negativo). Os comprimentos dos saltos feitos por elas
sdo obtidos através de uma funcdo de densidade de probabilidade p(¢), com saltos
para direita e esquerda equiprovaveis, p(|¢|) = p(—|¢|). Para um espago discreto, as
particulas podem ocupar as posi¢des Xj= jAx, com j=0,1,2,--- ,N = L/Ax. Nesse
ponto, ndo restringimos que os locais tenham apenas uma particula, podendo o estado
do sistema ser descrito pelo conjunto dos ntimeros de ocupagio {n;} (com n; € [0,M]
inteiro) dos locais (sitios) j em qualquer instante de tempo, com o ntmero total de
particulas Z]-Zio nj = M. Com isso, podemos definir um conjunto de vetores de estado,
{|no,n1,n2,- - ,nN—1,nN) }, de forma semelhante a dos estados discretizados de Fock
em uma descricdo da mecénica quantica de um sistema no espago de Fock.

Agora, voltamos para o nosso problema em questdo que é o caso de uma tnica
particula, ou seja, M =1e Z}io nj=1com n; =0 ou 1 (vazio ou ocupado). Vamos
considerar que as bordas x = 0 e x = L sdo absorventes, logo quando a particula
alcanga um dos limites do intervalo a dindmica termina. Obviamente, como os passos
podem ser maiores que a distancia do local ocupado a borda, ultrapassando assim

o limite absorvente, nés truncamos o salto na prépria borda. O conjunto de vetores

de estado assume a forma {|j)} = {[0,0,---,n;=1,---,0,0) }. Logo, denotamos por

P(xj,t)Ax a probabilidade de encontrar a particula no local j, ou ocupar o estado

0,0,---,mj=1,-- ,0,0>, no instante de tempo f. A condi¢do de normalizagdo fica

i P(xt)Ax =1. (2.96)
j=0
Além disso, como estamos tratando apenas de uma particula, ndo podemos ter dois
estados ocupados ao mesmo tempo. Entdo, se a particula ocupa o estado |j) no tempo ¢,
temos que P(xy,t) = 0 para qualquer outro estado |k) com j # k (mostrando a ortogona-
lidade dos estados |j) e |k)). A descrigdo estatistica da particula aleatéria no tempo ¢

pode ser descrita pela superposicdo dos seguintes vetores de estado possiveis
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N

[p(t)) =Y P(xjt)Ax]j). (2.97)

j=0
Nos trabalhos de M. Doi [42, 43], é usado a equagdo mestra para resolver alguns
problemas estocéasticos classicos. A equagdo mestra de uma particula aleatéria em um

espaco unidimensional discreto finito é [28, 37, 41]

oP(x,t)
ot

= Y [T(xx")P(x't) = T(x'x)P(x,t)], (2.98)
x!'#£x
onde T(x,x’) é a taxa de transi¢do da particula saltar da posi¢do x’ para x no dominio
finito, com comprimento |x — x’|. A equagdo mestra é usada para determinar a taxa
de variagdo temporal da probabilidade de um sistema qualquer estar na posi¢do x no
instante t. Por exemplo, x pode ser definido como um conjunto de moléculas de uma
reacdo quimica, ou o conjunto de niimeros de ocupagdo de sitios em um sistema de
difusdo de particulas aleatérias. Podemos construir o vetor de estado do sistema de
forma semelhante a Eq. (2.97), tornando a equagdo mestra como uma equagédo parecida

com a de Schrodinger de valor real em fungdo do operador Hamiltoniano H [31, 42, 43]

d

= 19(0) = —H({al.a;}) [y (1), (2.99)
f
]
a particula no sitio j. Ressaltamos mais uma vez que o operador H ndo é hermitiano,

com os operadores de criagdo e destrui¢do a; e a;, respectivamente, criando e destruindo

como na mecanica quantica [73], ndo é simétrico e nem possui dimensdo de energia.

Para o vetor vazio |v) = |0,0,---,0), temos

ajlj) =1lo) e aflo)=1j), (2.100)

para um vetor genérico |k) = |n0,n1,- e M N N> contendo muitas particulas, obte-
mos as relacdes [31, 45, 46, 47]

a}-aj‘n(hnll"'lnj/”'/nN> - nj‘nOInll"'lnjl”'/nN>l
a}-‘nOInl/"'lnj/"'/nN> — ‘nOInll"'/nj+1l"'1nN>l (2101)
a]"n(),nl,"',n]',"',n]\]> = nj‘n()lnl/"'/nj_ll"'/nN>/

e possuem as seguintes regra de comutagao

[a]-,a,t] =0y e |ajaj] = [a}r,a}] =0, (2.102)

sendo Jjx o delta de Kronecker. Notamos que a aplicagdo dos operadores a;.r e d; em

processos estocasticos difere da mecéanica quantica [73], que geram /n; +1 e /7.

Interpretamos as Egs. (2.101) da seguinte forma [31], na segunda linha temos apenas

uma maneira de adicionar uma particula na posicdo j quando aplicamos a;r no estado
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k), enquanto que temos 7; maneiras de destruir na j-ésima posicdo quando aplicamos
aj N0 Mesmo estado, de acordo com a terceira linha.
Podemos escrever a solucdo da Eq. (2.99) da forma

[ (£)) = e [p(0)) = U(t) [9(0)), (2103)
onde definimos o operador de evolugdo temporal U(t) = e~ H!. Entdo, considerando
uma particula aleatéria partindo da posigao xp = joAx (com 0 < xyp < Lou0 < jp < N)
no tempo ¢t = 0, com estado inicial |¢(0)) = |jo), a probabilidade de encontrar a particula

na posicdo j no instante ¢ é

PQxjt)Ax = {jlp(t)) = (IUH)]fo), (2104)
que foi obtida aplicando (j| pela esquerda na Eq. (2.103). Pela condigdo de normalizagdo
dada pela Eq. (2.96), ficamos com

N
Y Glu)ljo) =1. (2.105)
=0

Além disso, podemos encontrar o n-ésimo momento da distribui¢ao P(x;,t) em fungao

do tempo com a seguinte expressao [31]

N
=Y j"P(xjt)Ax. (2.106)

Assumindo o tempo como um varidvel discreta, ¢, = to,t1,t2,- - -, podemos expandir
o U(t) como [28]

(o) tn
2 3 _ n
_1+tu+2,u +3u + - _1+n§_0—n!u, (2.107)

com I sendo a matriz identidade. Fazendo o tempo ser um madltiplo inteiro de um
intervalo, t = mAt, onde m pode ser interpretado como um indice de passos, podemos
reescrever nossa Eq. (2.103) da forma

p(1)) = [p(mAt)) =e~ " [yp(0))

_ (1+): HA”) 19(0)).

Além disso, podemos definir uma matriz estocastica S = (I — HAt). Com At suficiente-

(2.108)

mente pequeno, S define uma cadeia de Markov de tal forma que

1p(mAL)) = (1— HAD™ [1(0)). (2.109)
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Fazendo At =1, reescrevemos a equacdo supracitada como

[ (m)) = (1= H)"[(0)). (2.110)
Uma outra alternativa para esse procedimento é fazer o limite para N grande na Eq.
(2.103) usando Eq. (2.107)

pe) = e g = tim (1) o)

N—o0

(2.111)
— lim (I— HA®)" [(0)).

N—oc0

Agora que ja estamos familiarizados com esse formalismo aplicado em caminhadas
aleatérias, vamos ilustrar como calculamos o operador Hamiltoniano em termos dos
operadores de criagdo e destrui¢do para um exemplo de apenas dois niveis (sitios). A
partir desse exemplo, podemos extrapolar o nimero de sitios de forma anéloga e obter

as propriedades estatisticas importantes.

2.4.3 Calculo do Hamiltoniano para um sistema de dois niveis

Vamos considerar um caso simples de difusdo onde a particula parte do sitio 1 para 2,
com uma taxa de transigdo D. Nosso vetor de estado ¢ definido como |n1,12) = alal|0).
Nossa Eq. (2.97) fica

p(t)) = Y P(ny,no;t) mna) = Y P(nynp;t)(al)™ (a})™|0). (2.112)

ni,ny ny,mny
Derivando no tempo, chegamos a equagdo do tipo Schrodinger que é uma equagao
mestra como a Eq. (2.98)

9 9
WD~ 7 2 bty () (a2 0)
' (2.113)
= Y [DOm+ D)P(n + 12 = 1) = D(m)P(m,m;t) | (a})" (a3)" [0) .

Agora, vamos usar as seguintes propriedades

ny(ag)™ (a3)"[0) = ny[nyno) = ajay|nina),
(m +1)(a])"™(a3)"[0) = (m+1)|nyna) =maj|n +1ny—1), (2.114)
-I.
2

()" (@)™ 7H0) = |m+1m2—1).
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Aplicando na nossa equagao mestra obtemos

allggt» = DY [ada(a])" (@)= P (1 + Ly — 13t)
1,12

afar (a})" (a})"2P(n1,mt)] [0)

= DY) [P(nl +1,np — 1L;t)aday |ny + 1,y — 1)

ni,ny

— P(nyngt)alay |ng,ny) } ) (2.115)
Fazendo duas mudancas de varidveis, m; = ny + 1 e mp = np — 1, conseguimos

2y _

By Y P(mymy;t)aray |my,mp) — Y P(nyng;t)aiay nymng) |, (2.116)

my,my ny,mny

e aplicando a Eq. (2.112), encontramos a nossa equagao mestra

W) _ b [agar - afar] 19(e). 2.117)

Comparando as Egs. (2.117) e (2.99), encontramos o Hamiltoniano do sistema de dois
niveis, saltando de 1 para 2 (H;_,»). De forma similar, obtemos H;_,; para o sistema

saltando de 2 para 1
H1a2({a;r/ﬂj}) = —D<ﬂ§ﬂ1 - 0101), (2.118)
Hy 1 ({a},a}) = —D(aIaz - aiaz). (2.119)

Para um sistema isotrépico, que permite ambos os saltos, o Hamiltoniano é descrito

pelasoma H = Hy_,, + Hy_1,

H({a;-r,aj}) =-D <a§a1 +alay —afa; — azaz). (2.120)

No trabalho [65] é aplicado esse formalismo para um exemplo simples de um
caminhante aleatério em um espago unidimensional ilimitado [2], que pode dar um
passo para o local vizinho mais préximo a direita com probabilidade p e a esquerda
com g =1 — p. Esse exemplo serve para validar o método do espago de Fock. Ainda no
trabalho [65], podemos encontrar o calculo de H para esse exemplo com N = 4 sitios e
para a distribui¢do de Cauchy (x = 1) com N = 6 sitios.

Aplicamos esse formalismo para os voadores de Lévy, nesse caso a taxa de transi-
¢do D é gerado a partir das distribui¢des a-estdveis de Lévy. Nos proximos capitulos,
mostraremos os principais resultados como as taxas de sobrevivéncia S(t) e as proba-
bilidades de absor¢do das bordas absorventes Py(t) e Py(t), ambos para um espago
discreto (Cap. 3) e para o limite do espago continuo (Cap. 4). No Cap. 5, estdo os
resultados para o tempo médio de primeira passagem e as probabilidades assintéticas
de absorc¢ao, considerando ambos os espagos.
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3 RANDOM WALKER COM DISTRIBUICOES DE COMPRIMENTOS DE PAS-
SOS DE LEVY EM DOMINIOS FINITOS DISCRETOS

Partimos do problema de uma particula aleatéria confinada em uma regido limitada
cujas bordas sao absorventes, sujeita a distribuigdo de comprimento de passos a-estavel
de Lévy, utilizando a abordagem do espaco de Fock apresentada no Cap. 2. Definimos
as distribui¢des a-estaveis de Lévy da forma [25]

pa(l) = %/_o;dk ¢ IkI* [1—psign (k) (k)| —ik(t—p0) 3.1)

onde o parametro mais importante é a« € (0,2], uma vez que geralmente introduz as
propriedades estatisticas de £. De fato, enquanto o caso x = 2 corresponde a distribuicdo
Gaussiana governada pelo TLC, o TLC generalizado conduz a dinamica de flutuacio de
¢ quando 0 < « < 2. Além disso, B € [—1,1] é o parametro de assimetria, b > 0 é um fator
de escala, y é um parametro de deslocamento (localizagdo), sign é a fungdo sinal, e ® =
tan(ra/2) sew # 1 e O (k) = (—2/m)log|k| se « = 1. No caso de distribui¢cdes simétricas
centradas em ¢ =0, com p(|¢|) = p(—|¢|), definimos B = 4 = 0 na Eq. (3.1). Fixamos o
valor de b = 1 sem perda de generalidade, transformando a equagdo supracitada em

1 (o] a -
_ —|k|*—ike¢
pa(f) = /_oodke . (3.2)

E importante ressaltar que no espaco livre, ou seja, sem bordas absorventes, o com-
primento do salto absoluto (| ¢ |) diverge para 0 < « < 1. No entanto, em um dominio
finito com limites absorventes, saltos de comprimento infinito sdo proibidos devido ao
truncamento nas fronteiras e, com isso, (| ¢|) é limitado com valores progressivamente
menores a medida que o limite gaussiano & = 2 se aproxima.

Geralmente as distribui¢des de Lévy ndo podem ser expressas de forma analitica
usando fungdes elementares [74, 75, 76]. Uma representagao geral ndo elementar se da
em termos de fun¢des de Fox-H [25, 32, 33], envolvendo integrais complexas do tipo
Mellin-Barnes. A distribuicdo de Cauchy (« = 1) e o caso da distribui¢do gaussiana
(« = 2) sdo notaveis exce¢des quando B = 0. Outro ponto importante que dificulta
encontrar expressoes fechadas para P(x,t) é o fato de ser possivel dar saltos longos para
0 <& <2, ou seja, a particula pode dar um passo tdo grande que o levaria além das

bordas, sendo absorvida pelo extremo em questao.
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3.1 Voador de Lévy em dominio finito discreto para diferentes valores de « via
abordagem do espaco de Fock

Aplicamos a metodologia explicada no Cap.2, do espago de Fock (FS), para uma
particula aleatéria com distribui¢do de comprimento de passos de Lévy em um espago
discreto j (0,1,2,..., N)) e com bordas absorventes, ou seja, com j =0 e j = N absorvedoras.
Para um intervalo discreto contendo N + 1 sitios disponiveis, o Hamiltoniano (H)
assume a forma de uma matriz (N + 1)x(N + 1) na base {|i)} dos estados de Fock.
Logo, escolhemos o local de origem (destino) do salto relacionado ao indice da coluna
(linha) da matriz H. Com condi¢des de contorno absorventes, saltos comecando nas
fronteiras sdo proibidos, ou seja, nenhum sitio intermedidrio pode ser acessado partindo
dos extremos. Como consequéncia, a primeira e a tltima coluna da matriz H sdo nulas,
gerando dois autovalores nulos no Hamiltoniano, relacionados aos autovetores |0) e
|N). Contudo, notamos que qualquer sitio (incluindo os extremos) podem ser atingidos
partindo de qualquer outro sitio inicial (sem contar as bordas absorventes), devido a
possibilidade de passos largos. Além disso, a particula ndo pode ficar parada em um
salto (i # j), portanto H ndo é uma matriz simétrica (hermitiana) para uma particula
aleatdria em um intervalo finito com extremos absorventes. Com isso, escrevemos o
operador H na forma

H=— Z Z P]-i(a;-’ai — a?a,-), (3.3)

onde Pj; é a probabilidade de transigdo da particula saltar do sitio i para o sitio j.
Essencialmente, cada elemento da matriz H se refere a um salto entre dois sitios, como
consequéncia a soma dos elementos de cada coluna da matriz é nula. O primeiro termo

da Eq. (3.3), o operador a;.rai destréi a particula no local i e a cria em j, o segundo termo

.‘.

da equacao é o operador namero a; a;, resulta do fato de que as taxas de transicdo sdo

proporcionais ao nimero de particulas no local de origem [31, 44, 65]. As probabilidades

Pj; s@o calculadas da seguinte forma,

0, i=0oui=N oui=j

f(lffile p(0)dl, 1<i, j<SN—1, j£0;
b . (3.4)

e P(Odl, 1<i<N—1, j=N.
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A primeira linha da Eq. (3.4) indica que a particula ndo pode saltar das fronteiras
(i=0o0ui= N)etambém ndo pode permanecer no mesmo local de um salto (i = j). A
segunda linha considera os saltos ndo absorvidos pelas bordas (j # 0 e j # N). Nesse
caso, a simetria esquerda-direita de p(/) resulta em P;; = P;;. A terceira e a quarta
linhas referem-se, respectivamente, aos saltos iniciados no sitio i cujo comprimento é
igual ou superior as respectivas distancias das bordas esquerda e direita, levando a um
truncamento nos limites j = 0 e j = N, respectivamente. Notamos que, devido a simetria
das distribui¢des de Lévy, temos pu(| £ |) = pa(— | £ |), com isso a integral da terceira
linha, que teria argumentos negativos (de —oo para — (i — 1)Ax), é de fato equivalente a
integral correspondente na Eq. (3.4) com argumentos positivos (de (i — 1)Ax para o).
Também observamos que a normalizac¢do apropriada é Z]-Zio Pj=1parai#0ei# N,
indicando que um salto em um local ndo absorvente certamente termina em algum
lugar no dominio finito. As integrais da Eq. (3.4) podem ser expressas para qualquer
« € (0,2] da seguinte forma,

1 (o o
_ —|k|*—ik¢
L) = 5 /_ooow/o e dk,

1 ooe—ika—k“
= /O e —d (3.5)

_ l/“’ Sin(ka)e’kadk,
T Jo k

com a > 0, que vem de uma mudanga nos limites de integragdo da varidvel ¢. Evidenci-
amos mais uma vez que, devido a simetria da distribui¢do e o fato de termos condigdes
de contorno absorventes, P;; = Pjj,
ndo pode sair de um local de extremo absorvedouro.

com P;; =0sei=0ei= N, sabendo que a particula

Usando os operadores de criagdo {a] } e destruigdo {a;}, podemos criar e destruir
uma particula na posicado x; (ver Cap. 2). Aplicando a adlgebra desses operadores na Eq.
(3.3), obtemos os elementos da matriz H com limites absorventes para qualquer indice
de Lévy a € (0,2],

N N-1 ) :
(m|H|n) = - Z 4 Pj; (m| (ajai —aja;)|n),
j=0 ;:1].
(3.6)
N N-1
= =Y Y Pi(6jmbin — bimbin),
j=0 i=L
i#]
com n,m =0,1,...,N implicando em (m|H |n) = =Py, sem #n, (m|/H|n) =1sem=mn

e (m|H|n) =0sen=1oun= N devido as bordas absorventes j =0 e j = N. Para
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qualquer valor de N, usamos o software de computacdo simbodlica Mathematica para
calcular a matriz Pj; das probabilidades de saltos do sitio i para o sitio j e, com isso, 0s
autovalores e autovetores da matriz Hamiltoniano H.

3.1.1 Voador de Lévy com & = 2

Comegamos a andlise com « = 2, que é o limite gaussiano da distribuicdo de Lévy
(caminhante browniano), com = y = 0 e com um fator de escala unitario b = 1 na Eq.
(3.3), de modo que a variancia seja 0> = 2b = v/2. Logo, a Eq. (3.5) assume

_erf(a/2)

szz(ﬂ) = T, (37)

onde erf e a fungdo erro. Param #n,m #1,n# 1, m # N e n # N, podemos escrever
os elementos fora da diagonal da matriz Hamiltoniano da forma,

(m|H |n) = %[erf((|m —n| —1)/2) — erf(|m — n|/2)]. (3.8)

Os outros elementos da matriz H sdo calculados da mesma forma a partir da Eq. (3.4)
(primeira, terceira e quarta linhas), usando Ax = 1 junto com as Egs. (3.6) e (3.7).

Calculamos as distribui¢des de probabilidade P(j,t) em func¢do da posigdo j com
tamanho limitado de N = 300 no instante t. Na Fig. 3 mostramos os resultados partindo
do meio do intervalo jo = N /2 e usando a abordagem do espaco de Fock (representados
em circulos) para os tempos discretos t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 20 (azul) e
t =100 (verde). Como esperado, as curvas sdo simétricas em relagdo ao centro (ponto de
partida) do intervalo. Observamos também, em todos os casos, uma boa concordancia
com as simula¢des numéricas diretas de Monte Carlos (MC)(linhas sélidas).
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Figura 3 — Probabilidade P(j,t) em fun¢do da posi¢do j para a = 2 (limite gaussiano)
com dominio discreto limitado N = 300 e iniciando no ponto médio jy =
N /2. A abordagem do espago de Fock esta representada em circulos para
os diferentes tempo, t =5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 20 (azul), t = 100
(verde) e seus respectivos resultados via simulacdo MC representados em
linhas s6lidas nas mesmas cores.

0.1 T | T | T | T
r O t=5 B
=20 — Numéricot=35
- N =300 O t=10 _|
0.08 j. =N — Numérico t =10
0 O t=20
i — Numérico t =20 7
O t=100
0.06 — — Numeérico t = 100 —
=
<
0.04
0.02

Fonte: O autor (2022).

Para o caso gaussiano (« = 2), podemos aplicar o método das imagens usando
a variavel tempo de forma continua e fazendo a evolugao temporal de acordo com
decomposi¢do de Jordan [31, 65]. Contudo, como ja falado anteriormente, esse método
falha quando estamos no regime superdifusivo (0 < a < 2). Todos os resultados desse
capitulo foram obtidos usando o tempo como uma varidvel discreta. Para os graficos
da probabilidade P(j,t), ocorreu flutuagdes ao redor da condigdo inicial jy devido as
simulag¢es numéricas terem sido obtidas com o tempo sendo uma varidvel discreto.

Na Fig. 4, mostramos a distribuicdo P(j,t) usando como ponto de partida jo = 10, ou
seja, bem préximo a borda esquerda absorvedoura, para os mesmos tempos discretos
da Fig. 3. Notamos que, devido a proximidade com a borda, a particula é absorvida
mesmo para pequenos intervalos de tempo, e que a probabilidade de absor¢do aumenta

com o passar do tempo.
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Figura 4 — Probabilidade P(j,t) em funcdo da posicdo j para a = 2 (limite gaussiano) com
dominio discreto limitado N = 300 e iniciando préximo da fronteira esquerda,
jo = 10. A abordagem do espaco de Fock esta representada em circulos para
os diferentes tempo, t =5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 20 (azul), t = 100
(verde) e seus respectivos resultados via simulacdo MC representados em
linhas sélidas nas mesmas cores.

0.1

M O t=5 E
— Numeéricot=5
O t=10 |
0.05¢ — Numéricot=10
O =20
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QE
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Fonte: O autor (2022).

Continuando com a anélise dos resultados para &« = 2, uma quantidade mais rele-
vante em problemas de passeio aleatdrio limitado é a taxa de sobrevivéncia [30, 77, 78,
79], descrita por

S()= Y PGt) =1 [Rolt) + Pu(t)], 9

j=1

com Py(t) e Py(t) sendo as probabilidades de absor¢ao das fronteiras nos sitios j = 0
e j = N, respectivamente. A taxa de sobrevivéncia é entendida como a probabilidade
da particula ndo ter sido absorvida pelas bordas absorventes depois de um intervalo
de tempo f. Na Fig. 5 mostramos o resultado para S(t) via abordagem de Fock (em
circulos vermelhos) em fungdo do tempo na escala log-log. Utilizamos um dominio
grande N = 300 e iniciamos no sitio jo = 10 préximo da borda esquerda. A simulagdo

numérica MC esta evidenciada em linha preta sélida.
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Figura 5 - Griéfico log-log da taxa de sobrevivéncia S(f) em fun¢do do tempo t para
0 caso gaussiano & = 2 com dominio discreto finito N = 300 e iniciando
no sitio jo = 10. A abordagem do espago de Fock esta representada em
circulos vermelhos e a linha preta sélida é o resultado da simula¢do numérica
MC. Neste caso, apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcancada nesse
intervalo de tempo, com isso, o comportamento a longo tempo é regido pela
lei de poténcia S(t) ~t~7 (linha tracejada), com o melhor valor ¢ = 0.491.
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Fonte: O autor (2022).

Esse resultado nos mostra que saltos longos sdo quase inexistentes para a« = 2, uma
vez que a borda limite a direita ndo é efetivamente alcancada (para t até 1000). Esse
fendmeno é semelhante ao problema de um caminhante aleatério dentro de um dominio
semi-infinito e, com isso, o teorema de Sparre-Andersen indica a forma assintética do
comportamento de S(t) via lei de poténcia da forma [39, 40, 65],

S(t) ~ % (3.10)

Embora as condi¢des para o teorema de Sparre-Andersen ndo sdo estritamente
seguidas no nosso problema, ja que estamos trabalhando com a distribui¢do de Lévy
em dominio finito, observamos o comportamento S(t) ~ t~7 com o valor ajustado de
v = 0.491 (linha tracejada na Fig. 5). Corroborando esses resultados, para um dominio
de N = 300 iniciando em jy = 10, a probabilidade de absor¢do da borda longinqua
j = 300 é suficientemente baixa, 8.3 x 10~7 para t = 1000.

Um outro comportamento dindmico interessante acontece quando a outra fronteira
absorvedoura vai sendo alcancada progressivamente. Nesse caso, a taxa de sobrevivén-
cia deixa de ter um carater de lei de poténcia e passa a expressar um comportamento de
decaimento exponencial [30, 65, 79],
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S(t) ~e M, (3.11)

Evidenciamos essa mudanga de comportamento para uma particula gaussiana
(« = 2) na Fig. 6 em um intervalo mais estreito com N = 100 pois, dessa forma, o limite
a direita também é alcancado em tempos curtos. Mostramos o espago de Fock em
circulos pretos e a simulagdo numérica MC em linha sélida no gréfico log-log de S(¢)
em funcdo do tempo, iniciando no sitio jo = 10. Observamos que, para baixos valores
de t o comportamento é ditado pelo decaimento via lei de poténcia (tracejado em azul),
ou seja, apenas a borda a esquerda (mais préxima) é atingida. Conforme aumentamos o
tempo, esse regime deixa de ser valido dando lugar ao comportamento via decaimento
exponencial (tracejado em vermelho), indicando que ambas as bordas (mesmo a mais
longe) sdo atingidas.

Figura 6 — Griéfico log-log da taxa de sobrevivéncia S(f) em fung¢do do tempo t para o
caso gaussiano & = 2 com dominio discreto finito pequeno N = 100 e inici-
ando no sitio jo = 10. A abordagem do espaco de Fock esta representada em
circulos pretos e a linha preta sélida é o resultado da simulacdo numérica
MC. Neste caso, inicialmente apenas a fronteira esquerda é efetivamente
alcangada, gerando um comportamento via lei de poténcia S(t) ~ t~7 (trace-
jado em azul), com o melhor valor de v = 0.491. Ao aumentarmos o tempo,
a barreira longinqua da direita comeca a ser atingida, mudando assim o
comportamento dinamico para um decaimento exponencial S(t) ~ e~ (tra-
cejado em vermelho), com o melhor valor de A = 0.00107.
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Fonte: O autor (2022).
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Ja na Fig. 7, mostramos o gréfico linear-log de S(t) em fun¢do do tempo num
dominio limitado N = 100 para explicitar que o comportamento exponencial aparece
tanto para o sistema iniciado em jp = 10 (em preto) com tempos longos, quanto para o
mesmo sistema iniciado em jp = N /2 (meio do dominio)(em vermelho), indicando que

para esse ultimo caso, ambas as bordas sdo alcancadas simultaneamente.

Figura 7 — Graéfico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(¢) em funcido do tempo t para o
caso gaussiano a = 2 com dominio discreto finito pequeno N = 100. Iniciamos
a abordagem do espaco de Fock em jp = N /2 (circulos vermelhos) e jo = 10
(circulos pretos). Os resultados das simula¢des numéricas MC estdo expressos
em linhas sélidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas representam o
comportamento via decaimento exponencial S(t) ~ e~*, que ocorre quando
ambas as bordas sdo atingidas. Para ambos o melhor valor A = 0.00107.
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Fonte: O autor (2022).
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Como ultimo resultado para & = 2, mostramos na Fig. 8 as evolugbes temporais
das probabilidades dos sitios absorventes Py(t) (em azul) e Py(#) (em vermelho) dos
limites j = 0 e j = N, respectivamente, para uma particula iniciando no local jo = 10
em um dominio finito N = 100 [65]. Como iniciamos em um local muito préximo da
borda esquerda (j = 0), a probabilidade da particula ser absorvida por esse sitio é maior
do que pelo limite a direita (j = N), por esse motivo, Py(t) tem valores mais altos que
Py (t). Ambas possuem uma boa concordancia com as simulagdes numéricas MC (em
asterisco). Conforme aumentamos o tempo, percebemos um aumento tendendo de
forma lenta para a saturagao, ou seja,

Py+ Py =1. (3.12)
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Figura 8 — Probabilidades Py(t) e Py (t) de absorcao das fronteiras j =0 (em azul)e j = N
(em vermelho), respectivamente, em func¢do do tempo f para o caso gaussiano
a = 2, para um pequeno dominio discreto N = 100 e iniciando perto da
fronteira esquerda jp = 10. As simulagdes numéricas MC representadas por
asterisco corroboram os resultados do espaco de Fock (em circulos).
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Fonte: O autor (2022).

Os valores de Py(t) e Py(t) no instante t = 2000 sdo respectivamente 0.889 e 0.097,
ou seja, ja muito proximo da saturagao. Esse resultado mostra que, para o caso do limite
gaussiano (¢ = 2) em um dominio finito N = 100 e + = 2000, a particula provavelmente
ja tenha sido absorvida por uma das bordas. Devido ao fato de termos comegado em
um local muito préximo da fronteira esquerda (jo = 10), ela tenha sido absorvida por

tal limite que possui a maior probabilidade de absorgao.

3.1.2 Voador de Lévy com o = 3/2

Partimos agora para a andlise dos resultados com & = 3/2, usando os mesmos valores
dos parametros do caso anterior, = u = 0 e com fator de escala unitdrio b = 1. Para
esse valor de &, ndo temos nenhuma expressao analitica exata para P(j,t). Obtivemos
os resultados usando o formalismo do espago de Fock, de uma particula presa em um
dominio finito com comprimento de passos de acordo com a distribui¢do de Lévy p,(¢).
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A Eq. (3.5) para este caso e com esses valores de parametros fica,

1 [aF(5/3)3F4(a1;b1;c)

Iy—3,2(a) = p

3

a
— §4P5(a2;b2;c) (313)

b 70 (4/3)5Fy(asibc)]
205 3r4qlas, b3;c)|,

com I' e ,F; sdo respectivamente as fungdes gama e hipergeométrica generalizada, com
os parametros a; = (1/6,5/12,11/12), ap = (1/2,3/4,1,5/4), a3 = (5/6,13/12,19/12),
b1 =(1/3,1/2,5/6,7/6), by = (2/3,5/6,7/6,4/3,3/2),b3 = (7/6,3/2,5/3,11/6) e c =
—44%/729. Os elementos fora da diagonal da matriz Hamiltoniano séo,

(m|H |n) = Iy—32(|m —n| = 1) — I—3/2(|m — nJ), (3.14)

param#n,m#1,n%#1,m# N en # N. Os outros elementos da matriz H sdo obtidos
a partir da primeira, terceira e quarta linhas da Eq. (3.4) usando Ax =1, combinada
com as Egs. (3.6) e (3.13).

Na Fig. 9 mostramos as distribui¢des de probabilidade P(j,t) em funcdo da posicdo
j presente em um dominio finito N = 300 e iniciando a particula no meio do intervalo,
jo = N /2. Os resultados com a abordagem do espago de Fock estdo representadas em
circulos e as simulagdes numéricas MC em linhas sélidas para diferentes instantes de
tempo t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul) e t = 50 (verde). Notamos uma boa

concordancia entre os resultados mostrados.



61

Figura 9 — Probabilidade P(j,t) em func¢do da posicgdo j para « = 3/2 com dominio dis-
creto limitado N = 300 e iniciando no ponto médio jo = N/2. A abordagem
do espaco de Fock estd representada em circulos para os diferentes tempo,
t =5 (preto), t =10 (vermelho), t =15 (azul), t = 50 (verde) e seus respectivos
resultados via simula¢des numéricas MC em linhas s6lidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Continuando com as distribui¢des de probabilidade, na Fig. 10 evidenciamos P(j,t)
em fun¢do da posi¢do j comegando em jp = 10, ou seja, em um ponto préximo a
borda limite esquerda para o mesmo tamanho e os mesmos instantes de tempo da
Fig. 9. Fazendo uma breve comparagdo com o comportamento gaussiano « = 2, os
comprimentos dos saltos sdo relativamente maiores nesse regime superdifusivo (0 <
« < 2), fazendo com que as fronteiras absorvedouras sejam alcangadas pelas particulas
em poucos saltos. O comprimento médio de saltos em regimes com « <1 é infinito em

dominios ilimitados.
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Figura 10 — Probabilidade P(j,t) em func¢do da posigdo j para « = 3/2 com dominio
discreto limitado N = 300 e iniciando préximo da fronteira esquerda, jo = 10.
A abordagem do espago de Fock estd representada em circulos para os
diferentes tempo, t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul), t = 50
(verde) e seus respectivos resultados via simula¢des numéricas MC em
linhas s6lidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Partimos agora para as taxas de sobrevivéncia S(t) em func¢do do tempo f, onde
observamos novamente uma mudanga no seu comportamento dinamico. Na Fig. 11,
descrevemos o resultado via espaco de Fock (circulos pretos) de uma particula confinada
em um dominio N = 100, partindo do sitio jp = 10 muito préximo do limite esquerdo,
representado em um gréfico log-log. Devido a proximidade com a borda absorvedoura
esquerda, inicialmente apenas esse limite é alcancado, gerando um comportamento
via lei de poténcia representado graficamente por uma linha tracejada azul. Porém,
como os comprimentos dos passos sdo mais largos, quando aumentamos o tempo t o
comportamento dindmico muda para um decaimento exponencial indicado no grafico
pela linha tracejada vermelha, pois agora a particula também pode acessar a borda

longinqua da direita. A linha sélida preta representa a simulagdo numérica MC.
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Figura 11 — Grafico log-log da taxa de sobrevivéncia S(f) em fun¢do do tempo ¢ para o
caso & = 3/2 com dominio discreto finito pequeno N = 100 e iniciando no
sitio jo = 10. A abordagem do espaco de Fock esta representada em circulos
pretos e a linha preta sélida é o resultado da simulagdo numérica MC. Neste
caso, inicialmente apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcancada,
gerando um comportamento via lei de poténcia S(t) ~ =7 (tracejado em
azul), com o melhor valor de v = 0.5. Ao aumentarmos o tempo, a barreira
longinqua da direita comeca a ser atingida, mudando assim o comporta-
mento dindmico para um decaimento exponencial S(t) ~ e~ (tracejado
em vermelho), com o melhor valor de A = 0.00537.

T T T T T T T T I T T T T T T T T
1 = =
0.1 o g=t0 | TR T =
— C —— Numeéricoj,=10 ]
N i a=3z | e ]
e r N=100 =20 -0.00537t 7
| —— y=0483e¢ " |

0.01
0.001 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1|
10 100 1000
t

Fonte: O autor (2022).

Ja na Fig. 12, em um grafico linear-log de S(t) em func¢do do tempo num dominio
limitado de N = 100, mostramos mais uma vez que o comportamento via decaimento
exponencial (linhas tracejadas) aparece no sistema iniciado em jy = 10 (em preto) em

tempos longos, mas também para o sistema iniciado em jo = N /2 (em vermelho).
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Figura 12 — Gréfico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fun¢do do tempo f para
o caso & = 3/2 com dominio discreto finito pequeno N = 100. Iniciamos
a abordagem do espaco de Fock em jy = N /2 (circulos vermelhos) e jo =
10 (circulos pretos). Os resultados das simula¢des numéricas MC estao
expressos em linhas sdlidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas
representam o comportamento via decaimento exponencial S(t) ~ e M, que
ocorre quando ambas as bordas sdo atingidas. Para ambos o melhor valor
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Fonte: O autor (2022).

Por fim, mostramos na Fig. 13 as probabilidades de absor¢do Py(t) (em azul) e Py(t)
(em vermelho) dos sitios limites j = 0 e j = N, respectivamente, para uma particula
comecando do local jp = 10 em um dominio limitado N = 100. Como mencionado
anteriormente, Py(t) é maior que Py () devido ao fato de iniciarmos muito préximo da
borda esquerda. A concordancia com as simula¢des numéricas MC (em asterisco) sdo
claras. Quando aumentamos o tempo, notamos uma rdpida tendéncia para a saturagdo
Py 4+ Py = 1. Essa rapidez é justificada por um maior comprimento de passos para o
caso o = 3/2 e, com isso, a borda da direita é alcangada mais rapidamente do que o caso

gaussiano a = 2.
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Figura 13 — Probabilidades Py(t) e Py(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em azul) e
j = N (em vermelho), respectivamente, em funcao do tempo t para o caso
« = 3/2, para um pequeno dominio discreto N = 100 e iniciando perto da
fronteira esquerda jo = 10. As simula¢des numéricas MC representadas por
asterisco corroboram os resultados do espago de Fock (em circulos).
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Fonte: O autor (2022).

No instante f = 1000 os valores de Py(t) e Pn(f) sdo 0.862 e 0.136 respectivamente.
Esse resultado explicita que, para « = 3/2 com dominio finito N = 100 e t = 1000, a
particula provavelmente ja foi absorvida por um dos dois sitos absorvedouros. Notamos
também que a saturagédo foi alcangada mais rapidamente para o caso & = 3/2 (aproxi-
madamente ¢ = 1000) do que para & = 2 (aproximadamente ¢t = 2000), isso é justificado
devido ao fato de termos um comprimento de passos maior quando comparado ao

limite gaussiano.
3.1.3 Voador de Lévy com o =1

O préximo passo foi analisar os resultados para um caminhante de Cauchy, usando
« = 1 na distribui¢do de Lévy com os mesmos valores de parametros usados anterior-
mente, B =y =0eb=1naEq. (3.3). Para esse caso temos uma expressdo analitica
definida, partindo da Eq. (3.5),
_arctan(a)

Iy=1(a) = — (3.15)

com os elementos fora da diagonal da matriz Hamiltoniano sendo,

(m|H|n) = [arctan(|m — n| — 1) — arctan(|m — n|)|/ 7, (3.16)
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param #n,m#1,n#1,m # N e n # N. Os outros elementos da matriz H sdo obtidos
a partir da primeira, terceira e quarta linhas da Eq. (3.4) usando Ax =1, combinada
com as Egs. (3.6) e (3.15).

Como primeiro resultado, mostramos na Fig. 14 as distribui¢des de probabilidade
P(j,t) em funcdo da posigdo j de uma particula confinada em um dominio finito N = 300
e comecando no meio do intervalo, jo = N/2. A abordagem via espago de Fock esta
ilustrada em circulos junto com suas respectivas simula¢des numéricas MC represen-
tadas em linhas sélidas. Os instantes de tempos escolhidos foram t = 5 (preto), t = 10
(vermelho), t = 15 (azul) e t = 50 (verde).

Figura 14 — Probabilidade P(j,t) em fung¢do da posigdo j para « = 1 (caso Cauchy) com
dominio discreto limitado N = 300 e iniciando no ponto médio jo = N/2.
A abordagem do espago de Fock estd representada em circulos para os
diferentes tempo, t =5 (preto), t = 10 (vermelho), t =15 (azul), t =50 (verde)
e seus respectivos resultados via simula¢des numéricas MC representados
em linhas s6lidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Em seguida, na Fig. 15, fizemos as distribui¢des de probabilidade P(j,t) em fungdo da
posigdo j iniciando em um ponto muito préximo do limite esquerdo, ou seja, em jo = 10.
Foram utilizados o mesmo dominio e os mesmos instantes da Fig. 14. Comparando esses
resultados para diferentes « até o momento, podemos concluir que os comprimentos
dos saltos sdo maiores em « = 1 do que os anteriores (lembrando que estamos em
um regime superdifusivo (0 < a < 2). Quanto maior o comprimento do salto, maior a
probabilidade das fronteiras absorvedouras serem alcancadas nos mesmos instantes de

tempo anteriores.
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Figura 15 — Probabilidade P(j,t) em func¢do da posicdo j para @ = 1 (caso Cauchy) com
dominio discreto limitado N = 300 e iniciando préximo da fronteira es-
querda, jo = 10. A abordagem do espago de Fock estd representada em
circulos para os diferentes tempo, t = 5 (preto), t = 10 (vermelho), t =15
(azul), t =50 (verde) e seus respectivos resultados via simula¢cdes numéricas
MC representados em linhas sélidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

As probabilidades de sobrevivéncia S(t) estdo ilustradas na Fig. 16 para o caso de
Cauchy, em um dominio N = 100 iniciando o sistema em dois diferentes locais, jo = N /2
(vermelho) e jo = 10 (preto). Os resultados via abordagem de Fock estdo em circulos
e as simula¢des numéricas MC em linhas sélidas. As linhas tracejadas evidenciam o
decaimento exponencial da Eq. (3.11) e comprovam que os comprimentos dos passos
para & = 1 sdo maiores que seus anteriores, uma vez que o comportamento exponencial
é logo alcancado para tempos curtos. Em particular, nossos resultados demostram uma
taxa de decaimento da Eq. (3.11) com A = 0.0243, em concordancia com as técnicas
do operador diferencial fraciondrio de Riesz discretizado [80] (A = 0.0236) e com a
decomposicdo de Wiener-Hopf [30] (A = 0.0231).
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Figura 16 — Gréfico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fun¢do do tempo f para
o caso & = 1 (caso Cauchy) com dominio finito discreto pequeno N = 100.
Iniciamos a abordagem do espago de Fock em jo = N /2 (circulos vermelhos)
e jo = 10 (circulos pretos). Os resultados das simula¢des numéricas MC
estdo expressos em linhas s6lidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas
representam o comportamento via decaimento exponencial S(t) ~ e M, que
ocorre quando ambas as bordas sdo atingidas. Para ambos o melhor valor
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Fonte: O autor (2022).

Para concluir os resultados de « = 1, mostramos na Fig. 17 as probabilidades de
absorcdo Py(t) (em azul) e Py(t) (em vermelho) em fungdo do tempo dos limites j =0e
j = N, respectivamente, iniciando a particula no local jo = 10, muito préximo ao limite
esquerdo e em um dominio finito N = 300. Mais uma vez foi constatada a concordancia
com as simulagdes numéricas MC (em asterisco). Notamos uma rdpida tendéncia para
a saturagdo Py + Py = 1 conforme aumentamos o tempo, justificada por um maior
comprimento de passos. Para o instante ¢ = 1000, os valores de Py(t) e Py (t) sdo 0.886 e
0.113, respectivamente. Logo, a particula provavelmente j4 tenha sido absorvida por

uma das bordas absorvedouras.
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Figura 17 — Probabilidades Py(t) e Py(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em azul)
e j = N (em vermelho), respectivamente, em func¢do do tempo t para o
caso & = 1 (caso Cauchy), para um grande dominio discreto N = 300 e
iniciando perto da fronteira esquerda jp = 10. As simulagdes numéricas MC
representadas por asterisco corroboram os resultados do espago de Fock
(em circulos).
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Fonte: O autor (2022).

3.14 Voador de Lévy coma =1/2

Por fim, analisamos a distribui¢do de Lévy com a = 1/2 utilizando os mesmos
valores dos parametros f = u = 0 e o fator de escala b = 1. Assim como no caso
para « = 3/2, ndo temos nenhuma expressdo analitica exata para P( j,t). Usamos o
formalismo do espaco de Fock para uma particula pressa em uma regido limitada com
comprimentos de passos de Lévy p,(¢). A Eq. (3.5) para esses valores de parametros

fica,

1 1 1 1?
Ii—1/2(a) = 5 Fresnel C [E] + Fresnel C [%}
(3.17)

! }—H—”resnelS{ 1 r
\2armr v 2ar ’

onde Fresnel C e Fresnel S sdo as integrais de Fresnel do cosseno e seno ditas transcen-

— Fresnel S [

dentes, ou seja, sdo fun¢des que ndo podem ser expressas por uma combinacao finita de

operacdes algébricas. Os elementos fora da diagonal da matriz Hamiltoniano sdo,

(m|H |n) = Iy—1/2(|m —n| = 1) — I=1/2(Jm — nJ), (3.18)
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param #n,m#1,n#1,m # N e n # N. Os outros elementos da matriz H sdo obtidos
a partir da primeira, terceira e quarta linhas da Eq. (3.4) usando Ax =1, combinada
com as Egs. (3.6) e (3.17).

Calculamos as distribui¢des de probabilidade P(j,t) em fungdo da posigdo j para
diferentes instantes de tempo e usando um tamanho de espaco finito N = 300. Na Fig. 18
mostramos esses resultados para uma particula partindo do meio do intervalo jo = N /2,
usando a abordagem do espago de Fock (em circulos) para os instantes de tempo t =5
(preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul), t = 50 (verde). Novamente, observamos uma
boa concordancia com as simula¢ées numéricas MC representadas em linhas sélidas

nos diferentes instantes de tempo (com suas respectivas cores).

Figura 18 — Probabilidade P(j,t) em fung¢do da posigdo j para « = 1/2 com dominio
discreto limitado N = 300 e iniciando no ponto médio jo = N/2. A abor-
dagem do espaco de Fock estd representada em circulos para os diferentes
tempo, t =5 (preto), t = 10 (vermelho), t = 15 (azul), t = 50 (verde) e seus
respectivos resultados via simulagdes numéricas MC representados em li-
nhas s6lidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Na Fig. 19, evidenciamos a distribui¢do P(j,t) em fung¢do da posigdo j para uma
particula presa em um dominio finito de tamanho N = 300 e iniciando no local jy = 10,
ou seja, bem préxima ao limite esquerdo, para os mesmo instantes de tempo da Fig. 18.
Devido a proximidade com a borda da esquerda, a particula tem maior probabilidade

de ser absorvida por ela do que a borda longinqua da direita.
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Figura 19 — Probabilidade P(j,t) em fungdo da posicdo j para « = 1/2 com dominio
discreto limitado N = 300 e iniciando préximo da fronteira esquerda, jo = 10.
A abordagem do espago de Fock estd representada em circulos para os
diferentes tempo, t =5 (preto), t = 10 (vermelho), t =15 (azul), t = 50 (verde)
e seus respectivos resultados via simula¢des numéricas MC representados
em linhas s6lidas nas mesmas cores.
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Fonte: O autor (2022).

Na Fig. 20, mostramos os diferentes comportamentos para a probabilidade de
sobrevivéncia S(t) em um grafico log-log com o tempo ¢t. Iniciamos com a particula no
local jp = 10 em um dominio finito de tamanho N = 100. A abordagem com o espago de
Fock esté representada em circulos pretos e a simula¢do numérica MC em linha sélida.
Notamos que, para baixos valores de tempo o comportamento é ditado pela lei de
poténcia (tracejado em azul), ou seja, apenas o limite esquerdo do dominio é alcancado
devido a proximidade com o local de inicio. Esse comportamento vai deixando de ser
vélido e dando lugar ao decaimento exponencial (tracejado em vermelho) conforme

aumentamos o tempo, indicando que a borda mais distante da direita também é atingida.
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Figura 20 — Gréfico log-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fun¢do do tempo ¢ para
a =1/2 com dominio finito discreto pequeno N = 100 e iniciando no sitio
jo = 10. A abordagem do espaco de Fock esta representada em circulos
pretos e a linha preta sélida é a simulagdo numérica MC. Neste caso, inicial-
mente apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcan¢ada, gerando um
comportamento via lei de poténcia S(f) ~ t~7 (tracejado em azul), com o
melhor valor de y = 0.5. Ao aumentarmos o tempo, a barreira longinqua da
direita comega a ser atingida, mudando assim o comportamento dinamico
para um decaimento exponencial S(t) ~ e~*! (tracejado em vermelho), com
o melhor valor de A = 0.138.
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> : @=V2 | " Numéricoj, = 10 ;
B N = 100 -0.5 7
0.0001 - —— y=103¢ —
—— y=0.725¢"""
10°F
1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1
1 10 100
t

Fonte: O autor (2022).

Ilustramos na Fig. 21 o grafico linear-log de S(t) em fungdo do tempo para um domi-
nio limitado de N = 100, com o intuito de explicar que o comportamento exponencial
aparece tanto para o sistema iniciando em jp = 10 (em preto), quanto para o mesmo
iniciando em jp = N /2 (em vermelho), indicando que para esse ultimo caso, ambas as

bordas sdo atingidas simultaneamente.
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Figura 21 — Gréfico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fungdo do tempo f para
a =1/2 com dominio finito discreto pequeno N = 100. Iniciamos a aborda-
gem do espago de Fock em jo = N /2 (circulos vermelhos) e jo = 10 (circulos
pretos). As simula¢des numéricas MC estdo expressas em linhas sélidas nas
respectivas cores. As linhas tracejadas representam o comportamento via
decaimento exponencial S(t) ~ e, que ocorre quando ambas as bordas
sdo atingidas. Para ambos o melhor valor A = 0.138.
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Fonte: O autor (2022).

S

Como ultimo resultado, mostramos na Fig. 22 as probabilidades de absorgéo Py(t)
(em azul) e Py(t) (em vermelho) das bordas j =0 e j = N, respectivamente, para uma
particula iniciada em jy = 10 em um dominio limitado de tamanho N = 300. A curva
de Py(t) é maior do que a de Py(t) devido a particula comegar em um local préximo
do limite esquerdo e, com isso, ter maior probabilidade de absorcdo. As simulagdes
numéricas MC (em asterisco) corroboram a andlise via espaco de Fock (em circulos).
Devido a um maior comprimento de passos, a saturagdo Py + Py = 1 ja é alcangada
em um curto intervalo de tempo. Como exemplo, o valor de Py(t) e Py(t) sdo de
aproximadamente 0.762 e 0.238, respectivamente, ja para t = 140, mudando apenas as

ultimas casas decimais conforme aumentamos o tempo.
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Figura 22 — Probabilidades Py(t) e Py(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em azul) e
j = N (em vermelho), respectivamente, em funcao do tempo t para o caso
« = 1/2, para um grande dominio discreto N = 300 e iniciando perto da
fronteira esquerda jo = 10. As simula¢des numéricas MC representadas por
asterisco corroboram os resultados do espago de Fock (em circulos).
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Fonte: O autor (2022).
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Um ponto importante que observamos e que deve ser mencionado, sdo os diferentes
métodos para se obter os expoentes A com resultados muito préximos, o que nos
leva a pensar em uma conexdo entre a abordagem do espago de Fock e o espectro de
autovalores Ay do operador Laplaciano [80, 81, 82]. Como citado no trabalho [80], os
valores exatos de A, além de nao serem conhecidos seus calculos ainda sdo um mistério.
Peguemos um exemplo, nesse mesmo artigo supracitado, uma forma de se escrever a

probabilidade de sobrevivéncia é
S(t) =Y ape” M, (3.19)
k

logo, o menor autovalor |A;_q| (valor absoluto) determina o comportamento a longo

prazo de S(t), ou seja, A = |Ax—1|. Com a abordagem do espago de Fock, encontramos
S(t) =) cie H, (3.20)
i

com os parametros c; e u > 0 obtidos dos calculos dos autovalores e autovetores da
matriz exp(-tH). Outra coisa que observamos usando o espaco de Fock foi que conse-
guimos ilustrar o comportamento a curto prazo de S(t), usando o célculo de P(j,t) para
todo tempo ¢, diferentemente dos métodos de decomposicdo de Wiener-Hopf [30] e do
operador diferencial fraciondrio discretizado de Riesz [80]. Para fins de comparacao,
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na tabela a seguir mostramos os valores de A do nosso trabalho e dos métodos de

Wiener-Hopf e Riesz, para os valoresde o« =1 e 2.

Tabela 2 — Valores de A do decaimento exponencial de S(t) para os valoresdeaw =2e 1,
com a abordagem do espaco de Fock (tese), o método da decomposicdo de
Wiener-Hopf e do operador diferencial fraciondrio discretizado de Riesz.

b tese ~ Wiener-Hopf Reisz
2.0 0.00107 0.000955 0.00099
1.0 0.0243 0.0231 0.0236

Fonte: O autor (2022).

3.2 Algumas comparagdes interessantes entre os «

A partir dos dados anteriores, vamos fazer algumas comparagdes importantes
dos resultados para os diferentes valores de . Comecamos com as distribuigdes de
probabilidade P(j,t) em fungdo da posigdo j iniciando no ponto central jo = N/2 em
um dominio de tamanho N = 300, representados na Fig. 23. As abordagens via espaco
de Fock estdo representadas em circulos para a = 2 (preto), « = 3/2 (vermelho), « =1
(azul) e « = 1/2 (verde), as linhas s6lidas representam as simula¢des numéricas MC
para esses valores de a« com suas respectivas cores. Na figura (a) usamos o instante
de tempo t = 10 e na figura (b) usamos t = 15. Notamos que as distribui¢des sao mais
estreitas em t = 10 em relagdo ao instante t = 15, devido ao fato de que quanto maior
o tempo mais passos o caminhante (ou a particula) pode dar, gerando assim maiores
probabilidades em locais mais afastados da origem. Outra observagdo importante é que
conforme diminuimos o valor de  maior fica o comprimento dos passos, logo para um

mesmo instante de tempo e & menor o caminhante pode alcancar sitios mais afastados.
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Figura 23 — Probabilidade P(j,t) em fungdo da posicao j para os diferentes valores « =2
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(preto), « = 3/2 (vermelho), « =1 (azul) e « = 1/2 (verde) em dominio dis-
creto limitado N = 300 e iniciando no ponto médio jo = N /2. A abordagem
do espaco de Fock estd representada em circulos e as simulagdes numéricas
MC em linhas s6lidas para os instantes de tempo t = 10 (a) e t = 15 (b).

(a) P(j,t) para o instante t = 10. (b) P(j,t) para o instante ¢t = 15.
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Fonte: O autor (2022).

Nas Figs. 24, temos as probabilidades P(j,t) em fun¢do do tempo para cada « usado

neste capitulo e nos mesmo intervalos de tempo das se¢des anteriores, para um dominio

de tamanho N = 300. Mudamos a escala do grafico no eixo x para evidenciar que o

efeito

de borda em j = 0 j& pode ser alcangado para alguns instantes de tempo e com o

sistema comecando no meio do intervalo, ou seja, jo = N /2. Notamos que para a =2,

nao existe tal efeito devido aos passos serem pequenos (caso gaussiano). Conforme

diminuimos &, aumentamos o comprimento dos passos e, com isso, a borda comeca

a ser alcangada gerando assim o efeito de borda. Quanto maior o comprimento dos

passos e maior o intervalo de tempo, maior é a probabilidade da particula ser absorvida

nesse

instante. Enfatizamos que, devido a simetria do sistema, esse efeito também

ocorre no extremo a direita, em j = N.
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Figura 24 — Probabilidade P(j,t) em func¢do da posicao j para os diferentes valores « =2
(@), a=3/2(b),a=1(c)ea=1/2(d) em dominio discreto limitado N = 300
e iniciando no ponto médio, jo = N/2. A abordagem do espago de Fock
estd representada em circulos e as simula¢des numéricas MC em linhas
solidas para diferentes instantes de tempo. Podemos ver o efeito da borda

absorvente em j = 0.

(a) Distribui¢des com o = 2. (b) Distribui¢des com o = 3/2.
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Fonte: O autor (2022).

Continuando com as distribui¢des de probabilidade P(j,t) em fungdo do tempo, para
os mesmos valores supracitados e iniciando no local jp = 10, nas Fig. 25 mostramos os
resultados para os instantes t = 10 (a) e = 15 (b). Notamos os mesmos comportamentos
citados anteriormente, quanto maior ¢t maior a largura da distribui¢do e quanto menor «

maior o alcance da particula.
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Figura 25 — Probabilidade P(j,t) em fungdo da posicao j para os diferentes valores « =2
(preto), « = 3/2 (vermelho), « =1 (azul) e « = 1/2 (verde) em dominio
discreto limitado N = 300 e iniciando préximo da fronteira esquerda, jo =
10. A abordagem do espaco de Fock estd representada em circulos e as
simulag¢des numéricas MC em linhas s6lidas para os instantes de tempo
t=10(a) et =15 (b).

(a) P(j t) para o instante = 10. (b) P(j,t) para o instante t = 15.
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Fonte: O autor (2022).

Por fim, partimos agora para a comparagdo das taxas de sobrevivéncia S(t) em
funcdo do tempo t. Na Fig. 26 (a) iniciamos no meio do intervalo jo = N/2 e em (b)
no local jo = 10 préximo da borda esquerda. A abordagem via espago de Fock estdo
representadas em circulos para a = 2 (preto), « = 3/2 (vermelho), « =1 (azul)ea =1/2
(verde), as linhas sdlidas representam as simula¢gdes numéricas MC para esses valores
de & com suas respectivas cores. Observamos que, conforme diminuimos « a taxa de
sobrevivéncia também diminui, mostrando que para menores « maior é o comprimento
dos passos. Uma vez que os passos sdo mais largos, maior a probabilidade de alcangar

os limites absorventes, diminuindo assim a taxa de sobrevivéncia dos caminhantes.
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Figura 26 — Gréficos linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em funcdo do tempo ¢
para os diferentes valores « = 2 (preto), « = 3/2 (vermelho), « =1 (azul)
ea =1/2 (verde) em um dominio discreto limitado N = 100 e iniciando
no ponto médio jo = N/2 (a) e proximo a borda esquerda jo = 10 (b). A
abordagem do espago de Fock esta representada em circulos e as simula¢des
numéricas MC em linhas s6lidas.

(a) S(t) iniciando em jp = N /2. (b) S(t) iniciando em jy = 10.
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Fonte: O autor (2022).

Na tabela a seguir, mostramos os valores de Py(f) e Py (t) para os indices « de Lévy
usados anteriormente, iniciando no local jy = 10 nos tempos finais de cada intervalo.
Notamos que a saturacdo (Py + Py = 1) para esses valores de tempo ja é alcancada para
cada a com seus respectivos tempos.

Tabela 3 — Valores de Py(t) e Py (t) para cada valor de &, iniciando no local jo = 10 para
os instantes finais.

«  Dominio (N) Tempo (t) Py(t) Pn(t)
2.0 100 2000 0.889 0.097
3/2 100 1000 0.862 0.136
1.0 300 1000 0.886 0.113
1/2 300 500 0.762 0.238

Fonte: O autor (2022).
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4 RANDOM WALKER COM DISTRIBUICAO DE COMPRIMENTO DE PASSOS
DE LEVY NO LIMITE DO ESPACO CONTINUO

Neste capitulo, vamos analisar alguns resultados importantes para uma particula
aleatdria presa em um dominio finito com extremos absorventes no limite do espago
continuo, sujeita a distribuicdo de comprimento de passos a-estavel de Lévy ja menci-
onada anteriormente, via abordagem do espaco de Fock mostrada no Cap. 2. Foram
definidos no Cap. 3 a distribuicdo a-estavel de Lévy, Eq. (3.1), e o operador Hamiltoni-
ano, Eq. (3.3). As probabilidades de transi¢do Pj; sdo calculadas de acordo com a Eq.
(3.4) reescrita abaixo,

(O, i=0oui=Noui=j

f(||]'j_—ii||A—xl)AxP(£)d£, 1<i, jJSN-1, j£0;
" : (4.1)

f(olf]fifl)AxP(g)d& 1<i<N-1, j=N.

\

Ressaltamos que a primeira linha indica a ndo possibilidade dos saltos partirem das
bordas absorventes, ndo podendo também permanecer no mesmo local do salto. A
segunda linha representa os saltos ndo absorvidos pelos extremos. Continuamos com a
simetria esquerda-direita (P;; = Pj;). As linhas trés e quatro indicam os saltos que foram
absorvidos pelos limites absorventes j = 0 e j = N, respectivamente.

Para abordar o limite do espaco continuo, usamos Ax/N — 0 na Eq. (4.1) do
formalismo discreto no espago de Fock. Para obter uma maior rapidez na convergéncia
da abordagem do espaco de Fock (erro relativo maximo de 0.004 para Ax/N = 0.01 com
« = 1/2) [65], combinamos essa abordagem com a aproximacdo de espago continuo das
probabilidades de transicao Pj; [80], Pj; = —A(|j —i])/ A(0), com

T(n—a/2)T(a+1)
nl(n+a/2+1)
paral <i,j< N —1e Pjcomj=0o0uj= N calculado pela soma da Eq. (4.1) sobre os

An) = sin(7ta/2), (4.2)

comprimentos de saltos que excedem a distancia das bordas limites. Observamos que
A(n) =0paran > a/2,devido a compensagdo dos polos de I'(n — a/2) com os zeros de
sin(7ta/2). Todos os elementos fora da diagonal de A(n) sdo positivos quando 0 < a <2,

e com sinais opostos quando « > 2. Assim, quando a < 2 podemos normalizar a matriz
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A(n) e interpreta-la como as probabilidades de transi¢do para um voador de Lévy com
indice de estabilidade « [80]. Notamos também que a Eq. (4.1) no limite Ax/N — 0 é
bastante geral, podendo ser aplicada em qualquer distribuicdo de comprimentos de
passos p(¢), ja a Eq. (4.2) é usada especificamente para o voador de Lévy.

Nas proximas se¢des, mostraremos os resultados para as taxas de sobrevivéncia
S(t) e as probabilidades de absor¢do Py(t) e Py(t) dos extremos, ambos em fungdo do

intervalo de tempo ¢, para diferentes valores do indice « de Lévy.

4.1 Voador de Lévy com o =1.99

A matriz A(n) descrita pela Eq. (4.2), diverge quando usamos « = 2, por esse motivo,
e para analisarmos o limite gaussiano da distribui¢do de Lévy, usamos o valor & = 1.99.

Calculamos as probabilidades de transi¢do na forma

A =D
Pji= — OB (4.3)

onde A(|j — i|) é descrita pela Eq. (4.2). Para a« = 1.99, encontramos uma valor de
A(0) =1.99003.

Com isso, conseguimos calcular o Hamiltoniano e fazer a evolugdo temporal, uti-
lizando o propagador temporal da mecanica quantica [73], U(0,t) = [U(dt)]", com
U(6t) =1 — Hét e I o operador matriz identidade. Calculamos a probabilidade de
sobrevivéncia S(t), descrita pela Eq. (3.9) e reescrita abaixo

N-1
S(t)=Y_ P(jt) =1—[Po(t) + Pn(1)], (4.4)

j=1

com Py(t) e Py(t) sendo as probabilidades de absor¢do dos limites j =0e j = N,
respectivamente. Mostramos na Fig. 27 o resultado para S(t) via abordagem do
espago de Fock (circulos vermelhos) em funcdo do tempo na escala log-log, para um
dominio finito de tamanha N = 300 e iniciando no local jp = 10, préximo do limite
esquerdo. A linha s6lida preta representa o resultado via simulagdo numérica MC e a

ndo compatibilidade com o resultado via espago de Fock estd explicada na Secao 4.5.
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Figura 27 — Gréfico log-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fungdo do tempo ¢ com
« = 1.99 para o limite continuo de tamanho N = 300 e iniciando préximo da
fronteira esquerda, jo = 10. A abordagem do espago de Fock esté represen-
tada em circulos vermelhos e a linha preta s6lida é o resultado da simulacao
numérica MC. Neste caso, apenas a fronteira esquerda é efetivamente alcan-
cada nesse intervalo de tempo, com isso, o comportamento a longo tempo é
regido por uma lei de poténcia S(t) ~ ¢~ 7 (linha tracejada), com o melhor

valor v = 0.48.
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Fonte: O autor (2022).

Assim como no caso do espago discreto, o extremo a direita ndo é efetivamente
alcancado para t = 1000, uma vez que os saltos longos sdo quase inexistentes para
esse valor de a. Com isso, podemos descrever via o teorema de Sparre-Andersen o
comportamento assintético de S(f) como uma lei de poténcia S(t) ~ =7 [39, 40], com o
valor ajustado de v = 0.48 (linha tracejada na Fig. 27).

Quando ambos os extremos absorventes sdo alcangados, um outro comportamento
dindmico aparece. Para esse caso, a taxa de sobrevivéncia passa a ter um comportamento

assintético via decaimento exponencial, S(t) ~ e M.

Evidenciamos essa mudanca
progressiva na Fig. 28, para um dominio finito menor, de tamanho N = 100, para
que ambos os extremos possam ser alcangados em um tempo curto. O resultado da
abordagem do espaco de Fock estd ilustrado em circulos pretos e a simulagdo numérica
MC em linha s6lida na mesma cor, no grafico log-log de S(t) em fung¢do do tempo,
iniciando no local jp = 10. Inicialmente o comportamento é ditado pelo decaimento
da lei de poténcia (tracejado em azul), mostrando que apenas o extremo esquerdo é
atingido. Conforme evolui o tempo o limite direito é alcangado, logo ambas as bordas

sdo encontradas, fazendo o comportamento mudar para o decaimento exponencial
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(tracejado em vermelho), com um valor de A = 0.00051.

Figura 28 — Gréfico log-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fung¢do do tempo f com
« = 1.99 para o limite continuo de tamanho N = 100 e iniciando préximo
da fronteira esquerda jy = 10. A abordagem do espago de Fock esta repre-
sentada em circulos pretos e a linha preta sélida é o resultado da simula-
¢do numérica MC. Neste caso, inicialmente apenas a fronteira esquerda é
efetivamente alcancada, gerando um comportamento via lei de poténcia
S(t) ~ t~7 (tracejado em azul), com o melhor valor de v = 0.48. Ao au-
mentarmos o tempo, a barreira longinqua da direita comeca a ser atingida,
mudando assim o comportamento dindmico para um decaimento exponen-
cial S(t) ~ e~ (tracejado em vermelho), com o melhor valor de A = 0.00051.
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Fonte: O autor (2022).

Ja na Fig. 29, mostramos o grafico linear-log de S(t) em fung¢do do tempo para
evidenciar que o comportamento exponencial aparece tanto para o sistema iniciado em
jo = 10 (em preto), quanto para jo = N/2 (meio do dominio) (em vermelho), em um
dominio de tamanho N = 100.
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Figura 29 — Graéfico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em func¢do do tempo t com
« = 1.99 para o limite continuo de tamanho N = 100. Iniciamos a abordagem
do espago de Fock em jp = N /2 (circulos vermelhos) e jo = 10 (circulos
pretos). Os resultados das simulagdes numéricas MC estdo expressos em
linhas sé6lidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas representam o
comportamento via decaimento exponencial S(t) ~ e~*, que ocorre quando
ambas as bordas sdo atingidas. Para ambos o melhor valor A = 0.00051.
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Fonte: O autor (2022).

Como ultimo resultado desta se¢do, mostramos na Fig. 30 as evolugdes temporais das
probabilidades de absorcdo Py(t) (em azul) e Py () (em vermelho) dos extremos j =0 e
j = N, respectivamente, para um dominio finito de tamanho N = 100 iniciando no local
jo = 10. Os asteriscos representam os resultados das simulagdes numéricas MC, onde
notamos uma discrepancia entre eles e os da abordagem de Fock. Contudo, notamos
também que conforme aumentamos o tempo, as curvas das simula¢gdes numéricas MC
e da abordagem de FS tendem a se encontrar. A probabilidade de absor¢do do limite
j = 0 é maior devido a proximidade com o local de inicio. Conforme aumentamos o

tempo, percebemos uma tendencia a saturacdo Py + Py = 1.
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Figura 30 — Probabilidades Py(t) e Px(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em azul) e j =
N (em vermelho), respectivamente, em func¢do do tempo t para & = 1.99, no
limite continuo de tamanho N = 100 e iniciando perto da fronteira esquerda
jo = 10. Os resultados das simula¢des numéricas MC representados por
asterisco e os resultados do espago de Fock em circulos.
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Fonte: O autor (2022).

Os valores de Py(t) e Py(t) no instante t = 2000 sdo respectivamente 0.825 e 0.033,
ou seja, para &« = 1.99 no dominio N = 100 e t = 2000 a particula provavelmente ja tenha
sido absorvida por uma das bordas. Devido ao local de inicio ser mais préximo da
borda esquerda, a particula tenha sido absorvida por tal limite, que possui a maior
probabilidade de absorgéao.

4.2 Voador de Lévy coma =3/2

Partimos agora para a andlise dos resultados com o valor do indice de Lévy a = 3/2.
Calculamos as probabilidades de transi¢cdo na forma da Eq. (4.3) e encontramos um
valor de A(0) = 1.57379. Calculamos o Hamiltoniano H e evoluimos no tempo usando
o operador propagador temporal da mecénica quantica U(0,t).

Na Fig. 31, descrevemos em um grafico log-log o resultado para as probabilidades
de sobrevivéncia, Eq. (4.4), em fungdo do tempo ¢ via abordagem do espaco de Fock
(circulos pretos) para um dominio finito de tamanho N = 100 iniciando no local jy = 10,
ou seja, proximo ao estremo esquerdo. Inicialmente, devido a proximidade, apenas
a borda esquerda é alcangada, gerando um comportamento (decaimento) via lei de
poténcia (S(t) ~ t~7) (tracejado azul), com 7y = 0.5. Conforme o tempo evolui, a borda



86

direita comecga a ser atingida, fazendo com que ambas as bordas sejam alcangadas,
mudando assim o comportamento dindmico para um decaimento exponencial (S(f) ~
e M) (tracejado vermelho), com o melhor A = 0.00289. A linha sélida preta representa a
simulacdo numérica MC, onde podemos perceber uma aproximagdo mais justa entre ele
e a abordagem do espaco de Fock em compara¢do com o mesmo grafico para o « = 1.99

na Fig. 28. Essa aproximagédo se deve ao maior comprimento de passos para a« = 3/2.

Figura 31 — Grafico log-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fun¢do do tempo t com
« = 3/2 para o limite continuo de tamanho N = 100 e iniciando préximo
da fronteira esquerda jo = 10. A abordagem do espacgo de Fock estd repre-
sentada em circulos pretos e a linha preta sé6lida é o resultado da simula-
¢do numérica MC. Neste caso, inicialmente apenas a fronteira esquerda é
efetivamente alcancada, gerando um comportamento via lei de poténcia
S(t) ~ t~7 (tracejado em azul), com o melhor valor de vy = 0.5. Ao au-
mentarmos o tempo, a barreira longinqua da direita comega a ser atingida,
mudando assim o comportamento dindmico para um decaimento exponen-
cial S(t) ~ e~ (tracejado em vermelho), com o melhor valor de A = 0.00289.
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Fonte: O autor (2022).

Mostramos na Fig. 32 o gréfico linear-log das probabilidades de sobrevivéncia S(t)
em funcdo do tempo ¢, em um dominio finito de tamanho N = 100, para evidenciar
o comportamento exponencial tanto iniciando no local jo = 10 (em preto) quanto em
jo = N/2 (em vermelho). A abordagem do espaco de Fock representada em circulos
e os resultados das simula¢des numéricas em linhas sélidas. As linhas tracejadas

representam as melhores curvas do decaimento exponencias para os locais de inicio.
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Figura 32 — Graéfico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em func¢do do tempo t com
« = 3/2 para o limite continuo de tamanho N = 100. Iniciamos a abordagem
do espago de Fock em jp = N /2 (circulos vermelhos) e jo = 10 (circulos
pretos). Os resultados das simulagdes numéricas MC estdo expressos em
linhas sé6lidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas representam o
comportamento via decaimento exponencial S(t) ~ e~*, que ocorre quando
ambas as bordas sdo atingidas. Para ambos o melhor valor A = 0.00289.
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Fonte: O autor (2022).

Ilustramos na Fig. 33 as evolugdes temporais das probabilidades de absor¢ado dos
extremos Py(t) (em azul) e Py(t) (em vermelho), para um dominio finito com com-
primento N = 100 iniciando no local jo = 10. A abordagem do espago de Fock est4
representada em circulos e os resultados das simula¢des numéricas MC em asterisco.
Mais uma vez, percebemos que as simula¢des numéricas vao de encontro com a aborda-
gem do espaco de Fock para tempos grandes. Como jd mencionado anteriormente, Py(t)
é maior devido ao local de inicio ser préoximo do extremo esquerdo. Conforme o tempo
evolui, percebemos mais uma vez a tendencia para a saturacdo Pp + Py = 1. No instante
t = 1000 os valores de Py(t) e Py(t) sdo 0.846 e 0.127, respectivamente, mostrando que a

saturagdo ja é quase alcancada para esse tempo.
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Figura 33 — Probabilidades Py(t) e Px(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em azul) e j =
N (em vermelho), respectivamente, em funcdo do tempo t para o = 3/2, no
limite continuo de tamanho N = 100 e iniciando perto da fronteira esquerda
em jo = 10. Os resultados das simula¢des numéricas MC representados por
asterisco e os resultados do espago de Fock em circulos.
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Fonte: O autor (2022).

4.3 VoadordeLévycoma =1

Dando continuidade as anélises dos resultados para o limite do espago continuo,
usamos « = 1 para encontrar as probabilidades de transi¢do para calcularmos as taxas
de sobrevivéncia S(t) e as probabilidades de absor¢do, ambas em fung¢do do tempo.
Para a Eq. (4.3), encontramos um valor de A(0) = 1.27324.

Ilustramos na Fig. 34 o grafico linear-log de S(t) em funcdo do tempo para um
dominio finito de tamanho N = 100, evidenciando o comportamento exponencial em
ambos os locais de inicio, jo = 10 em preto e jo = N/2 em vermelho. A abordagem do
espaco de Fock esta representada em circulos, os resultados das simula¢des numéricas
MC em linhas sélidas e as melhores curvas exponenciais em linhas tracejadas.
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Figura 34 — Graéfico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em func¢do do tempo t com
« =1 para o limite continuo de tamanho N = 100. Iniciamos a abordagem
do espago de Fock em jp = N /2 (circulos vermelhos) e jo = 10 (circulos
pretos). Os resultados das simulagdes numéricas MC estdo expressos em
linhas sé6lidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas representam o
comportamento via decaimento exponencial S(t) ~ e~*, que ocorre quando
ambas as bordas sdo atingidas. Para ambos o melhor valor A = 0.0185.
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Na Fig. 35, mostramos as probabilidades de absorc¢do Py(t) (em azul) e Py(t) (em
vermelho) em fun¢do do tempo dos limites absorventes j = 0 e j = N, respectivamente,
iniciando no local jp = 10 para um dominio de tamanho N = 300. Representamos a
abordagem do espaco de Fock em circulos e os resultados das simula¢des numéricas
MC em asterisco. Notamos que para esse valor de « as curvas dos resultados numéricos
e de Fock se ajustam melhor do que para os outros valores ja abordados anteriormente.
Devido a proximidade do local de inicio com a borda absorvente esquerda, Py(t) > Pn/(t).
Notamos que a saturacdo Py + Py = 1ja é quase alcangada para t = 1000, onde os valores
sdo Py(t) = 0.884 e Py(t) = 0.115.
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Figura 35 — Probabilidades Py(t) e Py(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em azul) e
j = N (em vermelho), respectivamente, em funcdo do tempo t para &« =1, no
limite continuo de tamanho N = 300 e iniciando perto da fronteira esquerda
em jo = 10. Os resultados das simula¢des numéricas MC representados por
asterisco e os resultados do espago de Fock em circulos.
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Fonte: O autor (2022).

44 Voadorde Lévycoma =1/2

Por fim, analisamos os resultados para o valor do indice de Lévy a« =1/2. Da mesma
forma que nas se¢des anteriores, calculamos as probabilidades de transi¢do via Eq.
(4.3) e encontramos o valor de A(0) = 1.07871. Calculamos a matriz Hamiltoniano H e
usamos o operador evolucdo temporal U(0,t).

Na Fig. 36, descrevemos em um grafico log-log o resultado para as probabilidades
de sobrevivéncia S(t) em fungdo do tempo, para um dominio finito de tamanho N = 100
e iniciando no local jo = 10. A abordagem via espaco de Fock esta representada em
circulos pretos e o resultado da simula¢do numérica MC em linha sélida. Como ja
esperado, inicialmente o comportamento é ditado via um decaimento do tipo lei de
poténcia (S(t) ~ t7) (tracejado azul), com y = 0.5. Conforme aumentamos o tempo, a
borda longinqua da direita comeca a ser alcangada, fazendo o comportamento dinamico
mudar para um decaimento exponencial (S(f) ~ e~ M) (tracejado vermelho), com o valor
A = 0.128. Percebemos que a simulagdo numérica MC se ajusta perfeitamente para
baixos valores do tempo t e se afasta conforme evoluimos o sistema. Comparando esse
grafico com as Figs. 28 e 31 dos &« = 1.99 e « = 3/2, respectivamente, notamos uma

melhor concordancia numérica MC para este valor de « =1/2.
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Figura 36 — Gréfico log-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em fun¢do do tempo ¢ com
« = 1/2 para o limite continuo de tamanho N = 100 e iniciando préximo
da fronteira esquerda jo = 10. A abordagem do espaco de Fock esta repre-
sentada em circulos pretos e a linha preta sélida é o resultado da simula-
¢do numérica MC. Neste caso, inicialmente apenas a fronteira esquerda é
efetivamente alcancada, gerando um comportamento via lei de poténcia
S(t) ~ t77 (tracejado em azul), com o melhor valor de ¢y = 0.5. Ao au-
mentarmos o tempo, a barreira longinqua da direita comeca a ser atingida,
mudando assim o comportamento dindmico para um decaimento exponen-
cial S(t) ~ e~ (tracejado em vermelho), com o melhor valor de A = 0.128.

Igr===- -
0.01- -
=~
N ,
UJ E a=12 o Jo= 10 E
F — Numérico j,=10 3
o N= 100 -0.5 1
0.0001 T oy=103t .
—— y=0.705 P
'6 i 1 1 1 1 1 1 11 I 1 1 1 1 1 1 )
10 10 100
t
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Mostramos na Fig. 37, o gréfico linear-log das probabilidades de sobrevivéncia em
fung¢ao do tempo, para um intervalo finito de tamanho N = 100, para explicar que o
comportamento exponencial aparece tanto para o sistema iniciando no local jp = 10
(em preto), quanto para em jo = N/2 (em vermelho). Comparando esse grafico com as
Figs. 29, 32 e 34 para os valores do indice de Lévy a« = 1.99, 3/2 e 1, respectivamente,
percebemos uma maior aproximagao dos resultados das simulagdes numéricas MC
(linhas sélidas) com a abordagem do espago de Fock (em circulos) para este valor de

« =1/2, devido ao maior comprimento de passos.
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Figura 37 — Graéfico linear-log da taxa de sobrevivéncia S(t) em func¢do do tempo t com
« =1/2 para o limite continuo de tamanho N = 100. Iniciamos a abordagem
do espago de Fock em jp = N /2 (circulos vermelhos) e jo = 10 (circulos
pretos). Os resultados das simulagdes numéricas MC estdo expressos em
linhas sé6lidas nas respectivas cores. As linhas tracejadas representam o
comportamento via decaimento exponencial S(t) ~ e~*, que ocorre quando
ambas as bordas sdo atingidas. Para ambos o melhor valor A = 0.0128.
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S

Por ultimo, representamos na Fig. 38 as evolugdes temporais das probabilidades
de absorcdo Py(t) (em azul) e Py(t) (em vermelho) em funcdo do tempo das bordas
absorventes j =0 e j = N, respectivamente. Utilizamos um dominio de tamanho N = 300
e iniciamos no local jy = 10. Evidenciamos mais uma vez que Py(t) > Py(t), devido o
local de inicio ser préximo a borda esquerda. Os asteriscos representam os resultados
das simulagdes numéricas MC que tendem a se manter muito préximos independente
do tempo. Encontramos os valores de Py(t) =0.770 e Py (t) = 0.229 ja para t =120, o que
permanece até t = 500, mostrando que a saturagdo Py + Py = 1 acontece rapidamente.
Esse fato ocorre devido ao maior comprimento de passos para esse indice de Lévy.
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Figura 38 — Probabilidades Py(t) e Px(t) de absor¢do das fronteiras j = 0 (em azul) e j =
N (em vermelho), respectivamente, em fun¢ado do tempo t parax =1/2, no
limite continuo de tamanho N = 300 e iniciando perto da fronteira esquerda
em jo = 10. Os resultados das simula¢des numéricas MC representados por
asterisco e os resultados do espago de Fock em circulos.
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4.5 Discussio dos resultados numéricos

Os gréficos apresentados nesse capitulo mostram uma divergéncia entre os resul-
tados das simula¢des numéricas MC com a abordagem do espaco de Fock, para os
valores do indice de Lévy que geram passos curtos (x = 1.99). Mostramos que essa
divergéncia vai diminuindo conforme diminuimos o valor de & (ou aumentamos o
comprimento dos passos). Isso acontece devido a proximidade do local de inicio (jo)
com os limites absorventes j = 0 e j = N. Conforme afastamos o local de inicio das
barreiras absorventes e diminuimos o valor de «, essa divergéncia tende a diminuir
mais.

Mostramos nas Figs. 39 as evolugdes temporais das probabilidades de absorgao Py(t)
e Py(t) em fungdo do tempo das bordas absorventes j = 0 e j = N, respectivamente.
Os resultados para a abordagem do espago de Fock estdo representados em circulos
para jo = 10 com Py(t) em azul e Py () em vermelho e jo = N/2 com tanto Py() e Py(t)
em verde. Os asteriscos sdo os resultados via simula¢gdo numérica MC. Na figura (a)
usamos & = 1.99 em um dominio finito de tamanho N = 100, em (b) usamos a« = 3/2

com um dominio de mesmo tamanho N = 100, na figura (c) temos & = 1 em um espago
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limitado de N = 300 e em (d) usamos &« = 1/2 com um dominio de mesmo tamanho
N = 300.

Figura 39 — Probabilidades Py(t) e Py(t) de absor¢do em fungdo do tempo t, iniciando
no local jp = 10 para as fronteiras j = 0 (em azul) e j = N (em vermelho),
respectivamente, e iniciando no meio do intervalo em jo = N /2 (em verde),
para ambas as fronteiras absorventes. Os resultados da abordagem do es-
pago de Fock estdo representados em circulos e os resultados das simulagdes
numéricas MC em asterisco para os valores de « = 1.99 (a), « = 3/2 (b),
x=1()ea=1/2(d).

(a) para @ = 1.99 com N = 100. (b) para &« =3/2 com N = 100.
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Fonte: O autor (2022).

Podemos perceber nas figuras acima que, quando comec¢amos no local jp = 10, os
resultados das simula¢des numéricas MC ndo se ajustam perfeitamente com os da
abordagem do espago de Fock para todos os valores de a. Porém, notamos que a melhor
aproximacdo se da para o valor de &« = 1, Figs. 35 e 39(c). Quando comecamos do

meio do intervalo, ou seja, jo = N/2, para tempos pequenos a concordancia entre os
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resultados vai melhorando conforme diminuimos « (ou aumentamos o comprimento
de passos), tendo um 6timo ajuste para « = 1/2. Ja para tempos grandes, com jo = N/2,
percebemos em todos os casos uma excelente concordancia entre os resultados, logo
podemos generalizar a convergéncia entre as simula¢des numéricas MC e a abordagem
do espago de Fock, fazendo o limite do tempo t tendendo ao infinito. Como veremos no
proéximo capitulo.

Na tabela a seguir, mostramos os valores de Py(f) e Py (t) para os indices « de Lévy
usados anteriormente, iniciando nos locais jo = 10 e jo = N/2 nos tempos finais de
cada intervalo. Notamos que a saturacdo (Pp + Py = 1) para esses valores de tempo ja é

alcancado para cada & com seus respectivos tempos.

Tabela 4 — Valores de Py(t) e Py(t) para cada valor de «, iniciando nos locais jo =10 e
jo = N /2 para os instantes finais.

«  Dominio (N) Tempo (t) Po(t)/Pn(t)dejo=10 Py(t)/Pn(t)dejo=N/2
1.99 100 8000 0.906/0.087 0.489/0.489
3/2 100 2000 0.869/0.128 0.498/0.498
1.0 300 1000 0.884/0.115 0.498/0.498
1/2 300 500 0.770/0.229 0.500/0.500

Fonte: O autor (2022).
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5 TEMPO MEDIO DE PRIMEIRA PASSAGEM E PROBABILIDADES ASSINTO-
TICAS DE ABSORCAO

O tempo médio de primeira passagem (MFPT) é geralmente definido como o tempo
médio necessario para que uma particula aleatéria com uma certa dindmica estocdstica
alcance um determinado local, ou uma colecdo de locais, pela primeira vez ao longo
de seu caminho [35, 36, 37]. As primeiras abordagens dos processos de tempo de
primeira passagem (FPT) vieram com Schrodinger [83] e von Smoluchowski [84], que
consideravam uma particula livre com difusdo da dindmica browniana em um meio
de alta viscosidade. Desde entdo, o interesse neste tema aumentou consideravelmente,
principalmente nas tltimas décadas, incluindo estudos sobre processos markovianos e
ndo markovianos em diversas areas do conhecimento como fisica e astrofisica [38, 85,
86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102], matematica e estatistica
[103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110], biologia e neurociéncia [111, 112, 113, 114, 115,
116, 117, 118, 119], quimica [120, 121, 122, 123, 124, 125, 126] e finangas [127, 128, 129].
Um ramo relevante dos processos de FPT, com aplica¢des na fisica estatistica de busca
aleatéria e teoria de forrageamento animal [19, 20, 21, 22, 130], é o MFPT de uma
particula de Lévy, ou seja, um caminhante de Lévy que percorre passos da familia de
distribuicdes a-estaveis de Lévy [25].

No Cap. 1, diferenciamos o voador e o caminhante de Lévy. Enquanto o primeiro é
markoviano com duracdo do salto independente do comprimento, o segundo possui
velocidade finita gerando processos ndo markovianos. Como consequéncia, o MFPT de
um voador de Lévy é proporcional ao seu nimero de passos, enquanto o MFPT de um
caminhante de Lévy é proporcional ao comprimento total do percurso até chegar a uma
borda. Isso faz com que o célculo do MFPT para o voador seja consideravelmente mais
simples do que o do caminhante [87, 131]. Neste trabalho nos preocupamos em obter o
MEPT (t) de um voador de Lévy, ou de forma equivalente, o nimero médio de passos
(n) de um caminhante de Lévy, até a absor¢do por um dos limites.

Uma séria de técnicas de fisica estatistica tém sido empregadas para estudar ps pro-
cessos de FPT com dindmica de Lévy em diversos contextos. Alguns incluem solu¢des
de difusdo espacial fraciondria e equacdes mestras com distribuigdo de comprimento de
passos de Lévy [92], outros uma versado discretizada do operador Laplaciano fracionario
[80] e técnicas de simulagdo numérica [79]. Nos estendemos a chamada abordagem do
espaco de Fock (FS) [42, 43] para obter as probabilidades de MFPT e absor¢do de um
voador de Lévy em um intervalo finito discreto com limites absorventes, apresentados
nas se¢des 5.1 e 5.3. Investigamos o limite do espago continuo, ilustrado na secdo 5.2,
para comparar nossos resultados com a expressado exata. Para comparagdo, também
fornecemos os resultados de simula¢des de Monte Carlo (MC) de um voador de Lévy
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nas mesmas condi¢des dos cdlculo do espaco de Fock. Nas simula¢des MC, considera-
mos que os comprimentos dos passos ¢ do voador sdo tragados a partir da distribuigdo
simétrica de Lévy [25]

pa(l) = % / d ¢~ VI [1=psign()@(0)] —ik(t—n) (5.1)

comb=1e = u=0,usando o algoritmo de McCulloch [132]. As médias nas simula-
cdes MC foram obtidas em 5 x 10* execucdes.

5.1 Voador de Lévy em um espaco discreto limitado

Comecamos aplicando a abordagem do espago de Fock para calcular o MFPT (t) de
um voador de Lévy (ou, como ja mencionado, o nimero médio de passos (1) de um
caminhante de Lévy) confinado em um dominio finito discreto de comprimento N até a
absorgdo por qualquer uma das bordas j =0e j = N.

Foi definido no Cap. 3 a probabilidade de sobrevivéncia, ou seja, a probabilidade do
voador permanecer no dominio sem ser absorvido até o tempo t. No espago discreto com
i locais disponiveis (i = 0,1,2,...,N), somando as probabilidades (i|U(t)|ip) de encontrar
o voador em um local ndo absorvente (i # 0 e i # N) no tempo ¢, tendo iniciado no local
ip, S(t) fica

N-1

S(t) =) (ilu(t)lio) =1~ Po(t) — Pn(t), (52)

i=1
onde usamos a condigdo de normalizagdo YN, (i|U(t)|ip) = 1 com as probabilidades

do voador ser absorvido pelas bordas j =0 e j = N até o tempo ¢, definidas na forma

Po(t) = (O]U(D)lio) e Pr() = (N|U(E)]ig). 53)

Com isso, podemos escrever o MFPT para o voador de Lévy da forma [35, 36, 37]

®© 33
(t) = — /0 1 dt, (5.4)

com dS/0t < 0, uma vez que a probabilidade de sobrevivéncia diminui com o tempo,
S(0) =1 (o voador esté ativo para o primeiro salto) e S(t — c0) — 0 (o voador sempre
acaba sendo absorvido por uma das bordas). Agora, se {|Ax)} representa o conjunto
N + 1 autovetores de H com autovalores {);}, entdo a expressao |ig) = Y1 b|Ax)
junto com as Egs. (5.3) e (5.4) torna o MFPT,

N bk
(t) == 5 ((0]A¢) + (NIAg) ), (5.5)

k=2 Ax
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onde atribuimos os indices k =1 e k = N + 1 aos dois autovalores nulos de H associados
aos autovetores |A—1) = |0) e [Ay=n11) = |N), respectivamente.

Na Fig. 40, mostramos o MFPT (t) em fungdo da posi¢do normalizada jo/N para
um grupo de valores do indice & de Lévy, com N =300 e Ax = 1. Verificamos a simetria
jo <+ N — jo do espago limitado. Além disso, como esperado, o MFPT maximo para
qualquer valor de « é alcangado quando o voador de Lévy comega no meio do intervalo,
em jo = N /2. Notamos uma excelente concordancia em todos os valores de a entre
os resultados do FS e a simulagdo MC, representados respectivamente na Fig. 40 por
circulos coloridos e linhas sélidas coloridas. Além disso, as linhas tracejadas pretas
(coincidindo quase perfeitamente com as linhas sélidas coloridas) representam ajustes
dos resultados do FS para a expressao

(t) = Axljo(N — jo)]*/?, (5.6)

que mostra a dependéncia de (t) em jy e N semelhante para o voador de Lévy no
espaco limitado continuo (mostrado na préxima se¢do). A concordancia mostrada
na Fig. 40 sugere que a expressdo supracitada também pode ser aplicada para o
espaco discreto. Para esse problema, usando Ax =1, os valores da amplitude A,
na Eq. (5.6) sdo consideravelmente proximos do prefator 1/I'(a + 1) do resultado
exato com fator de escala b = 1 no espago continuo, onde I'(x) denota a fun¢do gama
(ver Eq. (5.7) na préxima sec¢do). Como exemplos, para « = 1 obtemos A, = 0.982
em comparagdo com 1/T(a + 1) =1, enquanto que para a« = 0.6 os valores ficam
Ay =1147e1/T(a + 1) = 1.119. Com isso, descobrimos que, para qualquer valor de «,
Ay — 1/T (a4 1) no limite do espago continuo Ax/N — 0.
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Figura 40 - MFPT (t) de um voador de Lévy em um espaco finito discreto de compri-
mento N = 300 e Ax = 1 com bordas absorventes em fung¢do da posicao
normalizada jo/ N, para diversos valores do indice a de Lévy. Os circulos
coloridos representam os resultados da abordagem FS, enquanto as linhas
solidas coloridas os dados da simulagdo MC. As linhas tracejadas pretas
indicam o ajuste dos resultados do FS a Eq. (5.6). Notamos a simetria do
espaco jo <+ N — jo. Além disso, observamos que o MFPT é maior quando
comecamos proximos do meio do intervalo e para valores de & mais proxi-
mos do limite gaussiano a = 2.
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Fonte: O autor (2022).

Mostramos na Fig. 41 o MFPT (t) em fungdo de a para valores selecionados do
local de partida jo/N, com N =300 e Ax = 1. Devido a simetria jp <+ N — jo, ndo
exibimos na figura dados no intervalo 1/2 < jo/N < 1. Como j4 esperando, conforme
nos aproximamos do regime gaussiano a = 2, que possuem menores comprimentos de
salto, (t) aumenta. De forma similar a Fig. 40, os resultados do FS (em circulos coloridos)
e as simula¢des numéricas MC (linhas coloridas) concordam bastante, evidenciando que
a abordagem do espaco de Fock é uma ferramenta de grande utilidade para descrever

os processos do voador de Lévy em espagos discretos finitos.
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Figura 41 - MFPT (t) de um voador de Lévy em um espaco finito discreto de compri-
mento N = 300 e Ax = 1 com bordas absorventes em funcao do indice a
de Lévy, para diversos valores da posigdo inicial normalizada jo/N. Os
circulos coloridos representam os resultados da abordagem FS, enquanto as
linhas sélidas coloridas os dados da simulagdo MC. Notamos que, para cada
posicdo inicial do voador de Lévy, quando & — 0 temos o minimo valor de
MEPT. Conforme nos aproximamos do regime gaussiano a = 2, (t) torna-se
progressivamente maior.
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Fonte: O autor (2022).

5.2 Voador de Lévy no limite do espaco continuo finito

Partimos agora para o problema do voador de Lévy em um espago continuo finito,
onde o MFPT possui uma expressado exata na forma [87, 88, 104]

1
(= T(a+1)

o qun

Em particular, observamos como resultado da Eq. (5.7) [35, 36, 37] (t) = jo(N —
jo)/o?, para uma particula aleatéria com & = 2 e distribuicdo gaussiana de comprimento
de passos p(¢) com variancia 02 = 2b. Além disso, identificamos que (t) — 1 quando
« — 0, indicando que ambas as bordas limites absorventes sdo alcangadas em apenas
uma unidade de tempo do voador (ou em apenas uma etapa do caminhante) quando o
sistema tende ao limite méximo de comprimento de salto. Este comportamento também
é encontrado em simula¢do numérica de uma particula de Lévy em espago continuo

usando a equagdo estocdstica de Langevin com intervalos discretos de tempo [79, 133].
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Uma alternativa para obter uma convergéncia um pouco mais rdpida para o re-
sultado da Eq. (5.7) é a combinagdo da abordagem FS com a aproximacdo de espago
continuo para as probabilidades de transigao [80], P; = —A(|j — i|)/ A(0), sendo

I(n—a/2)T(a+1)
nl(n+a/2+1)
paral <i,j< N —1eP;comj=0o0uj= N calculado pela soma da Eq. (5.8) sobre os

An) = sin(rta/2), (5.8)

comprimentos de salto que excedem a distancia das bordas limites.

As Figs. 42 e 43 mostram os resultados para MFPT em fungdo de jo/N e «a, res-
pectivamente, para o limite do espago continuo com a abordagem do espago de Fock,
para N =300 e Ax = 1, que sdo andlogos as Figs. 40 e 41 do espaco discreto, sendo
que usamos a Eq. (5.8) para calcular as probabilidades de transigdo P;;. Notamos uma
boa concordancia em ambas as figuras entre a abordagem FS (circulos coloridos) e os
resultados via simulacdo de MC (linhas sélidas coloridas). Além disso, observamos
também que as linhas tracejadas pretas nas Figs. 42 e 43, que representam a Eq. (5.7)
sem nenhum ajuste, combinam quase perfeitamente com os resultados do método FS.

Figura 42 — MFPT (t) de um voador de Lévy no limite do espago continuo de compri-
mento N = 300 com bordas absorventes em fun¢do da posi¢do normalizada
jo/ N, para diversos valores do indice « de Lévy. Os circulos coloridos
representam os resultados da abordagem FS, enquanto as linhas sélidas
coloridas os dados da simulacdo MC. As linhas tracejadas pretas indicam o
resultado exato de um voador de Lévy em um espacgo continuo, Eq. (5.7),
sem nenhum ajuste realizado. Notamos a mesma simetria e comportamento

da Fig. 40.

<t>

Fonte: O autor (2022).
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Figura 43 - MFPT (t) de um voador de Lévy no limite do espago continuo de compri-
mento N = 300 com bordas absorventes em fun¢do do indice « de Lévy, para
diversos valores da posigdo inicial normalizada jo/N. Os circulos coloridos
representam os resultados da abordagem FS, enquanto as linhas sélidas
coloridas os dados da simulagdo MC. As linhas tracejadas pretas indicam o
resultado exato de um voador de Lévy em um espaco continuo, Eq. (5.7),
sem nenhum ajuste realizado. Notamos o0 mesmo comportamento presente
na Fig. 41.
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Fonte: O autor (2022).

5.3 Diferenca relativa entre os espacgos discreto e continuo

A boa descri¢do da abordagem do espaco de Fock para o MFPT do voador de Lévy
confinado tanto no espago discreto quanto no limite do espago continuo nos motivou
a investigar a relagdo entre esses dominios. Para fazer essa comparagao, definimos a

diferenca relativa

o | <t>FS B <t>cont|
A= <t>cont

onde (f)pg € 0o MFPT obtido através do método FS no espaco discreto e (t) ., € dada

, (5.9)

pela Eq. (5.7). Esperamos que os resultados para o espago discreto tendam para os
de espaco continuo quando usamos Ax/N — 0 na Eq. (3.4) de Pj;. Conseguimos nos
aproximar desse limite definindo Ax =1 e aumentando N. Além disso, uma vez que A
depende de N, « e principalmente jy, consideramos jo = N /2 nos célculos da Eq. (5.9)

levando a uma maxima diferenca relativa A para N e « fixos.



103

Na Fig. 44, mostramos a diferenca relativa A em fun¢do do tamanho N para trés
diferentes valores do indice « de Lévy no espago discreto. Observamos que A decai com
N na forma de uma lei de poténcia dependente de &, A ~ N~7, com 0.35 < v < 0.64
para os valores de a« mostrados. Como exemplo, para & = 1 notamos que A diminui
de cerca de 0.05 para 0.01 quando aumentamos N de 50 para 700. Por outro lado, para

« = 1.5 a diminui¢do é de 0.11 para 0.08 nessa mesma faixa de N.

Figura 44 — Diferenca relativa A, Eq. (5.9), do método FS no espago discreto para a
expressdo exata, Eq. (5.7), do espago continuo em fun¢do do comprimento
finito N com Ax =1 e limites absorventes, para alguns valores do indice «
de Lévy. O voador de Lévy comega no ponto central do dominio, jo = N/2,
com probabilidades de transi¢do dadas pela Eq. (3.4). As linhas tracejadas
sdo ajustadas a forma do decaimento da lei de poténcia A ~ N™7, com
v =10.35,0.41 e 0.64 para « = 1.5, 0.5 e 1.0, respectivamente.
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Fonte: O autor (2022).

A Fig. 45 é o correspondente no limite do espago continuo da Fig. 44 no espaco
discreto, mas com Pj; obtido da Eq. (5.8), conforme ja mencionado. Observamos a
mesma forma de decaimento via lei de poténcia. Para &« = 1.5 (e para « = 0.5) a diferenca
relativa A ja é muito baixa, 0.008 para N = 50, diminuindo para cerca de 0.0005 para
N = 700. Este achado é consistente com a concordancia fina mostrada nas Figs. 42 e 43
entre os resultados da abordagem FS e a Eq. (5.7). Contudo, apesar da boa concordancia,
devemos expressar o fato de que enquanto a Eq. (3.4) para as probabilidades de transigdo
P;; é bastante geral, portanto passivel de ser aplicada a qualquer distribuigao p(¢) de

comprimento de passo, a Eq. (5.8) é especifica para saltos de Lévy.
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Figura 45 - Diferenca relativa A, Eq. (5.9), do método FS no limite do espago continuo
para a expressdo exata, Eq. (5.7), do espago continuo em fun¢do do compri-
mento finito N com limites absorventes, para alguns valores do indice a de
Lévy. O voador de Lévy comeca no ponto central do dominio, jo = N/2,
com probabilidades de transi¢do calculadas a partir da Eq. (5.8). As linhas
tracejadas sdo ajustadas a forma do decaimento da lei de poténcia A ~ N7,
com y ~ 1 para todo a.
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Fonte: O autor (2022).

Comparando os desempenhos das técnicas FS e MC, é evidente que ambos os
c6digos sdo executados em um tempo que depende basicamente do comprimento do
dominio N, do local inicial jy e do indice de estabilidade « de Lévy. Como exemplo,
paraa =1, N=100¢e jo = N/2, o c6digo FS é executado em menos de 10s, enquanto
as simulagdes MC, com esses valores de parametros, com média de 5 x 10% execugoes,
levam 3 minutos para terminar, ambas utilizando um processador Intel Core i7. Por
outro lado, paraa =3/2, N =100 e jo = N /2, o método FS leva cerca de 6 minutos para
executar, ja as simulagdes MC precisam de quase 19 minutos. Em geral, observamos
que a técnica FS tem um desempenho mais eficiente do que as simula¢des MC para

chegar a resultados semelhantes.

5.4 Probabilidades assintéticas de absor¢ao

Por fim, voltamos as probabilidades de absor¢do das fronteiras absorventes. Com o
caminhante de Lévy dando saltos dentro do intervalo finito 0 < j < N, tendo comegado
em jp, apos um intervalo de tempo (um ntimero de passos) um dos limites de absorgao
j=0o0uj= N serd inevitavelmente alcangado. Denotamos por Py = Py(t — o) e Py =
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Pn(t — 00) as respectivas probabilidades assintéticas de serem absorvidos a qualquer
momento (até ¢t — oo) pelo sitio limite em j =0 e j = N. Como dito anteriormente, uma
vez que o passageiro (caminhante) sempre acabard absorvido por uma das bordas, entao
Py + Py = 1. Podemos interpretar o contexto de atingir os limites do dominio como sair
do intervalo finito, entdo Py e Py também podem ser chamados de probabilidades de
escape ou transmissdo [87, 88, 134, 135]. Nos trabalhos [78, 136, 137], Py foi calculada
como uma fung¢do da razdo jo/N e expresso em termos da funcdo beta incompleta

regularizada I;(a,b), com z = jp/N e um tnico parametroa =b =ua/2,

i/
Py =ILjy/N(a/2,0/2) = %/0] N[u(l —u)] @2 Dy, (5.10)

Notamos que a ideia de dividir a probabilidade de absorcado entre Py e Py também
foi usado em alguns problemas [138]. Até onde sabemos, um estudo sistemético e
abrangente de tais probabilidades de absor¢do em relagdo ao indice a de Lévy e a
posigdo inicial jo de um voador ou caminhante de Lévy em um dominio finito com
bordas absorventes, ndo foi relatado na literatura.

Mostramos as probabilidades assintéticas de absor¢do Py e Py das bordas absorven-
tes j = 0 e j = N, respectivamente, nas Figs. 46 e 47 para um dominio discreto e nas Figs.
48 e 49 para o limite do espaco continuo, ambas com o mesmo tamanho finito N = 300.
Para isso, tomamos o limite t — oo na Eq. (5.3). Nas Figs. 46 e 48, fizemos essas probabi-
lidades em fungdo da posicdo inicial normalizada jo/ N para diversos valores do indice
«, consideramos 0 < jo < N/2 de modo que Py (Py) corresponde & probabilidade de ser
absorvido pela borda mais préxima (mais distante), implicando Py > 1/2e Py < 1/2.
Ja nas Figs. 47 e 49, fizemos em func¢do do indice a de Lévy para diversos valores de
jo/ N e notamos que Py = Py = 1/2 quando o voador comega simetricamente do meio
do dominio, jo = N/2, como j4 esperado. Evidenciamos também que Py (Py) é maior
(menor) quando o voador comega perto da borda mais préxima com jp/N pequeno,
extraindo ¢ de uma distribui¢do p(¢) com um grande « no limite de curto comprimento
de salto. Podemos perceber que em todas as figuras abaixo, quando « — 0 h4 chances
iguais de encontrar o voador em qualquer uma das bordas, conforme aumentamos o
indice x de Lévy em direcao ao limite gaussiano « = 2 a borda mais préxima é alcancada
com mais frequéncia. Em todos os casos, observamos uma boa concordancia entre os

resultados FS (circulos coloridos) e as simulacdes MC (linhas sélidas coloridas).
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Figura 46 — Probabilidades assintéticas de absorgdo Py e Py pelas bordasj=0ej= N,
respectivamente, do voador de Lévy no espaco discreto de comprimento
N =300 e Ax = 1 em fun¢do da posigdo inicial normalizada jy/ N, para va-
rios valores do indice a de Lévy. Os circulos coloridos indicam os resultados
da abordagem FS e as linhas sélidas coloridas os dados da simulagao MC.
Neste grafico Py > 1/2 e Py < 1/2, com Py + Py = 1. As linhas tracejadas
pretas representam ajustes dos resultados FS ao comportamento assintético
jo < N de Py no espago continuo, Eq. (5.11).
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Fonte: O autor (2022).

Figura 47 — Probabilidades assintéticas de absor¢do Py e Py pelas bordasj=0ej= N,
respectivamente, do voador de Lévy no espago discreto de comprimento
N =300 e Ax =1 em fungdo do indice a de Lévy, para varios valores da po-
si¢do inicial normalizada jo/N. Os circulos coloridos indicam os resultados
da abordagem FS e as linhas sélidas coloridas os dados da simulagdo MC.
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Figura 48 — Probabilidades assintéticas de absorgdo Py e Py pelas bordasj=0ej= N,
respectivamente, do voador de Lévy no limite do espago continuo de com-
primento N = 300 em fung¢do da posicdo inicial normalizada jy/N, para
varios valores do indice o de Lévy. Os circulos coloridos indicam os resulta-
dos da abordagem FS e as linhas sélidas coloridas os dados da simulagdo
MC. Neste gréfico Py > 1/2 e Py <1/2, com Py + Py = 1. As linhas tra-
cejadas pretas representam ajustes dos resultados FS ao comportamento
assintotico jo < N de Py no espacgo continuo, Eq. (5.11).
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Figura 49 — Probabilidades assintéticas de absorcdo Py e Py pelas bordas j=0ej= N,
respectivamente, do voador de Lévy no limite do espago continuo de com-
primento N = 300 em fungdo do indice & de Lévy, para vérios valores da
posicdo inicial normalizada jo/N. Os circulos coloridos indicam os resulta-
dos da abordagem FS e as linhas sélidas coloridas os dados da simulagao
MC.
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Além disso, ilustramos nas Figs. 46 e 48 linhas tracejadas pretas, que sdo bons
ajustes dos resultados FS para a previsdo teérica do comportamento assintético da
probabilidade Py do voador ou caminhante de Lévy ser absorvido pela borda distante
j=N[78, 88, 136, 137],

A\ /2
pNN(]NO) , o< N/2. (5.11)

Nessas mesmas Figs. 46 e 48, limitamos os ajustes a regido jo/N < 0.2. Em particu-
lar, notamos que Py — 1/2 (e entdo Py — 1/2) quando a« — 0, concordando com o
fato de que no limite de comprimento grande de salto cada borda é alcancada com a
mesma probabilidade no primeiro pulo. Além disso, também é interessante observar a

dependéncia linear Py ~ jo/N para jo < N/2 no regime gaussiano « = 2 na Eq. (5.11).
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta tese aplicamos o formalismo do espaco de Fock para estudar os voadores de
Lévy unidimensionais em espagos finitos com limites absorventes. As distribuicdes
a-estaveis de Lévy tem diversas aplicagdes em vdrias dreas do conhecimento, uma
delas é o problema de busca alimenticia de animais na natureza. Neste contexto, os
animais predadores fazem o papel da particula (voador) em busca de comida e as bordas
absorventes o local onde foi encontrado algum alimento. Foram estudados dois casos
importantes: (i) utilizando um dominio finito discreto, onde cada local determinado
(sitio) representa onde o animal (particula) possa ter passado, (ii) o limite do espago
continuo finito, onde ndo existe um local pré definido onde o animal possa ter ido. A
abordagem do limite do espago continuo é uma forma de melhorar a representagdo
dos passos curtos e, com isso, as probabilidades de absorcdo e o MFPT ((t)) junto das
barreiras.

O formalismo do espago de Fock se mostrou uma ferramenta matematica de grande
importancia para este estudo, uma vez que as distribui¢des de Lévy, guiadas pelo TLC
generalizado, possuem poucas formas fechadas quando estamos trabalhando no regime
superdifusivo. Com esse método, conseguimos obter excelentes resultados de quantida-
des estatisticas relevantes para esse tipo de problema. Como exemplos, conseguimos
obter as taxas de sobrevivéncia e mostrar seus diferentes comportamentos dinamicos,
como seu decaimento tipo lei de poténcia (de acordo com o teorema de Sparre-Andersen
para um dominio semi-infinito) quando apenas uma das bordas é efetivamente alcan-
cada e o decaimento exponencial para longos tempos, para quando ambas as bordas
sdo atingidas. Tivemos uma boa concordancia com os resultados obtidos em outros
trabalhos envolvendo métodos diferentes, como a do operador diferencial fracionario
discretizado de Riesz e da decomposi¢do de Wiener-Hopf. Conseguimos calcular tam-
bém as probabilidades de absor¢do das fronteiras em fun¢do do tempo e mostrar seu
comportamento assintético para o limite de ¢ indo para o infinito. Para o dominio finito
discreto, encontramos uma excelente concordancia entre os resultados da abordagem
do espago de Fock e das simula¢des numéricas de Monte Carlos. Ja pra o limite do
espago continuo, mostramos que os resultados do espago de Fock e das simulagoes
numéricas MC ndo possuem um bom ajuste quando os comprimentos dos passos sdo
curtos (grande valores de &) e para pequenos intervalos de tempo. Contudo, conforme
aumentamos o comprimento dos passos (diminuimos «) e para grandes intervalos de
tempo, os resultados vao convergindo para uma mesma curva.

Empregamos também esse formalismo para o calculo do tempo médio de primeira
passagem (MFPT) em funcdo dos parametros relevantes do sistema. Os primeiros

estudos sobre tempo de primeira passagem (FPT) vieram com Schrédinger e Smolu-
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chowski e o interesse sobre esse tema tem aumentado consideravelmente nas tltimas
décadas, sendo aplicado em diversos contextos relevantes. Nossa andlise considerou
graus distintos de difusividade, definidos pelo indice de estabilidade x de Lévy e o
ponto de partida do voador. Os resultados do espago discreto finito e do limite do
espaco continuo concordam perfeitamente com as simula¢gdes de Monte Carlo e as
previsoOes tedricas no espago continuo.

Observamos que o formalismo do espago de Fock pode ser aplicado para diferentes
particulas aleatdrias com diferentes distribui¢des de comprimento de passos, para a
difusdo de um conjunto de particulas em dominios finitos e em outros contextos onde
outros métodos podem encontrar dificuldades técnicas. Essa ferramenta nos possibilitou
trabalhar com a estrutura da mecanica quantica em processos estocdsticos e, embora ela
nao permita obter as trajetdrias individuais do voador de Lévy, ela possibilita o calculo
de P(x,t) e, com isso, obter todas as quantidades estatisticas relevantes de um dado
sistema.

Como perspectivas futuras para a continuagdo deste trabalho, devido a grande
abrangéncia deste formalismo e a sua eficdcia, podemos aplica-lo em diversos estudos
como nos processos de reagdo-difusdo, com muitas particulas, &tomos ou moléculas
de vérios tipos que se difundem e interagem entre si. Contudo, seria interessante dar
continuidade ao trabalho sobre o voador de Lévy, para tentar obter: (i) a eficiéncia
da busca, que esta associada ao nimero de sitios alcangados (atingidos pelo voador)
e a distancia total percorrida; (ii) a recorréncia, uma vez que ja analisamos o tempo
de primeira passagem; (iii) o estudo da produgdo de entropia, j4 que com bordas
absorventes o sistema é irreversivel; (iv) passeios aleatérios assimétricos, mudando o
parametro B de simetria da distribuicdo de Lévy.
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