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RESUMO

O presente trabalho de tese, estuda situacées em que os eventos de interesse apresen-
tam dependéncia espacial entre as observacdoes. Ndo obstante, estudos nesta area tenham
tido notaveis avancos, técnicas relacionadas a eficiéncia da matriz de correlacdo espacial uti-
lizada, bem como a escolha de tal, além de modelos de quasi-verossimilhanca e distribuicoes
para dados com excesso de zeros, ainda sao pouco exploradas. Dito isto, desenvolvemos este
trabalho em trés etapas. Primeiro, utilizamos a familia de funcoes de covariancia Wendland
e a comparamos com a familia Matérn, para varios valores de seus parametros de suavi-
zacdo. Paralelamente, desenvolvemos as relacoes entre o alcance pratico e o parametro de
suporte e, estabelecemos expressdes para mensurar o indice de dependéncia espacial para
ambas as familias. Além disso, como técnica de diagnostico, sao desenvolvidas medidas de
influéncia local sob diferentes esquemas de perturbacdo. Como critério de identificacao de
observacdes potencialmente influentes, propomos utilizar niveis de referéncia obtidos a partir
de reamostragem Jackknife-after-Bootstrap. Na segunda etapa, propomos um novo critério
para selecao da matriz de correlacdo espacial de trabalho, baseado no condicionamento da
matriz de variancia-covariancia naive, a partir de modelos de quasi-verossimilhanca e Equa-
cbes de Estimacao Generalizadas. Avaliamos a performance do método por um extenso estudo
de simulacdo, utilizando as distribuicoes marginais da Normal, Poisson e Gama para dados
espacialmente correlacionados. A especificacdo da estrutura de correlacdo é baseada em mo-
delos de semivariogramas, utilizando as familias Wendland, Matérn e Esférica. Os resultados
revelaram que o critério proposto resultou em um melhor desempenho em comparacdo com os
concorrentes disponiveis na literatura, com relacao as taxas de acerto da verdadeira estrutura
de correlacdo espacial dos dados simulados. Na terceira etapa, propomos um modelo geoes-
tatistico Gama aumentada com zero. Para acomodar a dependéncia espacial, incorporamos
uma estrutura de quasi-verossimilhanca e estimamos seus parametros utilizando o algoritmo
Expectation-Solution. Além disso, sugerimos medidas para os residuos e desenvolvemos me-
didas de influéncia local, sob os esquemas de perturbacdo ponderacido de casos, perturbacido
na variavel resposta e nas covariadveis. Por fim, acrescentamos que em todas as etapas um

exemplo numérico foi analisado utilizando conjuntos de dados reais.

Palavras-chaves: equacdes de estimacdo generalizada; familia Matérn; familia Wendland;

quasi-gama aumentada com zero; quasi-verossimilhanca; variabilidade espacial.



ABSTRACT

This thesis work studies situations in which the events of interest present spatial depen-
dence between the observations. Regardless of studies in this area have had notable advances,
techniques related to the efficiency of the spatial correlation matrix used, as well as the choice
of such, in addition to quasi-likelihood models and distributions for data with an excess of
zeros, are still little explored. That said, we developed this work in three stages. In the first
step, we use the Wendland family of covariance functions and compare it with the Matérn
family, for various values of its smoothing parameters. In parallel, we developed the relation-
ships between the practical range and the support parameter, and we established expressions
to measure the spatial dependence index for both families. Furthermore, as a diagnostic tech-
nique, measurements of local influence are developed under different disturbance schemes.
As a criterion for identifying potentially influential observations, we propose to use reference
levels obtained from Jackknife-after-Bootstrap resampling. In the second step, we propose a
new criterion for selecting the working spatial correlation matrix, based on conditioning the
naive variance-covariance matrix, based on quasi-likelihood models and Generalized Estimation
Equations. We evaluated the performance of the method by an extensive study of simulations,
using the marginal distributions of Normal, Poisson and Gamma for spatially correlated data.
The specification of the correlation structure is based on semivariogram models, using the
Wendland, Matérn and Spherica families. The results revealed that the proposed criterion re-
sulted in better performance compared to the competitors available in the literature, regarding
the success rates of the true spatial correlation structure of the simulated data. In the third
step, we propose a zero-augmented Gamma geostatistical model. To accommodate the spatial
dependence, we incorporate a quasi-likelihood structure and estimate its parameters using the
Expectation-Solution algorithm. Furthermore, we suggest measures for residuals and develop
measures of local influence, under the perturbation schemes weighting cases, perturbation in
the response variable and in the covariates. Finally, we add that at all stages a numerical

example was analyzed using real data sets.

Keywords: generalized estimation equations; Matérn family; quasi-gamma augmented with

zero; quasi-likelihood; spatial variability; Wendland family.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho de tese esta relacionado ao estudo de fendmenos que apresentam
dependéncia espacial. Para tanto, nos concentramos nas ferramentas da Geoestatistica, uma
area da Estatistica Espacial fundamentada nas ideias do matematico e gedlogo Matheron
(1965) quando estabeleceu a teoria das variaveis regionalizadas, construidas a partir de técnicas
de estimacdo estatistica, com aplicacdes em estudos cujo atributo de interesse encontra-se
espacialmente distribuido. Com esta abordagem, desde os primeiros trabalhos nos estudos
de mineracdo, a analise geoestatistica vem sendo amplamente utilizada por profissionais das
ciéncias agrarias, bioldgicas, geologia, engenharias, dentre outras areas do conhecimento.

A Geoestatistica apresenta como principal caracteristica reunir os conceitos de variaveis
aleatérias a variaveis espacialmente distribuidas, considerando sua localizacdo geografica e
a dependéncia espacial, pressupondo que observacdes com localizacGes préximas tendem a
serem mais semelhantes que as mais distantes. Portanto, faz sentido induzir que a distribuicao
das diferencas de varidveis amostradas em duas localizacGes distintas é constante em toda
area, dependendo somente da distancia entre elas e eventualmente da orientacdo dos pontos.
Nesse sentido, a distribuicao espacial de uma variavel de interesse z em uma regido continua
S no espaco d—dimensional fica caracterizada por uma realizacdo de um processo estocéstico
{Z(s) :s € S C R}, com d = 1,2 ou 3. Portanto, o enfoque principal é fazer predicdes para
os valores de Z(s) em determinada localizacio espacial s € R?, a partir de informacdes de
seus vizinhos. Comumente considera-se d = 2 descrevendo /atitude e longitude ou d = 3 para
latitude, longitude e altitude. Particularmente, consideramos d = 2.

Dessa maneira, a predicao de determinado valor de interesse esta condicionada a localizacao
dos dados amostrados, e a correlacao espacial existente entre eles. Portanto, fica estabelecida
uma funcdo de correlacdo espacial, que possibilita explicar e/ou quantificar a variabilidade
espacial dos atributos de interesse em uma regido continua S € R?. Sendo assim, a partir
da funcdo de correlacdo espacial, com condicOes satisfeitas de estacionariedade de segunda
ordem, é possivel definir as funcdes de covariancia e semivariancia espaciais. Vale destacar
que, do ponto de vista descritivo as trés funcdes fornecem a mesma informacdo com relacdo
a dependéncia espacial, embora a semivariancia apresente-se de forma invertida. Ademais, é
permitido a modelagem da parte ndo estocastica do fenémeno a partir da média, caracterizando

o efeito da tendéncia.
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Em suma, este trabalho encontra-se dividido em cinco Secbes. Contudo, destacamos que,
embora as SecGes estejam relacionados pelo fato de estarem sobre o enfoque da anélise e
inferéncia em modelos geoestatisticos, cada Secdo poderad ser lida de forma independente,
inclusive com relacdo as notacdes conceituais. Na Secdo 2 realizamos inferéncia em modelos
espaciais lineares utilizando uma estrutura de covariancia da familia Wendland. Embora, esta
abordagem com familia Wendland n&o seja totalmente inédita, Wu (1995), Wendland (1995),
Gneiting (2002a), Bevilacqua et al. (2019), pouco se foi explorado sobre sua aplicabilidade em
analise de dados espaciais. Diante disso, sao revistas suas propriedades estudando o comporta-
mento do decaimento de sua funcdo de correlacdo para varios valores do parametro de suporte.
Desenvolvemos expressoes para o alcance pratico da familia Wendland para varios valores de
suavizacdo e Matérn com suavizacio v = 3, 5. Estendemos as expressdes para o Indice de De-
pendéncia Espacial (Indice de dependéncia espacial (IDE)) para familias Wendland e Matérn.
Ainda, desenvolvemos inferéncia baseada nos estimadores de maxima verossimilhanca. Adicio-
nalmente, avaliamos a sensibilidade dos estimadores de maxima verossimilhanca para pequenas
perturbacdes, em que s3o desenvolvidas medidas de influéncia local, e propomos caracterizar
observacdes como potencialmente influentes utilizando o algoritimo Jackknife-after-Bootstrap.

Na Secdo 3, consideramos modelos de quasi-verossimilhanca sob Equacdes de Estimacdo
Generalizadas (Equagdes de estimacgdo generalizadas (EEG's)), e propomos um novo critério
de selecdo da matriz de correlacdo de trabalho, baseado no condicionamento da matriz de
variancia-covariancia naive. A avaliacdo da performance do método é realizada por um extenso
estudo de simulacdo, utilizando as distribuicGes marginais da Normal, Poisson e Gama para
dados espacialmente correlacionados. A especificacdo da estrutura de correlacdo é baseada em
funcoes de semivariancias, utilizando as familias Wendland, Matérn e Esférica.

Na Secdo 4, utilizamos uma mistura da distribuicdo Bernoulli degenerada em zero com a
Gama, proposto por Feuerverger (1979), entdo, a estendemos para derivar um modelo para
dados espacialmente referenciados utilizando a ideia de quasi-verossimilhanca. Com isso, de-
rivamos equacdes de estimacdo para estimar os parametros do modelo de regressao da parte
continua, dada pela quasi-verossimilhanca da distribuicdo gama, e os parametros que deter-
minam a probabilidade de ocorréncia de um valor zero nos dados observados (parte discreta).
Adicionalmente, desenvolvemos medidas de diagndstico para os residuos e de influéncia local
para o modelo desenvolvido. Ainda, como contribuicao de aplicacao utilizamos um conjuntos
de dados para validar a aplicabilidade do modelo em explicar a precipitacdo pluviométrica

acumulada para o més de agosto de 2021 no estado de Pernambuco, Brasil. Finalmente, na
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Secdo 5 apresentamos as consideracdes finais e propostas de trabalhos futuros.

Destarte, como ferramenta computacional para obter os resultados numéricos, anélise de
diagndstico de influéncia local e interpolacao espacial utiliza-se o Software R Core Team
(2020). R: A language and environment for statistical computing, (R Core Team, 2020), com
funcoes criadas pelo autor e eventualmente recorrendo ao uso de pacotes disponiveis no Soft-

ware, estes, quando utilizados s3o citados ao longo do texto.

1.1 OBIJETIVOS E CONTRIBUICOES DA TESE

O objetivo principal deste trabalho de tese é realizar uma releitura das principais ferramen-
tas metodoldgicas para analise e inferéncia em dados georreferenciados. Com isso, dispomos

das seguintes metas especificas:

1. Apresentar a aplicabilidade das funcdes da familia Wendland, uma classe de funcdes
de covariancia compactamente suportada, em comparacdo com a familia Matérn, para

modelagem de modelos espaciais lineares Gaussianos;

2. Apresentar uma escala de classificacdo segundo a dependéncia espacial e considerando

o IDE entre as amostras para as familias Wendland e Matérn;

3. Estender a metodologia dos modelos de quasi-verossimilhanca para dados espaciais con-

siderando distribuicbes da familia exponencial;

4. Desenvolver um novo critério para selecao da matriz de correlacdo de trabalho para

modelos espaciais de quasi-verossimilhanca sob EEG;

5. Propor um modelo geoestatistico para andlise de dados continuos com assimetria positiva

e excesso de zeros:

6. Avaliar a metodologia desenvolvida com aplicacdes a conjuntos de dados atuais.

1.1.1 Contribuicées originais

Este trabalho de tese incorpora as seguintes contribuicdes originais:

1. Expressbes para o alcance prético da familia Wendland para vérios valores de suaviza-

cdo e familia Matérn com suavizacdo v = 3, 5. Indice de Dependéncia Espacial (IDE)
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para familias Wendland e Matérn. Inferéncia e diagnéstico em modelos espaciais lineares
Gaussianos com a Wendland em comparacdo com Matérn. Classificacdo de observa-
¢cbes como potencialmente influentes, sob medidas de influéncia local, a partir de uma

generalizacao do algoritimo Jackknife-after-Bootstrap;

Desenvolvimento de um novo critério para seleciao da matriz de correlacdo de trabalho
para modelos espaciais de quasi-verossimilhanca sob EEG, a partir da norma matricial e

nimero de condicdo das matrizes de varidncias-covariancias;

Desenvolvimento de expressdes para medidas de influéncia local para modelos espaciais
de quasi-verossimilhanca sob os esquemas de perturbacao no preditor linear e na matriz
de correlacdo de trabalho, considerando as distribuicdes Binomial, Poisson, Binomial

negativa, Gama e Normal inversa;

Desenvolvimento de um modelo geoestatistico quasi-gama para modelar dados com

assimetria positiva e excesso de zeros;

Estimacdo dos parametros para o modelo geoestatistico quasi-gama utilizando o algo-
ritimo Expectation-Solution (ES). Desenvolvimento de expressdes para os erros-padréo,

medidas para os residuos e diagndstico de influéncia local.
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2 INFERENCIA E ESTUDO DE DIAGNOSTICOS DE INFLUENCIA EM MODE-
LOS ESPACIAIS LINEARES GAUSSIANOS COM ESTRUTURA DE COVARI-
ANCIA WENDLAND

2.1 RESUMO

Nesta Secao, nos concentramos nos modelos lineares espaciais Gaussianos comparando a
familia de covariancia Wendland com a familia Matérn. Calculamos um indice de dependén-
cia espacial para ambas as familias de covariancia e estabelecemos relacdes entre o alcance
pratico e o parametro que controla o decaimento de suas funcdes de correlacdo. Uma abor-
dagem de diagndstico de influéncia local é usada para avaliar a sensibilidade dos estimadores
de maxima verossimilhanca. Para generalizar o critério de validacdo cruzada usual, propomos
usar o critério Jackknife-apés-Bootstrap para obter os niveis de referéncia ou cutoff estabele-
cidos para determinar se uma observacdo é potencialmente influente ou ndo. Uma aplicac3o
a um conjunto de dados sobre o rendimento da soja ilustra a metodologia desenvolvida aqui.
Finalmente, concluimos que os resultados para a familia de covaridncias de Wendland sao

satisfatérios sob os pressupostos do modelo linear espacial Gaussiano.

2.2 INTRODUCAO

Em diversas areas do conhecimento a exemplo de Ciéncias agrarias, biolégicas, sociais,
Engenharias (ambiental, civil, sanitaria, etc), Epidemiologia, Meteorologia, Geologia e Mine-
racdo, agrimensura, zootecnia, dentre tantas outras, estdo presentes fenémenos com dados
correlacionados e georreferenciados, em que é possivel a replicacao de dados continuos ou nao
em um mapa de distribuicdo espacial de continuidade. Alguns dos exemplos sao mapas da
variabilidade espacial da produtividade de determinada cultura (soja, milho, café, etc), volume
de um minério, poluicdo do ar em uma cidade ou regido, caracterizacdo de areas de riscos a
salde publica, entre outros. Neste contexto, surge o conceito de interpolacdo espacial a qual
pressupGe que os valores dos atributos de interesse assemelham-se com a proximidade entre
Si.

Com isso, é necessario introduzir o conceito de funcdo de covariancia espacial, a qual for-
nece informacGes importantes sobre a estrutura de dependéncia espacial do processo aleatério

subjacente, sendo responsavel por determinar a performance da previsao espacial. Portanto,
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é fundamental que sua escolha seja realizada com cautela de modo a produzir resultados fi-
dedignos no que concerne a realizacdo da variavel aleatéria em diferentes locais da regido em
estudo.

Estdo disponiveis na literatura uma diversidade de técnicas que realizam a interpolacdo
espacial. No entanto, no ambito da Geoestatistica, o qual este trabalho de tese esta inserido,
a interpolacdo de um processo aleatério espacialmente correlacionado é realizada pelo melhor
preditor linear n3o viesado (best linear unbiased estimator), comumente nomeado de Kriga-
gem. Esta técnica é empregada através da variacao amostral associada a distancia entre as
observacoes, baseando-se na matriz de covariancia espacial indexada por um vetor de para-
metros desconhecidos e, sendo necessario a solucao de um sistema, geralmente grande, de
equacdes lineares. Desta forma, o ajuste do modelo depende da inversao da matriz de cova-
riancia, o que torna o processo custoso computacionalmente, sobretudo quando o ndmero de
observacdes é grande.

S3o vérias as abordagens disponiveis para descricdo de modelos de covaridncias espaciais
validas (definidas positivas), a partir dos quais é permitido a formulacdo de modelos paramé-
tricos de semivariancias. Dentre estes, os mais populares s3o os modelos Esférico, Exponencial,
Gaussiano e Matérn. Embora as funcdes do tipo Matérn tenham sido introduzidas na década
de 60 por Bertil Matérn (1960), no contexto da analise de dados espaciais ganharam notorie-
dade a partir dos trabalhos de Stein (1999) e Diggle e Ribeiro (2000), sendo entdo nomeadas
de familia Matérn.

A suavizacdo do processo subjacente com estrutura de covaridancia da familia Matérn é
determinada por um parametro v > 0, especifico desta familia, nomeado de pardametro de
suavizacdo, ver Diggle e Ribeiro (2000). Segundo os autores anteriormente citados, este para-
metro controla a diferenciabilidade do processo. Assim, desde sua investidura na modelagem
de dados espaciais, esta familia vem sendo amplamente utilizada como melhor funcdo de corre-
lac3o espacial, tendo em vista sua flexibilidade. Apesar disso, do ponto de vista computacional
esta familia de covaridncia apresenta limitacdes quando se trabalha com grandes conjuntos
de dados, haja vista a geracao de matrizes densas, pois apresentam suporte global, melhor
dizendo, suas correlacdes sdo ndo-nulas em todo dominio de definicdo.

A vista disso, uma alternativa interessante para melhoria da eficiéncia computacional é
introduzir funcoes de covariancias espaciais que apresentem um suporte compacto, isto é, as
correlacGes assumem valores nulos a partir de uma certa distancia. Desta maneira, sdo obtidas

matrizes de covariancia esparsas, o que é benéfico para reducdo do custo computacional, ver
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Wendland (1995), Buhmann (2003), Wendland (2004), Fasshauer (2007), Moreaux (2008),
Porcu et al. (2013). Contudo, sdo poucos os modelos de fun¢des correlagdes compactamente
suportadas disponiveis na literatura, sobretudo quando utilizadas em aplicacdes de fenomenos
espaciais. Diante disso, propomos neste trabalho estudar e realizar inferéncias em modelos
espacias, utilizando uma func3o de correlacdo compactamente suportada definida no artigo de
Bevilacqua et al. (2019), nomeada de Generalizada de Wendland, em que a partir de um pa-
rametro de suavizacdo (k > 0) sdo amplamente flexiveis, colocando-a como uma competidora
natural da familia Matérn.

As funcoes de Wendland sao procedentes da popular classe de funcdes de base radial — uti-
lizadas em aplicacoes de aproximacao numérica — sdo compactamente suportadas e definidas
no intervalo [0, 1). Introduzidas inicialmente por Wu (1995), e posteriormente por Wendland
(1995), podendo ser definidas a partir da distancia euclidiana, sdo facilmente estendidas para
geracdo de funcdes de covariancia radialmente simétricas as quais sdo importantes para infe-
réncia e predicao de campos aleatérios. Da forma como s3o definidas, as funcdes de Wenldland
destacam-se por permitirem o aumento da eficiéncia computacional, além de reduzir o risco
de mal condicionamento da matriz de covariancia espacial (matriz de interpolacdo), visto que
seus valores sao nulos para distancias maiores que um certo parametro preestabelecido, no-
meado suporte, o que é essencial em andlise geoestatistica. Tal caracteristica tem o potencial
de gerar matrizes esparsas, facilitando a solucao numérica do problema de interpolacdo, so-
bretudo no procedimento de Krigagem em que requer a inversao de matrizes, geralmente de
alta dimensao.

A literatura é rica em trabalhos que empregam o uso de funcGes de base radial com-
pactamente suportadas no estudo de aproximacoes em varias areas da ciéncia, sobretudo em
aplicacOes que exigem aproximacoes de equacoes diferencias parciais por elementos finitos. No
entanto, sua aplicabilidade para analise de dados espaciais é ainda recente com poucos traba-
lhos disponiveis. Neste contexto, alguns dos trabalhos mais recentes so: Gneiting (2002a) que
propds uma classe de funcdes de correlacdo compactamente suportada, incluindo a Wendland,
que parametrizam a suavidade do processo aleatério estacionario e isotrépico associado. Gnei-
ting (2002b) em que sdo apresentadas funcdes estaciondrias e ndo separdveis para processos
aleatérios espaco-temporais. Em Myers et al. (2002) s3o construidas funcdes de base radial
espaco-tempo com demostracdes a partir de exemplos. Moreaux (2008) revisa as principais
funcBes de covaridancia com suporte compacto. Porcu et al. (2013) fornecem uma metodologia

para andlise geoestatistica multivariada com funcdes radiais de suporte compacto, baseados



26

nas funcdes de Askey e por B-splines. Chernih e Hubbert (2014) mostram as condicBes ne-
cessarias e suficientes para que as funcoes de Wendland sejam positivas definidas. No mesmo
ano, Chernih, Sloan e Womersley (2014) mostram que as fun¢des de Wendland convergem
uniformemente para uma Gaussiana quando o parametro de suavizacdo tende ao infinito. Da-
ley, Porcu e Bevilacqua (2015) exploram func¢des de covaridncia com suporte compacto para
campos aleatérios multivariados. Genton e Kleiber (2015) apresentam funcdes de covarian-
cia cruzada no estudo de geoestatistica multivariada, incluindo suporte compacto e dominios
esféricos. Liang e Marcotte (2016) descrevem uma classe de fun¢des ndo estacionaria com
suporte compacto. Bevilacqua et al. (2019) estudam estimac3o e predicdo de campos aleaté-
rios Gaussianos com modelos de covariancia da familia Wendland. Porcu, Bevilacqua e Genton
(2020) descrevem funcdes de covaridncia espago-temporais ndo separaveis utilizando a familia
Wendland. Bachoc et al. (2020) fornecem condi¢cGes para equivaléncias de medidas associadas
a campos aleatérios Gaussianos multivariados, com enfoque nas funcoes Matérn e Wendland.
E Bevilacqua, Diggle e Porcu (2020) propdem uma classe de funcdes de covaridncia para
campos aleatérios bivariados definidas em esferas.

Embora os autores anteriormente mencionados tenham fornecidos varias abordagens meto-
dolégicas, sobre os varios caminhos possiveis de se estudar e/ou aplicar as funcdes radiais com
suporte compacto, na modelagem de dados espaciais ainda carece de tratamento destas fun-
cOes, sobretudo da familia Wendland. Diante disso, neste trabalho aproveitamos a capacidade
das funcdes de Wendland em gerar matrizes esparsas, bem como seu potencial de eficiéncia
computacional para realizar um estudo de inferéncia e diagnéstico em modelos espaciais line-
ares Gaussianos. Entdo, nosso enfoque é avaliar a aplicabilidade da covaridncia de Wendland
em predicoes espacias, a partir de um exemplo numérico com dados de produtividade de soja
em comparacao com a familia Matérn.

Outrossim, sdo revistas suas propriedades estudando o comportamento do decaimento de
sua funcdo de correlacdo para varios valores do parametro de suporte, que é utilizado para
definir o raio de dependéncia espacial. Desenvolvemos expressdes para o alcance pratico da
familia Wendland para vérios valores de suavizacdo e Matérn com suavizacdo v = 3,5. A
partir das ideias de Seidel e Oliveira (2015) expandimos expressdes para o Indice de Depen-
déncia Espacial (IDE) para familias Wendland e Matérn. Ent3o, realizamos o processo de
inferéncia e diagndstico em modelos espaciais Gaussianos com a Wendland como matriz de
covariancia. Assim, com objetivo de avaliar a sensibilidade dos estimadores de maxima verossi-

milhanca para pequenas perturbacdes, desenvolvemos medidas de influéncia local, e propomos
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caracterizar observacdes como potencialmente influentes a partir de uma generalizacdo do
algoritimo Jackknife-after-Bootstrap definido em Martin e Roberts (2010). Para finalizar o
Capitulo, realiza-se um pequeno estudo de simulacdo e, um exemplo de aplicacao a dados

reais relacionados a agricultura de precisao é empregado.

2.3 FAMILIA DE COVARIANCIA WENDLAND

Considere um vetor ou campo aleatério multivariado d—dimensional Z = (Z(s1), - , Zu(sn)),
definido em uma regio/localizacdo espacial S C R%,d > 1, particularmente d = 2, em que
Z;(s;) denota a i—ésima variavel coletada na localizac3o espacial s; € S, com i =1,--- n.
Ent3o, com a suposicao de que Z segue uma distribuicdo Gaussiana com vetor de média nulo e
estacionario de segunda ordem, tem-se que Z é completamente caracterizado por sua estrutura

de covariancia cruzada C € R™*", isto é:
C(s,(s+h)) = Cov(Zi(s), Zj(s + h)) = Cy (s — (s + h)), (2.1)

ou seja, a covariancia entre duas observacdes medidas em duas localizacGes espaciaiss e s + h,
depende apenas do vetor de distancias que os separa h.

A funcdo de covaridncia definida em (2.1) caracteriza-se por mensurar a dependéncia
espacial entre as observacdes. No entanto, sua definicdo nem sempre é uma tarefa facil, tendo
em vista a necessidade de satisfazer a propriedade de ser positiva definida. Diante disso,
aqui considera-se sua construcdo a partir das funcdes de correlacido do tipo Generalizadas de
Wendland (Generalizada de Wendland (GW)) definidas em Bevilacqua et al. (2019) como na
Equagdo (2.2).

L ta(@? — )11 —a2)*dr se 0<r<1

() = § PRI (2.2)
0 se r>1,
em que B(-) denota a funcdo Beta, e r = ||h| denota a distincia euclidiana entre duas

localizacdes espaciais s e s+h, com ||-|| a norma euclidiana no R?. Os pardmetros y e  definem
a positividade e suavizacao da funcdo em um espaco d—dimensional. Funcdes deste tipo tem
a vantagem de suas transformadas de Fourier serem positivas, o que garante a definicdo de
positividade. Este fato decorre do Teorema de Bochner que pode ser consultado em Fasshauer

(2007). Apesar disto, em Gneiting (2002a), pode-se verificar que para k € {0,1,2,...}, ¢, ,
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é definida positiva se, e somente se satisfaz a condigdo (2.3).

d+1
uzgm. (2.3)

As funcdes de GW caracterizam por seus valores diminuirem ou aumentarem, monoto-
nicamente, em relacdo a um certo parametro § > 0, previamente arbitrado denominado de
suporte. Portanto, este parametro esta relacionado ao preenchimento da matriz de covariancia.
Quando seu valor é muito pequeno o condicionamento da matriz melhora, por outro lado, a
qualidade de replicacdo dos pontos amostrados é prejudicada. No entanto, a medida que seu
valor aumenta, obtém-se um melhor comportamento de replicacdo, mas a condicdo da matriz
aumenta implicando no custo computacional. Portanto, uma escolha razoavel para o suporte
é aquela que representa um meio termo entre estabilidade e boa qualidade de aproximacao, a
qual veremos ao longo deste Capitulo.

Posto isto, de agora em diante o suporte é dimensionado substituindo o raio r por h/f3,
com h = ||hJ|. Assim, assume que a covaridncia associada em (2.1), com suporte compacto

S > 0, varidncia o2 e pardmetro de suavidade x > 0 pode ser escrita como:
C(h) = a*p,.(h/B), h>0. (2.4)

Claramente o célculo de (2.4) utilizando (2.2) é preciso recorrer a métodos/técnicas de
integracdo numérica. Contudo, como aponta Bevilacqua et al. (2019), torna-se inviavel tais
métodos no sentido de que trabalha-se com modelos de covariancia paramétrica de forma
fechada. Em contrapartida, obtém-se uma solucao de forma analitica para familia de funcdes
definida em 2.2 quando o parametro de suavidade x assumir um valor inteiro positivo.

De maneira mais clara, as construcdes de funcdes de correlacdo pertencentes a familia
(2.2), dependem de transformacdes entre os elementos da classe fun¢des continuas positivas
que preservam o suporte compacto. Estas transformacGes, apresentada em Gneiting (2002a),
sugere o uso de dois operadores, anteriormente ja definidos em Matheron (1965), denominados
operador integral (montée) e operador diferencial inverso (descente).

Na literatura sdo apresentadas algumas das funcdes de Wendland para varios valores de
 utilizando estes operadores. No entanto, sdo omitidos os procedimentos de obtencao das
mesmas. Dessa maneira, aqui desenvolvemos, a titulo de exemplo, os calculos envolvidos para
se obter, de forma explicita, as funcoes de correlacdo da familia GW a partir do procedimento
de integracdo por partes. Sem perda de generalidade, em todos os célculos considera-se § =

0% = 1 e parametro de suavidade x = 0 e 1. Para k = 0 o resultado segue direto, obtido
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aplicando a func3o poténcia truncada (1 — ), = (1 —r)*, se

utilizando (2.2), obtém-se,

111 (7) B2+lpu+1

1 1
[ a1 -2y
B@M+¢y[x< z)'dz

0<r<l. Parak=1e

! ) /Tl r(2? —rH N1 — 2)tde

() 1 [ r i 1 1 o
= AR = (R
@Gt ) (
Tara p+1 pw+1p+2
1 1

A
I %
X

GGy (D +2)
= A=r)"r(p+1)+1].

L=r) T r(p+1)+1

(2.5)

Na passagem ®) utiliza-se as propriedades da funcao Beta e integracdo por partes, enquanto

em ) propriedades da funcao Gama. Uma forma alternativa de obter estes resultados ¢ aplicar

o operador integral como segue:

X

1 1 1
/x(l—x)“dx = — _{_1(1—5E)”Jrl ,1«++1/(1—x)“+1d:17
r % 1% r
1
r 1 1
— 1 — pu+1 _ 1 — pnt2
u+1( r) +u+1[ ,u+2< 7) .
1 1
= ety T (e
A+ 1 g+ L+ 2
1 1
= A=) —— (1=
u+1< ) [ u+2( )
1 1
— ﬁi?ﬁ??l_”MWM”+U+”’
ainda,
1 T 1 1
/x(l—x)“dx = — (1 —z)rt! ‘(1)4_7/ (1 —z)*dx
0 w1 w+1Jo
1
1 1
- -+1% +2u—xw“]
7 7 0
11
Cop+lp+2

Portanto, obtemos

(=) (4 1) + 1]

p+1 p+

Pumia(T) = 11
p41 p4-2

= (L=n)"r(u+1)+1].

Que é o mesmo resultado obtido em (2.5). Os demais casos sdo obtidos similarmente aplicando

(2.2) ou mediante aplicacdo repetida do operador integral, os quais estdo apresentadas na
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Tabela 1. Ademais, segundo Gneiting (2002a), as funcdes pertencentes a familia de Wendland
sao 2k diferenciaveis na origem, positiva e estritamente decrescente em seu suporte compacto.
Ainda, Gneiting (2002a) estabelece uma relagdo de equivaléncia no comportamento entre as
funcoes de Wendland e Matérn em funcao dos respectivos parametros de suavidade, x e v,
sendo v = K + 3. Bevilacqua et al. (2019) define a classe de fun¢Bes pertencentes a familia
Matérn, equacdo (2.6), e faz ver as expressdes de equivaléncia com os casos da Wendland,

ver tabela 1.

Manstr) =5 (D) (5. 720 e

o «

em que v é o pardmetro de suavizac3o, o2 a varidncia e a o pardmetro de escala positivo. De
forma analoga ao parametro de suavizacao para GW k, o parametro v para familia Matérn
caracteriza a diferenciabilidade na origem e, como consequéncia, a diferenciabilidade dos cami-
nhos de amostra associados. Em particular para um nimero inteiro positivo x, os caminhos de
amostra s3o k vezes diferencidveis, em qualquer direc3o, se e somente se v > k, (BEVILACQUA
et al., 2019).

A classe de funcdes definida em (2.6) tem sido muito popular em estudos espaciais devido
sua flexibilidade. Sua origem deu-se no trabalho do estatistico sueco Bertil Matérn, Matérn
(1960), quando escreveu sua tese de doutorado na década de 60. Dafi a origem do nome familia
Matérn. Apesar disso, no que diz respeito a aplicacao em andlise de dependéncia espacial, as
funcBes desta familia foram apresentadas por Diggle e Ribeiro (2000) como uma estrutura
de correlacdo espacial através de uma modelagem utilizando a distribuicdo de probabilidade
Gaussiana. Esta familia contém, como casos particulares, a funcdo de covariancia Exponencial
e Gaussiana quando v = % e v —> 00, respectivamente, (DIGGLE; RIBEIRO, 2000; GNEITING,
2002a). Similarmente, Chernih, Sloan e Womersley (2014) demonstram que se K — o0,
entao, a partir de um redimensionamento adequado as funcdes de Wendland convergem uni-
formemente para uma Gaussiana.

Sendo assim, na Tabela 1 constam algumas das funcoes até a 3* ordem da familia Wen-
dland, originadas a partir de Wendland (1995), e suas respectivas equivaléncias com a familia
Matérn. Outras caracterizacdes podem ser vistas em Wu (1995), Gneiting (2002a), Schaback
(2011), Chernih e Hubbert (2014), Chernih, Sloan e Womersley (2014) e Porcu, Zastavnyi e
Bevilacqua (2017).
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Tabela 1 — Funcdes de correlacdo de Wendland generalizada quando se aumenta o pardmetro de suavizacao
K com as respectivas equivaléncias para o pardmetro v da familia Matérn.

K| Pur11 v My 11(r)

0] (1—nr) 0,5 e”

L (1=r)r(p+1)+1] 1,5 (1+r)e "

2| (1+(u+2r+3(p+2?=1)r2) A=)+ [ 25|  (147r+5)e”

3| (M=) (It r(p+3) + 72 (2p* + 120 3,5 | (1+2482 4+ 2)e
+15) £ + (4 + 9p? + 23+ 15) &)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Considera-se 3 = 02 = 1 e r denota a distancia euclidiana entre duas localizacdes espaciais. O parametro p
caracteriza o comportamento da concavidade da curva, além de definir a positividade da matriz de correlacio.

Note que na Tabela 1, por simplicidade, os resultados sdo para os casos particulares dos
parametros de escala § = 1 e a = 1, para as familias de covariancia GW e Matérn, res-

pectivamente, pertencentes ao espaco d—dimensional, R?(d = 2). Considera-se o pardmetro

_ dyl

5 T K+ x comx > 0, assim, garante a positividade da matriz de covariancia es-

tabelecida pela relacdo (2.3), além disso, este pardmetro caracteriza o comportamento da
concavidade da curva de correlacao e semivariancia para familia GW. No entanto, uma relac3do
de equivaléncia entre os pardmetros /3 e « foi estabelecida por Bevilacqua et al. (2019), como
indica a equacdo (2.7), no qual dado um dos pardmetros é possivel determinar o outro.

ul(26 + p+ 1)oloy 2

2k+1 —
’ ES

(2.7)

em que o7 e 03 denotam as varincias das familias GW e Matérn, respectivamente.

Diante disto, como ilustracdo do comportamento de equivaléncias entre a familia GW e
Matérn, Tabela 1, na Figura 1 tem-se os graficos para os casos especificosde Kk =0 e k =1
com os valores de j seguindo o critério para positividade da correlacio GW. E considerado
um alcance fixo igual a 1 para familia Matérn. No caso da Wendland, como dito no inicio da
secdo, o alcance é controlado pelo parametro de escala, 3. Na secdo 2.3.1 é possivel verificar
a influéncia de 5 na amplitude da dependéncia espacial.

Uma particularidade entre as familias de covaridancia GW e Matérn é que ambas permitem
uma parametrizacao continua da suavidade do campo aleatério gaussiano subjacente. Apesar
disso, segundo Gneiting et al. (2013), Jeong e Jun (2015) a funcdes da classe Matérn ndo
funcionam bem para grandes distancias na casca esférica, sendo validas apenas se, e somente
se o parametro de suavidade satisfazer a condicdao 0 < v < 0,5 para esfera uni, bidimensional

ou tridimensional.
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Figura 1 — Modelos de correlacdo compativeis para o caso d = 2. Para o modelo Matérn os pardmetros de
suavizacdo v = 0,5 e v = 1,5 com equivaléncia para Wendland x = 0 e k = 1. Equivaléncias entre
os pardmetros de escala em (a) com a = 1/3, fixo, § = 0,667 e 1,00; em (b) o = 1/4,75, fixo,
B =1,038 e 1,356, calculados pela Equac3o (2.7).

o o
~] — GWix=0,u=2 ~] — GWxk=1u=4
--- GW,xk=0,u=3 --- GW,x=1,u=55
----- Matérn,v=0,5 ---- Matérn,v=1,5
| ©_| N
o o o
c©_| £SO
LC)O 80
@ ©
c c
o< 5%
O] Ooc]
| N_|
o o
o o
o o
T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Distancias Distancias
(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Diante disso, a classe de funcdes de correlacdo GW rivaliza com a Matérn no sentido de
que, segundo Gneiting et al. (2013), as funcdes do tipo GW permitem a substituicdo direta da
distancia euclidiana por grandes distancias do circulo em uma esfera uni, bi ou tridimensional,
isto é, a menor distancia entre dois pontos ndo diretamente opostos na superficie de uma
esfera. Além disso, como ja dito anteriormente, a classe GW apresenta como caracteristica
a geracao de matrizes de covariancia esparsas, o que é vantajoso quando se trabalha com
banco de dados de alta dimensao, haja vista que matrizes esparsas requerem menos espaco de
memoria, assim, permitem que os algoritmos sejam implementados de forma mais eficiente.
Portanto, a motivacao de se utilizar uma estrutura de correlacao a partir da Wendland esta

no ganho computacional.

2.3.1 Modelo teérico

Seja o processo {Z(s) : s € S C R?}. Para sua especificacio suponha que o processo satis-
faca a condicdo de estacionariedade de segunda ordem e isotropia, ou seja, pu(s) = E (Z(s)) =
14, € que a funcao de covariancia dependa apenas da distancia euclidiana entre as localizacoes.

Neste caso, a varidncia do processo é constante, que aqui identifica-se por ¢o = Var(Z(s)).
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Portanto, é permitido escrever a covariancia como:
C(h) = ¢2p(h) ~ com  h=|hl,

em que p(-) é a funcdo de correlacdo. Note que a covaridncia escrita deste forma tem a mesma
representacdo que a definida em (2.4). Portanto, neste Sec3o define-se um modelo paramétrico
de covariancia substituindo a func3o de correlacdo p(-) pela correlacdo do tipo GW. Para tal,
considera-se o vetor paramétrico ¢ = (1, P2, 3) ", em que ¢1, P2, € ¢3 denotam o efeito
pepita, contribuicdo ou varidncia do processo e pardmetro de escala (neste caso o mesmo que
o suporte 3).

Ent3o, a partir destas premissas a funcoes de covariancia, correlacao e semivariancia estdo

relacionadas, esta dltima podendo ser escritas como em: (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11).

1) Para k = 0 define-se a funcdo de covariancia como:

¢1 + ¢27 S€, h = Oa
h 2
C(h) = <;52<1—> , se 0<h< s,
¢3
0, se h > ¢37
funcdo de semivaridncia
0, se h=0,
h I
s =fortanfi-(1- 3] ] s 0<n<o, (28)
3
¢1 + 2, se h = s,
e funcdo de correlacao
1, se h=0,

p(h) = ) h\* h
( _qbg> , se > 0.

2) Para k =1, tem-se a fun¢do de covaridncia dada por

@1+ P2, se, h=0,
h p+1 h

C(h) = q52<1—> l(u—kl)—l—l}, se 0<h < ¢s,
®s3 ®3

07 se h > ¢37
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funcdo de semivaridncia

0, se h=0,
A
Y(h) =1+ ¢ [1— (1 - ) [ (+1)+ 1] se 0<h<gs, (29)
¢3 ®3
¢1 + @2, se h > ¢
e funcdo de correlacao
1, se h=0,
p(h) = B\ A
1—— +1)+1 se h>0.
( ¢3> Lf)s ) ]
3) Para k = 2, tem-se a func3o de covariancia dada por
¢1 + ¢27 S€, h = 07
A pt2
C(h) = gbgM(l—) , se 0<h< g3,
b3
Oa se h Z ¢37

2

em queM:<1+(/L+2)£3+?)};3((,LL+2) 1)>

Assumindo M definido em C'(h) a funcdo de semivariancia é

0, se h=0,
h\M
y(h) = { é1+ @2 1—M<1—¢> ], se 0<h<¢s, (2.10)
3
1+ 02, se h> g3,

e funcao de correlacao

1, se h =0,
p(h) = B\ A2
M (1 — ) , se h>0.
¢3
h? 1 h3 1
4) Parak=3,eq=1+— (u—|—3) — (212 +12u+15) — (1 + 9 + 23+ 15) —
?3 ¢3 ¢3 15

tem-se a funcdo de covariancia dada por

o1+ @2, se, h=0,
C(h) = { ¢aq(1 — ;L)“+3, se 0<h< ¢,
3

07 se h Z ¢37
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a funcdo de semivariancia é

0, se h =0,
v(h) = o1+ o ll —q(1 - (Z)H?’] , se 0<h<gs (2.11)
3
¢1 + @2, se h > ¢s,

e funcdo de correlacao

p(h) = h .
q(1— —)3  se h>0.
3

Os graficos obtidos a partir das funcdes de covariancias, correlacGes, e semivariancias
(C(h),p(h),v(h)) sdo nomeados de covariograma, correlograma e semivariograma, respecti-
vamente. Desta forma, e sob a hipétese de estacionariedade de segunda ordem, os trés graficos
fornecem a mesma informacao descritiva com relacdo a dependéncia espacial, embora o se-
mivariograma possua forma invertida com relacdo aos demais. O semivariograma inicia-se em
seu ponto minimo e cresce para o patamar (¢; + ¢2), podendo atingir-lo ou n3o, geralmente
assintoticamente. O covariograma e correlograma apresentam o mesmo comportamento, am-
bos sdo nao-crescentes decaindo para zero com o aumento da distancia entre as localizacoes
(h — 00). Distinguindo-se pelo fato do primeiro iniciar em seu ponto méximo (patamar) e
o segundo em 1.

Particularmente, o decaimento da covariograma é controlado pelo pardmetro ¢3 (suporte).
Entao, a adaptacdo das funcées de Wendland para anélise geoestatistica requer a necessidade
de dimensionar-lo, podendo ser considerado continuo, ser estimado, ou mantido constante a
depender da natureza do problema. Todavia, tal como o parametro de equivaléncia da familia
Matérn, em que Zhang (2004) esclarece sobre o problema de identificabilidade, isto é, se a
suavidade é fixa e conhecida ndo é possivel que se estime os pardmetros de escala e variancia de
forma consistente, Bevilacqua et al. (2019) verifica a mesma problemética para este parametro.

Diante destas informacdes, podemos determinar a partir de qual distancia a dependéncia
espacial entre as observacoes torna-se desprezivel, isto €, quando avaliada pelo semivariograma
obtém-se, geralmente 95% do patamar. Esta distancia é comumente chamada de alcance pré-
tico ou range. Logo, com objetivo de verificar os possiveis valores do suporte que fazem sentido
para aplicacBes da geoestatistica, as Figuras 3(a), 3(b), 4(a) e 4(b) ilustram o comportamento

do decaimento da funcdo de correlacao, aqui sugerida, para varios valores do suporte em seu
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dominio de definicdo. Sem perda de generalidade os pardmetros de positividade e varidncia
e ¢y sao considerados constantes e iguais a 5 e 1, respectivamente. Percebe-se, em todos os
casos, o decaimento da curva para valores do suporte proximos de zero ocorre de forma mais
acentuada, sendo notavel a ocorréncia de possiveis correlacdes negativas. Este comportamento
nao é aceitavel para os pressupostos aqui adotados, caso contrério, teriamos a existéncia de
semivariancias negativas. O comportamento parabdlico, percebido nos graficos 3(b) e 4(b),
possivelmente esta relacionado a pequena variacao em curtas distancias. Nota-se ainda, que
quando o suporte se aproxima da origem a area de correlacdo espacial tende a diminuir, ocor-
rendo um processo estritamente inverso quando o suporte se aproxima do extremo do dominio
(1). Portanto, fica claro que para questdes praticas, sob as suposicdes de validade das funcdes
de covariancia, correlacio e semivariancia, é indicado que se tome o suporte nas vizinhancas
de 1, podendo ser maior ou menor, contudo, deve-se observar a ordem de grandeza dos dados.
Figura 2 — Correlagdo de Wendland Generalizada para suavizacdo x = 0, em (a) e para k = 1, em (b), para

varios valores de ¢3, com parametro que define a positividade da funcao de covaridncia 4 = 5 em
ambos os casos.

2 — x=0=505=1,00 24 || — x=1p=50,=100
- k=0u=5,03=0,75 . k=1,1=5,03=0,75
! x=0,u=5,03=0,50 | k=1,u=5,03=0,50
o | - o k=0=50,=0,30 © . K=1,=5,05=0,30
SHEN k=0,u=5,03=0,25 S | k=1,u=5,03=0,25
co- k=0u=50;=0,10 | k=1,u=5,05=0,10
0 9 ' !
ok o X .
& ' | !
° ! .
S |
o] < _| I .
o o . I
I .
: )
o o ! .
o o M
U .I
~ N 7
g, - \\_\;‘_ ~ - g* . d S
\ T I T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Distancias Distancias

(a) (b)
Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Assim sendo, e tendo em consideracdo a equivaléncia entre as familias de covariancia
de GW e Matérn, tal como exposto na Tabela 1, ainda, dada a relacdo entre a funcao de
covariancia e semivariancia, sob suposicao de estacionariedade de segunda ordem, na Figura
4 ¢é apresentado os graficos da relacdo entre as funcdes v(h) x h e C'(h) x h para a familia
GW, em 5(a), e equivaléncia das fun¢des de semivaridncias das familias GW e Matérn, 5(b)

para suavizacdo Kk = 3 e v = 3, 5, respectivamente.
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Figura 3 — Correlagdo de Wendland Generalizada para suavizacdo x = 2, em (a) e para k = 3, em (b), para
varios valores de ¢3, com parametro que define a positividade da funcio de covaridncia 4 = 5 em

ambos os casos.
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Figura 4 — Grafico da relacdo entre a funcdo de correlacdo e semivaridncia da Wendland Generalizada para
suavizacdo k = 3, 5(a). Funcdes de Semivarincia para familia de Wendland Generalizada e Matérn
com suaviza¢do v = 3,5. Com alcances pratico aproximadamente iguais a 0,82 e 0,76 (¢3

1,6 e
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

0,11) para Wendland e Matérn, respectivamente. Em que g(-) é funcdo que varia para

Atente que, tal qual o comportamento da familia de covariancia Matérn, em particular para

parametros de escala equivalentes, a familia de covariancia GW evidencia um comportamento

monotonico ndo decrescente e ndo crescente, respectivamente, para as funcdes de semivari-

ancia e correlacdo, ver Figura 5(a). Ainda, seu comportamento explicita sua competitividade
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com a familia Matérn, ver Figura 5(b). Portanto, em particular, fica claro que a funcdo de
semivariancia da familia GW atinge um patamar assintético, portanto, o alcance pratico pode
ser obtido, aproximadamente, como funcdo do suporte ¢3 para cada caso do parametro de

suavizacdo k, aderido neste trabalho.

2.3.2 Alcance pratico e Area de Continuidade Espacial para as familia de covari-

ancia Wendland generalizada e Matérn

A velocidade com que p(h) — 0 quando a distancia aumenta reflete a extensdo fisica da
correlacdo espacial no processo. Assim, se p(h) = 0 para uma distancia 2 maior que um nimero
real finito, a > 0, entdo, o intervalo (0, a] é nomeado de intervalo de correlacdo espacial. No
entanto, em geral, a funcdo de correlacdo p(h), assume valor nulo apenas assintoticamente, e
neste caso, o intervalo de correlaco espacial é indefinido. A vista disto, é comum na literatura
adotar a convencido p(a) = 0,05, melhor dizendo, y(a) = ¢1 + 0,95¢,, para se determinar o
alcance pratico.

Desta forma, admitindo algumas suposicdes para o parametro p - o qual determina a
positividade da matriz de correlacdo. Assim, aqui, determina-se as expressdoes para a, em
funcao de ¢3, para os modelos de GW com parametros de suavizacdo x = 0,1,2 e 3, ver
Equacdes (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15). Em particular, como visto na Secdo 2.3, a correlacdo
para familia GW assume valor zero para distancias maiores que seu suporte. Desta maneira,

a = g(¢3). Assim, o alcance fica definido como segue.
i) Para suavizacdo k = 0, tem -se que u = 2. Entdo,

a=(1-0,05") g3 = 0,776, (2.12)
ii) Para suavizacdo xk = 1, tem -se que p = 3. Entdo,

a=0,65703, (2.13)

iii) Para suavizacdo k = 2, tem -se que 1 = 4. Ent3o,

a = 0,573¢s, (2.14)

iv) Para suavizagdo xk = 3, tem -se que p = 5. Entdo,

a=0,514¢;, (2.15)
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em todos os casos adota-se p = % +rk+0,5 d=2.

Note que, quando se utiliza esta abordagem para familias de covariancias que apresentam
parametros de suavizacao, aumenta-se o nivel de complexidade para encontrar uma expressao
valida para o alcance pratico em fun¢do do pardmetro de escala ¢3 (particularmente o suporte),
uma vez que é preciso resolver uma equacdo n3o linear. Em particular, para o caso da GW,
a resolucao das equacdes ndo lineares produzem raizes reais e complexas. Sendo simples para
k = 0. Assim, como o alcance é definido para um ndmero real positivo, considera-se as raizes

reais positivas.

2.3.3 Area de Correlacdo Espacial e Fator do Modelo

Ao considerar o semivariograma e o ajuste para os modelos tedricos, ha possibilidade de
uma avaliacdo visual da dependéncia espacial. Desta forma, faz-se necessério a obtencdo de
algum valor numérico que mensure esta dependéncia. Em geral, na literatura especializada
utiliza-se uma medida que relaciona o efeito pepita e o patamar. Nesta conjuntura, foi pro-
posta por Seidel e Oliveira (2014) uma nova medida, nomeada Indice de Dependéncia Espacial
(IDE), que relacione ndo somente o efeito pepita e o patamar mas também toda a geometria
do semivariograma. Apesar dos autores estabelecerem uma express3o para o IDE (ver Equacdo
(2.16)), os termos envolvidos foram determinados apenas para os modelos Esférico, Exponen-
cial e Gaussiano. Diante disso, nesta Secdo sdo calculados os elementos envolvidos neste novo
indice para familia de covaridancia Wendland e Matérn.

Ao modelar determinado fen6meno sob as hipdteses de estacionariedade de segunda ordem,
o semivariograma e covariograma se relacionam por C'(h) = 1 — zf(}é)) Desta forma, os
elementos para o calculo do IDE podem ser obtidos pelo célculo da area da zona de influéncia

ou correlacdo espacial (Area de continuidade (ou correlacio) espacial (ACE)), ver Figura 5.
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Figura 5 — Imagem ilustrativa de uma regido de correlacdo espacial para um correlograma pertencente a familia
de Wendland, definida a partir da Equagdo (2.2) com suavizagdo k = 3.

| céao

Correla

Alcance (a)

Distancias

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A partir do calculo da area da zona de influéncia, os autores Seidel e Oliveira (2014)

estabeleceram o novo indice de dependéncia como sendo dado pela Equacdo (2.16).

B é2
IDE(%) = FM x | 2% | x (qMD

= ) x 100, (2.16)
o1+ @2

em que Fatordomodelo(F M) indica a fator que mede a forca da dependéncia espacial do
modelo, quanto maior seu valor, maior serd a dependéncia espacial do modelo. O valor de
F'M ¢é obtido pelo calculo da area de correlacdo espacial do modelo. Os termos ¢, ¢2 € a
sdo o efeito pepita, a contribuicdo e o alcance pratico, respectivamente, enquanto o termo
gM D denota a fracdo (q) resultante da maxima distancia (Méaximadistancia(M D)) entre

os pontos amostrados. Os autores esclarecem que a fracdo qAZD deve estad entre zero e 1

(um), na hipdtese de se obter um valor maior que 1 seu valor é fixado em 1. No trabalho

desenvolvido pelos autores é apresentado o fator do modelo (FM) para os casos dos modelos

Esférico, Exponencial e Gaussiano iguais a %, 62;1 e ‘/E‘Z\J/céﬁ), respectivamente, que podem
ser expressos em uma escala decimal pelos valores 0,375, 0,317, e 0, 504.

Portanto, aqui se determina as expressbes para os ACE’s da familia GW, denotando por
ACE, — Area de Correlacio Espacial para familia GW — com x = 0, 1,2 e 3 os parametros de

suavizacdo utilizados. Como resultado se obtém o Fator do Modelo para familia GW, FM,. O
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desfecho, operando com a relacdo entre correlacdo e semivariancia, é ilustrado nas Equacdes

(2.17), (2.19), (2.20) e (2.21).

_ [ ¢ b2 (N “))]
ACE = /0 [1 <¢1 + ¢2 * 1+ @2 (1 (1 ¢3> dh
_ ¢1 B ®2 ¢ G2 a o
[h ¢1+¢2h ¢1+¢2h10+ ¢1+ @2 0,776 0,224U dv

P2
= a x 0,425, 2.17
¢1 + 2 ( )
em que no processo de integracdo de (2.17) foi aplicada a mudanca de varidvel v = 1 — £

i = 2, definido em (2.3), e a relagcdo (2.12). Assim, tem-se o fator do modelo para suavizagcdo

x = 0 na Equacdo (2.18).
FM, = 0,425. (2.18)

Como os termos 1 — (%ﬁl@ + %T@

simplicidade, nos demais resultados os mesmos serdo omitidos. Sendo assim, considerando o

) do integrando em (2.17) se cancelam, ent3o, por

parametro p iguais a 3,4 e 5, para os casos de Kk = 1,2,3, obtém-se os resultados para o

ACE,,ACE; e ACE;3 em (2.19), (2.20) e (2.21), respectivamente.

R L S AN
ACE = ¢1+¢2/0 <1 ¢3> <4¢3+1>dh

¢2 a 1 4
= 4(1 — 1)d
o1+ 920,657 0,343U (41 =) + Ddv
®2
_ a % 0,502, 2.19
o1+ P2 ( )
by [a < h )6 ( h 35 h2>
ACE, = / - ) (1462 + 28 ) an
2 o1+ @2 Jo ¢3 ®3 3 ¢3
P2 a ! ( 35 2 ) 6
= 7—6 —(1 -2 d
01+ 020,573 Jo,a27 U+3( vt v) jvidy
O2
- ax 0,511, 2.20
o1+ P2 ( )
ACE; — / -2 (1482 4252 132" \an
’ o1+ @2 Jo ¢3 ¢3 03 o3
®2 a L 8 9 10 11
= 660v° — 154 121 — 32 d
01+ 920,514 0,486< v v ! ) v
b2
— ax 0,512, 221
ot 6 (2:21)

em que no processo de integracdo das Equacdes (2.19), (2.20) e (2.21) é utilizada as mudancas

de varidveisv =1— 2 e 2 =1 — 0.
3 ¢3



42

Analogamente, utilizando as relacdes de equivaléncia constantes na Tabela 1, obtém-se
as - ACE,,, ACE,,, ACE,, e ACE,, — bem como os — FM,,, FM,,, FM,, e FM,,
- para indicar a Area de Correlacio Espacial e o Fator do Modelo da familia Matérn, com
as correspondentes equivaléncias de acordo com o parametro de suavizacdo, v = 0,5;v =
1,5;v = 2,5; e v = 3,5, nessa ordem. Para os valores do alcance da familia Matérn, De
BASTIANI (2012) descreve a = 3¢3, a = 4,75¢3 e a = 5,92¢3, para os pardmetros de
suavizacdo v = 0,5;v = 1,5; e v = 2,5, respectivamente. Para o caso de v = 3,5 foi aqui
calculado e obtido a = 6, 76¢s.

Assim sendo, as expressoes para ACE e os respectivos valores para o FM da familia Matérn

estdo determinados pelas Equacdes (2.22), (2.24) , (2.26), e (2.28).

(o)
s, = [ (G e e 0o

_ ¢2 [_¢3€,h/¢3}a=3¢3

o1+ P2 0
5_1
_ ¢;T¢@a<e3@ ), (2.22)

entdo, o fator do modelo da familia Matérn para suavizacdo v = 0,5 é dado pela Equacao

(2.23).
et —1
3e3

em que, como esperado, é o mesmo valor para o modelo Exponencial, haja vista que, em

FM,, = ~ 0,317, (2.23)

particular, coincide com o modelo Matérn em v = 0, 5.

A area de continuidade espacial para o caso de v = 1,5, tem-se a Equacdo (2.24).

b2 a=4,75¢3 ( h) i
ACE,, = / 1+ L) e hlongp,
o1+ @2 Jo ¢3
_ ¢ quﬁ /a=4,75¢>3 (eh/¢>3 +h6h/¢>3> dh
1 2 /0 3
- P2 ~h/¢3 a=4,75¢3
_ %+@L{ @@+mh
O9 2e4™ — 6,75
= . 2.24
o1+ da \ 4, T5els (2.24)

Note que na resolucio de (2.24) aplicou-se a integracdo por partes, u = h e dv = e~ "/#3,
Posto isto, o fator do modelo, pertencente a familia Matérn para o caso da suavizacdo v = 1, 5,
é dado pela Equacgdo (2.25).

2475 — 6,75

FM,, =
LT 4 T5eATs

~ 0, 409. (2.25)
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Na hipdtese de v = 2,5, tem-se a area de continuidade espacial obtida a partir da Equacao

(2.26).

¢2 a=5,92¢3 h h? T
ACE,, = / 14+ — 4+ 2 /93 4},
> T it HCRE

_ a=5,92¢

= - l_¢3€h/¢3 _ 2¢367h/¢3 _ ¢ "o (h* + 2¢3(h + a)) ’

1+ @2 3¢3 0
= 5 djf¢ a (0,446 — 6,712¢7>?) , (2.26)
1+ @2

em que utilizou-se os resultados obtidos nas Equacdes, (2.22), (2.24), e uma integracdo por
partes do tipo u = h? e dv = e "/93. Ent3o, neste caso, o fator do modelo é dado na Equacéo
(2.27).

FM,, = 0,45 — 6,712¢~>% ~ 0, 439. (2.27)

Para o caso de v = 3,5 tem-se a Equagdo (2.28).
¢p  [a=6.T60s ( h o 2% K ) h/:
ACE,, = / 14 — + e~ bs qp,
’ ¢1+ @2 Jo 205 545 1543

_ P | (males ¢3 — e~ /%(a+ ¢3)
a ¢1—|—¢2[ ¢3(€ 1)+ 2

2 2 —a/ps3(,,2
* 5 (205 — €% (0 + 263(3 + a)))
3,—a —a a? 2a
n —a“e /¢3—3¢)3<6 /3 (@4‘%4’2) —2)
15¢3
~ 0,444, (2.28)
b1+ P2
em que aplicou-se, além dos resultados obtidos por (2.22), (2.24) e (2.26), uma mudanca de
varidvel y = —h/¢3 na parte correspondente ao integrando %e*h/‘ﬁ?’, em seguida aplica-se
3

a integracdo por partes com u = 3% e dv = ¢v.

Logo, os FM's obtidos para familias GW e Matérn considerando vérios valores de suavizac3do
estao anotados na Tabela 2. Assim sendo, é possivel calcular o nivel de dependéncia espacial
a partir do modelo utilizado, salientando que este nivel varia entre zero e o FM, este, por
sua vez, caracteriza a forca da dependéncia espacial. Assim, quanto maior for seu valor, maior
serd a forca de caracterizacdo da dependéncia espacial. Assim sendo, dos resultados obtidos
é possivel concluir que os modelos com estrutura de covariancia a partir da Wendland sdo
melhores para caracterizar a dependéncia espacial, perdendo apenas nos casos de suavizacio

k iguais a 0 e 1 para o modelo Gaussiano com valor de FM igual a 0, 504 ja obtido na literatura.
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Tabela 2 — Fator do Modelo para Wendland e Matérn.

(k;v)  FM - Wendland FM - Matérn

(0;0,5) 0,425 0,317
(1;1,5) 0,502 0,409
(2;2 5) 0,511 0,439
(3;3,5) 0,512 0,444

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Intuitivamente, em analogia com o indice de dependéncia espacial definido em Biondi,
Myers e Avery (1994), e como bem destaca Seidel e Oliveira (2015), é permissivel construir

uma escala de classificacdo para o IDFE a partir da medida

FM x Aqgﬁ :
(¢1+¢2)

neste caso o F'M é visto como um fator de proporcionalidade. Com isso, estendemos tais

resultados para as familias de covariancias Wendland e Matérn, com resultados obtidos nas

Tabelas classificacdes 3 e 4.

Tabela 3 — Escala de classificacdo segundo a dependéncia espacial entre as amostras para familia Wendland.

IDE < 11% fraca dependéncia espacial
k=0 11% < IDFE < 32% moderada dependéncia espacial
IDE > 32% forte dependéncia espacial
IDE < 13% fraca dependéncia espacial
k=1 13% < IDFE < 38% moderada dependéncia espacial
IDE > 38% forte dependéncia espacial
B IDE < 13% fraca dependéncia espacial
7 13% < IDE < 38% moderada dependéncia espacial
IDE > 38% forte dependéncia espacial
IDE < 13% fraca dependéncia espacial
k=3 13% < IDE < 38% moderada dependéncia espacial
IDE > 38% forte dependéncia espacial

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).



Tabela 4 — Escala de classificacdo segundo a dependéncia espacial entre as amostras para familia Matérn.

IDE < 8% fraca dependéncia espacial
v=0,5 8% < IDE <24% moderada dependéncia espacial
IDE > 24% forte dependéncia espacial
IDE < 10% fraca dependéncia espacial
v=1,5 10% < IDE < 31% moderada dependéncia espacial
IDE > 31% forte dependéncia espacial
IDE < 11% fraca dependéncia espacial
v=2,5 11% < IDE < 33% moderada dependéncia espacial
IDE > 33% forte dependéncia espacial
IDE < 11% fraca dependéncia espacial
v=23,5 11% < IDFE < 33% moderada dependéncia espacial
IDE > 33% forte dependéncia espacial

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Posto isto, na secao 2.4 da-se inicio ao processo de estimacdo dos parametros para familia
de covariancia GW. No caso da familia Matérn, os parametros sao estimados por funcdes ja

disponiveis no Software R.

2.4 ESTIMACAO DOS PARAMETROS

O processo de estimacdo paramétrica para estrutura de covaridncia espacial se da por
método de Méxima Verossimilhanca (Méxima verossimilhanca (ML)). No entanto, como é
sabido, este método exige além do conhecimento da funcdo de verossimilhanca a informacao
de um vetor de parametros para iniciar o processo. Diante disso, por simplicidade, sugere-se
determinar o vetor de pardmetros inciais pelo método de estimacdo por Minimos Quadrados

Ordinarios (Minimos quadrados ordinarios (OLS)).

2.4.1 Método dos Minimos Quadrados Ordinarios

Considere o processo estocastico intrinsecamente estacionario Z = {Z(s;) : s; € S C
R?,d > 1}. Seja um vetor aleatério de dimensdo n x 1, Z = (Z(sy),--- , Z(sn)) ", com Z(s;)
definindo as n’s observacGes do processo estocdastico nas localizacSes distintas s;,i = 1,--- , n.

Posto isto, como é bem definido na literatura (ver por exemplo Cressie (1993), Uribe-Opazo,

Borssoi e Galea (2012)), as n's observagdes do processo sdo geradas por um modelo linear
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espacial definido como:
Z(s;) = plsi) + e(si),

em que u(s;) denota a componente dos efeitos fixos do processo, isto é, o termo deter-
ministico. O termo €(s;) indica o erro do processo, ou seja, a parte estocastica, em que
assume-se ter média zero, E(e(s;)) = 0, e variancia finita determinada por uma funcdo
de covaridancia Cov(e(s;),€(s;)) = C(si,s5),4,j = 1,---,n, sendo a fun¢do de covarian-
cia C(s;,s;) especificada por um vetor de pardmetros ¢ = (¢, - ,¢,)". Ainda, dado um
conjunto {z;(s;),7 =1,---,p,i = 1,--- ,n}, de variadveis explicativas, a média do processo
estocastico é definida por:

pu(si) = i%’(si)ﬁj» (2.29)

em que os Jis indicam o j—ésimo parametro desconhecido a ser estimado. Podendo ser

reescrito em forma matricial como:
Z =XpB + €, (2.30)

em que X3 é a média do processo definida em (2.29).
Estimar o vetor de pardmetros B em (2.30), exige que se minimize a soma dos quadrados

dos erros, ou seja, determinar os valores de B que minimizam a equacdo (2.31).

(Z(Si) - Z%’(Si)ﬂ;) ; (2.31)

que é um estimador usual e n3o viesado para (3.

Nesta conjuntura, fundamenta-se nas ideias desenvolvidas em Cressie (1985). Com isso,
a estimacdo dos parametros de um modelo paramétrico de covariancia é feita a partir do
ajuste do modelo tedrico de um semivariograma/variograma experimental. Este, em geral é

representado por:
2y(h) = Var[Z(s +h) — Z(s)],V¥s,s + h € R, (2.32)
ou
1
v(h) = §Var (Z(s+h) — Z(s)),Vs,s +h € R, (2.33)

em que (2.32) e (2.33) representam a funcdo de varidncia e semivariancia, respectivamente.
Ambas produzem resultados similares, e sao utilizados para mensurar a dependéncia espacial

entre pontos separados por uma distancia h.
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Aqui, é considerado que o campo aleatério Z(-) é intrinsecamente estacionario, R? = R?,
e isotropico em n locais amostrados Z(s;),. .., Z(s,), ver (CRESSIE, 1993). Dessa maneira,
supOe-se ainda, que o variograma assuma uma forma paramétrica conhecida, de tal modo que

valham as seguintes propriedades:
i) EZ(s) — Z(s,)] = 0
i) E((Z(si) — Z(s7))°] = 27(hij; @),

no qual h;; = ||s; — s,|| indica a distancia euclidiana entre os locais s; e s;. Ante essas hipdte-
ses, pode-se trabalhar no processo de estimacao para o semivariograma. Dentre os estimadores
disponiveis na literatura, um dos mais utilizados por sua simplicidade e de facil implementacao,
obtido a partir do método dos momentos, proposto por Matheron em 1963 comumente de-
nominado estimador classico de Matheron, (CRESSIE, 1985), o qual é apresentado na equacdo

(2.34),

[N (h)]|
+(h) = 2|N1(h)| > (24 h) - Z()" (234)

em que |V (h)| denota o niimero de elementos pertencentes ao conjunto dos pares de pontos
com distancia h, N(h) = {(s;,s;) : [|s; —s;|| = h}.

Desta feita, e tal como define-se em (2.31), a estimacdo dos pardmetros em modelos
geoestatisticos, consiste em se obter um vetor de parametros 0 € Rrt1, estimador de 6 € RP*
com 0 = (87, qu)T e p finito, tal que a partir de pares de vetores (h;, Z;), amostrados como
consequéncia do mapeamento y(h), com Z; = ~(h;) + €; e dado o modelo paramétrico
~v(h; ¢)) de tal modo que dist(y(h),~(h;@)) < dist(y(h),v(h;¢)), em que o operador
dist(-) mede a distancia entre duas funcdes em um subespaco do R?, enquanto o vetor
€; representa o erro aleatério, usualmente assumido ser de média zero e variancia constante.
Destarte, a solucao desse problema, caso exista, é a melhor aproximacao e depende diretamente
da classe de func¢bes a qual v(h; ¢) pertence.

Consequentemente, para um numero finito n de dados amostrados em posicdes distintas
1,82, , Sy, € definido um modelo paramétrico y(h; ¢), a distdncia entre a funcdo a ser
aproximada e sua aproximacdo é sempre uma funcdo dependente do vetor de parametros ¢.
Na figura 6 é ilustrado o grafico de semivariograma y(h) wersus h, em que se define o
vetor de pardmetros ¢ = (¢, ¢z, ¢3) ", com ¢ = 3, para compor a estrutura de dependéncia

espacial a qual se aborda neste trabalho.
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Figura 6 — Gréfico ilustrativo do semivariograma, y(h) wversus h, para familia Wendland com pardmetro
de suavizacdo k = 1.

Alcance = 9(¢3)%

Contribuicao

Semivariograma(y(h))
Patamar = ®1+¢2

Efeito Pepita = 91

Distancias (h)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

A partir do padrdo visualizado na Figura 6 é possivel perceber, mesmo que intuitivamente,
o0 que se espera da diferenca Z(s; +h) — Z(s;) utilizada na expressdo (2.34), isto é, a medida
que a distancia h decresce, seus valores decrescem na mesma proporcao. Note, ainda, que os
valores para variancia no grafico 6 sao obtidos por meio da funcao de variancia avaliada na
distancia entre duas localizacGes, e ndo nos dados amostrados, o que faz sentido, haja vista
que é assumida a hipétese de estacionariedade intrinseca.

Posto isso, prossegue-se no processo de estimacdo para os modelos GW por OLS consi-
derando que, em Cressie (1985), é adotada como medida de distancia a norma euclidiana e

define o funcional
m

Qh;0) = > (v(hij) —v(hij; 9))*, (2.35)
ij=1
em que m denota a quantidade de conjuntos com pares de pontos associados a uma certa
distancia h, pré-definida, do semivariograma experimental; y(h;;), o valor estimado da fun¢do
de semivariancia; e y(h;;; ¢), o valor estimado pelo modelo ajustado.

Nesse cenario, e como é sabido que o método dos minimos quadrados ordinérios consiste
em uma técnica de se determinar os parametros 6timos, entdo, com esta prerrogativa, este
método esclarece que é preciso minimizar o funcional (2.35). Para tanto, existe na literatura
uma diversidade de técnicas de minimizacao de funcdes, dentre elas derivar-la com relacdo

a cada um de seus parametros, igualar-las a zero, logo apds resolver o sistema de equacdes

obtido. Todavia, em sua maioria o funcional (2.35) caracteriza uma func3o n3o-linear, em
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consequéncia, o sistema proveniente serd um sistema de equacdes nao - lineares que em geral
ndo admite forma fechada.

Desse modo, para resolver problemas com tal caracteristica é preciso recorrer aos métodos
de aproximacao numérica. Dentre estes, os mais populares na literatura estdo os métodos
do tipo Quasi - Newton, com destaque para os algoritmo de otimizacdo ndo linear BFGS
(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) e L-BFGS que é mesmo algoritmo BFGS, porém, com
uma quantidade limitada de meméria, (PRESS et al., 2007; SANTOS, 2019).

Diante disso, e em conformidade com os critérios de positividade dados por (2.3), minimiza-
se (2.35) utilizando cada um dos modelos de semivaridncia enunciados na subsecdo 2.3.1.
Ent3o, definindo os vetores v = (71(h), -+ ,vn(h)) e ¥ = (11(h; @), -, vm(h; P)) para
representar o vetor dos valores do semivariograma experimental e o vetor dos valores obtidos
pelo modelo paramétrico, respectivamente, e substituindo os modelos de semivariancia repre-
sentados na subsecdo 2.3.1, obtém-se Q(h, ¢),, em que k = 0,1,2,3 indicam a ordem do

parametro de suavizacdo para o modelo de semivaridncia associado a GW:

m

Qh,d)o = D (y(hy) —A(hy))?

i,j=1

— sz::l {fy(hzj) — [1— (1 - Zif”?

QAo = 3 () = (k)

2

hii\" [ hi;

Q(h> ¢)2 =

hij h?j hi; 6772
=, [’Y(hij) — ¢1 — 2 [1— <1+6¢3—|—353¢§> ( — ¢3> ” ,

Qh,d)s = D (y(hy) —A(hy))?

1,j=1

m 8h.:  25h2.  32h3. B\ S ?
= hij — — 1—1(1 Y Y Y 1_£ ,
ZJV( ) @{ <+¢3+¢§+¢§>< ¢3>”

que s3o as somas dos quadrados das diferencas para os casos em que « sdo iguaisa 0,1,2 e 3,

respectivamente, e ¢3 tem o papel do pardmetro de escala, 3, em (2.4). Isso posto, procede-se
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com a minimizacdo uma a uma. Para tal, € preciso resolver os sistemas de equacdes gerados a

8Q<hv ¢)0

partir dos calculo de suas respectivas derivadas parciais, ou seja, T,i =1,2,3, estao
expressas no Apéndice B.

Por conseguinte, os sistemas de equacdes gerados, em geral, podem ser resolvidos por
algum dos métodos do tipo Quasi - Newton, ver por exemplo Santos (2019), Cordeiro e

Demétrio (2013). Neste trabalho é utilizado o método de estimacdo L-BFGS com a funcdo

optim() disponivel no Software (R Core Team, 2020).

2.4.2 Método de Maxima Verossimilhanca

Para que seja possivel utilizar a metodologia de estimacdao de Maxima Verossimilhanca
(ML), é necessario da suposicdo de alguma distribuicdo de probabilidade. Dessa maneira, sob
condicbes de regularidade, o estimador de ML é assintoticamente normalmente distribuido,
n3o viesado e totalmente eficiente, com processo de estimacdo bastante simples quando os
dados sdo gerados por um modelo Gaussiano.

A vista disso, tal como estabelecido por Uribe-Opazo, Borssoi e Galea (2012), aqui vai-se
considerar um modelo Gaussiano com uma caracterizacao linear para a média, isto é, dado
um conjunto sy, Se, - - - , S, de localizacdes distintas e seja Z(s1), Z(s2), -, Z(s,) o vetor de
observacdes, entdo, a tendéncia espacial é u(s) = X 3 e covariancia X = o R(¢p3) + ¢11, em
que X é uma matriz de covariaveis , nxXp, B é um vetor de parametros desconhecidos de ordem
p X 1 associados aos efeitos fixos, ¢; > 0,2 > 0 e ¢3 > 0 sdo os parametros que definem a
estrutura de dependéncia espacial, I é uma matriz identidade de ordem n x n e R(¢3) é uma
matriz de varidncia e covariancias de dimensdo n x n, com o (i, 7)— ésimo elemento igual a
C(hi;), aqui definida pela estrutura de covariancia GW, C(||h||) = ¢« ([|h]|/¢3).

Diante disso, supondo que os dados seguem uma distribuicio Gaussiana multivariada,

obtém-se a funcdo de verosimilhanca

L(B,¢) =

1 D l_(Z_Xﬁ>T21(Z_Xﬁ) (236)

— X ,
DRV .

entdo, aplicando o logaritmo natural em (2.36), obtém-se o logaritmo da funcdo verosimi-

lhanca:

8.9) = —5los(|S)) — & log(2r) ~ J(Z - XB)TSNZ~ XB),  (237)
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em que ¢ = (¢, P2, ¢3)". As estimativas para o vetor de pardmetros 8 = (B',¢") sdo
obtidas maximizando a equac&o (2.37), o que em geral produz um sistemas de equacdes que
ndo possui forma fechada. Diante disso, o vetor de estimativas de maxima verossimilhanca
pode ser obtido com recursos de técnicas numeéricas.

Ademais, Zhang (2004) mostra que para o caso da familia Matérn, quando o pardmetro de
suavidade (v) é conhecido e fixo, os parametros, variancia e escala, ndo podem ser estimados
de forma consistente. Mostrando que este entrave é superado definindo uma relacao entre os
parametros, definindo assim um novo parametro nomeado de micro.

Diante disso, Bevilacqua et al. (2019, p.10) utiliza destas ideias para avaliar propriedades
assintéticas do estimador de ML do parametro micro associado a classe GW, logrando de
forte consisténcia e distribuicao assintética da estimativa deste parametro, assumindo que o
parametro de suporte, aqui nomeado ¢35 > 0 seja fixo e conhecido. Nesta conjuntura, e sob
os critérios de equivaléncia de medidas Gaussianas para a familia GW, os autores indica e
demonstra algumas propriedades assintéticas para esta classe de correlacdo, garantindo que
os estimadores de ML s3o obtidos de forma consistente quando se utiliza o pardmetro micro

P2

T = “oRtl para GW
3

A vista disso, considera-se uma parametrizacao para estrutura da matriz de covariancia
espacial, com ¢3 > 0 fixo, tal como em Anderson et al. (1973), Uribe-Opazo, Borssoi e Galea
(2012), isto €, concentra-se em uma matriz de covaridncia com forma linear escrevendo como

em (2.38).
V = ¢1L, + 7R (¢3), (2.38)

ent3o, com esta parametrizacdo fica definido um novo vetor de pardmetros @' = (¢, 7) e Z tem
distribuicdo normal multivariada de média p = X e covariancia V, isto é, Z ~ N (X3,V).
Assim, o logaritmo da funcdo verossimilhanca é reescrito como em (2.39).

oy

> (Z—-XB)' (V) (Z—-XB). (2:39)

1 1

[(8,0') = =5 log(2m) — S log(|V]) = 5
Posto isso, o proximo passo é efetivar a estimacdo dos parametros dos efeitos fixos 3, e

da estrutura de dependéncia espacial 8’. Para tanto, primeiramente obtém-se uma expressio
valida para derivada de (2.39) com relacdo ao pardmetro 3, determinando sua forma fechada
para que assim seja possivel determinar o logaritmo da funcdo verossimilhanca concentrada

apenas nos parametros ¢; e 7. Esta, deve ser maximizada numericamente. Ent3o,
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ol(B, b1, 7) 9 [ 1 L
LT — {5 E-x8)T (V) 2 X))
A e
~ BIXT(V)'Z+ BTXT(V) X8}
_ ;}3{ Sz )1z - 227 (V)1 XB + 87X (V)X
1

= 5 (2@T(V)X)T +2XT(V)'XB)
_ XTV—IZ o XTV_IX,B, (240)

igualando a expressdo em (2.40) a zero, obtém-se:

X'V1Z-X'V1Xp =0
= X'VIXg=X'v'lz
= B(V)= X'V 'X)"'X"V'zZ, (2.41)

agora, substituindo (2.41) em (2.39) obtém-se o logaritmo da funcdo verossimilhanca concen-

trada nos parametros ¢, e T,
1 1 A N
(¢1,7) = —5 log(2m) — Slog(IV]) — 5 (Z— XA(V)) V7 (Z-XB(V)). (242)

Nesse caso, os estimadores de maxima verossimilhanca sao determinados maximizando
numericamente a funcdo (2.42) e em seguida substituindo nas expressdes de forma fechada

para se determinar as estimativas do vetor de parametro 3.

2.4.3 Erro padrao assintético

Consoante a Cordeiro e Neto (2004), a inversa da matriz de informacdo de informacdo
de Fisher K, representa a estrutura de covariancia assintética das estimativas de maxima
verossimilhanca. Nesse sentido, os erros padrdes assintéticos podem ser computados a partir
da mesma.

Dessa maneira, sob uma reparametrizacdo adequada para matriz escala, dada por (2.38),
os elementos da matriz de informac3o de Fisher, aqui denotada por K(3,0'), para o logaritmo
da fun¢do verossimilhanca concentrada (2.39), sdo calculados como:

9%l Tyr—1 Tyr—1
E(-aBQ):E(XV X):XV X,



53

0?1 0>V
El-—_ ) = ZE -1
( ae;aeg) l” (V ae;aezﬂ

1

2
et

1

2

00, " 00,

oV oV
-1 -1
tr (V aegv @9;) ,

9 2
#(aam) = = (-on)

- v Wi v My
Wy v Y

-0 (2.43)

= X'V~ vV 1Xg

As derivadas da matriz V para cada caso da funcdo de covariancia de Wendland encontra-
se no Apéndice C. Posto isto, a matriz de informacao de Fisher, para este caso, pode ser

escrita como em (2.44).

, XTv-1xX 0
K(B,0) = . 2.44
(B,0) . 1tr<V_18VV_18V> (2.44)
2 90! 90"

Note que, em particular, aqui, diante da parametrizacdo adotada o vetor ' é instituido
dos parametros ¢, e 7. Entdo, neste caso, o bloco correspondente ao segundo elemento da
diagonal principal da matriz (2.44) é uma matriz de ordem 2 x 2. Logo, a partir dos pardmetros
estimados por Maxima Verossimilhanca, na Secido que segue realca-se uma valorosa etapa em
pesquisas geoestatistica a partir da descricao e analise da variabilidade espacial de uma variavel
de interesse.

Isso posto, no que tange o contexto geoestatistico, segundo Borssoi, Uribe-Opazo e Galea
(2011a), a qualidade de mapas depende de boas inferéncias sobre o modelo ajustado, de
modo que na presenca de pontos discrepantes, o processo de modelagem deve ser feito com
precaucdes. E nesta conjuntura, os autores utilizam das técnicas de influéncia local em modelos
espaciais lineares Gaussianos. A vista disso, na secdo que segue, 2.5, é feita uma sintese desta
técnica de diagnéstico para em seguida empregar-se a metologia no processo de analise de
pontos influentes e/ou outliers em modelos espaciais Gaussianos com estrutura de covaridncia

de Wendland.
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2.5 DIAGNOSTICO DE INFLUENCIA

Tal como em modelos lineares, modelos lineares mistos, modelos lineares generalizados -
MLG's, etc, os modelos espaciais precisam ser validados, no sentido de verificar se as suposicoes
envolvidas s3o satisfeitas e se 0 modelo é sensivel a pequenas perturbacdes. Esta metodologia
é conhecida na literatura como anélise de diagnéstico de influéncia local.

No que se refere a “analise de diagnéstico de influéncia local”, esta é uma técnica que
consiste em avaliar a qualidade do ajuste a pequenas perturbacdes nos dados ou no modelo
proposto, ou seja, detectar a presenca de observacGes influentes, atipicas e/ou outliers. Neste
cendrio, é possivel analisar o impacto, sobre o aspecto individual, das observacdes no processo
de estimacao mediante a exclusdo das observacoes, sendo denominada anélise de influéncia
global. Contudo, esta técnica apresenta sérias deficiéncias devido ao fato da exclusdo de todas
as informacdes a partir de uma observacdo, dificultando inferir sobre a influéncia da obser-
vacao acerca do aspecto do modelo. Em contrapartida, é possivel desviar-se desse problema
analisando o modelo de sensibilidade sob pequenas perturbacdes. Esta técnica é conhecida
como andlise de influéncia local. Nesta conjuntura, Cook (1986) propde uma medida dessa
sensibilidade sob pequenas perturbacdes nos dados ou no modelo por meio do afastamento
da verossimilhanca. Desde entdo, diversos trabalhos tem sido desenvolvidos, dos quais po-
demos mencionar alguns dos que foram consultados para o desenvolvimento deste trabalho:
Galea-Rojas, Bolfarine e Castro (2002) descreveram a metodologia de influéncia local em apli-
cacoes de modelos de calibracdo comparativa. Os autores Diaz-Garcia, Rojas e Leiva-Sanchez
(2003) descreveram métodos diagnésticos para modelos elipticos de regressdo multivariada e
discutem sobre a técnica de influéncia local. Castro et al. (2006) descreveram os métodos de
influéncia local para avaliar os efeitos de pequenas perturbacdes nos dados em estatisticas
de teste. Borssoi, Uribe-Opazo e Rojas (2009) descrevem técnicas de influéncia local com
aplicacGes em geoestatistica e analise de dados de agricultura. Assumpcao, Opazo e Galea
(2011) descreveram métodos de andlise de influéncia local para variavel regionalizada com
distribuicdo t-Student multivariada em comparacdo com normal multivariada. Posto isto, na

Subsecdo 2.5.1 é realizado um compéndio desta metodologia.
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2.5.1 Influéncia Local

Esta metodologia, proposta inicialmente por Cook (1986), apresenta como principal carac-
teristica utilizar-se das ideias da geometria diferencial para definir uma medida de diagnéstico
por meio do afastamento das verossimilhancas, obtidas por um modelo, através de pequenas
perturbacdes no modelo ou diretamente nos dados. Em oposicdo a técnica de influéncia glo-
bal, esta metodologia ndo exige a delacdo de observaces e nos permite avaliar a influencia
conjunta de todos os pontos.

Ao longo destes poucos mais de 34 anos do advento das técnicas de influéncia local, o
processo de perturbacdo apresenta-se sobre diversas ramificacdes, podendo ser aplicado na
matriz de covariancias, nos parametros da variavel resposta, dentre outros. No entanto, na
proposta original de Cook (1986), a perturbacdo é aplicada no afastamento da verossimilhanca,

isto é, "R. Dennis Cook” sugere investigar o comportamento da fun¢do (2.45).
LD(w) =2[1(0) — [(lw)], (2.45)

em que l(§|w) denota o logaritmo da funcdo de verossimilhanga perturbada por um vetor de
perturbacdo w = (wy, - - - ,wn)T € Q CR" e b, sio as estimativas de maxima verossi-
milhanca dos modelos n3o perturbado e perturbado, respectivamente. Ademais, é assumido
que existe wy € €2, tal que l(é) = l(é]wo),Vé no espaco paramétrico, ou seja, wy denota um
vetor de ndo perturbacdo, e LD(w) > 0.

Neste contexto, tal qual Paula (2013), a técnica de afastamento pela verossimilhanca
procura selecionar uma direcdo unitdria 1, |[I| = 1, e a partir de ent3o analisar o gréfico
de LD (wq+ cl), contra ¢ em que ¢ € R. Em particular, veja que LD(wy) = 0, entdo,
I = LD (wgy + cl) tem um minimo local em ¢ = 0. Posto isto, a ideia de Cook (1986), para
mensurar a sensibilidade do afastamento da verossimilhanca é estudar o comportamento do
grafico de influéncia na vizinhanca de wy, utilizando a curvatura normal, C;, ao redor de wy
na direcdo de 1. Segundo Paula (2013), a curvatura normal pode ser interpretada como sendo
o inverso do raio do melhor circulo ajustado em ¢ = 0, sugerindo considerar a direcdo maxima,
1,02, que corresponde a maior curvatura, denotada por C;, ..

O célculo da curvatura normal requer o uso de ferramentas e conceitos da Geometria
Diferencial, e Cook (1986), mostrou que esta, pode ser calculada através de sua equacdo
equacao 16, p.8, dada por

Ci(0) =2

1"TATLZL AL
06

, (2.46)
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B 9°%1(0)
00 0070010-0
emw=wyebh=20.

De acordo com Paula (2013), o valor méximo de 1"Bl, em que B = AT(—f;éé)‘lA,

9%1(0)w)

————, avaliado
00 ' Ow

em que —L € a matriz de informacdo de Fisher e A =

corresponde ao maior autovalor da matriz B, de tal modo que, a maxima curvatura, C;___,
corresponda ao maior autovalor de B com 1,,,,,, 0 maior autovetor correspondente, permitindo,
assim, avaliar o comportamento da curvatura relativa a superficie de influéncia.

Por conseguinte, a i—ésima componente do vetor 1,,,, indica a influéncia da i—ésima
observacdo. Ent3o, por estas ideias desenvolvidas por Cook (1986) e exploradas em Paula
(2013), se a i—ésima componente de 1,,,,, for demasiadamente grande, com relac3o as demais,
entdo a ¢— ésima observacdo correspondente é localmente influente. Neste contexto, Cook
(1986) avalia a influéncia local de C,, . € l,,42, utilizando um esquema de casos ponderados
em uma perturbacao aditiva na variavel exploratéria em um modelo de regressao linear.

Desta feita, considere o processo estocastico estacionario {Z(s) : s € S C R?}, em que Z

assume distribuicdo normal multivariada de média p = X3 e covariancia ¥ = ¢11,, + 7R(¢3),

P2

sendo R(¢3) uma matriz de covariancias pertencente a familia de Wendland e 7 = —
3

o)
micro pardmetro definido na Equacdo (2.38). Neste ponto, por simplicidade, nomeia-se o vetor
@' = (¢1,7). Considere, ainda, o logaritmo da funcio de verossimilhanca para o modelo n3o
perturbado dada pela expressio (2.39), e a matriz de informacio de observada Z(0) = —L(8).

Diante disso, para se iniciar o processo de perturbacao na varidvel resposta, tal qual sugerido
em De Bastiani et al. (2015), considere o processo estocastico {Z¢y(s) = XB+Aw+€:s €
S C RYw € N}, em que Q é um espaco de perturbagdo e A é uma matriz n X n que n3o
depende do vetor B ou de w. Desta forma, para selecionar a matriz A que de fato produza
uma pertubacdo adequada ao modelo Zhu et al. (2007) estabelece uma metodologia que
da informacdes de como selecionar uma pertubacdo apropriada. Entdo, para desenvolver-se a
escolha de uma pertubacao adequada para o modelo adotado neste trabalho faz-se necessario

emitir a definicao 2.5.1.

(ZHU et al., 2007) O produto interno dos operadores 0;, 0; é
9ii(w) = (8;,0;) = Ew [0:l(w|Z, 8)9;1(w|Z, )] (2.47)

em que E, denota o valor esperado com relacdo a f(Z]6,w). As quantidades n” e g;;(w), 7,7 =
1,---,n formam um tensor métrico.
A matriz métrica G(w) = (¢;;(w)), na Equacdo (2.47), definida desta forma é uma matriz

de informacdo de Fisher esperada em relacdo ao vetor de perturbacdo w. Seus elementos
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medem a quantidade de perturbacdo que todos os componentes de um vetor de perturbacao
w contribuem para um modelo estatistico, (ZHU et al., 2007). A vista disso, o autor estabelece
que uma pertubac3o é apropriada se satisfaz G(wg) = cI,, com ¢ uma constante positiva.
Posto isto, aqui, baseia-se nestas ideias para mostrar qual pertubacao é adequada para o
esquema de perturbacdo na variavel resposta em modelos espaciais gaussianos sob uma matriz
de covariancia do tipo GW. Entdo, o logaritmo da func3o de verossimilhanca perturbada por

um vetor w = (wq, -+ ,w,) T é dada pela Equacdo (2.48).
1 n 1
1(Bles) = — oz (1B]) — 2 log(27) — (B~ XB) S (2~ XB).,  (248)

em que Zy escrito desta forma é conhecido na literatura como perturbacdo aditiva na variavel
resposta. Ademais, para pontos ndo perturbados, isto é, assumindo wy = (Wi, ,wy,)' =
(0,---,0)T, com 1(8) = I(8]w), avalia-se o comportamento local de (2.45) em torno de wy
a partir da curvatura normal (2.46) avaliada em wy na direcdo de um vetor unitério 1.
Consequentemente, agora, é preciso determinar as expressdes correspondentes aos valores
da matriz de informacao observada para o logaritmo da funcdo de verossimilhanca perturbada.

Para tanto, alicercar-se na teoria construida na secao 2.4.2. Entao,

al(gﬁ"") - X2z, - X'51XA3
= X'21Z4+ X2 1Aw - X"271X3
PlOlw) Tt
e
AOlw) 1 _, 0% 1 e 02
entao,
PlOw) 1,05, Zw — XB)'
15)>

. B Ty -1 -1

= (Z+Aw-XpB)'E (%;2

= (Z+ Aw — Xﬁ)TxlgjzlA, (2.49)

em que ¢ = 1,2, tendo em vista que, para este caso, o vetor de parametros utilizado é o
definido na reparametrizacdo (2.38). Desta forma, avaliando (2.49) em w = wy se consegue

T T
os elementos da matriz A, com A = (A%,A;/) , €m que Ad)' = (AlT,--- ,AqT) e

00X X
A = (Z— XB)TE*@E*A, comi = 1,---,q. Em nosso caso ¢ = 2. A vista disso,

tem-se que
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A= (XTE*IA)T ((z xXpB)Ts ! o 21A>T ((z xXpB) st o 21A>T T
B ’ O¢) ’ I¢%
Agora, da definicdo 2.5.1 considere a matriz G(w) = E {U(w)U(w)T} em que U(w) é

o vetor escore para o logaritmo da funcdo verossimilhanca perturbada dada por:

U(w) = —2;2_1 (Zw — XB) E)i (Zw —XB)"
= —ATS Y (Zy - XB),

entao,

G(wy) = FEuw, |[ATS™ (Zuw, — XB) (Zw, — XB) = 'A]
= ATYA (2.50)

Note que em (2.50) usa-se o fato de Fu, [(Zw, — XB) (Zw, — XB)'] = . Sendo assim,

considerando A = X2 e ¢ = 1, tem-se:

G(wy) = D/m'xl?

— (21/2)—121/2 — ]-In

Portanto, no caso particular deste trabalho, uma perturbacdo adequada é do tipo p(w) =
X + XY2w que coincide com o obtido por De Bastiani et al. (2015).

Nesta conjuntura, tal como disponivel na literatura existe diversas maneiras de se utilizar
estes resultados para se estudar a superficie de influéncia. Uma destas é analisar o grafico
de |lmaz| x i (ordem das observagdes) para verificar, segundo Cook (1986), qual tipo de
pertubacao exerce maior influéncia no afastamento da verossimilhanca em uma vizinhanca de
wy. Esta andlise grafica pode indicar quais das observacdes exercem maior influéncia sobre
LD(w) em uma vizinhanca de w, . Estas, por sua vez, podem ser agentes de mudancas
substanciais nas estimativas dos parametros sob pequenas pertubacdes nos dados ou mesmo
no modelo. Ademais, segundo Paula (1993) quando a diferenca entre o primeiro e segundo
autovalor for pequena, pode ser informativo que se olhe os componentes do segundo autovetor,
pois, neste caso, é provavel que se destaque algum tipo de influéncia particular das observacoes
nas estimativas.

Ainda, aqui estd sendo utilizado como vetores unitérios (1) os vetores usuais da base

candnica do R", e;. Neste caso, conforme Uribe-Opazo, Borssoi e Galea (2012) a curvatura
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normal, dita como influéncia local da i—ésima observacido, é obtida por C; = 2|b;| em que
b;; indica o i—ésimo elemento da diagonal principal da matriz B = AT(—ﬁéé)_lA. Deste
modo, a anélise grafica de C; x i (ordem das observacdes) é indicada para avaliar a existéncia
de observacdes influentes.

No entanto, na interpretacdo dos resultados precedentes surge um problema de determinar
qual critério utilizar para indicar quando a medida encontrada é grande o suficiente para
que a observac3o seja considerada influente. A vista disso, diferentes critérios s3o propostos
para avaliar a influéncia local das observacdes. Borssoi, Uribe-Opazo e Galea (2011b) sugere
considerar a i—ésima observacdo como influente se seu valor for maior que duas vezes a média
das medidas C; = 2|b;;|. Cook (1986) considerou em duas unidades uma referéncia para C,, .,

em uma amostra aleatéria simples. Poon e Poon (1999), no contexto dos modelos de regressdo

linear, idealizaram niveis de referéncia a partir das medidas de influéncia local através de uma

C
curvatura normal conformal e C,,,,,. Sendo a curvatura normal conformal é dada F; = ; (QZB)
r
. . 2|by; N
garantindo a propriedade 0 < F; < 1. Neste caso, definindo a medida F; = ; (|2P|>) na direcao
r

do i—ésimo vetor candnico do R"™, Zhu e Lee (2001) definiram a i—ésima observacdo como
potencialmente influente se F; > %;FZ + 2sd(F), em que sd(F) denota o desvio padrdo
para Fy,--- , F,. Esta medida sendo utilizada posteriormente por De Bastiani et al. (2015) no
contexto dos modelos elipticos.

Note que a abordagem precedente diz respeito a analise de influéncia local em um contexto
global. No tocante a abordagem individual, Cook (1986) propros comparar os grandes compo-
nentes dos residuos do modelo de regress3o linear com os maiores valores de [,,,,, (autovetor
correspondente o maior autovalor da matriz B). (ZHANG; KING, 2005) construiram linhas de
referéncia, utilizando simulacdes de Monte Carlo, para investigar a significancia das medidas
de influéncia local. Zhu e Zhang (2004) por meio de uma perturbacdo ponderada mostrou
que a medida de influéncia local, a distdncia de Cook e a distancia de probabilidades s3o
assintoticamente equivalentes.

Diante disso, neste trabalho é proposto a classificacdo das observacdes como influentes

construindo uma linha de corte por simulacées Bootstrap como na Subsecdo 2.5.2.
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2.5.2 Niveis de referéncia para classificar observacoes potencialmente influentes

Uma etapa importante na andlise do diagnéstico de influéncia é determinar os critérios de
validacao quando a medida encontrada é grande o suficiente para que a observacdo corres-
pondente seja considerada potencialmente influente.

Diante disso, recentemente Martin e Roberts (2010) adaptou a teoria Jackknife-after-
Bootstrap desenvolvida por Efron (1992) para obter pontos de influéncia a partir da distancia
de Cook de (COOK, 1977).

A ideia da técnica jackknife-after-bootstrap consiste em um processo de validacdo cruzada,
em que cada subgrupo é obtido excluindo a i—ésima observacao, de forma que a distribuicdo
bootstrap da medida de diagnéstico em estudo, aproximada por reamostragem, nao seja conta-
minada por este ponto. De acordo com Davison e Hinkley (1997, p. 114) a probabilidade de que
o0 ponto z; ndo apareca em uma amostra de bootstrap de tamanhon é (1—n"')" ~ ¢!, ent3o
o niimero de simula¢des B; que n3o incluem z; é aproximadamente igual a Bje™! = 0, 3685;,
em que o indice j varia nos casos de reamostragem.

Assim, este trabalho se propde a classificar as observacdoes como potencialmente influentes
por meio da construcdo de um ponto de corte (ou nivel de referéncia) por meio de simula¢des
Bootstrap. O algoritmo proposto por Martin e Roberts (2010) é adaptado para classificar
observacdes influentes a partir da medida de influéncia local (C;). Essa motivacdo se justifica
pelo fato dessa metodologia ainda n3o ter sido abordada para esse tipo de analise. Assim, os

niveis de referéncia sdo construidos usando o algoritmo 1.

Algorithm 1 Ponto de corte por Bootstrap

Passo 1. Seja C; a estatistica de diagnéstico em estudo. Calcule os valores C;, i = 1,--- | n
do modelo proposto;

Passo 2. Calcule B amostras Bootstrap com reposicdo do conjunto de dados originais;
Passo 3. Para cada ponto z;, obtenha B re-amostras, e determine o subconjunto das amostras
que n3o contém o ponto z;, aproximadamente Bje~!, em que o indice j varia nos casos de
reamostragem. Em seguida, calcule os valores C;,7 = 1,2,--- ,n para este subconjunto;
Passo 4. Armazene os nBj(f1 valores de C; em um Unico vetor;

Passo 5. O quantil 95% da distribuicio gerada é usado como um ponto de corte para me-

dir a influéncia local C;. Se o valor de C; for maior que o quantil sugerido, a observacido
correspondente serd marcada como influente. Caso contrério, volte para o Passo 1.




61

De acordo com Martin e Roberts (2010), a ideia no passo 3 é gerar uma distribuicdo
bootstrap nula da medida de influéncia sob a hipdtese de que a i—ésima observacdo nao é
influente. O autor esclarece que como a i—ésima observacdo ndo estd presente em nenhuma
das re-amostragens a partir das quais essa a distribuicido bootstrap é gerada, ela ndo pode
exercer influéncia e, portanto, a distribuicao gerada esta livre da influéncia da mesma.

Ademais, a abordagem realizada nesta sec3o é feita utilizando um esquema de perturbacdo
aditiva na variavel resposta, sendo a influéncia local analisada por meio do afastamento das
verossimilhancas. Para outras técnicas de influéncia o leitor interessado, por exemplo pode
consultar Uribe-Opazo, Borssoi e Galea (2012), o qual desenvolve expressdes para anilise de

influéncia local na matriz de correlacao dos dados, no preditor linear e nos valores preditos.

2.6 SIMULACAO

Diante da necessidade de avaliar o desempenho da analise de influéncia local sob o esquema
de perturbacdo proposto, aqui, sera feito um sucinto estudo de simulacdo de Monte Carlo
em 3 cenarios, com estrutura espacial conhecida e, 1000 réplicas de amostras com tamanho
n = T4. A distribuicdo adotada provém de um processo espacial gaussiano. O modelo de
covariancia usado corresponde ao pertencente a GW com pardmetro de suavizacdo xk = 3,
(2.11), selecionado pelo critério de validacdo cruzada mostrado em De Bastiani et al. (2015).
O software R Core Team (2020) foi utilizado para realizar todos os célculos, incluindo os
resultados obtidos na Secdo 2.7.

Aqui, faz-se uso de um esquema de perturbacao na resposta proposto por Ortega, Bolfarine
e Paula (2003, p.11): 24z = Zmaz + a4/ ]|2]|, em que 2,4, denota o valor méximo do vetor z,
|z|| = z'z para vérios valores de a no intervalo (0, 1]. Foram considerados os trés seguintes
cendrios [1]. a = 0,5, (¢1, ¢, 03) T = (0,15;0,3;1)T e By = 1; [2]. a = 0,75, (¢1, b, p3) | =
(0,15:0,3;1)T e By = 1; [3] a = 1, (¢1, o, 3)T = (0,15;0,3;1)T e By = 1. O pardmetro

P2

¢3 € considerado fixo e entdo a reparametrizacdo 7, = ¢1, T2 = 5,57 € adotada.

3
Com relacdo a eficiéncia da metodologia na identificacdo da observacdo de perturbacdo, as

medidas C; e [,,,, alcancaram eficiéncia de 100% em todos os cenérios para 1000 simulacdes.
Para resumir, considera-se o cenario a = 1 e (¢, ¢, ¢3) " = (0,15;0,3;1) e By = 1, seleciona-
se uma amostra dentre as 1000 simuladas, ent3do, os resultados obtidos a partir desta amostra
sao apresentados. Os graficos de C; versus ordem das observacdes, para dados simulados

e perturbados sdo dados na Figura 7. Notou-se a influéncia da observaciao 16, observacao
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perturbada, que confirma a sensibilidade dos estimadores de ML na presenca de dados atipicos.

A influéncia de pontos atipicos no estimador ML é vista nos resultados da Tabela 5.

Assim sendo, e diante dos resultados obtidos pela analise de diagnéstico de influéncia

local, é notado que os graficos C; x i, Figura 8(b), segundo os critérios de niveis de referéncia,

identificou a observacdo perturbada como influente. Portanto, o estudo mostrou que o grafico

CiXi,

foi eficaz no processo de identificacdo das observacdes sob o esquema de perturbacdo

adotado.

Tabela 5 — Parametros estimados por ML para os dados de uma amostra selecionada dentre as 1000 simuladas,

considerando a familia de covaridncia Wendland generalizada com pardmetro de suavizacdo k = 3
e parametros originais (7, 72) " = (0,15;0,3)T, ¢3 =1e By = 1.

Intercepto  Efeito pepita Contribuicdo AlIC IDE(%)  Var
Dados (Média)
Bo ! 72 - - ==
Dados 1,066 0,147 0,244 105,854 26,287 0,370
Simulados (0,195) (0,103) 0,104)  ——— ———
Dados 1,237 1,294 0,963 255,119 17,994 2,025
Perturbados(#16) | (0,407) (0,508) (0,502) -———  ——= ===

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

AIC: Critério de informacdo de Akaike . IDE: Indice de dependéncia espacial. Var: Variancia.

Figura 7 — Gréficos de influéncia local para os dados simulados e perturbado. Em (a) é indicado o grafico da

curvatura normal, C; para os dados simulados, enquanto em (b) a representacio é para os dados
apés a perturbacdo versus ordem das observacdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2020).

Destarte, na Secdo 2.7 é retomada as analises da metodologia de diagndstico de influéncia
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local no contexto de uma aplicacdo a dados reais.

2.7 APLICACAO

Com o propodsito de ilustrar a aplicacdo das técnicas geoestatisticas, aqui apresentadas,
sdo realizadas andlises em um conjunto de dados reais relacionados a agricultura. No entanto,
vale salientar que a proposta aqui nao é discutir os pormenores dos dados. Mas sim, verifi-
car o desempenho da metodologia sugerida, a partir de uma func3o de covariancia espacial
construidas por funcdes de Wendland, para quantificar e/ou avaliar o nivel da variabilidade
espacial do rendimento de graos de soja. Portanto, como consequéncia dos resultados obtidos,
é possivel reconstruir a regido continua do estudo através de mapas, que constituem uma
valiosa ferramenta no gerenciamento da variabilidade espacial, sobretudo no que diz respeito
a tomada de decisdes e desempenho de producdo agricola.

Os dados foram nos fornecidos pelo Laboratério de Estatistica Espacial (LEE) da Univer-
sidade do Oeste do Parana (Unioeste), campus Cascavel (PR). A coleta foi realizada em uma
regido amostral corresponde a uma area comercial de 127,18 ha, de producdo de graos, cujas
coordenadas geograficas sdo, aproximadamente, 24,95 S e 53,57 W, com altitude média de
650 m, variavel de interesse produtividade ou rendimento da soja (PROD) [t ha™!] (tonelada
por hectare). O objetivo do experimento foi estudar a variabilidade da produtividade de grdos de
soja, no ano agricola 2016/2017 com 74 observacdes, em funcdo de atributos do solo: fésforo
(P) mg dm™3 (miligrama por decimetro cubico); potassio (K) cmolc dm™3 (Centi-
mol de carga (cmolc) de um nutriente por decimetro cubico); Célcio (Ca) cmolc dm™ e
Magnésio (Mg) cmolc dm™3.

Dito isto, com o objetivo de verificar o comportamento da dispersao dos dados, inicial-
mente, é realizada uma andlise descritiva. As estatisticas descritiva para os dados de produ-
tividade do grao de soja estdo na Tabela 6. Percebe-se que os valores da média e mediana
estdo préximos, entdo, o que pode ser indicio de uma baixa dispersdo dos dados em relacao a
sua posicdo central. Ainda, verifica-se uma média homogeneidade dos dados vista pelo valor
do coeficiente de variacdo (Coeficientedevariacao(CV')). Pela anélise grafica do box-plot
(Figura 9(b)), percebe-se a presenca dos pontos discrepantes 1,677,1,661,1,518, e 1,797,

localizados nas posicbes amostrais 65,67, 68 e 69, respectivamente.
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Tabela 6 — Estatisticas descritivas para os dados da produtividade da soja (PROD) [t ha™'] ano 2016,/2017
de uma area comercial de 127,18 ha, de producdo de graos, localizada préximo ao municipio de
Cascavel, regido Oeste do Paranad (PR)

Varidvel n Média @; Mediana @3 Min. Max. SD  Var CV (%)
Prod 74 3,057 2,799 3,151 3,438 1518 4,030 0,547 0299 17,911

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Prod: Produtividade da soja, n: nimero de observacées, Min.: minimo, 1st Q1: primeiro quartil, (Q3: terceiro
quartil, Max.: maximo, SD: Desvio padrdo, CV: coeficiente de variacdo. Var: Varidncia.

Pelo grafico post-plot ( Figura 10(a)), percebe-se que os valores altos estdo distribuidos
em toda area amostral, assim, verifica-se visualmente que n3o existe tendéncia direcional.
Logo, é permitido a suposicdo de estacionariedade intrinseca, sendo, portanto, possivel ajustar
um modelo de semivariancia para explicar a variabilidade espacial do rendimento de soja.
A verificacdo da existéncia de dependéncia espacial é realizada pelo grafico de envelope (
Figura 10(b)), em que percebe-se a presenca de um ponto fora do envelope, portanto, existe
dependéncia espacial da variavel rendimento de soja. Com relacdo a isotropia, para dados de

produtividade da soja, foi verificada no trabalho de Dalposso, Uribe-Opazo e Bastiani (2021).

Figura 8 — Semivariograma experimental, 9(a), boxplot em 9(b) para varidvel produtividade da soja em
(t ha~!) referente ao ano agricola 2016/2017.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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Figura 9 — Post-plot da distribuicdo espacial dos pontos em 10(a) e grafico de envelope das funcdes semi-
variancias em 10(b) para variavel produtividade da soja em (¢ ha™!) referente ao ano agricola

2016/2017.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

2.7.1 Modelagem geoestatistica

Para modelagem do rendimento médio de soja considerando uma estrutura de dependén-
cia espacial, adota-se um processo estocastico Gaussiano {Z(s) : s € R?}. Desta forma,
considera-se um conjunto de realizacdes Z(s), -, Z(s,) conhecidas em diferentes localiza-
cOes espaciais sy, - - - , S,. Portanto, admite-se que os dados podem ser mapeados pelo modelo

linear espacial
Z(s;) = plsi) + €(si),

em que u(s;) corresponde a parte deterministica ou tendéncia do processo, sendo funcdo das
varidveis explicativas. Por outro lado, o termo €(s;) denota a componente estocastica, que
assume-se ter média zero e variancia determinada pela funcdo de covariancia C(s;,s; + h) =
Cov(e(s;), €(s;+h)), sendo h um incremento para localizagdo espacial s;. Desta maneira, para
definir a estrutura de dependéncia espacial, considera-se o vetor paramétrico ¢ = (¢1, @2, @3),
cujas entradas indicam o efeito pepita, variacdo estrutural e escala, respectivamente. Sendo
assim, considera-se que variavel rendimento de soja assume uma distribuicao normal multiva-
riada Z ~ (X8, ¢11, + ¢2R(¢3)), em que X e B é uma matriz de ordem n X p de covariaveis

e um vetor paramétrico de ordem p x 1, respectivamente. Enquanto R(¢3) denota alguma



66

matriz de covariancia espacial. Aqui, R sao obtidas das familias de covariancias Wendland e
Matérn.

Contudo, nos trabalhos de Zhang (2004) e Bevilacqua et al. (2019) é mostrado que se
o parametro de suavizacdo, para as familias Matérn e Wendland, respectivamente, sdo fixos

e conhecidos, entdo, as estimativas dos parametros n3o sdo consistente. Com isso, como

alternativa foi sugerido uma reparametrizacdo definindo o parametro micro 7 = ﬁ (Dalposso,
3
Uribe-Opazo e Bastiani (2021)) e 7 = % (Bevilacqua et al. (2019)), para as familias

3
Matérn e Wendland, respectivamente. Desta maneira, considerando ¢3 fixo, fazendo ¢ = 7

e ¢o = T entdo, a matriz de covariancia assume a forma linear ¥ = 1 I,, + 7R(¢3).
Desta forma, considerando o uso de covariaveis para o estudo, entao, o valor médio para

o rendimento da soja na localizacdo espacial s € R? fica determinado por (2.51).

u(s) = Bo + Brx1 + Bowa + Baws + Paa, (2.51)

em que T1,T9,x3 € x4, denotam as covaridveis fosforo (P), potassio (K'), Célcio (Ca) e
Magnésio (M g), respectivamente, e o é um vetor de um's. Estes, compordo as entradas das
linhas da matriz X, enquanto os valores dos 3's compordo o vetor de parametros a serem
estimados.

Os parametros de ajuste foram estimados por Maxima Verossimilhanca. Para determinar
os parametros iniciais utilizou-se o0 método de estimacdo dos Minimos Quadrados Ordinarios
(OLS). Os detalhes de ambos os métodos foram apresentados na Secdo 2.4. O pardmetro
que controla o decaimento da funcdo de correlacdo (¢3) foi considerado fixo iguais a 1,609;
1,609; 1,73, 1,2; 0,5; 0,379; 0,273 e 0,224, nesta ordem para os parametros de suavizaciao
k=0,1,2e3, v=0,51,52,5 e 3,5, para familias Wendland e Matérn, respectivamente,
os quais foram estimados por OLS. Os resultados estdo na Tabela 7. Os erros padrdes estao
indicados entre parenteses.

Observa-se que os parametros estimados para a parte deterministica 3's, foram semelhan-
tes para todos os casos das funcdes de correlacdo Wendland para varios valores de suavizacao
k. Similarmente, considerando os diferentes valores de suavizacdo da familia Matérn, os para-
metros da média obtiveram pouca variacdo. Na comparacdo entre as duas familias notou-se
que em todos os casos houve perda de célcio (Ca), indicando uma deficiéncia no solo, covaria-
vel esta importante para o crescimento da cultura. Com relacdo aos parametros que definem
a estrutura de dependéncia espacial, para a Wendland o efeito pepita foi maior que a variacdo

estrutural, exceto para xk = 2. Por outro lado, a menos com suavizacdo de 3,5, para familia
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Matérn os resultados foram estritamente inverso. Com relacdo a forca da dependéncia, temos
que a forca do modelo vista pela medida F'M aumenta de acordo com a escolha do para-
metro de suavizacdo. Intuitivamente, em analogia com o indice de dependéncia definido em
Biondi, Myers e Avery (1994), o indice de dependéncia espacial /DE indica uma moderada
dependéncia espacial para os casos da Wendland. No caso da Matérn o IDFE indica forte
dependéncia espacial com k = 0,5;1,5;2,5 e moderada para x = 3,5. Obviamente tais re-
sultados s3o influenciados pelas estimativa dos parametros que dependem dos valores iniciais,

entdo, afirmativas neste sentido devem ser avaliadas com cautela.
Tabela 7 — Parametros estimados por método méaxima verossimilhanca para modelo com covaridncia espacial

de Wendland (W) e Matérn (M) para varios valores do pardmetro de suavizagdo x e v, para os
dados da variavel produtividade da soja em (t x ha=!) do ano agricola 2016,/2017, com ¢3 = 1,2.

. Bo B Ba Bs Ba b1 o cv  AIC  IDE(%)

- —— P K Ca Mg —_—— —== —== === (FM)

w_o 3480 0003 0395 -0009 0067 0222 018 0372 118226 19,303
(0,394)  (0,006) (0,577) (0,010) (0,100) (0,079) (0,137) ——— ———  (0,425)

w_, 3513 0002 -0442 0009 0050 0250 0223 0368 118723 23,665
(0,370)  (0,006) (0,585) (0,010) (0,099) (0,060) (0,203) ——— ———  (0,502)

_o, 3504 0002 0434 -0009 0059 0250 0767 0378 118587 38,525
(0,367)  (0,006) (0,585) (0,010) (0,099) (0,058) (0,704) ——— ———  (0511)

w_g 3402 0003 0388 -0009 0060 0232 0209 0367 117,064 17,412
(0,362) (0,006) (0,581) (0,010) (0,099) (0,053) (0,159) ——— ———  (0,512)

M—0,5 2918 0003 0056 -0,003 0108 0000 0273 0377 121,725 31,700
(0,330)  (0,006) (0,552) (0,009) (0,100) (0,091) (0,092) ——— ——— (0317

M—1,5 2934 0004 -0038 -0003 0105 0034 0239 0382 120967 35827
(0,320)  (0,006) (0,550) (0,009) (0,100) (0,119) (0,120) ——— ——— (0,400

M—255 2934 0004 -0044 -0003 0105 0052 0221 0382 120,787 35519
(0,320)  (0,006) (0,548) (0,009) (0,100) (0,176) (0,136) ——— ———  (0,439)

M—35 281 0003 0149 -0003 0122 0147 0140 0,373 120480 21,628
(0,350)  (0,006) (0,574) (0,010) (0,104) (0,262) (0,120) ——— ———  (0,444)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Nota: CV = Validacdo cruzada. M - k : Matérn com suavizacdo k. W - k : Wendland com suavizacio k.
(P)-fésforo, (K)-potéssio, (Ca)-Calcio e (M g)-Magnésio.

Desta forma, a escolha da estrutura de covariancia para o modelo de ajuste é realizada pelo
critério de validac&o cruzada (CV) (detalhes podem ser consultados em De Bastiani (2016)) e
AIC. Assim, foi selecionado o modelo com estrutura de covariancia Wendland cujo parametro
de suavizacao é k = 3, pois, 0 mesmo apresentou o menor valor para validacdo cruzada
CV = 0,367 e AIC = 117,064. Entdo com o parametro de suporte ¢3 = 1,2 tem-se um

raio de dependéncia espacial entre amostras igual a 0, 6168 metros.
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2.7.2 Influéncia local

Nesta subsecdo s3o aplicadas as técnicas de diagndstico de influéncia local, através de
gréficos dos coeficientes (C; X i) e |L,,42|, com objetivo de identificar os pontos que possam
ser influentes na estrutura de dependéncia espacial da varidvel produtividade da soja. A medida
correspondente aos valores de C; e 1,,,, sdo denominadas de influéncia local total e direcdo
maxima da curvatura normal, respectivamente. A metodologia é empregada utilizando um
esquema de perturbacdo do tipo aditivo na resposta Z, = Z + \/Mw apresentada na Secdo
2.5.1, em que w denota um vetor de perturbacdo. Para selecionar os niveis de referéncia, quer
dizer, a linha de corte para classificacdo de observacdes como influentes, descrita pela linha
horizontal pontilhada (Figuras 11(a) e 11(b)), é aplicada a técnica de classificacdo a partir de
intervalos percentilico obtidos por jackknife-after-bootstrap definida em 2.5.2.

Figura 10 — Influéncia local a partir da curvatura normal total C; x ordem das observacdes (11(a)), e direcdo

méxima da curvatura normal |l,;,q.|x ordem das observacdes (11(b)) para o modelo selecionado
de produtividade da soja.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Notamos que as observactes #39, #52, #61 e #64, correspondendo aos valores de produ-
tividade 2,927; 3,511; 3,543 € 3,400 (¢ ha™') (toneladas por hectare), respectivamente, fo-
ram destacadas como potencialmente influentes no grafico de C; (Figura 11(a)). No grafico (Fi-
gura 11(b)) destacou-se como potencialmente influentes as observacdes #21, #52, #61, #69
e #74, correspondendo aos valores de produtividade 3,208; 3,511; 1,797 e 2,835 (¢t ha™!)
(toneladas por hectare), respectivamente. Dentre estes, a observacdo #69 também foi desta-

cada no grafico box-plot (Figura 9(b)).
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Com isso, tendo em vista que as observacdes #52 e #61 foram destacadas em ambos
os graficos, e a observacdo #69 identificada no box-plot e |1,,,.|, entdo, estes pontos foram
retirados do conjunto de dados e realizada a analise novamente. A partir dos resultados obti-
dos na Tabela 8, verifica-se que observacdes #52, #61 e #69 exercem pouco influéncia nas

estatisticas descritivas, pois houve pouca variacdo nos resultados.

Tabela 8 — Estatisticas descritivas para variavel produtividade da soja (Prod(t ~ ha~!)) com e sem a presenca
das observacdes potencialmente influentes (Prod*(t ~ ha™!)), e quando excluidas individualmente

452, #61 e #69.

Varidvel n  Média @Q; Mediana @3 Min. Max. SD Var  CV (%)
Prod 74 3,067 2,799 3,151 3,438 1,518 4,030 0,547 0,299 17,911
Prod* 71 3,071 2817 3,159 3,433 1518 4,030 0,534 0,285 17,394
#5273 3,060 2800 3,159 3,444 1518 4,030 0550 0,303 17,986
#61 73 3,060 2,799 3,144 3,421 1518 4,030 0548 0,300 17,975
#69 73 3,074 2800 3,159 3,444 1518 4,030 0,531 0,282 17,262

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Prod: Produtividade da soja, n: nimero de observacées, Min.: minimo, 1st Q1: primeiro quartil, QQ3: terceiro
quartil, Max.: maximo, SD: Desvio padrdo, CV: coeficiente de variacdo. Var: Variancia.

2.7.2.1 Influéncia das observacbes potencialmente influentes nas estimativas dos parametros

Fundamentado na andlise de influéncia precedente para o modelo proposto, aqui, expde-se
os resultados e consideracdes do processo de estimacdo dos parametros, por maxima verossimi-
lhanca, para o modelo Wendland com suavizacdo x = 3, quando se é excluida simultaneamente
e/ou individualmente as observacdes classificadas como potencialmente influentes.

Com isso, e com vistas na Tabela 9, verifica-se que as estimativas para o parametro do
efeito pepita (¢1), ndo houve aumento apenas na exclus3o individual da observacdo #52, em
que manteve o mesmo resultado quando dos dados completos. Neste mesmo cenario, o para-
metro da varidncia estrutural ou contribuicdo (¢), na aproximacdo, é permitido afirmar que
também nao houve alteracdo com relacdo as estimativas com os dados completos. Ademais,
as influéncias significativas na estrutura de dependéncia espacial, vistas nas alteracoes das
estimativas de ¢; e ¢, ocorreram na exclusdo conjunta das observacoes e potencialmente

influentes, e individualmente #61 e #69.
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Tabela 9 — Pardmetros estimados por ML sem a presenca individual e/ou conjunta de observacdes potencial-
mente influentes. Desvios padrdes sdo apresentados entre parénteses.

Dados Bo B B B B b1 b IDE(%)
3,402 0,003 -0,388 -0,009 0,069 0,232 0,209 17,412

Todos  0362) (0.006) (0581) (0.010) (0,099) (0,053) (0150) — — —
(52,61, 69) 3,054 0,009 0,370 -0,018 0,214 0,245 0,094 10,199
(0,417) (0,006) (0,590) (0,012) (0,101) (0,047) (0,110) ———

1459 2,969 -0,002  -0,557 0,003 0,135 0,232 0,208 17,364
(0,385) (0,007) (0,587) (0,010) (0,103) (0,054) (0,159) —— —

461 3,104 -0,002 -0,515 -0,003 0,169 0,239 0,173 15,452
(0,390) (0,006) (0,585) (0,012) (0,102) (0,052) (0,146) — — —

1469 2,990 -0,003 -0,604 0,000 0,208 0,240 0,116 11,970
(0,360) (0,006) (0,579) (0,010) (0,098) (0,047) (0,118) — — —

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Com relagdo as estimativas dos parametros que definem a média (5;)'s,i = 0,1,...,4,

ocorreu variacdes para todos os casos, notadamente mais expressivas nas exclusoes individuais,
sobretudo as estimativa de (5; em que sua influéncia na resposta muda de direcdo (vista pela
alternancia de sinal). O mesmo ocorre para /33 que sua influéncia na resposta muda de direcdo
na exclusdo do ponto #b52 e se anula para observacdo #69. Ainda, verifica-se alteracoes
significativas paras os erros padrdoes em todos dos casos. Além disso, fica evidente que a
exclusdo das observacdes potencialmente influentes reduziu, significativamente, a dependéncia
espacial entre as amostras vista pela reducdo do IDFE. Neste caso, destaca-se o caso da
exclusdo de todas as observacGes potencialmente influentes, e a retirada individual do ponto
#69, em que o I DFE reduziu-se do intervalo de classificacdo moderada para fraca dependéncia
espacial. Portanto, a modelagem deve ser realizada com cautela sob a presenca ou ndo da

observacdo #69, pois a mesma também foi destacada como outlier no grafico BoxPlot (Figura

9(b)).

2.7.2.2 Influéncia das observacdes potencialmente influentes na confeccdo dos Mapas de

predicdo

A partir das andlise precedentes, e definicio do modelo tedrico de semivariograma, entdo,
com o objetivo de reconstruir a area continua em estudo, permitindo assim inferir sobre a
variabilidade espacial do rendimento do grao de soja, realiza-se aqui, o processo de interpolacao

por Krigagem Universal (ver Diggle e Ribeiro (2007)), haja vista a inclusdo de covariaveis,
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conduzindo a constru¢do dos mapas de variabilidade espacial (Figuras 11, 12 e 13).

A produtividade média da soja, quando considerada todas as observacdes (Figura 12(a)),
obteve um valor maximo de 3,26 e um valor minimo igual a 2,27 ¢ ha=!. Quando s3do
excluidas as observacdes potencialmente influentes os valores maximo e minimo foram 3,10 e
2,23, 3,16 e 2,21, 3,11 e 2,11, 3,35 e 2,45, nesta ordem, quando excluidas as observacoes
#52, #61 e #69, observacao #52, observacao #61 e, observacao #69, respectivamente.
Nota-se, ainda, que os maiores rendimentos médios distribuem-se em parte da regiao sudoeste
passando por sul com direcdo ao nordeste do mapa. Os valores menores concentraram-se,
exclusivamente, na regido norte com tendéncia para o noroeste. O menor valor minimo pra
produtividade foi quando excluida a observacdo #61 (Figura 13(b)), enquanto o maior valor
méximo quando excluida a observacdo #69 (Figura 13). Com isso, verifica-se que em todos os
casos, as observacdes potencialmente influentes, alteraram de forma significativa a geracao dos
mapas. Ademais, destaca-se a observacdo #69, que com sua exclusdo foi a que apresentou
maior diferenca nos mapas com relacao ao mapa com todas observacdes, visto pela regidao
noroeste com alta concentracao de valores pequenos.

Dessarte, verifica-se que as observacdes consideradas como influentes exercem um papel
importante na confeccao dos mapas, visto que, a presenca ou n3o destas, provocou alteracoes
consideraveis nos mapas de previsdo. Diante disto, a analise geoestatistica da regiao em estudo
deve ser realizada com cautela na presenca ou nao destas observacdes, sobretudo, nas regides
em que as mesmas foram amostradas. Portanto, a partir da analise dos mapas é possivel
localizar as zonas em que ocorrem as maiores e menores estimativas para o rendimento médio
da soja, assim, poderdo ser utilizados para gerenciar a variabilidade espacial do rendimento

médio de soja da area em estudo, influenciando nas praticas de manejo.
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Figura 11 — Mapas para os valores previstos de produtividade da soja em (¢t ha™!) na safra 2016/2017 para
a funcdo de covaridncia de Wendland com suavizagdo x = 3, 12(a) com todos os pontos e 12(b)
sem as observacdes #52, #61 e #69.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Figura 12 — Mapas para os valores previstos de produtividade da soja em (¢t ha™') na safra 2016/2017 para
a funco de covaridncia de Wendland com suavizacdo k = 3, 13(a) sem a observacdo #52, e
13(b) sem a observacdo #61.
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Figura 13 — Mapas para os valores previstos de produtividade da soja em (¢t ha™!) na safra 2016/2017 para
a funcao de covariancia de Wendland com suavizacdo x = 3 sem a observacdo #69.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

2.8 CONSIDERACOES FINAIS DO CAPITULO

Em resumo, este Capitulo apresentou um estudo das funcées de covariancia pertencentes a
familia Wendland em uma aplicacao geoestatistica. Esta abordagem mostrou-se interessante,
no sentido de que é importante estudar o comportamento de funcdes de covaridncia além das
mais populares. Sua flexibilidade por meio de um pardmetro de suavizacdo a colocou como
uma forte concorrente da familia Matérn. A aplicacao por meio de conjunto de dados da
produtividade da soja, mostrou que a metodologia aplicada foi eficiente para detectar pontos
potencialmente influentes. Neste caso, os resultados mostraram que os pontos classificados
como influentes afetaram as estimativas dos pardmetros que definem a estrutura de depen-
déncia espacial e influenciaram na construcdo dos mapas, isto é, a exclusdo das observacdes

ocasionaram alteracoes na distribuicao espacial do rendimento médio da soja.
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3 UM NOVO CRITERIO PARA SELECAO DA MATRIZ DE CORRELACAO DE
TRABALHO EM MODELOS ESPACIAIS DE QUASI - VEROSSIMILHANCA

3.1 RESUMO

Assim como na proposta original (para dados longitudinais), a modelagem das Equacdes
de Estimacao Generalizadas - EEG, aplicada em anélise de dados espacialmente correlacio-
nados, requer que seja especificada uma matriz de correlacdo. Geralmente nomeada matriz
de correlacdo de trabalho, tem como caracteristica influenciar as estimativas dos parametros
de regressao, que sdo altamente sensiveis a escolha da matriz de correlacdo. Com isso, sua
correta especificacao pode garantir estimadores eficientes para os parametros de regressao.
Diante disso, neste estudo propde-se um novo método de selecdo da matriz de correlacdo de
trabalho, baseado no condicionamento da matriz de variancia-covariancia naive. A avaliacdo
da performance do método é realizada por um estudo de simulacdes, utilizando as distribuicdes
marginais da Normal, Poisson e Gama para dados espacialmente correlacionados. A especifica-
cdo da estrutura de correlacdo é baseada em modelos de semivariogramas, utilizando as familias
Wendland, Matérn e modelo Esférico. Os resultados revelam que o critério proposto resultou
em um melhor desempenho em comparacdo com os critérios concorrentes quasi-likelihood un-
der the independence model criterion (QIC), Critério de Informacdo de Correlacdo (CIC), e
Rotnizky and Jewell’s criterion (RJC), com relacdo as taxas de acerto da verdadeira estrutura
de correlacdo espacial dos dados simulados. Um exemplo numérico de selecdo da estrutura de
correlacao espacial apropriada foi mostrado utilizando os dados de precipitacao média para o
primeiro semestre de 2021 no estado de Pernambuco, Brasil. Uma anélise de diagnéstico é
desenvolvida, em que sao obtidas medidas de influéncia local sob os esquemas de perturbacdes
no preditor linear e na matriz de correlacao de trabalho. Para estas medidas considera-se as

distribuices Binomial, Poisson, Binomial negativa, Gama e Normal inversa.

3.2 INTRODUCAO

O modelo de regressao normal foi, e ainda é, considerado uma ferramenta poderosa para
modelagem e andlise de dados. No entanto, seu emprego requer que sejam satisfeitas algu-
mas suposicdes, como normalidade, independéncia e homoscedasticidade dos erros. Segundo

Paula (2013) esta metodologia foi largamente utilizada para descrever diversos fenémenos
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aleatdrios, inclusive em situacoes que as suposicdes de normalidade n3o eram satisfeitas ou
aplicaveis. E nestes casos, algum tipo de transformac3o era sugerida para que assim as suposi-
cOes pré-estabelecidas fossem atendidas, apesar de a época existiam aplicacoes com modelos
n3do lineares ou ndo normais.

Foi entdo que no inicio da década de 70 uma nova classe de modelos de regressao foi
proposta por Nelder e Wedderburn (1972). Denominada de Modelos Lineares Generalizados (
Generalized Linear Models - Modelo linear generalizado (GLM)), que de acordo com os autores
incluem, como casos especiais, modelos de regressao linear e analise de varidncia e modelos de
resposta multinomial para dados de contagem e alguns modelos em geral usados para dados
de sobrevivéncia.

A vista disso, os GLM's consistem em expandir o leque de opcdes para a distribuicio da
variavel resposta, permitindo que a mesma pertenca a familia exponencial de distribuicGes, além
de permitir maior flexibilidade para a relacdo funcional entre a média da variavel resposta e o
preditor linear 7, (PAULA, 2013). Isto é, permitem dilatar as suposicdes inicialmente admitidas
e estudar ndo somente as relacdes entre as varidveis explicativa e a varidvel resposta. Posto
isto, fica evidente que a classe dos GLM's sdo capazes de modelar uma variedade de dados.
Apesar disso, devido a sua limitacdo de exigir que os erros sejam independentes, os mesmos
ndo sdo capazes de modelar dados correlacionados, incluindo dados com estrutura espacial,
longitudinais ou multiniveis. Para contornar esta problematica, uma alternativa é utilizar os
Modelos Lineares Generalizados Mistos ou modelos de quasi-verossimilhanca.

Os Modelos Lineares Generalizados Mistos (Modelos lineares generalizados mistos (MGLM))
sao extensdes dos GLM's obtidos a partir da inclus3o de variaveis aleatérias ndo observaveis, ou
seja, os efeitos aleatdrios no preditor linear, os quais sdo amplamente utilizados em analise de
dados geoespaciais. Por outro lado, os modelos de quasi-verossimilhanca, o qual sera utilizado
neste Capitulo, também podem ser estendidos para anélise de dados geoespaciais, contudo,
sem a especificacdo de uma distribuicdo. Para este caso, bastando indicar uma relacdo entre a
média e a variancia, utilizando alguma funcao de variancia. Esta classe de modelos foi proposta
por Wedderburn (1974) como uma generalizacdo das ideias de Nelder e Wedderburn (1972)
e, posteriormente estendidos por McCullagh (1983), Nelder e Pregibon (1987). Ademais, no
que tange a analise de dados correlacionados os primeiros trabalhos remota de Stiratelli, Laird
e Ware (1984) em que consideram um modelo linear logistico misto para analise de dados
longitudinais. Os autores Zeger, Liang e Self (1985) propuseram através de extensGes da re-

gressao logistica modelos que geram estimativas consistentes dos parametros de regressao e da
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variancia sob dependéncia no tempo e, Liang e Zeger (1986) desenvolveram uma técnica que
permitem o estudo de varidveis aleatérias correlacionadas nao gaussianas, nomeadas Equacoes
de Estimacdo Generalizadas (EEG's), que podem ser utilizadas para estimacdo dos pardmetros
nos modelos de quasi-verossimilhanga. A partir destas ideias, Albert e McShane (1995) e Lin,
Clayton et al. (2005) utilizaram as EEG's aplicadas a dados binarios com dependéncia espacial,
modelando uma matriz de correlacdo de trabalho usando uma funcdo baseada na estrutura do
semivariograma.

Portanto, as EEG's permitem modelar de forma explicita a estrutura da correlacao dos
dados, sendo assim possivel ajustar a variabilidade entre as observacdes além de fornecer esti-
mativas consistentes dos parametros de regressao. Desta forma, desde o advento dos modelos
de quasi-verossimilhanca e das EEG's, divervos trabalhos tem sido proposto na literatura. Por
exemplo: Nelder e Pregibon (1987) estenderam a funcdo de quasi-verossimilhanca para permi-
tir comparar as func¢des de varidncias. Huzii (1988) examinaram o comportamento da funcdo
condicional de quase - verossimilhanca em séries temporais. Zeger, Liang e Albert (1988) uti-
lizaram uma abordagem das EEG's para modelar dados longitudinais nos casos continuos e
discreto. Vos (1992) mostrou que as estimativas de maxima quasi - verossimilhanga consti-
tuem um caso especial de uma familia de estimadores do tipo f—divergéncia minima. Chang
(1999) mostrou a consisténcia para as estimativas de maxima quase - verossimilhanca. Chang
(2000) aplicam a teoria das EEG's para anilise dos residuos no estudo de dados longitudinais.
Cantoni, Flemming e Ronchetti (2005) estabeleceu critérios de selecdo de varidveis em mo-
delos longitudinais marginais. Godambe e Heyde (2010) estabelecem uma definicdo geral de
equacgdes de estimativas de quasi - verossimilhanca. Guan, Jalilian e Waagepetersen (2015)
mostraram que os métodos de quase - verossimilhanca sdo estatisticamente eficientes para da-
dos de pontos espaciais. Nava et al. (2017) consideraram um modelo de distribuicdo marginal
binomial na realizacdo de um estudo de influéncia local com uma aplicacdo para dados com res-
posta espacialmente correlacionadas. Deng et al. (2017) propuseram um novo procedimento de
quase-verossimilhanca de segunda ordem para estimar os parametros em processos de pontos
espaciais, no qual sdo obtidas funcGes de estimativa de primeira e segunda ordem combinadas
linearmente com func¢des de peso apropriadas. Chu (2017) propde o uso de estimativas de
maxima quasi-verossimilhanca para estimar modelos de correcao de erros de grandes painéis
de dados com covariaveis estacionarias, ndo estacionarias e erros espacialmente dependentes.
Cerovecki et al. (2019) desenvolveram uma abordagem alternativa de quasi-verossimilhanca

para modelos funcionais. Sato e Matsuda (2020) empregam uma extensdo dos modelos de
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heteroscedasticidade condicional autorregressiva generalizada (GARCH), utilizando como pro-
cedimento de estimacdo dos parametros funcdes de quasi-verossimilhanca. Sutradhar e Oyet
(2020) utilizam funcdes de quasi-verossimilhanca generalizada para inferéncia em modelo de
correlacao de dados binarios espaciais usando uma abordagem de modelo /logistic misto, em
que correlacdes de pares sao calculadas acomodando dentro e entre correlacdes para respostas
em pares. Manuel e Scalon (2020) aplicam as EEG’s no estudo de dados de rede espacial
modelando a matriz de correlacao de trabalho espacial usando o indice de Moran e a matriz
de peso espacial. Li, Cai e Li (2021) apresentam os modelos de quasi-verossimilhanca para
estimativa e inferéncia de pardmetros desconhecidos em modelos lineares de efeitos mistos de
alta dimensao.

Contudo, apesar de ser amplamente utilizada, a abordagem das EEG's ainda tem sido pouco
explorada no contexto da andlise de dados espacialmente correlacionados. Sua aplicacao requer,
a priori, que seja especificada uma matriz de correlacdo, comumente nomeada de correlacao de
trabalho. Esta matriz é geralmente desconhecida e representada por R(y), em que ¢, também
desconhecido, é um vetor paramétrico de correlacdo que caracteriza completamente a matriz
R. De modo geral, as EEG's tem como ponto forte gerar estimativas consistentes para os
parametros de regressao, mesmo que a matriz de correlacao de trabalho nao seja especificada
corretamente, ver Venezuela, Sandoval e Botter (2011). No entanto, uma especificacdo da
matriz de correlacido de trabalho que se aproxima da verdadeira matriz correlacdo que gerou
os dados, podera melhorar a eficiéncia dos estimadores dos parametros, sobretudo em pequenas
amostras.

Nesta vertente, a literatura dispde de vérios critérios para auxiliar na escolha da melhor
matriz de correlacdo de trabalho. Dentre os mais populares estdao os Rotnizky and Jewell's
criterion (RJC), quasi-likelihood under the independence model criterion (QIC), e Critério de
Informacdo de Correlacdo (CIC). O Rotnizky and Jewell’s criterion foi inicialmente proposto
por Rotnitzky e Jewell (1990), que sob a hipdtese da verdadeira matriz de correlagdo, avaliaram
o comportamento assintético da estatistica de teste Wald. Posteriormente, e embasados nestas
ideias, Hin, Carey e Wang (2007) descreveram o critério RJC para avaliar seu desempenho em
comparacdo com o QIC na selecdo da estrutura da matriz de correlacdo de trabalho, utilizando
simulacdes com resposta gaussiana ou binomial. Este dltimo critério (QIC) foi apresentado por
Pan (2001). Para seu desenvolvimento, o autor baseou-se no conhecido critério para selecdo
de modelos, Critério de Akaike (AIC), propondo uma modificacdo para acomodar a selecdo de

modelos sob EEG. Apesar de ser criado para selecdo de modelos em EEG, tem sido amplamente
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utilizado como critério de escolha da matriz de correlacao de trabalho. E por isso, os autores
Hin e Wang (2009) sugeriram utilizar metade do segundo termo do QIC, dando origem ao
CIC. Justificando-o que o primeiro termo do QIC, por utilizar apenas a quasi-verossimilhanca,
ndo exerce influéncia sobre informacdes da matriz de correlacdo de trabalho.

Estes critérios, bem como alguns outros n3o tao populares, foram estabelecidos no contexto
da analise de dados longitudinais. Ademais, pouco se conhece sobre o desempenho relativo, de
cada critério, com relacdo a selecao de uma estrutura da matriz de correlacao de trabalho 6tima
para melhorar a eficiéncia dos estimadores de regressao. Quando os dados s3o georreferenciados
com uma estrutura de correlacdo gerada a partir de algum modelo de semivariograma, nada
se sabe sobre o desempenho destes critérios.

De modo geral, os autores Zhao, Prentice e Self (1992) fornecem resultados importantes
sobre a perda de eficiéncia das estimativas dos parametros de regressao sob EEG, quando a
especificacdo da matriz de covariancia da variavel resposta é incorreta. Nesta mesma linha,
Sutradhar e Das (1999) os autores examinaram a perda de eficiéncia dos estimadores de regres-
sdo devido a especificacdo incorreta da estrutura de correlacdo, baseados no trabalho original
de Liang e Zeger (1986) com covaridveis em niveis de cluster. Posteriormente, Sutradhar e
Das (2000) estudaram a problematica realizando uma avaliacdo computacional, com base em
uma matriz de correlacdo de trabalho independente. Com isso, os autores compararam os
estimadores sob independéncia e sob uma estrutura de correlacdo AR(1). Assim, concluiram
que a eficiéncia dos estimadores esta fortemente vinculada a correta especificacdo da matriz
de correlacao de trabalho.

No ambito da analise de dados espacialmente correlacionados, a abordagem por EEG
inicia-se definindo um vetor Z = (Z(s;) = z1,...,Z(s,) = 2,)' de varidveis respostas
observadas em diferentes localizacdes si,...,s, € S C R2 Entdo, a partir da proposta de
Liang e Zeger (1986) a matriz de covaridncia espacial é definida por V.= A'/?R(p)A/?,

desde que se assuma um estimador consistente para os parametros de correlacdo espacial

2

2)) é uma matriz de varidncias dos dados com ¢ definindo a

p, e A = diag(c(a?,... o
dispersdo. Aqui, considera-se ¢ = 1. Desta forma, as estimativas de quasi-verossimilhanca,

para os parametros do modelo de regressdo, sdo obtidas pela solucdo da funcao escore
U=D'VZ-p),

em que o vetor de médias tem elementos y; = g(x, 3), para alguma funcdo g(-) monétona,

diferenciavel e invertivel. E x é um vetor de ordem p X 1 que representam as entradas das
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linhas da matriz de covariaveis e, 8 de ordem p x 1 é um vetor de parametros do modelo de
regressdao. D é uma matriz de derivadas da média com relacdo a 3.

Devido a forma nao fechada da funcao escore, sua solucao é realizada por algum método
iterativo. Ent3o, dado um estimador consistente para os parametros da estrutura de correlacao,
um estimador consistente para os parametros de regressao, disponivel na literatura como por
exemplo nos trabalhos de Prentice (1988), Albert e McShane (1995), Venezuela, Botter e
Sandoval (2007) e Nava et al. (2017), é dado por:

3= (o) () o)) o) (9 ) o

Com isso, um estimador robusto (ou sanduich) e consistente para variancia é:
Vip = (D'V'D)  (D'V'Cov(Z)V'D) (D'V'D)

em que Cov(Z) = (Z — ju) (Z — 1) ". Note que, se a matriz de trabalho coincide ou é préxima

da verdadeira matriz de correlacdo de trabalho, entao, A% aproxima-se ou coincide com Cov(Z).

Neste caso, o estimador de variancia-covariancias robusto reduz-se a um estimador 4timo,

comumente nomeado de naive, e dado por:

N A A A\ —1
Vy=(D'V'D) .

Portanto, qualquer que seja a matriz de correlacdo de trabalho, dado um vetor n3o-nulo
X, temos que

XT(VTOZ) - vN>X Z 07

isto é, a diferenca entre os estimadores robusto e naive resulta em uma matriz definida nao-
negativa. Logo, uma matriz de correlacdo de trabalho mal especificada podera resultar em
uma significativa perda de eficiéncia. Mas, este problema podera ser controlado pelo condi-
cionamento da matriz Vy, haja vista sua influéncia no controle da propagacao dos erros de
arredondamento na Equacio iterativa (3.1).

O condicionamento ou niimero de condicao matricial esta fortemente relacionado ao con-
ceito de eficiéncia numérica, sobretudo em problemas que envolvem inversdo matricial. Para
este estudo, nos motivamos no fato de que o estimador robusto depende da inversdo de ter-
mos equivalentes ao estimador VN. Neste caso, se VN ¢ mal condicionada, ent3o, Vrob tende
a ser mal condicionado. Ainda, com relacao a eficiéncia numérica do estimador descrito na
Equacdo (3.1), o processo iterativo depende da inversdo matricial repetidas vezes até a conver-

géncia. Ent3o, o mal condicionamento da matriz V5 podera prejudicar a eficiéncia numérica
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do estimador B podendo ainda ser dilatada pelos erros de arredondamento e aproximacao
numeérica.

Com isso, neste estudo, propomos um novo critério para auxiliar na selecdo da matriz
de correlacdo de trabalho espacial em EEG, com base no nimero de condicdo da matriz de
variancias-covariancias naive. Particularmente, esta proposta é direcionada a anélise de dados
espacialmente correlacionados. O critério é construido similarmente ao RJC, com a diferenca
que ao invés do traco das matrizes de variancias-covariancias estimada, introduzimos os concei-
tos de norma e condicionamento matricial. Além disso, adicionalmente, desenvolvemos algumas
medidas de influéncia local para varios membros da familia exponencial de distribuicGes, até
entdo ndo disponiveis na literatura no que concerne a dados espacialmente correlacionados.
Para avaliar o desempenho do critério proposto, realizamos um extenso estudo de simulacao e
comparamos os resultados com trés critérios bastante conhecidos na literatura. A originalidade
deste trabalho estd no fato de que n3o estio disponiveis na literatura critérios que auxiliem na
escolha da matriz de correlacao de trabalho, ou seja, matriz de correlacao geradas a partir de

algum modelo de semivariograma, sobretudo com o conceito de condicionamento matricial.

3.3 MODELO DE QUASI - VEROSSIMILHANCA CORRELACIONADO

. T .y . .
Seja Z = (Zy(s1), -+, Zn(sn)) um vetor de varidveis respostas observadas nas localiza-
cdes sy, - , S, pertencentes ao espaco R?. Por simplicidade ser4 usada a notacdo Z(s;) = z;
1 =1,---,n para indicar a varidvel resposta observada na localizacdo s;. Entdo, através de

uma abordagem por equacdes de estimacao generalizadas, para modelar a estrutura marginal

da média, assume-se que a distribuicio marginal de z; pertenca a familia exponencial, isto é:

f(zi) = exp{c[zi0; — a(6:)] + b(2i;6:)}

) 2 )

em que E(z;) = 865(9?) = p; e Var(z) = ¢ tA;, com A; = 88%(;1)
generalidade, considera-se ¢ = 1. Ainda, define-se g(-) como sendo uma fun¢do monétona,

. Sem perda de

diferenciavel e invertivel, tal que:

9(pi(si)) = m = xi3,
em que X; = (z;,--- ,x,) , € B, de ordem p x 1 é um vetor de pardmetros desconhecidos,
com X uma matriz de planejamento associada as covariaveis.
Desta forma, sob a suposicdo de independéncia, tem-se os Modelos Lineares Generalizados

(MLG's) propostos por Nelder e Wedderburn (1972). Neste caso, a funcdo escore e matriz de
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informac3o, respectivamente, sdo definidas por:

Ug = D'A Yz —p), (3.2)

Kg = D'A'D, (3.3)

Om .. O
8771 b ) ann
variancias. O leitor interessado por mais detalhes pode consultar os trabalhos de Artes (1997)

em que D = diag( ) e A = diag (Ay,---,A,) é a matriz da funcdo de
e Venezuela, Botter e Sandoval (2007).

Dito isto, considerando que ndo se conhece a distribuicido de z;, mas que A; é conhe-
cida como funcdo da média, entdo os autores Wedderburn (1974) definiram os modelos de
Quasi-verossimilhanca (QV). Esta classe de modelos que posteriormente foram explanadas
por (MCCULLAGH; NELDER, 1989), ostentam como principal caracteristica a construcdo de
uma pseudo - verossimilhanca, ndo exigindo de suposicdes acerca da classe de distribuicdo a
qual os dados pertencem, além de gerar estimadores eficientes. Ent3o, a ideia por tras desta
metodologia é encontrar uma quantidade que carregue em si a mesma informacdo que uma
funcdo de verossimilhanca usual, apenas com a especificacao da relacdo entre a média e a
variancia das observacbes sob a suposicio de uma estrutura de correlacdo. Neste caso, as
Equacdes (3.2) e (3.3), desde que se ignore a correlacdo existente entre as observacdes, sdo
nomeadas de funcdo quasi-escore e quasi-informac3o, respectivamente. Sendo assim, para in-
corporar a correlacdo Liang e Zeger (1986) e Zeger e Liang (1986) definiram as Equacdes de
Estimacdo Generalizadas (EEG), introduzindo uma matriz de correlagdo denominada matriz
de trabalho R(¢p), em que ¢ é um vetor de pardmetros de correlacdo que n3o depende de
B. Desta forma, as EEG's é vista na literatura como uma extensao natural das equacées das
equacdes de quasi-verossimilhanca, sendo os termos que definem a correlacdo tratados como

uma perturbacdo. Neste cendrio, os autores definem a matriz de variancias-covariancias como:
V = AR (p)AY?, (3.4)

desde que R seja a verdadeira matriz de correlacdo de z. Portanto, as Equacoes 3.5 e 3.6 sdo
reescritas como:

Up = D'V iz — ), (3.5)

Kj = D'V'D. (3.6)
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Note que, quando R é igual a matriz identidade as Equacdes (3.5) e (3.6) recuperam as
Equagdes (3.2) e (3.3).

A EEG definida a partir da funcdo quasi-escore (3.5), depende da matriz de variancias-
covariancias V, a qual depende do vetor de parametros ¢ associado a matriz de correlacdo
espacial R. Diante disso, os autores Liang e Zeger (1986) utilizam o método dos momentos
para escrever os parametros de correlacao e escala em funcdo dos residuos de Pearson. Entdo,
aplica-se algum método iterativo na solucdo da quasi - verossimilhanca para se estimar 3 e um
método robusto para estimar ¢o. Um estimador consistente e assintoticamente normal, obtido
por uma modificacdo do algoritmo escore de Fisher, dado um estimador consistente de ¢, esta
disponivel na literatura e, por exemplo pode ser encontrado nos trabalhos de Prentice (1988),

Venezuela, Botter e Sandoval (2007), Nava et al. (2017), o qual é dado pela Equacdo (3.7).
B(mﬂ) _ B(m) n [(f)(m))T (V(m))‘l (ﬁ(m))}l (]j(m))T (\‘/‘(m))_l (Z _ ﬂ(m>> . (3.7)

em que m =0,1,2,... é o passo de iteracdo. Desta forma, em cada passo, estimativas de ¢
devem ser fornecidas e aplicadas para atualizacoes das estimativas de D, V e p.

No artigo original de Liang e Zeger (1986), os autores advogam que se a matriz de corre-
lacdo de trabalho é especificada corretamente, entdo, um estimador para matriz de variancias-
covariancias, associada as estimativas dos parametros de regress3o é consistente, sendo obtido
por:

Vy (B)=(DV D) (38)

Contudo, na pratica a verdadeira matriz de correlacao é em geral desconhecida, portanto,
deve ser estimada. Neste caso, um estimador consistente para matriz de varidncias-covariancias
é dado por:

A

Voo (B) = (DTVD) (DY Cou(2)V D) (BTVD) . (39)

em que Cov(z) = (z — ) (z— ). Os estimadores (3.8) e (3.9) s3o nomeados de naive e

robusto, respectivamente.

3.3.1 Estimacao dos parametros de correlacdo espacial

Um estimador para o vetor de pardmetros associado a correlacdo de trabalho depende de
sua estrutura, a qual pode ser especificada de diferentes formas, dentre elas: autoregressiva de

primeira ordem, uniforme, n3o estruturada, M-dependente, espacial, dentre outras. Na hipdtese
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de o pesquisador possuir alguma informac3do sobre a estrutura de correlacdo dos dados, uma
alternativa é utilizar uma matriz de correlacao do tipo fixa. O que é a proposta aqui. Portanto,
utilizamos um estimador consistente sob um modelo de média e semivariograma especificado
corretamente estabelecido por Albert e McShane (1995), a partir de um processo iterativo
(ver Equagdo (3.11)).

Destarte, seja ¢ = (¢1, d2, ¢3)' com ¢y, s e ¢3 denotando o efeito pepita, contribuicdo
ou variancia do processo e parametro de escala, respectivamente. O pardmetro ¢, é visto como
variacbes em microescala, isto €, possiveis erros de medicdes. Por outro lado, ¢, mensura a
variancia do processo, enquanto ¢3 controla o decaimento da curva de correlacdo além de
definir a distancia para os quais as observacoes estdo espacialmente correlacionadas. Logo,
considerando a matriz de variancias-covaridncias definida pela Equacdo (3.4), entdo, a matriz

de correlacdo espacial R, de ordem n x n, aqui é definida por:

1 12 e T1in
T21 1 e Ton
R(p) =
'm1 .- Tn(n—l) 1

Com isso, considerando h;; como sendo a distancia euclidiana entre as localiza¢des espaciais

s;es;,4,j=1,...,n, 0 (i, j)—ésimo elemento da matriz R, com ¢ # j é dado por:
rij=1—¢1+ ¢ |1 — pu,ﬁ(i) )
¢3

em que p : R? — R define alguma funcio de correlacdo espacial. Por exemplo, para familia

Wendland generalizada com parametro de suavizacao x, temos:

k—1
mfhlx(:ﬁ—hz) (1 —a)dx, se 0<h<1

Pur() =
0, se h>1,

em que B(-) denota a funcdo Beta. Considera-se que x € Z, o qual é denominado pardmetro
de suavizacdo. O parametro yu caracteriza a concavidade da curva e pela relagdo (3.10) define
a positividade da matriz correlacao gerada.

1
,uzd_;——i—l{, com d=2. (3.10)

A funcdo (3.3.1) e a relagdo (3.10) foram definidas no Capitulo 2, com maiores detalhes

nos trabalhos de Gneiting (2002a), Zastavnyi (2006) e Bevilacqua et al. (2019). Os dois
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primeiros autores mostram que p é uma funcao positiva definida, em um espaco d—dimensional
(d=1,2,3) se, e somente se a condicdo (3.10) é satisfeita.

Com isso, as estimativas dos parametros que definem a estrutura de correlacdo podem
ser obtidos pelo método dos minimos quadrados generalizados ou pelo estimador consistente
definido por Albert e McShane (1995). Para o segundo caso, as estimativas sdo obtidas por
um processo iterativo dado por (3.11), dado o estimador consistente de 3.

) s

A(mt1) _ 5(m)
= + =
¢ ¢ 93 93

1 9 T
\4 X7—1 7/ A A
— — A1
(5) We-o. e

nin—1 . . . .
( ) elementos abaixo da diagonal principal das matrizes de cova-

em que o e V sao 0s
riancia da amostral Cov(z) = (z — i) (z — o) ' e V, respectivamente. Enquanto W é uma
matriz diagonal que define a variancia de trabalho de o, com elementos, sugeridos por Prentice

(1988), dados por

Var(o(i,j)) = (1 —2p(s:)) (1 — 2p(s;)) vij + vivy; — v55,

sendo v;; o (i, j)—ésimo elemento da matriz V.

3.3.2 Critérios para selecao da matriz de correlacao

O custo da flexibilidade da existéncia de varias matrizes de trabalho concentra-se na perda
de eficiéncia dos estimadores ,3 de B e V,op, a0 passo que se especifique uma matriz de
correlacao distante da verdadeira. Portanto, é necessario considerar alguma medida que auxilie
na escolha da melhor matriz de correlacdo a ser especificada. Diante disso, sdo varios critérios
para selecdo da melhor matriz de correlacdo no contexto das EEG disponiveis na literatura.
Dentre os mais populares estdo o quasi-likelihood under the independence model criterion
(QIC), Critério de Informacéo de Correlacdo (CIC), e Rotnizky and Jewell’s criterion (RJC) ,
propostos inicialmente por Pan (2001), Hin e Wang (2009) e Rotnitzky e Jewell (1990), Hin,
Carey e Wang (2007) , respectivamente.

A ideia do QIC é realizar uma modificacdo adequada no popular critério de informac3o de

Akaike (AIC). Sua medida é obtida pela equagdo (3.12).

QIC = —=2Q () +2tr (V'V,0,) | (3.12)
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em que (Q(-) denota a funcdo de quasi-verossimilhanca, V' a matriz de variancias-covariancias
para os estimadores dos parametros sob independéncia e, \A/'mb é a matriz de variancias-
covaridncia estimada a partir do estimador robusto (3.9).

O critério de informacdo da matriz de correlagdo (CIC) é obtido a partir da metade do

segundo termo do QIC, ver Equacdo (3.13).
CIC =tr (V'V,y) . (3.13)

O critério RJC, em que originalmente estabelecido por Rotnitzky e Jewell (1990) é uma
extensdo do teste qui-quadrado que examina-se o comportamento assintético da estatistica
de Wald generalizada. Contudo, a partir de uma especificacao correta da matriz de correlacdo
Hin, Carey e Wang (2007) generalizou as ideias dos autores acima citados, e estabeleceram o

critério RJC por 3.14.

RJl =tr (vTOvaf}live> /p7
RJy =tr (\Afrobvj}}uvef /D, (3.14)

RJC = \/(R], — 1)? + (RJ, — 1)?

em que vae é a matriz de variancias-covariancias estimada a partir do estimador consistente
(3.8), e p é o nimero de parametros do modelo de regress&o.

Além destes, existem outros critérios disponiveis na literatura, como por exemplo: Shults-
Chaganty's (SC) proposto por Shults e Chaganty (1998) no qual baseia-se nos minimos qua-
drados ponderados utilizando V! como matriz de pesos; a estatistica de soma de quadrados
residual predita (PRESS), proposta por Inan, Latif e Preisser (2018) obtida como uma mo-
dificacdo na matriz de peso no critério SC; dentre outros. Todas estas medidas podem ser

utilizadas como critério de selecdo da matriz de correlacao de trabalho.

3.4 CONDITION-NUMBER-BASED CRITERION: CRITERIO PARA SELECAO DA MA-
TRIZ DE CORRELACAO DE TRABALHO

Como é bem discutido na literatura, o método EEG proporciona étimos resultados para
estimativas do modelo regressdo. No entanto, o desafio na aplicacdo do método estd em
uma boa especificacao para matriz de correlacao de trabalho. No caso de andlise de dados
espaciais a matriz de correlacdo espacial. A escolha de uma matriz de correlacdo espacial

adequada é de extrema importancia, pois uma matriz inadequada poderd gerar estimativas
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pouco confidveis haja vista o aumento do viés de estimacdo. Portanto, é necessario que se
estabeleca critérios que auxiliem na escolha da matriz de correlacao espacial, assim conduzir
a estimativas consistentes e, consequentemente evitar a perda de eficiéncia na estimacao dos
pardmetros de regressdo. Como mencionado na Secdo 3.3, dentre os critérios mais populares
estdo o QIC, CIC e RJC. No entanto, estes critérios levam em consideracao apenas os
elementos da diagonal principal do produto das matrizes de variancias-covariancias, obtidas
pelo estimador robusto e sob independéncia ou robusto e naive. Ademais, de acordo com
Hin, Carey e Wang (2007) quando se utiliza o critério RJC, sob a especificagdo de uma
correta matriz de correlacdo, o produto \A/']’V}u-ve X Vo se aproxima de uma matriz identidade.
Contudo, os elementos fora da diagonal se aproximam de zero, mas nao necessariamente sao
iguais a zero. Da mesma forma, os elementos da diagonal ndo sdo necessariamente iguais a um.
Diante disso, sente-se a necessidade de um critério que carregue toda a informacdo presente
nas matrizes variancias-covariancias bem como da matriz de covariancia espacial.

S3o varios os critérios de otimalidade disponiveis, que tem como objetivo fornecer uma
medida de ajuste para auxiliar na selecao de modelos de regressao. Em geral, tais critérios sao
classificados como os que se baseiam em informacdes (particularmente da matriz de varidncia-
covariancias) e, os que se baseiam em distancias. Para o primeiro caso, os mais populares sdo
os D-otimalidade e A-otimalidade, que baseiam-se na variancia generalizada (determinante) e
na varidncia total (traco) da matriz de varidncias-covaridncias dos parametros de regressdo,
respectivamente. No segundo caso, a medida é construida a partir de uma cobertura de pontos
(nuvem de espalhamento) em um espaco p—dimensional, em que p é o nimero de termos do
modelo. Contudo, a necessidade de armazenamento de uma matriz de distancias torna este
critério muito custoso computacionalmente, o tornando pouco utilizado na pratica. Para uma
leitura com mais detalhes sobre estes critérios, o leitor pode consultar Wong (1994) e Atkinson,
Donev e Tobias (2007).

Assim sendo, nota-se que os critérios para selecao da matriz correlacdo de trabalho de-
pendem do estimador de variancias robusto, que por sua vez depende do processo de inversao
matricial. Portanto, é importante considerar como os erros de arredondamento se propagam,
ou seja, avaliar como pequenas variacdes nos elementos de V e V! influenciam nos resulta-
dos da estatistica de selecdo. Diante disso, a proposta aqui, é estabelecer um critério baseado
em uma modificacdo nas expressdes do critério RJC, introduzindo a norma e nimero de
condicdo das matrizes \A/mb e \A/Naive, respectivamente. Desta maneira, espera-se capturar

toda informac3do trazida da matriz de correlacdo espacial para estimativas das matrizes de



87

variancias-covariancias.

A introducdo do nimero de condicio de uma matriz tem como objetivo avaliar a sen-
sibilidade da matriz de variancias-covariancias. O mal condicionamento de uma matriz esta
relacionado a quase singularidade da matriz e, sua definicdo é facilmente encontrada nos

principais textos sobre andlise numérica como sendo:

Cond(B) = |B|||B~!

Y

em que ||-|| : R® — R define uma norma matricial induzida por uma norma vetorial, aqui a
norma euclidiana. Portanto, a grandeza do nimero de condicdo da matriz B revela a sensi-
bilidade da solucdo do problema as pertubacdes na matriz de correlacao de trabalho. O leitor
interessado poderd consultar maiores detalhes em Belsley, Kuh e Welsch (2005) e Chapra e
Canale (2016). O Primeiro autor utiliza-se o niimero de condicdo para auxiliar no diagnéstico
de colinearidade entre as varidveis de regressao, enquanto que o segundo a utiliza no contexto
geral da analise numérica.

De mais a mais, destaca-se que o estimador de variancias-covariancias robusto assume
propriedades assintéticas, portanto, ndo é valido sempre. Contudo, se o modelo marginal
de regressao e a matriz de correlacdo de trabalho estdo corretamente especificados, entdo,
estimador robusto reduz-se ao estimador naive. Com isso, aplicando a norma em ambos os

lados da equacdo iterativa ((3.7)) para estimativas dos pardmetros de regressdo, temos que

fom) _ ﬁ(m)H _ |H<f)(m)>T (v (ﬁ(m)}_l (D) (Vo) (- ﬂ<m>>|‘
o e
Ent3o, como B(mﬂ) é solucdo do sistema de EEG, podemos afirmar que

A (0 (8 ().

VNaive

2o,

Portanto, utilizando uma manipulacdo algébrica temos que

87 =8 [ 95 | () ()| - ]
Sl [y Tl -
= Cond(Vyaive) %
Naive

Desta forma, temos um majorante para o erro relativo das estimativas dos parametros do

modelo marginal de regressao sob EEG. Portanto, o erro relativo é proporcional ao inverso da
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norma da matriz estimada para variancias-covariancias, sob o estimador naive. Neste caso, o
nimero de condicao é um fator de proporcionalidade, isto é, quantifica a sensibilidade para esti-
mativas dos parametros de regress3o. Portanto, se a norma da matriz de variancias-covariancias
estimada for muito grande, entdo, uma pequena perturbacdo na matriz de correlacdo de tra-
balho ou na resposta, podera significar em um grande erro relativo para estimativas dos (3's.

Com isso, a proposta aqui é selecionar a matriz de correlacdo de trabalho espacial que

minimiza Condition-Number-Based Criterion (CNBC) (3.15).

RJ, M = vab Cond(V yaive)
1 - Y
p
R, M = <vab Oond(vaJ)Z
p )
CNBC = \/(RJlM — 12+ (RLM —1)2, -

em que p € o nimero de covariaveis envolvidas no modelo marginal de regressdo . Para avaliar
o desempenho do critério C' N BC' é realizado um estudo de simulacdo, no qual os resultados
sao comparados com os critérios QIC, C'IC e RJC, utilizando modelos de correlacdo gerados
a partir das familias Wendland, Matérn, e o modelo Esférico, obtidas pelas Equacdes (3.3.1),

(3.16) e (3.17), respectivamente.

1, se h=0

p(h) = 1 h\” h (3.16)
<¢3> KZ,<¢3>, se h>0

1, se h=0
p(h) = 3 h 1(h

(I (R
203 2\ ¢3

em que h denota distancia euclidiana entre duas localizacGes espaciais e, K, é a funcdo de

3 (3.17)
), se h>0

Bessel modificada do terceiro tipo de ordem.

3.4.1 Validacao do critério de selecao de correlacao espacial por estudo de simu-

lacao

Com objetivo de avaliar o desempenho do método proposto, realiza-se um estudo de simu-
lacdo em termos da proporcdo de selecdo de uma estrutura de correlacdo espacial verdadeira

em comparacao com os critérios QIC, C'IC e RJC. A ideia é avaliar a taxa de acerto, ou



89

seja, o percentual em que os critérios identificou a verdadeira matriz de correlacdo que gerou
os dados. Para gerar os dados utilizamos trés cendrios, a saber: considerando a variancia da
Normal, Poisson e Gama para dados espacialmente correlacionados.

Para gerar as respostas que tenham uma estrutura espacial e correlacionadas, utilizamos
a fungdo mvrnorm() do pacote MASS do Software (R Core Team, 2020) que gera valores da
distribuicdo normal multivariada com a especificacao de alguma estrutura de correlacdo. No
caso das repostas da Poison e Gama, utilizamos o algoritmo NORTA (NORmal To Anything),
proposto inicialmente por Cario e Nelson (1997). O leitor interessado podera consultar maiores
detalhes sobre este algoritmo em Niaki e Abbasi (2008), Yahav e Shmueli (2012), Bonat (2017).

Para definir o modelo de regressdo consideramos as funcdes de ligacdo identidade g(u;) =
i, logaritmica g(u;) = log(u;) e inversa g(p;) = 1 para distribuices Normal, Poisson e
Gama, respectivamente. O parametro de regressao (és é considerado fixo e igual a fy = 0, 5.
As respostas sao geradas sob estrutura de correlacdo espacial, considerando os modelos das
familias Wendland, Matérn e modelo Esférico. Consideramos uma suavizacao k = 0,1,2 e 3,
ev=20,5,1,5,2,5 e 3,5 para covariancias da familia Wendland e Matérn, respectivamente.
O vetor de parametros que caracteriza a estrutura espacial é considerado fixo para os trés
casos, igual a ¢ = (¢1, ¢, ¢3)" = (0,2;0,6;0,9)". S3o consideradas trés tipos de grades.
Primeiramente consideramos uma grade de tamanhos 10 x 10 e 20 x 20, Figuras 15(a) e
15(b), respectivamente, ambas com espacamento de 1 (uma) unidade entre os pontos. Pos-
teriormente, uma grade de um conjunto de dados reais sobre precipitacao pluviométrica no
primeiro semestre de 2021 no estado de Pernambuco, Brasil, coletados em 157 estacdes de

medicao, Figura 15.
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Figura 14 — Grade de pontos com tamanhos 10 x 10 e 20 x 20, Figuras 15(a) e 15(b), respectivamente,
distribuidos com espacamento de 1 (uma) unidade entre os pontos.

o o o o o o o o o o 0000000000000 O0000O0O0O0
0000000000000 00000O0O0
[e) [e) o o o) o) [e) o o o) O0O0OO0O0OO0OO0O0OO0OOOODODODODODODOOO
0000000000000 O0000O0O0O0
o o o o o o o o o o 0000000000000 00000O0O0
0000000000000 00000O0O0
6 6 06 6 ©6 © o6 o6 o o 0000000000000 00000O0O0
0000000000000 0O000O0O0O0
6 o o 0 o o o o o o 0000000000000 00000O0O0
0000000000000 00000O0O0
0000000000000 0O000O0O0O0
6 6 o o o o ©o o o0 o 0000000000000 00000O0O0
0000000000000 00000O0O0
¢ 6 o o o o o o o o 0000000000000 0O000O0O0O
0000000000000 O0000O0O0O0
6 6 o o o o o o o o 0000000000000 00000O0O0
0000000000000 00000O0O0
o o o o o o o o o o 0000000000000 O0000O0O0O0
0000000000000 00000O0O0
o o o o o o o o o o 0000000000000 00000O0O0
(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Figura 15 — Grade de pontos de um conjunto de dados reais sobre precipitacdo pluviométrica no primeiro
semestre de 2021 no estado de Pernambuco, Brasil, referente a 157 estacbes e medic3o.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Definida a grade, em cada cenério é gerada 1000 réplicas de Monte Carlo, e em cada
réplica é obtido um vetor de respostas z = (z1,--- ,2,)'. Para tanto, as respostas e o ajuste

do modelo de regressao sob EEG s3o realizados em trés situacoes:

1. Define-se a verdadeira matriz de correlacdo espacial como sendo W - k: Covariancia
Wendland com suavizacdo k, e gera as respostas. Entdo, ajusta o modelo sob EEG
considerando a verdadeira matriz de correlacdo. Posteriormente, ajusta o modelo es-
pecificando uma estrutura de correlacdo M - v: Covariancia da familia Matérn com

suavizacdo v, e com o modelo Esférico;
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2. Define-se a verdadeira matriz de correlacdo espacial como sendo M - v: Covariancia
da familia Matérn com suavizacdo v, e gera as respostas. Ent3o, ajusta o modelo sob
EEG considerando a verdadeira matriz de correlacao. Posteriormente, ajusta o modelo
especificando uma estrutura de correlacdo W - k: Covariancia da familia Wendland com

suavizacdo k, e com o modelo Esférico;

3. Define-se a verdadeira matriz de correlacdo espacial como sendo do modelo Esférico, e
gera as respostas. Entdo, ajusta o modelo sob EEG considerando a verdadeira matriz de
correlacdo. Posteriormente, ajusta o modelo especificando uma estrutura de correlacdo
W - k: Covariancia da familia Wendland com suavizacdo x, e com M - v: Covariancia

da familia Matérn com suavizacao v.

Com isso, para cada um dos casos acima ¢ calculado os valores dos critérios QIC, CIC,
RJC e CNBC. Entdo, é computada a taxa de acerto, dentre as 1000 réplicas, com relacdo a
verdadeira correlacdo que gerou os dados, para cada critério. Os resultados podem ser vistos
nas Tabelas 10, 11, 12, 13, 14 e 15.

Na Tabela 10, em que as respostas sdo normais e espacialmente distribuidos, notamos que
quando a estrutura verdadeira de correlacido é a Wendland, o critério QIC apresentou resultados
ruins em todos os cendrios, com relacdo ao taxa percentual de acertos da verdadeira matriz de
correlacdo. Por outro lado, os critérios RJC e CNBC alcancaram étimos resultados, nos quais
obtiveram uma taxa de acerto de 100% em todos os cenéario. Ainda, embora o critério CIC
tenha obtido resultados razoAaveis, suas taxas de acertos foram todas inferiores a 50%. Quando
as respostas sao geradas a partir da familia Matérn, o CIC mantém os resultados ligeiramente
equivalentes aos anteriores. No entanto, o QIC recuperou seu desempenho conseguindo ser
altamente competitivo com os critérios RJC e CNBC. Neste caso, o QIC obteve uma taxa de
acerto com variacdo no intervalo [69, 5;99, 8]. Quando consideramos uma estrutura de corre-
lacdo a partir do modelo Esférico, novamente o critério QIC apresentou péssimos resultados.
Em contrapartida, critérios RJC e CNBC mostraram-se excelentes para selecao da verdadeira
estrutura de correlacao espacial.

Na Tabela 11, com respostas correlacionadas da Poisson, o critério CIC manteve seu
desempenho sob razoabilidade. Por outro lado, o critério QIC apresentou competitivo com
relacdo aos RJC e CNBC tanto para estrutura da Wendland quanto da Matérn. Destaca-se o
desempenho do QIC, para estrutura da Matérn e parametro de suavizacdo k = 3,5, em que

alcancou o feito de uma taxa de acerto igual a 100%, superando o CNBC que alcancou uma
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taxa igual a 98, 7%. No entanto, para o modelo Esférico o Critério quasi-verossimilhanca sob
o modelo de independéncia (QIC) permaneceu com péssimos resultados. Na Tabela 12, com
resposta correlacionada da Gama, os critérios Critério de informacdo de correlacio (CIC) e
QIC mantiveram desempenho razodveis tanto para estrutura da Wendland quanto da Matérn
e modelos Esférico, embora o QIC tenha obtido um desempenho muito ruim para o modelo
Esférico considerando uma grade de tamanho 10 x 10. Os critério RJC e CNBC continuaram
como excelentes resultados, com taxas de acertos superiores a 83% e 93%, respectivamente,
em todas as configuracdes.

Quando a grade utilizada foi a dos dados reais, Tabelas 13, 14 e 15, os critérios man-
tiveram os mesmos padroes de desempenho que para uma grade simulada. Destarte, com
énfase em destacar o critério CNBC, aqui proposto, nota-se que o mesmo obteve excelentes
resultados em todos os cendrios, com taxa de acerto superior a 92%, alcancando 100% em
alguns casos. O critério Rotnizky and Jewell's criterion (RJC) alcancou uma taxa superior a
80%. Portanto, tanto o critério aqui proposto, quanto o RJC podem ser considerados para
auxiliar na escolha da matriz de correlacdo espacial. Ademais, convém ressaltar que o crité-
rio Condition-Number-Based Criterion (CNBC) leva em consideracdo os efeitos dos erros de
arredondamento envolvidos no processo de inversdo matricial, que estao presentes nos estima-
dores robusto e naive. Contudo, vale frisar que a proposta estd pautada sob a suposicao de
que o modelo de média marginal esta especificado corretamente. Sendo assim, é interessante
que se realize investigacGes futuras para avaliar o desempenho do critério na selecao de co-
variaveis no preditor linear, sob a suposicao da especificacao correta da matriz de correlacao
espacial. Com relacao ao critério QIC, suas limitacdes em selecionar a verdadeira estrutura de
correlacdo ja haviam sido destacadas nos trabalhos de Hin, Carey e Wang (2007), Hin e Wang
(2009), Gosho, Hamada e Yoshimura (2011), Jaman et al. (2016) e Silva e Cirillo (2018). Com
isso, os seus resultados ruins vao de acordo com os apresentados na literatura com relacao a

identificacdo da verdadeira matriz de correlacao.
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Tabela 10 — Proporcdes (%) de acertos na selecdo da estrutura de correlacdo espacial para respostas correlaci-
onada da Normal. Os pontos sdo distribuidos em grades regulares de tamanho 10 x 10 e 20 x 20.
Os dados s3o gerados alternando os modelos da familia Wendland, Matérn e Esférico.

Estrutura Critério Especificagdo com n =100  Especificacdo com n = 400

Verdadeira W-x M-45 Esf W-x M-4,5 Esf

cic  |a7,5] 133 392 [49,6] 46 458

W -0 QIC 0,0 99,9 0,1 2,7 95,5 1,8

RJC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

CNBC |100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

cic 35,2 18,5 46,3 35,4 6,1 58,5

Wo 1 QIC 0,0 100 0,0 0,6 96,8 2,6

RJC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

CNBC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

cicC 36,6 16,4 47,0 357 7.1 57,2

W_ 2 QIC 0,0 99,7 0,0 0,3 97,0 2,7

RJC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

CNBC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

cic 38,1 17,4 44,5 38,0 4,9 57,1

W-3 QIC 0,1 99,9 0,0 0,2 97,7 2,1

RJC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

CNBC |100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

M- v W-3 Esf M-v W-3 Esf

cic 28,8 27,5 43,7 34,2 25,3 40,5

M- 0.5 QIC 91,6 1,9 6,5 79,7 7.8 12,5

RJC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

CNBC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

cic 21,6 32,3 46,1 20,5 32,8 46,7

M- 1.5 QIC 99, 6 0,0 0,4 69,5 2,2 28,3

RJC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

CNBC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

cic 22,1 32,8 45,1 19,0 34,2 46,1

M- 2.5 QIC 99, 3 0,1 0,6 90,5 1,0 8,5

RJC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

CNBC |100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

cic 21,2 32,6 46,2 18,3 34,2 47,5

M- 3.5 QIC 99, 8 0,1 0,1 93,0 0,6 6,4

RJC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

CNBC |100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

Esf W-3 M-45 Esf W-3 M-4)5

cic  |50,2] 339 159  |[59,0] 34,0 7,0

L. QIC 0,1 0,0 99,9 3,9 0,2 95,9
Esférico

RJC 100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

CNBC |100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

CNBC: Condition-Number-Based Criterion. M - v : Matérn com suavizacdo v. W - x : Wendland com
suavizacao k.
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Tabela 11 — Proporcdes (%) de acertos na selecdo da estrutura de correlacdo espacial para respostas correlaci-
onada da Poisson. Os pontos s3o distribuidos em grades regulares de tamanho 10 x 10 e 20 x 20.
Os dados s3o gerados alternando os modelos da familia Wendland, Matérn e Esférico.

Estrutura Critério Especificagdo com n =100  Especificacdo com n = 400

Verdadeira W-x M-45 Esf W-x M-4,5 Esf

ciC @B, 1| 316 203 [45,1] 36,1 18,8

W-0 QIC 70,4 14,8 14,8 15 97,7 0,8

RJC 91, 6 1,6 6,8 91,5 53 3,2

CNBC |100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

cic a2,8 26,2 31,0 38,7 16,7 44.6

Wo1 QIC 68, 4 111 20,5 0,5 98,0 15

RJC 90, 0 2,5 75 91,8 5,0 3,2

CNBC |100 0,0 0,0 99, 8 0,2 0,0

cicC 40, T 26,6 33,3 45,0 13,6 41,4

W_ 2 QIC 73,7 10,3 16,0 0,0 99,4 0,6

RJC 92, 2 1,9 59 92,4 4,5 3,1

CNBC |100 0,0 0,0 99,9 01 0,0

cic 38,3 25,1 36,6 40,9 17,7 41,4

W3 QIC 74,9 12,3 12,8 0,0 99,2 0,8

RJC 91,3 2,1 6,6 89,5 59 4,6

CNBC |100 0,0 0,0 100 0,0 0,0

M-v W-3 Esf M-v W-3 Esf

cic 43,2 38,6 18,3 39,9 37,3 22,8

M- 0.5 QIC 92,9 2,6 4,5 78,4 8,3 13,3

RJC 93,3 35 3,2 91,7 5,5 2,8

CNBC (99,0 1,0 0,0 99,5 05 0,0

cic 18,2 30,9 50,9 39,2 30,3 30,5

M- 1.5 QIC 99, 1 0,9 0,0 67,0 33 29,7

RJC 89,8 5,1 5,1 92,3 5,4 2,3

CNBC |100 0,0 0,0 99,5 0,2 0,3

cic 23,3 33,0 43,7 34,4 33,7 31,9

M- 2.5 QIC 99,7 0,0 0,3 90,4 0,7 8,9

RJC 92,4 39 3,7 91,0 5,6 34

CNBC |98,8 1,2 0,0 99, 2 0,8 0,0

cic 36,9 32,2 30,9 20,5 34,8 44,7

M- 3.5 QIC 100 0,0 0,0 92,4 04 7,2

RJC 89,3 5,0 57 92,4 4,0 3,6

CNBC |98,7 1,3 0,0 99, 2 0,8 0,0

Esf W-3 M-45 Esf W-3 M-4,5

CIC 305 38,2 31,3 [41,0] 305 28,5

L. QIC 0,1 0,0 99,9 5,7 0,1 94,2
Esférico

RJC 94,5 4,2 13 94,9 39 1,2

CNBC 99,8 0,0 0,2 100 0,0 0,0

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

CNBC: Condition-Number-Based Criterion. M - v : Matérn com suavizacdo v. W - x : Wendland com
suavizacao k.
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Tabela 12 — Proporcdes (%) de acertos na selecdo da estrutura de correlacdo espacial para respostas correla-
cionada da Gama. Os pontos s3o distribuidos em grades regulares de tamanho 10 x 10 e 20 x 20.
Os dados s3o gerados alternando os modelos da familia Wendland, Matérn e Esférico.

Estrutura Critério Especificagdo com n =100  Especificacdo com n = 400

Verdadeira W-x M-45 Esf W-x M-4,5 Esf

cic 19,4 40,0 40,6 38,4 40,1 21,5

W -0 QIC 37,2 56,0 6,8 8,8 53,2 38,0

RJC 95,0 2,6 2,4 86,5 54 8,1

CNBC |97,0 1.4 1,6 95, 2 2,1 2,7

cic 25,9 35,8 38,3 32,0 31,2 36,8

Wo1 QIC 421 49,5 8,4 37.4 54,0 8,6

RJC 89,4 2,7 79 84,5 8,5 7,0

CNBC |95,7 1,8 2,5 93,4 4,0 2,6

cic 34,1 32,8 331 35,5 29,7 34,8

W_ 2 QIC 41,5 51,3 7,2 36,7 55,4 7,9

RJC 89,2 2,4 8,4 85,3 8,8 59

CNBC |95,6 2,1 2,3 93,7 3,9 2,4

cic 39,6 30,0 30,4 32,5 33,1 34,4

W-3 QIC 43,7 52,7 3,6 35,8 57,0 7,2

RJC 89,5 31 7.4 88,4 6,6 55

CNBC (95,5 2,0 2,5 95,1 3,7 1,2

M- v W-3 Esf M-v W-3 Esf

cIc 34,4 38,3 273  [40,2] 366 23,2

M- 0.5 QRIC 41,0 54,0 5,0 35,8 47,3 16,9

RJC 83,6 8,7 7,7 84,6 9,0 6,4

CNBC |94,2 31 2,7 94,9 3.3 1,8

cic 23,7 34,7 41,6 32,7 31,1 36,2

M- 1.5 QIC 43,0 50,7 6,3 35,4 37,5 27,1

RJC 87,6 7,5 49 84,2 9,4 6,4

CNBC |95,1 3.2 1,7 94,0 3,9 2,1

cic 25,4 39,9 34,7 28,0 32,7 39,3

M- 2.5 QIC 425 52,3 5,2 38,9 42,5 18,6

RJC [86,7 6,2 7,1 84,3 8,4 7.3

CNBC 95,1 2,3 2,6 93,4 3,7 2,9

cic 30,2 37,7 32,1 32,1 28,9 39,0

M- 3.5 QIC 44,0 49,5 6,5 40,4 41,2 18,4

RJC 85,7 6,6 7.7 89, 2 55 53

CNBC 94,7 2,7 2,6 96, 1 1,8 2,1

Esf W-3 M-4)5 Esf W-3 M-4)5

cic 31,0 43,3 25,7 35,9 40,8 23,3

L. QIC 33 49,7 47,0 39,9 91 51,0
Esférico

RJC [90,4 7.6 2,0 89, 3 5,1 5,6

CNBC 96,0 2,7 1,3 95,4 1,6 3,0

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

CNBC: Condition-Number-Based Criterion. M - v : Matérn com suavizacdo x. W - x : Wendland com

suavizacao v.
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Tabela 13 — Proporcdes (%) de acertos na selecdo da estrutura de correlacdo espacial para respostas correlaci-
onada da Normal. Os pontos s3o distribuidos em uma grade de um conjunto de dados reais sobre
precipitacdo no estado de Pernambuco, Brasil. Os dados s3o gerados alternando os modelos da
familia Wendland, Matérn e Esférico.

Estrutunl'a Critério W-x M-4.5 Esf
Verdadeira

cic |37,3] 261 36,6

W QIC 0,5 99,4 0,1

RJC [100] 00 0.0

CNBC |100 0,0 0.0

cIC 332 283 38,5

W . QIC’ 0’1 99,4 Ov5

RJC [100 ]| 00 0.0

CNBC [100 0,0 0.0

cIC 332 29,6 37,2

- QIC 00 99,9 01

RJC [100 | 0,0 0.0

CNBC |100 | 0,0 0.0

CIC 319 286 39,5

" 3 QIC 0'3 99,4 Ov3

RJC [100 ] 00 0.0

CNBC [100 | 00 0.0

M- v W -3 Esf

cIC  B5,5| 303 342

" 07 - QIC 82,8 7.7 9,5

RJC |100 | 0,0 0.0

CNBC [100 | 0,0 0.0

cic 301 306 393

Mo15 | 9IC P80 04 "

RJC  |100 | 0,0 0.0

CNBC [100 | 0,0 0.0

cIC 304 324 37,2

Mo25 | @0 PR 04 00

RJC [100 | 00 0.0

CNBC [100 0,0 0.0

cic 269 33,6 39,5

M-3,5 | Q00 P800 oo

RJC [100 | 00 0.0

CNBC |100 0,0 0.0

Esf W -3 M - 47 5

cic [39,4] 315 291

B QIC 0'5 O,]_ 99,4
Esférico

RJC [100 ] 00 0.0

CNBC |100 | 00 0.0

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

CNBC: Condition-Number-Based Criterion. M - v : Matérn com suavizacdo v. W - x : Wendland com
suavizacao k.
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Tabela 14 — Proporcdes (%) de acertos na selecdo da estrutura de correlacdo espacial para respostas corre-
lacionada da Poisson. Os pontos sdo distribuidos em uma grade de um conjunto de dados reais
sobre precipitacdo no estado de Pernambuco, Brasil. Os dados s3o gerados alternando os modelos
da familia Wendland, Matérn e Esférico.

Estrutura Critério W-x M-4,5 Esf
Verdadeira

CIC 245 565 19,0

W QIC 01 99,8 0.1

RIC [93,8] 33 2.9

CNBC [99,7] 03 0.0

cic 18,2 54,8 27,0

W QIC 00 99,8 0.2

RJC [90,4] 56 40

CNBC |98,8] 12 0.0

CIC 204 52,5 271

- QIC 0,0 99,8 0,2

RIC [90,1] 44 25

CNBC |99,8] 02 0.0

cIic 203 52,9 26,8

W QIC 01 99,5 0,4

RJC [90,3] 54 4.3

CNBC [99,4] 06 00

M-v W-3 Esf
cic [51,9] 233 24,8
M-0,5 | QIC |74,9] 119 13,2

RJIC |94,5 1,8 3,7

CNBC 99,0 1,0 0,0

CIC 239 398 36,3

M-15 QIC [98,6] 00 1,4
RJC 90,8 | 36 5,6

CNBC 100 0,0 0,0

cic [53,9] 163 29,8

M-2.5 QIC 99,6 | 00 0,4
RJC 95,5 2,9 3,6

CNBC 100 0,0 0,0

cIC [51,6] 188 29,6

M- 3.5 QIC 99,2 01 0,7
RJC |93,3| 28 3,9

CNBC 99,1 0,9 0,0

Esf W-3 M-45

cIC 262 231 50,7

Esférico QIC 03 0,0 99,7
RJC [93,7] 37 2,6

CNBC |98,9| 07 0,4

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

CNBC: Condition-Number-Based Criterion. M - v : Matérn com suavizacdo v. W - x : Wendland com
suavizacao k.
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Tabela 15 — Proporcdes (%) de certos na selecdo da estrutura de correlacio espacial para respostas correlaci-
onada da Gama. Os pontos s3o distribuidos em uma grade de um conjunto de dados reais sobre
precipitacdo no estado de Pernambuco, Brasil. Os dados s3o gerados alternando os modelos da
familia Wendland, Matérn e Esférico.

Estrutunl'a Critério W-xk M-4,5 Esf
Verdadeira

cIC 16,8 50,6 32,6

W-0 QIC 39,1 52,7 8,2

RJC 91,5 57 2,8

CNBC |95,1 3,4 15

cIC 22,8 51,3 25,9

Wl QIC 30,2 44.4 25,4

RJC 87,0 8,0 5,0

CNBC 93,3 4,7 2,0

cIC 23,4 50,5 26,1

W .2 QIC 34,2 444 21,4

RJC 87,2 9,3 3,5

CNBC |92,6 5,7 17

cIC 27,6 45,2 27,2

W.3 QIC 40,1 44,6 15,3

RJC 85,5 9,5 5,0

CNBC (93,5 4,2 2,3

M-v W-3 Esf

cic |45,3] 355 19,2

M- 0.5 QIC 37,1 47,8 15,1

RJC 84,7 8,3 7,0

CNBC (94,6 3,9 1,5

cIC 25,2 29,7 451

M- 15 QIC 40,8 41,8 17,4

RJC 86,3 7,6 6,1

CNBC |95,0] 25 2,5

cIC 46, 2 23,2 30,6

M- 2.5 QIC 40,9 41,8 17,3

RJC 88,1 6,3 5,6

CNBC |95,7 2,1 2,2

cIC 48,1 25,0 26,9

M - 3.5 QIC 41,4 43,7 14,9

RJC 89, 2 6,6 4,2

CNBC (97,2 1,5 1,3

Esf W-3 M-4,5

cIC 30,0 32,6 37,4

L. QIC 10,3 42,4 473
Esférico

RJC [87,1 7,5 5,4

CNBC [95,1 2,1 2,8

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

CNBC: Condition-Number-Based Criterion. M - v : Matérn com suavizacdo v. W - x : Wendland com
suavizacao k.
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3.5 MEDIDAS DE INFLUENCIA LOCAL

Nesta Secdo os conceitos de influéncia local propostos por Cook (1986) sdo aplicados
no estudo de modelos de quasi-verossimilhanca para dados correlacionados. A metodologia
utilizada consiste de uma extensdo dos trabalhos: Jung (2007), em que é desenvolvido um
método de diagndstico para os estimadores de quasi-verossimilhanca em modelos lineares
generalizados, Jung (2008) que utilizam o deslocamento de quasi-probabilidade e propdem
técnicas de diagndsticos de influéncia local sob varios esquemas de perturbacdo. Venezuela,
Sandoval e Botter (2011) que estudam medidas influéncia local baseados em equagbes de
estimacdo. Nava et al. (2017) na qual aplica a técnica de influéncia local em um modelo espacial
com distribuicao marginal binomial e funcdo de ligacao logit. Embora estes trabalhos tenham
fornecidos importantes abordagens metodoldgicas, sobre os vérios caminhos possiveis de se
estudar e/ou aplicar as extensdes das medidas de influéncia local, ainda que a dltima autora
tenha estudado tais medidas para um modelo espacial com distribuicao marginal binomial, ndo
foram abordadas a metodologia no contexto geral para dados espacialmente correlacionados.
Diante disso, a proposta aqui é realizar esta extensao e utilizar como matriz de correlacao
espacial de trabalho um membro da familia de Wendland.

Assim, por analogia a influéncia local pelo afastamento das verossimilhancas (ver COOK)
define-se uma medida de afastamento das quasi-verossimilhancas para dados correlacionados

por (3.18).

QD(w) =2(Q(B:Z) — Q(Bw; Z)) , (3.18)
em que B e Bw denotam os estimadores de regressdo por EEG para os modelos nao-
perturbados e perturbados, respectivamente, para 3, com em que w = (wy, -+ ,w,)" um

vetor de perturbacdo de dimensdao n x 1 em {2 € R™ denotando um conjunto de perturbacdes.
Ainda, assume-se que Q(Blwy) = Q(B), com wy um vetor de ndo perturbacio.

Desta maneira, o comportamento local do deslocamento das quasi - verossimilhancas
é mensurado a partir da curvatura normal na direcdo de algum vetor unitério. Entdo, a
curvatura normal C; na direcio de um vetor unitario 1 em w, é C, = 2[1"F1|, em que

. ?Q(B ) 0*Q (B
= —M — —ATQEﬁA, com A = aﬁgwf)

representando
Owdw " A
w=Wwy B=Bw=wo
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. ~ 02
uma matriz de ordem p X n e, Qﬂﬁ (B) = Qi(@ € a matriz Hessiana de ordem p X p
0Bop A
B=B
com elementos dados por:
QB Z) =X OWBVT) (Kv—l) (Z —p) kv s para j=1,---,p
9BIp; 9B, 9B, b
Estes resultados decorrem de Jung (2007) e Nava et al. (2017) nos quais podem ser con-
. a 3
sultados maiores detalhes. Os elementos para as derivadas parciais de K = diag [;] epn

0%u; O op 0
Hi on 9B 9n respectivamente, as quais dependem

- e ,
on; 0p; on 9P,

da funcdo de ligacdo adotada. No trabalho de Nava et al. (2017) sdo apresentados os re-

com relacdo a f3; sao dados por

sultados para distribuicao marginal Binomial e funcao de ligacdo logit. Neste trabalho, como
contribuicoes para literatura os resultados por ora mencionados sao estendidos, substituindo
a matriz de correlacdo de trabalho por uma pertencente a familia Wendland. Além disso, sao
desenvolvidos os resultados para outras distribuicoes marginais, os quais estdo apresentados
na Tabela 16, com detalhes no Apéndice D. As expressdes para os elementos da matriz A,
aqui sao apresentados segundo os cendrios de perturbacdo de na variavel resposta, no preditor

linear e na matriz de correlacdo espacial de trabalho.

Tabela 16 — Funcdes de ligacdo e derivadas da média (u) utilizadas na expressdo dos elementos da matriz
Hessiana das medidas de influéncia local para vérias distribuicdes da familia exponencial.

. ~ S s oK
Distribuicao Funcdo de ligacdo 857; 98, V()
Binomial 9(p) =log (%) mi(l—m) | mi(l—m)(1 = 2m)a; | mi(l—m)
Poisson g(p) = log(u) exp(xi; ;) exp(xi; ;) ij Hi
Binomial Negativa | g(u) = log(u) exp(xi;3;) exp(w;; ;)i i +
1 1 2w 2
Gama 9) = @ (zi3B4)? (zijBi)? Hi
Normal Inversa | g(u) ﬁ

=3 s@yB) P | —q(wyBy) P Py i

4
Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

3.5.1 Esquemas de perturbacao

Com o objetivo de identificar observacdes potencialmente influentes, realiza-se uma ponde-
racdo a contribuicdo do afastamento da quasi - verossimilhanca. Sendo assim, sdo considerados
os esquemas de perturbacdo ja bem conhecidos na literatura: na variavel resposta, matriz de

correlacdo de trabalho e no preditor linear. Ademais, aqui, embasado nestas ideias, sugere-se
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uma perturbacdo aplicada direta no vetor de parametros que define a estrutura de dependéncia

espacial ¢ = (¢1, 2, ¢3)T-

3.5.1.1 Perturbacio na variavel resposta e no preditor linear

Para uma perturbac3o na variavel resposta (z1,--- ,2,)', considerando uma perturbacio
do tipo aditiva substitui-se z;, por z,, = z; + w;\/var(z;), i =1,---  n. Entdo, a equacdo de

quasi-verossimilhanca perturbada é escrita como em (3.19).

Q (B;w) op
o \0p

Logo, a matriz A é dada por:

) VZ,—p). (3.19)

8(Zw_ﬂ) Trryr—1
— " _X'KVTE
Ow,” ’

7

A=X"KVv!

em que E = diag [ U(IT’(ZZ')}, comi=1,---,n.
No caso da perturbacao no preditor linear, substitui-se n = X3 por 1, = 1 + w. Entao,

quasi-verossimilhanca perturbada é escrita como:

0Q (B;w) - Opeey
o8B\ 95

)TVZJ (Z — pow)

I JT I ONw . O,
em que BMBJ'Z = gﬁi anﬁjl, com % = Tyj. Portanto,
8va_1 . 8[.1,
A=XT{ "% (7_ — KoV =1,

3.5.1.2 Perturbacdo na matriz de correlacao de trabalho

Seja 0;; = 1 — v(hij, ), as entradas de uma matriz de correlacdo da familia Wendland,
com (h;;, ) definindo uma funcdo de semivaridncia da familia Wendland. Em Venezuela,
Sandoval e Botter (2011) é sugerido que seja perturbado o vetor de correlacdo, aqui, o vetor
que mensura a estrutura de dependéncia espacial entre as observacoes. Os resultados aqui
apresentados sao distintos dos obtidos pela autora ora citada, haja vista que a estrutura
da matriz de correlacdo consideradas n3o apresentam similaridades. Neste caso, tem-se que
Du; = @ comj =1,---,3e¢ =1,--- ,n. Logo, a equacao de quase-verossimilhanca

%

perturbada é escrita como em (3.20).

0Q (B;w) <3M
B 0p;

)TVQ} (Z — ). (3.20)
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Neste caso, a expressdo para matriz A é:

A%
A=X"K—%¥ (Z-
ST (LT M),

em que &,uT = —Vw va e W = 'U1/28L07T’U1/2. Alnda,

@p Wil se 1#]
Rigfw) _ 0_Ju\") o)
owT ow |1 o '
—(P1+d2), se i=]
Wi
Oppn(42)
em que 2~ ¢é avaliada em w = wy. As expressOes para varios valores de k e 1 estdo

no Apéndice (E).

Dessarte, destaca-se que o resultado obtido em (3.21) podera ser aplicado para qualquer
tipo de funcdo de correlacdo espacial vélida, bastando apenas substituir a funcdo p(-) pelas
correspondente, por exemplo, familia Matérn. Dito isto, na Tabela 17 estes resultados sao

aplicados a distribuicao marginal da Binomial, Poisson, Binomial Negativa, Gama e Normal

inversa.
Tabela 17 — Resultados para os esquemas de perturbacdo

Distribuicdo Moo, 8&3‘:’ Kw a(i“’
Binomial mi%m mime, (1 — Tw,)Tij diag [m;my, (1 — mw,)] diag |mime, (1 — 7y, ) (1 — 27, )/ var(z;)
Poisson exp(n; + w;) exp(n; + wi)xij diag [exp(n; + w;)] diag |exp(n; + wi)4/var(z:)

B. Negativa m; exp(n; + w;) m; exp(n; + wi)Tij diag [— m] diag [m; exp(n; + w;)e;)

Gama m — mzw diag [— m] diag ﬁ \/ var(z;)
Normal Inversa m_*l_w‘ 7% (TMTI%)E/2 Tij diag 7% (ﬁ)w2 diag % (n.-*l—W. )7/2 \/W

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

3.6 APLICACAO: ANALISE ESPACIAL DA PRECIPITACAO PLUVIOMETRICA (MM) PARA
O PRIMEIRO SEMESTRE DE 2021 NO ESTADO DE PERNAMBUCO

Como é bem discutido na literatura, é crescente a necessidade de estudos relacionados a
modelagem espacial da quantidade de chuva em determinada regido, tendo a geoestatistica
como poderosa ferramenta para este fim. A problematica é vista como de extrema importancia,
principalmente em regides agricolas e metropolitanas, pois a ocorréncia de chuvas em excesso
ou sua escassez tem como consequéncia potenciais danos socioecondmicos e/ou ambientais,

como exemplo, o abastecimento urbano, geracdo de energia elétricas, focos de incéndios,
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influéncia no rendimento de culturas agricolas, dentre outros. Diante disso, este estudo tem
como objetivo examinar a aplicabilidade da metodologia aqui desenvolvida, com vistas a avaliar
a distribuicdo espacial da precipitacdo pluviométrica (mm) média, para o primeiro semestre de
2021, no Estado de Pernambuco, Brasil (BR).

O Estado de Pernambuco esta localizado na regiao Nordeste do Brasil, com érea territorial,
segundo dados do IBGE (2020) de 98.067,880km? distribuida em 184 municipios, com uma
populacdo estimada de 9.616.621 em 2020. Com isso, para realizar este estudo foram coleta-
dos dados da precipitacao pluviométrica a partir de 157 postos pluviométricos, representando
todo o Estado. No entanto, 3 das estacGes foram excluidas do conjunto de dados, pois apre-
sentaram localizacGes fora dos limites do estado. Os dados de precipitacio utilizados foram
coletados diretamente do banco de dados online do Sistema de Monitoramento Agrometeo-
rolégico (Agritempo), disponivel em <https://www.agritempo.gov.br/agritempo/index.jsp>,
sendo calculadas as médias de precipitacao entre os meses de Janeiro e Junho de 2021 para

cada estacdo pluviométrica. Os pontos geograficos estdo apresentados na Figura 16.

Figura 16 — Mapa da localizacdo espacial de 154 estacdes meteorolédgicas no Estado de Pernambuco.

N

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Ent3o, para entender o comportamento dos dados, inicialmente, realiza-se sua analise ex-
ploratéria, de modo que seja possivel verificar se os mesmos representam informacdes adequa-
das para ajustes de modelos sob dados espacialmente correlacionados. Um estudo descritivo

é realizado com as principais medidas listadas na Tabela 18. Como podemos verificar, os da-
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dos de precipitacdo apresentam alta heterogeneidade vista pelos coeficiente de variacdo. Esta
heterogeneidade é caracteristica devido ao fatos das estacdes localizadas no sert3o e litoral
dos estado, que por apresentarem caracteristicas climaticas peculiares, em geral nao seguem
o mesmo padrdo de distribuicdo dos demais locais. Com vistas nos coeficiente de assimetria
e curtose, percebe-se que os dados ndo podem ser classificados como normalmente distri-
buidos, isto é, assimetria = 0 e curtose = 3. Esta afirmativa, também, pode ser verificada
pelo histograma, Figura 18(a), no evidencia uma leve assimetria j& destacada pelo coeficiente
de assimetria (0, 76). No boxplot, Figura 18(b), é destacado quatro observacdes com valores
altos que podem ser considerados como atipicos. Ainda, com vistas na Figura 19(a), grafico
de postplot classificados segundo os quartis, notamos que a regido oeste do estado (sertdo)
apresentou altas quantidades de chuva, para o primeiro semestre de 2021. Embora, em poucas
estacOes, a regido litoranea e entorno apresentaram alguns valores altos e medianos. Sendo per-
cebido uma quantidade consideravel de medidas altas no norte do estado. A Figura 19(b), que
representa o grafico de semivariograma com envelope simulado, destaca a presenca de alguns
pontos fora do envelope, indicando uma consideravel dependéncia espacial, isto é, rejeita-se a

hipétese de independéncia espacial entre as observacdes.

Tabela 18 — Estatisticas descritivas para respostas médias de precipitacdo entre os meses de Janeiro e Junho
de 2021 no estado de Pernambuco, Brasil.

Varidvel | Min Midx @1 @2 Q3 mean Var Sd Cv(%) Ku AS
Prec(mm) | 0,30 4,02 131 165 201 169 0,32 057 3358 458 0,76

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Min: minimo. Max: maximo. ()1: primeiro quartil. Q2: mediana. Q)3: terceiro quartil. mean: média. Var:
varidncia amostral. Sd: desvio padrdo amostral. Cv(%): coeficiente de variacdo. Ku: Coeficiente de curtose.
AS: Coeficiente de Assimetria. Prec(mm): Precipitacdo média para primeiro semestre de 2021.



105

Figura 17 — Histograma de densidade e BoxPlot da variavel precipitacio média para o primeiro semestre de
2021 no estado de Pernambuco, Brasil, Figuras 18(a) e 18(b), respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Figura 18 — Postplot e envelope da distribuicao espacial da variavel precipitacdo média para o primeiro semestre
de 2021 no estado de Pernambuco, Brasil, Figuras 19(a) e 19(b), respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Para modelar os dados médios de precipitacdao para o primeiro semestre de 2021 no estado
de Pernambuco, Brasil, inicialmente, definimos a estrutura de correlacdo espacial. Para tanto,
primeiramente consideramos vetor paramétrico ¢ = (¢1, ¢2, ¢3)", com entradas definindo,

nesta ordem, o efeito pepita, variancia do processo, e escala. Neste estudo, consideramos as
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funcoes de correlacdo das familias Wendland, Matérn e modelo Esférico. A estimacao do vetor
paramétrico é realizada por minimo quadrados generalizados, com resultados na Tabela 19.
Com isso, e considerando que os dados apresentam uma leve assimetria positiva (0, 76),
indicamos a distribuicio Gama para modelar o comportamento da precipitacdo. Ainda, da
analise dos graficos 19(a) e 19(b), notamos a presenca de aglomerados em algumas regides.
Assim, as coordenadas podem ser utilizadas como algum termo de covariaveis. Ademais, como
o objetivo é realizar a modelagem por um modelo de quasi-verossimilhanca espacialmente
correlacionado, ndo ha necessidade de especificar a forma da distribuicdo a ser utilizada (no
caso a Gama). No entanto, requer que seja indicado a funcdo de varidncia e uma funcdo de

. - ., . . 1
ligacdo para o modelo de regressdo. Sendo assim, é considerada uma funcao ligacdo 7, = —

i
inversa. Feito isso, desenvolvemos o ajuste de modelos, por meio de regressdes polinomiais do
primeiro ao quarto grau. Para tanto, consideramos varidveis provenientes da combinacdo das
coordenadas geograficas e altitude, as quais foram, posteriormente, selecionadas a sentimento.

Com isso, o modelo de regressdo marginal, aqui considerado é dado por:

ni = Bo + Brx(s;) + Bay(s;) + Bsx(si) H(s;) + Baz(s;),

em que [y, 51, B2, B3, B4 denotam os pardmetros de regressdo, x(s;) e y(s;) , 4,7 =1,...,n,
sdo os pontos de Latitude e Longitude, enquanto H (em metros) denota a altitude da locali-
zag3o (s;,s;) € R% O produto x(s;)H (s;) representa a interacdo entre as varidveis latitude e
altitude na localizacdo espacial (s;).

Estimados os parametros que definem a estrutura de dependéncia espacial, entdo, é reali-
zada a modelagem dos dados sob EEG considerando, individualmente, cada uma das estruturas
de correlacdo apresentadas. Para tal, empregamos a funcio geeg/m do pacote geepack disponi-
vel no Software R Core Team (2020). Para identificar a estrutura de correlagdo mais apropriada
para os dados, em cada caso, sdo calculadas as medidas do QIC, CIC, RJC e CNBC. Os valores
do RJC indicam para qualquer uma das estruturas de correlacdo Wendland, para k = 1,2,3
e Matérn, para v =10,5;1,5;2,5;3,5, por apresentarem o mesmo valor. Neste caso, coincide
com o critério CNBC para indicar a estrutura de correlacdo Wendland com x = 3. O critério
QIC indica para selecionar a estrutura de correlacdo do modelo Wendland com « = 1. O
critério RJC apresentou valores constantes, indicando assim que n3o é informativo. Por outro
lado, os critérios CIC e CNBC indicam modelo Wendland com xk = 3. Portanto, tendo em
vista a boa performance do critério CNBC, tais resultados confirmam a estrutura de corre-

lacdo da familia Wendland com x = 3 como apropriada. Os parametros para o modelo de
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regressao selecionado estao na Tabela 20, com os respectivos erros padrdes robustos e naive

entre parénteses.

Tabela 19 — Estimativas dos pardmetros do modelo geoestatistico para familias Wendland, Matérn e modelo
Esférico, os quais definem a matriz de correlacdo de trabalho, para variavel resposta precipitacao
média para o primeiro semestre de 2021 no estado de Pernambuco, Brasil.

Modelo b1 bo o3 QIC CIC RJC CNBC
W-x =0 |0,1180 0,2216 0,3832 4242 4,8 x 10710 [T414 1,236
W-k =1 |0,1290 0,1660 0,3773 1,1x107° [1,414 2,093
W-x =2 |0,1179 0,2090 0,3042 437,7 6,2x 10710 (1414 1,235
W-k =3 | 01179 0,2205 0,3041 4446 1,414
M-y =0,5 | 0,0220 0,3260 0,0420 4273 2,6x 107° [1,414 1,248
M-y =1,5|0,0970 0,2290 0,0290 4257 6,1x 10710 (1,414 1,175
M-k =2,5|0,1130 0,2160 0,0240 4245 6,2x 10710 (1414 1,142
M-y =3,5| 01130 0,2110 0,0200 4243 6,7 x 10710 (1,414 1,121
Esférico | 0,0990 0,1800 0,3000 449,8 2,5x 10°** |[1,414 1410

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

CNBC: Condition-Number-Based Criterion. M - v : Matérn com suavizacdo x. W - k : Wendland com
suavizagao K.

A partir dos resultados apresentados na Tabela 20, podemos observar que os erros padroes
robustos foram maiores que os naive. Assumindo 5% de significancia, as covariaveis Longi-
tude e interacdo entre a Latitude e Altitude sdo marginalmente significativas segundo teste
de hipétese Wald. Verificando o grafico de probabilidade meio-normal com envelope simulado,
Figura 20(a), observamos que a grande maioria dos pontos se apresentam dentro do envelope
simulado. Desta forma, consideramos que a suposicao de uma distribuicdo marginal Gama para
variavel resposta precipitacdo média para o primeiro semestre de 2021 no estado de Pernam-
buco, Brasil é apropriada sob o modelo de quasi-verossimilhanca para dados correlacionados
da forma que aqui é ajustado.

Ademais, no tange as medidas de influéncia local, segundo um esquema de perturbacao
na matriz de trabalho, as observacoes potencialmente influentes para estimativas dos parame-
tros foram 11,26,41,60,61,62,85,108,129, e 144 correspondente as medidas de precipita-
cdo média 2,05;2,05;2,35;1,62;1,68;2,32;2,00;2,25;2,12 e 1,78, respectivamente. Para
classificar-las como potencialmente influente, consideramos como medida de corte 2% Sd (duas
vezes o desvio padrdo) das medidas de influéncia local. Portanto, diante de tais medidas clas-
sificadas como potencialmente, concluimos que a modelagem dos dados referentes ao Estudo

precipitacao média deve ser realizado com cautela sob a presenca ou nao destas observacoes.
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Tabela 20 — Estimativas e erros padrdo dos pardmetros do modelo de regressdo n; = o + S1z(si) + Bay(s;) +
B3z (s;)H (s;) + Baz?(s;), ajustado com estrutura de correlacgdo Wendland com x = 3, para
variavel resposta precipitacdo média para o primeiro semestre de 2021 no estado de Pernambuco,
Brasil.

Erro padrao

Parametro Robusto Naive
Bo 0,891  0,0207  0,0009
B 1,72 0,0055  0,0003
By 8,15 00360  0,0008
B 0,00008 <0,0005 <0,0002
Bu 296 < 0,0003 < 0,0007

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Figura 19 — Gréfico de probabilidade meio-normal com envelope simulado (95% de confianca) do modelo de
regressdo, com distribuicdo marginal Gama, ajustado com estrutura de correlacio Wendland com
Kk = 3, para variavel resposta precipitacdo média para o primeiro semestre de 2021 no estado de
Pernambuco, Brasil (20(a)). Gréfico de influéncia local segundo uma pertubacdo na matriz de
correlacdo de trabalho (20(b)).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

3.7 CONSIDERACOES FINAIS DO CAPITULO

O que é certo é que selecionar uma estrutura de correlacdo de trabalho apropriada em
GEE tem um papel importante para obter estimativas eficientes dos pardametros do modelo
de regressdo marginal. Por isso, ndo apenas importante, como também vantajoso, propor
e compreender critérios que auxiliem na selecio de uma matriz de correlacdo espacial. Por

isso, neste trabalho, um novo critério, nomeado Condition-Number-Based Criterion (CNBC),
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foi desenvolvido com base no nimero de condicdo das matrizes de varidncias-covariancia
naive, para selecionar uma estrutura de correlacdo de trabalho espacial apropriada em GEE.
Comparamos a nossa proposta com os critérios RJC, QIC e CIC, disponiveis na literatura, por
meio de um extenso estudo de simulacdo. Para gerar as respostas espacialmente correlacionadas
foi utilizado o algoritmo Norta, com grades regulares de tamanhos 10 x 10, 20 x 20 e uma grade
irregular baseada nos conjunto dados reais utilizado como exemplo numérico. Os resultados
mostraram que o critério proposto tem melhor desempenho do que o critério RJC, em termos
de selecdo correta da matriz de correlacdo, em todos os casos quando considerada respostas
espacialmente correlacionada da Poisson e Gama. No caso da distribuicido Normal os critérios
obtiveram resultados ligeiramente equivalentes. Quando comparado com os critérios QIC e
CIC o CNBC obteve melhor desempenho em todos os cenarios.

Destacamos que o critério proposto permite que as informacdes, presentes na matriz de
correlacao espacial, contribuam para estimativa de todas as partes do modelo de regressao sob
EEG, ao contrério dos outros critérios QIC, CIC e RJC. Ademais, neste trabalho focamos na
selecdo da matriz de correlacao de trabalho sob a suposicao de que o modelo de média esta
especificado corretamente. A especificacdo da estrutura de correlacdo é baseada em modelos
de semivariogramas, utilizando as familias Wendland, Matérn e modelo Esférico. Assim, inves-
tigacdes futuras do critério CNBC podem incluir a selecdo simultdnea da matriz de covariancia
espacial e do preditor linear em EEG.

Finalmente, destacamos que nao ha métodos atualmente disponiveis na literatura além do
proposto neste Capitulo para escolher uma estrutura de correlacdo espacial adequada em GEE.
Os critérios QIC e CIC, revisados neste trabalho, ndo funcionaram bem quando a verdadeira
estrutura de correlacdo é a familia Wendland. Apesar de quando a verdadeira estrutura de
correlacao é a familia Matérn o critério CIC, em alguns casos selecionar a verdadeira estrutura
de correlacao, concluimos que o mesmo ndo é adequado para nosso contexto, tendo em vista
sua taxa efetiva de selecdo inferior a 50%. Por outro lado, o critério QIC funcionou bem nos
casos de resposta normal e poisson espacialmente correlacionada com estrutura de correlacao
da familia Matérn. Ainda, apesar do critério RJC ser equivalente ao CNBC para respostas
normais, o CNBC foi superior em todos os cenarios para resposta Poisson e Gama, tanto para
estrutura de correlacdo da familia Wendland quanto da Matérn e modelo Esférico. Portanto,
os resultados mostraram que o critério proposto tem desempenho muito superior a critérios

popularmente conhecidos na literatura.
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4 TECNICAS DE DIAGNOSTICO EM MODELOS QUASI-GAMA AUMENTADA
COM ZERO PARA DADOQOS ESPACIALMENTE CORRELACIONADOS

4.1 RESUMO

De certo, em muitas aplicaces, sobretudo no contexto geoestatistico, uma significativa
parcela das observacGes amostradas sdo zeros, enquanto que a parcela restante assume valo-
res positivos dentro dos nimeros reais. Mas, neste contexto, além dos modelos usuais para
variaveis positivas ndo permitirem acomodar os zeros, também n3o levam em consideracao
possiveis dependéncias entre as observacoes. Em vista disso, nesta Secdo, utilizamos um mo-
delo de regressao de mistura gama aumentada com zeros para analisar dados com dependéncia
espacial e muitos zeros. Para tanto, a construcdo do modelo é baseada em dois submodelos
de componentes ortogonais. A modelagem do primeiro submodelo (para o excesso de zeros)
é realizada através de uma regressao logistica. Enquanto que para o segundo submodelo, que
modela os dados continuos e positivos, utilizamos um modelo de quasi-verossimilhanca da
distribuicdo gama. Incorporamos a dependéncia espacial, a ambos submodelos, através das
equacdes de estimacdo generalizadas. Ainda, discutimos os aspectos inferenciais para estima-
¢do dos pardmetros de cada submodelo utilizando o algoritimo Expectation-Solution (ES).
Além disso, avaliamos o desempenho dos estimadores por um estudo de simulacdo. Desenvol-
VemMos expressoes para os erros-padrdo e sugerimos medidas para os residuos. Adicionalmente,
derivamos medidas de influéncia local baseada na curvatura normal para identificar pontos
potencialmente influentes, sob os esquemas de perturbacdo ponderacao de casos, variavel res-
posta da componente continua e nas variaveis preditoras. Finalmente, ilustramos a metodologia
desenvolvida através de um exemplo numérico, no qual foi utilizado dados sobre a quantidade
de chuva acumulada (mm) para o més de agosto do ano de 2021 no estado de Pernambuco,

Brasil.

42 INTRODUCAO

E comum em estatisticas espaciais a analise e/ou modelagem de dados continuos n&o
negativos. Com isso, sdo varias as aplicacBes praticas possiveis. Por exemplo, quando o pes-
quisador busca entender a dinamica espacial com o objetivo de compreender o comportamento

de fendémenos climaticos, ou prever a ocorréncia dos mesmos. Ou ainda, avaliar taxas de in-
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cidéncia epidemiolégicas. Particularmente, temos como motivacdo pratica para este estudo,
avaliar a distribuicdo espacial de fenémenos climaticos. Assim, consideramos a quantidade ou
ocorréncia de chuva em uma dada regido geografica. Portanto, é sabido que a andlise pode
ser complicada devido a ocorréncia de valor zero na amostra, isto é, localizacGes em que nao
ocorreu chuva no periodo em estudo. Desta forma, é permissivel imaginar que, dado um vetor
aleatério Z = (z1,...,2,) contendo n observacdes amostradas nas localizacdes espaciais
S1,...,8, C S € R?, entdo, z;, i = 1,...,n, assume valor zero com probabilidade um se
ndo ocorrer o fenémeno em estudo, e outro valor continuo e positivo para ocorréncia do fend-
meno na regido em estudo. Em vista disso, é importante o desenvolvimento de modelos que
permitam a incorporacao dos zeros presentes na variavel resposta, a analise dos dados.

Usualmente, os modelos utilizados para modelagem de dados de precipitacdo pluviomé-
trica (quantidade de chuva), com assimetria positiva sdo baseados na distribuicdo Gama. No
entanto, modelos com esta caracteristica nao compreendem o valor zero, devido o dominio
da distribuicao Gama. Neste caso, o ajuste com tais modelos ndo é adequado, pois seria ne-
cessario descartar da amostra as observacdes com valores zeros. Igualmente, modelos para
modelagem de dados referente a notificacdes de casos epidemiolégicos ndo estdo disponi-
veis, sobretudo quando se considera a localizacao geografica das amostras, isto é, quando sdo
georreferenciados.

Neste contexto, o objetivo principal desta Secdo é propor um modelo que possa acomodar
os zeros presentes em amostras de dados com as caracteristicas acima listadas. Assim, a ideia
é desenvolver um modelo de mistura da distribuicio degenerada em zero com a distribuicdo
Gama, proposto por Feuerverger (1979), sob dados espacialmente referenciados gerando, as-
sim, um modelo geoestatistico Gama aumentado com zeros. Ou seja, no modelo geoestatistico
proposto, a variavel resposta é discreta em zero e continua em (0, c0).

Os modelos Gama aumentado com zero, definida inicialmente por Feuerverger (1979), foi
utilizado para ajustar como modelos de regressao para dados climaticos na australia, em que
utilizou-se a forma logistica para modelar a singularidade distributiva na origem e, a distribui-
cdo Gama usual para os preditores da precipitacdo pluviométrica. A partir de entdo, diversos
trabalhos foram desenvolvidos para modelagem de dados assimétricos inflacionados de ze-
ros. Por exemplo, Heller et al. (2006), Cook, Kieschnick e McCullough (2008) e Venezuela e
Artes (2014) propuseram modelos de regressdo inflacionados de zeros usando a distribuicdo
Gaussiana Inversa, modelos de regressdo beta inflacionados no zero aplicados em anélise de

decisoes de estrutura de capital corporativa, e técnicas de diagnéstico em Equacdes de Estima-
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¢do Generalizadas (GEE) com variavel resposta inflacionada de zeros, usando as distribuicdes
Gaussiana Inversa e Beta, respectivamente. Os autores () apresentaram um modelo de re-
gressao mista gama aumentada com zero para analisar dados longitudinais com muitos zeros,
para o custo médio com sinistros em salide ocupacional. E, os autores Rodrigues-Motta et al.
(2015) estudaram um modelo de efeito misto para respostas positivas aumentadas com zeros.

Sob a perspectiva de dados correlacionados, a teoria dispde das GEE de Liang e Zeger
(1986) e de efeitos aleatérios para explicar a correlacdo em modelos inflacionados de zeros.
Assim, embora existam trabalhos no contexto de dados espaciais, utilizando GEE's para mo-
delar dados com excesso de zeros, por exemplo: Dobbie Melissa J e Welsh (2001) que utilizam
as GEE's para modelar dados de contagem inflacionados de zeros; Hall e Zhang (2004) que
desenvolveram equacoes GEE's sob um modelo de mistura para dados longitudinais inflaci-
onados de zeros; Monod (2011) desenvolveram as GEE's para dados de contagem espacial
inflacionados a zero; e Bandeira et al. (2015) que desenvolveram as GEE's para modelar dados
de contagem espacialmente distribuidos com excesso de zeros e sobredispersio; até o momento
da escrita deste trabalho ndo temos o conhecimento de textos que abordem modelos assimé-

tricos utilizando a distribuicao Gama, espacialmente referenciados e com excesso de zeros sob

GEE's.

4.3 MODELO QUASI-GAMA ESPACIALMENTE CORRELACIONADO

Seja Z(s;) = z; uma realizacdo de um processo estocastico espacial na localizacdo s; €
S C R? i=1,...,n. Considere ainda a existéncia de um vetor x(s;) € R? de covariaveis.
Com isso, aqui estendemos o conceito de distribuicGes continuas positiva ajustada no zero
para dados espacialmente referenciados. Para tanto, consideramos a funcao
m, se z;=0
9(zi3 iy iy ) = (4.1)
(1 —mi) f(zi5 1, 9),  se 2,>0
em que 0 < m; < 1 é a probabilidade de ocorréncia do valor zero observado, isto é, m; = P(z; =
0). A fungdo f(z;; i, ) € alguma funcdo de probabilidade continua definida em (0, cc). Desta
forma, (4.1) fica nomeada de funcdo de distribuicdo ajustada no zero. O interesse aqui € utilizar
f como sendo a funcdo densidade da distribuicio Gama.
Outrossim, a distribuicdo Gama ajustada no zero proposta por Feuerverger (1979), é uma

extensdo da Gama usual permitindo a ocorréncia de zeros nos dados. Paralelamente, aqui a



113

parametrizacdo considerada para distribuicio Gama é a proposta por Stasinopoulos, Rigby e

Akantziliotou (2008, p.272), ou seja:

L
exp (—m) 2
1
T(5) (i)

com z; > 0,4; > 0,¢ > 0. Sem perda de generalidade, consideramos ¢ = 1. Neste caso, f

[ (zis i, @) =

pode ser reescrita como:

f(zis i, 1) = eXpA(L—Z)

logo, temos que para este caso F(z;) = u; e Var(z;) = u?.

)

Com isso, dado os vetores 7, ;. de médias para as distribuicoes binomial e Gama, respec-
tivamente. Entdo, aqui definimos o modelo Gama aumentado com zeros (ZAGA), com vetor
paramétrico @ = (m, )" por (4.2).

m, se z; =0

g<Zi;7Ti7,U/i) = 1 (4-2)

(1 —m)—exp (—;—7) se z; >0,

em que F(z;) = (1 — m)u; e Var(z) = (1 — m;)(m; + 1)u?. Ainda, note que o modelo (4.2)
pode ser reescrito em termos da funcdo indicadora, isto é:
. 1 z \ e
9(zi3 T, i, Lo(2:)) = (WfO(ZZ)(l - Wi)l_IO(Zi)) [ exp (‘lﬂ ; (4.3)
Hi Hi
em que
1, se z =0
0, se =z >0.
Neste caso, [, é vista como uma variavel aleatéria binaria. Desta forma, o modelo ZAGA
pode ser ajustado como um MLG de mistura. Portanto, é permissivel assumir que existam

funcdes hi(-) e ho(-), estritamente monétonas e duplamente diferenciaveis, tal que:

hi(m) = ¢=y(si)y
hQ(Mz‘) = n:X(Si):@;

emquey = (71,..,7%) . B=(Bi,...,5,)", sdo vetores desconhecidos e, y(s;) = (Yi1, - - - , Yiq),
x(s;) = (x4, ..., x;) sdo vetores das varidveis preditoras em cada localizacgo espacial s; € R?,
1 =1,...,n. Ainda, fica definida as matrizes de variaveis preditoras Y e X de dimensdes n X ¢

e n X p, respectivamente, com linhas preenchidas pelos vetores y(s;) e x(s;), respectivamente.



114

Sendo assim, dada uma amostra de n observacdes independentes amostradas e referencia-
das pelas localizacdes s;, .. ., s,, entao, o logaritmo da funcao verossimilhanca para o modelo

(4.3) fica dado por:

log (g(z; 7, p)) = {ﬁ ( P )17[0(%)) Uz P <_Z>] 110(21)}
= (»y):rl (B),

em que
h(y) = ﬁ:{lb(%)log(ﬂ0-+(1-—-RKZO)log(l—-WJ},

n 2

L(B) = > (1—1I(z)) {_M‘ - 10g(ﬂz‘)} ;
i=1 i

com m; = hi'(y(si)y) e us = hy ' (x(s;)B). Aqui, consideramos a func3o de ligacio (hi(-))

logistica para o parametro de excesso de zeros, isto é:

log (1 m ) = y(si)v,

e para os parametros de regressdo consideramos log(u;) = x(s;) /.

Com isso, nota-se que l;(7y) e [2() dependem unicamente de v e (3, respectivamente,
portanto, sdo separaveis. Sendo assim, a ideia aqui é substituir o logaritmo da verossimilhanca
para o modelo Gama (I3(/3)) pela sua Quasi-verossimilhanca. Logo, estabelecemos um modelo

Quasi-Gama aumentada com zero dado por (4.4).

Qzm,p) = > {zlog(m)+ (1 —2])log(L—m)} + > (1 - 2)Q" (21 i), (44)
i=1 i=1
em que z; = Iy(2;), enquanto que Q1 (z; ;) é a Quasi-verossimilhanca da distribuicdo Gama

com parametro de dispersao ¢ = 1, e dada por:

i Zi —

@ (i) = [t =1+ 10g(z) = (2 4 dog().

i

Desta maneira, e a partir da funcdo de ligacdo para o excesso de zeros, temos que m; =
exp(y(si)y) 1
el —m;
1+ exp(y(s;)y) R exp(y(si)y)

Q(0)z,2") = il{z log (1 ixf}fp(( )Y >) )> +(1—2)log (1 +6Xpty(si),y)>
S log(ui))]}

i

Logo, substituindo em (4.4), obtemos

+ (1—2z)) [1 +log(z;) — (
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_ f;{zmsm ~log (1 + exp(y(s;)7))

b - [mog(zi)—(j’_+log<uz->>]}, (45)

7

em que @ = (4", 8")". Diante disso, e utilizando a esperanca condicional, temos que
E[Q0lz,2")|z] = > {Zy(si)y —log (1 +exp(y(si)v))
=1

Zq
b2 L osta) - (4 log(u) |
em que 27 é obtido aplicando o teorema de Bayes, ou seja

2: = E[Z;(‘ZZ'7’Y7IB]
P(z7)P(ziz])

P(2;)

m (1= mi) " gz i, i, 25)

[m +(1- 7rl):Z exp (—Z)]

Portanto, tendo em vista que z; é uma realizacdo de uma varidvel aleatéria a partir da

*
1-2z;

funcdo indicadora, e utilizando a funcao e ligacao especificada para o excesso de zeros, com
algumas operacdes algébrica temos

—1
1+ e:><p(—y(sz-)'y),u;1 , se z =0,
- | .-

0, se z; > 0.

Sendo assim, aplicando a técnica de Liang e Zeger (1986), as equacdes de estimacdo sob

independéncia para modelar a média e o excesso de zeros sdo dadas por:

U, = Q=T (gi;"“) =D/ (AVIAY?) (2 — ) (4.7)

Ug = 9Q (=, ) (gﬂ”’“) = D] (AYIAY?) ' Z° (2 - p), (4.8)
em que D; e Dy sdo matrizes de ordem n X p com elementos dados por 87“: e ggl res-
pectivamente, com i = 1,...,.ne j = 1,...,p; Ay = diag (V(m),.. ,V’(yjrn)) e jAQ =
diag (V(p1),-..,V(n)); I é a matriz identidade de ordem n; z* = (2§,...,2%) é um vetor
de realizacdes da variavel aleatéria indicadora; = (7, ..., m,) o vetor de probabilidades de
ocorréncia do valor zero observado; e Z* = diag(1 — z{,...,1 — z%).

Para acomodar a dependéncia espacial, aqui, substituimos a matriz identidade nas Equa-

cOes (4.7) e (4.8), por uma matriz de correlacdo espacial R(¢) obtida por alguma modelo de
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semivariograma. O vetor ¢ = (1, ¢, ¢b3) " caracteriza a estrutura de dependéncia espacial.

Com isso, as funcdes escores sdo reescritas como em (4.9) e (4.10).

Uy = Y'K, (A/”RAY?) (& — ) (4.9)
Ug = X'K;(AY’RAY?) 2 (2 p), (4.10)

em que Ky = diag(mi(1—m1),...,m (1 —m,)), Ko = diag(exp(x(s1)8), . . ., exp(x(s,)B)),
A, = diag(m(1—m1),...,m(1—7,)) e Ay = diag(exp(x(s1)B)?, ..., exp(x(s,)B)?). Note

que,

)= exp(y(si)7)
Y (Tt exp(y(si)y))?

Por conseguinte, a funcdo de estimacdo fica dada por (4.11).

771(1— :1,...,77,.

Ue) = . (4.11)

4.3.1 Estimacao dos parametros

Para estimacdo dos vetores v e B nos modelos Quasi-gama aumentada com zero para
dados espacialmente referenciados, devemos considerar a funcdo escore (4.11). Consideramos
ainda que ¢ = (¢, ¢o, ¢3) " é fixado e conhecido.

Em geral, a estimacao dos parametros em modelos GLM's de mistura é realizada pelos
algoritmo EM de Dempster, Laird e Rubin (1977). Contudo, sua aplicac&o exige o uso da funcdo
verossimilhanca, portanto, ndo a podemos utilizar em nosso caso. Com isso, utilizaremos uma
generalizacdo do algoritmo EM proposta por Rosen, Jiang e Tanner (2000). Esta técnica,
a autora a definiu como Expectation-Solution (ES) e, utilizou para explicar a correlacdo no
contexto de medidas repetidas em EEG. Ainda, a autora advoga que se o algoritmo convergir,
entdo, convergirad para um estimador n3o viesado, consistente e assintoticamente normal. Sua
aplicacdo é de forma similar ao algoritmo EM, substituindo o passo M por um passo S que
requer a solucdo de um sistema de equacdes generalizadas.

Como visto anteriormente, consideramos inicialmente a realizacdo de uma variavel aleatéria

1, se z =0

0, se 2z~ Gama(;u;,d=1).
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Sendo assim, a realizacdo Z*(s;) = z da variavel aleatéria Z* caracteriza os dados ndo
observados. Ent3o, o algoritmo E'S é utilizado para maximizar o modelo Quasi-Gama aumen-
tado com zero dado em (4.4), alternando entre o passo E, em que os dados n3o observados
s30 estimados a partir da esperanca condicional e @ = (v, 8")T e o passo S resolvendo
os sistemas de equacdes (4.9) e (4.10) com z* fixo. A solucdo dos sistemas (4.9) e (4.10) é
obtida a partir de uma modificacdo no algoritmo Fisher scoring. Com isso, temos que

ol [30])

=AY+ (D) (V) ZDyY) (DY) (V) (a — u), (412)

1219 A 1/2 o A -
em que V = AQ/ RAQ/ . Similarmente, os parametros de regressao para o excesso de zeros

sao obtidos por:

—1
Y = 4 4 (@) (Vi) DY) (D) T (Vi) e - 7 ), (4.13)

neste caso V; = Ai/QRAi/Q. Feito isto, as estimativas para B e v sdo obtidas utilizando o

algoritmo (2).

Algorithm 2 Passos para aplicar o algoritmo ES

Passo E - Defina o vetor de parametros iniciais (7(0),,6(0)). Ent3o, iniciamos o processo

para estimar zjw da k—ésima iteracao a partir da esperanca condicional éjw
E [z;‘|zi,7(k),ﬁ(k)}, com k = 0,1,.... Assim, a partir de (4.6), 2} no k—ésimo passo
de iteracao é obtido por

-1
) _ [1 + exp(—y(si)'y),ui_l} , se z =0,
' 0, se z; > 0.

-1
Passo S para 3 - Defina (V)1 = (Aé/QR(qb)A;/Q) (Z*)*). Ento, estimamos o ve-
tor paramétrico (8) para o modelo de regressdo, a partir do processo iterativo (4.12).

Passo S para ~ - Defina (ng))_1 = (A}/ZR(@A}/Q)_I. Ent3o, estimamos () pelo pro-
cesso iterativo (4.13).

4.3.2 Erros padrao

Os autores Liang e Zeger (1986) determinam expressdes para os estimadores naive e ro-

busto para os parametros de regressdo sob GEE. Ent3o, para o modelo Quasi-gama aumentada
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com zero e espacialmente correlacionados sob GEE, os erros-padrdo sdo obtidos de forma si-

milar, considerando que na convergéncia do processo temos que:
- T\ L T
B = (X WX) X"WT,
~ —1 ~ o~
(Y'W,Y) YW, T,

2
I

em que W = ng_lz*i{\g, Wl = K{Vflf{\l, T = XB + R\El(z — ﬁ,) (S Tl = Y’/)\/ +
/Kfl(z* — 7). Dessa forma, assumindo fi e & aproximadamente os verdadeiros vetores de
médias para o componente continuo e discreto, respectivamente, ent3o, os estimadores para

as variancias de 3 e « sao obtidas por:

Var(B) = <XTWX)71 X"WK; 'Var(z)K; 'WX (XTWX>71
Var®) = (Y'W.Y)  Y'W.K; Var(z)K ' W, Y (Y Wy Y)

Nesta conjuntura, assumindo R(¢) como sendo a verdadeira matriz de correlagdo para
z, entdo, portanto, Var(z) = Aé/QR(cb)Aé/2 e Var(z*) = A}/2R(¢)A1/Q. Com isso, a

estimativa para \757"(5) pode ser obtida por:

—

Var(f) = (X'WX) ' X WK; 'Var(z) yK;' WX (X 'WX) '
Var3) = (YTW2Y)  Y'W.K; Var(z) K WY (YTW,Y)

em que m)]\, = Ké/QR((ﬁ)/A\é/Q e VW)N = Ki/QR(q&)K}ﬂ sdo estimativas para
varidncias do tipo naive. Contudo, na pratica a matriz R(¢) é desconhecida, portanto, neste
caso, sao obtidas estimativas de variancias robustas, substituindo m)N por V/CW(\Z)mb =
(z—p)(z—p)' e Vm)mb = (z* —m)(z" — )", para os componentes da parte continua

e discreta (excesso de zeros), respectivamente. Ent3o, mediante o exposto, podemos obter as

estimativas para os erros padrao naive e robusto, para ambos os componentes do modelo.

4.4 TECNICAS DE DIAGNOSTICO

O objetivo da andlise de diagnéstico é verificar, a partir do modelo ajustado, possiveis
afastamentos das pressuposicoes do modelo. Desta forma, é essencial o estudo de algum tipo
de residuo para auxiliar na verificacdo das suposicdes assumidas. A analise dos residuos consti-
tui uma importante ferramenta para avaliar e/ou identificar o impacto da presenca de pontos

discrepantes nas inferéncias sobre o modelo. Diante disso, aqui estendemos os conceitos de
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residuos e padronizados para o modelo Quasi-gama aumentado com zero e espacialmente cor-
relacionado. Com isso, é possivel avaliar a precisdo dos resultados inferenciais a respeito do
modelo proposto, ou seja, examinar a sensibilidade do método utilizado a pequenas violacoes
das pressuposicdes. Adicionalmente, desenvolvemos medidas de influéncia local, sob um es-
quema de perturbacdo de ponderacdo de casos, para o modelo Quasi-gama aumentado com

zero e espacialmente correlacionada.

4.4.1 Residuos

Sendo assim, e considerando a ortogonalidade dos parametros dos modelos para o compo-
nente discreto e continuo, é permissivel que os residuos sejam obtido separados. Posto que a
modelagem do excesso de zeros é realizada por ajuste de uma resposta binaria, entao, neste
caso, utilizamos os residuos de Pearson para resposta binaria espacialmente correlacionada de

forma similar a definida em (ALBERT; MCSHANE, 1995), ou seja:

n(l) _ Io(z;) — m; ’

mi(1 — ;)

em que Iy(z;) denota a func3o indicadora.

Para os residuos do componente continuo, temos que levar em consideracdo, também,
as estimativas para a probabilidade de uma obervacdo assumir valor diferente de zero. Desta
maneira, a proposta aqui é realizar uma extens3o dos residuos definidos para modelos beta
inflacionados, proposto por Martinez (2008), Ospina e Ferrari (2012). Portanto, dada a medida
(1 — m;), a probabilidade da observacdo z; amostrada na localizacdo s;, i = 1,...,n assumir

um valor diferente de zero, entdo definimos o residuo para z; como sendo:

¢ V-7,
_ Zi — i
V(1 —#,)

em que V;; € o 1—ésimo elemento da diagona principal da matriz V.
Portanto, definimos um residuo geral para o modelo Quasi-gama aumentada com zero e

espacialmente correlacionado, como sendo:
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4.4.2 Medidas de Influéncia local

O objetivo desta subsecdo, é desenvolver medidas de diagnédstico de influéncia local tal que
seja possivel investigar se a presenca ou ndo de observacGes potencialmente influentes, sob
pequenas perturbacdes impostas ao modelo, exercem mudancas significativas nos resultados
inferenciais. Com isso, a ideia é estender a metodologia proposta por Cook (1986) a partir do
conceito de influéncia local generalizada apresentada por Venezuela, Botter e Sandoval (2007),
para derivar medidas de influéncia local para o modelo aqui proposto. Para tanto, assumimos
fixa a matriz de correlacdo espacial R(¢). Entdo, seja F(0) uma funcdo de ajuste duplamente
diferenciavel, tal que

‘9@ =0,

U(9) = me)]

00
em que U(0) é a fungdo de estimacdo definida em (4.11) para o modelo Quasi-gama au-
mentado com zero e espacialmente correlacionado. Assim sendo, denotamos a funcdo de

afastamento em relacdo ao modelo perturbado por:
FDy =2{F(610) — F(6|6w)} .

em w = (wi,...,w;) ' representa um vetor de perturbacio, tal que w C 2 € R!, sendo 2
o conjunto de perturbacées. Ainda, os vetores 6 e O, s3o as estimativas de 6 = (v, BT)T
sob os modelos postulado e perturbado, respectivamente.

Desta forma, a proposta consiste em estudar o comportamento de F'D, localmente, para
qualquer vetor w na vizinhanca de algum vetor de n3o perturbacdo wq (F Dy, = 0). A vista
disso, tal qual sugere Cook (1986), devemos investigar a curvatura normal referente ao grafico
de F'Dy,1qa versus a, com a € R e d um vetor unitério (||d|| = 1). A curvatura normal é
obtida por:

Cq=—2 (dTAUf—lAd) ,
em que, como estamos considerando @ = (v, 87)T, com v e B de dimenss")es p X 1, entdo,
0?F(0]0,w)

000w’
identificamos observacGes que poderdo exercer influéncia consideravel na funcao de afasta-

A é uma matriz de dimensao 2p x n com elementos dados por . Com isso,

mento F'Dy,, a partir da maxima direcdo d,,,, da curvatura normal, obtida pelo autovalor

correspondente ao maior autovetor da matriz

B=-ATFA,
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. O°F(0]6 -
em que F = (i;;ée‘T) € uma matriz bloco diagonal de dimensao 2p x 2p avaliadaem 0 = 6.
Além disso, dada a separabilidade de (4.11), podemos escrever A como:
A — 32f(v|'%w)| )
O e L et et
A, PFEB)
B~ 9B0wT  'B=Bw=wn

Note que A depende do tipo de perturbacdo a ser considerada. Ainda, temos que:

. Foom — PF (1) 0
5 OPF010) (7T oyonT
00007 0 Foo PF(BIB) |’
BB~ 98087

Destarte, para o modelo Quasi-gama aumentada com zero e espacialmente correlacionado,

temos que:

Fpy = 2 {W}

0y oy’
= Y' {a(lf;;/ll)(z* — ) — KlVll({;t} i=1,...p,
em que V; = A}/zR(qb)A}/2 e g;rj = Ky;, com y; denotando a j—ésima coluna da matriz
de preditores do excesso de zeros Y. Outrossim, 8(K1V1_1) = 8K1Vf1 + Klavl_l, com
avil v, vV, Vv, 9A}? 12 avjl 2 gljl/ ? .
87? =& V! 5 T 871]» R(¢)A)? + AY R(qs)T;j. Ainda,

K _ iag (eXP(Ci)yij(l +exp(Gi)7))? — 2exp(Gi) (L + exp(Gi)) eXp(Q’)%‘j)
i (1+exp(Gi))*

_ (= exp(Gi))yig
= diag (exp(@) (1+ exp(())? )
= d’LCLg(T('Kl—7'('1)(1—277'1):%]), izl,...,n, j:17...,p,
oA, 0
5 = gy (Gasl(m(l = m)")}

= diag (G (ms(1 = m)) " 2m(1 = m)(1 = 2m);
= diag (5(m(1 — m)) (1~ 2m)yy ).

Analogamente, os elemento da matriz fﬁ,@ sao obtidos por:

#.. _ O |oF(BIB)
BB~ ap) oB"
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K —1
= X' {wz*(z —p) — KQV;lz*a“} j=1,...p,

05, 95,
0
em que Vy = Aé/QR(@A;/z e ag = Kyx;, com x; denotando a j—ésima coluna da matriz
J

de preditores X. Ainda,

0K, , OAY?
= diag (exp(n;)x;;) = .

Desta forma, a seguir apresentamos as expressdes para a matriz A ja avaliadas em w = wy,

segundo cada um dos cenarios de perturbacao considerados.

4.4.2.1 Esquema de perturbacdo ponderacdo de casos

Seja um vetor de perturbacio w = (wy,...,wy)" € wo = (1,...,1)T de ordem n x 1

um vetor de n3o perturbacao. Com isso, as equacGes de estimativa para o modelo quasi-gama

aumentado com zero e espacialmente correlacionado, perturbado, s3o dadas por:

Ulylw) = Y'K, (A/R(¢)AV?) " diag(w) (z* — )
UBlw) = XTK: (AYR(#)AY?) " Z'diag(w) (2~ p).

Desta forma, é facil ver que:

Ay = YK, (APR(¢)AV?)  diag (2" — ).

Ag=X"K, (AY’R()A}?) " Z'diag (z— ).

4.4.2.2 Esquema de perturbacido da varidvel resposta do componente continuo do modelo

Quasi-gama aumentada com zero e espacialmente correlacionado

Tendo em vistaque @ = (v, B") ", ent3o, é permissivel avaliar a influéncia local individual
para os parametros -y, 3. Portanto, aqui o interesse é verificar a influéncia que observacoes
potencialmente influentes exercem sobre as estimativas 3. Desta forma, e tal qual é abordado

na literatura, a curvatura normal Cq deve ser particionada, ou seja:

Ca(B) = —2 (dTAT(ﬁ—l - ﬁ’Y’Y)Ad) :
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em que
oy Fyy O
0 O

N3o somente mas também, o grafico de indice da matriz B(8) = A" (F~' — FY7)A
pode ser utilizado pra identificar as observacoes que exercem alguma influéncia nas estimativas
de B. Nesta conjectura, seja z; > 0 a variavel resposta perturbada da seguinte forma z;, =
zZ; + wiA%{Q, sendo A%{Q o t—ésimo elemento da matriz de funcdo das variancias. Entdo, com
esta imposicdo, temos que w; = 0, ¢ = 1,...,n, indica auséncia de perturbaciao na variavel

de interesse. Isto posto, a equacdo de estimativa para 8 do modelo perturbado fica dada por:
U(Blw) = XK (AY*R($)AY?) ' 27 (20 — 11).

Portanto, neste caso, temos que A7 = 0. Por outro lado, a matriz A,B é dada por:

% 8Zw

ow'’

-1
Ag=-X"K, (A"R(9)A;%)  Z

em que 922 — diag(exp(x” (51)8). ... exp(x (s.)8).

4.4.2.3 Esquema de perturbacdo simultinea nas varidveis preditoras do excesso de zeros e

componente continua

Para este caso, suponhamos que as matrizes das varidveis preditoras sejam distintas, ou
seja X # Y, porém com as mesmas dimensoes. Desta forma, consideramos uma perturbacao

do tipo aditiva tal que

Yijw, = Yij + OyWi,
Tijw; = i+ OzWy,
em que o, e 0, sao constantes de escala dadas pelos desvios padrao da j—ésima coluna das

matrizes Y e X, respectivamente. Com isso,temos que

Giow = MYt + -+ 7Y + o) + . Y = ya, (507,

Niwi = BT+ ...+ Bi(wi + ogwi) + ... frip = XIZ.(SZ')B,

em que X, (8;) = (Tit, -+, Tijwss - > Tip) |+ Y (Si) = (Wit -+ Yijeoss - - - » Yip) |- bem como o

vetor de n3o perturbacdo é wy = (0,...,0)". Entdo, com esta conjectura, as equacdes de
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estimacao, perturbada, s3o dadas por:
Ulw) = YiKiw (Vlw)_l (z" — ww),
U(Blw) = XLHKow (Vaw) ™ 27 (2 — pe),

em que o indice w indica que as matrizes dependem da perturbacao empregada. Por conse-

guinte, os elementos da matriz A sdo calculados como segue:

0 _ . o
A7 = &071_ {YLKlw (Vlw) 1} (Z — 7'l'w) — YLKlw (Vlw) ! a(,di‘:lk—”
em que
o) IY . _ 0K
7o YoKiw (Vie) '} = 2K (Viw) '+ Y55 = (Viw) ™
0(Viw)™
+ YKo
% AL2 AL/2
8&01? = a&.ulg R($)A L5+ AlSR(9) 88 1#) Ainda, os elementos de cada matriz de deri-

vadas avaliadas em w = wy, sao dados por:
Ko _ 0 [ exp(yy, (si)7)
dw T 0T | "\ U+ eyl (s07)?

exp(y,, (s)y)(1 — exp(}fl(%)“/)))
(1 +exp(y,.(si)7))?

= ay*yjdiag (71'@(1 — 7Ti>2 (1 — 1 izﬂ_>>

= o,ydiag (m(l —m)(1—2m)), i=1,...,n, j=1,...,p,

= oyydiag (

A2 B
@wurd = AT {[Wiwi(l - Wiw,-)]l/Z}

1
= O-?J,deiag (2 [7.‘_7:(1_71_2‘)]1/2 (1_27T1))7 i:17...,n, j:]-a"'7p7

omw 0 {dm< exp(y,;, (si)7) )}
owT — OwT (14 exp(y], (s:)7))

5
= oyv,diag <7Tz ( 1— m))

= oyydiag (m(1 —m)), =1,...,p,
enquanto que %ZZT" é uma matriz p X n de zeros exceto a p—ésima linha que é preenchida
com a constante o,,. Analogamente,
9 Oy

AIB 8wT {X KQ(.U (ng) 1} Z*(Z — [,Lw) — XLng (ng)il Z>|< aw_r s
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em que
0K |
o = oubdiag (exp(x],(s)8))
= o.fBidiag (i), i=1,....,n, j=1,...,p,
_ Opgy 8A§£
 OwT JwT
oX/,

enquanto que é uma matriz p X n de zeros exceto a p—ésima linha que é preenchida

Oow’
com a constante o,.

45 ESTUDO DE SIMULACAO

Nesta Secdo aplicamos um estudo de simulacdo para avaliar o desempenho do algoritmo
ES sob GEE para o modelo Quasi-gama aumentada com zero e espacialmente correlacionado.
Com isso, concentramos na investigacdo das estimativas #, B e na eficiéncia das medidas
de influéncia local na identificacdo de observacdes potencialmente influentes. Para tanto, o

modelo é considerado com a seguinte estrutura:

hi(m) = Yo+ 7y1(s:) + v2y2(s4)
ho(pi) = Bo+ Bizi(si) + Baza(sy),

em que ¢ = 1,...,n, com matrizes de covaridveis preditoras dadas por X ~ U(0,1) e Y ~
U(0;0,5), sendo todas as covariaveis fixadas ao longo das simula¢cdes. Ainda, temos que hy
e ho sdo as funcles de ligacdo logito e logaritmica , respectivamente. Com isso, a variavel

resposta z; é gerada pelo algoritmo 3.

Algorithm 3 Geracdo de dados com distribuicdo quasi-gama aumentada com zero e espaci-
almente correlacionada.

Passo 1 - Seja 7; a probabilidade de ocorréncia do valor zero observado. Entdo, se a amostra
aleatéria Binomial(1,1,m;) =1, defina z; = 0;

Passo 2 - Caso contrario, determine uma matriz nao singular de correlacdo espacial 3;;
Passo 3 - Gere um vetor aleatério Z, tal que Z; ~ MV N(0, X);
Passo 4 - Determine o vetor aleatério Z, tal que z; — F~1(®(zy,)),i=1,...,n;

Passo 4 - Para cada z; calcule a distribuicdo gamma inversa (quantil).

O algoritmo 3 foi construido a partir do método de geracdo de variaveis correlacionadas

NORTA proposto por Cario e Nelson (1997). Ainda, consideramos trés cenarios para o tamanho
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da amostra, a saber: com n = 100, n = 200 e n = 300, com pontos amostrais gerados em
grades regulares de dimensées 10 x 10, 20 x 10 e 15 x 20, respectivamente, considerando um
espacamento de 1 (uma) unidade entre as observacdes. Os pardmetros do modelo de regressdo
sdo fixados em B = (0,1;0,1;0,1)" e v = (0,5;0,5;0,5)". Para a estrutura de dependéncia
espacial foram utilizadas as familias de covariancia Wendland e Matérn, com suavizacdo x = 2
e v = 1,5, respectivamente. O vetor paramétrico que define as familias de covariancias foi
fixado em ¢ = (0,1;0,6;1)". O nimero de réplicas de Monte Carlo foi de R = 1000, em
que foram gerados um vetor de resposta z = (21,...,2,)', para cada uma das réplicas. As
estimativas dos pardmetros de regressdo foram obtidas pelo algoritmo ES (2). Para a analise
dos resultados, foram calculados o E(8) = R™' Y% 8, o viés B(A) = E() — 0, a raiz
quadrada do erro quadratico médio /EQM = \/R—lzllil(@i —0)2, em que 0 é o vetor

de parametros verdadeiro e 6 é o estimador. Todo o procedimento de calculo foi realizado
utilizando o software R Core Team (2020).

Nas Tabelas (21), (22), (23) , (24), (25) e (26) apresentamos os resultados das simulacdes
para a distribuicdo quasi-gama aumentada com zero e espacialmente correlacionada. De modo
geral, as estimativas obtidas para o parametro 8 apresentam um bom desempenho com relacao
ao viés e /EQM, mesmo para amostras pequenas. Por outro lado, as estimativas para o
parametro < s3o bem enviesadas, além de apresentar, dentre as 1000, valores de estimativas
muito distantes do verdadeiro parametro, o que pode ser visto pelo comportamento dos valores
de /EQM nas Tabelas (21), (22), (25) e (26). Em sintese, o estimador para modelar o
parametro da parte continua mostrou-se mais eficiente que o estimador para o excesso de
zeros, este Ultimo sendo bastante viesado.

Paralelamente, ilustramos o uso da técnica de influéncia local na deteccdo de possiveis
observacdes influentes, considerando os esquemas de perturbacado do tipo ponderacdo de casos,
na resposta da parte continua e em uma das covariadveis tanto da parte do excesso de zeros,
quanto da parte continua. Apds gerar os dados, perturbamos o valor maximo de cada uma
das 1000 réplicas para gerar um ponto discrepante, tal que Z,4: $— Zmazr + a\/ﬁ, em
que a € {0;0,1;0,25;0,5;0,75;1;2;4} é uma constante de escala. Com isso, ajustamos o
modelo quasi-gama aumentado com zero espacialmente correlacionado e calculamos o vetor
Cag,,, para @ = (7,877, com (C; = 2|by|), em que by é o i—ésimo elemento da diagonal
da matriz B = —A'F 1A, i = 1,...n. Aqui, consideramos a ¢—ésima observacao como

potencialmente influente se C; > 2 x sd(Cq . A partir disto, um contador é adicionado

maz)

para contabilizar o percentual de vezes em que a observacdo discrepante é identificada, sob
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cada esquema de perturbacdo. Nas Tabelas 27 e 28, apresentamos o percentual de deteccao
do ponto perturbado. Os resultados mostram que a medida de influéncia local é eficiente na
identificacdo de observacoes discrepantes, com destaque para o esquema de perturbacao nas
covariaveis. Portanto, os resultados evidenciam a utilidade efetiva, da técnica de influéncia

local, para identificacao de observacdes potencialmente influentes.

Tabela 21 — Estimativas para os pardmetros de regressdo sob GEE das 1000 réplicas de simulacdo do modelo
quasi-gama aumentado com zero e espacialmente correlacionado com matriz de correlacdo familia

Wendland (k = 2) e suas respectivos /EQM e viés.

Amostra de tamanho n = 100.

B B Viés EQM ~ 5 viés EQM
0,100 0,107 0,007 0,210 0,500 0,666 0,166 0,922
0,100 0,109 0,009 0,298 0,500 0,144 -0,356 0,761
0,100 0,107 0,007 0,214 0,500 0,140 -0,360 0,720

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Tabela 22 — Estimativas para os pardmetros de regressdo sob GEE das 1000 réplicas de simulacdo do modelo

quasi-gama aumentado com zero e espacialmente correlacionado com matriz de correlacao familia
Matérn (v = 1,5) e suas respectivos /EQM e viés.

Amostra de tamanho n = 100.

8 B Viés EQM ~ 5 viés EQM
0,100 0,106 0,006 0,161 0,500 0,510 0,010 0,939
0,100 0,110 0,010 0,224 0,500 0,072 -0,428 0,867
0,100 0,109 0,009 0,212 0,500 0,148 -0,352 0,835

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Tabela 23 — Estimativas para os pardmetros de regressdo sob GEE das 1000 réplicas de simulacdo do modelo

quasi-gama aumentado com zero e espacialmente correlacionado com matriz de correlacido Wen-
dland (k = 2) e suas respectivos /EQM e viés.

Amostra de tamanho n = 200.

I B Viés EQM ~ 5 viés EQM
0,100 0,106 0,006 0,110 0,500 0,547 0,047 0,360
0,100 0,134 0,034 0,148 0,500 0,111 -0,389 0,552
0,100 0,131 0,031 0,138 0,500 0,138 -0,362 0,540

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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Tabela 24 — Estimativas para os pardmetros de regressdo sob GEE das 1000 réplicas de simulacdo do modelo
quasi-gama aumentado com zero e espacialmente correlacionado com matriz de correlacdo familia
Matérn (v = 1,5) e suas respectivos /EQM e viés.

Amostra de tamanho n = 200.

8 B Viés EQM ~y 5 viés EQM
0,100 0,108 0,008 0,105 0,500 0,544 0,044 0,346
0,100 0,133 0,033 0,138 0,500 0,120 -0,380 0,547
0,100 0,127 0,027 0,138 0,500 0,134 -0,366 0,546

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Tabela 25 — Estimativas para os pardmetros de regressdo sob GEE das 1000 réplicas de simulacdo do modelo
quasi-gama aumentado com zero e espacialmente correlacionado com matriz de correlacdo familia
Wendland (k = 2) e suas respectivos /EQM e viés.

Amostra de tamanho n = 300.

K B Viés EQM v o viés EQM
0,100 0,105 0,005 0,149 0,500 0,625 0,125 1,432
0,100 0,109 0,009 0,351 0,500 0,191 -0,309 0,501
0,100 0,118 0,018 0,566 0,500 0,177 -0,323 0,531

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Tabela 26 — Estimativas para os pardmetros de regressdo sob GEE das 1000 réplicas de simulacdo do modelo
quasi-gama aumentado com zero e espacialmente correlacionado com matriz de correlacdo familia
Matérn (v = 1,5) e suas respectivos /EQM e viés.

Amostra de tamanho n = 300.

B B Viés VEQM v o viés EQM
0,100 0,107 0,007 0,094 0,500 0,752 0,252 1,279
0,100 0,107 0,007 0,131 0,500 0,192 -0,308 0,491
0,100 0,117 0,017 0,152 0,500 0,195 -0,305 0,526

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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Tabela 27 — Percentual de vezes em que a observacdo perturbada (caracterizada como influente) foi detectada
sobre as 1000 réplicas, sob os esquema de perturbacdo ponderacdo de casos, variavel resposta e
covaridveis. A matriz de covariincia que gerou os dados foi a Wendland (k = 2). Considerou-se a
medida de influéncia local total, correspondente a direcdo da i—ésima observacdo (C; = 2|b;;]).

n =100 n = 200 n = 300

P.C PRes P.Cov P.C P.Res P.Cov P.C P.Res P.Cov
0,00 87,7 81,7 950 90,2 750 992 894 649 994
0,10 88,7 836 989 906 762 999 905 656 99,7
0,25 89,7 861 998 91,1 785 100 922 642 999
050 922 874 999 922 795 999 932 622 999
0,75 932 877 100 91,3 805 100 93,1 595 999
1,00 932 871 100 90,3 79,6 100 912 56,2 999
2,00 905 836 100 855 734 100 83,7 436 984
400 879 729 99,1 839 600 996 824 281 858

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

a

Esquemas de perturbacdo: P.C - Ponderacdo de casos. P.Res - Variavel resposta. P.Cov - Covariaveis
continua e discreta. a = constante de escala.

Tabela 28 — Percentual de vezes em que a observacéo perturbada (caracterizada como influente) foi detectada
sobre as 1000 réplicas, sob os esquema de perturbacdo ponderacdo de casos, varidvel resposta e
covaridveis. A matriz de covariincia que gerou os dados foi a Matérn (v = 1,5). Considerou-se a
medida de influéncia local total, correspondente a direcdo da i—ésima observacdo (C; = 2|b;|).

n = 100 n = 200 n = 300

P.C P.Res P.Cov P.C P.Res P.Cov P.C P.Res P.Cov
0,00 80,8 79,0 97,2 91,0 840 994 904 849 9938
0,10 843 816 992 926 870 996 923 87,0 99,38
0,25 89,4 850 998 933 859 998 938 90,1 99,8
0,50 946 912 100 72,8 564 793 96,0 934 100
0,75 96,4 95,1 100 77,3 540 79,2 982 956 100
1,00 96,8 97,5 100 79,7 529 79,1 98,7 96,7 100
2,00 93,8 995 100 84,7 465 786 956 982 100
400 916 982 998 834 40,1 784 923 96,3 100

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Esquemas de perturbacdo: P.C - Ponderacdo de casos. P.Res - Variavel resposta. P.Cov - Covaridveis
continua e discreta. a = constante de escala.

4.6 APLICACAO: CHUVA ACUMULADA (MM) DO MES DE AGOSTO DE 2021 NO ES-
TADO DE PERNAMBUCO (BR)

O objetivo desta Secado é ilustrar a metodologia desenvolvida neste Capitulo no que con-

cerne aos estimadores dos parametros, e analise de diagndstico de influéncia local, para o
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modelo Quasi-gama aumentada com zero e espacialmente correlacionado. Para tanto, con-
sideramos um conjunto de dados referente a Chuva acumulada (mm) do més de agosto de
2021 no estado de Pernambuco (BR). As observacdes correspondem a 190 pontos georre-
ferenciados com proporcdo de zeros igual a 13,68%, coletados pela Agéncia Pernambucana
de Aguas e Clima (APAC). Com isso, o interesse ¢ modelar a variével z que denota a pre-
cipitacdo pluviométrica acumulada para o periodo considerado. As varidveis explicativas sdo
altitude (m) e temperaturas maxima °C'. Entdo, inicialmente é realizada uma anélise des-
critiva das variaveis envolvidas, ver Tabela 29. Desta forma, temos que a variavel resposta
assume valores entre 0 e 478, Imm com distribuicdo assimétrica (ver Figura 21(a)). Ainda,
notamos uma alta dispersao com uma alta concentracdo de observaces préximas do zero,
significando que a quantidade de chuva nestas localizacGes é relativamente baixa. No grafico
de histograma o destaque vertical no ponto zero informa a quantidade de zeros da amos-
tra. Por outro lado, no grafico de box-plot notamos a presenca de valores atipicos, os quais
sdo (385,1;367;478,1;378,5;459,7;397,1;428;373,7;412,4) correspondentes as observa-
¢bes 1,3,4,5,10,21,48,54 e 55.

Na Figura 21 temos os graficos de post-plot segundo o quartil dos dados e semivariograma
empirico. Da anélise do grafico Figura 22(a) verificamos que os maiores valores aglomeram-se
em estacdes do litoral do estado. De outra forma, a Figura 22 ilustra a dispersdo, correlacdo
linear e distribuicdo das varidveis envolvidas no estudo. De sua andlise, notamos uma correlacao
negativa de ambas as covariaveis com a resposta. Com isso, e a partir dos graficos de dispersao,

percebemos que quando as covariaveis crescem a resposta tende a diminuir.

Tabela 29 — Medidas resumo para varidvel precipitacdo pluviométrica acumulada (Prec).

Variavel n Min. Q1 Mediana Média Qs Max. Var SD av
Prec 190 0,0 9,0 61,0 97,78 148,25 478,1 12040,25 109,73 112,2
Altitude 190 8,0 160,0 437,5 401,0 555,5 1010,0 58586,46 242,05 60,37

Max.Temp 190 23,0 255 26,5 26,71 28,7 30,6 4,01 2,0 7.5

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Min.: minimo, 1st Q1: primeiro quartil, Q3: terceiro quartil, Max.: maximo, SD: Desvio padr3o, Var:
Variancia, Cv: Coeficiente de variacao
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Figura 20 — Histograma de frequéncias e BoxPlot da variavel precipitacdo pluviométrica acumulada (mm) o
més de agosto de 2021 no estado de Pernambuco, Brasil, Figuras 21(a) e 21(b), respectivamente.
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Figura 21 — Gréfico post-plot segundo o quartil dos dados (Figura 22(a)) e semivariograma empirico da variavel
precipitagdo pluviométrica acumulada (Figura 22(b)).
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Figura 22 — Gréfico de dispers3do e correlacdo linear de pearson das varidveis envolvidas no estudo.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Outrossim, para este conjunto de dados assumimos um modelo de regressdo quasi-gama

aumentado com zero e espacialmente correlacionado, tal que:

T P
log<1 ) = Y+ > 7y;(si)

— T j=1
log(ps) = Bo+ Y Bix;(si),
j=1

em que os parametros 7; € ji; representam a probabilidade da variavel resposta assumir o valor
zero e a média, respectivamente, enquanto que y;(s;) e x;(s;) sdo os elementos correspon-
dentes a j—ésima coluna das matrizes de covariaveis.

Com isso, dado o vetor paramétrico ¢ = (¢, B2, ¢3)", a matriz de correlagdo espacial
é estimada e, entdo, introduzida como constante no algoritmo ES 3, assim, estimamos os
parametros do excesso de zeros e da média. Os parametros iniciais para o processo iterativo
sdo obtidos assumindo independéncia e estimados pela funcdo gamlss do pacote desenvolvido

por (STASINOPOULOS; RIGBY et al., 2007) no software R Core Team (2020).
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Destarte, a partir da analise do grafico de semivariograma (Figura 22(b)), e considerando a
variancia dos dados, fixamos o vetor da estrutura da dependéncia espacial em (¢y, ¢, ¢3) " =
(6500, 12500, 100) . Os pardmetros iniciais para o modelo do componente continuo e discreto,
foram obtidos supondo independéncia, sendo iguais a v = (—120,321;0,244;35,077)" e
B = (47,658; —0,576; —12,288)". Para explicar a correlacio entre as observacdes utilizamos
uma func3o de pertencente a familia Wendland com suavizacdo x = 2. Assim, foram realizados
varios ajustes, entdo, a partir da anélise dos residuos, bem como a qualidade do ajuste a
partir do gréafico normal de probabilidade com envelopes simulados, retiramos as observacoes

de ordem 73,123,169 da analise por serem consideradas discrepantes, assim escolhemos o

modelo:

log < i > = 7 + 71 log(Altitude) 4+ vo log(Temp.mazx)
7T.

log(pi) = Bo+ Brlog(Altitude) + B2 log(Temp.mazx) + log(M.Clima),

em que log(M.Clima) é a variavel (offset) utilizada para incorporar a heterogeneidade da
quantidade de chuva na regiao em estudo, com M.Clima denotando a média climatolégica dos
dltimos 30 anos.

A Tabela 30 apresenta as estimativas dos parametros, tal como os respectivos erros padrao
assintéticos robustos. Observamos que, para o parametro do componente continuo, variacoes
no intercepto causa um aumento na média da variavel resposta dos valores positivos. Ocor-
rendo estritamente o oposto para as varidveis logaritmos da Altitude e temperatura maxima.
Contrariamente, as estimativas para o componente discreto indicam que, varicoes no inter-
cepto e logaritmos da Altitude, provocam uma diminuicdo na probabilidade de ocorréncia
de zero. Enquanto que, uma variacao na variavel logaritmo da temperatura maxima causa
um aumento na probabilidade de uma observacdo ser zero. Com relacdo aos erros padrio,
os resultados foram similares para ambos os submodelos, ocorrendo valores maiores para o

intercepto.
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Tabela 30 — Estimativas dos pardmetros de regressdo para o modelo quasi-gama aumentado com zero e espa-
cialmente correlacionado pelo algoritmo Expectation-Solution (ES).

Pardmetros Estimativas Erro-padrdo robusto
Bo 47,814 2,727
B -0,579 0,037
By -12,383 0,699
o -119,958 2,722
M -0,359 0,034
Yo 35,899 0,745

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Finalizando esta primeira parte de diagndstico, nas figuras 24(a), 24(b), 25(a) e 25(b),
apresentamos os graficos dos residuos contra a média do componente discreto, continuo,
modelo completo contra os valores ajustados e, grafico normal de probabilidade com envelopes
simulados para o modelo ajustado, respectivamente. Analisando os residuos notamos que os
pontos estdo distribuidos dispersos aleatoriamente em torno de zero, concentrados entre —2 e
2, indicando, assim, que o modelo esta bem ajustado. O grafico de envelope simulado confirma
a conclusao da qualidade do ajuste, visto que todas as observacdes estao dentro ou sobre os

limites determinados pelo envelope.

Figura 23 — Residuos para o modelo dos componentes discreto e continuo, Figuras 24(a) e 24(b), respecti-
vamente, contra seus respectivos valores ajustados para os dados de precipitacdo pluviométrica
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Figura 24 — Residuos para o modelo completo, Figura 25(a), contra os valores ajustados. Grafico normal de
probabilidade com envelopes simulados para o modelo ajustado, Figura 25(b), para os dados de
precipitacdo pluviométrica acumulada.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Finalmente, com o objetivo de verificar a existéncia de pontos potencialmente influentes
para as estimativas dos parametros, aplicamos a técnica de influéncia local. Para identificar
estas observacdes, consideramos os graficos de indices de |lmax| (autovetor associado ao maior
autovalor relacionado a maior curvatura normal) sob um esquema de perturbacdo ponderacdo
de casos, Figura 26(a), e perturbacdo nas respostas do componente continuo, Figura 26(b). As
observacdes foram consideradas potencialmente influente, caso fossem maiores que a média
mais duas vezes o desvio padrdo de |lmazx| (ver linha horizontal pontilhada). No esquema
de ponderacdo de casos, identificamos as observacoes de ordens 1,7,10,15,17,21,22,48 e
55 como potencialmente influentes, enquanto para perturbacdo nas resposta, identificamos as

observacdes 130, 156, 162 e 165.
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Figura 25 — Gréfico de indices de |lmax| (autovetor associado ao maior autovalor relacionado a maior curvatura
normal) para ponderacdo de casos, Figura 26(a), e perturbac3o nas respostas, Figura 26(b), para
os dados de precipitacdo pluviométrica acumulada.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Com vistas na Figura 22(a) (post-plot segundo os quartis dos dados), as observacdes clas-
sificadas nos graficos 26(a) e 26(b) como potencialmente influente ndo apresentam variagdes
(com relacdo a sua magnitude) discrepantes, em comparacdo aos seus vizinhos mais proxi-
mos. Contudo, o gréfico de box-plot (Figura 21(b)), identifica as observacdes 1,10,21,48 e
55 como outliers, tal qual o grafico de influéncia 26(a), com relacdo a ponderacdo de casos.
Diante disso, optamos por retira-las conjuntamente e individualmente do conjunto de dados.
Feito isto, a analise é novamente realizada, permitindo assim verificar o impacto destas ob-
servacdes nas estimativas dos parametros dos submodelos, consequentemente na qualidade
do ajuste. Com isso, para avaliar a magnitude da influéncia nas estimativas dos parametros,

utilizamos o desvio percentual relativo (Desviopercentualrelativo(DPR)), calculado por

o~ ~

DPR = 9159 x 100,

em que 6, é o estimador do vetor paramétrico @ quando retirada uma ou mais observacdes.
Por outro lado, a influéncia no ajuste do modelo é mensurada pelo desvio quadratico médio

relativo (Desvio quadratico médio relativo (DQMRY)), calculado por:

vDQM, — VDQM
DQM

DQMR = 100,

n

. 5.2
em que DQM = M e DQM, é o DQM quando se retirada uma ou mais
n

observacdes. Os resultados constam na Tabela 31.
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Tabela 31 — Estimativas e desvio percentual relativo para os pardmetros dos submodelos quando se é retirada

observacdes potencialmente influentes. Erros padrdo encontram-se entre parénteses.

Obs. retirada o o o Bo B By DQMR

Completo  -119.958 -0,359 35,899 47,814  -0,579  -12,383
(2,722)  (0,034) (0,745) (2,727) (0,037) (0,699)

1,10,21,48,55 -119,560 -0,360 35798 46482  -0,553  -12,031
(2,748)  (0,033) (0,754) (2,630) (0,035)  (0,676)

-0,298% 0,255% -0,281% -2,786% -4,515% -2,849%
1 119931 0360 35802 4779 0572 12300 .o

(2,721)  (0,034) (0,745) (2,729)  (0,036)  (0,700)

-0,022% 0,151% -0,019% -0,037% -1,103%  0,057%

10 -119,959 -0,359 35898 47,671  -0,571  -12,354
(2,720)  (0,034) (0,744) (2,724) (0,036)  (0,699)

0,001% -0,225% -0,002% -0,299% -1,332% -0,237%

21 -119,856 -0,360 35872 47275  -0,580  -12,221
(2,737)  (0,033) (0,750) (2,678) (0,037) (0,687) [-4,310

-0,085% 0,266% -0,076% -1,127% 0,220% -1,313%

48 -119,783 0,359 35849 47,342  -0,575  -12,246
(2,737)  (0,033)  (0,750) (2,696)  (0,036)  (0,692)

-0,146% -0,011% -0,140% -0,987% -0,578 % -1,108%

55 -119,902 -0,360 35884 47,741  -0572  -12,374
(2,722)  (0,034) (0,745) (2,726)  (0,036)  (0,699)

-0,046% 0,117% -0,043% -0,153% -1,259% -0,074%

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Sendo assim, analisando os resultados constantes na Tabela 31, notamos que as observa-

cOes apenas exerceram influéncia significativa, nas estimativas dos parametros do submodelo

do componente continuo (3), quando foram retiradas conjuntamente do conjunto de dados,

desde que consideramos um (D PR) superior a 2%. Por outro lado, para o impacto no ajuste

do modelo, faz sentido considerar influéncia significativa quando o valor de DQM R for supe-

rior a 5% ou 10%, pois neste caso, a medida é aplicada sobre o ajuste do modelo completo.

Portanto, analisando os resultado percebemos um impacto, novamente, apenas quando as

observacdes sao restiradas em conjunto. Portanto, concluimos que a modelagem da precipi-

tacao pluviométrica acumulada deve ser realizada com cautela sob a presenca de observacbes

potencialmente influentes.
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4.7 CONSIDERACOES FINAIS DO CAPITULO

A abordagem deste Capitulo propdes a modelagem conjunta do excesso de zeros e da
dependéncia espacial em modelos geoestatisticos. A proporcao de zeros em excesso dificulta
a obtencdo de informacdes, sobretudo quando as observacdes diferentes de zero ndo provém
de uma distribuicdo Gaussiana. Com isso, e tendo como motivacdo dados meteorolégicos no
estado de Pernambuco, Brasil, este Capitulo apresentou-se como uma importante ferramenta
no sentido de contribuir com uma proposta relevante para o contexto da analise de dados
com estas caracteristicas, e que sdo tipicamente assimétricos. Desenvolvemos a modelagem
de dados continuos positivos com a inclusao de zeros, a partir de um modelo particionado por
uma regressao logistica e uma funcao de quasi-verossimilhanca da gama. Esta metodologia
foi desenvolvida com a suposicao da varidvel resposta assumir uma distribuicdo de mistura
Bernoulli degenerada em zero e gama. Desta forma, o modelo permitiu explicar a variabilidade
dos dados, inclusive o excesso de zeros. Além disso, o0 modelo permitiu incorporar a correlacado
espacial presente nos dados por meio das equacdes de estimacdo generalizadas, que retornam
estimadores consistentes, eficientes e assintoticamente normais. Sendo assim, com esta con-
jectura, o modelo proposto permite que a matriz de covariancia espacial seja estimada a partir
dos dados, ou pressuposta de alguma classe de covariancia espacial existente na literatura.

Outrossim, para o modelo apresentado, propomos a estimacdo dos pardmetros utilizando
preditores lineares com funcdes de ligacao adequadas, e a estimamos por processo iterativo com
o algoritimo Expectation-Solution (ES). Ademais, com o objetivo de avaliar as pressuposicdes
do modelo, desenvolvemos medidas de influéncia local a partir da curvatura normal, que por
um estudo de simulacao verificamos o seu potencial em identificar observacoes potencialmente
influentes. E, por fim, realizamos um aplicacao como exemplo numérico utilizando dados atuais

de grande importancia.
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5 CONCLUSOES GERAIS

Como é bem discutido na literatura, para a analise de diversos fenémenos utilizando a esta-
tistica classica ndo é considerado qualquer conhecimento da posicdo geografica das amostras,
muito menos o relacionamento entre elas. Esta limitacdo é resolvida introduzindo os conceitos
da geoestatistica, na qual da forma como sao definidos leva em consideracdo além da posicao
geografica da amostra também o relacionamento entre elas. Diante disso, o objetivo deste
estudo foi de reunir as principais ferramentas da geoestatistica e propor novas metodologias
de anélise de dados, com aplicacdes no cotidiano, sob o enfoque de distribuicoes Gaussianas
e ndo-gaussianas para a resposta.

Desta maneira, foram obtidos importantes resultados. Na Secdo 2 o enfoque foi apresentar
as funcdes de covariancias pertencentes a familia Wendland, e verificar o desempenho de sua
aplicabilidade em modelos lineares espaciais Gaussianos. Com isso, comparamos os resultados
com a conhecida familia Matérn. Seguindo este viés, obtemos resultados ainda n3o disponiveis
na literatura das expressdes para o Indice de Dependéncia Espacial (IDE) e Area de Conti-
nuidade Espacial (ACE) para as classes Wendland e Matérn, além de expressdes para alcance
pratico da familia Wendland. Ainda, foram estendidas algumas medidas de influéncia local para
o modelo linear espacial Gaussiano quando a covariancia é um membro da familia Wendland.
Propomos niveis de referéncia, ou pontos de corte, para classificar observacdes como potenci-
almente influentes a partir do algoritimo Jackknife-after-Bootstrap. Como resultado, a partir
de um exemplo numérico com dados de rendimento de soja, os pontos classificados como
influentes afetaram as estimativas dos parametros que definem a estrutura de dependéncia
espacial e tiveram influéncia na construcao dos mapas de previs3o.

Na Secdo 3, propomos um novo critério para selecdo da matriz de correlacdo de trabalho
em modelos espaciais de quasi-verossimilhanca. Realizamos o processo de estimacao dos pa-
rametros de interesse por Equacdes de Estimacdo Generalizadas, no qual foi possivel dilatar a
suposicao da distribuicdo dos dados para além da normal, considerando, assim, distribuicGes
de probabilidade pertencentes a familia exponencial. Importantes medidas de influéncia local
foram desenvolvidas a partir do distanciamento das quasi-verossimilhancas, para as distribui-
cSes marginais da Binomial, Poisson, Binomial negativa, Gama e Normal inversa. Desse modo,
sao propostos os esquemas de perturbacao aplicado diretamente no vetor de parametros que

define a estrutura de dependéncia espacial, e na variavel resposta a partir da média. Valida-
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mos o critério proposto por um estudo de simulacdo. Os resultados mostraram que o critério
proposto, em geral, é mais adequado para selecio da matriz de correlacdo de trabalho em
comparacdo aos concorrentes.

Na Secdo 4, propomos um modelo do tipo quasi-gama aumentada com zeros e espacial-
mente correlacionado. Assim, foi possivel ndo sé a modelagem do excesso de zeros presentes
na amostra, mas também a dependéncia espacial. Em geral, se a amostra apresenta uma
grande proporcdo de zeros, extrair informacdes sobre os dados torna-se uma tarefa relativa-
mente dificil, sobretudo quando as respostas diferentes de zero sdo continuas com uma certa
assimetria, portanto, ndao gaussianas. Por conseguinte, o entendimento do comportamento
dos dados torna-se importante quando a aplicacdo subjacente é, por exemplo, ecolégica e/ou
epidemiolégica, como foi a motivacdo para tal. Com isso, desenvolvemos a modelagem para
dados continuos com assimetria positiva que possuem inflacao de zeros e dependéncia espacial,
através de uma quasi-verossimilhanca aumentada com zeros capaz de acomodar a dependéncia
espacial entre as observacGes. Assim, foram derivadas equacGes de estimacdo generalizadas e
aplicadas no algoritimo Expectation-Solution (ES) para obter as estimativas dos pardmetros.
Ainda, obtemos medidas de diagndstico de influéncia local sob trés esquemas de perturbacao e
sugerimos medidas para os residuos. Finalmente, para confirmar a aplicabilidade da proposta,
realizamos uma aplicacdo utilizando dados de precipitacdo pluviométrica acumulada no estado

de Pernambuco, Brasil.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Muito ainda ha de ser desenvolvido em analise de modelos geoestatisticos, principalmente
no que diz respeito a analise de diagndstico. No entanto, destaca-se alguns dos trabalhos

futuros:

i) Realizar estudos de simulacdo comparativos com outros cendrios, para todas as propostas

deste trabalho, a fim de avaliar o desempenho dos estimadores quanto a eficiéncia;

ii) Desenvolver testes de hipdteses para os pardmetros dos modelo quasi-gama aumentada

com Zzeros;

iii) Sugerir um critério de selecdo de modelos para auxiliar na escolha de covariaveis;
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iv) Verificar, a partir das medidas de influéncia local apresentadas na Secdo 3, se a retirada
de observacdes potencialmente influentes afetaria nos resultados dos critérios de selecdo

da matriz de correlacdo de trabalho;

v) Utilizar dos resultados e rotinas computacionais desenvolvidas, para criar um pacote no
software R, até entdo nao disponivel, para estimacdo dos parametros e interpolacdo
com a suposicao de normalidade e correlacao Wendland. Ainda, um outro pacote para

estimacdo por Equacdes de Estimacdo Generalizadas;

vi) Pacote para modelagem com modelos geoestatisticos da quasi-gama aumenta com zero.
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APENDICE A - RESULTADOS DE ML

Neste Apéndice estdo os seguintes resultados: Logaritmo da funcdo de verossimilhanca
para um modelo espacial linear Gaussiano e correlacao de Wendland e suas derivadas com
relacdo aos parametros; detalhes dos calculos para se obter a matriz de informacao de Fisher.

l_ (Z - XB)TE;(Z - Xﬂ)] }

(Z—XB) (X - Xﬂ)] }

log L(B,¢) = l(ﬂ;Qb):lOg{WWLeXP

= log (|Z|_1/2) + log ((27T>_n/2) + log {exp [_ 2%

= log(|S]) — & los(2r) — S(Z —~ X8) 'S (Z ~ XB),

Derivada com relacdo a 3.

_ 5;85 {_; [ZTE—IZ _ 987X 517, +ﬁTXTE—1Xﬂ}}

1 1
— —5(2XTE‘1Z) — §2XTE‘1X6
= X'¥1Z7-X"2"1X3,

Derivadas com relacdo ao parametro ¢.

;;i _ —;tr (2—@2) _ ;(z _ Xﬂ)Ta;: (Z —XB)
- —;t (2—125) + ;(z — X,@)Tz—lgiz‘l(z - XB),
Derivadas de segunda ordem.
ajjalﬁ = 8aﬂ {—;tr <21§Z> + ;(Z -XpB)' (2122212 — zlgi 21Xﬁ>}
— 68B {;sz—lgz ¥z - ﬂTXTE‘lng‘lz + ;BTXTE‘lgi E‘lXﬂ}
= XTzlgz > IXB — XTzlgz DI/
aqi?al@ - _;” <_2_1§§i 2_1;2 " 2_182;2@5) i
;(Z -XB)" [—Elgz 213221 + zlazzbjzl —
21;22122 21] (Z —XB)
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1 o% __, 0% ’%
= —tr|-2' =" 3yt ) +
2 ( Op;  09; 0009,

[ o% 08 PE  0S 0%
el el s
¢ 0¢;  09;00;  0¢; ¢

Valor esperado das derivadas de segunda ordem.
E - = —FKltr(X
( 00 2 00;0¢;

0%, 0%
EHE s agb)]

o o
tr | 271 2—1> ,
" ( 06 99,

;(z —-Xp)'x!

] »Y(Z - XB).

2 2
E (‘agal@) -t (_ ai&)
= E [— (XTz—lgzz—lXﬂ — XTz—lgiz—lzﬂ
- _XTE—I((;E_E*Xﬂ + XTE‘lgzx‘lE(Z)
— —XT213221Xﬂ + XTzlg(ileﬁ

=0
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APENDICE B - SISTEMAS DE EQUACOES PARA O METODO DOS
MINIMOS QUADRADOS

Neste Apéndice estao presentes os resultados das expressdes para os sistemas de equacdes,

para as estimativas dos parametros de uma semivariograma por minimos quadrados ordinarios

m 2
AR [ - (--5))]
0Q(h, @)y m B\ -
A 2::( e )[7<hij)_¢1 ¢2<1—<—¢;>)]—0
P2l () o, hy 2 -
”221 ( ¢3>[( 2 %(1 ( ¢3> )]_0
(B.1)
m hij 4 h,ij B
_2i§1 V(hij) = ¢1 — &2 1—(1—@) (4%+1> —0
0Q(h, 3 Chy ' (h
Ul B\ 4 h;
2> IV(hz‘j)—¢1—¢z(1—< —g;;) <4¢3+1>) < B =0
ij=1
(B.2)
em queA:<1—<1—Z;;)4(4};J _|_1>>
3 4
e 5= 4 (1) (a5 +1) 40w (1 - 52)']
6
_QZ ALY P2 1—f><<—hij> =0
ij—=1 ¢3
m 6
8Q(3};.¢) =2 > |(hy ga | 1—fx (1—h’;> xC =0 (B.3)
i ig—1
6
22{ ¢2(1—f><(1—4>) x D=0,
i,j=1 ¢3
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D=l (-

0Q(h.¢)s _

e

emqueg:<1+

50h2

70h2, 6 Goohi,
Y ij ij
o ) (1-%) +*% (1+

=) (1- 2]

m hl
=2 |v(hij) = b1 — ¢2 1—g><< ¢>
1,j=1
S RIS (R R | P
o e
22{7(7%‘)— —¢2(1—g>< >) x G =0,
ij=1
25h2, 32h3;

ij

A ) = iex (1= 2) e

= —%Lei—mg o hig\® Ly Sedeh (1 hig\T
G_[¢2( 9 3 3 (1 ¢3> T8 (1 ¢3> :
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APENDICE C - DERIVADAS DA FUNCAO DE COVARIANCIA DE
WENDLAND

Considere a fungdo de covariadncia pertencente a familia de Wendland, C(h), com h =
|ls; — s;l|, definida a partir da Secdo 2.3.1 para os pardmetros de suavizagdo x = 0,1,2 e 3.
Ainda, considere o vetor de pardmetros que define a estrutura espacial, ¢ = (¢1, ¢2, P3), € 0
pardmetro p = [2 + k], definido a partir da relagdo (2.3) em que [-] denota a fun¢o teto.

Entao,

i- Parak=0= pu =2, assim,

o3

com

2
o2¢ . %:<1_h>;
Op1 0o 03
e, L\ h
2 9 A
063 ‘”(1 ¢3> 7

il - Parak=1= p =3, assim,

h h\*
C(h) = ¢» (4%“) (1-@) :

com
oC oC h n\!
37)1_0’ (%2_<4%+1>(1_¢3>,

oC h({ h h\? A\ h
) () -2 ()

iii - Para k =2 = pu =4, assim,

C(h) = 6 <1 Lol +35hg> (1 _ h>6,

¢3 3¢3 ¢3
com
oC oC h h? h\°
= —0; e (146—+35— | [1-—]) ;
O 02 < o3 3925%) ( ¢3)

oC h h h2 h\° h\° h h?
0 = 6¢2¢—% (1 + 6g + 35?@9 (1 - %> + ¢ (1 - %> (—6¢g _ 709@ :
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Para k = 3 = =5, assim,

h2 h3 h\®
C(h i nw _n
(h) = ¢s <1+8¢3+25¢3+32¢3> (1 ¢3>

com

oC oC h h2 h3 n\®
= —0; 14+8— +25— +32 1—- =
olo3) Dy ( o3 03 (bg) ( ¢3>

oC h h2 R3 R\’
=8 14+8—+25 —
965 ¢2¢3< 85T ¢3+32¢3> (1 qsg) *

oI h2 R3 h\®
— 505 — 96 B
¢2< iV ¢3> (1 ¢3>
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APENDICE D - DETALHES DOS RESULTADOS APRESENTADOS NA
SECAO 3.5 PARA MEDIDAS DE INFLUENCIA LOCAL

Neste apéndice sao apresentados os detalhes dos resultados listados na Tabela 16 referente
as expressoes para o calculo das medidas de influéncia local.
I. Binomial: B(m, u). Funcio de ligacdo g(u) = log (%) =XpB,emquen = (7, -+ ,m,)

é um vetor das probabilidades de sucesso. Entao,

™ exp(m) - exp(n)
l—m exp(n) = m 1+ exp(n) ~ TTI1T exp(n) e =Ty exp(n)
op 0w On
— = ———— =mn(l —m)x
8/8] a,r' 86] ( ) J
- oK
= K = diag [m;m;(1 — m;)] = FE diag [m;m;(1 — m;) (1 — 2m;) 2] -
J
funcdo de varidncia vy, = diag [m;m;(1 — ;)]  entdo,
ovyt 1 12 O,
aéj = diag 5 (mimi(1 — ;) "/? 8;;%7] :

Il. Poisson: P(u). Funcdo de ligacdo g(p) = log (1) = p = exp(n).

0 . oK
55 = exp(n)x; = K = diag[exp(n)] = 52 = diag lexp(n)ay]
d9B; 9B
1/2
funcdo de varidncia vy = diag [p;] entdo ovh = diag lexp(m)lﬂx, :
’ 0P, 2 !

I1l. Binomial Negativa: BN (u, m). Funcdo de ligacdo g(p) = log (7)) = p = mexp(n)

com a probabilidade de sucesso em cada realizagdo sendo m; = exp(7;).

op .
— =mnXx,; = K = diag |m;m;
aﬁj J g[ ]
K
o = di iTiTij)
:>85j iag [m;m;]

funcdo de varidncia vy, = diag [m;m;(1 + m;)]  entdo,

1/2
81)“
0B;

IV. Gama: G(u,v), em que v é um parametro de forma e p =

1
TTLZ§<TTLZTF,L(1 + Wi))71/2(m7;77'2'(1 + 271'1))1'” .

= diag

%, com ¢ um parametro de
escala. Funcdo de ligacdo g(u) = ﬁ
op 1 . 1

— =——x, = K=diag |——
g n* g[ 2]

i
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N oK diaa |2
—_ = 7 —Lii ,
ap; Mt

funcdo de variancia vy = diag [,uﬂ entao,
/2

B diag [—1xi4] :
9B; o

)

V. Normal Inversa: NI(u). Funcdo de ligacio g(u) = #

8;1, 1 —5/2 . . 1 —5/2
op; — 2 9 A

5 772
-1 4 »’Uij] )

K
ia—:diag 1

0p;

funcdo de variancia vy = diag [uﬂ ent3o,

v}, ‘ 3 _
86’; = diag {—27% 5/2xij} .
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APENDICE E - DERIVADAS PARA FUNCOES DE COVARIANCIA DE
WENDLAND, COM RELACAO A PERTURBACAO w;, PARA VARIOS VALORES
DE < E 1

O parametro y é estabelecido de tal modo que u = (% + k|, definido a partir da relacdo

wih
3

(2.3). Entéo, algumas fungdes para p,, .(“*) sdo dadas por:

zh 2
i- Paran=0=p=2 tem‘seﬂzo(cjb ):(1_};?) ;
3

ii- Parak=1= =3, tem-se

w;h hw; hew; !
p3,1(¢3) ( ®3 +1> (1_ ¢3> 7

ili - Para k =2 = =4, tem-se,

wih hw; h2w? hew; \°
=(1+6 35 1-—
p4,2( ¢3 ) ( + ¢ + ¢3 ) ( ¢3 ) )

iv- Parak =3 = =25, tem-se,

wih hew; h2w? h3w3> ( hwi>8
= (1+82 495 43202 (1= .
paal g ) ( &3 2 &3 &3

Portanto, suas respectivas derivadas com relacao ao parametro de perturbacdo sao:

aPQO( 3 ) _ _2£ (1_ hwl>
Ow; ®3 b3 )’
h
O 1 (L1
OmaCs) b (1_;@)4_(1_;1%)3(4@“)
Ow; ®3 ®3 ®3 ¢3
h
a/)42(&}L) 5 2, 2
b3 _ h( _hw,-) ( hw; hwz>
Ow; 6</53 ! ®3 ! 6¢3 30 o3

Opss(22) 7
5,3 , , 2 2 3,3
s gl (1—hw’> (1+8hwl+25h Wiy gol w’)

Ow; ®3 ®3 03 b3

ho; \® h2w; 32
+<1— “’) <8+50 Y 96 “l).
¢3 3

3 3

S| =
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