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RESUMO

Muitas vezes surge a necessidade de estudar dados cujos valores pertencem ao intervalo (0, 1),
nessas situacdes podemos optar pelo uso do modelo de regressao beta, proposto por Ferrari e
Cribari-Neto (2004), que se baseia em supor que a varidvel resposta segue uma distribuicdo
beta, sob uma nova parametrizagdo. Alguns métodos de andlise de diagndstico foram desenvol-
vidos para essa classe de modelos, buscando verificar a adequabilidade do ajuste, identificando
possiveis afastamentos das suposi¢des feitas. Entretanto, o uso desses métodos geralmente se-
gue ap0s a escolha de um conjunto de varidveis explicativas relevantes para o modelo, esse
procedimento € conhecido como selecao de modelos, e algumas medidas usadas como critérios
de selecdo tém sido desenvolvidas. Dentre elas destacam-se os pseudos R2, que visam avaliar a
propor¢ao de variagdo da resposta explicada pelo modelo ajustado, essas medidas foram estu-
dadas e implementadas por Bayer e Cribari-Neto (2017) para a classe de modelos beta. Além
dessas quantidades, também dispomos do critério de selecio P2, que busca avaliar a habilidade
do modelo em predizer valores consistentes da varidvel resposta, com base na estatistica PRESS
(Predictive Residual Sum of Squares), proposta por Allen (1971) para o modelo normal linear,
e introduzida aos modelos beta por Espinheira et al. (2019). Uma vez que a defini¢do des-
ses critérios baseia-se no poder de explicacdo da variabilidade ou no poder de predi¢ado, esse
trabalho tem como objetivo propor um processo de selecdo para a classe de modelos beta con-
siderando ambos os interesses, isto €, apresentar uma medida capaz de indicar modelos que
consigam explicar bem a variabilidade da resposta, logo apresentam bons ajustes, e também
consigam predizer bons valores. Esse processo consiste em determinar uma constante cha-
mada “&”, obtido com base no método bootstrap paramétrico, usada para construir uma nova
estatistica chamada “BV” (Bias and Variability), que diz respeito ao balanceamento viés e va-
ridncia. Além disso, & muitas vezes consiste em um bom indicador do viés da estimativa para
a precisdo. Dessa forma, avaliamos o desempenho das nossas medidas por meio de estudos de
simulacdes de Monte Carlo, e aplicamos alguns bancos de dados reais, comprovando na prética
a eficacia dessas estatisticas. Notamos que a avaliagdo conjunta das estatistica “BV”’ e “&” € o
que determina o processo de selecdo que estamos propondo.

Palavras-chave: overfitting; predicdo; variabilidade; regressdo beta.



ABSTRACT

Many times the need arises to study data whose values belong to the interval (0,1), in these
situations we can opt to use the beta regression model, proposed by Ferrari and Cribari-Neto
(2004), which is based on assuming that the response variable follows a beta distribution, under
a new parameterization. Some diagnostic analysis methods have been developed for this class
of models, seeking to verify the adequacy of the fit, identifying possible deviations from the
assumptions made. However, the use of these methods usually follows after the choice of a set
of explanatory variables relevant to the model, this procedure is known as model selection, and
some measures used as selection criteria have been developed. Among them we highlight the
pseudo R?, which aims to evaluate the proportion of variation of the response explained by the
fitted model, these measures have been studied and implemented by Bayer and Cribari-Neto
(2017) for the class of beta models. In addition these quantities, we also have the selection
criterion P2, which seeks to evaluate the ability of the model to predict consistent values of the
response variable, based on the PRESS statistic (Predictive Residual Sum of Squares), proposed
by Allen (1971) for the linear normal model, and introduced to beta models by Espinheira et al.
(2019). Since the definition of these criteria is based on the power to explain the variability or
in the power of prediction, this work aims to propose a selection process for the class of beta
models considering both interests, that is, to present a measure capable of indicating models that
can explain well the variability of the response, therefore present good fits, and also manage
to predict good values. This process consists in determining a constant called “&”, obtained
from the parametric bootstrap method, used to construct a new statistic called “BV” (Bias and
Variability), which is concerned with balancing bias and variance. In addition, “&” is often a
good indicator of the bias of the estimate for precision. Thus, we evaluate the performance of
our measures through Monte Carlo simulation studies, and apply some real databases, proving
in practice the effectiveness of these statistics. We note that the joint evaluation of the “BV” and
“@” statistics is what determines the selection process we are proposing.

Keywords: overfitting; prediction; variability; beta regression.
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1 INTRODUCAO

Geralmente, nos estudos de andlise de dados surge o interesse de avaliar possiveis relagdes
entre varidveis, de modo que muitas vezes essa relacdo € representada por meio de modelos
matematicos, que associam um conjunto de varidveis (chamadas de varidveis explicativas ou
covaridveis) a uma Unica variavel (chamada de varidvel resposta ou dependente). Esses modelos
sdo conhecidos como “modelos de regressdao”, podendo ser utilizados para representar relacoes
lineares ou nao lineares. Por muito tempo, o modelo de regressao linear foi utilizado como
unico método de associar a média da varidvel resposta com uma fun¢do linear das varidveis
explicativas (essa funcdo é dita preditor linear). De maneira que, cada valor da resposta esta
associado a uma funcao linear dos respectivos valores das varidveis explicativas, juntamente a
um erro ndo observével, e além disso, € suposto que esse erro possui uma distribui¢do normal,
de média zero e variancia constante. Dessa forma, sob tais suposi¢des, tem-se que a varidvel
resposta segue uma distribuicdo normal, sendo entdo, definido o modelo de regressdao normal
linear.

Entretanto, existem casos em que os valores da varidvel resposta sdo restritos ao intervalo
(0,1), por exemplo, quando desejamos modelar taxas ou propor¢des. Nesses casos, 0 uso do
modelo de regressao normal linear pode fornecer valores ajustados que excedem os limites do
intervalo (0,1). Uma alternativa é transformar a varidvel resposta, de modo que ela assuma
valores reais e a sua média possa ser modelada. No entanto, esse procedimento apresenta al-
gumas desvantagens, como por exemplo, pode ndo ser tdo facil interpretar os parametros do
modelo em termos da resposta original, além disso, medidas de propor¢des geralmente exibem
assimetria, logo, uma andlise baseada no pressuposto de normalidade pode fornecer resultados
ndo confidveis. Sob esse contexto, Ferrari e Cribari-Neto (2004) desenvolveram o modelo de
regressdo beta, que se baseia na suposicdo de que a varidvel reposta segue distribuicao beta,
com uma nova parametrizacdo, que indexa a média da resposta e um parametro de precisdo.
Dessa forma, supondo que a média estd relacionada a uma estrutura de regressao linear, tem-se
que os parametros do modelo podem ser interpretados em termos da média da varidvel resposta,
por meio de uma funcdo de ligagdo, semelhante aos modelos lineares generalizados (MLGs),
apresentados por Nelder e Wedderburm (1972).

O uso do modelo de regressdo beta tem crescido consideravelmente nos dltimos anos, e
muitos trabalhos propondo algumas extensdes de tal modelo tém sido desenvolvidos. Pao-
lino (2001) e Smithson e Verkuilen (2006) apresentam esse modelo de regressdo, cuja média e
precisdo sdo modeladas simultaneamente, utilizando méxima verossimilhanca para estimar os
parametros de ambos os modelos. Simas et al. (2010) abordam o modelo de regressdo beta
considerando uma estrutura de regressdo ndo linear tanto para o modelo da média como para
o da precisdo. Ospina e Ferrari (2012) propuseram uma classe de modelos beta inflacionados
em zero ou um, com base nas distribui¢cdes de mistura entre uma distribui¢ao beta e uma dis-
tribuicao de Bernoulli degenerada em zero e/ou um. Pereira et al. (2012) abordam a classe de
modelos de regressao beta inflacionados truncados. Carrasco et al. (2014) propdem uma classe
de modelos beta considerando erros nas varidveis.



19

Um procedimento bastante importante realizado apds ajustar um modelo de regressao a um
determinado conjunto de dados € a andlise de diagndstico, que busca avaliar a adequabilidade do
modelo ajustado, verificando possiveis afastamentos das suposicdes feitas para o modelo. En-
contramos na literatura, diversas técnicas de diagndsticos, propostas inicialmente para o modelo
normal linear cldssico e expandidas para demais classes de modelos. Muitas dessas técnicas sdo
desenvolvidas com base na identificacdo de observacdes com comportamentos atipicos das de-
mais. Cox e Snell (1968) propuseram a principio identificar esse tipo de observacao realizando
andlises de residuos, uma vez que observagdes com altos valores de residuos (chamadas de
pontos aberrates ou outlier) podem afetar a média dos valores preditos da resposta e também as
estimativas dos parametros do modelo. Algumas padronizag¢des dos residuos foram realizadas
por Belsley et al. (1980) e por Cook e Weisberg (1982) para o modelo de regressdo normal
linear, enquanto uma nova padronizagdo foi sugerida por Pregibon (1981) para os modelos li-
neares generalizados.

Além disso, outra forma de identificar observacdes com comportamentos atipicos € por meio
da matriz de projecdo, apresentada por Hoaglin e Welsch (1978). Nesse caso, as observagoes
indicadas sao chamadas de alavancas, e com base em suas localizacdes podem exercerem pesos
desproporcionais nos valores ajustados e também nas estimativas dos parametros, quando isso
ocorre, dizemos tratar-se também de um ponto influente, uma vez que a sua inclusdo ou retirada
influencia fortemente nos valores estimados. Existem outras medidas capazes de identificar
pontos influentes, a mais conhecida e utilizada € a distancia de Cook, proposta por Cook (1977)
para o modelo normal linear e estendida para diversas classes de modelos. Um dos métodos
mais modernos de andlise de diagndstico € o método de influéncia local, que busca avaliar o
comportamento de uma determinada medida de influéncia, quando sdo inseridas leves pertur-
bacdes aos dados ou ao modelo, dessa forma, € possivel identificar a presenca de observacoes
que sob pequenas alteracdes, modificam consideravelmente os resultados do ajuste, para mais
detalhes ver Paula (2013).

No que se refere as técnicas de diagndsticos tradicionais, dispomos ainda de um grafico de
andlise bastante importante e muito utilizado, desenvolvido por Atkinson (1981) para o modelo
normal linear, esse grafico ¢ comumente conhecido como “gréfico de envelope”, sendo utilizado
para detectar afastamentos da distribuicdo postulada para a varidvel resposta. A sua metodolo-
gia estd baseada na definicdo de bandas de confianca para os residuos, obtidas via simulagcdo
de Monte Carlo, de modo que, se a distribui¢do assumida nao for adequada, é esperado que os
pontos ou parte deles estejam fora dessas bandas de confianca, a metodologia desse grafico foi
estendida para diversos outros modelos. Todos esses métodos citados também foram estendidos
para avaliar a adequabilidade do modelo de regressao beta, e ademais, diversos outros estudos
tém sido realizados nos ultimos anos especificamente para esse modelo. Smithson e Verkuilen
(2006) apresentam testes de hipdteses desenvolvidos para os modelos da média e da precisdo,
para o modelo de regressao beta. Ospina et al. (2006) avaliam melhores métodos de estimagao,
tanto pontual como intervalar, para os parametros do modelo beta. Espinheira (2007) desen-
volve diversos aspectos de inferéncia e andlise para essa classe de modelos, sob cendrios em
que o parametro de precisdo € fixo e também varidvel, propondo assim, diversas medidas de
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grande valia na valida¢ao do modelo.

Geralmente, a andlise de diagndstico procede a escolha de um conjunto de covaridveis con-
sideradas relevantes, dentre um conjunto mais amplo de regressores, essa etapa € chamada de
selecao de modelos. Diversos métodos de selecdo de modelos t€m sido propostos nos tltimos
anos para o modelo linear cldssico, os mais comumente utilizados sdo forward, backward e
stepwise, para saber mais sobre esses métodos ver Draper e Smith (1981). Também sdo bas-
tante conhecidos o critério de informagdo de Akaike (AIC) e o critério bayesiano de Schwarz
(BIC), introduzidos por Akaike (1973) e Schwarz (1978), respectivamente. Além desses méto-
dos € costume verificar a soma de quadrados de residuos e algumas funcdes dessa quantidade,
tais como os coeficientes R? e o R? ajustado, em que ambas medidas avaliam o quanto de va-
riacdo da resposta pode se explicada pelo modelo ajustado. Buscando generalizar o coeficiente
R? para diversas outras classes de modelos de regressio, alguns autores apresentam diferentes
formulacdes para essa medida (geralmente chamadas de pseudos R?), como Nagelkerke (1991),
que se baseia na razdo de verossimilhangas. No caso dos modelos de regressdo beta também
foram propostos alguns critérios de selecdo, a principio, Ferrari e Cribari-Neto (2004) utilizam
uma nova formulagdo para o coeficiente R?, com base na correlagio entre medidas calcula-
das com os valores observados da resposta e com os valores preditos dessa varidvel, Bayer e
Cribari-Neto (2017) apresentam para essa classe de modelos os critérios AIC, BIC e alguns
pseudos R

Outra estatistica utilizada como critério para selecionar modelos € a PRESS (Predictive
Residual Sum of Squares), proposta por Allen (1971) para os modelos lineares. Geralmente,
essa estatistica € aplicada para identificar o modelo com maior poder de predi¢do da varidvel
resposta. De forma andloga a definicio do coeficiente R*> baseado na soma de quadrados de
residuos, Mediavilla e Shah (2008) propdem a estatistica P2, cuja medida é utilizada para avaliar
o poder de predicao do modelo ajustado. Dessa forma, Espinheira et al. (2019) estendem as
estatisticas PRESS e P2 para a classe de modelos beta. Além disso, de modo similar a Bayer e
Cribari-Neto (2017), eles também propdem uma versio corrigida de P.

E notdvel que a definicdo de alguns critérios de sele¢do é baseada em um determinado fator
de interesse, seja no poder de explicagcdo da variabilidade da resposta, ou no poder de predi¢do
dos valores desta. Neste trabalho, temos como objetivo principal, propor uma medida para sele-
cionar modelos de regressao beta, considerando ambos os fatores, ou seja, buscamos apresentar
um critério de balanceamento viés-variancia, que chamamos de BV (Bias and Variability). Para
isso, propomos uma constante o para calcular a combinagio linear entre critérios dos tipos R?
e P2. Decidimos utilizar a metodologia bootstrap, introduzida por Efron (1979), para estimar
o. O comportamento das estatisticas BV e & foram avaliadas por meio de estudos de simula-
cdo. Estes estudos revelaram que tanto m4 especificagio, quanto especificacdes corretas, foram
identificadas a partir da avaliagdo conjunta de BV e &. Neste sentido, aqui estamos propondo
um esquema de selecdo de modelos. As aplicacdes a dados reais demonstram que o método
proposto fornece ferramentas bastante uteis e eficazes na escolha de bons ajustes para a classe
de modelos de regressao beta.
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1.1 ORGANIZACAO DA TESE

O presente trabalho, encontra-se dividido em sete capitulos. Nesse primeiro capitulo temos
uma breve introdugdo a respeito de nossa motivagdo e os principais materiais de suporte compu-
tacional utilizados no estudo. No segundo capitulo introduzimos a distribui¢ao beta e algumas
propriedades, seguido pelo modelo de regressdao beta. No segundo capitulo, temos a fungdo
escore, a matriz de informacao de Fisher e os estimadores para os parametros do modelo. Tam-
bém encontramos uma breve abordagem da obtencdo dos residuos ponderados padronizados
para o modelo beta.

No terceiro capitulo, apresentamos algumas das principais medidas usadas na selecao de
modelos beta, bem como os critérios aplicados para a andlise da qualidade do ajuste, como tam-
bém os critérios usados para a analise do poder de predicao. Além disso, apresentamos um novo
critério de selecio para esse modelo, tomando como base uma média ponderada das medidas
tradicionais de adequabilidade para o modelo de regressao beta. Prosseguindo, apresentamos
algumas caracteristicas observadas para o novo critério de sele¢cdo. Também introduzimos uma
metodologia para a obtengao dos pesos que compdem a nova medida.

No quarto capitulo, avaliamos por meio de estudos de simulagdo de Monte Carlo o desem-
penho dos critérios de sele¢do propostos, considerando o modelo de regressdo beta linear e ndo
linear, com dispersdo varidvel. Para esses estudos, abordamos situacdes em que o modelo beta
estd corretamente especificado e também mal especificado. Ademais, comparamos os desem-
penhos das medidas propostas com as demais medidas de adequabilidade. Além disso, tanto
para as situacoes com o modelo de regressao beta linear, como para o modelo beta ndo linear,
foram realizadas breves anélises dos valores obtidos para a estatistica proposta como pesos no
calculo do novo critério de selecao de modelos. No quinto capitulo, sdo apresentados os estudos
de simulagdo realizados em modelos de regressao beta linear com dispersao fixa.

No sexto capitulo, aplicamos o modelo de regressdo beta em alguns conjuntos de dados re-
ais e verificamos a adequacao do ajuste por meio das medidas de adequabilidade ja existentes e
também pelo novo critério de balanceamento, junto com a medida estimada para os pesos. Tam-
bém comparamos os resultados obtidos por essas estatisticas com os resultados segundo outros
métodos de diagndsticos, bastante conhecidos na literatura. Por tultimo, no sétimo capitulo, sdo
apresentadas as conclusdes gerais, obtidas ao longo desse trabalho.

1.2 SUPORTE COMPUTACIONAL

Todos os resultados numéricos apresentados no quarto, quinto e sexto capitulos, alcancados
pelos estudos de simulagdes de Monte Carlo e aplicagdes a dados reais, foram obtidos por meio
da linguagem de programagdo 0x, na sua versdo 9.0, utilizando o sistema operacional Windows.
Esta linguagem de programacio foi desenvolvida por Jurgen Doornik em 1994, e encontra-se
disponivel em http://www.doornik.com. Para mais detalhes, ver Doornik (2001).

Todos os resultados gréficos, foram produzidos utilizando o ambiente computacional e es-
tatistico R, na sua versdo 4.1.2, para o sistema operacional Windows. O R foi criado por Ross
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Ihaka e Robert Gentleman em 1996, tratando-se de uma implementagdo da linguagem S, po-
rém com a vantagem de ser livre e possuir cédigo-fonte aberto. Ele encontra-se disponivel
gratuitamente em http://www.r-project.org. Para mais detalhes, ver Peternelli e Mello (2011).

A parte escrita do presente trabalho, foi desenvolvida pelo uso do sistema de tipografia
IATEX, criado por Leslie Lamport em 1985. Trata-se de um conjunto de macros ou rotinas TgX.
O TgX por sua vez € um sistema de editor de textos, usado para produzir livros, artigos, etc.,
com alta qualidade, desenvolvido por Donald E. Knuth. Para mais detalhes sobre o sistema de
tipografia IXTEX, ver Knuth (1986) ou Lamport (1994).
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2  MODELO DE REGRESSAO BETA

2.1 DISTRIBUICAO BETA

Comumente, muitos estudos nas mais diversas areas buscam modelar dados na forma de
taxas, fracdes ou proporg¢des, ou seja, dados cujos valores sdo distribuidos restritamente no in-
tervalo continuo (0, 1). Nesse caso, a distribui¢ao beta tem sido uma das principais distribui¢cdes
continuas utilizadas para modelar esses tipos de dados. Dizemos que uma variavel aleatoria y
segue uma distribui¢cdo beta com parametros p e g se sua funcao densidade de probabilidade for
dada por

r
fspq) = fé%§é§w%1—ywh 0<y<l, (2.1)

em que p >0, g > 0eI(.) é a fungdo gama, definida por: I'(z) = [5°x*" e dx. Neste caso, a
média e a variincia de y sdo dadas respectivamente por

E(y)=—— e  Va(y)=

C ptgq

pq
(P+q9)?(p+q+1)

Buscando desenvolver um modelo de regressdo que permita modelar a média de uma varia-
vel resposta que assuma valores no intervalo (0, 1) e ainda envolver um paridmetro de precisdo
(ou dispersdo), Ferrari e Cribari-Neto (2004) propuseram uma reparametrizacdo para a distri-
buicao beta, de modo que

14

=L ¢ g=p+a,
p+q

u

entao,

p=p¢ e g=(l—-p)o.

Dessa forma, a funcao densidade de probabilidade (2.1) pode ser reescrita em termos de
e ¢. Obtemos entdo

_ _ I'(¢) 0—171  N(1—m)o—1
fsu.¢) = TW¢HU1—HWVW (1=y) 780 o<y <1, (2.2)

emqueO<u<le¢>0.
Nesse caso, a média e variancia ficam dadas por

E(y)=p e Var(y>:“<llT‘¢“>, 2.3)

respectivamente. Podemos notar que para y dado, quanto maior o valor de ¢, menor serd o
valor de Var(y). Por essa razdo, ¢ é dito pardmetro de preciséo.
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Figura 1 — Gréficos da funcao densidade da distribui¢do beta para diferentes valores de u, com ¢ =5 em (a),
¢ =25em (b), p =50em (c) e § = 150 em (d).
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Fonte: Autoria prépria.

Na Figura 1 encontramos os gréficos das curvas referentes a densidade da distribui¢do beta,
para diferentes valores de it e ¢. Observando inicialmente a Figura 1(a), vemos que para um
valor de ¢ pequeno e u = 0,5, a distribui¢do apresenta uma curva simétrica e bastante aberta,
ja para valores de u nos extremos do intervalo (0, 1), a curva da distribui¢do assume formatos
assimétricos. No entanto, pelas Figuras 1(b)-(d) vemos que quando o valor de ¢ cresce, as
curvas assumem formatos cada vez mais simétricos, mesmo para i localizado nos extremos do
intervalo unitdrio. Além disso, podemos notar que distribuicdo também torna-se mais afilada

quando a precisdo ¢ aumenta.

2.2 MODELO DE REGRESSAO BETA COM DISPERSAO VARIAVEL

Sejam yy,...,y, varidveis aleatdrias independentes, em que cada y;, comt = 1,...,n, segue
uma distribui¢do beta, com funcdo densidade de probabilidade dada por (2.2), com média L,
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e precisao ¢;. O modelo de regressdo beta ndo linear admite que a média e a precisdao de y;
satisfacam, respectivamente, as seguintes relacdes funcionais:

g)=AB)=m, e  h(¢)=fo(2,y) =1, (2.4)

em que 7y, e 1y, sdo preditores ndo lineares, g : (0,1) > IR e h: (0,0) — IR, sdo fun¢des
estritamente monotonas e duas vezes diferencidveis, chamadas de fungdes de ligacdo, B =
(Bi,...,Bx) " é o vetor de pardmetros do modelo para média, com B € IR¥, y = (y,...,7,) "
é o vetor de parAmetros do modelo para precisdo, com y € R", k+r < n, x, = (x1,... ,xtkl)T
ez = (z1,... ,er,)T sdo kj e ry valores conhecidos e fixados das varidveis explicativas dos
modelos, respectivamente, com ¢ = 1,...,n, de modo que podem coincidir totalmente ou em
partes com os nimeros de pardmetros, tal que k; < ke r; < r. Por fim, fi(-) e f2(-) sdo fun-
¢Oes continuas e diferencidveis, tais que as matrizes de derivadas J; = dn;/df e J, = dn,/dy
possuem postos k e r, respectivamente, sendo 11 = (N11,...,M1,) " € 2= (M2y,---,M2,) |-

O modelo dado por (2.2) e (2.4) engloba 0 modelo de regressdo beta linear com disper-
sdo varidvel, quando os preditores 1, € 1y, sdo funcdes lineares dos pardmetros, nesse caso,
g) =, =x'Beh(¢p)=m,=2'7r.

Na literatura encontramos diversos tipos de fungdes de ligagdo g(-) e A(+), as fungdes mais
conhecidas para g(+) sdo:

» probit: g(u;) = ®!(y;), em que ®(-) corresponde a funcio de distribuicio acumulada

da normal padrao;
* log-log: g(u;) = log[—log()];
» complemento log-log: g(u;) = log{—log(1 —;)};
* logit: g(1;) = log(tt, /(1 — ).
As fungdes mais comuns para h(-):
o logaritmica: h(¢;) = log(¢;);
o raiz quadrada: h(¢;) = \/9;;
o identidade: h(¢;) = ¢.

Em McCullagh e Nelder (1989) encontramos mais detalhes sobre as fun¢des de ligagdes.

2.2.1 Vetor Escore, Matriz de Informacao de Fisher e Estimadores de Maxima Verossimi-

lhanca

Com base na expressao (2.2), temos que o logaritmo da fung@o de verossimilhanga é dada

por

(B,y) = Y L, ¢n), (2.5)
t=1
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em que

(s @) = logD'(¢r) —logT' (1 @) —1logI[(1 — e ) @] + (e P — 1) logy,
+ [(1— )¢ — 1]1og(1 —yr).

A partir da derivada do logaritmo da funcdo de verossimilhanca dada em (2.5), podemos
obter a funcédo escore para o vetor  calculando a funcéo escore para fB;, com i = 1,...,k, que
por sua vez € obtida a partir da escore de i, dada por

200 g g (121) v + vi(1 - wol |

em que y(-) é a fungdo digama, ou seja, Y(z)

comumente, definimos

dlogI'(z)/dz, para z > 0. Para simplificar.

= log (1 ityr) © ut =y (o) —

W1 — )]

(2.6)
Dessa forma, temos que
l(B,7y) i (s, Or)
dBi

B =1 aﬁi

an’ {aft He, @) di 8171;}

=1 u,  dny, I

- E{oa0i-w T}

(.ut) JdBi

Vale notar que di, /dny, = 1/¢' (i;). Logo, podemos reescrever a fungio escore para 3 pela
forma matricial

Ug(B.y) = J] ®T(y" —u*),

dny/dB é uma matriz de ordem n x k, ® = diag{ ¢y,
t-ésimos elementos dados por y; e U, respectivamente, e

2.7)
em que J| =

.y Qn}, y* e U vetores com

T = diag{1/g'(w1),...,1/8'(tta) } -

(2.8)

Obteremos agora, a fungdo escore para 7, a partir da derivada da expressao (2.5) em relacao
ayj,com j=1,...,r, temos entdo

l(B,7) & Ol (U, Or)
%)

a =1 8’}/j

_ Z”:{aﬁ,(‘ut,@) d¢s 3772,}

=1 ad)t dnzt a/y]
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= iat 1 anZt
= () 9y

em que d¢; /dmy, = 1/h(¢) e
ar = e(yf — 1) +log(1—yr) — w(1— )] + w(¢r). (2.9)
Assim, podemos expressar a fungdo escore para Y na seguinte forma matricial;

Uy(B,y) = J, Ha, (2.10)

em que J, = 91> /dy é uma matriz de ordem n x r, a = (ay,...,a,) ", com g, definido em (2.9),

€

H = diag{1/K(¢1),....1/H (¢)}. (2.11)

Seguiremos obtendo a matriz de informagao de Fisher para os parimetros f3 e 7, a partir das
derivadas de segunda ordem do logaritmo da func@o de verossimilhanga em (2.5). Essa matriz

¢ dada por
—K(B.y) = | pp Py (2.12)
Kyg Ky
sendo
2
R 71X o
dpap
em que, o (i,/)-ésimo elemento de (2.13) com i,/ =1,...,ké
9*((B,7) 7} < {8 b .Und’t)]
—IE —IE .
{ dBidfy tz’ dBidf;

Ap0s alguns célculos podemos facilmente ver que

82&(;1;,4),) _ az‘et(“t7¢t) 1 8711;&771;+ d [ 1 }agt(.ut»q)l) 1 anlt(?nlt
dBid B ou? ¢ (w)]* 9B 9B g () w &) 9B B

em que

azft(lita o) _
ou?

_¢t2{wl(,ut¢t)+w/[(1_“t)¢t]} e d [ (1 :| _ g//(‘ut)

ou L&' () g’ ()]
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Lembrando que 34, (1, ¢;)/dw = ¢ (v — 1), temos que IE[d4; (s, ¢ ) /] = 0, uma vez

que é possivel mostrar que IE(y;) = y,*. Logo,

o [Phun )] _ I dm,dny
IE|: 8ﬁlaﬁl :| - (Pt {‘l/(.ut‘l)t)"“//[(l 'ut)(Pt]}[g,(‘ut)]z aﬁl aﬁl .

Assim, definindo,

1
wy = ) ) 2.14
S PIE 29
sendo
vo= Y (ud) +v'[(1— )}, (2.15)
temos que
02: (s, 0r) ani, Iy,
- { IBidp, } AT AT
Entao,
925([3,?)} L9y, Iy
K L 38, 3f,
Matricialmente temos que (2.13) fica dado por
Kgpg = J W, (2.16)
sendo W = diag {wy,...,wy,}, com w; dado por (2.14). Seguiremos obtendo as segundas deri-

vadas de ¢(f3,7), comrespeitoa B; e yj,parai=1,...,ke j=1,...,r, que sdo dadas por

9*U(B,v)
dBidy;

B

NS)

N
I
_

{agt(.utaﬁbz)}
dp;i
[‘%t(.ut»‘l’t) dpy 3771,] d¢, dny,
o, dmy, 9P | dmy, 9y,
1 9%} 1 dny
g (1) 9B | W () dy;

s

I
-
SIS

N
I
_

B

I
S

N
I
_

o {‘Pt(yz —u)

E ficil mostrar que

i ok 1 anlt:|
aq)t ¢l(yt nut)g/('u[) aﬁl

{(y;ﬂ — ") — & [W ()t — ' (1 — ) ) (1 —Nt)]}

an,

g'(u) B
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Logo,
2%0(B,7y) ! . 1 odm, 1 dny
- ) — (1 1 - ,
aﬁlayj ZZZI{(yt ut) ¢t[‘l’l(ﬂt¢’t)ﬂt ]I/(( ,u[)d)t)( 'ut)]}g’(/.iz) aBl h/(¢t) a,yj
como IE(y; — ;) = 0, entdo, o (i, j)-ésimo elemento de Kg, comi=1,...,ke j=1,...,rfica
dado por
2 1 1
—IE[& ﬁ(ﬁ,Y)] = Y Iy, / 8“2;)
IBidY; S g () 9B W(¢r) I
em que

¢ = o{w (o) — (1 — ol (1— ). 2.17)

Assim, temos matricialmente que
Kgy, = =J|CTH, (2.18)

em que C = diag{cy,...,cu}, com ¢; dado por (2.17). Temos ainda da matriz (2.12) que Kpy =
KﬂgT. Por fim, considerando a derivada de segunda ordem de ¢(f3,y) com respeito a y; e ¥,
para j,s =1,...,r, dada por

826([377) o iazft(.ut,@)
9%j0% = 9%9%
_ Zi [8€t(ﬂz,¢t) do; 9%] dey Iy,
¢ A, dmy, JY; | dmy, 9%
_ ii{agt(ﬂt,@) 1 ] 1 dmy Iy
=0 Ao K (¢)] H(¢) Iy, 9%
_ i{azft(ﬂtaﬁbz) 1 +i[ 1 }agt(ﬂta@)} 1 dn, dny,
aor  H(¢) 9o [H(er) P W(¢) dy; 9%

como

91 (ks ¢y , , ,
% = {2 (o) + (1= w)*W'[(1— 1) 9] — ' (9}
e IE[d4; (s, ¢) /¢ = 0, definindo

1

d = ¢g—" . 2.19
ST @19

sendo

G = uAV (o) +(1— ) W[(1— ) o] — v (¢), (2.20)
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obtemos que

_]E{(W(B,Y)} _ oy g 2O
t=1

Y97 Y 9%

é o (j,s)-ésimo elemento da matriz

9*((B,7)
Ky, = —IE|——=-|. 2.21
" S 22D
Reescrevendo em forma matricial, temos
Kyy = J, Dy, (2.22)
em que D = diag{d},...,d,}, com d; dado por (2.19). Para n suficientemente grande e consi-

derando validas as condicdes de regularidades, temos que a distribui¢@o assintética dos estima-
dores de méxima verossimilhanca € tal que

()~ (D))

aproximadamente, em que B e 7 sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de 3 e 7,
respectivamente, e K —1 ¢ 0 inverso da matriz de informacao de Fisher, dada por (2.12).

Como os estimadores de maxima verossimilhanca para 8 e ¥ ndao possuem forma fechada,
torna-se necessdria a utilizacdo de métodos numéricos que utilizam algoritmos de otimizagao
ndo linear para maximizar o logaritmo da fun¢do de verossimilhanga, e assim, obter valores
plausiveis para 3 e y. Dentre os métodos iterativo de otimizagdo ndo linear, destacam-se o de
Newton-Raphson, Scoring de Fisher e BFGS.

Para inicializar o processo iterativo os algoritmos de otimizac¢ao requerem a especificacao
de valores iniciais para 3 e y. Para o modelo beta linear com dispersdo fixa, em que 1y, =
x' B, Ferrari e Cribari-Neto (2004) propdem usar como valor inicial para 3, digamos [3(0), 0
estimador de minimos quadrados ordinérios da regressao linear da resposta y, transformada pela
fungdo g(-) em X, sendo X uma matriz de posto completo de ordem n x k, com a z-ésima linha
denotada por x,'. Assim, sejaz = (z1,...,2,) ', com z = g(y;), entdo BV = (X TX)"'x Tz,

Para o pardmetro de precisdo ¢, o valor inicial se baseia no fato que Var(y;) = (1 —
u:)/(1+¢), que implica ¢ = u, (1 — u;)/Var(y;) - 1. Dessa maneira, temos que

em que
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sendo € o vetor de residuos de minimos quadrados ordindrios da regressdo de z em X, ou seja,
é=z—X(X"X) X"z A defini¢io de 57 estd baseada no fato de que

Var[g(y,)] =~ Var[g(p)+ (v — ) (1)) = Var(y,)[g' (1)),

logo, Var(y;) ~ Var[g(y,)]/[g’ (i:)]?. Além disso, sabemos que Var[g(y;)] = 52 =&T&/(n—k).

Para o modelo linear beta com dispersio varidvel, em que adicionalmente temos que 1y, =
2, y, Ferrari et al. (2011) sugerem utilizar o valor inicial para 8 similar ao da dispersio fixa. No
caso do valor inicial de ¥ é preciso obter inicialmente os valores iniciais para ¢y, ..., #,. Nesse
caso, € sugerido utilizar

(0) P(l—fu)

(pt = 812
Assim, o valor inicial para y € dado por }/<0 (2"2)"'ZTk, em que Z é uma matriz de posto
completo de ordem n x r, com a t-ésima linha dada por z, e k = (ky,...,k,) ", comk, = h((j)t )

Para o modelo beta ndo linear, o processo para estabelecer valores iniciais para 8 e ¥ é um
pouco mais extenso. De forma que, considerando a principio o modelo ndo linear para U; e
supondo que k; = k, seja f(x,', B) a fungdo nio linear, sua expansio em série de Taylor até a
primeira ordem em torno de f8 (0) ¢ dada por

afl(xtTaﬁ)

9P, Lam R

k
A B) ~ f1<x7,ﬁ<°>>+2[

i=1

em que 3 ©0) = ( [51(0), ... ,ﬁk(o))T ¢ um valor inicial para 3, que serd definido mais adiante, sendo
utilizado na obteng¢do do valor inicial do modelo ndo linear.
Vale notar que

ofi(x,B) L
la—ﬁi}ﬁzﬁ“’) -

em que ji,; € o elemento localizado na 7-ésima linha e na i-ésima coluna da matriz Jj, entdo,

AB) ~ A B +Z]1t, —B\). (2.23)

No caso do modelo normal nio linear temos que y; = fi(x,B) + &, em que & é o t-
ésimo erro aleatério, sobre o qual assume-se os pressupostos usuais, e como IE(y|x, ) = y; =
fi(x",B) e na Equacdo (2.23) fi(x,B) é substltuldo por yt Y. Aqui, vamos considerar

g(v) ~ g(t) ~ fi(x] , B). Supondo ainda que 6;” = (B;— B”)) e g(v1) — fi(x7 ,B) =»] a
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expressdo (2.23) passa a ser
3 (00
=Y Jui 6 (224)
i=1

que pode ser visto como um modelo linear alternativo. Assim, pode-se deduzir que o estimador

de minimos quadrados ordinarios de 600 = (91(0)7 ceey Gk(o))T fica entdo dado de modo que
90 — (B _ﬁ(o)) — [JI(O)le(O)]—ljl(O)TyT

= 1O e(y) - £ (X, B,

0 £
em que Jl( )= [3n1/8ﬁ]ﬁ:ﬁm>, yi =00, )7, comy, dadoem (2.24), y = (y1,...,y.) " €
lembrando que X é a matriz de posto completo de ordem n X k, com a ¢-ésima linha denotada
por x, . Podemos entio apresentar o seguinte processo iterativo:

B = ) ) — X BT Y @2s)

em que m=0,1,2,... s@0 os passos do processo. Dessa forma, a cada iteracdo é gerada uma
nova aproximac¢ao [3(’”) para o vetor de parametros [3(’"71) através do processo (2.25), que
serd repetido até que se obtenha uma convergéncia definida a partir de algum critério, como
I [3(’") - B(m*I)H < €, sendo € um valor muito pequeno. Finalmente, a proposta para o valor
inicial de 8 é dado por

BY) = JOT OOy — A x, B e B =(xTX) 'XTg(y).  (2.26)

Podemos notar que para o modelo nio linear, a proposta do valor inicial para 8 utiliza um
outro valor inicial, definido para o modelo linear. Para o modelo da precisao ¢, supondo r| =r
e considerando i(¢;) = f(z,,7), temos de forma andloga que

P = GOT IO T e = iz A e A0 =272 'ZTh(\"), 227)

lembrando que Z é a matriz de posto completo de ordem n X r, com a #-ésima linha dada por

2l 1 = [0m2/ V) y_yor e 01 = (9., 6{2)T. com

i
o0 — LZM_L

Y7

em que i, = ¢ ' (x/ BY)) e 7 = &/ &/{(n — K)[¢'(fir,)]*}, com & = g(y) — fi. em que
ft;, = (fiy,...,jl,) . Finalizando, de (2.27) segue que ¢\ = (0.7 ... .60 )T, com

©  Bvee(1— fivge) {
¢N Lt — 62 )
NLi
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em que fivz =g [fi(x] BNL)] € Gy, = & 8ne/{(n— ) [ (finee)]*}. com &wp = g(y) — iy
em que {1y; = (fyz1,- -, Mvea) |- Possivelmente, existem situagdes em que para o modelo nio
linear o ndmero de covaridveis € inferior ao nimero de parametros, para, pelo menos, um dos
submodelos, ou seja, k1 < k e/ou r; < r, nesse caso, antes de obter os valores iniciais descritos
anteriormente, é preciso fornecer certos valores para alguns dos parametros. Algumas técnicas
sao utilizadas para escolha desses valores iniciais nos modelos nao lineares, dentre elas temos:
a linearizacao, que consiste em realizar uma transformacao no preditor a fim de torna-lo linear
nos parametros, a partir de uma fungéo, digamos /(-). Quando existe essa possibilidade, realiza-
se entdo uma regressdo linear de /[g(y)] sobre os novos pardmetros e usa-se a transformagao
inversa das estimativas dessa regressao como valores iniciais para o modelo ndo linear.

Outra forma utilizada na determinacdo dos valores iniciais € estudando o comportamento
do preditor, quando para certos valores atribuidos para um ou mais parametros, um determi-
nado termo da expressdao nao converge. Dessa forma, podemos substitui tais parametros por
valores iniciais que garantam a convergéncia. Além disso, é interessante estabelecer os valo-
res iniciais dos parametros que ndo estejam associados num contexto linear no preditor. Uma
dltima maneira de determinar valores iniciais para alguns parametros € pela andlise grafica dos
dados. Nesse caso, € importante o conhecimento e familiaridade do pesquisador com o modelo
utilizado.

2.2.2 Residuos

Um procedimento bastante importante para validar o ajuste de qualquer modelo de regressao
¢ a andlise de diagndstico, cujos principais objetivos s@o identificar pontos discrepantes ou mal
ajustados e verificar possiveis afastamentos das suposicdes feitas sobre o modelo. Parte das
técnicas de diagnéstico € chamada andlise de residuos, definidos como uma fun¢do que busca
medir a discrepancia entre o valor observado e o valor ajustado. O tipo de residuo mais usual
€ chamado “residuo ordindrio”, que serve de base para obten¢do de outros tipos e pode ser
definido como sendo y; — E(y?)

No caso do modelo de regressao linear beta, assumindo que o pardmetro de precisdo @
¢ conhecido e constante, Espinheira et al. (2008) propdem um residuo baseado no processo
iterativo Scoring de Fisher para 3. Ferrari et al. (2011) apresentam uma extensdo desse residuo
para o modelo linear beta com dispersdo varidvel. De modo que, considerando o processo
iterativo Scoring de Fisher para estimar 3 e ¥, dado por

em que m = 0,1,2,... s@o os passos do processo, (2.28) é repetido até que as diferencas
||ﬁ(m+]) - ﬁ(m)|| e || 1) — Y")|| sejam menores que uma tolerdncia especificada. Aqui
iremos abordar a estratégia apresentada por Ferrari et al. (2011), considerando o modelo de
regressao beta ndo linear.

Dessa forma, trabalhando o lado direito da primeira expressao em (2.28), utilizando a funcao
escore e a matriz de informagdo de Fisher para 8, dadas por (2.7) e (2.16), respectivamente,
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obtemos

ﬁ(m‘H) — [3(’”) + [JIT (m)W(m)Jl]—lle (m)p(m) y* — [.L*(m)], (2.29)
vale lembrar que os 7-ésimos elementos de y* e de p* sdo definidos em (2.6), sendo IE(y*) = u*,
a matriz T € definida por (2.8), W € uma matriz diagonal com elementos dados por (2.14),
J1 = dn1/dP é uma matriz de ordem n x k e ® = diag{¢,...,9,}. Vale observar que para o
modelo beta com ¢ fixo, teriamos ¢; = ¢, = --- = ¢, = ¢. Similarmente, utilizando a funcado
escore e a matriz de informacao de Fisher para ¥, dadas por (2.10) e (2.22), respectivamente,
pelo lado direito da segunda expressdo em (2.28), obtemos

Yt =y (D )T g (2.30)

em que o ¢-ésimo elemento de a € definido em (2.9), a matriz H € definida por (2.11), D é uma
matriz diagonal com elementos dados por (2.19) e J, = d1n,/dy é uma matriz de ordem n X r.

E possivel reescrever as expressoes (2.29) e (2.30) como processos iterativos de minimos
quadrados reponderados, dados por

ﬁ(m—H) _ [JIT (m)W(m)Jl]—lle (m)W(m)u(lm) e ,},(m—i-l) _ [J;D(m)]z]_IJ;D(m)ugm),

em que ugm) = JIB(’") Fw 1y [y* —p ™) e ugm) = Jpym) D Mg a(m)

Sob convergéncia dos processos, temos
B=[ows W dWa;, e ¥=[J DbV Duy, 2.31)
1 1 2 2

em que u; = J1[A3 +WIT(y* — i) e wy = L7+ D 'Ha. Aqui, as matrizes W, T, D ¢ H
correspondem as matrizes W, T', D e H, avaliadas nos estimadores de maxima verossimilhanca.
Podemos notar que B\ e Yem (2.31) podem serem vistos como solu¢des de minimos quadrados
das regressoes lineares de &Jl/zﬁ/l/zul em C/I\DI/ZVT/I/ZJI ede ﬁl/zuz em 131/2J2, respectivamente.

Entdo, os residuos ordindrios ficam definidos como rf = ®!/2W—1/2T (y* — i*) e ¥ =
D~'/2Ha. Assim, é possivel ver que os residuos da 7-ésima observacado sao dados por

B :)’;k_ﬁt*

%
t \/ﬁ )

com vy e G definidos em (2.15) e (2.20), respectivamente. A partir de Espinheira et al. (2008) é

com r, = (2.32)

possivel mostrar que, var(y;) = vy, e também que IE(a;) = 0 e var(a;) = . Logo, os residuos
em (2.32) também sdo chamados de residuos ponderados padronizados.

Como ja mencionado, esses residuos sdo bastante uteis para a andlise de diagndstico do
modelo de regressdo beta. De modo que um dos métodos mais conhecidos é andlise grafica
dos residuos versus os indices das observacdes, ou versus os valores ajustados, ou os valores
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das covariaveis. Além disso, tais residuos também sao utilizados no gréfico de probabilidade
com envelopes simulados, aplicado para avaliar a veracidade da hipétese sobre a distribuicao
assumida para a varidvel resposta.

Ademais, os residuos ponderados padronizados, apresentados por (2.32) sdo importantes
medidas usadas nas defini¢des de alguns critérios de selecio de modelos de regressdo beta,

conforme veremos no proximo capitulo desse trabalho, e também vemos em Espinheira et al.
(2019).
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3 CRITERIOS DE SELECAO DE MODELOS

3.1 INTRODUCAO

Diferentes estratégias t€ém surgido para modelar dados que assumem valores em um certo
intervalo, havendo maior interesse em quando y; € (0,1), com ¢ = 1,...,n, o intervalo unitdrio.
Os modelos de regressdo usuais normal linear ndo sao adequados para modelar tais dados, de-
vido a possibilidade dos valores ajustados estarem fora do intervalo e ndo permitir assimetria e
heteroscedasticidade na distribui¢do da varidvel resposta. Alguns modelos foram entdo adap-
tados e introduzidos para tais respostas, por exemplo: os modelos de regressao simplex, por
Barndorff-Nielsen e Jgrgensen (1991), os modelos de regressao beta, por Ferrari e Cribari-Neto
(2004), o modelo Kumaraswamy, por Mitnik e Baek (2013), o Johnson Sp, por Lemonte e Ba-
zan (2015) e o modelo gama unitdria, Mousa et al. (2016). Os mais citados na literatura sdao
da classe de modelos de regressdo beta e também da classe de modelos de regressdo simplex.
Pesquisadores podem utilizar o pacote betareg nas modelagens de regressoes beta, disponivel
para o software estatistico R, e nas regressoes simplex o pacote simplexreg, também dispo-
nivel para o ambiente computacional R. Aqui, o nosso foco principal € a regressdo beta, € o
processo de selecionar modelos que produzam valores preditos plausiveis (entdo as estimativas
da média da varidvel resposta, U;, apresentam baixos vieses) e a variabilidade da varidvel res-
posta seja bem explicada. Mais especificamente, estamos interessados no processo de escolher
modelos beta bem ajustados e com alto poder preditivo.

Sabemos que, quando omitimos covaridveis importantes em um modelo de regressao, 1Sso
pode resultar em um viés sobre as estimativas dos coeficientes do modelo de regessdo. Outro
fator que provoca mas estimativas dos parametros € quando uma covariavel desnecessaria € in-
cluida erroneamente nos preditores. Existem vdarios outros casos de modelos mal especificados
que podem produzir elevados vieses nas estimativas, por exemplo, modelo inadequado para a
dispersao, negligéncia da nao-linearidade nos preditores, especificacdo incorreta da distribui-
cdo de probabilidade da varidvel resposta, entre outros. Além disso, todos estes problemas de
especificacdo também afetam a variabilidade na modelagem da regressao.

Uma ferramenta muito conhecida e utilizada para avaliar a qualidade do ajuste de um mo-
delo de regressio é o coeficiente de explicagio R?, desenvolvido a principio para o modelo nor-
mal linear cldssico. Essa medida busca indicar a propor¢ao da variabilidade da resposta expli-
cada pelo modelo. Varias versdes desse coeficiente foram propostas, possibilitando a aplicacdo
dessa medida em diversas classes de modelos de regressao, todas mantendo a ideia de avaliar
a variabilidade explicada pelo modelo estimado. Aqui consideraremos o R,%R apresentado por
Nagelkerke (1991), sendo definido com base na razdo das fun¢gdes de maxima verossimilhanca
do modelo sem regressores e do modelo investigado. Desse modo, a razdo das verossimilhan-
cas aponta o nivel de melhoria oferecido pelo modelo proposto em relacdo ao modelo nulo.
Veremos mais detalhes sobre essa medida mais adiante.

Outra versdo de R? que consideraremos é o R%C, proposto de modo intuitivo por Ferrari e
Cribari-Neto (2004). Essa medida é baseada no coeficiente de correlagdo amostral de Pearson
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entre g(y) e 1, de forma que, em algumas situa¢des, quanto maior for a correlagdo, maior serd
a covariancia. Consequentemente, grandes mudangas ocorrem em g(y) e 7, na mesma dire¢io
e intensidade, e portanto, o mesmo deve ocorrer entre y € [i. Vale lembrar que g(+) é a fungdo de
ligagdo do modelo para a média i, e 7], € o preditor linear desse modelo. Mais adiante veremos
mais detalhes sobre a medida R%C. Como essas medidas R? estdo relacionadas diretamente com
a qualidade do ajuste do modelo de regressdo ao conjunto de dados, temos que elas sdo 6timas
ferramentas para identificar possiveis casos de “underfitting”, que justamente correspondem as
situagdes em que o modelo utilizado ndo se ajusta bem aos dados. Logo, valores baixos dessas
medidas indicam que o modelo ndo apresenta um bom ajuste devido a sua variancia elevada.

Contudo, essas versoes (chamadas de pseudo R?’s ou critérios R?) ndo conseguem identifi-
car se as predicoes sdo tendenciosas. Tal informacdo é geralmente obtida através da inspecdo
visual dos gréficos de residuos. Entretanto, Allen (1974) propds algumas medidas que podem
ser consideravelmente uteis para indicar estimativas de ¢ com altos vieses, uma vez que tais
medidas sdo baseadas nos residuos, como € o caso da estatistica PRESS. Uma outra estatistica
mais facil de ser interpretada, baseada na PRESS e tipicamente conhecida como a estatistica
R? de predicdo, é a medida P?, proposta por Quan (1988) como critério Q*. Essa medida é
capaz de validar o poder de predi¢cdo do modelo, sem selecionar amostras adicionais, ou consi-
derar subconjuntos dos dados em conjuntos de formacdo e validacdo, tal como € exigido num
esquema de validagdo cruzada. Dessa forma, a anélise da estatistica P> pode ser bastante util
para evitar o que chamamos de “overfitting”, que ocorre quando o modelo aparenta apresentar
um bom ajuste para um conjunto de dados em particular, mas fornece mds predi¢des para novas
observagdes. Além disso, tal como demonstrado por Espinheira et al. (2019), a estatistica P>
também fornece informacgao sobre a falta de robustez empirica do esquema de estimagdo por
maxima verosimilhanca, devido a ocorréncia de observacdes influentes nos dados.

Resulta que para escolher um modelo adequado devemos considerar conjuntamente as in-
formagdes contidas nos critérios P2, R%- e R7p e suas versdes corrigidas. Nesse capitulo, serdo
melhor apresentados os critérios de selecao citados anteriormente na escolha dos modelos de re-
gressdo beta. Propomos também um novo critério de selecao de modelos beta, que corresponde
a uma funcgio dos critérios P, R%C e R%R, e de suas versdes corrigidas segundo o nimero de
covaridveis inseridas no modelo. Entdo, esse novo critério de selecdo é construido no sentido
de resumir a informagdo contida nessas medidas, sendo assim um critério de balanceamento
viés-variancia.

3.2 CRITERIOS DE SELECAO R?

Sabemos que durante a andlise de regressao em um modelo linear cldssico, além estimar os
coeficientes do modelo, os erros-padrdo e avaliar algumas propriedades, também temos o inte-
resse que avaliar a “qualidade do ajuste” da linha de regressao ao conjunto de dados. Ou seja,
buscamos descobrir o quao bem a linha de regressdo estimada adequa-se aos dados. Sabemos
que se todas as observacoes disponiveis estivessem situadas sobre a linha de regressdo, obte-
riamos um “ajuste perfeito”, no entanto, raramente isso pode ocorrer, pois geralmente existem
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residuos em torno dessa linha de regressao, porém, vale observar que quanto menor forem os
residuos, melhor serd o ajuste.

Dessa forma, considerando o modelo linear cldssico y = X8 + € (com intercepto), em que
y € o vetor das varidveis respostas n x 1, X é a matriz de covaridveis de ordem n x k, 3 é o vetor
de pardmetros k x 1 e € o vetor de erros n X 1, temos que a variacao total dos valores observados
de y em torno de sua média amostral y ¢ dada por SST =Y\' | (y; — ¥)2, comumente chamada
de Soma de Quadrados Total. E ficil mostrar que

n n n
Z()’t—y)z = Z()A’t—WZ-I-ZFtZ,
t=1 t=1 =1

em que r; = y; — ¥, corresponde ao 7-ésimo residuo, sendo y; o valor predito de y;. De modo que
Y (9 —y)z = SSR corresponde a variagdo dos valores preditos de y; em torno de y, comu-
mente chamado de Soma de Quadrados da Regressdo, enquanto Y, r? = SSE corresponde
a variagdo residual, isto €, a variagdo ndo explicada dos valores de y; em relacdo a linha de
regressdo, chamado de Soma dos Quadrados dos Residuos. Dessa forma,

SST = SSR+SSE.

Logo, vemos que a variagdo total dos valores observados da varidvel resposta em torno de
sua média pode ser dividida em duas partes, uma parte atribuivel a regressao, ou seja, que é
explicada pelo modelo de regressdo ajustado, e a outra parte atribuivel a erros ndo observaveis
(ndo sendo explicada pelo modelo de regressao). Dessa forma, a medida

5 SSR SSE

= 20122 1
SST SST SR

¢ um indicador usado para medir a qualidade do ajustamento na linha de regressio estimada.
Em outras palavras, ela mede a propor¢do da variabilidade total de y; explicada pelo modelo
de regressdo. A medida (3.1) € chamada de coeficiente de determinacdo ou explica¢do. Vale
destacar algumas propriedades importantes sobre essa medida R*:

* 0 coeficiente de determinacio R” varia no intervalo [0, 1];

* R? corresponde ao quadrado do coeficiente de correlacio entre y e ¥

* quanto mais préximo de 1 for o valor de R?, maior o poder de explica¢io do modelo;
* o valor de R? cresce com o niimero de regressores.

Essa tltima observacio é bastante importante, uma vez que R? é uma ferramenta comumente
usada para comparar diferentes modelos para uma mesma varidvel resposta. Logo, aquele que
apresentar maior R? é tido como o melhor modelo. No entanto, devemos ter cuidado quando
os modelos comparados apresentam diferentes nimeros de regressores, pois nesses casos €
sugerido considerar o coeficiente R? junto a um termo penalizador, quando novas covaridveis
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sdo incluidas no modelo. Chamamos essa medida penalizada de R? ajustado, sendo denotado
por

ﬁ:l—(l—zﬂ)(”_l), (3.2)
n—p

em que p corresponde ao nimero de coeficientes do modelo de regressdo. Buscando inserir o
coeficiente R? em outras classes de modelos de regressio, diferentes formulacdes foram propos-
tas para essa medida, como encontramos em Ferrari e Cribari-Neto (2004) e Nagelkerke (1991).
Tais formulagdes sio geralmente conhecidas como pseudo R?’s ou critério R?.

3.2.1 Principais Critérios R> Para Modelos Beta

Para o modelo de regressao beta linear, Ferrari e Cribari-Neto (2004) definem uma medida
de ajuste pseudo R como sendo o quadrado do coeficiente de correlagio amostral de Pearson
entre g(y) e 717, de modo que aqui representaremos esse pseudo R? por R%C. Dessa forma,
temos que Ferrari e Cribari-Neto (2004) propdem

Ric = [t(g). )], (3.3)

em que r(+) corresponde ao coeficiente de correlagdo amostral de Pearson e ; = X B =g(l),
onde B ¢ o estimador de méxima verossimilhanca de 8. Para o caso do modelo nio linear
temos que 7, = f (X,B) = g(i). Vale observar que altos valores da correlagdo geralmente
implicam alta covariancia, logo, as medidas g(y) e 7, mudam conjuntamente na mesma dire¢do
e magnitude.

Outra observagdo importante € que a correlagdo entre g(y) e 1, depende das suas respectivas
variancias, entdo, se a variancia das estimativas do preditor da média € pequena, esperamos que
a medida R%C apresente um valor alto. Embora seja importante considerar a possibilidade da
variincia de g(y) ser alta, o que ird penalizar o R%C, isso faz com que esse critério assuma
valores mais baixos do que outras versdes apresentadas na literatura para pseudo R?. Além
disso, para um valor baixo de R%C, temos que a correlagdo entre g(y) e 7 é baixa, e uma vez
que U é o preditor natural para y, temos nesse caso que U ndo consegue predizer bem y. Entio,
valores baixos de R%C possivelmente indicam mé especificacdo no submodelo da média. Isso
pode ocorrer devido a falta de covaridveis importantes, ou funcdo de liga¢do g(+) inapropriada,
ou ma especificacao sobre a expressdo matematica que definem o modelo da média. Vale notar
também que R%C = 1 representa uma relago perfeita entre g(y) e 7, € portanto entre y e .

Adicionalmente, Bayer e Cribari-Neto (2017) propuseram uma versao corrigida dessa me-
dida, inserindo um termo penalizador quando sdo incluidas novas covaridveis no modelo, simi-
lar ao R? ajustado para o modelo de regressio linear cldssico, dado em (3.2). Assim, a versio
corrigida do critério R%C fica dado por:

n—1
Ric. = 1-(1=Rfc) (H) (34
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em que p = k—+r é o numero de parametros do modelo, sendo k e r o niimero de pardmetros do
modelo para a média e para a precisdo, respectivamente.

Outra proposta de pseudo R?, foi apresentada por Nagelkerke (1991), tratando-se de uma
generalizagio do coeficiente R? para uma classe maior de modelos, com base na razio de ve-
rossimilhancas, sendo definido por

2/n

L

Rip = 1—( L’”‘”) , (3.5)
fit

em que L,,; € a fungdo de verossimilhanga maximizada do modelo sem regressores € Ly;; € a
func¢do de verossimilhanga maximizada do modelo ajustado. Podemos notar que, quanto maior
for Ly; em relacdo a L,,;;, maior serd a evidéncia de que o modelo ajustado € melhor do que
o modelo nulo e, assim, menor serd a razdo das verossimilhancas, consequentemente, mais
proximo de um serd R%R. Além disso, dado que a comparag¢ao do modelo proposto € feita sob o
modelo nulo, R%R tende a ser tipicamente superior a outras versdes de R.

Quanto a variabilidade, Nagelkerke (1991) cita que R> pode ser interpretada como a pro-
porgio de ‘variacdo explicada’, ou melhor, 1 — R? interpreta a proporcio de ‘variagdo ndo ex-
plicada’. Nagelkerke (1991) também diz que, muito geralmente, a variacdo deve ser explicada
como qualquer medida estendida para qual uma distribuicao ndo é degenerada, o que nos parece
uma interpretacio bastante superficial da medida R?, em termos de variabilidade. Ademais, por
utilizar func¢des de verossimilhanga em sua definicdo, a medida R%R expressa a plausividade do
modelo estimado ser o verdadeiro processo de geragdo dos dados. Entdo, em termos de vari-
abilidade, R%C ¢ uma estatistica mais rigorosa na escolha de um melhor modelo. Neste caso,
quando o valor de R% é bem menor do que R?, temos uma forte evidéncia de erro de especi-
ficagdo no submodelo da média, uma vez que a correlagio entre g(y) e 1], € baixa, ou seja, [l
nao é bom preditor de y.

Como tipicamente o R%R assume valores superiores a RIZ,,C, temos de forma intuitiva que,
quando o oposto ocorre, ou seja, R%R < RIZ,C, existe grande possibilidade do modelo estimado
estar mal especificado, ainda que ambas medidas apresentem valores elevados ou razoavelmente
altos. No entanto, se os valores sdo elevados, especialmente de R%C, entao, os ﬁ e y estdo
préximos e provavelmente o problema de especificagdo entdao ndo estd sobre o modelo da média
e sim no modelo postulado para a precisao.

Baseado na medida RI%R, podemos ainda considerar o critério de selecdo para o modelo beta,
proposto por Bayer e Cribari-Neto (2017), dado por

—1
R = 1—(1—R%) (- 6
LR, ( IR) (n—p)’ (3.6)

para o modelo com dispersdo constante e

2 2 n—1 5
Rir. = 1=(1=Rig) {n—(l+a)k—(1—a)r} ’

(3.7)
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com dispersdo varidvel, em que ¢ € (0,1) e § > 0. Com base em estudos de simulag¢des, Bayer
e Cribari-Neto (2017) sugerem que @ = 0,4 ¢ 6 = 1. Além disso, o critério R%R tem ligacao
com critérios de informacao tais como o Critério de Informacdo de Akaike (AIC), proposto
por Akaike (1973), e o Critério Baysiano de Schwarz (BIC), apresentado por Schwarz (1978).
Bayer e Cribari-Neto (2017) fornecem um extenso estudo, no qual sdo avaliados varios critérios
de selecdo e informacao para modelos de regressao beta. Adicionalmente, os autores propuse-
ram um esquema de selecao rdpida de modelos em duas fases, tendo em consideracio tanto os
submodelos da média como os da dispersao.

3.3 ESTATISTICAS PRESS e P?

A estatistica PRESS foi apresentada inicialmente por Allen (1971) para os modelos lineares
e busca avaliar a habilidade do modelo em predizer valores para a varidvel resposta. Além
disso, essa medida € bastante util para indicar altos vieses em [l;, uma vez que sua definicdo
estd baseada nos residuos, como veremos a seguir.

Considerando entdo o modelo y = X3 + €, em que y € o vetor das varidveis respostas n x 1,
X € a matriz de covaridveis de ordem n x k, 3 é o vetor de parAmetros k X 1 e € o vetor de erros
n x 1. Sabemos que o estimador de minimos quadrados de 3 é definido por B =XxX'Xx)"xTy.
Dessa forma, o 7-ésimo valor predito da resposta fica dado por y; = XIT B, comt=1,...,n,ea
diferenca entre os valores observados e os valores preditos da varidvel resposta é chamada de
residuo ordindrio, sendo r; = y; — y;.

Sejam B(t) o estimador de 8 sem a 7-ésima observagio e )7@) =x' E(t) o valor predito do
caso deletado quando a covaridvel assume valor x;, entdo, e(;) = y; —)70) ¢ dito ser o erro predito.
Dessa forma, a estatistica PRESS para um modelo de regressao linear € dada por

n

n 2
2 It
Ze(t)_t;<1_h”> ’

t=1

PRESS

em que hy, é o t-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projegdo X (X X )_1X T
Logo, para valores baixos dessa medida, temos que o modelo ajustado possui alto poder predi-
tivo. Para mais detalhes, ver Allen (1971), Hocking (1972) e Geisser e Eddy (1979).

Para o modelo de regressdo beta ndo linear, temos, segundo Espinheira et al. (2019), que E
dado em (2.31) pode ser visto como solu¢do de minimos quadrados da regressao linear de

yJr :§>1/2W1/2u1 em JI =CT>1/2W1/2J1,

em que ® = diag{¢y,...,0,}, W = diag{wy,...,w,}, com w; dado em (2.14) e u; é dado a
partir de (2.31). Seja B(t) o estimador de 3 sem a t-ésima observagdo. Definimos yT(t) =
g/b\,l/ 2v/v\,1 /2 le,A(t), em que j|, é a t-ésima linha da matriz J;. Dessa forma, o erro predito fica dado
por

e'(rt) = yj-_yT(t)
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0! Pur, — 6wl 25l B - (3.8)

Entretanto, de acordo com Pregibon (1981),

=~ 1/2 ~1/2
(JIT(I)WJI) Jltq)t/ / ﬁ
1—h ’

By = B- (3.9)

em que r,ﬁ € o residuo ponderado padronizado da 7-ésima observagdo, apresentado em (2.32) e

hj, € o t-ésimo elemento da diagonal principal de
H* = (W®)'25(50oWa) "\ (@ew)'/2.
Entdo, a partir de (3.9) temos que o erro predito em (3.8) pode ser reescrito como

P g

ey = s

Logo, de acordo com Espinheira et al. (2019), a estatistica PRESS para o modelo de regressao
beta ndo linear pode ser definida como

1=

n n B \?
_ t 12 It
PRESS = 1[.e([)] _§<l_h;) : (3.10)

Podemos notar que a medida PRESS apresentada em (3.10) € definida como sendo a soma
dos quadrados dos residuos preditos (digamos SSE(;)). Logo, para valores baixos dessa medida,
concluimos que o modelo ajustado possui alto poder preditivo. De modo similar ao célculo
do coeficiente de determinacio R?, Mediavilla e Shah (2008) seguindo as sugestdes de Quan
(1988), propdem o seguinte coeficiente de predigdo:

PRESS

P? = 1— 3.11
STy, (31D

em que SST() =Y, [yt ( )]2 sendo )7( r) a média aritmeética dos valores de y' sem a r-ésima
observag@o. E possivel mostrar que SS7(; [n/(n P)2SST, em que SST = Y, [y; — y7]2,
com yT sendo a média aritmética dos Valores de y' e p é o nimero de pardmetros do modelo.

Embora P? seja definido de modo similar ao coeficiente R?, ambos possuem funcdes dis-
tintas, uma vez que o R? busca avaliar a qualidade do ajuste, ou seja, ele mede a proporgdo da
variabilidade total da varidvel resposta explicada pelo modelo enquanto o coeficiente P> pro-
cura medir o poder de predi¢io do modelo ajustado. Similarmente ao R> Fc,.» Espinheira et al.
(2019) propdem a versio corrigida de P?, adicionando um termo penalizador ao incluir novas
covaridaveis no modelo. Assim, a versao corrigida fica dada por

P2 = 1-(1-P? (Z:;) (3.12)
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ApO6s ajustar um certo modelo de regressao, € possivel haver casos em que aparentemente
esse modelo apresente um bom ajuste ao conjunto de dados de treinamento, no entanto, ele
fornece mas predi¢des para novas observacdes. Nesse caso, ocorre o que chamamos de “over-
fitting”. Com base nos critérios de ajuste apresentados até o presente momento para a classe
de modelos beta, um cendrio tipico de overfitting pode ser identificado quando uma versdao
de R? tem valor significativamente elevado enquanto os valores das estatisticas do tipo P? sdo
consideravelmente baixos (até proximos de zero).

Outra situagio pode ocorrer quando as estatisticas P> apresentam valores elevados, enquanto
as estatisticas do tipo R? (especialmente R,%C) apresentam valores significativamente baixos.
Nesse caso, como P? é alto, temos entdo que fi;, com f = 1,...,n, aparentemente apresenta
vieses consideravelmente baixos. Porém, I, corresponde apenas a um estimador pontual de ;.
Entdo, se o modelo ajustado apresenta dificuldades em estimar adequadamente a variancia da
resposta, isto poderd afetar alguns resultados inferenciais, como testes de hipéteses e intervalos
de confianga. Quando isso ocorre, as conclusdes inferenciais sobre o submodelo da média, e
sobre os parAmetros f’s, e consequentemente sobre L, ficam comprometidas, além de existir
a possibilidade da inclusdo de covaridveis ndo tdo importantes para a explicacdo da resposta
em uma futura amostra analisada. Até onde sabemos, a questdo da modelagem de regressao
envolve a selecdo de modelos parcimoniosos, a saber, poucos parametros e muita informacao.

Além disso, sempre que as medidas R%- e R7, forem baixas, temos fortes indicios de pos-
siveis casos de underfitting, ou seja, o modelo ndo estd bem ajustado aos dados de treinamento.
Adicionalmente, de modo intuitivo, quando as estatisticas do tipo R> sdo baixas, temos que: se
RIZ;C for bem menor do que R%R, provavelmente o modelo ndo se adequa bem ao conjunto de
dados devido 2 variabilidade estimada ser elevada. J4 quando as medidas do tipo P? sdo altas,
o modelo ndo se ajusta bem ao conjunto de dados devido a distribuicdo imposta para a resposta
ndo ser adequada. Dessa forma, um critério de balanceamento viés-variancia seria bastante ttil
na escolha de um bom modelo.

3.4 NOVO CRITERIO DE SELECAO BV (BIAS AND VARIABILITY)

As defini¢des dos critérios de selecdo de modelos usuais sao geralmente baseadas no poder
de explicagdo da variabilidade da resposta ou no poder de predi¢do dos valores desta, ou seja,
esses critérios sao formulados tendo como objetivo controlar apenas um desses dois fatores. Em
muitos casos, quando ajustamos um modelo de regressdo e calculamos esses critérios usuais,
um dos fatores se sobressai, isto €, ou o modelo apresenta um alto poder de explicagdo da va-
riabilidade e um poder inferior de predi¢do, ou o contrario. Entdo, nessa situagdo, precisamos
escolher qual dos fatores pesard mais na escolha do modelo. Nosso interesse consiste em apre-
sentar um critério de selecdo que busque avaliar conjuntamente a propor¢cdo de variabilidade
explicada pelo modelo e o seu poder de predi¢do.

Dispomos aqui das estatisticas P?, R%C e RI%R, dadas por (3.11), (3.3) e (3.5), respectiva-
mente, e de suas versdes corrigidas, P2, dado por (3.12), R%CC, dado por (3.4) e R%RL.’ dado por
(3.6) ou (3.7), como critérios de selecdo. Essas estatisticas possuem em comum o fato de que,
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quanto mais proximos seus valores estiverem de um, mais adequado sera considerado o modelo
ajustado, e quanto menores forem seus valores, menos adequado serd o modelo. Vale observar
que algumas destas medidas podem assumir valores negativos.

A proposta para o novo critério de selecdo, que chamaremos de BV (Bias and Variability),
refere-se a média ponderada entre 0 mdximo e o minimo dessas seis estatisticas. Dessa forma,
sejam T = min{Pz,PE,R%C,RIZ;CC,R%R,R%RC} elU = maX{PZ,PCZ,R%C,R%CC,R%R,R%RC}, 0 NOvo
critério de sele¢do proposto € denotado por

BV = (1—a)T+aU, com ae(0,1). (3.13)

E possivel observar que os valores de BV variam entre os valores de T e U, independente-
mente do valor de ¢. Entretanto, podemos notar que:

* se @ < 0.5, o minimo das estatisticas terd um peso maior sobre o valor de BV
* se & > 0.5, o maximo das estatisticas terd um peso maior sobre o valor de BV

* se @ = 0.5, 0 de minimo e 0 miximo exercem o0 mesmo peso sobre o valor de BV, ou
seja, BV consiste na média aritmética dessas duas medidas.

Agora, sejam as estatisticas 7 = min{P*, P}, Rz, R ,Rip,Rip } ¢ U = max{P% P,
Ric Ric. Rig Rig } varidveis aleatGrias tais que 7 € (—eo,1.0) e u € (0,1.0), respectivamente.
Podemos dizer que se o modelo estd perfeitamente especificado, entdo, t — 1 = u — 1, po-
deriamos escolher o@ = 1 e, consequentemente, BV — 1. Agora suponha outro caso extremo.
Quando o erro de predi¢cdo do modelo tende a infinito, terfamos t — —oo e, mantendo uma
escolha equivalente para a constante de combinagdo entre 0 mdximo € o minimo, teriamos a
escolnade ¢ =0, (1 —a) =1 e BV — —oo. Note entdo que podemos definir & considerando a
distribui¢ao de probabilidades do minimo.

Por defini¢do, temos que a fun¢do de distribui¢cdo acumulada de 7 € dada por

F(t) = P(T<t), comt¢€ (—oo,1). (3.14)

Temos também que a funcdo F(¢) satisfaz as seguintes propriedades:

0<F(t)<1,paratodor € (—oo,1);

* F(r) é ndo decrescente;

lim[_>_ooF(t) = 0,

limy_,1 F(t) = 1.

Assim, nossa proposta € considerar que em (3.13), o seja obtido a partir de

o = P(T<1). (3.15)



45

Podemos notar que BV torna-se um critério de selecdo rigoroso, cujo valor € penalizado
com pesos maiores para o minimo das estatisticas, sempre que este decresce. No entanto, como
nao conhecemos a distribui¢do de probabilidades de 7', ndo dispomos de uma expressio para
F(t) = P(T <t). Uma solugdo para isso ¢ estimarmos F(¢) a partir da distribuicdo empirica,
utilizando o método bootstrap paramétrico.

3.4.1 Esquema Bootstrap

O método Bootstrap, introduzido por Efron (1979), € uma técnica estatistica computacional-
mente intensiva de reamostragem que tem como finalidade fazer inferéncias sobre distribui¢des
de varidveis aleatdrias. A ideia basica do método consiste em obter réplicas dos dados, reali-
zando reamostragens de tamanhos iguais e com reposi¢do, ou gerando os dados com base em
um modelo paramétrico estimado a partir da amostra original.

Assim, o uso desse método nos permite obter a distribuicdo de probabilidade empirica de
uma determinada estatistica, quando dispomos ou ndo do modelo gerador dos dados, e também
€ possivel estimar o viés e o erro padrao dessa estatistica. Outra vantagem do uso desse método
¢ a obtencdo de intervalos de confiancga e realizacdo de testes de hipdteses. Para mais deta-
lhes ver Efron e Tibishiran (1993). Existem diversos tipos de métodos bootstrap, dentre eles, o
“ndo-paramétrico”, geralmente utilizado quando ndo dispomos da informag¢do necesséria sobre
a distribuic@o dos dados, e 0 método “paramétrico”, usado sempre que dispomos de toda infor-
macao necessdria sobre a distribuicao dos dados. Nesse trabalho utilizamos o método bootstrap
paramétrico, cuja metodologia é dada a seguir.

Considere a amostra yy,...,y, de varidveis aleatérias independentes, em que cada y;, t =
1,...,n, segue distribuicao beta com fun¢ao densidade de probabilidade dada por (2.2), com
média [y e precisao q),, ou seja, y; ~ B(ly, ¢;). As amostras bootstrap sdo geradas a partir de

B(i, (]),) em que [I; e ¢, sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de y; e ¢, respectiva-
mente, obtidos através da amostra original.

Dessa forma, seja 7' nossa estatistica de interesse e 7,5 0 valor que ela assume para a amostra
Y1i,--.,Yn. Podemos obter a estimativa bootstrap do valor da funcdo de distribuicao acumulada
de T, F(t,ps), realizando o seguinte procedimento:

1. Geramos B amostras de tamanho 7 da distribui¢do B(f;, (;E)

2. Para cada amostra bootstrap, calculamos o valor da estatistica de interesse, obtendo, res-
pectivamente, T} = 1], T, = t;,..., T = 1.

3. Estimamos F (t,) a partir da fungio de distribui¢do empirica dos #;, com b =1,...,B,

digamos F (tops), de modo que

obs = tb < tobs

I Mw

em que /(+) corresponde a fung@o indicadora.
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Para o nosso caso, dado que 7 = min{PZ,PCZ,R%C,R%CC,R%R,R%RC}, propomos que 0 =
F(t,ps). Vale notar que para cada amostra yy, .. .,y, obtemos diferentes valores de &, logo, dis-
pomos de uma varidvel aleatdria, cuja distribuicdo aproximada pode ser obtida, por exemplo,
pelo método bootstrap duplo, implicando na possibilidade de constru¢des de intervalos de con-
fianca e testes de hipéteses. Para detalhes sobre o método bootstrap duplo, ver Efron (1983),
Hall e Martin (1988) ou Beran (1988).

Nossa proposta € com base nos dados e no método bootstrap, descrito anteriormente, es-
timar @, ¢ assim calcular a estatistica BV. Os diferentes valores que & pode assumir, para
modelos bem e mal especificados, serdo estudados no préximo capitulo a partir das simulag¢des
de Monte Carlo. No entanto, buscando verificar o comportamento da estatistica BV para possi-
veis valores das estatisticas P2, Pcz, R%C, R%CC, R%R e R,%RC e de a, foram fixados alguns valores
para o minimo 7 e para o maximo U, e consideramos valores de ¢ variando no intervalo (0, 1),
com incremento de 0.01.

Na Figura 2 encontramos os graficos com os valores de BV versus ¢ para possiveis cendrios
de T e U. Nesses graficos temos que a primeira linha horizontal corresponde a BV =0.5¢ a
segunda, a BV = 0.7. Iremos considerar aqui que valores de 7', U e BV entre 0.5 e 0.7 serdo
classificados como medianos, uma vez que valores das estatisticas nesse intervalo geralmente
indicam ajustes razodveis dos modelos, havendo no entanto algum problema de especificagao.
Para valores das estatisticas acima de 0.7, classificamos como altos e menores que 0.5 como
baixos. De modo que obtemos indicios de modelos bem especificados no primeiro caso € mal
especificados no segundo. Além disso, a linha na vertical corresponde a @ = 0.5. Para a Fi-
gura 2a fixamos o valor do méximo U em 0.95 e consideramos altos valores para o minimo 7.
Neste contexto, temos que qualquer valor de o resulta em altos valores para BV. No entanto,
uma vez que para esse caso, 0 minimo claramente nao tende para menos infinito, € também
nao estd tdo préximo de um, ndo faz sentido tomar & ~ 0 ou & ~ 1 (até maior que o maximo),
e atribuir pesos muito desiguais a0 minimo e a0 maximo para obter o valor de BV. Entdo, o
valor de o mais aceitdvel é o ~ 0.5. Logo, quando o = 0.5 temos que BV > 0.8, compativel
com todos os valores admitidos para 0 minimo em combina¢gdo com o maximo igual a 0.95.
Essa figura gera uma primeira evidéncia que & ~ 1 e BV ~ 1 ndo parece plausivel, mesmo para
modelos adequadamente ajustados.

Ja pela Figura 2b, em que mantivemos o valor do maximo e atribuimos valores entre 0.55 e
0.7 a0 minimo, vemos que ¢ préximo de 0.5 eleva consideravelmente os valores de BV, como
por exemplo, para o minimo igual a 0.55, notamos que nesse caso BV é aproximadamente 0.75,
0 que ndo parece plausivel, devido o minimo ser consideravelmente menor que 0.75. Aqui
¢ importante ressaltar que os cendrios abordados pela Figura 2b representam modelos com
algum problema de especificacdo. De modo que nestes casos, os modelos apresentam altos
poderes de predi¢do e propor¢des de variabilidade explicada consideravelmente menores, ou o
contrario. Ainda no cendrio com minimo igual a 0.55, considerando & entre 0.3 e 0.4, obtemos
para essa situacdo valores para BV em torno de 0.65, o que parece aceitdvel, de acordo com o
cendrio abordado. Entdo, 0.3 < o < 0.4 resulta em valores de BV bem menores que o maximo,
tornando entdo BV capaz de indicar que o modelo ajustado apresenta diferenca em seus poderes
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de predicdo e explicagdo da variancia da resposta.
Figura 2 — Gréaficos BV versus a, para diferentes valores do minimo 7 e do maximo U.
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Fonte: Autoria prépria.

Observando as Figuras 2¢ e 2d vemos que, quando os valores atribuidos ao minimo dimi-
nuem, entao, os valores de o que proporcionam BV’s que assimilam significativamente os bai-
xos valores dos minimos, sem desconsiderar o valor do maximo, sdo cada vez menores. Ou seja,
os valores de o que fazem sentido s@o tipicamente menores que 0.2. Dessa forma, os valores
para BV sdo fortemente influenciados pelo valor do minimo das estatisticas de adequabilidade
de ajuste. Adicionalmente, notamos que 0.10 < o < 0.20 € indicagcdo de ma especificacdo do
modelo ou valores de BV obtidos com pesos bem maiores para o minimo, quando este indica
ma adequabilidade do modelo.

Aqui € necessdria uma observacdo muito importante. Notemos que na Figura 2d existe uma
forte discrepancia entre 0 maximo e o minimo, representando entdo cendrios que podem ser



48

overfitting ou undefitting. Aqui, vemos que a medida de o se aproxima de um, BV também
se aproxima de um, mesmo quando o minimo, por exemplo, € igual a —0.30. Isso demonstra
que o ~ 1 pode indicar boa adequagcdao de um modelo mal especificado. Logo, esse grafico
demonstra enfaticamente que a combinacdo de valores de BV ~ 1 e @ ~ 1 simultaneamente,
pode resultar em ma selecdo de modelos. A Figura 2c corrobora com essa assertiva. Como, ja
observamos em cendrios de modelos bem especificados (Figura 2a) que o = 0.5 resulta valores
de BV que indicam adequabilidade dos modelos e ainda representam bem a combinagdo entre
o minimo e maximo. Uma vez, o ~ 1 = BV = 1, acreditamos que o padrido de o e BV altos
simultaneamente ndo deva ser considerado como indicagao de bons ajustes de modelos.

Nas Figuras 2e, 2f e 2g foi estabelecido o valor 0.65 para o maximo. Vemos pela Figura
2e que, quando o minimo estd proximo desse valor, obtemos sempre valores medianos para
BV, sob qualquer ¢. Entretanto, como nesses cendrios os valores do mdximo e minimo sao
bastante préximos, provavelmente, o poder de predicao e de explicagdo da variabilidade sdao
similarmente baixos. Desse modo, ndo faz sentido considerar ¢ ~ 0 ou & =~ 1, atribuindo
pesos desiguais a0 minimo e ao maximo para obter o valor de BV. Entdo, o valor para @ mais
aceitdvel € o ~ 0.5. Observando as Figuras 2f e 2g e sabendo que valores de o abaixo de 0.5
fornecem pesos maiores a0 minimo, vemos que para tais cendrios isso resulta baixos valores
para BV, indicando assim que o modelo ajustado ndo estaria adequado, o que parece aceitdvel,
considerando os cendrios em questdo, em que, além do minimo ser baixo, 0 maximo também
ndo assume um valor tdo elevado.

Por fim, avaliando as Figuras 2h e 21, observamos que quando o méximo das estatisticas for
inferior a 0.5, entdo, BV apresentara valores baixos ou até negativos, para qualquer que seja o
valor de . No entanto, definitivamente & ~ 0 € o que conduziria a valores de BV compativeis
com os cendrios de ma adequabilidade dos modelos, em termos de predicdo e explicacdo da
variabilidade da varidvel resposta.

Logo, sempre que todas as estatisticas indicaram um mal ajuste, BV conduziu & mesma
conclusio, para @ ~ 0 quando o minimo for muito distante do méximo. Ou seja, quando o poder
de explicacdo da variabilidade for bastante inferior ao poder de predi¢do, ou caso contrario. E
também para & ~ 0.5 quando o modelo apresenta poderes similares e baixos. Adicionalmente,
observamos que o ~ 1 ndo deve ser considerado para indica¢do de modelos bem especificados,
pois podem produzir valores de BV que ndo representam bem os cendrios do maximo e minimo.
Logo, valores de o < 0.4 ou ¢ ~ 1 indicam falhas na especificacdo do modelo ajustado. Por
fim, ¢ = 0.5 ou o ~ 0.5 apontam similaridade do modelo para predizer valores da varidvel
resposta e explicar a vari¢do desta. Portanto, esse valor de o associado a um alto valor de BV
seria um possivel padrdo para modelos bem especificados, com altos poderes de predig¢do e
elevadas proporg¢des de variabilidade sendo explicada.



49

4  AVALIACAO NUMERICA NO MODELO BETA COM DISPERSAO VARIAVEL

4.1 INTRODUCAO

O objetivo desse capitulo ¢ investigar o comportamento das estatisticas BV e o em avaliar
corretamente o desempenho do modelo postulado e estimado com base nos dados. Adicional-
mente, serdo estudados os comportamentos das estatisticas do tipo P? e do tipo R”. Para isso,
foram realizadas simulagdes de Monte Carlo com MC = 5000 réplicas, considerando alguns ce-
narios para o modelo de regressdo beta, como o modelo linear com dispersao varidvel e também
o modelo nao linear, tanto no submodelo da média quanto no submodelo da precisdao. Adicio-
nalmente, diferentes tamanhos de amostra, graus de heteroscedasticidade, valores da precisdao
da resposta e intervalos de valores para  também foram considerados. Finalmente, o método
bootstrap, utilizado para estimacdo de &, baseou-se em B = 500 e B = 250 réplicas.

4.2 AVALIACAO NUMERICA NO MODELO BETA LINEAR

Consideramos inicialmente o modelo de regressdo beta com dispersao varidvel. De modo
que, inicialmente, buscamos observar o desempenho das estatisticas de adequabilidade de ajuste
sob um modelo corretamente especificado. Dessa forma, seja yi,y»,...,y, uma amostra de n
varidveis aleatorias independentes, cuja média e precisdo de y;, com t = 1,...,n, satisfazem
respectivamente as seguintes relagdes funcionais:

g(t) = Bi+Boxia+ Bsxis + Paxa € log(¢) = Vi + Yz + V3213 4.1)

E conhecido o fato que, para modelos lineares cldssicos, o grau de heterocedasticidade pode
ser medido por A = max 6,2 /min Gtz; comt=1,...,n e sendo 67 a variancia da resposta. De
modo que sob homocedasticidade, A = 1, e sob heteroscedasticidade A > 1. Dessa forma, para

os modelos de regressao beta consideraremos em nosso estudo

max Var(y,)
A= St 4.2)

oy )
sendo Var(y;) denotado por (2.3). Vale notar que inicialmente consideramos aqui trés covaria-
veis no submodelo da média e duas no submodelo da precisdo, de modo que apds terem sido

geradas, permaneceram fixas durante toda a simulagao.

Os tamanhos amostrais aqui considerados foram n = 20, 40, 80 e 120, em que foram geradas
20 observagoes das covariaveis x;; € z;j, com i = 2,3,4 e j = 2,3, e em seguida, cada uma das
amostras sdo replicadas até obter-se os valores amostrais desejados. Esse procedimento de
replicag@o garante que tanto a média da varidvel resposta se mantenha em uma mesma faixa de
valores, quanto o grau de heteroscedasticidade se mantenha constante, independentemente do

tamanho amostral.



50

Além disso, buscando ainda avaliar o desempenho das medidas sob diferentes cendrios para
L, definimos os valores dos pardmetros do modelo para média, ou seja, de By, B, Bz e Bs e
também a distribuicdo das covaridveis x;;, com i =2, ...,4, de modo que os valores de i, estejam
distribuidos em trés diferentes intervalos: préximos do zero, pr6ximos de um e centrais (ou seja,
valores em torno de 0.5). A partir de estudos de simulac¢des, Espinheira et. al (2019) mostra
que para cada cendrio de ; existem diferentes funcdes de ligacdo com melhor adequabilidade.
Dessa forma, para cada cendrio da média foram assumidas diferentes fungdes g(-), de maneira
que consideramos a func¢do log-log para y; perto do zero, complemento log-log para u; perto
de um e logit para valores de U, centrais, comt = 1,...,n. Todas essas funcdes estdo definidas
no capitulo 2. Também foram combinados os valores dos pardmetros y’s e a distribui¢do de z,
com j = 2,3, de maneira que foram obtidos os graus de heteroscedasticidade 30, 50 e 100.

Desenvolvemos entdo a simulacdo de Monte Carlo para calcular os valores de d e BV,
quando o modelo ajustado estd corretamente especificado, tendo como base a seguinte metodo-

logia:
1. fixamos os valores dos parametros ;e yj,comi=1,...,4e j=1,2,3;
2. geramos x;; e z;jcomt =1,...,20,i=2,3,4 e j= 2,3, (replicamos os valores das cova-

riaveis de acordo com o tamanho amostral considerado);

3. obtemos w; = g~ (1) e ¢ = h~ (o), em que Ny, = ¥ | xiBie Mo, = ):?:1 jYjs

4. iniciamos o laco de Monte Carlo, de modo que para cada réplica executamos as seguintes

tarefas:

* geramos uma amostra aleatoria y,ys,...,y, de n varidveis aleatdrias independentes,
em que cada y, ~ B(l, ¢;) e obtemos os estimadores [I; € ¢, pelo método BFGS;

» calculamos as estatisticas P%, P2, R, Rpc.. Rig € Rip ;

 obtemos os valores de T = min{Pz,PCZ,R%C,RIZ;CC,R%R,RI%RC}
_ 2 p2 p2 2 2 2 .
e U = max{P=, P; ,RFC,RFCL.,RLR,RLRL.},

* iniciamos o laco bootstrap, em que para cada réplica (b =1,...,B, sendo B = 500)
realizamos as seguintes tarefas:

1) geramos uma amostra bootstrap (y;,Vi»,...,yr ) de n varidveis aleatorias in-
D Yp1:Yp2 ' Ybn
dependentes, em que cada y;, ~ B([l, ¢);
.. L. * * * * * *
(ii) calculamos as estatisticas P, P2, R* gy, R2pc, . R2prp € R7 1R

o . 2* 2* 2* 2* 2>|< 2* .
(iii) obtemos 7 = min{P; ,P-,,R"rcp, R FCop R LRy R LRL»b}’

* sejam t,, ¢ 1 0s valores obtidos para T e T}, respectivamente, tal que ¢ é obtido a
partir de
1

G—
B

Z I<t;; S t()bs);

b=1

e calculamos BV = (1 — )T + aU;
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5. calculamos a média dos valores de BV e das demais estatisticas P2, PCZ, R%C, R%CC, R%R e
R%Rc, obtidos pelo lago Monte Carlo e também a média dos valores de @.

Na Tabela 1 sdo apresentados os valores fixados para os parametros dos submodelos da
média e da precisdo, temos também os intervalos obtidos para ;, a fun¢do de ligacdo usada em
cada cendrio de L, as distribuigdes assumidas para gerar os valores das covaridveis do modelo
da precisdo, e os respectivos graus de heteroscedasticidade. Além disso, para gerar os valores
das covaridveis x;;, com ¢t = 1,...,ne i =2,3,4, foi considerado que x;; ~ U (0, 1).

Tabela 1 — Valores dos pardmetros 8’s e ¥’s, fixados para a andlise no modelo beta linear com dispersdo variavel
corretamente especificado, com os respectivos intervalos dos valores de U, as funcdes de ligacdo para o modelo
da média, as distribui¢des das covaridveis do modelo da precisdo e os graus de heteroscedasticidade.

Bi B B B u g(+) N Lo 2 3 A

24 058 266 U(0,1) U,1) |30
195 10 12 05 | €(0.0193,02517) | Loglog ||3.68 —1.0 285 U(0,1) U(-0.1,0.9) | 50

35 238 -20|U(-0.13,087) U(0,1) |100
51 33 -26|U(-0.250.75) U(0.15,1.15)| 30
248 15 17 3.1 | €(0.2650,08702) | Logit | 3.1 13 3.67 —0.1,0.9) U(-0.3,0.7) | 50

U( ( )

52 —43 036 U(-04,0.6) U(—0.5,0.5) | 100
418 1.1 33| U(-06,06) U(-05,0.5) | 30
12 —0.6 —1.23 0.63| e (0.6404,0.9881) |C-Log-Log || 3.9 —1.1 322 U(0,1) U(—0.1,0.9) | 50
468 —2.55 1.52| U(-04,06) U(— ) | 100

Fonte: Autoria prépria.

Na Tabela 2 temos os valores médios das estatisticas de adequabilidade de ajuste para o
modelo linear beta com dispers@o varidvel corretamente especificado. Com base nesses valo-
res vemos que as estatisticas apresentam melhores resultados para p, € (0.2650,0.8702), isso
provavelmente ocorre devido ao fato dos estimadores de mdxima verossimilhanca serem mais
viesados nas fronteiras do espaco paramétrico. Além disso, o modelo beta apresentar melhor
adequabilidade para dados centrais. Notamos que para esse cendrio da média, tanto as esta-
tisticas de predicdo, quanto as estatisticas de qualidade de ajuste, como também a estatistica
BV, os quais apresentam valores mais elevados, indicam que o modelo estd bem especificado.
Além disso, para este cendrio de L;, vemos que a estatistica (¢ apresenta sempre valores mais
proximos de 0.5, indicando que o méximo e o minimo das estatisticas de ajuste exercem pesos
similares na obtencdo de BV. Logo, acreditamos que para um modelo linear beta bem ajustado,
com habilidades similares e elevadas em explicar a variabilidade da resposta e predizer bons
valores, é geralmente esperado que o valor de BV seja elevado (préximo de um) e & esteja em
torno de 0.5. Podemos observar também que para n = 20 e n = 40, de modo geral, quando o
grau de heteroscedasticidade aumenta as medidas de ajuste tendem a diminuir, especialmente as
medidas do tipo R?, o que é compreensivel, uma vez que as estatisticas R” estio associadas com
a quantidade de variacao da resposta explicada pelo modelo, e altos valores de heteroscedastici-
dade implicam alta dispersdo da variancia, nesse caso, existe uma maior dificuldade em estimar
corretamente os parametros. Esse fato € bem representado por BV e &, pois observamos que os
valores dessas medidas tendem a diminuir quando a heteroscedasticidade aumenta, e no caso



52

de &, vemos que seus valores tornam-se mais distante de 0.5. Quando o tamanho da amostra é
maior, ou seja, n = 80 e n = 120, vemos que geralmente, os valores de & se aproximam de 0.5
quando o grau de heteroscedasticidade € baixo, indicando entdo que o modelo estd bem ajus-
tado. Além disso, notamos que as medidas de ajuste do tipo P> e R? tornam-se mais proximas,
o que aponta um equilibrio entre o poder de predi¢do e a proporcdo de variabilidade explicada
(qualidade do ajuste).

Na Tabela 3 vemos os intervalos dos valores estabelecidos para ¢, Var(y;) e A, junto com
suas respectivas médias das estimativas, além das médias das estimativas para U, para cada
tamanho amostral e cendrio de W; mencionados anteriormente, obtidas a partir das simulacdes
de Monte Carlo. Observando entdo tais valores vemos que eles complementam as conclusdes
feitas anteriormente, uma vez que tanto a precisdo quanto a varidncia e também o grau de
heteroscedasticidade sdo mal estimados (estdo superestimados) quando o tamanho amostral é
baixo e o grau de heteroscedasticidade verdadeiro € alto. Logo, embora o modelo ajustado
esteja corretamente ajustado, para n = 20 e n = 40 notamos uma maior dificuldade em estimar
corretamente o modelo, e esse fato é bem representado pelas medidas de ajuste BV e &, em que
BV tende a assumir valores ndo tao elevados quanto a maioria das demais medidas de ajuste, e
& ndo atinge exatamente o valor 0.5. Ainda de acordo com a Tabela 3, vemos a partir de n = 80,
que as estimativas da precisdo, da variancia e do grau de heteroscedasticidade melhoram quando
o tamanho amostral aumenta, esse fato é bem representado por & na Tabela 2, cujos valores
também se aproximam de 0.5 quando o tamanho da amostra cresce.

Avaliando os graficos de Boxplot das medidas de adequabilidade de ajuste P?, PCZ, Rlzsc, RIZJCL_,
R%R, R%Rc e BV, apresentados pelas Figuras 3, 4 e 5, vemos que, quando o tamanho amostral
aumenta as estatisticas corrigidas tendem a apresentar valores mais préximos de suas versoes
ndo corrigidas e mais distantes das demais medidas. Além disso, vemos que geralmente, as
estatisticas P2, P2, R, e R%RC apresentam menores dispersdes. Outra observacdo, € que esta-
tistica BV apresenta valores distribuidos sempre de maneira centralizada entre as distribuicdes
das demais estatisticas de ajuste. Vemos também que para n = 20 e A = 100, as distribuicdes
de R%RC e de BV se assemelham. J4 quando comparada com R%C e/ou RIZJCL. notamos que BV
apresenta valores sempre maiores que essas estatisticas.
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Tabela 2 — Valores médios das estatisticas de avaliagdo de desempenho no modelo beta linear com dispersio
varidvel corretamente especificado, com g(-) adequada a cada cendrio de g, e h(-) log.

g(+) : Log-Log
1, € (0.0193,0.2517)

g(+) : Logit
11, € (0.2650,0.8702)

g(+) : C-Log-Log
1, € (0.6404,0.9881)

30

50

100

30

50

100

30

50

100

0.9539

0.9327
0.7743

10.6701

0.8772

10.7800

0.7919
0.4413

0.9577

0.9381
0.7729
0.6681
0.8892
0.8015
0.7939
0.4460

0.9346

0.9044
0.7317
0.6079
0.8547
0.7396
0.7397
0.4141

0.9776

0.9672
0.9046
0.8606
0.9654
0.9381
0.9139
0.4857

0.9867

0.9806
0.8795
0.8238
0.9497
0.9098
0.9003
0.4761

0.9851

0.9782
0.8689
0.8084
0.9401
0.8927
0.9006
0.5122

0.9765

0.9656
0.8222
0.7402
0.9298
0.8742
0.8463
0.4739

0.9778

0.9676
0.8281
0.7487
0.9299
0.8743
0.8536
0.4728

0.9650

0.9488
0.7825
0.6821
0.8953
0.8123
0.8056
0.4504

20

0.9200

0.9054
0.7614

107180

0.8517
0.8110
0.7990
0.4178

0.9207

0.9062
0.7564
0.7121
0.8634
0.8259
0.7971
0.4250

0.8807

0.8590
0.7223
0.6718
0.8234
0.7749
0.7541
0.4053

0.9628

0.9560
0.8966
0.8778
0.9572
0.9454
0.9134
0.4594

0.9776

0.9735
0.8740
0.8511
0.9367
0.9193
0.9045
0.4382

0.9747

0.9700
0.8627
0.8377
0.9229
0.9018
0.8971
0.4407

0.9603

0.9530
0.8093
0.7747
0.9158
0.8927
0.8539
0.4555

0.9573

0.9495
0.8165
0.7832
0.9148
0.8914
0.8578
0.4486

0.9330

0.9208
0.7672
0.7248
0.8739
0.8392
0.8104
0.4327

40

0.9015

0.8934
0.7516

10.7312

0.8401

10.8211

0.8031
0.4374

0.9006

0.8924
0.7483
0.7277
0.8543
0.8370
0.8010
0.4397

0.8552

0.8432
0.7117
0.6880
0.8107
0.7882
0.7573
0.4281

0.9542

0.9505
0.8901
0.8811
0.9535
0.9480
0.9124
0.4660

0.9724

0.9701
0.8680
0.8572
0.9309
0.9227
0.9067
0.4455

0.9675

0.9649
0.8583
0.8467
0.9158
0.9058
0.8998
0.4468

0.9510

0.9470
0.8031
0.7870
0.9107
0.9000
0.8591
0.4652

0.9450

0.9404
0.8092
0.7935
0.9088
0.8979
0.8597
0.4572

0.9159

0.9090
0.7578
0.7379
0.8672
0.8513
0.8139
0.4489

80

0.8958

0.8903
0.7504
0.7371
0.8381

10.8258

0.8056
0.4456

0.8929

0.8872
0.7450
0.7314
0.8512
0.8399
0.8013
0.4477

0.8450

0.8367
0.7087
0.6932
0.8062
0.7915
0.7580
0.4389

0.9509

0.9482
0.8888
0.8829
0.9523
0.9487
0.9134
0.4738

0.9708

0.9692
0.8661
0.8590
0.9294
0.9240
0.9079
0.4531

0.9648

0.9629
0.8565
0.8489
0.9133
0.9067
0.9007
0.4546

0.9474

0.9446
0.7997
0.7890
0.9088
0.9019
0.8600
0.4689

0.9406

0.9375
0.8059
0.7956
0.9069
0.8998
0.8605
0.4671

0.9093

0.9044
0.7531
0.7400
0.8649
0.8546
0.8127
0.4497

120

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 3 — Intervalos de valores de ¢, e da Var(y;), e valores de A, juntamente com suas respectivas médias das
estimativas, e também as médias das estimativas dos intervalos de (,, no modelo beta linear com dispersao varidvel
corretamente especificado, usando g(+) log-log para g, € (0.0193,0.2517), g(-) logit para g, € (0.2650,0.8702),
g(+) c-log-log para y; € (0.6404,0.9881) e h(.) log.

1, € (0.0193,0.2517)

i O s Var(y; ) Var () A A n
(0.0116, 0.2958) (17.082,250.09) (41.879,2928.6) (0.0002,0.0076) (0.0002,0.0092) 30 56.1 20
(0.0073,0.2541) (12.959,246.32) (36.803,2770.7) (0.0002,0.0122) (0.0002,0.0154) 50 82.8
(0.0250,0.2785)  (9.838,215.61)  (37.323,1892.3) (0.0002,0.0152) (0.0001,0.0208) 100 164.2
(0.0213, 0.2596) (17.082,250.09) (24.351,412.43) (0.0002,0.0076) (0.0002,0.0077) 30 40.1 40
(0.0195,0.2579) (12.959,246.32)  (15.588,393.57) (0.0002,0.0122) (0.0002,0.0127) 50 61.6
(0.0194,0.2525)  (9.838,215.61)  (13.716,352.02) (0.0002,0.0152) (0.0001,0.0157) 100 119.8
(0.0165, 0.2694) (17.082,250.09) (19.574,303.96) (0.0002,0.0076) (0.0002,0.0076) 30 36.3 80
(0.0189, 0.2586) (12.959,246.32) (14.150,301.46) (0.0002,0.0122) (0.0002,0.0123) 50 55.2
(0.0183,0.2485) (9.838,215.61)  (11.260,266.37) (0.0002,0.0152) (0.0001,0.0153) 100 109.7
(0.0206, 0.2582) (17.082,250.09) (18.866,284.99) (0.0002,0.0076) (0.0002,0.0076) 30 352 120
(0.0260, 0.2460) (12.959,246.32) (13.691,279.57) (0.0002,0.0122) (0.0002,0.0123) 50 53.3
(0.0224,0.2895)  (9.838,215.61)  (10.763,245.11) (0.0002,0.0152) (0.0001,0.0152) 100 105.7

U € (0.2650,0.8702)
(0.2791, 0.8655) (15.272,1011.19) (66.235,9221.8) (0.0002,0.0072) (0.0002,0.0114) 30 52.6 20
(0.2369, 0.8469) (12.882,732.38) (41.131,11706.0) (0.0002,0.0124) (0.0002,0.0183) 50 111.4
(0.2884,0.8843) (14.299,727.37) (25.460,78062.0) (0.0002,0.0158) (0.0002,0.0240) 100 146.9
(0.2750, 0.8659) (15.272,1011.19) (19.850,1777.6) (0.0002,0.0072) (0.0002,0.0077) 30 39.7 40
(0.2600, 0.8677) (12.882,732.38) (17.232,1280.5) (0.0002,0.0124) (0.0002,0.0130) 50 65.5
(0.2825,0.8720) (14.299,727.37) (17.181,1622.1) (0.0002,0.0158) (0.0001,0.0169) 100 145.3
(0.2575,0.8707) (15.272,1011.19) (16.843,1294.6) (0.0002,0.0072) (0.0002,0.0072) 30 34.1 80
(0.2622,0.8736) (12.882,732.38) (14.534,915.34) (0.0002,0.0124) (0.0002,0.0126) 50 56.2
(0.2685,0.8706) (14.299,727.37) (15.479,994.55) (0.0002,0.0158) (0.0001,0.0161) 100 119.6
(0.2717,0.8599) (15.272,1011.19) (16.434,1177.5) (0.0002,0.0072) (0.0002,0.0071) 30 31.8 120
(0.2599, 0.8769) (12.882,732.38) (13.901,852.60) (0.0002,0.0124) (0.0002,0.0125) 50 54.7
(0.2549, 0.8642) (14.299,727.37) (15.072,883.37) (0.0002,0.0158) (0.0001,0.0160) 100 112.54
U € (0.6404,0.9881)

(0.6665,0.9787) (14.824,535.26) (42.978,7570.7) (0.0002,0.0073) (0.0002,0.0085) 30 53.2 20
(0.5835,0.9924) (14.369,397.15) (25.092,5197.0) (0.0002,0.0125) (0.0002,0.0159) 50 74.6
(0.6046, 0.9687) (11.282,224.82) (19.878,10098.0) (0.0002,0.0156) (0.0002,0.0203) 100 109.7
(0.6290, 0.9876) (14.824,535.26) (19.336,927.27) (0.0002,0.0073) (0.0002,0.0072) 30 37.4 40
(0.6588, 0.9828) (14.369,397.15) (17.215,657.57) (0.0002,0.0125) (0.0002,0.0131) 50 58.1
(0.6626,0.9801) (11.282,224.82) (13.528,429.28) (0.0002,0.0156) (0.0001,0.0163) 100 115.0
(0.6251,0.9914) (14.824,535.26) (16.564,676.49) (0.0002,0.0073) (0.0002,0.0070) 30 32.7 80
(0.6381,0.9900) (14.369,397.15) (15.774,486.88) (0.0002,0.0125) (0.0002,0.0126) 50 53.6
(0.6413,0.9867) (11.282,224.82) (12.288,294.95) (0.0002,0.0156) (0.0001,0.0158) 100 107.3
(0.6403,0.9813) (14.824,535.26) (15.928,621.32) (0.0002,0.0073) (0.0002,0.0071) 30 31.9 120
(0.6492,0.9869) (14.369,397.15) (15.164,451.98) (0.0002,0.0125) (0.0002,0.0126) 50 52.8
(0.6204,0.9836) (11.282,224.82) (11.875,265.84) (0.0002,0.0156) (0.0001,0.0158) 100 105.3

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 3 — Gréficos de boxplot dos valores das estatisticas de adequabilidade de ajuste, no modelo beta linear com
dispersdo varidvel corretamente especificado, para g, € (0.0193,0.2517), com g(-) log-log e A(-) log.
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Fonte: Autoria prépria.

Figura 4 — Graficos de Boxplot dos valores das estatisticas de adequabilidade de ajuste, no modelo beta linear com
dispersdo varidvel corretamente especificado, para y, € (0.2650,0.8702), com g(-) logit e A(-) log.
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56

Figura 5 — Graficos de Boxplot dos valores das estatisticas de adequabilidade de ajuste, no modelo beta linear com
dispersdo varidvelcorretamente especificado, para y, € (0.6404,0.9881), com g(-) c-log-log e A(-) log.
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Fonte: Autoria prépria.

4.2.1 Estudo Descritivo da Estatistica & - Caso Linear

Buscando realizar uma avaliagao sobre o comportamento dos valores de &, para o modelo
beta linear corretamente especificado, com dispersao varidvel, foram calculadas algumas medi-
das descritivas dessa quantidade, baseando-se nos 5000 valores obtidos em cada um dos cena-
rios considerados anteriormente. Na Tabela 3 apresentamos essas medidas descritivas; podemos
notar que as médias de ¢ geralmente estdo entre 0.4 e 0.5. No entanto, essas médias tornam-se
levemente mais préximas quando aumentamos o tamanho amostral. Além disso, como ja men-
cionado anteriormente, para U, localizado nos extremos do intervalo (0, 1) verificamos que as
médias de & em geral, sio menores do que para L, € (0.2650,0.8702).

Na Figura 6 temos ilustrado o comportamento da média de & em cada um dos cenarios de
W, para os diferentes tamanhos amostrais e valores de A. Dessa forma, podemos observar mais
facilmente que existe um determinado padrdo para os valores esperados de &, quando o modelo
estd corretamente especificado, de modo que tais valores tornam-se préximos de 0.5 quando o
tamanho amostral ¢ A aumentam.

Ainda pela Tabela 3, avaliando o desvio-padrio de &, observamos que em todos os cenarios,
para n = 20, foram apresentados valores bem proximos de 0.2. Entretanto, quando o tamanho
amostral cresce, os desvios de & quando y; € (0.2650,0.8702) e A > 50, diminuem mais ra-
pidamente do que para os demais cendrios de ;. Ou seja, para Y; nos extremos do intervalo
unitario, notamos que existe menos variagdo nos valores dos desvios, quando A e n aumentam.
Com relagao a curtose de &, notamos valores sempre abaixo de 3.0. Dessa forma, a curva da
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distribui¢do de & possui uma forma mais aberta do que a da distribui¢do normal padrio, prin-
cipalmente para g, localizado nos extremos do intervalo (0,1), com A > 50 e n > 40. No que
se refere ao coeficiente de assimetria da distribuicdo de &, acreditamos que essa medida tende
a se aproximar de zero quando o tamanho da amostra aumenta.

Tabela 4 — Medidas descritivas de & para diferentes valores de n e A, em diferentes cendrios da média L, no mo-
delo beta linear com dispersdo varidvel corretamente especificado, usando g(-) log-log para u, € (0.0193,0.2517),
g(+) logit para y, € (0.2650,0.8702), g(-) c-log-log para y, € (0.6404,0.9881) ¢ A(.) log.

Média Desvio-Padriao
2 He €1(0.0193,0.2517) (0.2650,0.8702) (0.6404,0.9881)|(0.0193,0.2517) (0.2650,0.8702) (0.6404,0.9881)| n
30 0.4413 0.4857 0.4739 0.1908 0.2100 0.2105
50 0.4460 0.4761 0.4728 0.1928 0.1919 0.1958 20
100 0.4141 0.5122 0.4504 0.1854 0.1966 0.1982
30 0.4178 0.4594 0.4555 0.1596 0.1980 0.1952
50 0.4250 0.4382 0.4486 0.1686 0.1640 0.1763 40
100 0.4053 0.4407 0.4327 0.1542 0.1439 0.1796
30 0.4374 0.4660 0.4652 0.1615 0.2025 0.1980
50 0.4397 0.4455 0.4572 0.1642 0.1599 0.1799 80
100 0.4281 0.4468 0.4489 0.1499 0.1354 0.1868
30 0.4456 0.4738 0.4689 0.1644 0.2064 0.1984
50 0.4477 0.4531 0.4671 0.1665 0.1648 0.1840 120
100 0.4389 0.4546 0.4497 0.1487 0.1354 0.1908
Curtose Assimetria
30 26718 2.3020 24118 0.3950 0.1930 0.1868
50 2.6867 2.6694 2.5070 0.4454 0.4688 0.2218 20
100 2.9351 2.4458 2.5554 0.5877 0.4434 0.2848
30 2.5492 2.2625 2.2934 0.1730 0.0883 0.0260
50 2.4777 2.6844 2.5097 0.1624 0.2555 0.0188 40
100 2.9250 3.0543 2.4438 0.4012 0.4355 0.0278
30 2.5485 23041 2.2902 0.1586 0.0093 0.0659
50 2.4705 2.6352 2.3631 0.0659 0.0322 —0.0379 |80
100 2.6774 2.8347 23159 0.1958 0.2290 0.0116
30 24814 2.2403 22823 0.0993 —0.0345 0.1061
50 2.4830 2.6974 2.4017 0.0409 0.0112 —0.0720 |120
100 2.5262 2.7085 2.2722 0.1415 0.1376 0.0355

Fonte: Autoria prépria.

Figura 6 — Valores médios de & versus tamanhos amostrais para diferentes valores de A, no modelo beta linear
com dispersdo varidvel corretamente especificado, sendo A(.) log.
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Fonte: Autoria propria.



Figura 7 — Histogramas de & no modelo beta linear corretamente especificado, com ¢ varidvel e n = 20.
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Figura 8 — Histogramas de & no modelo beta linear corretamente especificado, com ¢ varidvel e n = 80.
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Fonte: Autoria prépria.
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Figura 9 — Histogramas de & no modelo beta linear corretamente especificado, com ¢ varidvel e n = 120.
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Fonte: Autoria prépria.

Nas Figuras 7, 8 e 9 temos os histogramas dos valores de &, para o modelo linear beta cor-
retamente especificado e com dispersao varidvel, para n = 20, 80 e 120, respectivamente, para
cada um dos cendrios de L, utilizando a fun¢do de ligacdo adequada e os graus de heterosce-
dasticidade 30, 50 e 100. Por essas figuras podemos observar desde ja que, a partir do tamanho
amostral n = 80 notamos a presenga de uma aparente simetria na distribui¢do de & em torno de
suas respectivas médias, para todos os cendrios de [, e para os trés graus de heteroscedastici-
dade considerados. Dessa forma, para n = 20, observamos distribui¢des assimétricas positiva,
para qualquer intervalo de u, ou valor de A. Entretanto, essas distribui¢des tornam-se conside-
ravelmente mais simétricas quando o tamanho amostral aumenta. Também notamos que para
todo n, os valores de & estdo sempre distribuidos ao logo de todo o intervalo (0, 1), porém, para
W € (0.2650,0.8702) e A > 50, observamos valores mais concentrados em torno de 0.45 ~ 0.5.

E importante notar que quando o modelo beta linear estd corretamente ajustado, incluido
o uso da funcdo de ligacdo e dados centrais, teriamos o que podemos chamar de cendrio ideal
para a estimac¢@o por maxima verossimilhanga. Pois bem, neste cendrio com altos valores para
a precisdo dos dados (A = 30) e tamanho amostral grande (n = 120), notamos com base na
Figura 9(h) que & apresenta uma distribui¢do simétrica e valor médio concentrado em torno
de 0.5. Em outras palavras, & =~ 0.5 é de fato indica¢do de um modelo bem ajustado em um
cendrio ideal.
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4.2.2 Avaliacao no Modelo Beta com Dispersao Variavel Mal Especificado: Omitindo uma

Covariavel Sob Diferentes Distribuicoes

Nosso objetivo agora serd avaliar o desempenho da estatistica BV para um modelo beta
com parametro de precisdo varidvel, quando ajustado um modelo omitindo uma determinada
covaridvel. Para isso, consideramos o seguinte modelo linear:

log (1;_1_,“1) =Pi+Paxia+ PBaxiz +Paxa € log(¢r) =% + Pz,
de modo que geramos x; ~U(0,1) e x;3 ~U(0.3,1.3),com? = 1,...,20 e para gerar os valores
da covaridvel x;4 consideramos trés diferentes distribui¢des: x;4 ~ U(0.5,1.5), x;4 ~ N(0,4) e
x4 ~ Exp(2).

Nosso interesse aqui, consiste em verificar o desempenho das estatisticas, em especial BV
e &, quando uma covariavel que em geral apresenta valores maiores que os valores da distri-
buicdo U(0,1) ou valores atipicos devido a assimetria, é omitida da modelagem da média da
varidvel resposta. Além disso, determinamos os valores dos pardmetros 3’s apenas para o caso
em que U € (0.25,0.80), ou seja, apenas para valores de y, centrais. Temos assim, trés dife-
rentes cendrios para o modelo da média, cujos valores estdo restritos em intervalos similares
e considerando ainda a mesma fungao de ligacdo g(-), nesse caso a logit. Além disso, para o
modelo da precisdo, tomamos Y e 7> de modo que, em cada grau de heteroscedasticidade (1)
temos intervalos similares para a variancia da resposta, em cada cenério do modelo da média.
Vale observar que consideramos nesse estudo A = 30, 50 e 100. Os valores fixados para os
parametros f’s e ¥’s, junto com as distribui¢des de x;4 € de 7,5, com os intervalos das varincias
e os graus de heteroscedasticidade estdo apresentados na Tabela 5.
Tabela 5 — Valores dos pardmetros 3’s e ¥’s, fixados para a andlise no modelo beta linear com disperséo varidvel,

omitindo uma covariavel do modelo da média sob diferentes distribui¢des, com os intervalos dos valores de L, as
distribui¢des de x;4 € de z;2, 0s intervalos das varidncias e os graus de heteroscedasticidade.

Bi B B B Xi4 i n P %2 Var(y; ) A
24 426| U(0,1) | (0.0003,0.0103) | 30

—-285 24 08 1.2 |U(0.5,1.5)|(0.2529,0.8014) || 1.0 4.94|U(0.15,1.15) | (0.0003,0.0174) | 50
09 59| U(0,1) |(0.0003,0.0323) | 100
28 37| U(0,1) |(0.0003,0.0106) | 30
07 07 053 031 N(0,40) | (0.2500,0.8063) || 1.56 4.32 | U(0.15,1.15) | (0.0003,0.0177) | 50
( )

( )

( )

( )

14 52 U(0,1) 0.0003,0.0342) | 100
25 423 U(0,1) 0.0003,0.0105) | 30
1.0 —-1.7 —1.4 15| Exp(2.0) |(0.2520,0.8064) || 1.2 4.82|U(0.15,1.15) | (0.0003,0.0171) | 50
1.12 5.74 U(0,1) 0.0003,0.0324) | 100
Fonte: Autoria prépria.

Os valores obtidos para as médias das estatisticas de avaliagdo de desempenho sao mos-
tradas na Tabela 6. Avaliando tais resultados vemos que muitas das estatisticas apresentam
dificuldade em assimilar a omissdo da covaridvel de distribui¢do U(0.5,1.5). Provavelmente,
isso ocorre devido o fato de que, embora apresente valores maiores do que as demais covaridveis
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presentes no modelo, a covaridvel Uniforme omitida € bastante similar a essas outras varidveis.
Logo, é compreensivel muitas estatisticas apresentarem valores elevados, nao conseguindo cap-
tar a falta dessa varidvel no modelo, com excecao da estatistica R%CU, cujos valores sdo baixos,
em especial quando o grau de heteroscedasticidade aumenta, conseguindo entdo identificar a
ma adequabilidade do modelo ajustado. Vale notar que consequentemente, a nossa medida BV
também apresenta valores menores do que as demais medidas de ajuste, e seus valores dimi-
nuem com o aumento do grau de heteroscedasticidade. Além disso, observando os valores de &
para n = 20, vemos que estes estdo distantes de 0.5 e também dos valores médios apresentados
pela Tabela 4, para valores de u; centrais. Dessa forma, embora algumas estatisticas, incluindo
a BV, possam indicar que o modelo ajustado esteja aceitdvel, & indica que o modelo ndo esta
adequado. Logo, reforcamos a ideia de que devemos avaliar conjuntamente as medidas BV e &.

Ja para o caso em que €é omitida uma covaridvel de distribuicdo normal, vemos que tanto os
valores de & quanto das demais medidas sdo consideravelmente baixos, quando n < 40, logo,
conseguem detectar a m4 especificacdo do modelo. Dessa forma, estamos em uma situagdo em
que a varidvel omitida € bastante relevante para o modelo. De modo similar, vemos os cené-
rios em que a distribui¢do da covaridvel omitida trata-se de uma exponencial, cujas estatisticas
também apresentam valores baixos. Porém, algumas observacdes importantes podem ser feitas
para esse caso, como o fato dos valores das estatisticas R7p e R,%RC serem bastante distantes, o
que reforca a suposicao de mé adequabilidade do modelo e também mostra a importancia de
também utilizarmos as versdes corrigidas das estatisticas usuais na obtengao da BV .

Quando o tamanho da amostra aumenta, observamos que para os cendrios em que Sao omi-
tidas as covariaveis Normal ou Exponencial, os valores de BV permanecem consideravelmente
baixos. Jd no caso de &, notamos que apenas quando x;4 ~ Exp(2) os valores dessa estatis-
tica tendem a diminuir quando n aumenta, entretanto, em todas as situacdes ainda dispomos
de valores de ¢ distantes de 0.5. Além disso, em todos os cendrios, vemos que a questdo da
variabilidade ndo ser bem explicada pelo modelo se dilui quando a amostra cresce e as versoes
corrigidas das medidas do tipo R?> aumentam levemente. Por outro lado, podemos observar que
para esse cendrio de omissdo de uma covariavel relevante, os valores de P> diminuem quando
n aumenta. Isso provavelmente indica aumento no viés de [I;, resultando em baixo poder de
predicao da varidvel resposta. Dessa forma, uma vez que a BV considera a combinagdo linear
dos dois tipos de medidas, seu valor é o que sempre capta uma das duas situagdes.
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Tabela 6 — Valores médios das estatisticas de avaliagdo de desempenho no modelo beta linear com dispersio
varidvel, omitindo uma covaridveis com diferentes distribui¢des, com g(.) logit e A(.) log, para g, € (0.25,0.80).

X4 ~

U(0.5,1.5)

N(0,4.0)

Exp(2.0)

A

30

50

100

30

50

100

30

50

100

0.8482

0.8078
0.7218

10.6476

0.8154
0.7216
0.7087
0.3299

0.8421

0.8000
0.6742
0.5874
0.8114
0.7156
0.6675
0.3359

0.8361

0.7923
0.5927
0.4841
0.8125
0.7173
0.5973
0.3434

0.2942

0.1060
0.1063
—0.1320
0.1245
—0.3203
—0.1997
0.2042

0.3057

0.1206
0.1038
—0.1352
0.1262
—0.3177
—0.1976
0.2016

0.3255

0.1457
0.0997
—0.1404
0.1382
—0.2995
—0.1758
0.2107

0.5250

0.3983
0.2152
0.0060
0.3342
—0.0040
0.1075
0.2703

0.5265

0.4003
0.2091
—0.0019
0.3516
0.0222
0.1116
0.2814

0.5331

0.4086
0.1907
—0.0251
0.3878
0.0768
0.1114
0.2941

20

0.8250

0.8050
0.7100
0.6768
0.8100

10.7727

0.7297
0.3661

0.8197

0.7991
0.6596
0.6207
0.8059
0.7678
0.6898
0.3614

0.8159

0.7948
0.5623
0.5123
0.8132
0.7765
0.6154
0.3559

0.2024

0.1113
0.1029
0.0004
0.1109
—0.0637
0.0164
0.3085

0.2093

0.1190
0.1011
—0.0016
0.1111
—0.0634
0.0152
0.2949

0.2198

0.1306
0.0950
—0.0085
0.1219
—0.0505
0.0245
0.2958

0.4449

0.3815
0.2098
0.1195
0.3320
0.2008
0.2127
0.2947

0.4496

0.3867
0.2008
0.1095
0.3508
0.2234
0.2084
0.3008

0.4590

0.3971
0.1776
0.0836
0.3956
0.2770
0.1963
0.3082

40

0.8122

0.8022
0.7052

10.6894

0.8070
0.7900
0.7359
0.3839

0.8067

0.7964
0.6485
0.6298
0.8039
0.7866
0.6926
0.3659

0.8027

0.7921
0.5406
0.5161
0.8127
0.7962
0.6101
0.3398

0.1517

0.1065
0.1021
0.0542
0.1057
0.0268
0.0731
0.3773

0.1559

0.1108
0.0988
0.0507
0.1039
0.0250
0.0701
0.3500

0.1625

0.1179
0.0915
0.0431
0.1141
0.0360
0.0732
0.3354

0.4047

0.3729
0.2075
0.1652
0.3321
0.2732
0.2307
0.2777

0.4090

0.3774
0.1968
0.1540
0.3512
0.2940
0.2253
0.2855

0.4197

0.3888
0.1728
0.1287
0.3976
0.3445
0.2146
0.2952

80

0.8079

0.8012
0.7037

0.6934

0.8058

_10.7948

0.7374
0.3881

0.8020

0.7951
0.6458
0.6335
0.8034
0.7923
0.6941
0.3662

0.7979

0.7909
0.5340
0.5178
0.8128
0.8022
0.6070
0.3264

0.1343

0.1042
0.1016
0.0704
0.1038
0.0528
0.0853
0.4050

0.1374

0.1074
0.0979
0.0666
0.1014
0.0503
0.0818
0.3672

0.1429

0.1131
0.0901
0.0584
0.1110
0.0605
0.0823
0.3386

0.3900

0.3688
0.2063
0.1787
0.3305
0.2924
0.2326
0.2584

0.3947

0.3736
0.1946
0.1665
0.3503
0.3133
0.2261
0.2655

0.4065

0.3858
0.1696
0.1407
0.3997
0.3656
0.2153
0.2761

120

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 7 — Intervalos de valores de ¢ e de Var(y,), e valores de A, juntamente com suas respectivas médias
das estimativas, e também as médias das estimativas dos intervalos de i, no modelo beta linear com dispersao
varidvel, omitindo uma covaridvel do modelo da média sob diferentes distribui¢des, com g(.) logit e k(.) log, para
W € (0.25,0.80).

X4 ~U(0.5,1.5)

fu O ¢ Var(y;) \//Er()’t ) A A n
(0.2315,0.7232) (15.561,636.99) (18.762,121.50) (0.0003,0.0103) (0.0020,0.0229) 30 11.5 20
(0.2693,0.7201) (8.506,629.75) (13.733,127.66) (0.0003,0.0174) (0.0019,0.0312) 50 16.2
(0.2663,0.7332)  (3.965,677.57) (9.0705,139.00) (0.0003,0.0323) (0.0018,0.0463) 100 26.0
(0.2423,0.7247) (15.561,636.99) (10.225,115.99) (0.0003,0.0103) (0.0019,0.0238) 30 124 40
(0.2447,0.7383)  (8.506,629.75) (7.527,120.85) (0.0003,0.0174) (0.0018,0.0318) 50 17.1
(0.2387,0.7321) (3.965,677.57) (4.438,133.85) (0.0003,0.0323) (0.0017,0.0488) 100 29.0
(0.2493,0.7316) (15.561,636.99) (9.0569,113.12) (0.0003,0.0103) (0.0019,0.0239) 30 12.5 80
(0.2535,0.7223) (8.506,629.75) (6.4108,118.69) (0.0003,0.0174) (0.0018,0.0324) 50 17.7
(0.2587,0.7339) (3.965,677.57) (3.7813,131.19) (0.0003,0.0323) (0.0017,0.0501) 100 30.2
(0.2517,0.7297) (15.561,636.99) (8.712,112.11) (0.0003,0.0103) (0.0019,0.0239) 30 12.5 120
(0.2469,0.7316) (8.506,629.75) (6.147,117.58) (0.0003,0.0174) (0.0018,0.0326) 50 17.8
(0.2618,0.7175) (3.965,677.57)  (3.590,130.24) (0.0003,0.0323) (0.0017,0.0505) 100 30.5

Xpa ~ N(0,4.0)
(0.4290,0.6361) (22.185,557.51) (8.964,18.24) (0.0003,0.0106) (0.0206,0.0260) 30 1.26 20
(0.4252,0.6134) (12.905,556.63) (9.408,17.25) (0.0003,0.0177) (0.0223,0.0252) 50 1.13
(0.4169,0.5815) (6.177,573.59)  (9.335,21.03)  (0.0003,0.0342) (0.0229,0.0335) 100 1.46
(0.4365,0.6280) (22.185,557.51) (9.159,12.47) (0.0003,0.0106) (0.0214,0.0249) 30 1.16 40
(0.4377,0.6368) (12.905,556.63) (9.531,10.59) (0.0003,0.0177) (0.0229,0.0256) 50 1.12
(0.4288,0.5912) (6.177,573.59)  (7.569,10.57)  (0.0003,0.0342) (0.0218,0.0359) 100 1.65
(0.4295,0.5926) (22.185,557.51) (9.252,11.21)  (0.0003,0.0106) (0.0217,0.0245) 30 1.13 80
(0.4001,0.5758) (12.905,556.63)  (9.151,9.77)  (0.0003,0.0177) (0.0228,0.0265) 50 1.16
(0.4188,0.6224) (6.177,573.59)  (6.355,10.74)  (0.0003,0.0342) (0.0212,0.0370) 100 1.75
(0.4279,0.5950) (22.185,557.51) (9.292,10.86) (0.0003,0.0106) (0.0218,0.0244) 30 1.11 120
(0.4034,0.6253) (12.905,556.63)  (8.844,9.80)  (0.0003,0.0177) (0.0227,0.0266) 50 1.17
(0.4046,0.5965) (6.177,573.59)  (6.059,10.76) (0.0003,0.0342) (0.0211,0.0373) 100 1.77
x4 ~ Exp(2.0)
(0.3631,0.6837) (17.156,684.16)  (3.320,27.69)  (0.0003,0.0105) (0.0087,0.0644) 30 7.40 20
(0.3572,0.7075) (10.106,673.87) (3.169,28.50) (0.0003,0.0171) (0.0086,0.0695) 50 8.09
(0.3823,0.6626) (4.877,724.98)  (2.859,30.91) (0.0003,0.0324) (0.0080,0.0814) 100 10.11
(0.3821,0.6927) (17.156,684.16) (2.975,27.52) (0.0003,0.0105) (0.0085,0.0657) 30 7.73 40
(0.3646,0.6993) (10.106,673.87) (2.666,28.67) (0.0003,0.0171) (0.0082,0.0718) 50 8.75
(0.3665,0.6971) (4.877,724.98)  (2.101,31.42) (0.0003,0.0324) (0.0075,0.0857) 100 11.35
(0.3700,0.6878) (17.156,684.16)  (2.816,27.54)  (0.0003,0.0105) (0.0084,0.0666) 30 7.94 80
(0.3613,0.6654) (10.106,673.87) (2.496,28.67) (0.0003,0.0171) (0.0081,0.0731) 50 9.05
(0.3562,0.6959) (4.877,724.98)  (1.941,31.41) (0.0003,0.0324) (0.0074,0.0871) 100 11.76
(0.3688,0.6827) (17.156,684.16) (2.785,27.43)  (0.0003,0.0105) (0.0084,0.0667) 30 7.95 120
(0.3679,0.7041) (10.106,673.87) (2.443,28.59) (0.0003,0.0171) (0.0081,0.0735) 50 9.12
(0.3633,0.6841) (4.877,724.98) (1.876,31.42) (0.0003,0.0324) (0.0073,0.0881) 100 11.98

Fonte: Autoria prépria.
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Com base agora nos valores da Tabela 7, onde encontramos as médias das estimativas dos
intervalos de L, ¢ e da varidncia de y;, podemos observar que as estimativas para Ll; S30 menos
afetadas quando omitimos a covaridvel de distribuicdo Uniforme. Logo, embora o modelo ndo
esteja bem especificado, o viés de [I;, com r = 1,...,n, ndo é tao elevado quanto nos casos em
que omitimos x;4 ~ N(0,4.0) ou x4 ~ Exp(2). Isso explica o fato dos valores das estatisticas
P’e P? serem altos, como mostrado na Tabela 6. Além disso, vemos ainda pela Tabela 7 que
independentemente da distribui¢do de x;4, as variancias e as precisoes sdo mal estimadas, de
modo que, as variancias sdo sempre superestimadas e as precisdes sdo subestimadas, princi-
palmente quando n cresce. Por isso as estatisticas R%C e R%CC sdo baixas, pois apontam para
esses problemas nos modelos. Especialmente quando x4 ~ N(0,4.0), em que vemos que as
estimativas das varidncias de y;, com ¢t = 1,...,n, sdo elevadas e praticamente contante. No en-
tanto, como os valores de & estdo sempre distantes do que é esperado quando dispomos de bons
ajustes, podemos dizer que tal medida demostra aqui melhor eficicia em apontar os problemas
relacionados as estimativas das variancias e das precisoes, € a adequabilidade do modelo.

4.2.3 Avaliacao no Modelo Beta com Dispersao Variavel Mal Especificado: Ma Especifica-
cdo da Heteroscedasticidade

Antes de prosseguir com a apresenta¢ao do nosso proximo estudo de simulagdo € importante
fazer uma observacgdo: diferentemente dos modelos de regressd@o normal linear, a variincia da
resposta y; nos modelos de regressao betas depende da média y;, comt = 1,...,n, como vemos
pela definicdo 2.3, entdo, mesmo nos casos em que ¢ € constante, existe ainda uma variabili-
dade na variancia (ainda que muito pequena). Dessa forma, o grau de heteroscedasticidade A,
definido em 4.2, é maior que 1.0 quando a precisdo ¢ varia de acordo com as observagdes, €
também quando ¢ é constante. No entanto, o valor de A torna-se consideravelmente elevado
quando a precisiao dos dados € varidvel, ou seja, a heteroscedasticidade é mais grave.

O nosso objetivo aqui consiste em investigar o desempenho das estatisticas de adequabili-
dade, quando ajustado um modelo assumindo precisdo constante, sob dados gerados a partir de
um modelo com média e precisao varidvel. Dessa forma, para esse estudo os valores da varidvel
resposta sdo gerados com base no seguinte modelo:

g(t) = Bi+Boxia+ Bsxz + Paxa € log(¢;) = Y1 + V22 + V323 4.3)

Ou seja, tanto a média quanto a precisao estdo associados a uma estrutura de regressdo. No
entanto, foram calculadas as estatisticas referentes ao ajuste do modelo dado por:

g(t) = Bi + Boxio + Baxiz + Paxia € log(¢/) = 7i- (4.4)

Na Tabela 8 dispomos dos valores fixados para os pardmetros dos submodelos da média e
da precisdao em nosso estudo de simulacdo, também temos os intervalos de u; e as respectivas
fungdes de ligacao usada em cada cendrio da média, as distribuicdes assumidas para gerar os
valores das covaridveis do modelo da precisdo, e por fim os graus de heteroscedasticidade.



65

Além disso, vale informar que os valores das covariaveis x;;, comt=1,...,nei=1,2,3, foram
geradas a partir da distribuicdo U (0, 1).
Tabela 8 — Valores dos pardmetros 3’s e ¥’s, fixados para a andlise no modelo beta linear, omitindo a precisdo

varidvel, com os respectivos intervalos dos valores de U, as fungdes de ligacdo para o modelo da média, as distri-
buicdes das covaridveis do modelo da precisdo e os graus de heteroscedasticidade.

Bi B B B He () Y % Je 2 3 A

50 —19 —10| U(.1,1.1) U(0.2,12) |30
~195 10 12 05 | €(0.0193,02517) | Log-log || 3.8 —0.58 —235| U(—0.1,0.9) U(—0.3,0.7) | 50
43 —04 -335|0U(0.35,1.35) U(—0.15,0.85) | 100

42 39 1.08 30
—248 1.5 1.7 3.1 | u €(0.2650,0.8702) Logit 3.6 1.1 3.88 | U(-0.5,0.5) U(-0.5,0.5) | 50
40 -15 418 100

33 115 34 | U(-04,06) U(—0.5,0.5) | 30
12 —06 —1.23 0.63 |y € (0.6404,0.9881) | C-Log-Log || 30 1.5 40 |U(-04,06) U(-05,0.5) | 50
025 06 481 U(o,1) U(o,1) 100

Fonte: Autoria prépria.

Na Tabela 9 encontramos os valores médios das estatisticas de adequabilidade de ajuste,
quando omitimos o fato da precisdo ser varidvel. Em todos os cendrios de u; observamos
que os valores das estatisticas P?, P2, Rz, R%CC, RZg, R%RC e BV diminuem quando o grau
de heteroscedasticidade aumenta. Logo, as medidas apresentam maior facilidade em detectar
a omissao do modelo da precisdo quando a heteroscedasticidade existente for elevada. Outra
observagio importante é que os valores das estatisticas do tipo P> diminuem quando aumenta-se
o tamanho da amostra. Dessa forma, tais medidas indicam que o poder de predicao da varidvel
resposta para o modelo ajustado diminui com o aumento da amostra, ou seja, existe um aumento
no viés.

Podemos observar ainda que, para g, € (0.2650,0.8702), as medidas de adequabilidade
P?, R? ¢ BV apresentam dificuldades em captar a falta de ajuste de um modelo para a preci-
sdo, principalmente quando o grau de heteroscedasticidade € baixo. No entanto, os valores da
estatistica & diferem consideravelmente de 0.5, para todos os valores de A. Logo, para esse
cendrio de ;, tal medida foi a tnica capaz de indicar que o modelo ajustado ndo estd bem
especificado. Para valores de u; localizados proximos de zero ou préximos de um, notamos
um melhor desempenho das estatisticas RIZ;C e R%Cc em indicar ma adequabilidade do modelo
ajustado, principalmente o R%C, cujo valor tende a diminuir quando o tamanho amostral au-
menta. Dessa forma, fica claro que o modelo ndo explica bem a variabilidade da resposta.Isso
¢ comprovado quando observamos a Tabela 10, em que os intervalos referentes as estimativas
das variancias diferem consideravelmente dos intervalos verdadeiros. Consequentemente, 0s
valores de BV também conseguem refletir essa dificuldade. Observando ainda y; nos extremos
do intervalo (0, 1), vemos que os valores de & para p; € (0.6404,0.9881) sdo bem menores do
que g € (0.0193,0.2517), isso ocorre devido as medidas R> e P> serem préximas, quando g, é
perto de zero e n grande. Logo, & indica que quando n aumenta o modelo ndo apresenta bom

ajuste e possui baixo poder de predi¢ao da resposta.
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Tabela 9 — Valores médios das estatisticas de avaliacdo de desempenho no modelo beta linear, omitindo a precisio
varidvel, com g(.) logit adequada ao cendrio de g, e h(.) log.

g() : Log-Log
1 € (0.0193,0.2517)

g(+) : Logit

1, € (0.2650,0.8702)

g(+) : C-Log-Log
W € (0.6404,0.9881)

30

50

100

30

50 100

30

50

100

0.7419

0.6730
0.6495
|0.5560
0.6898
05005
0.5631
0.3044

0.7250

0.6517
0.6459
0.5514
0.6760
0.4783
0.5422
0.2821

0.6898

0.6070
0.5490
0.4288
0.5971
0.3512
0.4355
0.2875

0.8996

0.8729
0.8959
0.8681
09111
0.8568
0.8630
0.2152

0.7692

0.7076
0.7581
0.6936
0.7622
0.6171
0.6547
0.2337

0.7890

0.7327
0.7844
0.7269
0.7938
0.6680
0.6977
0.2359

0.8138

0.7642
0.5890
0.4794
0.7868
0.6567
0.4922
0.1187

0.8139

0.7643
0.5219
0.3944
0.7524
0.6013
0.4123
0.1161

0.7780

0.7188
0.4797
0.3410
0.6460
0.4300
0.3606
0.1881

20

0.7050

0.6713
0.6169
|0.5732
0.6654
05897
0.6105
& |0.3588

0.6785

0.6417
0.6107
0.5662
0.6459
0.5657
0.5932
0.3487

0.6245

0.5816
0.5042
0.4475
0.5583
0.4582
0.4924
0.3441

0.8793

0.8655
0.8782
0.8643
0.8997
0.8769
0.8656
0.2190

0.7465

0.7175
0.7583
0.7307
0.7695
0.7173
0.7261
0.2959

0.7199

0.6879
0.7347
0.7044
0.7376
0.6781
0.6954
0.3089

0.7861

0.7617
0.5201
0.4653
0.7807
0.7310
0.4729
0.0519

0.7860

0.7615
0.4540
0.3916
0.7511
0.6947
0.4015
0.0443

0.7486

0.7199
0.4253
0.3596
0.6565
0.5787
0.3901
0.1180

40

0.6842

0.6674
0.5988
(0.5774
0.6529
_|0.6181
0.6143
0.3762

0.6534

0.6349
0.5939
0.5722
0.6320
0.5951
0.6009
0.3877

0.5891

0.5671
0.4840
0.4565
0.5417
0.4957
0.5017
0.3799

0.8694

0.8624
0.8701
0.8632
0.8945
0.8839
0.8648
0.2439

0.6890

0.6724
0.7177
0.7027
0.7206
0.6926
0.6884
0.3229

0.7228

0.7080
0.7438
0.7301
0.7567
0.7323
0.7221
0.3153

0.7718

0.7596
0.4801
0.4524
0.7800
0.7580
0.4537
0.0091

0.7701

0.7578
0.4187
0.3877
0.7566
0.7322
0.3891
0.0062

0.7300

0.7156
0.4011
0.3691
0.6639
0.6302
0.3819
0.0469

80

0.6800

0.6688
0.5957
|0.5816
0.6515
106290
0.6167
0.3814

0.6430

0.6306
0.5871
0.5728
0.6256
0.6014
0.6001
0.4077

0.5764

0.5617
0.4799
0.4618
0.5376
0.5079
0.5037
0.3968

0.8655

0.8608
0.8663
0.8617
0.8926
0.8857
0.8638
0.2438

0.7150

0.7051
0.7394
0.7303
0.7525
0.7366
0.7192
0.3181

0.6799

0.6688
0.7138
0.7039
0.7166
0.6984
0.6841
0.3130

0.7661

0.7580
0.4657
0.4471
0.7780
0.7637
0.4474
0.0017

0.7638

0.7556
0.4075
0.3869
0.7577
0.7421
0.3871
0.0011

0.7211

0.7115
0.3927
0.3716
0.6664
0.6449
0.3774
0.0218

120

Fonte: Autoria prépria.

Devemos ressaltar a habilidade de & em identificar a omissdo da modelagem da precisio.

Tipicamente, esse erro de especificagdo € muito dificil de ser identificado. Mesmo para y, ~ 0,

os valores de ¢ ainda podem ser considerados distantes de 0.5, o que indicaria um bom ajuste.
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Tabela 10 — Intervalos de valores de ¢, e de Var(y,), e valores de A, juntamente com suas respectivas médias das
estimativas, e também as médias das estimativas dos intervalos de L;, no modelo beta linear omitindo a precisao
varidvel, usando g(-) log-log para g, € (0.0193,0.2517), g(-) logit para u, € (0.2650,0.8702), g(-) c-log-log para
U € (0.6404,0.9881) e A(.) log.

U € (0.0193,0.2517)
fe O (51 Var(y;) Var () A A n

(0.0067, 0.2765)  (7.557,64.56) 23.584 (0.0005,0.0170) (0.0011,0.0089) 30 8.07 20
(0.0056, 0.3108)  (5.744,64.38) 24.964 (0.0005,0.0255) (0.0012,0.0090) 50 7.50
(0.0137,0.2448)  (2.742,64.42) 15.176 (0.0005,0.0472) (0.0025,0.0154) 100 6.08
(0.0193,0.2392)  (7.557,64.56) 19.154 (0.0005,0.0170) (0.00116,0.0101) 30 8.67 40
(0.0181, 0.2060)  (5.744,64.38) 19.581 (0.0005,0.0255) (0.0013,0.0103) 50 7.82
(0.0335,0.3195)  (2.742,64.42) 11.622 (0.0005,0.0472) (0.0028,0.0178) 100 6.44
(0.0135,0.2367)  (7.557,64.56) 17.394 (0.0005,0.0170) (0.0012,0.0107) 30 8.95 80
(0.0181,0.2679)  (5.744,64.38) 17.680 (0.0005,0.0255) (0.0014,0.0109) 50 8.05
(0.0370, 0.2653)  (2.742,64.42) 10.212 (0.0005,0.0472) (0.0028,0.0193) 100 6.84
(0.0315,0.2947)  (7.557,64.56) 16.889 (0.0005,0.0170) (0.0012,0.0109) 30 9.16 120
(0.0189, 0.2654)  (5.744,64.38) 16.995 (0.0005,0.0255) (0.0014,0.0113) 50 8.01
(0.0335,0.3168)  (2.742,64.42) 9.8811 (0.0005,0.0472) (0.0028,0.0196) 100 6.99

U € (0.2650,0.8702)
(0.2885, 0.8855) (12.098,427.56) 88.875 (0.0005,0.0170) (0.0016,0.0037) 30 225 20
(0.2188, 0.8397) (5.995,356.79) 30.213 (0.0005,0.0246) (0.0044,0.0096) 50 2.18
(0.2149, 0.8770)  (4.080,309.23) 26.359 (0.0005,0.0474) (0.0054,0.0113) 100 2.10
(0.2697, 0.8946) (12.098,427.56) 67.611 (0.0005,0.0170) (0.0018,0.0042) 30 2.29 40
(0.2946, 0.9036) (5.995,356.79) 24.046 (0.0005,0.0246) (0.0049,0.0108) 50 2.19
(0.2833,0.8795) (4.080,309.23) 21.134 (0.0005,0.0474) (0.0059,0.0125) 100 2.09
(0.2538, 0.8706) (12.098,427.56) 59.916 (0.0005,0.0170) (0.0019,0.0044) 30 2.30 80
(0.2809, 0.8639) (5.995,356.79) 21.570 (0.0005,0.0246) (0.0052,0.0115) 50 2.20
(0.2489, 0.8787) (4.080,309.23) 18.615 (0.0005,0.0474) (0.0064,0.0134) 100 2.08
(0.2691, 0.8659) (12.098,427.56) 57.301 (0.0005,0.0170) (0.0019,0.0045) 30 2.30 120
(0.2577,0.8713)  (5.995,356.79) 20.888 (0.0005,0.0246) (0.0053,0.0117) 50 2.19
(0.2699, 0.8432) (4.080,309.23) 18.053 (0.0005,0.0474) (0.0065,0.0135) 100 2.09

U € (0.6404,0.9881)
(0.5944,0.9863) (5.855,238.37) 28.637 (0.0005,0.0170) (0.0005,0.0092) 30 19.56 20
(0.7204, 0.9832) (3.197,276.51) 20.182 (0.0005,0.0251) (0.0006,0.0130) 50 20.23
(0.6620, 0.9842) (2.632,249.09) 11.784 (0.0005,0.0508) (0.0015,0.0210) 100 14.26
(0.5987, 0.9949) (5.855,238.37) 23.387 (0.0005,0.0170) (0.0004,0.0102) 30 23.18 40
(0.5885,0.9931) (3.197,276.51) 15.993 (0.0005,0.0251) (0.0006,0.0147) 50 24.64
(0.6737,0.9810) (2.632,249.09) 9.382 (0.0005,0.0508) (0.0013,0.0236) 100 17.99
(0.6232,0.9945) (5.855,238.37) 21.316 (0.0005,0.0170) (0.0004,0.0108) 30 25.62 80
(0.6318,0.9925) (3.197,276.51) 14.771 (0.0005,0.0251) (0.0006,0.0152) 50 27.46
(0.6321,0.9812) (2.632,249.09) 8.5241 (0.0005,0.0508) (0.0012,0.0247) 100 19.91
(0.6505, 0.9912) (5.855,238.37) 20.567 (0.0005,0.0170) (0.0004,0.0110) 30 26.32 120
(0.6288,0.9912) (3.197,276.51) 14.201 (0.0005,0.0251) (0.0005,0.0156) 50 28.44
(0.6568, 0.9908) (2.632,249.09) 8.208 (0.0005,0.0508) (0.0012,0.0252) 100 20.43

Fonte: Autoria prépria.
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4.3 AVALIACAO NUMERICA NO MODELO BETA NAO LINEAR

Nosso interesse nessa se¢do consiste em avaliar a estatisticas considerando agora um modelo
de regressdo beta ndo linear, com média e precisdo varidveis. Dessa forma, seja yi,y2,..., ¥,
uma amostra de n varidveis aleatérias independentes, cuja média e precisdo de cada y;, com
t =1,...,n, satisfazem, respectivamente, as seguintes relacdes funcionais:

g(u:) = B +xpP? e log(¢) =71 + 22" 4.5)

Inicialmente, vamos realizar a andlise das medidas considerando situagdes em que o modelo
ajustado estd corretamente especificado. Nesse estudo de simulag@o, seguimos a metodologia
similar a descrita para o modelo linear. Na Tabela 11 temos os valores fixados para os parame-
tros, as distribui¢des assumidas para gerar os valores das covaridveis para 0 modelo da média e
da precisao, os intervalos obtidos para U; e os graus de heteroscedasticidade considerados.

Tabela 11 — Valores dos pardmetros f’s e ¥’s, fixados para a anélise no modelo beta ndo linear com precisdo
varidvel corretamente especificado, com os intervalos dos valores de L, as fungdes de ligagdo para o modelo da
média, as distribuicdes das covaridveis do modelo da média e da precisdo e os graus de heteroscedasticidade.

B B Xg2 Jin g(+) no o r k%) A
3.0 26 30
~137 43| U©0,1) | e (0.0195,02300)| Loglog | 2.5 3.67|U(03,13)] 50
1.5 5.0 100
3.5 3.25 30
~12 28|U(05,1.5) | 1 € (02726,0.8690) | Logit || 3.0 3.61|U(0.5,1.5) | 50
1.95 4.1 100
3.65 7.1 30
035 1.0|U(0.2,1.2) | w € (0.6067,0.9028) | C-Log-Log || 3.13 83 |U(0.2,1.2) | 50
2.1 938 100

Fonte: Autoria prépria.

Na Tabela 12 s@o apresentados os valores médios das medidas de diagndstico calculadas
nas replicagdes de Monte Carlo. Inicialmente avaliaremos os resultados relacionados a y; ~ 0
e U; ~ 1, extremos do intervalo unitdrio, de modo que pelos resultados da Tabela 12 notamos
um comportamento similar ao ocorrido no caso linear com precisao varidvel, em que a medida
P? aponta para um alto poder preditivo do modelo quanto a dados futuros, o que para nds
¢ plausivel, uma vez que o modelo estd corretamente especificado. No entanto, no caso dos
critérios do tipo R?, em especial R%C e R%CC, observamos por meio dos valores apresentados
que tais medidas indicam haver dificuldade em ajustar o conjunto dos dados original. Esse
padrdo é muito mais evidente quando u; ~ 0.

Para compreendermos a causa deste comportamento das medidas R? em um modelo bem es-
pecificado, devemos considerar inicialmente que esse pode ser um problema referente a amos-
tra, associada a algumas caracteristicas da distribuicao beta e ao método de estimagdo. Dessa
forma, os valores mais reduzidos dos critérios R para i; =~ 0 e ; ~ 1 estdo relacionados com as
amostras geradas durante o estudo de simulaco. E importante observar que se y, segue distri-
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buicdo beta com pardmetros U, e ¢, entdo (1 —y;) também segue distribuicdo beta com média
(I — 1) e precisdo ¢;. Assim, espera-se comportamentos equivalentes da varidvel resposta
quando sua média estd proxima aos extremos do intervalo unitério.

Uma vez que os pseudos R? abordados ao longo desse trabalho estio associados ao desem-
penho da estimacdo dos parametros da distribui¢do de probabilidades de y;. De fato, os baixos
valores das medidas R? se deve a associagdo entre 0 método de estimagio (no caso o método de
maxima verossimilhanga) e as caracteristicas da funcdo de densidade conjunta do vetor aleato-

. T
rio (Y1,.--,Vn)
dificuldade do método de estimagdo por maxima verossimilhanga em estimar os parametros do

a ser maximizada. Os critérios do tipo R?, em especial o critério R%C, captam a

modelo de regressao, baseado na distribuic@o beta, quando o dominio da varidvel resposta esta
préxima aos extremos do intervalo unitdrio.

No caso do modelo de regressdo beta essa dificuldade em estimar os parametros € ainda
maior para o submodelo da precisdo. Como mostrado por Ospina et al. (2006), ¢ é extrema-
mente viesado, em especial quando a média da varidvel resposta estd proxima de zero ou de
um. Essa é uma razdo adicional para que os critérios do tipo R? apresentem valores mais redu-
zidos que os critérios do tipo P2. O desempenho da estimago por méxima verossimilhanca dos
pardmetros do modelo de regressdo beta difere bastante quando p, € (0.2726,0.8690), em que
50% ou mais das observagdes da resposta apresentam ; ~ 0.5. Ou seja, sdo valores da varidvel
respostas distribuidos em torno de 0.5, ou mais distantes dos extremos. Nesse caso, independen-
temente do tamanho da amostra e do grau de heteroscedasticidade, os valores das estatisticas sao
consideravelmente elevados e alcancam até valores muito préximos de um (como vemos para
A = 30). Vale observar que esse fato ocorre mesmo com o cendrio em que ambos os preditores
do submodelo da média e da precisdo apresentam relacdes nao lineares dos parametros.

Entretanto, podemos observar que para y; ~ 0 os valores do R%C sdo bem menores que para
U; ~ 1. Buscando compreender o motivo desse comportamento, apresentamos na Figura 10 os
gréificos de boxplot dos valores gerados das respostas. De modo que para cada cendrio de u; o
valor da i-ésima resposta no gréfico corresponde a média das i-ésimas respostas das réplicas de
Monte Carlo, com n = 120 e A = 30. Podemos observar que as respostas geradas préximas de
zero apresentam distribuicdo muito mais assimétrica, com pontos atipicos/influentes, os quais
afetam fortemente o processo de estimagdo por maxima verossimilhanca. Embora a funcido
de ligacdo log-log amenize o efeito desses pontos atipicos, produzindo valores preditos menos
afetados, segundo Espinheira, et al. (2019), o desempenho do processo de estimagdo nesse
cendrio da média ainda € inferior aos demais casos, em que y; ~ 0.5 ou y; ~ 1.

Outro fator referente a amostra que pode estar interferindo nos valores do R%C em todos os
cendrios de ; com A = 100 sdo as varidncias elevadas. Uma vez que os intervalos das vari-
ancias sdo similares para todos os cendrios de U;, conforme podemos observar pela Tabela 13.
E possivel que as varidncias sejam consideravelmente maiores do que deveriam, por exemplo,
quando comparadas com as variancias da distribui¢do gama unitdria. Rocha et al.(2020) apre-
sentam um grafico na Figura 10, em que sdo comparadas as variancias das distribuicdes beta
e gamma unitdria, quando u = 0.1, u = 0.5 e u = 0.9, para valores fixos e equivalentes de ¢.
Com base nesta figura nota-se que, apesar das varidncias nos extremos serem menores que as
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variincias no centro do intervalo (0, 1), é notdvel como essas varidncias sdo substancialmente
ainda menores para a distribui¢do gama unitaria que para a distribuic@o beta.

Figura 10 — Grificos de boxplot dos valores de y, com o modelo beta ndo linear corretamente especificado.

%=30 e, € (0.0195, 0.2300) A=30ep e (0.2726, 0.8690) A =30 ey, € (0.6067, 0.9028)
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1

08
L

070
1
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o

080
I

Fonte: Autoria prépria.

O critério de selecdo BV considera todas as questdes acima discutidas. De modo que para
U € (0.2726,0.8690) ele apresenta sempre valores elevados, indicando a boa adequabilidade
do modelo, tanto na questdo de predicdo quanto no ajuste. Ja para g, € (0.0195,0.2300) ou
W € (0.6067,0.9028), os menores valores do critério BV sdo préximos de 0.6, quando A = 100.
Além disso, em todos os casos temos & = (.5, especialmente quando n = 120, isto é, 0 minimo
e 0 maximo tem aproximadamente o mesmo peso em todos os cendrios considerados, inclusive
para U, ~ 0. Assim, para um modelo bem ajustado, esperamos que & deva ser o mais préximo
de 0.5 possivel.

Nas Figuras 11, 12 e 13 temos os graficos de boxplot dos critérios de selecao para o modelo
beta ndo linear corretamente especificado, para cada cendrio de y;, com os graus de heteros-
cedasticidade 30 e 100, e os tamanhos amostrais 20, 80 e 120. Observamos entdo por esses
grificos, comportamentos similares ao caso linear. De modo que as estatisticas P> geralmente
apresentam valores mais proximos de um, e vemos também que existe a possibilidade de va-
lores negativos para os critérios R* corrigidos, quando o tamanho da amostra é pequeno e
localizado nos extremos de (0, 1). Diante da diferenca entre os comportamentos das estatisticas
P? e R?, o critério BV apresenta dispersio consideravelmente mais elevada do que as demais
estatisticas.

Observando ainda os graficos das Figuras 11, 12 e 13, devemos ressaltar que, nos extremos
do intervalo unitdrio, em especial para g, ~ 0, os valores dos critérios do tipo R?, em especial
0 R%C, apresentam valores ainda menores que no caso linear, particularmente quando A = 100.
Este fato se deve a questdes similares em ambos 0s casos, a saber: o baixo desempenho da esti-
macdo por mdxima verossimilhanga (principalmente referente a precisao), associado aos fatores
como proximidade da resposta dos extremos do intervalo unitdrio, assimetria da distribui¢do da
resposta, entre outros. Sendo que, agora existe uma dificuldade adicional, a ndo linearidade da
relagdo entre 9 e z, 0 que torna $» mais viesado que para o modelo linear (Simas, et al. 2010).
A estatistica BV resume muito bem as informagdes contidas nos trés tipos de critério.
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Tabela 12 — Valores médios das estatisticas de avaliacdo de desempenho no modelo beta nfo linear com dispersio
varidvel corretamente especificado, com g(-) adequada a cada cendrio de g, e h(-) log.

g(+) : Log-Log
1 € (0.0195,0.2300)

g(+) : Logit
1 € (0.2726,0.8690)

g(+) : C-Log-Log
1 € (0.6067,0.9028)

A 30

50

100

30

50

100

30

50

100

P2 |0.8859

P? |0.8645
R%0.6993
R, |0.6429
R?,10.7737
R} 0.6928
BV (0.7365
& |0.4440

0.8919

0.8716
0.5946
0.5185
0.7285
0.6315
0.6747
0.4772

0.8886

0.8678
0.4090
0.2982
0.6858
0.5736
0.5628
0.4984

0.9840

0.9810
0.9580
0.9501
0.9774
0.9693
0.9656
0.4643

0.9807

0.9771
0.9337
0.9212
0.9692
0.9582
0.9491
0.4880

0.9681

0.9621
0.8332
0.8019
0.9406
0.9193
0.8797
0.5120

0.9503

0.9410
0.7935
0.7548
0.8609
0.8113
0.8338
0.4290

0.9400

0.9287
0.6949
0.6377
0.8079
0.7394
0.7583
0.4375

0.9133

0.8971
0.4791
0.3815
0.7107
0.6074
0.5942
0.4540

20

P2 0.8449

P? |0.8320
RZ|0.6832
R}, |0.6568
R, |0.7535
R} [0.7172
BV (0.7340
& |0.4533

0.8538

0.8416
0.5774
0.5421
0.7086
0.6657
0.6726
0.4605

0.8519

0.8396
0.3967
0.3465
0.6704
0.6219
0.5757
0.4886

0.9792

0.9774
0.9553
0.9515
0.9752
0.9716
0.9635
0.4571

0.9748

0.9727
0.9290
0.9231
0.9661
0.9611
0.9457
0.4704

0.9597

0.9564
0.8246
0.8100
0.9353
0.9258
0.8774
0.4958

0.9300

0.9241
0.7840
0.7660
0.8418
0.8186
0.8346
0.4396

0.9272

0.9212
0.6839
0.6576
0.7871
0.7558
0.7720
0.4553

0.9052

0.8973
0.4618
0.4170
0.6790
0.6318
0.6239
0.4665

40

P? 10.8248

P? |0.8179
RZ|0.6753
R} 0.6624
R2, |0.7449
R} 0.7276
BV |0.7316
& |0.4600

0.8347

0.8282
0.5676
0.5505
0.7023
0.6822
0.6764
0.4740

0.8287

0.8220
0.3879
0.3638
0.6703
0.6480
0.5803
0.4929

0.9762

0.9752
0.9537
0.9518
0.9741
0.9724
0.9625
0.4668

0.9715

0.9704
0.9272
0.9243
0.9650
0.9626
0.9454
0.4790

0.9537

0.9519
0.8165
0.8092
0.9331
0.9286
0.8742
0.4895

0.9196

0.9164
0.7783
0.7696
0.8356
0.8245
0.8356
0.4623

0.9174

0.9142
0.6788
0.6661
0.7805
0.7656
0.7770
0.4694

0.8973

0.8932
0.4510
0.4293
0.6733
0.6512
0.6341
0.4711

80

P2 10.8186

P? 0.8139
R%-(0.6719
R}, |0.6635
R, |0.7425
Rfg 07312
BV |0.7319
& 04673

0.8280

0.8235
0.5647
0.5534
0.7007
0.6876
0.6786
0.4819

0.8192

0.8146
0.3828
0.3669
0.6690
0.6545
0.5756
0.4843

0.9753

0.9747
0.9533
0.9521
0.9738
0.9727
0.9627
0.4772

0.9702

0.9694
0.9264
0.9245
0.9646
0.9630
0.9451
0.4793

0.9514

0.9502
0.8129
0.8081
0.9322
0.9293
0.8727
0.4855

0.9166

0.9144
0.7767
0.7709
0.8344
0.8272
0.8367
0.4714

0.9128

0.9106
0.6777
0.6694
0.7792
0.7695
0.7786
0.4728

0.8915

0.8886
0.4508
0.4366
0.6730
0.6587
0.6448
0.4860

120

Fonte: Autoria prépria.



72

Tabela 13 — Intervalos de valores de ¢ e de Var(y,), ¢ valores de A, juntamente com suas respectivas mé-
dias das estimativas, e também as médias das estimativas dos intervalos de L, no modelo beta ndo linear com
dispersdo varidvel corretamente especificado, usando g(-) log-log para u, € (0.0195,0.2300), g(-) logit para
U € (0.2726,0.8690), g(-) c-log-log para y; € (0.6067,0.9028) e A(.) log.

1, € (0.0195,0.2300)

L, o qS, Var(y, ) Var(y;) A A n
(0.0236,0.2456) (21.787,120.89) (40.175,8773.9) (0.0002,0.0057) (0.0002,0.0051) 30 26.5 20
(0.0157,0.2126) (12.540,119.51) (20.616,11059) (0.0002,0.0095) (0.000270.0090) 50 40.0
(0.0205,0.2331)  (4.518,97.50)  (6.414,18280) (0.0002,0.0243) (0.0003,0.0235) 100 70.8
(0.0161,0.2142) (21.787,120.89) (27.424,203.59) (0.0002,0.0057) (0.0002,0.0053) 30 29.2 40
(0.0158,0.2133) (12.540,119.51) (14.840,213.45) (0.0002,0.0095) (0.0002,0.0089) 50 47.1
(0.0190,0.2289)  (4.518,97.50)  (5.008,192.54) (0.0002,0.0243) (0.0002,0.0235) 100 93.3
(0.0183,0.2253) (21.787,120.89) (23.811,145.70) (0.0002,0.0057) (0.0002,0.0054) 30 29.8 80
(0.0262,0.2539) (12.540,119.51) (13.260,148.06) (0.0002,0.0095) (0.0002,0.0093) 50 49.9
(0.0160,0.2142)  (4.518,97.50)  (4.727,125.20) (0.0002,0.0243) (0.0002,0.0240) 100 104.5
(0.0197,0.2301) (21.787,120.89) (22.897,135.97) (0.0002,0.0057) (0.0002,0.0055) 30 30.3 120
(0.0198,0.2318) (12.540,119.51) (12.985,137.50) (0.0002,0.0095) (0.0002,0.0094) 50 50.4
(0.0178,0.2217) (4.518,97.50) (4.6767113.60) (0.0002,0.0243) (0.000270‘0240) 100 104.7

u: € (0.2726,0.8690)
(0.2747,0.8801) (39.298,955.84) (79.556,7550.3) (0.0002,0.0056) (0.0002,0.0067) 30 40.7 20
(0.2650,0.8943) (23.121,940.15) (45.475,10360) (0.0002,0.0095) (0.0001,0.0116) 50 73.2
(0.2943,0.8712) (7.829,711.69) (14.470,7606.8) (0.0002,0.0262) (0.000270.0309) 100 149.3
(0.2741,0.8616) (39.298,955.84) (45.227,1512.1) (0.0002,0.0056) (0.0002,0.0058) 30 34.2 40
(0.2819,0.8548) (23.121,940.15) (25.949,1582.7) (0.0002,0.0095) (0.0002,0.0098) 50 58.0
(0.2694,0.8642) (7.829,711.69) (8.689,1239.4) (0.0002,0.()262) (0.0002,0.0271) 100 125.1
(0.2732,0.8678) (39.298,955.84) (41.529,1141.6) (0.0002,0.0056) (0.0002,0.0057) 30 31.9 80
(0.2723,0.8623) (23.121,940.15) (24.214,1151.4) (0.0002,0.0095) (0.0002,0.0096) 50 53.2
(0.2684,0.8664) (7.829,711.69)  (8.125,894.6)  (0.0002,0.0262) (0.0002,0.0265) 100 114.7
(0.2706,0.8693) (39.298,955.84) (40.533,1082.1) (0.0002,0.0056) (0.0002,0.0057) 30 31.7 120
(0.2711,0.8663) (23.121,940.15) (23.953,1064.2) (0.0002,0.0095) (0.0002,0.0095) 50 51.9
(0.2677,0.8768) (7.829,711.69)  (7.991,819.8)  (0.0002,0.0262) (0.0002,0.0265) 100 111.4
1; € (0.6067,0.9028)
(0.6130,0.9464) (38.479,593.39) (60.475,22580) (0.0002,0.0057) (0.0004,0.0049) 30 10.9 20
(0.5989,0.8834) (22.875,585.89) (34.262,25365) (0.0002,0.0095) (0.0007,0.0082) 50 12.4
(0.5910,0.9018) (8.166,451.03)  (11.527,55282) (0.0002,0.0247) (0.0014,0.0217) 100 15.4
(0.6057,0.8966) (38.479,593.39) (46.233,1669.4) (0.0002,0.0057) (0.0002,0.0054) 30 23.4 40
(0.6017,0.9078) (22.875,585.89) (26.438,1864.4) (0.0002,0.0095) (0.0002,0.0091) 50 35.7
(0.6190,0.9003) (8.166,451.03) (9.295,1413.9) (0.0002,0.0247) (0.000470.0236) 100 52.3
(0.6148,0.9010) (38.479,593.39) (40.663,843.30) (0.0002,0.0057) (0.0002,0.0056) 30 30.7 80
(0.6086,0.9045) (22.875,585.89) (24.109,861.94) (0.0002,0.0095) (0.0002,0.0093) 50 50.4
(0.6042,0.8908) (8.166,451.03)  (8.490,687.98) (0.0002,0.0247) (0.0002,0.0244) 100 101.7
(0.6014,0.9004) (38.479,593.39) (39.682,733.62) (0.0002,0.()057) (0.0002,0.0056) 30 31.5 120
(0.6117,0.9035) (22.875,585.89) (23.633,736.52) (0.0002,0.0095) (0.0002,0.0093) 50 51.9
(0.6163,0.9104) (8.166,451.03)  (8.353,583.00) (0.0002,0.0247) (0.0002,0.0245) 100 108.2

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 11 — Gréficos de boxplot dos valores das estatisticas de adequabilidade de ajuste, no modelo beta ndo linear

com dispersdo varidvel corretamente especificado, para Y, €

(0.0195,0.2300), com g(-) log-log e A(-) log.
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Fonte: Autoria prépria.

Figura 12 — Graficos de boxplot dos valores das estatisticas de adequabilidade de ajuste, no modelo beta nao linear

com dispersdo varidvel corretamente especificado, para Y, €
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0.80

(0.2726,0.8690), com g(-) logit e A(-) log.

Fonte: Autoria propria.
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Figura 13 — Gréficos de boxplot dos valores das estatisticas de adequabilidade de ajuste, no modelo beta ndo linear
com dispersdo varidvel corretamente especificado, para y, € (0.6067,0.9028), com g(-) c-log-log ¢ i(-) log.
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Fonte: Autoria prépria.

4.3.1 Estudo Descritivo da Estatistica & - Caso Nao Linear

Com o objetivo de avaliar o comportamento de & para o modelo beta ndo linear, correta-
mente especificado e com dispersao varidvel, encontramos na Tabela 14 as medidas descritivas
dessa varidvel aleatéria, com base nos valores obtidos pela simulagdo descrita anteriormente.
Podemos entdo verrificar que, geralmente, as médias de & encontram-se em torno de 0.48,
principalmente para y, € (0.0195,0.2300) e u, € (0.2726,0.8690) com A > 50, essa afirmacgdo
torna-se mais evidente quando aumenta-se o tamanho amostral. Observando o desvio-padrao
encontramos valores proximos de 0.2, no entanto, vemos que para valores de , préximos de
zero ou de um, os desvios sao maiores do que para valores de U, centrais. Ademais, em todos
os cendrios de U, notamos que os desvios de & tendem a aumentar quando A aumenta, porém,
mantém-se constante quando o tamanho amostral cresce. Dessa forma, podemos supor que a
média e o desvio-padrao de & podem ser considerados fixos, quando ajustamos corretamente
um modelo beta nio linear.

Pelos valores apresentados para curtose vemos que estes sdo sempre proximos de 2.0, e
que essa medida torna-se ainda mais préxima desse valor quando A ou o tamanho amostral
aumentam. Vale notar também que para g, € (0.0195,0.2300) a distribuicdo de ¢ apresenta
menores curtoses do que para (, € (0.2726,0.8690) e u; € (0.6067,0.9028). Dessa forma,
a curva da distribui¢cdo normal padriao apresenta uma forma mais fechada, com valores mais
concentrados em torno da média, que o grafico da distribui¢ao dos valores de &, principalmente
para valores de U, proximos de zero. Notamos também que quando o tamanho amostral ou o
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grau de heteroscedasticidade aumentam o coeficiente de assimetria diminui. Logo, a curva da
distribuicdo de & torna-se mais simétrica.

Tabela 14 — Medidas descritivas de ¢ para diferentes valores de n e A, em diferentes cendrios da média
W, no modelo beta ndo linear com dispersdo varidvel corretamente especificado, usando g(-) log-log para
U € (0.0195,0.2300), g(-) logit para u, € (0.2726,0.8690), g(-) c-log-log para u; € (0.6067,0.9028) e h(.) log.

Meédia Desvio-Padrao
3 He €1(0.0195,0.2300) (0.2726,0.8690) (0.6067,0.9028) | (0.0195,0.2300) (0.2726,0.8690) (0.6067,0.9028)| n
20 0.4440 0.4643 0.4290 0.2322 0.1915 0.2101
50 0.4772 0.4880 0.4375 0.2485 0.2036 0.2274 20
100 0.4984 0.5120 0.4540 0.2673 0.2213 0.2562
20 0.4533 0.4571 0.4396 0.2327 0.1737 0.1900
50 0.4605 0.4704 0.4553 0.2530 0.1879 0.2175 40
100 0.4886 0.4958 0.4665 0.2635 0.2134 0.2547
20 0.4600 0.4668 0.4623 0.2362 0.1745 0.1910
50 0.4740 0.4790 0.4694 0.2525 0.1883 0.2160 80
100 0.4929 0.4895 0.4711 0.2695 0.2160 0.2525
20 0.4673 0.4772 0.4714 0.2364 0.1760 0.1893
50 0.4819 0.4793 0.4728 0.2522 0.1920 0.2173 120
100 0.4843 0.4855 0.4860 0.2693 0.2179 0.2534
Curtose Assimetria
20 2.1504 2.8506 2.8128 0.2290 0.4929 0.6786
50 2.0001 2.5007 2.4690 0.1225 0.3090 0.4966 20
100 1.8939 2.2649 2.0766 0.0824 0.1152 0.2782
20 2.1432 2.6269 2.6701 0.2167 0.1220 0.3852
50 1.9872 2.4617 23115 0.1828 0.0713 0.2231 40
100 1.9531 2.2428 2.0139 0.0964 -0.0169 0.1429
20 2.1105 2.5026 2.3720 0.1987 -0.0391 0.1414
50 1.9961 2.3517 2.1830 0.1025 0.0329 0.1389 80
100 1.8953 2.2617 2.0278 0.0405 -0.0717 0.1202
20 2.0658 25063 23512 0.1619 0.0073 0.1213
50 1.9996 2.3795 2.1793 0.0938 -0.0157 0.1053 120
100 1.9066 22350 1.9892 0.0522 -0.0677 0.0621

Fonte: Autoria prépria.

Os histogramas dos valores de & para o modelo beta nao linear corretamente especificado
sdo apresentados pelas Figuras 14, 15 e 16, para os tamanhos amostrais 20, 80 e 120, res-
pectivamente, e para cada cendrio de U, com os graus de heteroscedasticidade 30, 50 e 100.
Observando essas figuras vemos que para valores de U, proximos de zero, temos uma maior
frequéncia de valores de & localizados nos extremos do intervalo (0, 1), do que para os demais
cendrios de U, isso ocorre mesmo para tamanhos amostrais altos.

Prosseguindo, podemos observar que tanto para g, € (0.2726,0.8690) quanto para y, €
(0.6067,0.9028), a distribuicdo dos valores de & apresenta forma mais simétrica quando o
tamanho amostral aumenta. Dessa forma, assim como para o modelo beta linear, temos que,
quando ajustamos corretamente 0 modelo beta ndo linear com parametro dispersao varidvel e o
tamanho amostral é consideravelmente alto, & segue distribuicdo aproximadamente simétrica,
cuja média, desvio-padrdo e curtose sdo aproximadamente 0.48, 0.2 e 2.0, respectivamente.
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Figura 14 — Histogramas de & no modelo beta ndo linear corretamente especificado, com ¢ varidvel e n = 20.
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Fonte: Autoria prépria.
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Figura 15 — Histogramas de & no modelo beta ndo linear corretamente especificado, com ¢ varidvel e n = 80.
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Figura 16 — Histogramas de & no modelo beta ndo linear corretamente especificado, com ¢ variavel e n = 120.
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=50 : =50 ) =50
n=120 . n=120 . n=120

) © )

1t € (0.0195, 0.2300) 1t € (0.2726, 0.8690) 1 < (0.6067, 0.9028)
2=100 ) =100 - =100
n=120 n=120 n=120

(&)
(&)
|
[
(&)

&
(9) (h) (i)

Fonte: Autoria prépria.

4.3.2 Avaliacao Para Tamanhos de Amostras Maiores

Prosseguimos com nosso estudo tendo o interesse de avaliar o comportamento e desempe-
nho das estatisticas de adequabilidade para um tamanho amostral consideravelmente elevado,
n = 500, sob um modelo beta ndo linear corretamente especificado e também sob um modelo
beta mal especificado, de modo que nesse segundo caso foi desconsiderado no ajuste o fator de
nao linearidade. Nesse estudo foram utilizadas MC = 5000 réplicas de Monte Carlo e B = 250
réplicas bootstrap. Além disso, consideramos apenas o cendrio de u; € (0.25830.8695), com
g(+) logite A = 50.

Dessa forma, seja yi,y2,...,y, uma amostra de n varidveis aleatdrias independentes, cuja
média e precisdo de cada y;, com ¢ = 1,...,n, satisfazem, respectivamente, as seguintes relacoes

funcionais:

log (1 'l_hut) =Bi+x2” e log(¢) =n+pm (4.6)

Podemos notar que foi assumida uma estrutura nao linear apenas no submodelo da média.
Os valores assumidos para os pardmetros foram: (f1,5:) = (—1.2,2.8) e (n1,72) = (1.7,3.3), ¢
os valores das covaridveis x;, e z;» foram gerados a partir da distribui¢do U (0.5, 1.5). Na Tabela
15 encontramos os valores médios das estatisticas de avaliagdo de desempenho, com o modelo
beta ndo linear corretamente especificado e quando € omitida a ndo linearidade da média.



78

Tabela 15 — Valores médios das estatisticas de avaliagdo de desempenho no modelo beta ndo linear corretamente
especificado e quando é omitida a ndo linearidade da média, para y, € (0.2583,0.8695), g(-) logit, A =50 e
n = 500.

Modelo log ( lf’“,) = Bi+x2P?
Verdadeiro elog(¢) =1+ P
Modelo | log (lt—hut) =B +x2P | log ( 1‘—11,4,) = 1+ Baxea "
Ajustado elog(¢) =y + Pz elog(¢) =11+ P
P? 0.9677 0.9096
P? 0.9675 0.9091
R¥c 0.9371 0.8936
Ric. 0.9367 0.8929 500
Ry 0.9999 0.9993
Rip 0.9999 0.9993
BV 0.9672 0.9154
07 0.4856 0.2133

Fonte: Autoria prépria.

Tabela 16 — Valores verdadeiros e estimados dos pardmetros f’s e ¥’s, dos intervalos de u, ¢ e dE Var(y,), e
do grau de heteroscedasticidade A, para o modelo corretamente especificado: log[(u;)/(1 — )] = Bi +x2P2 e
log(¢:) = i + 1222, € para o modelo omitindo a néo linearidade da média: log[(i;)/(1 — )] = Bi + Baxea €

log(¢) = 11 + Y212, com n = 500.

Quantidades Valores Modelo Corretamente Modelo Omitindo a "
Estimadas Verdadeiros Especificado Nio Linearidade da Média
Bi —-1.2 —1.2000 —2.9412
B> 2.8 2.8003 2.9193
" 1.7 1.6934 2.5516
02 33 3.3138 1.6677 500
W (0.2583,0.8695) (0.2586,0.8705) (0.1825,0.8066)
o (28.696,769.83) (28.941,787.33) (29.842,156.84)
Var(y;) (0.00017,0.00841) | (0.00016,0.00847) (0.00105,0.00819)
A 50 51.1 7.8

Fonte: Autoria prépria.

Observando os valores Na Tabela 15 vemos que, apesar das estatisticas do tipo P? e R?, e

também BV (quando avaliado isoladamente), apresentarem valores um pouco mais elevados e

proximos a um, quando o modelo ajustado estd corretamente especificado, os valores dessas

medidas quando desconsiderado o fator de ndo linearidade da média ainda sdo bastante eleva-

dos, indicando entdo que o modelo linear ajustado estd aceitdvel. No entanto, se observarmos

agora as médias das estimativas de U, ¢y, Var(y;) e A, apresentados na Tabela 16 para ambos os

casos, podemos verificar que a omissdo da ndo linearidade da média durante o ajuste afeta con-
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sideravelmente tais estimativas, especialmente para os valores da precisao. Sabendo que o valor
mediano verdadeiro de ¢; € 150.78, entdo, para cada réplica de Monte Carlo é provavel que
50% das estimativas de ¢;, com ¢t = 1,...,500 estejam altamente viesadas, mesmo que o sub-
modelo da precisdo esteja bem especificado. Consequentemente, as estimativas dos minimos
das variancias também sdo bastante afetados e assim também o grau de heteroscedasticidade.

Dessa forma, vemos que mesmo para um tamanho amostral bastante alto, as estatisticas de
adequabilidade PZ, Pf, RIZ:C, R%CL_, R%R e R%RC’ e também BV sozinho, ndo conseguem captar 0s
problemas destacados. Entretanto, podemos notar que & foi a Unica estatistica que apresentou
alteracdo drastica em seu valor, de modo que foi apresentado para essa medida um valor médio
bem menor do esperado, quando o modelo esta correto. Muito provavelmente esse fato se deve
aos altos vieses de ¢, pois como j4 indicado anteriormente, & é um forte indicador da quali-
dade das estimativas da precisdo. Logo, reforcamos a importancia de avaliar conjuntamente os
valores de BV e (.

E notdvel o valor de & = 0.21 indicando a m4 especificacio do modelo. Geralmente, em
estudos de anélise de adequabilidade de modelos de regressao, ndo é comum dispor de métodos
que apontam problemas no ajuste do modelo linear devido a omissdo da nao linearidade no
submodelo da média. Assim, ressaltamos o mérito da estatistica &. De fato, e finalmente, o
método que propomos ap6s o estudo das estatisticas BV e & é inicialmente avaliar &. Caso seu
valor esteja muito distante de 0.5, como por exemplo, 0.3 ou 0.7, isto é um sinal que o modelo
estd mal especificado e deve ser descartado. J4 para valores de & ~ 0.5, a selecdo do modelo
envolve a escolha de BV com valores mais proximos de um.
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5  AVALIACAO NUMERICA NO MODELO BETA COM DISPERSAO FIXA

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo buscamos avaliar o desempenho das estatisticas BV e @ considerando o mo-
delo de regressdo beta linear com o parametro de precisdao ¢ fixo ao longo das observacoes.
Iremos observar a partir dos estudos de simulagdo que esse caso merece um certo cuidado e
destaque ao usarmos as nossas estatisticas de adequabilidade de ajuste, especialmente para pe-
quenos tamanhos de amostras.

5.2 AVALIACAO NO MODELO CORRETAMENTE ESPECIFICADO

Consideramos agora o modelo de regressdo beta linear, com ¢ fixo. Dessa forma, seja
Y1,¥2,---,Y, Uma amostra de n varidveis aleatérias independentes, em que cada y,, t = 1,...,n
segue distribuicdo beta, com funcdo densidade dada por (2.2), com média L, e precisdo cons-
tante ¢, cuja média de y; satisfaz a seguinte relacdo:

g() = Bi+PBoxia+ Baxiz + Baxia + Bsxis. (5.1)

Logo, consideramos quatro covaridveis nesse estudo, que apds geradas permaneceram fixas
durante todo o processo de simulacdo. Foram utilizados a principio os tamanhos amostrais
n = 20, 40, 60, 80, 100 e 120, de modo que sdo geradas 20 observacdes das covaridveis x;; ~
U(0,1), comi=2,...,5, em seguida, para garantir que a média da resposta se mantenha em
um mesmo conjunto de valores para todo n, as amostras sdo replicadas até obter os valores
amostrais desejados.

Buscando novamente avaliar as estatisticas BV e & em diferentes cendrios para L, foram
definidos os valores dos parametros do modelo para média e também a distribui¢do das covaria-
veis x;;, com i = 2,...,5, de modo que os valores de p; estejam distribuidos em trés diferentes
cendrios (préximos do zero, préximos de um e centrais). Além disso, consideramos para g(-)
quatro diferentes funcdes de ligacdo: logit, probit, log-log e complemento log-log, todas defi-
nidas no capitulo 2.

Tabela 17 — Valores dos pardmetros f3’s fixados para a andlise no modelo beta linear corretamente especificado
com pardmetro ¢ fixo, junto com os respectivos intervalos produzidos para y, e a fun¢éo de ligacéo g(-) utilizada.

B B2 B Bs  Bs u g()
-1.6 1.0 0.7 1.0 148 0.2925,0.8252) Probit

He € (
-2.3 1.5 1.8 12 1.7 | y €(0.2933,0.8239) Logit
245 1.1 1.2 1.0 0.28 | y €(0.0100,0.2678) Log-log
-0.8 1.12 125 1.0 04 | y €(0.6923,0.9860) | C-Log-log

Fonte: Autoria prépria.

Inicialmente, desenvolvemos a simulacdo de Monte Carlo para calcular os valores de ae
BV, quando o modelo ajustado estd corretamente especificado. Tal simulacdo estd baseada em
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metodologia similar a apresentada para o modelo beta com ¢ varidvel. Os valores fixados para
os pardmetros 3’s e os respectivos intervalos obtidos para y, sdo apresentados na Tabela 17,
além da fungdo g(-) utilizada em cada cenario.

Podemos ver na Tabela 18 os valores médios das estatisticas de avaliacdo de desempenho
para o modelo beta linear com precisdo fixa. Analisando essa tabela € possivel ver que BV
possui um comportamento semelhante as demais estatisticas de qualidade de ajuste, assumindo
valores proximo de um, o que implica em um bom desempenho dessas medidas, uma vez que
o modelo estd corretamente especificado. Notadamente, os valores das estatisticas crescem
a medida que ¢ aumenta e para intervalos de U, centrais, em que tipicamente o processo de
estimagdo dos pardmetros do modelo de regressao beta tem melhor desempenho. Entretanto,
para todos os intervalos de U, as estatisticas apresentam valores aproximadamente entre 0.5
e 0.7, quando ¢ = 20 e n < 40, mesmo com a funcdo de ligacdo considerada apropriada ao
intervalo da média da varidvel resposta, segundo Espinheira, et al. (2019). De fato, apesar do
modelo estar corretamente especificado, quando a precisdo e o tamanho da amostra sao baixos
as medidas refletem a dificuldade em ajustar os dados, em especial as estatisticas do tipo R* e
mais enfaticamente suas versoes corrigidas.

E interessante enfatizar que no modelo de regressio beta este fato estd diretamente relaci-
onado com @, o qual é tipicamente viesado quando a precisdo verdadeira dos dados é pequena
e o tamanho da amostra é reduzido, um comportamento comumente relacionado a estimacgdo
por maxima verossimilhanca. De fato, uma vez que critérios do tipo R? avaliam a qualidade do
modelo ajustado em explicar a variabilidade da varidvel resposta, seus valores sdo mais afeta-
dos pela precisdo baixa ¢ = 20 que o critério P2. No entanto, o valor reduzido da precisdo do
modelo também torna fi;, mais viesado, o que é refletido pelos valores de P? abaixo de 0.79.
Podemos confirmar essas informacdes a partir dos resultados apresentados pela Tabela 19, em
que dispomos das médias das estimativas de ¢ e dos vieses de @, e também dos médximos e
minimos das estimativas das variancias e de l;. De fato, observamos que existem diferencas
mais sgnificativas entre as estimativas e os valores verdadeiros dos parametros e da variancia
quando n € pequeno e ¢ = 20, em todos os cendrios de U;. Temos ainda que a medida que o
tamanho da amostra aumenta, ja a partir de n = 40, os valores das estatisticas tornam-se mais
proximos, indicando equilibrio entre os poderes de predi¢do e de explicacao da variabilidade da
resposta. Esse cendrio também € véalido quando ¢ = 20, ou seja, a precisdo do modelo € baixa
e consequentemente a variabilidade da varidvel resposta € grande. Neste caso, os valores das
estatisticas se aproximam de 0.7, que € um valor baixo, considerando que o modelo esté cor-
retamente especificado. No entanto, é importante enfatizar que este valor esta diretamente
relacionado a precisao dos dados.

Um fato importante observado nesse estudo de simulagdo com o modelo corretamente espe-
cificado e ¢ constante € que em média & apresenta valores bem menores que 0.5, de modo que
quanto menor o tamanho da amostra menor a média de &. Tal comportamento esta de acordo
com a defini¢do 3.15, uma vez que, quando o tamanho da amostra diminui o processo de es-
timacdo por maxima verossimilhanca apresenta maior dificuldade em estimar corretamente os
parametros. Logo, as estimativas sdo consideravelmente viesadas quando o tamanho amostral
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¢ baixo, especialmente para ¢, conforme observamos na Tabela 19. Dessa forma, é esperado
que o valor do minimo das estatisticas diminua quando n decresce, consequentemente, a pro-
babilidade dada por 3.15 converge para zero, uma vez que a drea correspondente ao gréfico
da distribui¢cdo do minimo diminui. Vale ainda destacar que mesmo quando ¢ = 400, em que
as estatisticas do tipo P2, R? ¢ também BV assumem valores bastante elevados e bem proxi-
mos a um, os valores de & sdo menores que para ¢ = 20 ou ¢ = 100. Isso provavelmente
ocorre devido ao viés de ¢3 ser mais elevado, conforme notamos pela Tabela 19. No entanto,
como o viés diminui quando o tamanho da amostra aumenta, vemos que os valores de & au-
mentam e também tornam-se préximos para os trés valores de ¢, em cada um dos cendrios de
Y. Adicionalmente, vemos também que os valores de & sao maiores para U, localizado nos
extremos do intervalo unitdrio, isso possivelmente ocorre devido as variancias serem menores
nessas situacdes, o que contribui para o ajuste. Vemos entdo que quanto menor o tamanho da
amostra, menor o valor de &, e maior € o peso atribuido ao valor minimo das estatisticas no
calculo de BV. Consequentemente, os valores mais reduzidos da BV refletem a dificuldade em
estimar os parametros do modelo de regressdo beta, quando dispomos de pequenas amostras.
Neste sentido, podemos dizer que BV possui um desempenho superior as demais estatisticas,
quando avaliadas isoladamente. De fato, estamos dispondo de uma medida de qualidade de
ajuste rigorosa.

Com base no que foi discutido nos pardgrafos anteriores obtemos algumas conclusdes asso-
ciadas ao modelo de regressao beta com precisdo fixa. A primeira é que o valor de ¢ aumenta
juntamente com o tamanho da amostra, porém, mesmo para n = 120 temos 0.36 < & < 0.43
aproximadamente, indicando que o ajuste ainda ndo estd bom, e isso se deve a ¢ ainda ser
bastante viesado. Logo, torna-se mais apropriado utilizar amostras maiores. A Segunda obser-
vagio é que quando a precisdo do modelo é pequena tanto fI quanto ¢ sio consideravelmente
viesados, o que é evidenciado por valores das estatisticas P2, R> ¢ BV em torno de 0.7. E a
terceira e dltima observagdo é que quanto menor o tamanho da amostra mais rigorosa ¢ a me-
dida BV, e quanto maior o tamanho da amostra mais proximos sdo os valores das medidas de
adequabilidade P?, R? e também BV .
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Tabela 18 — Valores médios das estatisticas de avaliacdo de desempenho no modelo beta linear com precisio fixa
corretamente especificado, com g(-) adequada a cada cendrio de y, e A(-) log.

g(+) : Probit
1 € (0.2925,0.8252)

g(+) : Logit
11, € (0.2933,0.8239)

g(+) : Log-Log
1, € (0.0100,0.2678)

g(+) : C-Log-Log
1 € (0.6923,0.9860)

20

100

400

20

100

400

20

100

400

20

100

400

P2
P?

2
RFC

2
Rir

0.7907

0.7160
0.7723

10.6910

0.7741
0.5873
0.6273
0.1929

0.9435
0.9233
0.9398
0.9182
0.9404
0.8911
0.9007
0.1795

0.9851
0.9797
0.9842
0.9785
0.9844
0.9714
0.9739
0.1771

0.7313

0.6354
0.7194
0.6193
0.7275
0.5022
0.5494
0.1969

0.9216
0.8936
0.9204
0.8919
0.9234
0.8601
0.8720
0.1817

0.9791
0.9717
0.9789
0.9714
0.9798
0.9631
0.9661
0.1795

0.8173

0.7521
0.7359
0.6415
0.7762
0.5912
0.6332
0.2724

0.8799
0.8370
0.9104
0.8784
0.9194
0.8528
0.8498
0.2099

0.9581

0.9432
0.9752
0.9664
0.9773
0.9585
0.9494
0.1885

0.8197
0.7552
0.7214
0.6219
0.7532
0.5492
0.6022
0.2361

0.8930

0.8547
0.9090
0.8765
0.9151
0.8450
0.8540
0.1948

0.9646
0.9519
0.9747
0.9656
0.9761
0.9563
0.9559
0.1879

20

0.7453
0.7078
0.7388
0.7003
0.7415
0.6684
0.6904
0.2785

0.9300
0.9197
0.9299
0.9195
0.9307
09112
0.9165
0.2656

0.9816
0.9789
0.9816
0.9789
0.9819
0.9768
0.9782
0.2678

0.6765
0.6290
0.6795
0.6324
0.6894
0.6016
0.6264
0.2839

0.9039
0.8898
0.9081
0.8945
09118
0.8868
0.8933
0.2694

0.9740
0.9701
0.9754
0.9718
0.9764
0.9698
0.9714
0.2645

0.7888
0.7578
0.6968
0.6522
0.7497
0.6789
0.6898
0.3575

0.8552
0.8339
0.8963
0.8810
0.9073
0.8810
0.8543
0.2866

0.9484
0.9408
0.9710
0.9667
0.9736
0.9661
0.9494
0.2658

0.7894
0.7584
0.6857
0.6395
0.7229
0.6445
0.6744
0.3259

0.8702
0.8511
0.8946
0.8791
0.9015
0.8737
0.8650
0.2881

0.9568
0.9504
0.9710
0.9667
0.9725
0.9647
0.9563
0.2660

40

Rix
Rix.
BV

=3

0.7299

0.7049
0.7275

10.7023

0.7305
0.6845
0.6999
0.3186

0.9252
0.9183
0.9263
0.9195
0.9274
0.9150
0.9188
0.3062

0.9804

0.9786
0.9808
0.9790
0.9811
0.9778
0.9788
0.3086

0.6566

0.6248
0.6646
0.6336
0.6757
0.6203
0.6362
0.3241

0.8970
0.8874
0.9031
0.8942
0.9071
0.8913
0.8935
03112

0.9721
0.9695
0.9740
0.9716
0.9752
0.9709
0.9712
0.3045

0.7811

0.7608
0.6871
0.6581
0.7433
0.6995
0.7004
0.3959

0.8480

0.8339
0.8922
0.8822
0.9037
0.8872
0.8560
0.3257

0.9452

0.9401
0.9698
0.9670
0.9724
0.9677
0.9499
0.3039

0.7774

0.7568
0.6717
0.6413
0.7117
0.6625
0.6839
0.3627

0.8626

0.8499
0.8903
0.8801
0.8975
0.8800
0.8649
0.3236

0.9536
0.9493
0.9694
0.9666
0.9710
0.9660
0.9560
0.3062

60

2
Ric
R
i
i,

BV

[=3)

0.7227
0.7039
0.7224
0.7037
0.7257
0.6922
0.7039
0.3418

0.9231
0.9179
0.9250
0.9199
0.9260
0.9169
0.9199
0.3330

0.9796
0.9782
0.9802
0.9789
0.9805
0.9781
0.9789
0.3356

0.6480
0.6242
0.6588
0.6358
0.6702
0.6299
0.6391
0.3493

0.8938
0.8866
0.9011
0.8944
0.9051
0.8935
0.8928
0.3357

0.9711
0.9692
0.9734
0.9716
0.9746
0.9715
0.9710
0.3307

0.7751
0.7600
0.6795
0.6578
0.7392
0.7074
0.7008
0.4071

0.8434
0.8329
0.8897
0.8823
0.9016
0.8896
0.8562
0.3483

0.9434
0.9396
0.9691
0.9670
0.9718
0.9683
0.9502
0.3294

0.7728
0.7575
0.6665
0.6440
0.7082
0.6726
0.6892
0.3850

0.8586
0.8490
0.8876
0.8800
0.8950
0.8822
0.8645
0.3479

0.9525
0.9493
0.9690
0.9669
0.9706
0.9670
0.9563
0.3314

80

P?
Rfc
Ric,
Rix
Rix,

BV

=3

0.7176

0.7026
0.7186
0.7036
0.7218
0.6953
0.7049
0.3594

0.9220
0.9178
0.9243
0.9203
0.9253
0.9182
0.9204
0.3514

0.9793

0.9782
0.9800
0.9790
0.9803
0.9785
0.9790
0.3559

0.6423

0.6233
0.6550
0.6367
0.6665
0.6347
0.6386
0.3643

0.8918

0.8860
0.8997
0.8944
0.9038
0.8947
0.8923
0.3533

0.9708
0.9692
0.9733
0.9718
0.9744
0.9720
0.9711
0.3488

0.7724

0.7603
0.6764
0.6592
0.7369
0.7118
0.7027
0.4206

0.8407

0.8323
0.8880
0.8820
0.9002
0.8907
0.8565
0.3651

0.9428

0.9397
0.9689
0.9672
0.9716
0.9689
0.9507
0.3471

0.7694
0.7571
0.6625
0.6446
0.7046
0.6765
0.6907
0.3992

0.8567

0.8491
0.8867
0.8807
0.8940
0.8840
0.8649
0.3628

0.9515
0.9489
0.9684
0.9668
0.9700
0.9672
0.9562
0.3494

100

2
Ric
R
i
i,

BV

[=3)

0.7142
0.7017
0.7161
0.7036
0.7194
0.6975
0.7055
0.3726

0.9208
0.9173
0.9234
0.9200
0.9244
0.9186
0.9199
0.3632

0.9790
0.9781
0.9798
0.9789
0.9801
0.9786
0.9788
0.3703

0.6380
0.6221
0.6514
0.6361
0.6632
0.6370
0.6374
0.3767

0.8913
0.8865
0.8996
0.8952
0.9037
0.8962
0.8928
0.3660

0.9704
0.9691
0.9729
0.9718
0.9741
0.9721
0.9709
0.3629

0.7710
0.7610
0.6744
0.6601
0.7359
0.7154
0.7039
0.4277

0.8394
0.8323
0.8875
0.8826
0.8998
0.8919
0.8571
0.3752

0.9418
0.9393
0.9684
0.9671
0.9712
0.9690
0.9507
0.3588

0.7663
0.7561
0.6596
0.6447
0.7015
0.6783
0.6921
0.4142

0.8552
0.8488
0.8857
0.8807
0.8932
0.8849
0.8651
0.3767

0.9509
0.9487
0.9682
0.9668
0.9697
0.9674
0.9563
0.3615

120

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 19 — Valores médios de ¢ e de seus respectivos vieses, e também dos intervalos de fI; e da Var(y,), para
cada tamanho amostral, no modelo beta linear corretamente especificado com precisdo fixa, utilizando a fungdo
g(+) adequada ao cendrio da média.

g(+) : Probit

1y € (0.2925,0.8252)

g(+) : Logit

1, € (0.2933,0.8239)

9
Var(y;)

20
(0.0069,0.0119)

100
(0.0014,0.0025)

400
(0.0004,0.0006)

20
(0.0069,0.0118)

100
(0.0014,0.0024)

400
(0.0004,0.0006)

¢ (Viés)
Var(y)
i

30.6 (10.6521)

(0.0052,0.0089)
(0.2639,0.8207)

154.6 (54.0841)

(0.0011,0.0018)
(0.2789,0.8189)

628.7 (219.1603)

(0.0003,0.0004)
(0.2799,0.8251)

30.6 (10.6071)

(0.0052,0.0088)
(0.3264,0.8256)

154.6 (54.0764)

(0.0011,0.0018)
(0.2460,0.7929)

631.0 (221.5168)

(0.0002,0.0004)
(0.2897,0.8374)

20

¢ (Viés)
Var(y)
Qe

24.3 (4.2909)

(0.0059,0.0104)
(0.2305,0.7935)

122.6 (22.1581)
(0.0012,0.0021)
(0.2590,0.8130)

497.8 (88.3034)

(0.0003,0.0005)
(0.2835,0.8320)

24.2 (4.2205)

(0.0060,0.0103)
(0.3214,0.8483)

121.4 (20.9171)

(0.0012,0.0021)
(0.2814,0.7973)

496.43 (86.9024)

(0.0003,0.0005)
(0.2794,0.8225)

40

¢ (Viés)
Var(y,)
Qe

22.6 (2.6134)

(0.0063,0.0109)
(0.2753,0.8198)

113.3 (12.8097)

(0.0013,0.0023)
(0.2994,0.8311)

463.0 (53.4928)

(0.0003,0.0005)
(0.2904,0.8164)

22.7 (2.6795)

(0.0063,0.0108)
(0.2289,0.8796)

113.5 (13.0299)

(0.0013,0.0022)
(0.2994,0.8124)

464.2 (54.6423)

(0.0003,0.0005)
(0.2975,0.8187)

60

¢ (Viés)
Var(y;)
i3

21.8(1.8336)

(0.0064,0.0112)
(0.2861,0.8607)

110.2 (9.6944)

(0.0013,0.0023)
(0.2992,0.8119)

450.5 (40.9364)

(0.0003,0.0006)
(0.2882,0.8289)

21.9 (1.9035)

(0.0065,0.0110)
(0.3382,0.8469)

110.1 (9.5912)

(0.0013,0.0023)
(0.2925,0.8456)

448.9 (39.3442)

(0.0003,0.0005)
(0.2866,0.8114)

80

¢ (Viés)
\751”(% )
i

21.6 (1.5573)

(0.0065,0.0112)
(0.2501,0.8152)

108.0 (7.5694)

(0.0013,0.0023)
(0.2947,0.8275)

439.5 (30.0012)

(0.0003,0.0006)
(0.2862,0.8299)

21.5 (1.4553)

(0.0066,0.0112)
(0.2966,0.8506)

107.96 (7.4772)

(0.0013,0.0023)
(0.2924,0.8366)

440.8 (31.2916)

(0.0003,0.0006)
(0.2967,0.8277)

100

¢ (Viés)
Var(y)
e

21.2 (1.2497)

(0.0066,0.0114)
(0.2992,0.8383)

106.8 (6.2827)

(0.0013,0.0023)
(0.2796,0.8266)

434.3 (24.7341)

(0.0003,0.0006)
(0.2961,0.8241)

21.2 (1.2374)

(0.0066,0.0113)
(0.2989,0.8079)

106.7 (6.2353)

(0.0014,0.0023)
(0.2837,0.8197)

433.8 (24.2298)

(0.0003,0.0006)
(0.3038,0.8241)

120

8(+) : Log-Log

1, € (0.0100,0.2678)

g(+) : C-Log-Log

1, € (0.6923,0.9860)

9
Var(y;)

20
(0.0005,0.0093)

100
(0.0001,0.0019)

400
(0.0000,0.0005)

20
(0.0007,0.0101)

100
(0.0001,0.0021)

400
(0.0000,0.0005)

¢ (Viés)
Var(y)
Qe

31.4 (11.4023)

(0.0004,0.0069)
(0.0169,0.3081)

154.8 (54.3731)

(0.0000,0.0014)
(0.0087,0.3001)

630.0 (220.5187)

(0.0000,0.0003)
(0.0118,0.2621)

32.4 (12.4211)

(0.0005,0.0074)
(0.6110,0.9954)

155.9 (55.4412)

(0.0001,0.0016)
(0.6863,0.9904)

629.5 (219.9987)

(0.0000,0.0004)
(0.6957,0.9837)

20

¢ (Viés)
Var(y)
i

24.5 (4.4544)

(0.0004,0.0081)
(0.0059,0.2893)

122.6 (22.0915)

(0.0000,0.0017)
(0.0096,0.2862)

495.2 (85.6433)

(0.0000,0.0004)
(0.0122,0.2534)

24.5 (4.5181)

(0.0006,0.0088)
(0.7203,0.9864)

122.6 (22.0877)

(0.0001,0.0018)
(0.7033,0.9823)

495.2 (85.7089)

(0.0000,0.0004)
(0.6854,0.9877)

40

¢ (Viés)
Var(y)
i

22.8 (2.8149)

(0.0004,0.0085)
(0.0075,0.2968)

114.1 (13.5866)

(0.0000,0.0018)
(0.0088,0.2566)

463.2 (53.6604)

(0.0000,0.0004)
(0.0097,0.2711)

22.9 (2.9818)

(0.0006,0.0092)
(0.6934,0.9929)

114.6 (14.1432)

(0.0001,0.0019)
(0.6875,0.9928)

462.8 (53.2568)

(0.0000,0.0005)
(0.6952,0.9875)

60

¢ (Viés)
@r()'t )
%

21.969 (1.9641)

(0.0005,0.0087)
(0.0074,0.3055)

110.1 (9.6391)

(0.0000,0.0018)
(0.0110,0.2581)

448.6 (39.1113)

(0.0000,0.0004)
(0.0107,0.2594)

22.0 (2.0253)

(0.0006,0.0095)
(0.7051,0.9878)

110.4 (9.9578)

(0.0001,0.0019)
(0.6654,0.9897)

448.7 (39.1952)

(0.0000,0.0005)
(0.6911,0.9866)

80

¢ (Viés)
Var(y)
Qe

21.6 (1.6185)

(0.0004,0.0088)
(0.0110,0.2568)

108.3 (7.8343)

(0.0000,0.0018)
(0.0093,0.2680)

438.9 (29.4012)

(0.0000,0.0004)
(0.0089,0.2643)

21.7 (1.6630)

(0.0006,0.0096)
(0.6798,0.9921)

108.0 (7.5595)

(0.0001,0.0020)
(0.6919,0.9855)

440.4 (30.9095)

(0.0000,0.0005)
(0.6917,0.9890)

100

¢ (Viés)
Var(y,)
i

21.3 (1.2874)

(0.0005,0.0089)
(0.0129,0.2685)

106.7 (6.2253)

(0.0000,0.0018)
(0.0117,0.2685)

434.7 (25.2275)

(0.0000,0.0004)
(0.0107,0.2621)

21.237 (1.2320)

(0.0006,0.0097)
(0.6828,0.9867)

107.1 (6.6432)

(0.0001,0.0020)
(0.7030,0.9833)

434.61 (25.0795)

(0.0000,0.0005)
(0.6961,0.9856)

120

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 17 — Gréficos de boxplot dos valores estatisticas de avaliacdo de desempenho no modelo beta linear corre-

tamente especificado, com precisao fixa e fun¢ao de ligacio probit para , €
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Fonte: Autoria prépria.
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Figura 18 — Graficos de boxplot dos valores estatisticas de avaliagdo de desempenho no modelo beta linear corre-

tamente especificado, com precisdo fixa e funcdo de ligacdo logit para y; €
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Figura 19 — Gréficos de boxplot dos valores das estatisticas de avaliacdo de desempenho no modelo beta linear
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Fonte: Autoria prépria.

Figura 20 — Graficos de boxplot dos valores das estatisticas de avaliacdo de desempenho no modelo beta linear

corretamente especificado, com precisao fixa e fungdo de ligagao c-log-log para y; €
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Nas Figuras 17 e 18 sao apresentados os graficos de boxplot dos 5000 valores das estatisti-
cas de avaliacdo de desempenho do modelo beta, para 1, € (0.30,0.83) aproximadamente, uti-
lizando as fungdes probit e logit, respectivamente. Com base nestas figuras percebemos que as
distribui¢Oes das estatisticas tornam-se semelhantes entre si a medida que o tamanho da amostra
cresce, independentemente do valor de ¢. No entanto, os valores das estatisticas concentram-se
proximos de um quando o valor da precisdo aumenta. Quando ¢ = 20 e n = 20 a dispersao
das distribuicdes empiricas das estatisticas é consideravelmente alta, em especial de R%RL. que
apresenta valores até negativos, em especial quando a funcdo de ligagcdo € logit (Figura 18a).
Consequentemente, enquanto para o modelo probit os valores de BV estdo dentro do intervalo
(0,1), para o modelo logit esses valores estdo em (—0.2,1). De forma geral, a distribui¢do dos
valores da BV apontam para melhor adequabilidade modelo probit, quando a média da varidvel
resposta encontra-se bem distribuida em torno do valor central do intervalo unitario.

As distribui¢des empiricas das estatisticas analisadas com base nos gréificos de boxplot das
5000 réplicas sao muito uteis para evidenciar o desempenho da regressdao beta em modelar
respostas concentradas nos extremos do intervalo (0, 1), considerando a Figura 19, para y, = 0,
com func¢do de ligagdo log-log, e a Figura 20, para ; ~ 1, com ligacdo c-log-log.

De forma geral, podemos notar que quando a precisao do modelo € baixa, o critério R%C
aponta para o baixo poder do modelo de regressdo beta em explicar a variabilidade da varidvel
resposta. De fato, neste cendrio ¢ geralmente é consideravelmente viesado e os valores mais
baixos do critério R%C em comparacgao ao critério R% r» €m especial, quando o tamanho da amos-
tra aumenta, evidenciam que o primeiro critério apresenta melhor desempenho em captar esse
alto viés. Por outro lado, para tamanhos de amostras reduzidos, o critério R%R e em especial
sua versao corrigida apresentam melhores desempenhos, uma vez que o R%R(. €(—-04,1.0) e
0 R%CC € (0.0,1.0). Ressaltando que o modelo estd corretamente especificado e esses valores
negativos do critério do tipo R? estdo estritamente relacionados ao viés de ¢. Um ponto impor-
tante da medida BV € que em ambas situagdes ela absorve as informagdes de R%RC e de R%CC,
dado que seus valores estdo distribuidos sempre de forma centralizada entre as estatisticas com
altos e baixos valores. Por outro lado, quando a precisdo do modelo aumenta, notadamente
o viés de ¢ diminui, como mencionado por Ospina, Cribari-Neto e Vasconcellos, (2006) e os
valores das estatisticas do tipo R?> aumentam.

Com relacdo a predi¢do de novas observagdes, fica evidente que o poder de predi¢do do
modelo de regressao beta € menor quando as observacgdes estdo proximas de zero ou proximas
de um. A medida que a precisdo fixa das observacdes aumenta fica evidente que o modelo
consegue ajustar-se bem ao conjunto de dados original. No entanto, seu poder de predicao ndo
aumenta. Esse fato pode ser notado claramente a partir das Figuras 19f e e 20f, em que y, ~ 0
e U; ~ 1, respectivamente, n = 120 e ¢ = 400. Notadamente, os valores das medidas do tipo R?
concentram-se préximos a um, enquanto as medidas P? sdo mais dispersas e chegam a assumir
valores menores, proximos de 0.90. Assim, nessas situacdes, o0 modelo explica muito bem o
comportamento aleatdrio da resposta para a amostra disponivel, mas produz viese elevados de
{1; no processo de estimacdo. Essa é entdo uma sua situacdo tipica de overfitting. Ressaltamos
mais uma vez a importancia e o bom desempenho do critério BV, em que a distribuicao de seus
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valores representa a informacdo transmitida pelos critérios do tipo P2, como pode ser notado
nas Figuras 19e-f e 20e-f, para ¢ =400, com n = 60 e n = 120, em que os graficos de boxplot
referentes a BV ilustram valores intermedidrios aos das medidas P? e R>.

Como mencionado anteriormente, com base nos estudos realizados acreditamos que, para o
modelo beta linear com precisdo constante, & esta fortemente associado com o viés de (13, € sa-
bemos que este viés tende diminuir quando aumenta-se o tamanho amostral. Entao, realizamos
mais um estudo de simulacdo de Monte Carlo para o modelo corretamente especificado, con-
siderando tamanhos amostrais maiores e apenas o cendrio de u; central. Além disso, tomamos
¢ =15, 50 e 100, e consideramos o modelo da média com trés covaridveis, com valores gera-
dos a partir da distribui¢do U (0, 1), utilizamos também g(-) logit, com y,; € (0.1758,0.8471),
e os valores assumidos para os parametros 3’s foram (B, B2, B3, 1) = (—2.3,1.5,1.8,1.6). Na
Tabela 20 dispomos dos valores médios das estatisticas de avaliacdo de desempenho e do viés
de ¢ para cada tamanho amostral e precisdo ¢.

Tabela 20 — Valores médios das estatisticas de avaliacdo de desempenho e do viés de ¢ no modelo beta linear com
precisdo fixa corretamente especificado, com g(-) logit e u, € (0.1758,0.8471) e tamanhos amostrais maiores.

g(+) : Logit
W € (0.1758,0.8471)
o | P? P} R, R}, Rl R BV & |Viésde ¢ |ViésRel. de ¢ | n
15 |0.6706 0.6413 0.6789 0.6504 0.6855 0.6314 0.6492 0.3475| 2.0028 0.1333 <0
50 {0.8611 0.8488 0.8702 0.8587 0.8733 0.8514 0.8565 0.3307| 6.8933 0.1368
150/0.9471 0.9424 0.9514 0.9470 0.9526 0.9444 0.9457 0.3250| 20.0904 0.1338
15 |0.6539 0.6393 0.6692 0.6552 0.6765 0.6511 0.6537 0.3909| 0.9604 00639 |,
50 |0.8523 0.8461 0.8647 0.8590 0.8679 0.8576 0.8544 0.3792| 3.1821 0.0631
150[0.9439 0.9416 0.9496 0.9475 0.9508 0.9470 0.9451 0.3748| 10.0381 0.0668
15 |0.6475 0.6378 0.6651 0.6558 0.6726 0.6560 0.6520 0.4108| 0.5914 00394 | o
50 {0.8492 0.8450 0.8628 0.8590 0.8661 0.8593 0.8535 0.4011| 1.9845 0.0394
150(0.9427 0.9411 0.9488 0.9474 0.9501 0.9476 0.9447 0.3967| 6.3960 0.0426
15 |0.6447 0.6374 0.6635 0.6566 0.6711 0.6588 0.6516 0.4225| 0.4520 0.0301 |
50 |0.8479 0.8448 0.8620 0.8592 0.8654 0.8604 0.8534 0.4150| 1.4464 0.0287
150[0.9421 0.9409 0.9484 0.9473 0.9497 0.9478 0.9445 0.4116| 4.7111 0.0314
15 [0.6426 0.6367 0.6620 0.6565 0.6698 0.6599 0.6509 0.4314| 0.3582 00238 |,
50 |0.8477 0.8452 0.8620 0.8598 0.8655 0.8615 0.8538 0.4235| 1.3688 0.0272
150 0.9417 0.9407 0.9482 0.9473 0.9495 0.9480 0.9444 0.4211| 3.5958 0.0239
15 [0.6419 0.6371 0.6619 0.6573 0.6696 0.6614 0.6512 0.4386| 0.3093 00206 |,
50 |0.8467 0.8446 0.8613 0.8594 0.8648 0.8614 0.8533 0.4310| 1.0378 0.0206
150|0.9416 0.9408 0.9481 0.9474 0.9495 0.9482 0.9445 0.4287| 3.2597 0.0217

Fonte: Autoria prépria.

Observamos na Tabela 20 que como esperado, quando o tamanho da amostra aumenta o viés
de ¢ e também o viés relativo diminuem. No entanto, isso ocorre de maneira lenta, especial-
mente, a partir de n = 150. Ou seja, apesar do tamanho da amostra aumentar consideravelmente
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Figura 21 — Grificos dos valores médios de & e do viés de q3 versus 0 tamanho amostral, no modelo beta linear
com precisdo fixa corretamente especificado, com g(-) logit e u, € (0.1758,0.8471).
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Fonte: Autoria prépria.

de 150 para 300, nao verificamos desempenhos tdo bons quanto gostariamos nas estimativas de
¢. Observando os valores de &, vemos que, embora essa estatistica possua a tendéncia de au-
mentar com 7, a partir de também n = 150, ela ndo apresenta valores significativamente maiores
e proximos de 0.5, quando elevamos o tamanho amostral, de modo que n > 150. Pela Figura
21 temos ilustrado graficamente o comportamento do viés de ¢ e de & em relacio ao tamanho
amostral, para os cendrios abordados nesse estudo. Logo, reforcamos a ideia de que para mode-
los beta cujos valores de BV indicam bons ajustes, & traz informagao a respeito da precisdo das
estimativas de ¢. Entdo, & junto com BV tornam-se uma ferramenta eficaz na sele¢ao de bons
modelos beta.

5.2.1 Estudo Descritivo da Estatistica &

Buscando mais uma vez realizar uma breve avaliagdo sobre o comportamento da distribui¢ao
dos valores de &, agora para o modelo beta linear com parametro de precisdo ¢ constante, foram
calculadas algumas medidas descritivas dessa quantidade, baseando-se nos 5000 valores obtidos
em nosso estudo inicial para o modelo com ¢ fixo. Assim, na Tabela 21 encontramos os valores
dessas medidas. Podemos entdo verificar que os valores médios para & tendem a aumentar de
acordo com o tamanho amostral, entretanto, a diferenga entre os valores torna-se cada vez menor
a partir de n = 80. Além disso, ndo existe muita variagdo nesses valores quando altera-se o valor
de ¢ ou o intervalo para y;, usando a funcdo de ligacao adequada em cada caso. Vale observar
também que para n = 20 os valores médios de & sdo consideravelmente baixos, principalmente
quando o valor de ¢ aumenta. Desta forma, como j4 mencionado, os valores para BV foram
obtidos atribuindo pesos substancialmente maiores a0 minimo das estatisticas, o que entdo torna
BV uma medida rigorosa, principalmente quando a precisdo dos dados aumenta. Para n = 40,
verificamos que as médias de &, embora sejam maiores do que para n = 20, ainda estdo em
geral abaixo de 0.3, indicando que quanto menor for o tamanho da amostra, mais rigorosa sera
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a estatistica BV. Além disso, para o modelo beta com precisdo constante e n pequeno, o valor

de & em média € baixo, e estd geralmente associado ao alto viés de ¢, que pode ser amenizado

quando aumenta-se o tamanho da amostra.

Tabela 21 — Medidas descritivas referentes a distribui¢do de & para diferentes tamanhos amostrais e valores de ¢,
no modelo beta linear corretamente especificado, usando a funcdo de ligagdo probit para u, € (0.2925,0.8252),

logit para y, € (0.2933,0.8239), log-log para , € (0.0100,0.2678) e c-log-log para g, € (0.6923,0.9860).

Média Desvio-Padriao
0 8() Probit Logit Log-Log C-Log-Log Probit Logit Log-Log C-Log-Log n
20 0.1929 0.1969  0.2724 0.2361 0.0243  0.0271 0.1242 0.0994
100 0.1795 0.1817  0.2099 0.1946 0.0183  0.0188  0.0811 0.0590 20
400 0.1771 0.1795  0.1885 0.1879 0.0177  0.0178  0.0707 0.0603
20 02785 0.2839  0.3575 0.3259 0.0264  0.0304  0.1543 0.1215
100 0.2656 0.2694  0.2866 0.2881 0.0211 0.0250  0.0902 0.0878 40
400 02678 0.2645  0.2658 0.2660 0.0205  0.0257  0.0575 0.0589
20 03186 03241  0.3959 0.3627 0.0265  0.0351 0.1736 0.1395
100 03062 03112 0.3257 0.3236 0.0227  0.0356  0.0986 0.0959 60
400 0.3086 0.3045  0.3039 0.3062 0.0216  0.0325  0.0554 0.0559
20 0.3418 03493  0.4071 0.3850 0.0281 0.0405  0.1857 0.1525
100 03330 0.3357  0.3483 0.3479 0.0238  0.0326  0.1018 0.1010 80
400 03356  0.3307  0.3294 0.3314 0.0233  0.0293  0.0556 0.0562
20 03594 03643  0.4206 0.3992 0.0291 0.0432  0.1877 0.1633
100 03514 03533  0.3651 0.3628 0.0280  0.0314  0.1042 0.1064 100
400 0.3559 0.3488  0.3471 0.3494 0.0277  0.0268  0.0569 0.0576
20 03726 03767  0.4277 0.4142 0.0301 0.0437  0.1927 0.1674
100 03632 03660  0.3752 0.3767 0.0303  0.0308  0.1063 0.1093 120
400 0.3703 03629  0.3588 0.3615 0.0277  0.0270  0.0582 0.0569
Curtose Assimetria
20 3.1651 3.6890  3.6097 3.3443 0.1634 02087  0.6645 0.5971
100 3.0391 29811  3.0162 3.1208 0.0979  0.1268  0.2445 0.2472 20
400 29102 3.0714  2.9973 2.5918 0.0193  0.0984  0.3230 —0.0392
20 3.1420  3.6669  2.6987 2.9825 —0.0271 —0.1185 0.1824 0.2117
100 3.0613 3.7172  3.2780 3.2532 0.0586  —0.2638  0.1283 0.1697 40
400 3.0259  3.9458  3.4029 3.5566 0.0137  —0.5102  0.2090 0.2660
20 3.1244 43184 24812 2.6915 0.0012 —0.4976  0.0960 0.0660
100 3.0047  3.0008  3.5570 3.1514 0.0584  —0.0214  0.1311 0.0849 60
400 29782 3.1440  3.5757 3.5512 0.0515  —0.0576  0.0775 0.1369
20 3.4697 42074 23038 2.5270 —0.0909 —0.4493  0.0958 0.0207
100 3.2469 32205  3.6459 3.3465 —0.1032  0.0753  0.0149 —0.0262 | 80
400 3.0998 3.0396  3.6728 3.3717 —0.0753 —0.0051 —0.1284 0.0776
20 3.8004 42762  2.2837 2.3883 —0.2204 —0.4707  0.0387 0.0291
100 3.2765 3.1480  3.2554 3.1392 —0.2032  0.0119 —0.1430  —0.0529 | 100
400 29297 3.0758  3.7434 3.4187 —0.0965 0.0121  —0.0510 0.0551
20 4.0279 43727 22995 2.3495 —0.3548 —0.3868  0.0935 0.0118
100 3.0754  3.0137  3.2869 3.0845 —0.1084 —0.0039 —0.1703  —0.1462 | 120
400 29558 29409  3.6869 3.3898 —0.0303  0.0224 —0.1489  —0.0549

Fonte: Autoria prépria.

Os desvios-padrdo de & estdo bastante proximos de zero, entdo, ndo existe muita variagao

nos valores dessa medida, independentemente do cenario considerado. Além disso, temos tam-

bém que os desvios-padrdo de & para valores de U, centrais sao menores do que para valores

de u; nos extremos do intervalo unitdrio e diminuem quando o valor de ¢ cresce. Esses valores

também tendem aumentar com o tamanho amostral, entretanto, isso ocorre lentamenta. Quanto
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aos coeficientes de assimetria de & vemos que seus valores em geral sdo proximos de zero, prin-
cipalmente quando ¢ € alto e os valores para u estdo préximos de 0.5, utilizando as fungdes de
ligagdo logit e em especial a fungdo probit. Para u; nos extremos do intervalo (0, 1) temos que,
mesmo usando a fun¢do log-log para os valores préximos de zero e c-log-log para préximos de
um, os coeficientes de assimetria encontram-se mais distantes de zero. No entanto, eles tendem
diminuir quando o tamanho amostral e também o valor de ¢ aumentam.

Avaliando a curtose, temos valores proximos de trés na maioria dos casos, mas principal-
mente para valores de y, distribuidos longe dos extremos do intervalo (0, 1) e altos valores de ¢.
Dessa forma, nesses cenarios, o grafico da distribui¢ao de & ajusta-se bem a curva da distribui-
cdo normal padrao. Quando y; estd perto de zero ou um, os valores da curtose mais préximos
a trés sdo para ¢ = 100. Além disso, para y, nos extremos de (0, 1), com ¢ =20 e n > 80, os
valores da curtose se aproximam de dois, ou seja, o grafico da distribui¢do de & possui um for-
mato mais aberto do que a curva da distribui¢cdo normal padrdo, consequentemente, apresenta
maior dispersdo. Dessa forma, mesmo em um modelo corretamente especificado, as chances de
obtermos um valor de & distante da sua média para esses cendrios sao maiores. Entretanto, em
alguns casos vemos que as curtoses de & sdo substancialmente maiores que trés, consequente-
mente a dispersdo dos dados sdo menores e os valores de & estdo muito proximos do seu valor
médio.

Figura 22 — Histogramas dos valores & no modelo beta linear corretamente especificado, com ¢ fixo e n = 20.
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Figura 23 - Histogramas dos valores & no modelo beta linear corretamente especificado, com ¢ fixo e n = 60.
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Figura 24 — Histogramas dos valores & no modelo beta linear corretamente especificado, com ¢ fixo e n = 120.

(&)

(&)

Probit : i  (0.2925, 0.8252)

[

20
n=60

alllh

-
—
02 o3 0

[

Probit: p; < (0.2925, 0.8252)

=20
2:120

=100
ﬁ:120

(&)

(&)

(&)

3

(&)

10

0

Logit: p; < (0.2933, 0.8239)

¢

n

20
60

—
B0 0z 0w 0% o ods

(b)

Logit: p < (0.2933, 0.8239)

¢=100
n=60
7r—v—v—v—\
oy om om ow om  om  om
8
U]
Logit: py « (0.2933, 0.8239)
¢ =400
n=60
s om om ol o ow o
8
(0]

(6)

(&)

(&)

Log-Log: py & (0.0100, 0.2678)

C-Log-Log:: it  (0.6923, 0.9860)

=20 =20
ﬁ—so ﬁ:GO
T

1(6)

(h)

C-Log-Log:: t  (0.6923, 0.9860)

=400 =400
?1=60 ?A:BO
[ i L

Fonte: Autoria prépria.

Logit: p; < (0.2933, 0.8239)

$=20
n=120

(&)

(&)

(&)

Log-Log : jt < (0.0100, 0.2678)

Se

0
120

(&)

C-Log-Log: iy & (0.6923, 0.9860)

;,ﬂm Hﬁfh

00 02 04 o
&

(©)
Log-Log: y € (0.0100, 0.2678)

(&)

(@

C-Log-Log:: t < (0.6923, 0.9860)

$=100
n=120

Fonte: Autoria prépria.




93

Nas Figuras 22, 23 e 24 encontramos os histogramas dos valores de &, para os tamanhos
amostrais 20, 60 e 120, respectivamente, para cada cendrio de y; com as respectivas fungoes
de ligacdo utilizadas e os valores de ¢ = 20, 100 e 400. Pelos histogramas apresentados na
Figura 22 observamos que quando n =20 e p, € (0.2925,0.8252) a distribui¢do empirica de
& é aproximadamente simétrica em torno de 0.18 com dispersdo aproximadamente constante,
independentemente do valor de ¢. Para os valores de y; concentrados nos extremos do inter-
valo unitdrio, notamos que distribuicdo empirica de & € levemente assimétrica positiva apenas
quando ¢ = 20. Essa assimetria diminui quando o valor para ¢ aumenta. Nas Figuras 23 e
24, com n = 60 e n = 120, identificamos que a distribuicdo de & é aproximadamente simétrica
para todos os intervalos da média da resposta. Vale observar ainda que para i, ~0e y; ~ 1 a
dispersao dos dados € maior quando ¢ = 20.

Com base no que foi visto sobre &, concluimos que essa estatistica é bastante sensivel
as dificuldades encontradas em ajustes de modelos beta com precisdo fixa. Como alto viés
de ¢, especialmente quando n é pequeno e alto viés também para i, quando ¢ é baixo e as
variancias elevadas. Ou seja, a medida & capta o baixo desempenho do processo de estimagio
dos parametros. Logo, mesmo para dados gerados a partir de um modelo com precisao fixa,
quando o tamanho amostral é pequeno, o alto viés de ¢ faz com que & capte um problema no
ajuste, possivelmente, “a falta de um modelo para a precisao”.
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6 APLICACOES

6.1 INTRODUCAO

No presente capitulo ajustamos o modelo de regressdo beta a alguns conjuntos de dados e
avaliamos a adequabilidade dos ajustes por meio das estatisticas BV e &, e das demais estatis-
ticas presentes no decorrer desse trabalho. Além disso, foram realizadas algumas andlises de
diagndstico tradicionais, como andlises de residuos e de pontos influentes. Dessa forma, pode-
mos comparar as conclusdes a respeito da adequacdo do modelo, obtidas por meio da andlise

tradicional e pelos resultados das estatisticas BV e &, para cada conjunto de dados.

6.2 APLICACAO I: DADOS DO INSETICIDA

Iremos considerar nessa aplicac@o os dados disponiveis em McCullagh e Nelder (1989) de
um estudo sobre a minimizagdo de gastos com inseticidas, baseando-se na mistura de sinérgico
piperonyl butoxide (PB) com o inseticida carbofuran, uma vez que o sinérgico torna o inseticida
mais toxico. O trabalho considera gafanhotos da espécie Melanopus sanguinipes e observa a
propor¢do desses insetos mortos apos a aplicacdo da mistura. Dispomos de um conjunto de
15 observagdes, com as varidveis explicativas sendo: as doses de inseticida (x7) e as doses de

sinérgico (x3), utilizadas no preparo.

Figura 25 — Grifico de boxplot e histograma da propor¢do de gafanhotos mortos.
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Fonte: Autoria prépria.

Na Figura 25 temos o gréifico de boxplot da proporcao de gafanhotos mortos, e também
o histograma dessa varidvel, junto a densidade beta, estimada para o modelo sem covaridveis.
Podemos observar que os dados dessa varidvel apresentam valores distribuidos ao longo de todo
intervalo (0, 1), com maior concentragdo de observagdes em torno de 0.5 e também préximos
de zero. Assim, observamos inicialmente uma distribui¢do assimétrica dos dados. Além disso,
observando o boxplot, identificamos também uma maior dispersao dos dados para os valores
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abaixo de 0.5. Temos também que os valores da média, mediana, curtose e assimetria, para a
variavel resposta desta aplicagdo, sdo dados respectivamente por: 0.450, 0.497, 1.701 e —0.208.
Ajustamos ao conjunto de dados:

ML : g() =B+ Balog(xn) +Bsxs e /¢ = plog(xn),

M2 : g(u) = Bi+Brlog(xpn) +Baxiz e ¢ =plog(xn),

X3
M3 @ g(i) = Bi+ B2log(xi — B3) +ﬁ4)u;+[;5 e /& = pxn+ Broxs,
t
Xt3
M4 g(p) = Bi+Palogen —Bs) +fa—"p € O = Y2 + VX3,
X3+ Bs
comt = 1,...,15. Além disso, foram consideradas diferentes func¢des de ligacdo g(u,). Nas

Tabelas 22 e 23 temos as estimativas dos parametros para os modelos M1 e M2, e para os
modelos M3 e M4, respectivamente, junto com os erros-padriao e com os respectivos p-valores.
Podemos entdo observar que para todos os modelos ajustados, 0s seus respectivos parametros
podem ser considerados relevantes, ao nivel de significincia de 10%. No entanto, sendo um
pouco mais rigoroso, e assumindo um nivel de significancia de 5%, vemos que, para o modelo
ndo linear M4, com h(¢,) = ¢, o parAmetro > ndo é significativo para nenhum modelo com as
quatro funcdes de ligacdo testadas, conforme observamos na Tabela 23.

Com base nos valores presentes na Tabela 24, observamos que as médias estimadas estao
distribuidas ao longo do intervalo (0, 1), tanto para os modelos lineares como para os ndo line-
ares. J& para as estimativas de ¢, temos valores extremamente maiores para os modelos ndao
lineares, consequentemente, as variancias e os graus de heteroscedasticidade sdo menores para

essa classe.

Tabela 22 — Estimativas dos pardmetros, erros-padrdo (s.e.) e respectivos p-valores, para os modelos lineares M1:

g() = B + Polog(xi2) + B3xiz € VG = 12 log(xi2) e M2: g(1y) = Pi + Polog(xi2) + B3xiz € ¢ = P2 log(x;2), com
diferentes fun¢des de ligacdo para os modelos de ;. Dados do inseticida.

M1
Parimetros g(1): Logit g(1): Probit g(1): Log-Log g(u): C-Log-Log
Estim. s.e. | p-valor | Estim. s.e. | p-valor | Estim. s.e. | p-valor | Estim. s.e. | p-valor
B —3.4238 1 0.5763 | 0.0000 | —2.0745 | 0.3332 | 0.0000 | —1.9875 | 0.3070 | 0.0000 | —2.6339 | 0.4426 | 0.0000
B 1.5574 10.2398 | 0.0000 | 0.9448 |0.1385| 0.0000 | 1.0958 |0.1382| 0.0000 | 1.0188 |0.1746 | 0.0000
B3 0.0410 |0.0097 | 0.0000 | 0.0246 |0.0056 | 0.0000 | 0.0300 |0.0071 | 0.0000 | 0.0255 |0.0059 | 0.0000
W) 2.3824 |0.4193 | 0.0000 | 2.3785 |0.4199 | 0.0000 | 2.4689 |0.4440 | 0.0000 | 2.2164 |0.3860 | 0.0000
M2
Bi —3.8724 1 0.5772 | 0.0000 | —2.3355 | 0.3227 | 0.0000 | —2.1795 | 0.2820 | 0.0000 | —3.0187 | 0.4590 | 0.0000
B 1.7644 | 0.2506 | 0.0000 | 1.0645 |0.1404 | 0.0000 | 1.1968 |0.1361 | 0.0000 | 1.1786 |0.1862 | 0.0000
B3 0.0383 | 0.0100 | 0.0001 | 0.0230 |0.0058 | 0.0001 | 0.0256 |0.0066 | 0.0001 | 0.0254 | 0.0065 | 0.0001
% 9.8446 |3.5248 | 0.0052 | 9.9080 |3.5590 | 0.0054 | 10.9339 [ 3.9892 | 0.0061 | 8.1449 |2.8903 | 0.0048

Fonte: Autoria propria.
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Tabela 23 — Estimativas dos parametros, erros-padrdo (s.e.) e respectivos p-valores, para os modelos ndo lineares
M3: g(u;) = Bi + Balog(xia — B3) + Bai=p € VO = Voxia + Bxpxiz € Md: g(p) = Pi + Brlog(xi — B3) +

x3+Ps
B1s—L— e ¢; = X2 + V3X12X13, com diferentes funcdes de ligacdo para os modelos de ;. Dados do inseticida.

x3+Ps
M3
Parimetros 8(tu): Logit (1): Probit 8(tu): Log-Log 8(u): C-Log-Log
Estim. s.e. |p-valor| Estim. s.e. |p-valor| Estim. s.e. |p-valor| Estim. s.e. | p-valor
Bi —3.3476| 0.0994 | 0.0000 | —2.0141 | 0.0598 | 0.0000 | —3.3125 | 0.1400 | 0.0000 | —2.0569 | 0.0612 | 0.0000
B 1.5179 | 0.0263 | 0.0000 | 0.9152 | 0.0159 | 0.0000 | 1.5760 |0.0395| 0.0000 | 0.8053 |0.0126 | 0.0000
Bs 1.5556 | 0.0380 | 0.0000 | 1.4898 | 0.0373 | 0.0000 | 0.3560 |0.0999 | 0.0004 | 1.8891 |0.0138 | 0.0000
Ba 1.8446 | 0.0715 | 0.0000 | 1.0941 | 0.0424 | 0.0000 | 1.5463 |0.0852|0.0000 | 1.0179 |0.0520 | 0.0000
Bs 1.7234 | 0.2736 | 0.0000 | 1.6748 | 0.2606 | 0.0000 | 1.6600 |0.2889| 0.0000 | 1.5946 |0.2855 | 0.0000
2 1.0944 | 0.3058 | 0.0003 | 1.1079 | 0.3098 | 0.0003 | 0.6844 |0.1846 | 0.0002 | 0.8940 |0.2504 | 0.0004
% 0.6236 | 0.1714 | 0.0003 | 0.6421 | 0.1761 | 0.0003 | 0.6479 |0.1669 | 0.0001 | 0.6066 |0.1632|0.0002
M4
Bi —3.3017| 0.1410 | 0.0000 | —1.9996 | 0.0885 | 0.0000 | —3.0400 | 0.2261 | 0.0000 | —2.1092 | 0.0934 | 0.0000
B 1.5045 | 0.0431 | 0.0000 | 0.9107 | 0.0281 | 0.0000 | 1.5148 |0.0772| 0.0000 | 0.8123 |0.0235 | 0.0000
B3 1.5756 | 0.0455 | 0.0000 | 1.5028 | 0.0514 | 0.0000 | 0.4722 |0.1673|0.0048 | 1.8901 |0.0185 | 0.0000
Ba 1.8390 | 0.0949 | 0.0000 | 1.0963 | 0.0558 | 0.0000 | 1.4174 |0.1053 | 0.0000 | 1.0666 |0.0743 | 0.0000
Bs 1.8841 | 0.3232 | 0.0000 | 1.8291 | 0.3262 | 0.0000 | 1.8419 |0.4073|0.0000 | 1.7471 |0.3733 | 0.0000
)2 9.2980 | 5.2992 | 0.0793 | 9.8177 | 5.5984 | 0.0795 | 3.6730 |2.0434|0.0723 | 5.9146 |3.3624 | 0.0786
) 26.9312 | 13.1505 | 0.0406 | 24.1774 | 11.8753| 0.0418 | 17.2357 | 8.2727| 0.0372 | 19.8559 [ 9.6471| 0.0396

Fonte: Autoria prépria.

Tabela 24 — Estimativas dos valores minimos e maximos de U, ¢ e de Var(y,), e estimativas do grau de he-
teroscedasticidade A, para os modelos lineares M1: g(i;) = Bi + Brlog(x2) + B3xiz € V& = vlog(x2) e M2:
g(ty) = B + Balog(xn) + B3xiz € ¢ = ylog(x2) e para os modelos ndo lineares M3: g(u;) = B1 + Balog(x;2 —
B3)+ Ba g € VO = Yaxia + Yaxioxis € M4: () = Bu + Balog(xia — B3) + P15 € ¢ = Yoxiz + P3xi2Xi3, com
diferentes fun¢des de ligacdo para os modelos de y,. Dados do inseticida.

Modelos Lineares Modelos Nio Lineares
Ml M3
Estimadores Logit Probit Log-Log C-Log-Log Logit Probit Log-Log C-Log-Log
oA (0.101,0.853)((0.093,0.856)((0.048,0.834)|(0.148,0.868)| (0.036,0.839) | (0.031,0.840) | (0.014,0.839) | (0.044,0.840)
I (2.73,50.94) | (2.72,50.77) | (2.93,54.70) | (2.36,44.08) |(19.16,64584)| (19.64,68386) | (7.49,67363) |(12.79,60286)
\//a\r(y,) (0.003,0.059)|(0.003,0.059)((0.003,0.058){(0.004,0.065)| (0.000,0.005) | (0.000,0.005) |(< .000,0.007)|(0.0000,0.012)
2 17.493 17.476 17.617 17.210 2518.6 2616.1 8988.7 5369.9
M2 M4
1A (0.076,0.844)|(0.066,0.844)((0.030,0.813)|(0.115,0.863)| (0.034,0.840) | (0.029,0.840) | (0.015,0.837) | (0.041,0.842)
o (6.82,29.49) | (6.87,29.68) | (7.58,32.75) | (5.65,24.39) |(37.19,10596)| (39.271,9527) | (14.692,6758) | (23.658,7802)
\7a\r(y,) (0.005,0.023)|(0.005,0.023)((0.003,0.021){(0.006,0.029)| (0.000,0.003) | (0.0000,0.003)| (0.000,0.008) | (0.000,0.006)
p) 4.511 4.525 6.194 4.797 255.658 222.7 382.522 379.5

Fonte: Autoria prépria.

Na Tabela 25 estdo os valores das estatistica de adequabilidade de ajuste, para cada um dos

modelos ajustados. Podemos observar que, os modelos ndo lineares apresentam melhores ajus-
tes, especialmente quando usada a fun¢do de ligacdo raiz quadrada no submodelo da precisao.
O modelo com a func¢ao de ligacao logit no submodelo da média fornece um maior valor para
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a estatistica BV e, além disso, o valor correspondente de & € proximo de 0.5. Logo, é bastante
provavel que esse modelo apresente melhor ajuste ao conjunto de dados, além de melhor poder
de predi¢do.

Tabela 25 — Valores das estatisticas de adequabilidade para os modelos lineares M1: g(1,) = Bi + B2 log(x;n) +
B3xi3 € /O = palog(xn) e M2: g(y) = B1 + Balog(xsz) + Bsxis € ¢ = Yo log(xy2) e para os modelos ndo lineares
M3: g(u;) = Pr + Brlog(xia — B3) + Pa ¥ © VO = Yaxia + Yaxioxis € M4z () = P + Brlog(xia — B3) +

on Xt;fﬁBS e ¢, = X + P3xx3, com diferentes fungdes de ligacao para os modelos de u,. Dados do inseticida.

Modelos Lineares Modelos Nao Lineares
M1 M3
Estatisticas | Logit | Probit | Log-Log | C-Log-Log | Logit | Probit | Log-Log | C-Log-Log
P? 0.8358 | 0.8512 | 0.8725 0.7608 0.9994 | 0.9996 | 0.9995 0.9993
P? 0.7911 | 0.8106 | 0.8377 0.6956 0.9990 | 0.9993 | 0.9991 0.9988

Ric 0.8203 | 0.8292 | 0.8357 0.7977 0.9744 | 0.9775 | 0.9660 0.9467
R%CC 0.7713 | 0.7827 | 0.7909 0.7425 0.9553 | 0.9606 | 0.9404 0.9068
R, 0.8471 | 0.8454 | 0.8465 0.8307 0.9960 | 0.9961 | 0.9917 0.9953

R%RC 0.7389 | 0.7361 | 0.7380 0.7110 0.9882 | 0.9886 | 0.9759 0.9863

BV 0.8226 | 0.8100 | 0.7958 0.8039 0.9780 | 0.9766 | 0.9704 0.9347

o 0.7740 | 0.6420 | 0.4300 0.8020 0.5140 | 0.4100 | 0.5080 0.3020
M2 M4

P? 0.8373 | 0.8564 | 0.8745 0.7708 0.9986 | 0.9989 | 0.9986 0.9974

P? 0.7930 | 0.8173 | 0.8403 0.7083 0.9975 | 0.9981 | 0.9975 0.9955

RZ. 0.8487 | 0.8545 | 0.8595 0.8219 0.9739 | 0.9771 | 0.9701 0.9476
R%CC 0.8075 | 0.8148 | 0.8211 0.7734 0.9544 | 0.9598 | 0.9476 0.9083
R, 0.8547 | 0.8540 | 0.8579 0.8319 0.9951 | 0.9949 | 0.9885 0.9933
R%RC 0.7519 | 0.7508 | 0.7573 0.7130 0.9857 | 0.9850 | 0.9665 0.9805
BV 0.8105 | 0.8002 | 0.7866 0.7862 0.9604 | 0.9652 | 0.9606 0.9139

o 0.5700 | 0.4680 | 0.2500 0.6300 0.1360 | 0.1360 | 0.2540 0.0620

Fonte: Autoria prépria.

A Tabela 25 contém informagdes muito importantes. Aparentemente, os modelos lineares
apresentam valores razodveis para as estatisticas de avaliacdo do modelo. No entanto, os valores
de & estdo tipicamente distantes de 0.5. Um ponto interessante a ser observado sio os valores
consideravelmente reduzidos de & para o modelo nédo linear M4, apesar dos altos valores dos
critérios de selecdo de modelos. Ou seja, a estatistica & é um critério poderoso para avaliar a
especificacdo correta do modelo, incluindo a funcao de ligacdo do submodelo da precisao.

Vamos agora avaliar os modelos ndo lineares com fungdo de liga¢do 1/¢;. Podemos observar
entdo que, o modelo com a fungdo log-log apresenta & mais préoximo de 0.5, logo, acreditamos
que os vieses de qS,, comt =1,...,15, sdo menores para esse modelo, consequentemente, o
ajuste do modelo da precis@o nesse caso € melhor, como podemos confirmar pelo grifico de
envelopes simulados dado a seguir, pela Figura 26f. No entanto, a qualidade do ajuste do
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modelo da média ¢ inferior, conforme vemos pelo grafico de envelopes da Figura 26e.

Figura 26 — Graficos de envelopes dos residuos ponderados padronizados Ber, para o modelo nao linear com
as fungdes logit, probit e log-log no modelo da média e h(¢;) = \/@;, para os dados do inseticida.
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Fonte: Autoria prépria.

Outra observacio é para a funcdo probit, pois segundo as medidas P? e R?, esse seria o
modelo com melhor ajuste, e de fato, o modelo possui uma boa adequagdo, conforme o grafico
da Figura 26¢. Entretanto, o valor de & para esse caso indica que os valores estimados da
precisdo sdo mais viesados. Esse fato vai de acordo com o gréfico na Figura 26d, uma vez que
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para esse modelo notamos um nimero maior de pontos localizados nos limites do grafico de
envelopes simulados com os residuos do submodelo da precisao.

Portanto, dentre os modelos avaliados para os dados de inseticida, notamos inicialmente que
os valores & = 0.514 ¢ & = 0.508, para os modelos ndo lineares, cujas fungdes de ligacdo para
o submodelo da média sdo logit e log-log, respectivamente, apontam melhor adequabilidade
desses modelos, dado que suas constantes de linearizacdo deram proximas de 0.5. No entanto,
¢ importante fazer a andlise conjunta entre BV e &; e nesse sentido, o modelo com func¢ao logit
mostra-se mais adequado.

Figura 27 — Grificos dos residuos ponderados padronizados r#, para o modelo ndo linear com a fungéo de ligagdo
logit no modelo da média e i(¢,) = \/@;, para os dados da proporgdo de gafanhotos mortos.
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Fonte: Autoria propria.

Adicionalmente, realizamos uma anélise de residuos para validar as conclusdes obtidas. Na
Figura 27 estdo os graficos dos residuos ponderados padronizados B versus os indices das
observacdes, os valores ajustados e as covaridveis do modelo, para o caso ndo linear, com as
fungdes de ligacdo logit e raiz quadrada nos submodelos de p; e ¢, respectivamente. Podemos
observar que os residuos encontram-se distribuidos aleatoriamente em torno de zero e dentro do
intervalo (—2,2). Na Figura 28 temos alguns gréficos de diagndstico para o modelo ndo linear
com as funcdes logit e raiz quadrada. Podemos notar pela Figura 28a que as observacoes 13, 14
e 15 foram indicadas como sendo pontos com altos graus de alavancagem, podendo influenciar
demasiadamente nas estimativas dos parametros. No entanto, pela distancia de Cook nio foram
detectadas observacgdes influentes, conforme vemos na Figura 28b. Com base nos gréficos de
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influéncia local, vemos que as curvaturas normais (Cj,

max

), apresentadas pela Figura 28c, indicam
os pontos 5, 6, 10, 11, 13 e 14 como provaveis observacoes influentes. Além disso, pela Figura
28d, com o gréfico dos vetores I,,,, verificamos que os pontos 5 e 11 sdo indicadas como
sendo provavelmente observacdes conjuntamente influentes, também vemos a observacio 14
novamente indicada como um possivel ponto influente.

Figura 28 — Graficos dos possiveis pontos de alavanca e influentes, para o modelo ndo linear com a fungdo de
ligagdo logit no modelo da média e h(¢,) = /@;, para os dados da propor¢do de gafanhotos mortos.
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Fonte: Autoria prépria.

Dessa forma, decidimos avaliar o impacto que essas observacdes provocam nas estimativas
dos parametros. Para isso, buscamos reajustar o modelo sem essas observacdes, em seguida
calculamos a mudanca relativa em porcentagem das estimativas dos parametros do modelo.
Essa mudancga € definida por

66
Mudanca Relativa em Porcentagem = f(l) x 100%,

em que 5(0 ¢ a estimativa do parametro 0 sem a i-ésima observagdo. Na Tabela 26 encontramos
mudanga relativa provocada nas estimativas de cada um dos parametros, quando retirada cada
uma das observagdes apontadas anteriormente como possiveis pontos influentes. Além disso,
também temos os p-valores referentes aos testes de nulidade de cada parametro estimado.

Pela Tabela 26, vemos que a observacdo 5 exerce influéncia maior na estimativa do pa-
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rametro 9 do que nas estimativas dos demais parametros, enquanto que as observacoes 11 e
14 exercem de forma individual uma influéncia maior na estimativa do parametro y;. Porém,
vale notar que as estimativas para esses parametros com todas as observagdes, sdo baixas, logo,
qualquer pequena mudanga torna-se muito significativa, em termos percentuais. Além disso,
ndo observamos mudangas drésticas nos p-valores, de modo que os parametros permanecem
significativos ao nivel de 1%. Logo, essas observagdes nio sdo influentes, entdo, o modelo de
fato pode ser considerado adequado ao conjunto de dados.

Tabela 26 — Mudangas relativas (M. R.) em porcentagens das estimativas dos pardmetros e respectivos p-valores,

verificados com a retirada de observagdes, para os dados da proporg¢io de gafanhotos mortos, com g(-) logit e h(¢)
raiz quadrada.

Pontos Retirados | Medidas Bi B Bs Ba Bs % v

s M.R. (%) | 2.8288 0.0263 0.0514 4.8791 9.8061 57.2185 8.1622
p-valor 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0010 0.0009

6 M.R. (%) | 1.9327 0.2239 0.2314 3.8599  4.9495 4.4956 0.1924
p-valor | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0010  0.0003

10 M.R. (%) | 0.8812 0.5995 1.9413 0.1355 2.4834 1.3066  24.9358
p-valor 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0005

" M.R. (%) | 1.8998 1.6470 1.4013 0.8402 8.6805 1.1421  49.4708
p-valor | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004  0.0004

;3 M.R. (%) | 2.2613 1.6865 5.7405 0.3794 1.7233  1.8366  19.8203
p-valor 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0005

4 M.R. (%) | 6.6495 54417 47120 1.1113 155042 29148 36.3213
p-valor | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004  0.0004

Sell M.R. (%) | 0.8603 1.6667 1.3885 4.0876 17.3378 54.7331 41.7896
p-valor 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0012 0.0008

Fonte: Autoria propria.

6.3 APLICACAO II: FATOR DE SIMULTANEIDADE

O conjunto de dados dessa aplicac@o possui 42 observagdes e corresponde a um estudo de
medi¢do desenvolvido por Zerbinatti (2008) e pelo Instituto de Pesquisas Tecnolédgicas (IPT)
e a Companhia de Gas de Sdo Paulo (COMGAS). O trabalho ¢ referente a distribuicao de gés
natural para uso doméstico em Sao Paulo.

A distribuicdo de gas é baseada em dois fatores: o fator de simultaneidade e a capacidade
maxima de consumo. O termo “fator de simultaneidade” corresponde a uma medida estimativa,
que leva em consideracdo o fato de que todos os dispositivos de uma determinada instalagdo,
nunca estdo ligados simultaneamente, ou com forca maxima. Esse fator permite indicar a quan-
tidade maxima de gds que escoa em um trecho da tubulacdo por unidade de tempo. Esse cdlculo
¢ feito a partir da equacdo Qp = F X Quax, €m que Qp € a vazdo maxima que provavelmente
escoa em um trecho da tubulacdo (a vazao adotada ou praticada), F' € o fator de simultaneidade
€ Omax € vazdo maxima possivel.



102

De acordo com Zerbinatti (2008), o fator de simultaneidade € um nimero adimensional, cujo
valor estd situado no intervalo no (0, 1), entdo, Qp pode ser interpretado como uma propor¢do
da vazao maxima possivel Q4. Logo, F representa a propor¢ao da Q. que provavelmente
¢ utilizada em determinado trecho da tubulagdo. Zerbinatti (2008) ainda diz que os projetis-
tas concordam que ndo € preciso que a distribui¢do de gds combustivel atenda a capacidade
maxima de consumo, bastando atender a demanda maxima praticada. Dessa forma, geralmente
mensuram-se a capacidade mdxima de consumo e a demanda maxima praticada por unidades de
poténcias, sendo denominadas, respectivamente, como poténcia computada (que corresponde a
Omax) € poténcia adotada (que corresponde a Qp).

Na Figura 29 vemos o boxplot e o histograma, respectivamente, para os valores dos fato-
res de simultaneidade disponiveis, junto ao histograma vemos a densidade beta, estimada para

o modelo sem covaridveis. Podemos entdo observar que tais dados apresentam muitos valo-
res perto de zero, além disso, vemos uma distribui¢do assimétrica dos dados. Pelo boxplot,
identificamos maior dispersao dos dados para os valores acima da mediana, sendo esta igual
a 0.0695. Ademais, os valores da média, curtose e assimetria, sdo dados respectivamente por

0.0974, 12.2891 e 2.8087.

Figura 29 — Grificos de boxplot e histograma do fator de simultaneidade.
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Fonte: Autoria prépria.

Zerbinatti (2008) e Espinheira et al. (2014) consideram um modelo de regressdao beta com
precisdo constante para modelar o fator de simultaneidade em relacdo da covaridvel poténcia
computada, denotada por x;;. Eles propdem utilizar a fun¢do de ligagcdo logit no modelo da
média e aplicar uma transformagdo logaritmica na covaridvel x;,, esse modelo € apresentado a
seguir por M 1. Lima (2017) propde considerar um modelo com precisdo varidvel, dado por M2,
utilizando a func¢ao de ligagdo complemento log-log no submodelo da média e a funcao log no
submodelo da precisdo. Espinheira et al. (2019) indicam utilizar o modelo proposto por Lima
(2017), no entanto, aplicando a funcdo de ligacao log-log no submodelo de L;, conforme vemos
em M3. Por fim, um novo modelo para esse conjunto de dados serd proposto nesse trabalho,
dado por M4. De modo que, similar ao modelo de Espinheira et al. (2019), consideramos a
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funcao de ligacao log-log no submodelo de ; e a fun¢do log no submodelo de ¢;. Entretanto, foi
realizada uma transformacao diferente na covariavel do submodelo da precisdo, sendo aplicanda
a raiz quadrada na varidvel poténcia computada. Temos

M1 : log(/(1—py)) =PB1+ Bolog(x2) e ¢ constante,

M2 : log{—log(l—p)} = Bi+PB2log(x2) e log(¢dr) =1+ log(xn),

M3 : log{—log(i)} = Bi + B2log(x2) e log(¢) =+ 12log(xs2),

M4 - log{—log(t)} = B + B2log(xi2) e log(¢r) =11+ Yav/x2,

comt = 1,...,42. Nosso objetivo € avaliar cada um desses modelos a partir das nossas me-
didas de andlise de adequabilidade, BV e &, e assim, selecionar o melhor modelo considerado
adequado aos dados do fator de simultaneidade.

Na Tabela 27 encontramos as estimativas dos parametros para os quatros modelos ajustados
ao conjunto de dados do gés, juntamente com os erros-padrdo e com respectivos p-valores. Veri-
ficamos que para todos os modelos 0s seus os parametros sao considerados relevantes, ao nivel
de significancia de 10%. Entretato, sendo mais rigosos e considerando 5% de significancia,
temos que o parametro y» em M2 nao € significativo para esse modelo.

Tabela 27 — Estimativas dos pardmetros, erro-padrio (s.e.) e respectivos p-valores, para o modelo M1: log(y, /(1 —
U)) = Bi + Balog(xz) e ¢ constante, M2: log{—1log(1 — )} = Bi + Balog(xs2) € log(¢) = 11 + v log(xs2),
M3: log{—log(i)} = B + Balog(xi2) ¢ log(6r) = 11 + Pelog(x2) e M4: log{—log(u)} = B + Brlog(xi2) e
log(¢;) = 71 + »/X12. Dados do gis.

Modelos Ajustados
Parametros M1 M2 M3 M4
Estim. s.e. | p-valor| Estim. s.e. | p-valor| Estim. s.e. | p-valor| Estim. s.e. | p-valor
Bi —1.7122]0.0672 | 0.0000 | —1.8172|0.0769 | 0.0000 | —0.6270 | 0.0459 | 0.0000 | —0.6073 | 0.0446 | 0.0000
B —0.7935]0.0665 | 0.0000 | —0.7399 | 0.0723 | 0.0000 | —0.3135 | 0.0381 | 0.0000 | —0.3323 | 0.0354 | 0.0000
" - - - 4.0451 ]0.3261|0.0000 | 3.8117 |0.3252|0.0000 | 2.5978 |0.7320 | 0.0004
07 - - - 0.4919 |0.2953]0.0957 | 0.7725 |0.2948| 0.0088 | 1.1548 |0.4372| 0.0083

Fonte: Autoria propria.

Pela Tabela 28 observamos os intervalos dos valores estimados para as médias, as precisoes
e as variancias, também encontramos as estimativas dos graus de heteroscedasticidade e a pre-
cisdo, quando aplicado o modelo com dispersao fixa. Notamos entdo que os valores estimados
para as médias estdo sempre proximos de zero. J4 para as estimativas de ¢y, encontramos va-
lores maiores para o modelo M4. Comparando os intervalos das varidncias estimadas para os
modelos com dispersdo varidvel, vemos que o modelo M1 apresenta variancias mais proximas,
consequentemente, esse modelo indica menor grau de heteroscedasticidade, diferentemente dos
modelos M3 e M4, que estimam graus de heteroscedasticidade maiores e similares.
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Tabela 28 — Estimativas dos valores minimos e méaximos de ;, ¢; e de Var(y,), e estimativas do grau de heteros-
cedasticidade A, para o modelo M1: log(; /(1 — ;) = B1 + B2log(xr2) e ¢ constante, M2: log{—log(1 — ;) } =
Bi + B2log(x2) e log(¢,) = 1 + vlog(x2), M3: log{—log(u;)} = Bi1 + B2log(x2) e log(¢y) = 11 + plog(x2) e
M4: log{—log(u)} = Bi + B2log(x12) e log(¢:) = 71 + ¥o1/%2. Dados do gés.

. Modelos Ajustados
Estimadores
M1 M2 M3 M4
i (0.0312,0.4252) | (0.0320,0.4542) | (0.0247,0.3423) (0.0228,0.3618)
o 79.345 (23.823,166.347) | (11.453,242.389) | (21.598,411.952)

Var(y;) |(0.00037,0.00304)(0.00018,0.00998)

A 8.094 53.920 182.43

(0.00000,0.018078)

(0.00000,0.010218)

189.01

Fonte: Autoria prépria.

Tabela 29 — Valores das medidas de qualidade de ajuste para o modelo M1: log(g, /(1 — ;)) = B1 + Brlog(x2)
e ¢ constante, M2: log{—log(1 — )} = Bi + Brlog(xr2) e log(¢) = 1 + P2log(x2), M3: log{—log(w)} =
B + B2log(xi2) e log(¢r) = + yalog(xiz) e M4: log{—log(i:)} = Bi + P2log(xi2) e log(¢r) = 1 + Yav/Xe2-

Dados do gés.
Estatisticas M1 M2 M3 M4

P? 0.4237 | 0.6251 | 0.8813 | 0.9073

P? 0.3941 | 0.5955 | 0.8719 | 0.9000
R%C 0.6905 | 0.6774 | 0.7241 | 0.7241
R%CC 0.6746 | 0.6520 | 0.7023 | 0.7023
R%R 0.7219 | 0.7432 | 0.7427 | 0.7426
R%RC 0.7046 | 0.7229 | 0.7223 | 0.7223
BV 0.5626 | 0.6820 | 0.8143 | 0.7974

o 0.5140 | 0.5860 | 0.6260 | 0.4640

Fonte: Autoria prépria.

Figura 30 — Grificos de envelopes e dos residuos ponderados padronizados r?, para o modelo M1: log(u, /(1 —
W)) = PBi + B2log(x2) e ¢ constante, para os dados do gés.
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Fonte: Autoria prépria.
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Figura 31 — Gréficos de envelopes dos residuos ponderados padronizados rf e r¥, para os modelos M2:
log{—log(1 — )} = P1 + B2log(xi2) e log(¢r) = N + plog(xz), M3: log{—log(u)} = B1 + P2log(x2) e

log(¢;) = 71 + 12 log(xn) e M4: log{—log(u)} = Bi + B2log(x2) e log(¢) = 11 + 12/*r2, para os dados do
gés.
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Fonte: Autoria propria.
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Na Tabela 29 temos os valores das estatisticas de adequabilidade de ajuste, para cada um dos
modelos aqui abordados. Observamos que o modelo M1, proposto inicialmente por Zerbinatti
(2008) aparentemente apresenta ajuste razodvel quando consideramos apenas os critérios do
tipo R?. Além disso, vemos que esse modelo apresenta o valor de & mais préximo de 0.5.
Entretanto, os valores dos critérios P> e P? para esse modelo, indicam baixo poder de predigdo
para novas observacgdes, € muito provavelmente, esse trata-se de um tipico caso de overfitting.
Esse problema € captado pela nossa estatistica BV, que apresenta valor baixo para esse modelo,
sendo igual a 0.5626. Dessa forma, com base na estatistica BV, acreditamos que o modelo
M1 ndo € adequado aos dados, e essa conclusdo € confirmada quando observamos o grafico de
envelopes simulados com os residuos ponderados padronizados, apresentado pela Figura 30a,
nela vemos que alguns pontos encontram-se fora dos envelopes. Além disso, pela Figura 30b,
com o gréfico dos residuos versus os indices, vemos que trés observacdes possuem residuos
mais elevados, fora do intervalo (—2,2). Dessa forma, apesar de & =~ 0.5, o modelo M1 ndo
estd adequado. Isso confirma a ideia de que o diagndstico de adequabilidade precisa considerar
a concordancia conjunta dos valores de BV e .

Observando os valores das estatisticas na Tabela 29 para os modelos com dispersao varidvel,
vemos que M4 € o modelo que apresenta o melhor desempenho para predizer novas observa-
coes. Além disso, esse modelo apresenta valor elevado para BV e & = 0.5, indicando ajuste
razodvel e aceitdvel desse modelo. Vale destacar que para esse conjuto de dados, o intervalo
da média estd localizado préximo de zero, cujos valores das medidas sdo tipicamente menores,
mesmo quando o modelo estd corretamente especificado. A partir dos graficos de envelopes
mostrados na Figura 31, para os modelos M2, M3 e M4, vemos pelas Figuras 31e e 31f, que
o modelo M4 de fato apresenta melhor adequabilidade, tanto pelo grafico com os residuos rB,
como pelo grifico com os residuos do modelo da precisdo, r¥. Ademais, podemos observar
que, apesar da Figura 31a ndo apresentar um ajuste tdo bom do modelo M2, indo de acordo
com o baixo valor da estatistica BV, o gréifico da Figura 31b demonstra desempenho plausivel
dos residuos no modelo da precisdo, sendo melhor do que para o modelo M3. Isso justifica o
fato do valor de & para M2 ser mais proximo de 0.5 do que para M3.

Seguiremos avaliando a adequabilidade do modelo M4 para o conjunto de dados do fator de
simultaneidade. Na Figura 32 dispomos dos graficos dos residuos ponderados padronizados P
versus os indices das observagdes, os valores ajustados e a covaridvel poténcia computada, em
que observamos os residuos distribuidos aleatoriamente dentro do intervalo (—2,2), com exce-
cdo das observagdes 11, 31 e 33, que possuem residuos mais elevados. Na Figura 33 temos mais
alguns gréificos de diagndsticos, utilizados para detectar possiveis pontos influentes, os graficos
sdo referentes as medidas de alavancagem, distancia de Cook e medidas de influéncia local.
Entdo, de acordo com a Figura 33a vemos que as observacdes 21 e 31 apontaram altos graus
de alavancagem, porém, pela Figura 33b, apenas o ponto 31 foi indicada como provavelmente
influente. Entretanto, a partir dos graficos de influéncia local, apresentados pelas Figura 33c e
33d, verificamos que pelas medidas de curvaturas normais, Cy,, os pontos 3, 10, 11, 31,33 e 35
sdo indicados como possiveis pontos influentes, e pelos vetores 7., Observamos que os pontos
3, 11, 31 e 33 sdo indicados como sendo conjuntamente influentes.
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Figura 32 — Grificos dos residuos ponderados padronizados r#, para o modelo M4: log{—log(t)} = B1 +
Balog(xs2) e log(¢y) = vi + Y24/Xs2, para os dados do gés.
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Figura 33 — Gréficos dos possiveis pontos de alavanca e influentes, para o modelo M4:
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Na Tabela 30 encontramos as mudangas relativas percentuais das estimativas dos parame-

tros e os respectivos p-valores, verificados apds a retirada das observagdes que apresentaram

maiores residuos e graus de alavancagem, e também daquelas indicadas como possivelmente

influentes na estimativa dos parametros do modelo M4. Podemos entdo observar que, quando

retiradas individualmente ou conjuntamente, nao existem mudancas relativas significativas nas

estimativas dos parametros. Ademais, os p-valores obtidos mantiveram a significancia dos
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pardmetros e consequentemente da covaridvel log(x;2) no submodelo da média e de |/x;; no

submodelo da precisao. Logo, as observagdes avaliadas individualmente ou conjuntamente nao

exercem influéncia demasiada nas estimativas dos parametros. Portanto, podemos concluir que

o modelo M4 tem uma boa adequabilidade aos dados.

Tabela 30 — Mudangas relativas (M. R.) em porcentagens das estimativas dos parametros e respectivos p-valores,
verificados com a retirada de observagdes, para os dados do gds, com o modelo M4: log{—log(i;)} = Bi +

Blog(xi2) e log(¢r) = "1 + 12 /Xe2.

Pontos Retirados | Medidas Bi B " %
3 M.R. (%) | 0.7904 0.1204  0.2887 2.8836
p-valor | 0.0000 0.0000 0.0004  0.0067
10 M.R. (%) | 2.0583 23774  4.3498 43124
p-valor 0.0000 0.0000  0.0003 0.0124
1 M.R. (%) | 1.6302 1.3542 3.8687 2.2082
p-valor | 0.0000 0.0000 0.0002  0.0099
. M.R. (%) | 3.6061 54770 6.8443  8.9539
p-valor 0.0000 0.0000  0.0005 0.0263
31 M.R. (%) | 09386 3.6714 13.2651 23.4586
p-valor | 0.0000 0.0000 0.0025  0.0016
“ M.R. (%) | 14984 06019 02156  9.0232
p-valor | 0.0000 0.0000 0.0004  0.0040
35 M.R. (%) | 2.4535 3.1297 6.0128 6.6072
p-valor | 0.0000 0.0000 0.0003 0.0157
311,31 ¢33 M.R. (%) | 0.7410 0.7523 12.2373  42.3623
p-valor | 0.0000 0.0000 0.0023  0.0003

Fonte: Autoria prépria.
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7  CONSIDERACOES FINAIS

7.1 CONCLUSOES

Quando trabalhamos com o modelo linear beta com dispersdo varidvel, vemos que para si-
tuacdes em que os modelos estdo corretamente especificados, as estatisticas usuais detectam
mais facilmente esses bons ajustes, quando os graus de heteroscedasticidade sdo baixos e os
valores da média da resposta encontram-se em torno de 0.5. Desse modo, vemos que conse-
quentemente, BV também apresenta bons desempenhos nesses cendrios, apresentando valores
mais elevados. Além disso, concluimos por meio dos estudos de simula¢ao que para um modelo
linear beta bem ajustado, com habilidades similares e elevadas em explicar bem a variabiliade
da resposta e predizer bons valores dessa varidvel, espera-se que o valor de BV seja proximo
de um e & =~ 0.5, porém, podendo haver desvios de aproximadamente 0.2 nos valores de &,
quando o tamanho amostral € pequeno.

Ainda para os resultados sobre o modelo beta linear com dispersdo varidvel, temos que
quando o modelo ajustado omite uma determinada covaridvel no modelo da média, de modo
que tal covaridvel segue uma distribuicdo muito diferente das demais, observamos drésticas
mudancas nos valores médios das estatisticas usuais, da BV e também de &, principalmente
quando o tamanho amostral cresce, indicando fortemente, que o modelo ndo estd adequado.
Entretanto, quando a distribuicdo da covaridvel omitida € similar as demais covaridveis presen-
tes no modelo, as estatistica P2, R e BV apresentam dificuldades em assimilar a falta dessa
varidvel. Pudemos verificar que independentemente da distribui¢do da covaridvel omitida, as
variancias e precisoes sdo mal estimadas, especialmente quando n cresce. Logo, em todas essas
situacdes, o modelo ajustado apresenta problemas, devido a falta de uma covaridvel. Observa-
mos entdo que a medida & consegue captar a ma especificacdo do modelo, apresentando em
média valores consideravelmente mais distantes de 0.5. Prosseguindo, quando ajustado um
modelo assumindo precisdo constante, sob dados gerados a partir de um modelo com média
e precisdo varidveis, temos que as estatisticas P>, R> e BV indicam a falta do modelo para a
precisdo quando o grau de heteroscedasticidade € bastante elevado, caso contrario, essas me-
didas apresentam dificuldades em assimilar o erro na especificacio do modelo. Entretanto, o
desempenho de & novamente consegue se sobresair as demais estatisticas, apresentando sempre
valores distantes de 0.5, indicando mé adequabilidade dos modelos.

Para o modelo beta nao linear com dispersao varidvel, quando ajustado corretamente tal
modelo, vemos resultados similares ao caso linear, em que as estatisticas tradiocinais e também
BV apresentam mais facilidade em assimilar a adequabilidade do modelo, quando u € central.
Entretanto, vale destacar que para os cendrios em que U € proximo de zero ou de um, e o graus
de heteroscedasticidade sao elevados, os coeficientes R12~"C’ R%CC, R%R e R%RC ndo conseguem
assimilar bem a adequabilidade do ajuste, porém P2 e Pc2 apresentam ainda bons valores. Logo,
nesses cendrios, os valores para BV sdo medianos, e aumentam de acordo com o tamanho
amostral. Quanto a andlise de &, vemos que seus valores médios encontram-se sempre proximos
de 0.5, principalmente quando o tamanho da amostra aumenta, conforme o esperado. Além
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disso, identificamos nesse estudo com o modelo beta ndo linear, que possivelmente, a nossa
medida & consegue fornecer informacdes a respeito dos vieses de ¢, com ¢ = 1,...,n, de modo
que, quanto melhor forem as estimativas das precisdes ¢, mais proximo de 0.5 sera &.

Adicionalmente, foi feito um estudo sobre a eficicia de BV e & e também das demais esta-
tisticas, em detectar a omissdo do fator de ndo linearidade existente no modelo da média para
um tamanho amostral consideravelmente grande. Observamos entdo um mal desempenho das
medidas P2, R* ¢ BV (quando avaliado sozinho), de modo que nenhuma delas pdde captar a
omissdo da ndo linearidade na média. Entretanto, & nos apresentou um 6timo desempenho,
cuja média dos valores das réplicas de Monte Carlo para essa medida, estd bastante distante do
esperado em um bom modelo.

Por fim, foram apresentados os estudos de simulacdo para o modelo linear beta com disper-
sdo fixa, considerando modelos corretamente especificados. Pudemos ver que as estatisticas de
qualidade de ajuste e de predicdo possuem melhores habilidades em indicar a adequabilidade
do modelo, quando os valores verdadeiros da média estdo centralizados e o parametro de pre-
cisdo € elevado, consequentemente, BV também apresenta bons resultados sob esses cendrios.
Um ponto importante, observado nos modelos com precis@o constante, € que para amostras
pequenas, geralmente, & apresenta valores consideravelmente menores que 0.5, mesmo com o
modelo bem especificado e ¢ elevado, onde as demais medidas de adequabilidade sdo proximas
de um. Esse fato ocorre devido o viés da estimativa para ¢ ser bastante alto, e como & reflete
a qualidade da estimativa da precisdo, os seus valores tendem se aproximar de 0.5 quando o
tamanho amostral cresce, pois nesse caso, os vieses de qs tonam-se menores. Portanto, para o
modelo linear beta com dispersao fixa € indicado considerar amostras maiores.

Durante as aplicagdes pudemos confirmar com dados reais nossas conclusdes a respeito de
BV e de &. Assim, podemos dizer que a medida BV junto com &, conseguem auxiliar bem nas
escolhas de modelos de regressao beta, de modo que, embora BV possa ser considerada uma
estatistica rigorosa, cujo valor na maioria das vezes € obtido atribuindo sempre pesos maiores
ao minimo, BV e & conseguem conjuntamente detectar ambas as qualidades aqui investigadas
em um modelo beta, que sdo: explicar bem a variabilidade da resposta e predizer bons valores
de tal varidvel. Além disso, quando BV ~ 1, & torna-se uma 6tima ferramenta para investigar a
qualidade das estimativas da precisao.

Finalmente, apds os estudos de BV e &, propomos um método em que inicialmente o mo-
delo seja selecionado com base em &. Modelos em que & ~ 0.5 devem ser considerados bem
ajustados, e quando BV = 1 este modelo selecionado apresenta um equilibrio entre predicao e
variabilidade.

7.2 TRABALHOS FUTUROS
Serdo possiveis objetivos de nossas proximas pesquisas:

* Avaliar o desempenho de BV e & quando omitimos o fator de ndo linearidade da média
para diferentes tamanhos amostrais.
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* Realizar avaliacdes numéricas no modelo com dispersdo varidvel e amostras maiores.

* Avaliar o desempenho de & quando realizamos correcdes de viés no estimador da preci-
sdo.
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