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RESUMO

Vérios fendmenos de natureza fisica, bioldgica, financeira, social e economica demandam o
uso de modelos de séries temporais. Muitos avancos tém sido feitos para séries normais,
contudo outras distribui¢dbes marginais sao requeridas frequentemente. Esta dissertacao
visa contribuir nos ambitos de séries temporais com retornos positivos. Neste suporte,
a distribui¢do exponencial exponencializada (EE) tem se mostrado uma boa alternativa
a outras leis positivas, tais como Gama e Lognormal. Nesta dissertacao, inicialmente
desenvolvemos uma reparametrizacao da distribuicao EE baseada na fun¢ao quantilica e em
seguida combinamos essa nova distribuicao com uma estrutura autorregressiva e de médias
moéveis (ARMA). Este tltimo modelo é denominado como Exponencial Exponencializado
Reparametrizado Autorregressivo e de Médias Moéveis (EER-ARMA). Vérias propriedades
do EER-ARMA sao derivadas, como as fungoes escore e a matriz de informagao observada.
Um procedimento para estimagao por maxima verossimilhanca dos parametros associados
¢é desenvolvido. Por meio de experimentos de Monte Carlo, avalia-se numericamente o
comportamento das estimativas sob diferentes cenarios, considerando a variacao de trés
funcoes de ligagoes distintas. Resultados evidenciam que o uso da funcao de ligagao
logaritmo da W de Lambert apresenta desempenho superior quando comparada com as
fungoes de ligacao logaritmica e raiz quadrada. Por fim, uma aplicacao a dados reais é
apresentada, em que o modelo EER-ARMA com estrutura na mediana é comparado ao
Gama-ARMA com estrutura na média. Resultados indicam que o modelo EER-ARMA

pode superar o modelo Gama-ARMA.

Palavras-chave: séries temporais; funcao quantilica; verossimilhanca.



ABSTRACT

Several physical, biological, financial, social, and economic phenomena demand the use
of time series models. Many advances have been made for normal series, however other
marginal distributions are often required. This dissertation aims to advance in the scope
of time series with positive returns. In this support, the exponentiated exponential
distribution (EE) is a good alternative to other positive laws, such as Gamma and
Lognormal. In this dissertation, we initially develop a reparametrization of the EE
distribution based on the quantile function and, thus, combine this new distribution
with an autoregressive and moving average (ARMA) structure. This last model is called
Exponentialized Autoregressive and Moving Averages (EER-ARMA). Various properties
of the EER-ARMA process are derived, such as the score functions and the observed
information matrix. An estimation procedure by maximum likelihood for the EER-ARMA
parameters is developed. Through Monte Carlo experiments, the behavior of the estimates
is numerically evaluated under different scenarios, considering the variation of three
different link functions. Results show that the use of Lambert’s W logarithm link function
presents superior performance compared to those due to the logarithmic and square root
link functions. Finally, an application to real data is presented, where the EER-ARMA
model with structure at the median is compared to the Gamma-ARMA model with
structure at the mean. Results indicate that the EER-ARMA model can outperform the
Gamma-ARMA model.

Keywords: likelihood; quatile function; yime series; LTN.
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1 INTRODUCAO
1.1 MARCO INICIAL

Varios campos de estudos estao relacionados com a andlise de séries temporais
(AST), como, por exemplo: taxas de empregos, valores dos precos de agoes, produgao
diaria em uma fabrica, seguros, demografia, areas de engenharia civil, dentre outros. Por
esse motivo, aplicar modelos estatisticos em séries temporais tem atraido o interesse de
diversos pesquisadores, uma vez que fazer uma andlise desses dados é 1til para a sociedade.
Devido as mudancas que ocorrem em seus valores e seus efeitos ao longo do tempo, a AST
objetiva tanto descrever a estrutura de dependéncia da série como fazer previsao para os
valores de uma variavel de interesse em um dado horizonte.

A classe de modelos conhecida como processos autoregressivos de médias méveis
(Autoregressive-Moving-Average - ARMA), largamente discutida em Brockwell e Davis
[1991], é muito utilizada para modelar séries temporais. Isso se justifica pois varios
resultados matematicos (proposigoes relacionadas a existéncia de um processo estocéstico,
a relagdo entre a fungao de autocorrelacao a sua respectiva representacao espectral, ...) e
estatisticos (estimadores baseados em diferentes critérios, resulados assintdticos associados,
teste sob os pardmetros, critérios de selegao de modelo e diagnostico, ...) tém sido proposto
para esta classe. O modelo ARMA constuma assumir normalidade [CHUANG; YU, 2007],
o que inviabiliza seu uso em muitas aplicagoes [TIKU et al., 2000]. Para superar esta
limitacao, varios processos nao normais tém sido propostos na literatura. Eles podem ser

classificados como:

o |Condicionais ou pela abordagem de regressao |: Iniciando com a proposta de Benja-

min, Righy e Stasinopoulos [2003] para o processo ARMA generalizado (Generalized
ARMA - GARMA) cuja distribuigdo marginal é qualquer distribuigdo pertencente
a familia exponencial (de natureza discreta, Poisson, Binomial, ...; de natureza
continua, normal, gama, gaussiana inversa, ...). Rocha e Cribari-Neto [2009] propuse-
ram o modelo Beta-ARMA para analisar proporcoes. Recentemente, Almeida-Junior
e Nascimento [2021] introduziram o processo G)-ARMA para descrever intensidades

em imagens de radar de abertura sintética.

« |Nao condicionais

— Dicretos: Processos autoregressivos (AR) com distribui¢gdo Binomial [WEIS;
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KIM, 2013], ARMA com marginais Binomial-Negativa e Geométrica e, em geral,

processos para valores inteiros considerando sub dispersao [WEIS, 2013].
— Continuos: Processos Gama [LEWIS; MCKENZIE; HUGUS, 1989] e AR com

marginal Laplace generalizada [JOSE; THOMAS, 2011].

Os modelos supracitados se mostraram com propriedades matematicas bem definidas
e aplicaveis a diversos fenomenos. A proposta desta dissertacdo é apresentar e estudar
um modelo dindmico de série temporal tendo como marginal uma reparametrizacao da
distribui¢cdo Exponencial Exponencializada (EE) proposta por Gupta e Kundu [1999].
Esta distribuicao foi escolhida devido as suas caracteristicas analiticas (ambas densidade e
fungao de distribuicao acumulada independem de funcao especiais) e grande flexibilidade
para descrever experimentos aplicados. Varias propriedades matematicas da EE foram

estudadas por Nadarajah [2011a].

1.2 REVISAO DA LITERATURA E CARACTERIZACAO DO PROBLEMA
1.2.1 Revisao sobre o suposto probabilistico adotado

O suposto probabilistico desta dissertacao recai sobre a distribuicao EE que surge
com uma extensao da distribuigdo exponencial através do uso do gerador ezponentiated-G
(“Exp-G”): Uma varidvel X segue a distribui¢ao Exp-G se sua funcao distribui¢ao acumulada

(fda) e fungao densidade de probabilidade (fdp) sdo dadas por

F(z) = [G(z)]*, forzeDCR, (1.1)

respectivamente, em que ¢g(-) e G(-) representam a fdp e fda de uma distribui¢ao conhe-
cida, chamada pela literatura de novas distribui¢oes de baseline [CORDEIRO; SILVA;
NASCIMENTO, 2020]. Uma interpretacao fisica para o pardmetro adicional da classe
Exp-G ¢ discutida a seguir:

e F(z)=G(z) para a = 1;

o Tomando a = n € N, F(x) indica a fda do valor maximo definido sobre uma

amostra aleatéria (ou seja, independente e identicamente distribuida) n-dimensional
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de Y ~ G, diga-se {Y3,..., Y, }:
X(n) = max{Yy,...,Y,}, (1.3)

podendo assim qualquer variavel Exp-G ser entendida com um sistema que trabalha em
paralelo a outras « variaveis oferecendo um retorno se todas as variaveis funcionam
adequadamente. Particularmente, a distribuicao EE é o resultado de aplicarmos g(z) =
Aexp(—Azx) e G(x) =1 — exp(—Ax) nas Equagoes (1.1) e (1.2).

A distribui¢ao EE é um caso particular da distribuigdo Gompertz [GOMPERTZ,
1825], inicialmente utilizada para comparar tabelas de mortalidade. Este tltimo modelo
vem sendo utilizado em outras areas; tais como, em problemas relacionados a analise de
sobrevivéncia (ver, por exemplo, Kannan et al. [2010] e Abdel-Hamid e AL-Hussaini [2009])
e na area da satide auxiliando na busca por medicamentos de acordo com a demanda, tal
como discutido por Strickland et al. [2016]. Além disso, a distribui¢do EE foi usada para

descrever diversos tipos de dados:

Contexto Referéncia
Registros de chuva (Previsdo bayesiana) [MADI; RAQAB, 2007]
Tempo de vida de sistema de energia [COTA-FELIX; RIVAS-DAVALOS; MAXIMOV, 2009]
Dados de veiculo aéreo nao tripulado [HAN, 2015]
Tempo de fadiga de cupons de aluminio [GUPTA; KUNDU, 2004]
Numero falhas para rolamentos de esferas [GUPTA; KUNDU, 2004]

Outros trabalhos constroem uma tratativa mais analitica sobre o modelo EE. Gupta
e Kundu [2001] introduzem a distribuicdo EE como uma alternativa aos modelos Gama e
Weibull. De maneira semelhante, Gupta e Kundu [2003] apresentaram a distribuicao EE
como uma alternativa para a distribuicio Gama, enfatizando o fato de que a distribuigao
EE tem forma mais compacta, ou seja, independe de fungoes especiais, quando comparada
a este ultimo modelo. Os autores mostraram ainda que, em aplicagoes a dados reais, o
ajuste dos modelos gama e EE sao muito préoximos, concluindo que a distribuicao EE
pode ser uma alternativa ao modelo gama em alguns casos. Um levantamento sobre
resultados existentes é apontado por Gupta e Kundu [2007]. Um tratamento diferenciado
foi introduzido por Barros [2008], que comparou a inferéncia cléssica para a distribuigao

EE com sua abordagem bayesiana.
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Quanto a inferéncia pontual, Raqab e Ahsanullah [2001] discutiram estimadores
para os parametros de forma e escala da distribuicdo EE. Seguindo esta mesma linha,
Abdel-Hamid e AL-Hussaini [2009] investigaram a estimacao por méxima verossimilhanca
para os parametros da EE baseada na censura do tipo I. Além disso, com o objetivo de
verificar as propriedades assintéticas dos estimadores de maxima verossimilhanga (EMVs),
os autores realizaram um estudo de simulagao de Monte Carlo e discutiram também sobre
métodos de obtencao de intervalos de confianca bootstrap.

No contexto de distribuigoes bivariadas, Kundu e Gupta [2009] introduziram uma
distribuicdo exponencial exponencializada bivariada de tal forma que as distribui¢oes
marginais também seguem distribuicao EE. Neste trabalho, os autores constataram que as
fungoes conjuntas da densidade, acumulada e de taxa de falha possuem formas compactas.
Os autores ainda sugeriram o uso do algoritmo Ezpectation Mazimization para obter os
EMVs dos parametros desconhecidos.

Em Aslam, Kundu e Ahmad [2010], os autores propuseram planos de amostragem
de aceitacao para distribuicdo EE quando o experimento de vida é truncado em um tempo
pré-determinado. Essa é uma aplicagao bastante atipica a area de novas distribuicoes, mas
que ilustra a importancia e amplo alcance do uso da EE.

Apesar de ser uma distribui¢ao amplamente estudada até 2010, Nadarajah [2011a]
percebeu que pouca atencao foi dada as propriedades matematicas do modelo. Sendo
assim, o autor derivou expressoes para fun¢des matematicas importantes da distribuicao
EE, tais como as func¢oes geradora de momentos, caracteristica e geradora de cumulantes.
Derivou também os quatro primeiros momentos e os quatro primeiros cumulantes, dentre

outras propriedades estatisticas relevantes.

1.2.2 Definicao da fronteira a ser avancada

Apesar das muitas contribuigoes envolvendo a distribuicao EE, do melhor de nossa
revisao da literatura, nao encontramos uma abordagem em séries temporais que adote a
distribuigdo EE como marginal. Nesse sentido, esta dissertagdo propde um modelo ARMA
com marginal EE estruturada em termos da fungdo quantilica. Além disso, duas questoes
serao objetos das discussoes a serem feitas:

¥ Como o modelo proposto descreve varidveis temporais relacionadas ao mercado

financeiro, comparativamente ao processo '~ ARMA proposto por Benjamin, Rigby e
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Stasinopoulos [2003]? Esta comparagao complementa da perspectiva da suposi¢ao
de dependéncia o trabalho de Gupta e Kundu [2001] dedicado ao estudo da relagao

EE x I' no contexto de independéncia.

9 Qual o efeito do pardmetro a (que tem uma justifica¢do fisica expressa na Equa-

¢ao (1.3)) induzido da classe Exp-G no novo processo com marginal EE?

1.3 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é o desenvolvimento de uma reparametrizacao da
distribuicao EE e sua posterior utilizagao como marginal de um novo modelo de séries
temporais. Em particular, destacam-se os seguintes objetivos especificos:

» Propor uma reparametrizacao para a distribuicao EE em termos da funcao da quan-
tilica, que chamamos distribuicao Exponencial Exponencializada Reparametrizada
(EER);

o Derivar algumas propriedades da distribuicao reparametrizada;

e Desenvolver um novo modelo de séries temporais, baseado na marginal EER;

e Propor um procedimento de estimagao para os parametros do modelo de séries
temporais;

o Mostrar que o novo modelo é promissor para predi¢ao, mediante uma aplicagao a

uma variavel do mercado financeiro.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

O Capitulo 2 aborda a introducao da distribuicio EER. Um novo modelo de
séries temporais é discutido no Capitulo 3. Os resultados numéricos desta dissertacao
sao apresentados no Capitulo 4: Primeiramente, experimentos para dados simulados
e, subsequentemente, um estudo para dados reais relacionados ao mercado financeiro.
Finalmente, o Capitulo 5 elenca as principais contribui¢oes deste trabalho. Alguns

resultados matematicos sao enderegados nos Apéndices A e B.

1.5, PLATAFORMA COMPUTACIONAL

As avaliagbes numéricas (tais como geragao de séries temparais e construgoes

graficas associadas) ao longo dessa dissertagdo foram feitas usando a linguagem R na
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versao 4.0.5 para Windows. A linguagem R se encontra disponivel gratuitamente no site
https://www.r-project.org.
Para fins de edicao, o trabalho foi digitado usando o sistema de tipografia KXTEX.

Para maiores detalhes, consultar Goossens, Mittelbach e Samarin [1994].


https://www.r-project.org
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2 UMA NOVA REPARAMETRIZACAO DA DISTRIBUICAO EXPONEN-
CIAL EXPONENCIALIZADA

2.1 A DISTRIBUICAO EXPONENCIAL EXPONENCIALIZADA

Esta secao apresenta uma breve introdugao da distribuicao EE proposta por Gupta
e Kundu [1999] e algumas de suas propriedades. Diz-se que uma varidvel aleatéria X segue
uma distribuicdo EE com parametros de forma a > 0 e escala A > 0, se sua fda é expressa

por
F(z;a,\) =[1 —exp(—A\x)]*, z>0. (2.1)

Denotaremos uma variavel aleatéria com distribuigao EE por X ~ EE(a, ). A fdp de X

¢ dada por
f(z;a, X)) = adexp(—Az)[1 — exp(—Az)]*"!, x> 0. (2.2)

A Figura 1 apresenta algumas curvas de densidade da distribuicao EE para diferentes
valores de @ e A\. Na Figura 1(a), fixamos o pardmetro A = 1 e variamos o parametro «.
Observa-se que para « < 1 a distribuicao é decrescente e, para o > 1, a distribuicao é
unimodal, possuindo assimetria a direita. Na Figura 1(b), fixamos o pardmetro o = 1.5 e
variamos o parametro A\. Notamos que a diminuicdo do A colapsa em curvas unimodais
com caudas mais pesadas (como ilustrado pelo grafico relativo em escala semi-logaritmica

na Figura 1(c)).

Figura 1 — Funcao densidade de probabilidade da distribuicao EE.
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A distribuicao exponencial é um caso particular da distribuicao EE tomando o = 1
na Equagao (2.2). Além disso, a distribui¢do EE é um caso particular da distribui¢ao
Gompertz [GOMPERTZ, 1825]. Note que se uma varidvel aleatéria T' tem distribuicao

Gompertz com parametros p, a e A, entao sua fda é dada por

1
F(t;p, e, A) = [1 = pexp(=tA)]", ¢ > T logp,

em que « > 0 é o parametro de forma e p, A > 0 sdo parametros de escala. De fato, quando
p =1, temos a fda da distribuicao EE.
No que segue, apresentamos algumas propriedades mateméaticas importantes. Se

X ~ EE(a, ), entao sua fungao geradora de momentos (fgm) é [NADARAJAH, 2011b]

0o t
M(t):a)\/ z’t/’\(l—z)o‘_1 dz:aB<1—>\,a),
0

em que B(-,-) é a fungao Beta:
1
B(a,b) = / 1911 — 1) .
0

Assim, o k-ésimo momento é dado por

1\k k
(=1) aa—B(a,p—i—l—a)

ky _
B = "

Com base nos quatro primeiros momentos de X, as expressoes para média, variancia,

assimetria (s(-)) e curtose (k(-)) sdo dadas, respectivamente, por

E(X):W . Var(X) =

™ —6¢' (a+ 1)
62 ’

[6V6(2n(3) + v (a + 1))
2 — 6y (a+ 1))

s(X) =

o {31+ 60 [t (a + 1)) — 2072 (o + 1) — 200" (a + 1)}
K= 5[ — 60+ 1 ’

em que C é a constante de Euler, ¥(z) = dlogI'(z)/dz é a fungdo digamma, I'(z) =
Joet* exp(—t) dt é a funcdo gamma, ¢'(x), ¥"(x) e " (z) representam as derivadas de
primeira, segunda e terceira ordem da fungao digamma, respectivamente, e n(x) = > 50, i "
¢é a funcao Zeta de Riemann. Para mais detalhes sobre a distribuicao EE, ver Gupta e

Kundu [2001], Gupta e Kundu [2007], Barros [2008] e Nadarajah [2011a].
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2.2 DISTRIBUICAO EXPONENCIAL EXPONENCIALIZADA REPARAMETRIZADA
E ALGUMAS DE SUAS PROPRIEDADES

Neste secao, introduziremos uma reparametrizacao da distribuicao EE em termos
da funcao quantilica, que sera a base da proposta de um modelo de séries temporais com
estrutura ARMA.

Inicialmente, note que a func¢ao quantilica da EE, Qgg = F~'(x) com F(-) dada

pela Equagdo (2.1), é facilmente obtida pelo método da inversdo da fda de EE:

— log (1 — Ti>
q(1) == Qer(t;a, \) = )\ , 7€(0,1). (2.3)
Da Equacao (2.3), a seguinte identidade se verifica:
—log (1 — Ta
A(T5a,q(7)) = ( ) (2.4)
q(T)

Aplicando (2.4) nas Equagoes (2.1) e (2.2), a reparametrizacao («, \) — («, ¢(7)) induz

a seguinte definicao.

Definicao 2.2.1. A wvaridvel aleatoria X seque uma distribuicio EE reparametrizada

(EER), se suas fda e fdp sao dadas, respectivamente, por (para x > 0)

lo — T *
F(z;a,q(1)) = {1 — exp [g(l)x] } (2.5)

q(T)

em que a >0 e T € (0,1). Essa situagao serd denotada por X ~ EER(a,q(T)).

A fgm da distribuicdo EER é dada por
t
Mggr(t) = aB <1 + Q(T)l)a)
log(1 —7%)
e seu k-ésimo momento é dado por: Para X ~ EER(a,q(7)),
a(=Drq¢*(r) 0"

E(Xk) - 1\1k k
E—

B(a,p+1—a)

p=a

Seguindo a mesma derivagao feita por Nadarajah [2011b], a seguinte proposicao se verifica.
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Proposigao 2.2.1. Seja X ~ EER(«, q(7)) para T € (0, 1), a média, variancia, assimetria

e curtose de X sao dadas por

g(T)[¥(a+1)+C] ¢*(7) [7* — 6¢(or + 1)]

E(X) = —log (1 — Té>  Var(X) = 6[— log (1 — Té)]Q ’
) - [8YB(203) + vt 1)
72 — 63/ (a + 1))?
(%) = 9 {371+ 60 [1'(a + 1)]* — 2072/ (a + 1) — 20" (ax + 1)}.

5 [r2 — 6/ (a + 1))

Pode-se observar da Proposicao 2.2.1 que a assimetria e curtose das distribuicoes EE e
EER coincidem, pois elas nao dependem do parametro \.

A Figura 2 exibe as curvas de densidade da distribuigdo EER, considerando dife-
rentes valores para os parametros a e g. Além de se concluir os mesmos comportamentos
das curvas de densidade da distribuicao EE, esta figura destaca o efeito do 7 € (0,1) na
densidade da EER. Pode-se observar que o aumento de 7 tende a tornar as curvas mais

leptocurticas.
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Figura 2 — Funcao densidade de probabilidade da distribuicdo EE reparametrizada.
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(a) ¢ = 1, 7 = 0.25 e diferentes(b) ¢ =1, 7 = 0.5 e diferentes valo-(c) ¢ = 1, 7 = 0.75 e diferentes valo-

valores para « res para « res para «
3 3 3
= =03 = =03 = =03
= q=0.7 = q=0.7 = q=0.7
= g=1 = g=1 = gq=1
= =15 = =15 = =15
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i
-
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0 0 (o]
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(d) o = 1.5, 7 = 0.25 e diferentes (e) a = 1.5, 7 = 0.5 e diferentes(f) a = 1.5, 7 = 0.75 e diferentes
valores para ¢ valores para ¢ valores para q

Fonte: Autoria prépria (2021)
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3 PROCESSO ARMA EXPONENCIAL EXPONENCIALIZADO REPA-
RAMETRIZADO

3.1 INTRODUCAO DO MODELO

Um modelo bastante utilizado em séries temporais é o Autoregressivo e de Médias
Méveis (ARMA), para mais detalhes ver Brockwell e Davis [2016]. O processo ARMA(p, q)
é uma combinagao entre processos AR e MA, em que p representa a ordem do processo
autoregressivo e ¢ a ordem do processo de médias moveis.

Nesta sec¢ao, introduziremos um modelo de série temporal segundo a abordagem
de regressao para a distribuicio EER (EER-ARMA) com preditor estruturado a partir
dos seus quantis condicionais. A construcao desse modelo é similar aquela empregada no
GARMA [BENJAMIN; RIGBY; STASINOPOULOS, 2003], BARMA [ROCHA; CRIBARI-
NETO, 2009], KARMA [BAYER; BAYER; PUMI, 2017, GYARMA [ALMEIDA-JUNIOR;
NASCIMENTO, 2021] e, mais recentemente, em Ribeiro [2020]. Para tal, precisamos da
definicao de uma componente sistematica e de uma aleatoéria.

Como componente sistemdtica, assumiremos a relagdo: Sejam {z;; t = 1,...,n}
uma série temporal observada, ¢; = ¢;(7) = F~'(7 | F;_1) o quantil 7 da distribuigao EER
no instante t e F; = o(Xy, Xy_1,...) a o-dlgebra gerada por informagoes observadas até o
tempo ¢,

p q
ola) =m =5 +2/B+3 6, |9(xei) — 28] + 3 Ourics, (3.1)
em que
e g(+) é uma fungao de ligagao estritamente monétona e duplamente diferenciavel (que
objetiva relacionar o quantil ¢; ao preditor linear n;);

o 7, =g(xy) — g(q:) é um erro (de natureza deterministica) associado a estrutura (3.1);
e 0 é o intercepto do modelo;
e z€RF (t=1,...,n) é um conjunto de k séries temporais que ocorrem conjunta-

mente a série de interesse, x;;

e B=(B1,...,B:)" é um vetor de parametros desconhecidos associados ao vetor de
.’ . . T'
covariaveis z; = (241, ..., 2ik) ; €
e o= (¢1,...,0p) €0 =(61,...,0,)" sdo os vetores de pardmetros dos modelos AR

e MA, respectivamente.
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A forma do modelo AR(p) obtida de (3.1) é dada por
p
g(@) =m=0+z B+ ¢ [g(mt,i) - Z;iﬁ} -
i=1
A forma do modelo MA(q) obtida de (3.1) é expressa por

q
g(@) =m =0+ Z 07—y
k=1

Nesta dissertacao, escolhemos trés fungoes de ligagdo para fazer o mapeamento dos reais
positivos para os reais, g(-) : R" — R. Elas deverdo satisfazer n, = g7 (¢:) < ¢ = g(n:).

Por outro lado, a componente aleatéria é definida no que segue.

Definigao 3.1.1. Sejam {Xy;t = 1,...,n} uma sequéncia de varidveis aleatdrias com
distribuicio EER(a,q(T)) e Fy = 0(Xy, Xi—1,...) a o-dlgebra gerada por informagoes
observadas até o tempo t. Dado um conjunto mensurdvel de informacoes anteriores, a
distribuicao condicional de cada Xy | Fy—1 seque a distribuicio FER, ou seja Xy|Fi_1 ~
EE(a,q) tal que q; é dada na Equagdo (3.1), dessa forma a densidade de X é dada por

[z Fior) = [—
qt qt qt

(3.2)

O modelo decorrente da Definigao 3.1.1 sera denotado por X; ~ EER-ARMA(p, q) : g(-), 7.

3.2 DEFININDO E AVALIANDO GERADORES PARA O MODELO EER-ARMA

Nesta segao, apresentam-se alguns exemplos para alguns submodelos de EER-
ARMA(p,q):
o EER-AR(1): g(q:) = 6 + ¢ g(x4-1), ou, equivalentemente, g(z;) = 0 + ¢ g(xi—1) +
9(x:) — 9(qn);

. EER—K/IA(l): 9(@¢) = 0 + O0lg(zi—1) — g(q—1)] ou, equivalentemente, g(x;) =
0+ 0riqy + 14
« EER-ARMA(1,1): g(q) = 0 + ¢ g(xi—1) + 0 [g(@i—1) —g(qi—1)] ou, equivalentemente,
g(xy) =0 + dg(xiq) + Or—y + 14
Estes submodelos sao gerados satisfazendo o pseudo codigo dado pelo Algoritmo 1.
E esperado dos livros classicos de AST [BROCKWELL; DAVIS, 2016] que
e 0 processo AR(1) tenha um corte no primeiro lag da PACF e a ACF com um

decrescimento exponencial ou senoidal;
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Algorithm 1: Algoritmo de geragao para uma série EER-ARMA (p,q)

1 Atribua valores para os parametros A, §, ¢ = (¢1,...,6,)" e @ = (01,...,0,)" e
para os pares (z;,¢;) tal que i = 1,...,m, e m = max{p, q};

2 Calcule ¢; para t > m + 1 usando:

=0 (54 3 nstod + 3 Ol - oo )

3 Gere Xy ~ FER(a,q;) parat=m+1,...,n.
4 Repita os passos 2 e 3 até que os n valores da série sejam obtidos.

« 0 processo MA(1) tenha um corte no primeiro lag da ACF e a PACF com um
decrescimento exponencial ou senoidal;
« o processo ARMA(1,1) ndo tenha cortes claramente definidos.

As Figuras 3, 4 e 5 apresentam cenarios de simulacao para os submodelos EER-
AR(1), EER-MA(1) e EER-ARMA(1,1). Pode-se observar que o comportamento esperado
é alcancado e, assim, os cortes nos pares amostrais (ACF,PACF) também se constituem
para o novo processo um mecanismo de identificagdo de ordem em processos puramente

autoregressivos ou de médias moveis.



Figura 3 — Séries geradas a partir do EER-AR(1) e seus pares (ACF,PACF).
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Fonte: Autoria prépria (2021)



Figura 4 — Séries geradas a partir do EER-MA (1) e seus pares (ACF,PACF).
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Figura 5 — Séries geradas a partir do EER-ARMA(1,1) e seus pares (ACF,PACF).
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3.3 ESTIMACAO POR MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Esta secao aborda a estimacao por maxima verossimilhanca condicional para os
parametros do modelo EER-ARMA (p,q). Seja {z1,...,z,} uma série temporal observada
a partir da série estocastica {X7,..., X, } tal que X;|F;—1 ~ EER-ARMA(p,q) : {o, ¢},
em que ¢; é dada na Equacdo (3.1). Neste caso, o vetor de pardmetros associado é
= (a,8",5,¢",0")". A estimacido por maxima verossimilhanca condicional consiste em
maximizar a funcao de log-verossimilhanca condicional em 7 dada por

n

Um) =0T Tty ooy Tp) = zn: log f(zg;m) = > l(m;ay),

t=m+1 >~ t—m+1
Ly (705t)

em que

1 log(1 — Té €T
ly(m; ) =log(ar) — log (g¢) + log[—log(1 — 7=)] + g(q)t
t

} . (3.3)

Uma vetor importante para o processo de estimacao por maxima verossimilhanga é a vetor

log(1 — 74 )z,
e

+ (a—1) log{l—exp[

escore,

Ulr) = ol(m) 0l(m) OL(m) Ol(m) OL(m)
™ 00 08T 05 0gT 08T
_ Z Ol () Ol (m) Oly(m) Oly(m) Oly(m)

o | 00 0BT 05 0T 06T
- N~ —— — T —(— —
Ua,t Us,t Us,t

)
Ug,t Ug,t

em que as componentes sao determinadas na seguinte proposicao.

Proposicao 3.3.1. Seja U(m) o vetor escore associado a série {xy;;t =1,...,n}. Ele é
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determinado pelas sequintes componentes:

1 , log(1 — 74) log(7)7/
Usi = — + log {1 — -
it o + log { exp [ a a2 [_ log(l _ Tl/a)](l _ Tl/a)

(a—1) exp {mt logf;T )} xy log(m) T

Q=

1/a

} ;

log ()7,

a2 (1 — 7-1/o¢) q @ (1 _ Tl/a) {1 — exp |:xt log(l—'ré)

qt

q

ol(m;xy) 1 T P T On—;
U = - i 2y T 0; )
ot g g'(@) (zt 2 4iz ]z_‘{ 7 opT

i—1
ol(myxy) 1 Ony—;
U - 1 - 8 )
&t o ¢ (q) ( st L)
ol(m;zy) 1 T On—;
U = xXr —1 Z*’L 9 9
bi,t aQt g,(qt) <g< t ) t /8 ]Zl J a¢z
ol(m;xy) 1 L O
Ug+ = ] — 0,
fust 0 g'(q) (Tt : ]ZI 7086,

Detalhes sobre a deducao destes termos podem ser achados no Apéndice A. Outra funcgao
importante é a matriz observada associada cujos componentes é derivada no Apéndice B.

As estimativas de maxima verossimilhanca condicionais (EMVCs) sao dadas por

T = arg MaXp Rk x RP xR x R+ [6(7‘-)]

ou, equivalentemente, pela solugao do sistema néao linear de equagoes U (7)|,._~ = 0. Como

™
essas equacgoes nao possuem formas fechadas, recorremos ao uso de métodos iterativos para
obter as EMVCs. Nesta dissertacao, utilizamos o método iterativo de Nelder-Mead (NM)
que estd disponivel no software R e, como chute inicial para os estimadores de [4, B, ¢, 0],

o estimador de minimos quadrados ordinarios

—_——

0,8,¢,0] = (Z"2)"'Z g(=), (3.4)
em que
Z =1, {21, 2th, 9(Tt-1)y oo, 9(X4—p)y Tty ooy eyt =m + 1, ... 0},

em que 2 ; ¢ a j-ésima coluna de z;. Como chute inicial para a, o estimador méxima

verossimilhanca para « ao se eliminiar a dependéncia para o caso EE nao reparametrizado:

a(r) = — 3 log[1 — exp(—j\t(T) )]

em que A\ (1) = —log (1 — 7)/G,(7) e G,(7) representa a Equacao (3.1) depois de substituir

)

os pardmetros pelo estimador (3.4).
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3.4 EQUACOES DE PREDICAO

A predigdo no modelo EER-ARMA (p,q) serd feita com base nos quantis ¢;:

G=g" {5 +2/ B+ Zp: ¢i |9(wii) — 2LB| + Zq: 0krt_k} , (3.5)

k=1

em que

g(x) — g(q);m <t <mn,

Ty =
0;t<m
Dado o modelo preditivo, para determinar um modelo de previsdo em série temporal,

usaremos a expressao (3.5) para predizer valores futuros a partir do observado. Dessa

forma o modelo de previsdo usado sera:

p q
Gnin =9 {5 + ZLhﬂ +Y ¢ {g(xn—l—h—i) - z;zr—i-h—iﬂ} +> ath—k} .
i=1

k=1
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4 RESULTADOS NUMERICOS

4.1 ESTUDO DE SIMULACAO MONTE CARLO

Esta secao endereca um estudo de simulagao de Monte Carlo a fim de quantificar
o desempenho das EMVs para os parametros do processo EE-ARMA. Como diferentes
preditores podem ser definidos a partir de expressoes dos quantis, trataremos daquele
decorrente da mediana (ao invés da média como na abordagem proposta por Benjamin,
Rigby e Stasinopoulos [2003]). Como critérios de avaliacdo, consideramos a mediana dos
valores estimados e Erro quadratico médio (EQM). Além disso, é analizada a influéncia
de trés fungoes de ligagoes, a saber: logaritmica, log(+), raiz quadrada, 4/(-), e a fungao
logaritmica W de Lambert, log W(-). Almeida-Junior e Nascimento [2021] apresentou
detalhes sobre o uso da ligacao log W (-) para varidveis aleatérias com suporte positivo.

Especificando os fatores de variagao da simulagao, consideramos 10.000 réplicas
de Monte Carlo levando em consideragao os tamanhos amostrais n € {25,120, 220}. Os
valores assumidos para os pardmetros foram: § = 1, ¢ € {—0.2,0.2} e o € {0.5,—0.5}.
Como regra de avaliagao, as melhores avaliagdes sdo associadas aos menores valores EQM.

As Tabelas 1, 2 e 3 apresentam os valores para as medidas de avaliagao consideradas
referentes aos modelo EER-AR(1), MA(1) e ARMA(1,1), respectivamente. Os valores
destacados indicam as menores estimativas, que em geral sdo associadas a fungao log W (-),
para todos os tamanhos amostrais. Conforme o esperado, a mediana dos valores das
estimativas se aproximam dos valores dos parametros. Os valores do EQM diminuem com
o aumento dos tamanhos das series, n € {25,120,220}.

Quanto a mudanca dos valores de ¢, passando de um valor positivo para negativo,
observou-se um efeito relevante na estimagao: Um valor de EQM maior para valores
negativos (independente da fungao de ligacao). Outro ponto importante é que o valor «
nao mostrou influéncia no resultado da estimacao de ¢ ou 9.

No que segue, apresenta-se uma andalise das estimativas da Tabela 1 através de
desigualdades do EQM para o modelo AR(1):

e Paran=25e a=0.5:



EQMiog()(0) < EQMiggw(-(8) < EQM\/E.)(S);

e Paran=120e a=0.5

EQM]Og ( )< EQMlogW()< )< EQM\/_ ( )

e Paran=220e a=0.5

EQMigw()(8) < EQMiog((9) < EQM 1 (9);

EQM\/E)(@ < EQMogw () (é) < EQ Mg ((E)

EQM\A.)(GS) < EQMogw (y(9) < EQMiog((9);

EQMlogW (&) < EQMlog (Qg) < EQM\/Z)(Qg)v

EQMlogW( (925) < EQMlog (923) < EQM\/Z)(ﬁg)v

EQMogw(() < EQMuog)(9) < EQM 1 (9);

EQMlogW( )(¢) < EQMlog (g/b\) < EQM\/E) (gg)v

para 6 =1.

para ¢ =0.2.
para ¢ = —0.2.
para & =1.
para ¢ =0.2.
para ¢ = —0.2.
para 0 =1.
para ¢ =0.2.
para ¢ = —0.2.
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A Tabela 3 mostra os resultados para as estimacoes dos parametros do processo
MA(1). A mudanga do valor do pardmetro 6 se mostrou invariante sobre os valores das
estimativas de 0 e a. Nota-se a diminuicao do EQM, para valores positivos de 0 e, assim,
as estimativas para valores dos parametros sao melhores para 6 positivo.

Seguem-se as desigualdades para o processo MA(1), observadas na Tabela 3:

o Para n = 25, 120 e 220, respectivamente, e § = 1:

EQMiog((0) < EQMogw(y(8) < EQM W(S); para a= 2.

EQMug((8) < EQMiogw(y(0) < EQM 1 \(0); para a=2.

EQMiog(y(0) < EQMiogw((0) < EQM \ﬂ_)(é); para a=2.
o Para n = 25, 120 e 220, respectivamente, e = —0.2

EQMogw()(0) < EQM \ﬂ_)(é) < EQMiog(y(0); para a=2.

EQMogw()(0) < EQMiog(y(0) < EQM \m(é); para a=2.

EQMlogW(-)(é) < EQMlOg(.)(é) < EQM\/Z)(QA)7 para a = 2
o Para n = 25, 120 e 220, respectivamente, e § = —0.2

EQMogw(y(0) < EQM \m(é) < EQMiog((0); para a=2.

EQM\/z,)(é) < EQMiogw()(0) < EQMyyy(0); para a=2.

EQM \m(é) < EQMiog((0) < EQMiogw(y(0); para a =2,

Outro ponto relevante é notar que a fungao de ligagdo logaritmica obteve melhores
estimativas para valores positivos, enquanto a funcao de ligacao logaritmica W de Lambert
se saiu melhor para valores negativos (na Tabela 3, com ¢ = —0.2). A Tabela 4 mostra que,
mesmo para um processo MA(1), a fungao log W de Lambert obteve melhores estimativas,

que implica afirmar que tal fato deve acontecer para valores menores de a.
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A Tabela 5 mostra os resultados para as estimacoes dos parametros do processo
ARMA(1,1). Conforme é observado as menores estimativas ficaram distribuidas para as
fungoes de ligagdes log(+) e log W (-). O valor de a mostrou nao ter influéncia sobre o com-
portamentos dos valores das estimativas dos demais parametros. Seguem as desigualdades
para o processo ARMA (observadas na Tabela 5).

o Para n = 25, 100 e 200, respectivamente, e § = 1:

EQMiog((0) < EQMogw((8) < EQM ﬂ)@; para o =2,

EQMiugw()(0) < BQMiog(y(0) < EQM 1 /(0); para a=2.

EQM\/' (8) < EQMiogw()(0) < EQMogw(y(9); para a=2.

o Para n = 25, 100 e 200, respectivamente, e ¢ = 0.5

EQMogw()(0) < EQMiog(y(6) < EQMiog(y(4); para a=2.

EQMuogw()(9) < EQMuog(y(9) < EQM 1(9); para a=2.

EQMiogw()(6) < EQMiog((9) < EQM (d); para a=2.

o Para n = 25, 100 e 200, respectivamente, e 8 = 0.5

EQM\/‘ ( >< EQM\/')< )<EQM10g()( ) para a =2.

EQM \m(é) < EQMogw(y(8) < BEQMyog(y(9); para a =2,

EQM . \(0) < EQMioy((0) < EQMiogyw()(0); para a=2.
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Ao fazer uma comparacao entre as Tabelas 5 e 6 observa-se o comportamento
das estimativas tanto para valores positivos e negativos. Dessa forma, nota-se que as
estimativas foram precisas em ambas as tabelas. O valor de a = 2 traz menores EQM o que
quer dizer melhores estimativas. A Tabela 6 mostra que a fungao de ligagao log W (z) se
sobressaiu melhor para valores positivos de 9 e ¢, enquanto a fungao de ligagdo logaritmica

se sobressaiu melhor para valores negativos.

4.2 APLICACAO A DADOS REAIS

Essa aplicacao considera um titulo publico do Tesouro Direto de taxas pré-fixadas
entao nominado Tesouro Prefixado, conhecido como Letra do Tesouro Nacional - LTN.
Titulos do Tesouro, tal como o LTN, representam ativos de Renda Fixa; isto é, na compra
do titulo, sabe-se quanto recebera no vencimento do titulo. Eles sao chamado de titulo de
baixo risco. A LTN é atrelada a taxa Selic (Sistema Especial de Liquidagao e Custddia -
Selic), que pode ser entendida como uma plataforma que organiza as custddias com as
liquidacoes das operacoes financeiras dos titulos ptblicos.

Investidores costumam recorrer aos titulos piiblicos para fazer investimento que
forneca rendas previsiveis. Objetivamente a procura por um titulo esté associado aos juros
que ele paga. Comumente investidores nao estao tao atentos ao prego real de um titulo,
mas ao seu rendimento. Ao comprar um titulo, é importante quantificar a diferenca entre
o rendimento de compra e o relativo ao de venda; valendo-se entao analisar a liquidez
do mercado de titulos e quantificar o risco sobre o retorno. No que segue, avaliaremos o
redimento associado a LTN.

A Figura 7(a) apresenta uma série de tamanho 981 correspondente ao rendimentos
diarios (tteis) do ativo LTN no periodo de 2012-02-01 a 2015-12-31. Vé-se uma queda nos
rendimentos deste ativo até final de 2013, seguindo-se ap6s um crescimento até o inicio de
2016 (interpolado por algumas quedas nao expressivas). Algumas medidas descritivas da

série sdo dadas abaixo:

Min  1° Quartil Mediana Média Desvio Coef. Var. 3° Quartil Maximo
0.0799  0.0949 0.1150  0.1138 0.0192  16.8406% 0.1278 0.1489

Do que se conclui que os rendimentos de LTN variam on intervalo (0.0799,0.1489), as

diferengas entre os pares (Min,1° Quartil), (Mediana, Média), (3° Quartil, Mdximo) nao se
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mostram tao pronunciadas e o coeficiente de variagao (Coef. Var.) indica uma dispersao
média. A Figura 7(b) apresenta a versao amostral para o par (ACF,PACF) da série em tela.
Vé-se uma ACF tipica de séries com forte tendéncia aleatoria, como verificavel na série
observada. Ja o PACF parece sugerir (guardada as devidas propor¢des do desconhecimento
da ACF) um processo autoregressivo de primeira ordem (as séries simuladas na Figura 3
parecem dar suporte a essa conclusdo).

Caso seguissemos uma abordagem tipo Boz-Jenkins (grosso modo, a abordagem que
lida com tendéncia pelo uso de operagdes de diferenciagao [BROCKWELL; DAVIS, 2016]),
a série em tela seria classificada como nao estacionaria (segundo os testes de Dickey-Fuller
Aumentado e Phillips-Perron como valores-p de 0.1705 e 0.5241, respectivamente). A Figura
7(c) representa o par (ACF,PACF) apés uma diferenciacao de ordem um, revelando que a
série resultante é um ruido branco e, portanto, nao se descartaria a possibilidade da série
original ser um passeio aleatdrio (resultado confirmado pelo uso da fun¢do auto.arima do
software R), X; = X;_1 + Z; sendo X; o rendimento da LTN e Z; um ruido branco.

Esta aplicagao parte da premissa de sugerir o modelo EER-AR(1), tendo em vista
melhor ajuste quando comparado ao modelo EER-MA(1), como uma alternativa mais
interpretavel a andlise dos rendimentos de LTN. Adicionalmente, o ajuste da proposta serd
comparado com modelo I'-~AR(1) segundo a proposi¢ao de Benjamin, Rigby e Stasinopoulos
[2003]. De [ROCHA; CRIBARI-NETO, 2009], pode-se notar que a abordagem por regressao
(condicional ou modelo dindmico) ndo requer a satisfagdo da condicdo de estacionaridade
para ser aplicada, tal como o uso da abordagem de suavizacao por modelos de espaco de
estado, discutido detalhadamente por Hyndman et al. [2008].

A Figura 7 exibe os ajustes dos quatro modelos considerados aos dados. Observam-
se predigoes razoaveis tanto pelo processo EER-AR(1) como pelo T'-AR(1). Contudo,
comvém destacar — similarmente a comparagao feita por Gupta e Kundu [2001] no contexto
de independéncia — que a distribuicao marginal EER nao depende de fungoes especiais
como o faz a distribuicao I'. Relativamente ao processo proposto, forneceram-se ajustes
para trés valores de 7 = 0.25,0.5,0.75 a fim de ilustrar sua proposta. O maior efeito de 7
foi sobre a ligagao log(-). Covém destacar, assim como apontado por Almeida-Junior e

Nascimento [2021], que

d d

;x[log(x)] > —llog W(a)] = —[Va] > 0; (4.1)

isto é, a ligacdo log(-) apresenta a maior taxa de mudanga, o que faz com que ela seja



43

Figura 6 — Séries de rendimentos obtidos a partir do LTN.
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Figura 7 — Séries de rendimento obtidos a partir do LTN.
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Fonte: Autoria prépria (2021)

mais sensivel ao valor de ¢;. Em resumo, os ajustes foram bons para ambos os modelos,
mas 0 processo proposto parece ter um maior grau de flexibilidade as flutuacgoes de séries
temporais, o que podera ser uma vantagem em outras situacoes. As estimativas dos ajustes
sao apresentadas na Tabela 7. Em geral, o comportamento das estimativas dos parametros
dos preditores foram bem similares: estimativas para o intercepto aproximadamente nulas
e para o pardmetro autoregressivo préximas de um (apontando para um comportamento
de um passeio aleatério, tal como discutido anteriormente). A diferenga se deu quanto as
estimativas para o parametro associado a distribui¢ao: Para o processo I'-AR(1), o valor de

171.61 parece sugerir a convergéncia para um processo gaussiano (indicando uma marginal
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Figura 8 — Séries de residuos a partir dos melhores ajustes.
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AR(1):/- AR(1):/~ AR(1):log (+) AR(1):log (+)

ssssssssss

(e) Residuos para EER- (f) Residuos para EER- (g) Residuos para TI'-(h) Residuos para T-
AR(1):logW (-) AR(1):log W (+) AR(1):log (+) AR(1):log (+)

Fonte: Autoria prépria (2021)

quase simétrica), enquanto os valores para & foram 1.22, 1.95 e 1.935 (pela discussao
da Figura 2, indicando uma assimetria mais acentuada) para as ligagoes /-, log(-) e
log W (+), respectivamente. A magnitude de & parece estar alinhada com as desigualdades
na Equacao (4.1), essa serd uma questdo a ser investigada mais detalhadamente em estudos

futuros.

Tabela 7 — Estimativas e desempenhos dos modelos autoregressivos utilizados na aplicacao
em tela.
Modelos T 0 (SE) ¢ (SE) a (SE) MASE
EER-AR(1):y/(.) | 0.25 | 1.00 x 107° (0.03)  1.00 (0.22)  1.22 (0.23) 0.99
EER-AR(1)dog(.) | 05 | 1.27x107° (0.32)  1.00 (0.15)  1.95 (0.08) 0.99
) ) )
)

EER-AR(1):logW(.) | 0.5 | 1.01x107° (0.47)  1.00 (0.21)  1.35 (0.05 0.99
T-AR(1):log () e | —321x10°(0.29) 1.00 (0.17) 171.61 (0.07) | 1.012

Fonte: Autoria prépria (2021)

Agora, estamos em posi¢ao de estabelecer uma comparagao entre EER-AR(1) e
[-AR(1). A Tabela 7 também apresenta valores da medida de predi¢ao erro médio absoluto
escalado (Mean Absolute Scaled Error - MASE ), definda como Hyndman e Koehler [2006]:

%Z?ﬂ |€t|

ﬁ > ler |’

MASE =

em que e; = Z; — Z; representa o residuo, Z; é o valor predito e e = Z;, — Z;_;. Pode-se
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observar que EER-AR(1) forneceu uma leve vatangem em relacao ao I'-AR(1).

Agora estamos em posicao de fazer uma andlise de diagnéstico, para ratificar a
satisfagao das suposicoes de que os residuos associados sao ruidos branco. Para tal, a
Figura 8 apresenta as séries dos residuos e de seus pares (ACF, PACF) amostrais associados.
Em todos os casos, observam-se que os residuos sao simétricos em torno do zero e que
nao ha indicio de estruturas de dependéncia. Na Tabela a seguir, apresentam os valores
p obtidos da aplicacao do teste de Ljung-Box sobre as séries de residuos através fungao

Box.test(.,lag=20,type="Ljung"):

EER-AR(1):v~ EER-AR(1):log(-) EER-AR(1):logW(-) T-AR(1):logW ()
0.2034 0.2033 0.2033 0.1992

Nota-se que em todos os casos, nao ha evidéncias para rejeitar a hipotese nula Hj :
p(l) = --- = p(20) = 0 sendo p(h) a ACF dos residuos. Assim, tem-se que os ajustes
sao confidveis. Vale-se mencionar a presenca de blocos de volatilidade que apontam
para de uma estrutura tipo GARCH (heteroscedasticidade condicional auto-regressiva
generalizada), que indicamos como marcadores para estudos futuros como desdobramentos

desta dissertacao.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Esta dissertacao objetivou introduzir um novo modelo para séries temporais tendo
como distribuicdo marginal uma reparametrizacao da distribuicao Exponencial Exponenci-
alizada (EE), denominado como Modelo Exponencial Exponencializado Reparametrizado
Autorregressivo e de Médias Méveis (EER-ARMA). Algumas de suas propriedades matema-
ticas sao derivada, tais como funcao escore e matriz de informagao observada. Fornecemos
uma discussao sobre a estimacao por méxima verossimilhanca condicional para os parame-
tros do processo EER-ARMA. Experimetos de Monte Carlo endere¢aram o comportamento
das estimativas para diferentes tamanhos de séries, tipos de estruturas de dependéncia e
tipos de ligacdo. Em geral, os resultados satisfizeram o esperado mesmo para séries de
tamaho pequeno. Convém destacar que a funcao Logaritmo da funcao W de Lambert
tanto para autocorrelagoes positivas quanto negativas do parametro ¢ forneceu melhores
desempenhos. Finalmente, o modelo EER-ARMA foi aplicado para descrever redimentos

adivindos LTN, mostrando desempenho superior ao processo Gama-ARMA.

Espera-se que esta proposta possa ser usada nas seguintes pesquisas futuras:

o Considerando um processo com marginal EER tendo estrutura ARMA-GARCH,;

« Visando descrever outros contextos aplicados, tais como hidrologico, econdémico, de

analise de confiabilidade;

o Fazendo uma analise com outros tipos de residuos;

o Avanliando o desempenho dos testes classicos para este modelo.
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APENDICE A - DERIVACAO DOS COMPONENTES DA FUNCAO
ESCORE

O vetor escore serd obtido com base na equagao de log-verossimilhanca em 7 =

[a7 /BT7 67 ¢T7 HT]T:

Um) = Um; Tygr, o, ) = Z U a,) = Z ly(),
t=m+1 t=m+1
em que () = U7, Toi1, -« Tp), b(T) = L(T0524) €

0y(m; ) =log(a) — log(q,) + log[— log(1 — 73]
n log(1 — 74 )y (o —1)log {1 exp [log(l - T;)éEt] } '

qt gt

Com base em £(7r), a fung¢do escore associada ao problema é dada

9 9 9 9 0 )
Do’ 98T 95’ 9T 00T

Ulr) =[U(a), UT(8), U(3), U (), U ()] = [

LN S, S B,
*m%:l m’am’a&’a&’am] t(m)

Por aplicar a regra da cadeia, os componentes da fun¢ao escore pode ser escritos em func¢ao

das seguintes derivadas parciais:
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APENDICE B - DERIVACAO DA MATRIZ DE INFORMACAO
OBSERVADA

Ap6s o calculo do vetor escore, podemos definir a matriz informacao observada:

Ja,a Ja,ﬁT Ja,zS Ja,d)T Ja,HT
J@’a JBﬁT Jg75 J,H,(;S Jﬂ:QT
Jso Jspr Jss Jsem  Jser |

oo Jppm Jos  Jes Jpet
Joo Jopr Jos Joo Joer

em que, (i) para i > 2

T _ 825( En: 1 @nt 82&5(77;3%)
o 804(97?, P (q)) Om;  O0qi0c
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82@(7"; ﬂft) 7 10g(7‘) /e B( ) exp [log(l z ) t:|
_— = — _— - x T, T

0q; 0 q? a? (1 —7l/e) & 4ts @ 1 — exp {log(l—fl/“)xt}

qt
+ (xta qt; @, 7_) 1 — exp [log(l—Tl/")mt} )
qt
1—a)l 1o

A(xta%f;aaT) = - 10g(1 _Tl/a> + ( a> Og(T)T - B(xhqt;&aT):

a? (1 —7Ve)

(1—a)log(l —7"*) log(r) 7/* x,
a? (1 —7l/e) g’

B(mta%;aaT) = =
(ii) para i,7 > 2

oo = 3> O (e On on  Oh (dg) On On 04 (dg) OPn
TisT ath d’)?t 07@- aﬂ'j @qt dnt 877@ 87-[-_] OQt dnt 677'7,87'[‘]

k=m+1

tal que dg;/dn = [¢'(q:)]

log(1—71/) x4 }

0% 1 22, log(1 — 7Y/ 2 exp

2t =5 + i g(3 ) . (Oé _ 1) T 10g(1 _ 7_l/a) _ [ qt -

dq; q; a; ¢ {1 — exp {bg(“)%}}
qt

o og(1—71/)g og(1l—71/2)g 2
& N 4 log(1—71/e)x ’
g {1 —exp {log(lt]:a)xt” a 1 — exp [losti=ritn ]




€ 0S

|

2 . .
termos 22— sio definidos como segue:

om;0m;

o 0? 0* 0?

060BT 852" 960G 0500 T

0
_%[

T
04,

{ 0? 0? 0?

0BOBT" 0B aﬁael} "

q 9%,
{ 2 Yiagopr

q

52 2 52
{a@-a@’ 90,00, ae,aei} =

_ ! ‘9,827715—]' 0N
j=1 Ja¢ia¢l7 a¢z

2 P o 8
96087 962" 900¢T ds00T |

07 0;7 Ne—1y - 777t—q]7

q

0? Tt—j a77zt—l 0? Tt—j
—zi — Y b, Z, ) 4
t Z 9500 08 2" 9pon

J=1

9¢;00,”

=1

. i 0; 027%—;‘ _377t_z _ One—i _ i 0. 827%—]‘}
g i
j=1

00; 00, 00,00,

54



	Resumo
	Abstract
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	Marco inicial
	Revisão da literatura e caracterização do problema
	Revisão sobre o suposto probabilístico adotado
	Definição da fronteira a ser avançada

	Objetivos
	Organização do texto
	Plataforma computacional

	 Uma Nova Reparametrização da Distribuição Exponencial Exponencializada 
	A Distribuição Exponencial Exponencializada
	Distribuição Exponencial Exponencializada reparametrizada e algumas de suas propriedades

	 Processo ARMA Exponencial Exponencializado Reparametrizado 
	Introdução do Modelo
	Definindo e avaliando geradores para o modelo EER-ARMA
	Estimação por Máxima Verossimilhança
	Equações de Predição

	 Resultados Numéricos 
	Estudo de Simulação Monte Carlo
	Aplicação a dados reais

	Conclusões e Trabalhos Futuros
	Referências
	DERIVAÇÃO DOS COMPONENTES DA FUNÇÃO ESCORE
	 DERIVAÇÃO DA MATRIZ DE INFORMAÇÃO OBSERVADA

