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RESUMO

O estudo de transporte eletronico em nanoestruturas tornou-se bastante importante a partir
da capacidade de producdo de dispositivos pequenos o suficiente para que a coeréncia de fase
dos portadores de cargas seja relevante, possibilitando a observacdo de uma variedade de novos
fendmenos, tais como a localizacdo fraca e as flutuacdes universais da condutancia. Nesta dis-
sertacdo estudamos propriedades de transporte de pontos quanticos, ou mais especificamente,
cavidades balisticas abertas que apresentam dindmica classica correspondente cadtica. Para
isso, introduzimos uma identidade matematica, chamada de transformacao color-flavor, para
utilizarmos no célculo da funcdo geratriz da condutancia de pontos quanticos cadticos com
simetria de reversao temporal quebrada. Assim, tratamos primeiramente o caso de dispositivos
mesoscopicos que consistem em um ponto quantico conectado a reservatérios de elétrons via
guias de onda ideais, onde definimos a funcdo geratriz em termos de funcoes de Husimi e da
funcao fidelidade. Posteriormente, tratamos o caso de uma cadeia formada por pontos quan-
ticos conectados em série via guias de onda ideais e obtivemos uma expressao para a média

da condutancia de um sistema contendo dois pontos.

Palavras-chave: transporte eletronico em sistemas mesoscépicos; pontos quanticos; matrizes

aleatérias; transformacdo color-flavor.



ABSTRACT

The study of electronic transport in nanostructures has become quite important from the
ability to produce devices small enough that the phase coherence of charge carriers is rele-
vant, enabling the observation of a variety of new phenomena, such as weak localization and
universal fluctuations of conductance. In this dissertation we study transport properties of
quantum dots, or more specifically, open ballistic cavities that exhibit correspondingly chaotic
classical dynamics. To this end, we introduce a mathematical identity, called the color-flavor
transformation, to use in calculating the conductance generating function of chaotic quantum
dots with broken time-reversal symmetry. Thus, we first treat the case of mesoscopic devices
consisting of a quantum dot connected to electron reservoirs via ideal waveguides, where we
define the generating function in terms of Husimi functions and the fidelity function. Subse-
quently, we treated the case of a chain consisting of quantum dots connected in series via ideal
waveguides and obtained an expression for the average conductance of a system containing

two dots.

Keywords: electronic transport in mesoscopic systems; quantum dots; random matrices; color-

flavor transformation.
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1 INTRODUCAO

O inicio do século XX marcou uma grande mudanca no paradigma cientifico em razio
do desenvolvimento da mecanica quantica e do extraordinario processo de desenvolvimento
tecnoldgico que ela proporcionou, e ainda proporciona, com mudancas significativas na socie-
dade. Podemos citar como exemplo a invencao dos transistores, os quais passaram a substituir
as valvulas na producdo industrial, deflagrando o processo de miniaturizacdo de dispositivos
eletronicos. Assim, a constante procura para compreender e controlar sistemas de dimensGes
diminutas nos conduziu a uma nova area da ciéncia: a nanociéncia.

A nanociéncia consiste essencialmente em estudar propriedades fundamentais de estru-
turas cujas escalas variam de 1 a 100 nandmetros. A importancia de manipular e controlar
tais estruturas pode ser notada através da célebre frase de Richard Feynman “Ha muito
espaco |& embaixo” durante uma conferéncia realizada em 1959 na Califérnia, onde nos mos-
tra antecipadamente as possiveis consequéncias relacionadas ao desenvolvimento tecnolégico.
Nesta dissertacdo estamos interessados em um ramo da nanociéncia denominado de trans-
porte quantico, que basicamente estuda as propriedades de transporte coerente de cargas em
nanoestruturas (NAZAROV; BLANTER, [2009).

No transporte eletronico em nanoestruturas a caracteristica ondulatéria dos elétrons n3o
pode ser desprezada, de maneira que as observaveis de transporte s3o afetadas pela coerén-
cia de fase dos portadores de cargas. Esses sistemas podem apresentar propriedades que nao
dependem do tamanho, da composicdo ou da presenca de impurezas na estrutura, sendo de-
nominadas de propriedades universais de transporte. Assim, levando-se em conta observacoes
de efeitos quanticos relacionados ao transporte eletrénico em nanoestruturas, podemos intro-
duzir o conceito de fisica mesoscépica. O termo mesoscopico surgiu da tentativa de se criar
uma descricdo para uma escala entre o micro e o macro, onde se pudesse utilizar a teoria
quantica e a teoria classica. No entanto, nunca foi estabelecida uma fronteira nitida entre as
duas escalas, pois pode-se observar os mesmos fenémenos tanto em estruturas com dimensGes
intermediarias quanto em estruturas com dimensdes microscépicas. Portanto, a fisica mesos-
cdpica pode intuitivamente ser definida como sendo a fisica da transicdo gradual entre os
regimes de transporte quantico e classico.

Neste primeiro capitulo introduziremos conceitos centrais da fisica mesoscopica, definire-

mos pontos quanticos, que sdo os objetos de estudo desta dissertacao, e abordaremos alguns
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fendmenos observados em dispositivos mesoscépicos.

1.1 FISICA MESOSCOPICA

O desenvolvimento da nanociéncia causou um grande impacto na fisica de transporte
eletronico, fazendo com que a observacao de novas propriedades em sistemas miniaturizados
se tornasse um campo de pesquisa muito importante e de interesse de muitos pesquisadores.
Esse campo de pesquisa é conhecida como fisica mesoscépica, onde o termo mesoscépico faz
referéncia a estruturas que s3o muito maiores que objetos microscépicos, como atomos, mas
ndo sdo grandes o suficiente para que sua descricdo fisica seja classica (IMRY, 2002).

Dessa forma, o estudo de transporte de elétrons em dispositivos mesoscépicos é viabili-
zado, em grande parte, pela capacidade de fabricacdo de sistemas de tamanho diminuto, onde
podemos destacar as regides bidimensionais formadas em heteroestruturas semicondutoras de
GaAs/AlGaAs (arseneto de gélio e arseneto de galio dopado com aluminio) (REZENDE, [2004)).
Assim, experimentos realizados nessas estruturas semicondutoras a baixas temperaturas ga-
rantem a coeréncia de fase do elétron, tornando-se possivel a manifestacdo de propriedades
quanticas de transporte. Abaixo destacaremos os diferentes regimes de transporte em disposi-

tivos mesoscépicos.

1.1.1 Escalas de comprimento caracteristicos em transporte mesoscopico

Tratando-se do regime de transporte em dispositivos mesoscépicos, devemos definir de-
terminadas escalas de comprimento a fim de diferenciar as caracteristicas dos fenémenos de

transporte. Portanto, define-se os comprimentos caracteristicos da seguinte forma:

» Comprimento de onda de Fermi, \p: Escala de comprimento relacionada com a
energia de Fermi, definida por Ap = hA/2mer. Em condutores a baixas temperaturas,

somente os elétrons com energias préximas a energia de Fermi participam da conducao.

= Livre caminho médio elastico, [: E a distancia média percorrida por um elétron
até sofrer uma colisdo elastica, caracterizando a desordem do sistema. Essa escala de
comprimento varia de alguns angstroms em ligas amorfas a uma dezena de microns em
heteroestruturas semicondutoras e é definida por | = vpT, onde vp é a velocidade de

Fermi e 7 é o tempo de relaxacdo do momento.
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» Comprimento de localizacao eletronica, £: Determina a extens3o espacial da funcao
de onda eletronica. Em condutores essas funcdes se estendem por toda a amostra, em
contrapartida nos isolantes elas decaem exponencialmente a partir de um centro de

localizac3o.

= Comprimento de coeréncia de fase, L,: E a distancia ao longo da qual a fase da
funcdo de onda nao relaxa. Portanto, o comprimento de coeréncia de fase se relaciona
com o tempo de relaxacdo de fase 7,4, sendo a escala de comprimento mais importante

em sistemas mesoscépicos.

Em geral, para amostras mesoscépicas a baixas temperaturas, temos A\p < [ < § < Ly.

Neste caso, existem trés tipos de regimes de transporte, descritos abaixo (ver figura 1):

Figura 1 — Relac3o entre comprimentos caracteristicos e regimes de transporte em dispositivos mesoscépicos.
L é o comprimento da amostra.

balistlco difusivo locallzado

Fonte: DUARTE-FILHO| (2010))

= Balistico: Um transporte é dito balistico quando o comprimento da amostra for me-
nor que o livre caminho médio (L < [). Nesta situagdo, os elétrons movimentam-se

praticamente sem sofrer colisGes.

» Difusivo: Um transporte é dito difusivo quando o comprimento da amostra é maior que
o livre caminho médio e menor que o comprimento de localizac3o eletrénica (I < L < &).
Neste regime, o elétron sofre diversas colisdes elasticas antes de escapar da amostra e
o comprimento de relaxacdo de fase é definido por Ly = \/Dird) onde D é a constante

de difusdo da amostra.

» Localizado: Ocorre quando o comprimento da amostra é maior que o comprimento de

localiza¢do eletr6nica e menor que o comprimento de coeréncia de fase ({ < L < Ly).
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As funcoes de onda eletronica neste regime ficam localizadas, dessa forma a amostra

comporta-se como isolante.

1.2 GAS DE ELETRONS BIDIMENSIONAL

No final dos anos 80 tornou-se possivel construir dispositivos com alta mobilidade que
eram suficientemente pequenos e livres de impurezas para garantir que o livre caminho médio,
[, excedesse o tamanho do sistema, L. Podemos citar como exemplo as heteroestruturas semi-
condutoras formadas de AlGaAs/GaAs, que sdo muito importantes para a industria eletrdnica
e para a fisica de transporte balistico. Além disso, na interface dessas heteroestruturas os elé-
trons sdo confinados em uma dimens3o, formando-se assim um gas de elétrons bidimensional
(2DEG).

Na figura 2 é possivel visualizar o comportamento dos niveis de energia no momento
em que os dois semicondutores juntam-se para formar a heteroestrutura. Antes de ocorrer
a juncao, o nivel de Fermi em ambos os materiais estd localizado no gap de energia. Ao
aproximar os dois materiais, os elétrons da banda de conducao do material AlGaAs migram
para a banda de conducdo do material GaAs, pois o potencial de banda de conducdo do GaAs
é menor que o do AlGaAs (REZENDE, [2004)). Este transporte de elétrons faz com que a regido
doadora fique carregada positivamente, onde surge um campo elétrico que atrai os elétrons,
provocando uma curvatura na banda de conducao (ver figura 2). A transferéncia de elétrons é
finalizada no momento em que o nivel de Fermi nos dois materiais se iguala. Assim, a criacao
dessa curvatura na banda de conducdo provoca o confinamento em apenas uma dimens3o dos

elétrons na interface da heterojuncdo, formando o gas de elétrons bidimensional (2DEG).
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Figura 2 — Juncdo AlGaAs/GaAs com a representacdo do perfil das bandas de energia nos dois materiais (E¢
é a energia de conducdo, Ey é a energia de valéncia e Er é a energia de Fermi). A esquerda
mostra-se o perfil das bandas de energia antes do processo de transferéncia de cargas, enquanto a
direita mostra-se a mudanca no perfil das bandas de energia devido a transferéncia de cargas.

2DEG

AlGaAs GaAs AlGaAs/GaAs

Fonte: [LIOU; SCHWIERZ| (2004)

1.3 PONTOS QUANTICOS

Os pontos quanticos consistem em cavidades balisticas, tipicamente construidas a partir da
interface de uma heteroestrutura semicondutora, que confinam os elétrons em todas as dimen-
soes da microestrutura através de eletrodos introduzidos no topo do 2DEG, onde essa regiao
confinadora do plano da interface é normalmente referida como um sistema zero-dimensional.
Na figura 3 podemos visualizar os eletrodos que restringem o movimento do elétron (parte
amarela) e a regido por onde o elétron pode se deslocar (parte mais escura).

Dessa forma, a introducdo de eletrodos no topo da interface semicondutora nos permite
produzir uma variedade de cavidades com diferentes formas, de maneira que podemos preparar
formas geométricas regulares, como um disco, e formas geométricas nas quais a dinamica
classica correspondente é caética (HAAKE, 2001)), ocasionando em propriedades de transporte
universais, ou seja, a Gnica informac3o relevante é a presenca ou auséncia de simetrias no
sistema (ver figura 4). Nos pontos quénticos caéticos, o tempo de permanéncia do elétron na
cavidade (74ye) € maior que o tempo ergédico (7.,4), que é o tempo que o elétron gasta para
explorar todo o espaco de fase.

Para que seja possivel estudar as propriedades de transporte de um ponto quantico, é
necessario acoplar a cavidade a reservatérios de elétrons por meio de guias de onda (cavidade
aberta), de modo que uma corrente elétrica seja criada. Dessa forma, como trata-se de dispo-

sitivos mesoscépicos, a fase do elétron é preservada em distancias que sdo comparaveis com
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Figura 3 — A figura a esquerda é uma representacio esquematica de um ponto quantico construido a partir de
um gas bidimensional de elétrons. Na figura a direita podemos visualizar a imagem de um ponto
quantico, onde as setas vermelhas indicam as regiGes que os elétrons entram e saem do ponto.

/.

v
GaAs  AlGa;,As —1um

Fonte: KOUWENHOVEN; MARCUS| (2008)

Figura 4 — Trajetéria em uma cavidade regular (a) e a trajetéria em uma cavidade na forma de estadio (b). O
movimento na cavidade regular é ordenado, enquanto na outra cavidade o movimento é irregular
ou cadtico.

Fonte: [BEENAKKER| (1995))

o tamanho do sistema, fazendo com que a condutancia de um ponto quantico, por exemplo,

seja afetada diretamente pela coeréncia de fase.

1.4 FENOMENOS EM SISTEMAS MESOSCOPICOS

Nesta secdo discutiremos brevemente os trés principais fendmenos que podem ser obser-
vados em dispositivos mesoscépicos: a quantizacdo da condutancia, a localizacdo fraca e as

flutuacdes universais da condutancia.
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1.4.1 Quantizacao da condutancia

A quantizacdo da condutancia é um dos principais fendmenos da fisica de transporte
eletronico em sistemas mesoscopicos e pode ser visualizada a partir de uma constricao que
é criada sobre o gas de elétrons bidimensional, onde tal constricio é chamada de ponto de
contato quantico (ver figura 5). Além disso, esse fendmeno constata a validade da férmula de
Landauer, a qual trata dispositivos mesoscépicos como sistemas acoplados a reservatoérios de

elétrons por meio de guias de onda (abordaremos a férmula de Landauer no préximo capitulo).

Figura 5 — Representacdo esquemética de um gas bidimensional de elétrons (regido escura) na interface de
uma heterojuncdo semicondutora. Uma porta metélica delimita o movimento do elétron (regido
clara), criando uma pequena abertura. Uma corrente é criada se uma voltagem for aplicada nos
dois contatos.

Fonte: [BEENAKKER) (1995)

O ponto de contato é criado por eletrodos carregados negativamente colocados sobre a

heterojuncao, sendo que o tamanho da constricao pode ser modificado ao variarmos a voltagem

aplicada no condutor (VAN HOUTEN; BEENAKKER, [1996). A medida que a largura do ponto

de contato aumenta, a condutancia cresce na forma de degraus, onde a altura dos degraus é
de 2¢%/h, dependendo apenas das constantes fundamentais (ver figura 6). Dessa forma, ao
induzir uma corrente no sistema, somente um pequeno nimero de modos transversais, no nivel

de Fermi, pode passar pela constricdo, chamados de canais abertos:

N = Int lkFW] — Int [QW

™

.l (1.1)

onde W é a largura da constricdo e o Int representa um ndmero inteiro menor que 2W/Ap. E
importante notar que se o sistema em quest3do for um dispositivo metalico, o nimero de modos

transversais serd muito grande, N > 1, pois neste caso o comprimento de onda de Fermi é
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Figura 6 — Evidéncia experimental da quantizacdo da conduténcia em constricées. O grafico mostra o com-
portamento da condutédncia em forma de degraus vs. a voltagem aplicada na constricao.
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Fonte: VAN WEES et al.| (1988])

muito maior que W, ndo sendo possivel observar a quantizacao da condutancia. Portanto, a
condutancia de um ponto de contato depende apenas do nimero inteiro N e de constantes
fundamentais,

2¢?

G=N" (1.2)

A comprovacdo experimental da formula de Landauer ocorreu em 1988 através de um grupo
de pesquisadores independentes, onde foi reproduzido o comportamento da condutancia em

forma de degraus (VAN WEES et al., |1988)).

1.4.2 Localizacao fraca

A descricao classica do transporte eletronico pode ser modificada se introduzirmos corre-
ces quanticas. Dessa forma, quando a fase eletronica torna-se um fator relevante no estudo
de propriedades de transporte em condutores, devemos levar em consideracdo o efeito de in-
terferéncia de ondas associadas aos diversos caminhos pelos quais os elétrons se propagam em
um meio difusivo.

Como exemplo, considere o caminho, por onde o elétron se propaga, da posicdo r; até rs.
De acordo com a mecanica quantica, a probabilidade total da particula chegar no ponto 75 é
obtida somando as amplitudes de probabilidade das funcoes de onda associadas aos diferentes
caminhos que conectam os pontos r; € 5. Assim, considerando duas funcGes de onda ¢/ e s,

tendo como forma geral 1); = A;e'®, podemos obter a densidade de probabilidade da seguinte
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maneira:

P = |1+ | = [A1]* + | Aof* + 4] AT Ag| cos(1 — ¢2), (1.3)

onde o termo final do lado direito da igualdade representa o efeito de interferéncia entre
as ondas que se propagam ao longo das duas trajetérias. Na maioria dos casos o fator que
caracteriza a interferéncia pode ser desprezado pelo fato de a maior parte das fases das
funcdes de onda ser aleatéria, entao, ao executarmos a média no ensemble, a contribuicao da
interferéncia acaba desaparecendo.

Embora grande parte da contribuicdo da interferéncia seja desprezada, para algumas tra-
jetérias nao podemos excluir a sua contribuicdo para as grandezas fisicas de interesse. Dessa
forma, o efeito de localizacdo fraca é caracterizado pela interferéncia construtiva entre pares
de trajetéria revertidos no tempo, fazendo com que a probabilidade de retorno do elétron
seja maior. O efeito contrério pode ser observado se o sistema tiver interacdo spin-érbita, ou
seja, a diminuicao da probabilidade de retorno causada pela interferéncia destrutiva, sendo que
tal efeito é conhecido como anti-localizacdo fraca (BERGMANN, [1982)). No entanto, podemos
suprimir a influéncia da interferéncia se introduzirmos um campo magnético, ocasionando na
quebra da simetria de reversao temporal e, consequentemente, os pares de trajetérias reverti-
dos no tempo deixem de interferir construtivamente ou destrutivamente (FERRY; GOODNICK|
1997)). Na figura 7 podemos ver a contribuicdo da localizac3o fraca através do comportamento
da magneto-resisténcia em funcdo do campo magnético de um condutor difusivo, onde a assi-
natura do efeito de interferéncia quantica é caracterizada pelo excesso de magneto-resisténcia
a campo nulo. Esses fenomenos devido a interferéncia podem também ser observados em
outros dispositivos mesoscépicos, como nos pontos de contatos e nos pontos quanticos (ver
figura 8).

Uma caracteristica de ambos os fenomenos, localizacdo e anti-localizacdo fraca, é a uni-
versalidade de tais propriedades de transporte, isto é, a simetria de reversao temporal é a
razdo pela qual os efeitos se manifestam quando mensuramos as observaveis do sistema e a
quebra dessa simetria, causada por um campo magnético externo, resulta na destruicdo da

interferéncia.
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Figura 7 — Comportamento da magneto-resisténcia em funcdo do campo magnético em um fio quéntico difu-
sivo de 100um para trés valores distintos de espessura e temperatura.
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Figura 8 — Comportamento da condutancia em funcdo do campo magnético em um ponto quantico com forma
geométrica do tipo circular.
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1.4.3 Flutuacdes universais da condutancia

As flutuacdes da condutancia em dispositivos mesoscopicos sdao fendmenos de transporte
que podem ser observados se variarmos a configuracdo de desordem do sistema (LEE; STONE,
1985)). Assim, como exemplo, podemos citar amostras na presenca de campos magnéticos,
nas quais as flutuacGes se manifestam devido as mudancas na distribuicio das impurezas
provocadas pela variacdo do campo (MOHANTY; WEBB, [2002)). A amplitude da flutuacdo é

caracterizada pela variancia da condutancia:

(&

2

var(G) = <G2> —(G)* ~ (;) : (1.4)

onde o carater universal da flutuacdo é devido ao fato de sua amplitude ter o mesmo valor
independente do material e da configuracdo das impurezas. A partir da figura 9 é possivel
visualizar as flutuacGes universais da condutania de um fio de ouro de 310 nm de comprimento

e 25nm de espessura a 10 mK.

Figura 9 — Flutuacdo da condutancia em funcdo de um campo magnético perpendicular de uma amostra
contendo um fio de Au com 310 nm de comprimento e 25 nm de largura.

Fonte: [BEENAKKER| (1997)

1.5 A DISSERTACAO

Nesta dissertacao estamos interessados em estudar propriedades de transporte de cavida-
des cadticas, pontos quanticos com formato irregular. Através de uma identidade matematica

conhecida como transformacao color-flavor, vamos calcular a funcdo geratriz da condutancia
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para o caso onde a simetria de reversdao temporal é quebrada. Assim, a utilizacao dessa identi-
dade nos permite estabelecer o mapa U(Nry) — 5?2, isto é, a integral sobre matrizes aleatérias
é transformada em uma integral realizada no espaco complexo. Para finalizar, vamos anali-
sar um sistema formado por cavidades cadticas conectadas em série. Abaixo, detalhamos os
principais pontos abordados nos préximos capitulos.

No capitulo 2 sera feito uma introducdo ao formalismo de espalhamento, sendo fundamen-
tal para conseguirmos estudar sistemas mesoscépicos, que no caso desta dissertacdo trata-se
da condutancia em pontos quanticos. Dessa forma, abordaremos o problema de elétrons se
propagando através de regides de espalhamento acopladas a guias de onda, apresentaremos
os vinculos das matrizes de espalhamento derivados das simetrias do sistema e discutiremos
brevemente o formalismo de Landauer. Para finalizar o capitulo, introduziremos a teoria de
matrizes aleatérias, pois trata-se de uma ferramenta tedrica muito importante para calcularmos
as observaveis de transporte em pontos quanticos cadticos.

No capitulo 3 abordaremos a definicdo da transformacao color-flavor, bem como a pos-
sibilidade que nos é oferecida para utilizad-la em diversos sistemas fisicos, principalmente em
sistemas como as cavidades caéticas. Para isso, destacaremos o método da funcdo geratriz da
conduténcia, onde, devido a transformacao color-flavor, consideraremos o mapa U(Nr) — 52
para analisarmos o problema de transporte em cavidades com simetria de reversiao tempo-
ral quebrada. Terminaremos este capitulo mostrando detalhadamente como esta identidade
matematica é usada para estabelecer o mapa em questao.

No capitulo 4 utilizaremos o mapa estabelecido através da transformacao color-flavor a fim
de definir a funcao geratriz da condutancia em termos de um produto de funcdes de Husimi
e interpretd-la como uma medida de distinguibilidade de estados quanticos. Consideraremos
também o mesmo mapa para a funcao geratriz de uma cadeia de cavidades caéticas. Para
finalizar, vamos obter expressdes para a condutancia de um sistema com uma e duas cavidades.

Por fim, no capitulo 5 destacaremos os resultados presentes nesta dissertacdo e também

as perspectivas que a utilizacdo da transformacao color-flavor pode nos oferecer.
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2 FORMALISMO DE ESPALHAMENTO E TEORIA DE MATRIZES ALEATO-
RIAS

Landauer foi o responsavel por interpretar pioneiramente a condutancia como probabili-
dade de transmiss3o, fazendo com que esta interpretacao estabelecesse uma descricdo essencial
para o estudo das propriedades de transporte em sistemas a baixas temperaturas, frequéncias
e voltagens, no qual a interacdo elétron-elétron pode ser desprezada. De acordo com esta
descricdo, podemos considerar regides espalhadoras acopladas a reservatérios de elétrons via
guias de onda, de maneira que esses sistemas passam a ser descritos por matrizes de espa-
lhamentos, matrizes S. Portanto, os resultados de interesse em dispositivos mesoscépicos sdo
obtidos através da utilizacdo do formalismo de espalhamento.

No entanto, quando a regidao de espalhamento, que no caso desta dissertacao trata-se
do ponto quantico, apresenta dinamica classica correspondente caédtica, a abordagem com a
matriz S torna-se um pouco mais delicada, sendo necessaria a utilizacdo da Teoria de Matrizes
Aleatérias (TMA), que é uma ferramenta tedrica muito importante na fisica mesoscépica. Por

esta razdo, neste capitulo vamos abordar os principais conceitos envolvendo a TMA.

2.1 TEORIA DE ESPALHAMENTO

Para introduzir o formalismo de espalhamento, vamos considerar uma cavidade bidimen-
sional conectada a dois reservatdrios por dois guias de onda (ver figura 10). Os guias tém
largura W e como as paredes dessas estruturas sao impenetraveis, o0 movimento transversal
dos elétrons é confinado, resultando na quantizacdo do sistema, dando origem a um conjunto
discreto de modos propagantes (MELLO; KUMAR, 2004). Os elétrons que participam do trans-
porte estdo no nivel de Fermi e n3o interagem, entdo a equacao de Schrédinger, com campo
magnético nulo, que descreve os elétrons é dada por

l—;§2+v(ﬁ] U(z,y) = EV(z,y). (2.1)

As condicoes de contorno advém das paredes impenetraveis dos guias, onde as funcdes de

onda se anulam nos contornos, causando o confinamento transversal:

U(z,0) = U(z, W) = 0. (2.2)
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Figura 10 — Representacdo esquematica de uma cavidade bidimensional acoplada a dois guias de onda. As
setas indicam as ondas que entram e saem da cavidade em ambos os guias.

Fonte: [BARBOSA| (2005))

Se nos guias o potencial V() devido as impurezas for nulo, entdo a solu¢do da equacdo

de Schrodinger pode ser obtida fazendo a seguinte separacdo de variaveis:

U(z,y) = ¥(@)x(y), (2.3)

sendo que ¥ (x) é a funcdo de onda longitudinal e x(y) é a funcdo de onda transversal.

A funcdo longitudinal pode ter a forma de uma onda plana,

() oc e, (2.4)

onde k, = 2mE, /h? e o sinal positivo (negativo) representa as ondas planas saindo (entrando)
na cavidade.
A partir das condicdes de contorno, a parte transversal de ¥ (x,y) é definida da seguinte

maneira:

2 . nmw
Xn(y) = \/Wsm(ky,ny), kyn = W (n=1,2,...), (2.5)

onde o nldmero inteiro n caracteriza os modos ou canais de propagacao. Entdo, conhecendo
Ky, temos que a energia transversal, L,

h?
Bon = om

O nimero de onda longitudinal e transversal combinados resultam no nimero de onda de

[yon]”. (2.6)

Fermi:

[ka]” + [kl = K. (2.7)
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entdo, a energia de Fermi é dada por

¢r=E,+ Ey,. (2.8)

A partir da equagdo (2.8), devemos analisar diferentes casos onde a energia transversal é
maior ou menor que a energia de Fermi. Para o caso de £, , ser menor que €p, a energia
longitudinal assume valores positivos, isto é, k, é real e a exponencial é interpretada como
ondas que se propagam nos guias, sendo portanto relacionadas a canais abertos de propagacao.
Na situacdo em que a energia transversal € maior que a energia de Fermi, E, assume valores
negativos, dessa forma k, é imaginério e as exponenciais caracterizam funcdes de onda que
decaem exponencialmente nos guias, e portanto definem canais fechados de propagacao.

No limite z — o0, ou seja, para grandes distancias, apenas os canais abertos de propagacao
contribuem para a funcao de onda nos guias. Assim, a solucao geral da equacdo de Schrodinger

nos dois guias tem a seguinte forma:

Nl r T
m (1) m . (n)
Wsw) = 2 oy e T b ), (29)
n=1 L T x i

7 (")m
TR X (), (2.10)

U (z,y) = a’ e_ik;n)x + 0
1

g5
3
=
BE
>t
=t
Q)

onde o indice [ refere-se ao guia esquerdo e o indice r refere-se ao guia direito. As constantes
ab™ e bl s3o as amplitudes das ondas que entram e saem da cavidade, respectivamente, em
ambos os guias (ver figura 10).

No guia esquerdo, as amplitudes das ondas de entrada e saida, equac3o (2.9), podem ser

representadas pelas matrizes

ay by
a; b,

d=| |, = | (2.11)
_aévl_ _bévl_

e no guia direito, as amplitudes das ondas de entrada e saida, equacdo (2.10), sdo definidas

por
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ay by
ay b
a=| |, v=||. (2.12)
| A, | | b, |

Para incluir as amplitudes das ondas de entrada e saida em ambos os guias, devemos definir

as matrizes

a= , b= . (2.13)
a” b
Assim, a relacdo linear entre as amplitudes das ondas de entrada e saida é obtida através

da matriz de espalhamento:

S” Sl'r r t/
b=Sa, S-= - , (2.14)

Sri Sy tor
onde a matriz S tem dimensdo (N; + N,) x (N; + N,). O bloco r descreve a reflexdo das
ondas provenientes do reservatério esquerdo, tendo dimens3o N; x ;. O bloco de reflexdo »/
tem dimensao N, X N, e esta relacionado com as ondas provenientes do reservatério direito.
Por fim, o bloco de transmissdo ¢ (¢') de dimensdo NN, x N representa as ondas transmitidas

no guia direito (esquerdo).

2.1.1 Simetrias da matriz de espalhamento

A matriz de espalhamento pode apresentar vinculos devido as simetrias, como por exemplo
a simetria de reversdo temporal, e a conservacdo da densidade de corrente na qual implica na

unitariedade da matriz .S. Abaixo, entraremos em mais detalhes.
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2.1.1.1 Unitariedade

A unitariedade da matriz de espalhamento pode ser demonstrada através da conservacao
de corrente (SAKURAI, [1994)). Dessa forma, a densidade de corrente no guia esquerdo é obtida

da seguinte maneira:

. h Wil 9 i

= [ W) )| (2.15)
e no guia direito

. h w r 0 r

o= [\If (@) 2w <x,y>] iy (216)

Utilizando as expressbes para as funcdes de onda nos guias esquerdo e direito, teremos as

seguintes igualdades:

Ny

g = (bn]* = lan]?), (2.17)
n=1
N’r

jr = Z(’b2|2 - |a’,;|2), (218)
n=1

onde as densidades de corrente dependem dos médulos quadrados das amplitudes de ondas

de entrada e saida, resultando na conservacio do fluxo de corrente,

Ji+Jr=0. (2.19)

A partir da conservacao do fluxo de corrente, temos

Nl Ny Nl Ny
D lan P+ lan > = DL+ > 1oy . (2.20)
n=1 n=1 n=1 n=1

Ao utilizar a igualdade acima, podemos obter uma expressdao na qual o produto da matriz

a, matriz das amplitudes das ondas de entrada, com a sua prépria adjunta é igual ao produto

da matriz b, matriz das amplitudes das ondas de saida, com a sua prépria adjunta. Entao,

a'a = b'b. (2.21)

A definicdo de matriz de espalhamento, dada pela equacdo (2.14), introduzida na igualdade

acima, resulta em
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STS =1, (2.22)

ou seja, a equacdo (2.22) consiste na unitariedade da matriz de espalhamento.

2.1.1.2 Simetria de reversio temporal (particula sem spin)

A simetria de reversdo temporal é representada pela transformacdo ¢t — —t, onde o sentido
temporal da particula é invertido. Para um sistema classico, podemos considerar uma forca
agindo sobre uma particula, sendo que a melhor forma de interpretar a operacdo em questao
é vé-la como uma inversao da direcdo da trajetéria do sistema. Como exemplo, vejamos as

modificacdes causadas em duas observaveis classicas:

Frev(t) = F(_t)7 (223)

— —

Prev(t> = _P(t)a (224)

onde 7 é o vetor posicdo da particula e P é o momento linear.
Na mecanica quantica, diferentemente de um sistema classico, o sistema fisico é descrito
pela equacdo de Schrodinger, de tal maneira que todas as informacGes importantes podem ser

obtidas ao resolvé-la:

[ h? -2 oW (r,t) (2.25)

—%V + V(F’)} U(r t) = th
onde a solucao da equacdo de Schrodinger revertida no tempo nao consiste apenas em utilizar
a transformacdo ¢ — —t na funcdo de onda, precisamos também acrescentar o conjugado
para assim obter a solucdo correta, ou seja, W*(7, —t). Dessa forma, a operacdo de reversdo
temporal estd relacionada com a operacido de conjugacdo, onde podemos defini-la através de

um operador antiunitario © (SAKURAI, 1994):

[W(=t)) = O[¥()), (2.26)

e os operadores de posicao, X, e de momento, P, sob acdo de O:

exXe'=X, oepPo!'=-P. (2.27)
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Figura 11 — llustracdo da reversdo temporal.
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Fonte: [SAKURAI| (1994])

Para sistemas sem spin, o operador de reversdo temporal é definido por

0=0C, (2.28)

onde C' é o operador de conjugacdo complexa. Como a solucdo da equacdo de Schrodinger
revertida no tempo é U*(7, —t), entdo, através das expressdes para as funcdes de onda em

ambos os guias, temos que a relacdo entre as amplitudes é dada por

a* = Sb*. (2.29)

b= (S")"a. (2.30)

Portanto, a partir da definicdo de matriz S, equacdo (2.14), podemos validar a seguinte

relagdo (MOSKALETS, [2012):

S=(5)"1t= 855 =1, (2.31)

e ao combinar com a unitaridade da matriz de espalhamento, temos

S=5". (2.32)

Isto é, o vinculo devido a simetria de reversao temporal, para o caso sem spin, nos permite

afirmar que S € real e simétrica.
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2.1.1.3 Simetria de reversdo temporal (particula de spin 1/2)

Para sistemas onde o spin é incluido, podemos definir o operador de reversio temporal

como

0 =UC, (2.33)

onde U é um operador unitario e C' é o operador de conjugacao complexa. Para sistemas com
spin inteiro, ©2 = 1, e para spin semi-inteiro, ©2 = —1. Assim, podemos destacar, como

exemplo, a acdo do operador de reversdo temporal sobre o operador de spin:

= . 2 h
0se =-S5 S= 55. (2.34)

onde & é o conjunto de matrizes de Pauli.
Conhecida a forma do operador © em sistemas com spin e a sua atuacdo sobre o operador

—

S, podemos reescrevé-lo da seguinte maneira:

© = —io,C, (2.35)

onde o, € a segunda matriz de Pauli

oy = : (2.36)
i 0
Dessa forma, a funcdo de onda para sistemas com spin 1/2 pode ser representada na forma

de um spinor:

vy = | Y (2.37)

Y_(z,y)

e ao utilizar a operacdo de reversdo temporal na funcdo U(z,y), temos que

0 -1 (8 -y
U0 = OU = Tl = . (2.38)

1o )\ ¢ W
Portanto, a partir da equac&o (2.37), podemos expressar a funcdo de onda no guia esquerdo

como
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Ny
m . (n) m ., (n)
Ul(z,y) = [Afw e+ B, e ke x} Xn(Y),
nZ::l N kM n N kMR

onde as amplitudes A! e B!  sio dadas por

! “ !
A, .= , B, , =

Ja para a funcdo de onda no guia direito,

Ny
m . (n) m . (n)
U (2,y) = [AZU,/ et B, et iks I] Xn (),
(3) ,; s ar N Eh )

: , I
onde as amplitudes A] , e B; , sdo

T T
AT — An,+ BT — bn,+
n,o ) n,o
T T
Ay, by -

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Definindo duas matrizes a fim de incluir todas as amplitudes das ondas de entrada e saida

em ambos os guias, entdo
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l 1
ay,+ b+
al b

l )
aNl7+ le7+

l l
a b

Ny, — Ny,—

a= , b= (2.43)

T T
ay ¢ 1,4

I8 T
ay 1,—
T T
an, + Ny, +
T T
aNra_ bN?”7_

Através das funcGes de onda revertidas no tempo em ambos os guias, podemos obter
relacOes entre as amplitudes das ondas de entrada e saida revertidas no tempo e as amplitudes
a e b, de maneira que essas relacdes s3o definidas da seguinte maneira (MACEDO-JUNIOR,

2002):

Qrey = Uda™, (2.44)
brew = UD", (2.45)

onde U é uma matriz dada por
U =1y, ®ioy. (2.46)

A relacdo linear entre as amplitudes das ondas de entrada e saida, para o caso revertido

no tempo, é definida por

Arey = Sbrev- (247)



34

e através das relacdes (2.44) e (2.45), temos que a matriz de espalhamento satisfaz a seguinte

relacdo:

SUS* =T, (2.48)

A relacao acima combinada com a condicao de unitariedade, portanto, nos diz que a matriz
S é unitaria auto-dual com dimens3o 2N, onde Np consiste no niimero total de canais de

propagacao e o fator 2 advém da degenerescéncia do spin.

2.2 FORMALISMO DE LANDAUER

O trabalho de Landauer teve um papel fundamental na descricdo tedrica do transporte
eletrénico em estruturas mesoscopicas, relacionando a condutancia com a probabilidade de
transmissdo do elétron (DATTA, 1997)). Na fisica do transporte eletrénico em condutores ma-
croscopicos, as propriedades de transporte sdo descritas pela lei de Ohm. Assim, para tais
condutores, a condutancia é diretamente proporcional a sua largura, W, e inversamente pro-

porcional ao seu comprimento, L:

oW

G —
L M

(2.49)

onde o é a condutividade da amostra. No entanto, quando a amostra é mesoscépica, torna-se
necessario introduzir duas correcoes nessa lei. A primeira correcdo consiste na existéncia de
uma condutancia de contato na qual ndo tem dependéncia com o comprimento do condutor,
Gy = 2¢?/h. A segunda correcdo consiste na dependéncia discreta com W, manifestando-se
através do nimero de canais de propagacdo (MACEDO, ):

2w

N = Int [A] . (2.50)

Para deduzir a formula de Landauer para a condutancia, devemos considerar uma amostra
mesoscopica conectada a dois reservatérios de elétrons em equilibrio térmico, com potenciais
quimicos fi1 € j12, por meio de um guia ideal, ou seja, um guia sem barreira de potencial, com
N canais de propagacdo (ver figura 12). Ao incluir uma regido espalhadora, os elétrons vio
se propagar pelo condutor com probabilidade 7" e com probabilidade de reflexdfo R =1 — T
Introduzidos os reservatdrios, temos que a funcdo que representa o preenchimento dos estados

dos elétrons é
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Figura 12 — Representacdo do modelo de reservatérios de Landauer. A regido de espalhamento (regido S) é
conectada aos reservatorios via guias ideais. Os reservatorios estdo em equilibrio térmico e possuem
potenciais quimicos diferentes.

3]
- 2
o i
= — — 0
.2 S ©
© - - c
> o
o 0
2 i
) L J
Guias
Fonte: DUARTE-FILHO| (2010))
E = L 2,51
FE = ) = 1+ e(E—pi)/kpT’ (251)

conhecida como distribuicdo de Fermi, de maneira que para o reservatério 1, o potencial
quimico é y1, enquanto para o reservatorio 2 é .

O fluxo de elétrons na amostra é nulo quando os potenciais quimicos dos reservatérios fi;
e /1o 30 iguais. Se ji; > 1o, havera uma corrente ;" vindo do reservatério 1:

2e
I = = N = p2)- (2.52)

A corrente que passa pelo guia 2 depende da probabilidade 7" do elétron de ser transmitido

através da regido de espalhamento:

2e

Iy = = NT (i = p2). (2.53)

e a corrente que advém da reflexdo, R =1 — T, é definida por

P =N T ), (2.54)

Dessa forma, a corrente liquida que passa pela amostra é
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=1 —1I;. (2.55)

Da definicdo de condutancia e sabendo que a diferenca dos potenciais quimicos 1 € o €
igual a —eV/, temos que
2e?

G==-NT =Gy Tr(tth), (2.56)

onde GGy é o quantum de condutéancia e ¢ é o bloco de transmissao da matriz de espalhamento.
A equacdo acima é conhecida como a férmula de Landauer, a qual relaciona a condutancia
com a matriz S e consegue incluir as duas correcdes necessérias, abordadas no inicio desta

secdo, na lei de Ohm.

2.3 TEORIA DE MATRIZES ALEATORIAS

A teoria de matrizes aleatdrias consiste em uma ferramenta matemética que utiliza matri-
zes com propriedades estatisticas e seus elementos distribuidos aleatoriamente. Foi introduzida
inicialmente na fisica nuclear por Wigner em meados da década de 50 com o objetivo de es-
tudar as propriedades estatisticas dos niveis de energia dos nicleos pesados bombardeados
por néutrons lentos, de modo que a complexidade do processo de espalhamento resultou na
necessidade de modelar o hamiltoniano do sistema por meio de uma matriz aleatéria (BEE-
NAKKER, 1997)). Os ensembles de matrizes aleatérias podem ser classificados, de acordo com
Dyson, através das simetrias de reversdao temporal e de rotacdo de spin, tornando o sistema
dependente apenas destas simetrias, ou seja, a TMA fornece a universalidade dessas proprieda-
des. O comportamento universal da teoria de matrizes aleatérias depende da validade de uma
hipdtese ergddica, onde médias sobre certos intervalos contendo um nimero estatisticamente
significativo é equivalente a uma média sobre ensembles.

A utilidade da teoria de matrizes aleatérias ndo se resume apenas na area de fisica nuclear.
Atualmente ela é fundamental para diversos campos de pesquisa, como por exemplo no trans-
porte eletronico em dispositivos mesoscdpicos, onde as propriedades de transporte de cavidades
cadticas e fios quanticos, dentre as quais podemos citar a condutancia, sdo obtidas devido a
ferramenta tedrica fornecida pela TMA. Nesta dissertacdo, o tema principal é a condutancia
de cavidades cadticas e mais adiante mostraremos como a transformacao color-flavor tem um

importante papel no célculo dessa propriedade de transporte.



37

2.3.1 Ensembles Gaussianos

Um sistema fechado, como por exemplo uma cavidade cadtica, descrito por uma matriz
hamiltoniana cujos elementos sao distribuidos aleatoriamente, pode ser tratado por um tipo de
ensemble de matrizes aleatérias, conhecido como ensemble gaussiano, introduzido por Wigner
e Dyson (BROUWER, [1997)).

O ensemble gaussiano é definido como um conjunto de matrizes quadradas N x N, tendo

densidade de probabilidade dada por

P(H) = Cexp|-BTrV(H)], (2.57)

onde C' é uma constante de normalizacao e 8 é um parametro relacionado as simetrias que vao
especificar o ensemble, podendo assumir trés valores (3 = 1,2,4). Para § = 1, os elementos
de H sdo reais, no caso de 3 = 2, os elementos s3ao complexos e por fim, para § = 4, os
elementos de H s3o quatérnions reais, ou seja, os elementos de H podem ser representados
por matrizes 2 x 2 formadas por combinacdes da matriz identidade e das matrizes de Pauli,
e para assegurar que um quatérnion é real, é necessario que os coeficientes que multiplicam
a matriz identidade e as matrizes de Pauli sejam reais. Assim, a probabilidade de encontrar
o ensemble no intervalo H e H + dH é invariante sob H', P(H)dH = P(H')dH', em que
a diferencial dH é a medida de integracdo no espaco das matrizes aleatérias e H' é uma

transformacao representada por

H— H =UHU!, (2.58)

onde U é uma matriz que pode ser ortogonal, unitaria ou simplética, dependendo da presenca
ou auséncia de simetrias. A matriz U é ortogonal quando $ = 1, unitéria quando § = 2 e
simplética quando (§ = 4.

Assumir que um conjunto de matrizes aleatérias com densidade de probabilidade dada pela
equacdo (2.57) é um ensemble gaussiano significa que TrV (H) oc TrH?, onde os elementos do
hamiltoniano s3o variaveis aleatérias independentes, de tal maneira que TrH? = TrH'H =
i sz. Esses ensembles podem ser classificados de trés formas, dependendo dos valores

assumidos pelo indice de simetria:
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= Ensemble Gaussiano Ortogonal (EGO) = Caracterizado pelo indice 5 = 1, onde

os elementos da matriz aleatdria s3o reais.

= Ensemble Gaussiano Unitario (EGU) = Caracterizado pelo indice 5 = 2, onde os

elementos da matriz aleatéria s3o complexos.

» Ensemble Gaussiano Simplético (EGS) = Caracterizado pelo indice § = 4, onde

os elementos da matriz aleatéria sdo quatérnions reais.

onde esses trés ensembles gaussianos sao conhecidos na literatura como ensembles de Wigner-

Dyson. A tabela 1 mostra a classificacao dos trés ensembles e suas caracteristicas.

Tabela 1 — Classificacdo dos ensembles de Wigner-Dyson: ensemble gaussiano ortogonal, unitario e simplético.
As matrizes H e U apresentam caracteristicas diferentes para os trés valores do indice (3, depen-
dendo da auséncia ou presenca das simetrias de reversdo temporal (SRT) e de rotacdo de spin

(SRS).
Ensemble | 5 | SRT SRS (H);, U
EGO 1] sim sim real ortogonal
EGU 2 | ndo | irrelevante complexo unitaria
EGS 4 | sim nao quatérnion real | simplética

Fonte: O autor (2021)

Portanto, ao utilizar a teoria de matrizes aleatérias, as propriedades fisicas sao calculadas
por meio de médias. Para o caso de cavidades cadticas com hamiltoniano H, executar a média

de qualquer observavel A(H) no ensemble de matriz aleatéria H, corresponde a

4)\?

onde 1 é uma constante de normalizacdo e A = NA/m é um pardmetro que depende do

(A(H)) = 717 / du(H)A(H)eap l_ﬁN Tr H?] , (2.59)

espacamento médio entre os niveis de energia (A). Para trabalhar com observaveis A(H) que
dependem apenas dos niveis de energia, ou seja, dos autovalores de H, devemos introduzir a

transformacao

H — Udiag(Ey, By, ..., EN) U, (2.60)

com U sendo a matriz dos autovetores. Sabendo que TrV (H) = 3=, V(E;) depende apenas
dos autovalores, entdo a distribuicdo de probabilidade dada pela equagdo (2.57) ndo depende

dos autovetores, isto é, U é uniformemente distribuida no grupo ortogonal (3 = 1), no grupo
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unitario (3 = 2), ou no grupo simplético (5 = 4). Dessa forma, introduzindo a transformacéo
acima no calculo de médias de observaveis, equacdo (2.59), podemos obter uma relaco entre

o elemento de volume du(H) e a medida invariante de Haar du(U):

du(H) = J(E)du(U) ﬂ dE;, (2.61)

onde o jacobiano J(F) é dado por

N
=[[|E: — E;|°. (2.62)

i<j
Assim, tendo a densidade de probabilidade invariante sob a transformacao representada

pela equacdo (2.60), a média de qualquer observavel no ensemble de matrizes aleatérias pode

ser definida pela seguinte relacao:

/du /HdEJ Er, Esy o, EN)A(EL, Es, ..., Ex)exp lWZEQ] ,
(2.63)

ou

(A(H)) = / ﬁ dE,A(Ey, Bs, ..., Ex)Ps(E). (2.64)

i=1
tendo du(U) como a medida de Haar do grupo unitério (5 = 2), do grupo ortogonal(5 = 1) e
do grupo simplético (3 = 4). A fungdo Ps(E) é a distribuicdo de probabilidade dos autovalores
de energia, sendo que pode-se fazer uma analogia com a distruicdo de Gibbs da mecanica

estatistica.

2.3.2 Ensemble circular

As cavidades cadticas podem ser descritas matematicamente pelo ensemble gaussiano,
pois precisamos lidar com as propriedades estatisticas dos niveis de energia desses sistemas.
No entanto, quando trata-se de sistemas quanticos abertos, as cavidades sao acopladas a
reservatorios de elétrons, de maneira que os autovalores de transmissao tornam-se essenciais
para a obtencao das propriedades de transporte, e para descrever tais sistemas, é necessario
utilizar as matrizes de espalhamento. Existem duas maneiras de introduzir a teoria de matrizes

aleatérias em problemas de transporte. A primeira se resume em modelar o hamiltoniano da
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estrutura como uma matriz aleatéria M x M, pertencente ao ensemble gaussiano, e introduzi-
la na matriz de espalhamento NV x N através da féormula de Mahaux - Weidenmiiller (MAHAUX;

WEIDENMILLER, [1969):

1
W,
E—H+inWWTt '

onde W é uma matriz retangular M x N n3o aleatéria que descreve o acoplamento da cavidade

S(E) =1—2miW’ (2.65)

e no limite M — oo o sistema apresenta propriedades universais. Uma outra possibilidade
consiste em introduzir a teoria de matrizes aleatérias diretamente na matriz de espalhamento,
podendo escrevé-la em termos dos autovalores de transmissdo através da representacdo polar

(BARANGER; MELLO) 1994):

vy 0 —/1—-7 T vy 0
g_ | ™ VT ’ , (2.66)

0 vy VT 1—71 0 vy

sendo que 7 é uma matriz diagonal N x N que contém os autovalores de transmissdo 7,(a =
1,..., N) do bloco tt' da matriz de espalhamento. Os v;(i = 1,2, 3,4) s3o matrizes N x N que
podem ser unitarias, ortogonais ou simpléticas, dependendo dos valores de 5. Para § = 2 as
matrizes s3o unitérias. No caso ortogonal, 3 = 1, as matrizes tém como restricdes v3 = v, e
vy = v . Enquanto para o caso simplético, 3 = 4, os v; s3o quatérnions auto-duais 2N x 2N
com autovalores duplamente degenerados, tendo como restricoes v3 = U7 € vy = Vs.

Assim como no caso de matrizes hamiltonianas aleatérias no qual define-se o ensemble
Gaussiano, precisamos introduzir um novo tipo de ensemble de matrizes, chamado de ensemble
circular, relacionado diretamente a matriz S. Dessa forma, para descrever as propriedades de

transporte, consideramos um conjunto de matrizes .S, uniformemente distribuida sobre um

grupo unitario, com distribuicao de probabilidade dada por

P(S) = constante, (2.67)

ou seja, a probabilidade de todas as matrizes S pertencentes ao ensemble é a mesma. A
definicdo de ensemble circular, caracterizada pela equagdo (2.67), implica que a média da
matriz S é nula, isto é, S = 0.

Através do indice de simetria () torna-se possivel classificar o ensemble circular de trés

formas:
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= Ensemble Circular Ortogonal (ECO) = Ensemble de matrizes unitérias simétricas,

caracterizado pelo indice 5 = 1.

= Ensemble Circular Unitario (ECU) = Ensemble de matrizes unitérias, caracterizado

pelo indice 5 = 2.

= Ensemble Circular Simplético (ECS) = Ensemble de matrizes unitérias auto-duais,

caracterizado pelo indice § = 4.

Portanto, as propriedades de transporte de pontos quanticos cadticos sao calculadas através
de médias sobre o ensemble de matrizes aleatérias. Nesse caso, temos interesse na distribuicdo
estatistica dos autovalores de transmissao, onde ao utilizarmos a representacdo polar da matriz

de espalhamento, a medida de Haar dyu(S) transforma-se na seguinte express&o:

dﬂ(s) X Pﬁ({7}> HdTa Hdﬂ(vz>a (268)

onde P3({7}) é a distribuicdo conjunta dos autovalores de transmissdo

Ps({r}) = H |7 — Tj|BHTC_1+6/2. (2.69)

i<j c
A média de qualquer observavel de transporte no ensemble circular pode ser calculada

através da expressdo abaixo:

(A(r)) = Cs [T dma [T du(vi) A1) Ps ({7 1) P(9), (2.70)
sendo que a partir da definicao do ensemble circular, a distribuicao de probabilidade da matriz

S, P(9), é constante para cavidades cadticas acopladas a guias de onda por contatos ideais.

Para uma distribuicdo de probabilidade definida pela relacao

P(S) o |det(1 — STG)|-AEN=1+2/8), (2.71)

entdo, diferentemente da distribuicdo P(.S) utilizada em sistemas com guias ideais, a definicdo
de P(S) da relagdo acima é introduzida no célculo de observaveis de transporte de cavidades

cadticas acopladas a guias por meio de juncoes de tunelamento.
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2.3.3 Classes de simetria dos ensembles

Os vinculos das matrizes de espalhamento sido derivados das simetrias do sistema, tendo
profunda importancia no calculo de observaveis que apresentam universalidade. Vimos anteri-
ormente que a teoria de matrizes aleatérias pode ser utilizada para descrever as propriedades
de transporte de cavidades cadticas através da introducdo de um ensemble circular, de ma-
neira que o indice de simetria nos permite classificar o ensemble de trés diferentes formas,
chamados de ensembles de Wigner-Dyson: ensemble circular unitario, ensemble circular orto-
gonal e ensemble circular simplético. Além disso, podemos classificar mais sete tipos de classe
de ensembles através de outras simetrias fundamentais (ver tabela 2). Portanto, a partir das
condicoes impostas pelas simetrais, podemos decompor as matrizes S em termos de uma
matriz aleatéria, denotada por U, que pode ser ortogonal, unitéria ou simplética. Na tabela 2
podemos visualizar a relacao entre os indices de simetria e os dez tipos de classe dos ensembles

e as suas respectivas decomposicoes.

Tabela 2 — Tabela de Cartan para as dez classes de simetria na qual apresenta as condicGes impostas pelas
simetrias de reversdo temporal, rotacio de spin, particula-buraco e de subrede.

Ensemble [ | Classe de simetria U S
Wigner-Dyson | 2 A(ECU) U(Nr) S=U
Wigner-Dyson | 1 AI(ECO) U(Nr) S=U"U
Wigner-Dyson | 4 AII(ECS) U(2Nr) S=JurJ U

Quiral 2 Alll(chECU) U(2N7) S=%.U%.U
Quiral 1 BDI(chECO) SO(2N7) S=%.U'S.U
Quiral 4 Cll(chECS) Sp(4N7) | S=3,JUTJ 12U
Altland-Zirnbauer | 2 D SO(2N7) S=U
Altland-Zirnbauer | 2 C Sp(2N7) S=U
Altland-Zirnbauer | 4 DI SO(4Nr) S=JU'J U
Altland-Zirnbauer | 1 Cl Sp(4Nr) S=X.U'Y.U
Fonte: |NISHIGAKI S M; GANGARDT; KAMENEV| (2003])

As matrizes J e X, da tabela 2 s3o definidas por

J:

0 —ly,

1y, O

(2.72)
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Até o momento, abordamos com mais detalhes apenas os vinculos da matriz S devido as
simetrias de reversao temporal e de rotacdo de spin, pois nesta dissertacdo estamos interessados

apenas na classe Wigner-Dyson, mais especificamente no ensemble circular unitéario, A(ECU).

2.4 CONDUTANCIA DE CAVIDADES CAOTICAS

Um ponto quantico conectado a reservatérios de elétrons por guias de onda pode ser
tratado como um problema de espalhamento, onde a partir da matriz de espalhamento torna-
se possivel obter as propriedades de transporte. Assim, conhecida a matriz S, a condutancia

é calculada através da férmula de Landauer:

2
G = 2; Tr(tth), (2.73)

e a condutancia adimensional, g = G/Gy:

g = Tr(tth). (2.74)

Se no ponto quantico a dinamica classica correspondente for cadtica, entdo precisamos
utilizar a teoria de matrizes aleatdrias para executar as médias das observaveis de transporte.
Dessa forma, a média da condutancia é obtida através do ensemble de matrizes S, sendo que
se considerarmos guias de onda ideais, a distribuicao de S é uniformemente distribuida sobre

0 grupo unitario:

/du(S) ~1. (2.75)

Assim, a média da condutancia adimensional é dada por

() = [ du(S) Tx(at"), (2.76)

Para fazer a condutancia adimensional depender explicitamente da matriz S, precisamos

introduzir os projetores A; e As:

onde os projetores A; e Ay sdo definidos da seguinte maneira:
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Figura 13 — Representacdo esquematica de uma cavidade cadtica com forma geométrica irregular.

Fonte: BROUWER| (1997)

In, O 0 0
A1 == 5 A2 - (278)
0 0 0 I,

entdo, através da equacdo (2.77), a média da condutancia passa a ser definida por

(g) = / du(S) Tr(AsSALST). (2.79)

O célculo da média da condutancia para as trés classes de simetria Wigner-Dyson de uma

cavidade cadtica acoplada a guias de onda ideais resulta em (BEENAKKER, 1997)

. N1N2
M A T

onde N; é o numero de canais de propagacao no guia esquerdo, N, é o nimero de canais de

(2.80)

propagacao no guia direito e Ny corresponde ao nimero total de canais, Ny = Ny + Ns.

Expandindo a equacdo (2.80) no limite semiclassico, N7, Ny > 1, obtemos

Np N 2 1
(g) :ﬁ [1+ (1_6> M+] (2.81)
onde o segundo termo da expansdo consiste na correcdo da localizacao fraca para § = 1,
enquanto para § = 4, o segundo termo consiste na correcdo da anti-localizacao. No entanto,
para 8 = 2, o segundo termo da expansdo desaparece, isto é, a quebra da simetria de reversio
temporal resulta na destruicdo do efeito de interferéncia.
A condutancia de um ponto quantico cadtico, portanto, pode ser obtida através da intro-

ducdo dos ensembles de matrizes aleatérias, resultando na universalidade do sistema caracte-
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rizada pela dependéncia do indice 3, equacdo (2.80). O calculo da média da condutancia no
ensemble de Wigner-Dyson pode ser realizado por meio da técnica diagramatica (BROUWER,;
BEENAKKER, 1996)), mas nesta dissertacdo vamos mostrar como uma identidade matematica,
denominada transformacao color-flavor, pode ser utilizada para obter a média de g no ensem-
ble circular unitéario, dispensando os calculos mais convencionais. No préximo capitulo vamos
abordar o conceito dessa transformacao e detalharemos todos os procedimentos matematicos

envolvidos.
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3 A TRANSFORMACAO COLOR-FLAVOR E O METODO DA FUNCAO GERA-
TRIZ

Neste capitulo mostraremos como calcular a condutancia de microestruturas acopladas a
guias de onda ideais, onde a dindmica classica correspondente é caética, abdicando da técnica
diagramatica. Assim, a integracao sobre o grupo de matrizes unitérias, a qual aparece quando
executamos a média da condutancia sobre o ensemble circular, é substituida através de uma
identidade matematica, conhecida como transformacao color-flavor, que nos possibilita lidar

com integrais sobre matrizes que parametrizam o espaco coset.

3.1 INTRODUCAO A TRANSFORMACAO COLOR-FLAVOR

Motivado pelo estudo de sistemas desordenados em fisica da matéria condensada, a trans-
formacdo color-flavor foi inicialmente derivada por Zirnbauer em 1996 para integrais sobre
matrizes U(NV) (ZIRNBAUER, [1996). Além disso, podemos utilizar essa identidade matematica
em diversos problemas, como por exemplo em cavidades caédticas balisticas.

Dessa forma, a transformacao color-flavor consiste na substituicdo de integrais sobre ma-
trizes unitarias pertencentes ao ensemble de matrizes aleatdrias em integrais sobre matrizes
que parametrizam o espaco coset. Como uma maneira de apresentar a generalizacdo da trans-
formacdo, vamos iniciar com um calculo mais simples. Se 1), e 1), forem variaveis fermionicas,

entdo a igualdade abaixo é valida (ZIRNBAUER, 1998):

2

da exp(&lemwoﬁﬂ_o@*m%) = 27T(1+7/;1¢0¢_0¢1> = k/c m%p(ﬁﬁ_lwl—f%%)-
(3.1)

A generalizacdo da transformacdo color-flavor é caracterizada pela relacdo entre as inte-

grais:

du(Z, ZT)exp(ij){k~xj—Z}kiﬁ_k'%‘)a (3.2)

M x M

~arrab,pb 0 G rrabyt, by
|y el U0 (W) = [

onde

N N
Xk XG = DXk, k=Y U vl (3.3)
a=1 a=1
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Na equacdo (3.2), ¥ e x sdo varidveis fermibnicas, com a barra denotando a conjugacdo
complexa, a,b = 1,..., N s3o indices de “color” e j,k = 1,..., M s3o indices de“flavor”. U
sao os elementos da matriz unitaria NV x N e Z;; sdo os elementos da matriz que parametriza
0 espaco coset (SCHLITTGEN; WETTIG, 2002). A medida de integracdo dU é a medida de Haar
da matriz unitaria U e a medida de integracio du(Z, Z) é dada por
M
du(Z, 2" = const x det™ VM (1, + 217) T] dRe ZjpdIm Z;y, (3.4)
k=1

onde

/du(Z, Zt) = /dU ~1. (3.5)
Note que antes da transformacao os indices de “color” das variaveis fermionicas sdo acopla-
dos pela matriz U, enquanto os indices de “flavor” s3o diagonais. Na integral transformada, os
indices de “flavor” sao acoplados pela matriz Z, e os indices de “color” sao diagonais. Por essa
razdo, a relacdo entre integrais da equacgdo (3.2) é chamada de transformacdo color-flavor.
Tratando-se de um problema de transporte, a transformac3o color-flavor pode ser utilizada
para calcular a condutancia de uma cavidade cadtica, onde a matriz unitéria U da equacdo (3.2)
passa a ser uma matriz de espalhamento pertencente a classe de Wigner-Dyson. Portanto, para
aplicarmos essa identidade matematica no sistema de transporte eletrénico, vamos introduzir

na préxima secao a funcdo geratriz da condutancia.

3.2 A FUNCAO GERATRIZ DA CONDUTANCIA

De acordo com a férmula de Landauer, podemos relacionar a condutancia de uma amostra
mesoscopica com a probabilidade de transmissdo do elétron passar pela regidao de espalha-

mento:

g = Tr(tth). (3.6)

Quando a regido de espalhamento consiste em uma cavidade cadtica, a condutancia é

calculada por meio de um ensemble circular de matrizes aleatérias:

() = [ du(S) Tx(at"). (3.7)

Definindo agora uma funcdo geratriz,
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U(z) = / dp(S) det(1+ xtt’) = (exp(Trin(1 + ztth))), o =—sin?(¢/2),  (3.8)

onde ao calcularmos a derivada dessa funcdo, temos que

[dq;f:) = (Te(tt")). (3.9)

=0
Dessa forma, podemos concluir que a condutancia de uma cavidade caédtica pode ser obtida

através da derivada da funcao geratriz:

(9) = [d\y(x) (3.10)

a dx

A seguir, vamos mostrar como a transformacao color-flavor ¢ utilizada no calculo da funcdo

=0

geratriz da condutéancia, oferecendo uma alternativa ao calculo da média de uma observavel
de transporte sobre o ensemble de matrizes S, mais especificamente sobre o ensemble circular

unitario.
3.3 TRANSFORMACAO COLOR-FLAVOR E CAVIDADES CAOTICAS

No capitulo anterior vimos que a condutancia esta relacionada com a probabilidade de
transmissdo do elétron, entdo se definirmos uma funcdo geratriz, equacdo (3.8), podemos
obter (g) através da relacdo (3.10). Portanto, a introducdo da transformac&o color-flavor na
integral sobre o ensemble de matrizes S resulta no célculo para ¥(z) em que a integracdo é
realizada no espaco complexo (MACEDO-JUNIOR; MACEDO), 2014).

Para uma cavidade cadtica com simetria de reversao quebrada, a funcdo geratriz da con-
dutdncia é obtida através de uma integral sobre o ensemble circular unitario (ECU). Assim,
considerando uma amostra com niimero de canais de propagac3o arbitrario (N; = Ny = N),

entao a funcao geratriz pode ser definida como

W(r) = 41N /du(S) det(1y, + ATSAST) = /dﬂ(s> det(1 + ztt'),  (3.11)

onde a matriz A é definida por

A= €A+ Ay, (3.12)

e as matrizes A; e Ay,
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Al = 5 A2 - . (313)

Através da utilizacao da transformacao color-flavor na funcao geratriz da condutancia de
uma amostra com N canais de propagacdo (Nr = 2N), podemos obter a seguinte relacdo

entre integrais:
1
S /du(S) det(1y, + ATSAST) = /cm(cg)detNa2 +QuQ)det (1, + QQo).  (3.14)
A matriz () da relacdo acima parametriza o espaco coset:

Q=TosI'', QeSU?)/U(1) =25 (3.15)

onde o3 é a matriz de Pauli

1 0
03 = y (316)
0 -1
e as matrizes I' e I' ! s3o dadas por
. 1 =z — 1 1 —z (3.17)
_ -l - 17
’ 2
—z* 1 L+ z¢ 1
Assim, a matriz () definida pela equac3o (3.15) tem a seguinte forma:
0 1 1—22 -2z (3.18)
R 3.18
2 )
onde podemos definir as matrizes Q4 e QQy se considerarmos z = —e~** e z = —1, respecti-
vamente,
0 e 0 1
Qy = ’ , Qo= ) (3.19)
e’ 0 10
e a medida de integracdo du(Q)
K d*z
Q) = — =17 (3.20)
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Portanto, a relacio entre as integrais da equacdo (3.14) caracteriza o mapa U(Np) — S?
realizado pela transformac3o color-flavor. A integral sobre o grupo unitario U(Nr) transforma-
se em uma integral onde os elementos da matriz () representam pontos de uma superficie

esférica. A seguir, serad detalhado todo o procedimento para a realizacdo do mapa em quest3o.

3.3.1 Um canal de propagacao

Para um sistema com um canal de propagacdo (N = 1), vamos detalhar todos os célculos
utilizados que nos permitem obter a equacdo (3.14). Dessa forma, podemos iniciar conside-

rando a seguinte funcdo geratriz:

F(6) = / du(Q) det(1s + QuQ) det(1s + QQy), (3.21)

onde a medida de integracdo é definida como

1 d*z

™ (14 [2?)*
Através da definicdo da matriz ), equacdo (3.15), podemos reescrever o determinante de

1y + Q4R como

dp(Q) = (3.22)

det(F + Q¢F0’3)
det(T) ’

det(1y + Q4Q) = (3.23)

onde a matriz I' + QyI'o3 é
1—z2%e @ 2 — e
I'+Qplloz = : (3.24)
—2" 4 e 1 — ze"
Introduzindo ; como sendo variaveis de Grassmann, entdo, por definicdo, ; satisfazem

as relacdes de anticomutacao:

{xi x5} = xix; + xjxi = 0. (3.25)

onde as integrais dessas variaveis sdo definidas para satisfazer as seguintes igualdades (SHAC-

KEL, 2008)):

/dXi = /dii =0, /XidXi = /)&‘diz‘ =1L (3.26)
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Assim, considerando uma integral Gaussiana de varidveis que satisfazem as relacGes de

anticomutacdo, temos que o resultado dessa integal resulta em

I'= (/H@Zﬁ@(i) exp(—x'Ax) = det(A), (3.27)
i=1
onde
X1
X2
x=| | A=) (3.28)
Xn

Introduzida a integral Gaussiana, podemos, entdo, definir os determinantes da funcdo
geratriz, equacdo (3.21), como integrais de varidveis de Grassmann. Portanto, o determinante

de I' + Q4I'o4 pode ser representado da seguinte maneira:

det(T + Qylo3) = / dindiprd 1 expl®l (D + Quloy)®y), (3.29)

onde ®; é uma matriz dada por

oo | B} = (v1,x1) - (3.30)

X1

Calculando o determinante da equagédo (3.29), temos que

det(T' + Qyl03)®;) = 2|1 — ze™|%. (3.31)
e definindo uma matriz 4,
0 z—e"
A = , (3.32)
—z* + e 0

onde o seu determinante é

det(A;) = |1 — ze™?, (3.33)
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entdo, podemos definir o determinante da equagdo (3.31) em termos do determinante da

matriz Ay:

det(F + Q¢F0’3) =2 det(Al) (334)

Através da igualdade acima, podemos reescrever a equacdo (3.29) da seguinte maneira:

det(T' + Qu03) = 2 / dipr dipdx d g eap[®] A B4, (3.35)

onde o produto de matrizes (I>§A1<I>1 é dado por

q)];Alq)l = (Z — G_id))@gl){l + (—Z* + €i¢))€11/}1. (336)

Para o outro determinante da funcdo geratriz, equacdo (3.21), temos que

det(I' + Qol'o
det(15 + QQo) = det(1y + QuQ) = ( det(%) 3) (3.37)
O determinante de I' + (QoI'c3 em termos de uma integral Gaussiana:
det(I" + Qulo) = / o dindxad Cacap[®(T + Qolas)®s)., (3.38)
onde a matriz ®, é dada por
Yo _
O, = o 0h= (e ) (3.39)
X2
Definindo uma matriz A,,
0 z—1
Ay = , (3.40)
—z*4+1 0
em que o seu determinante é
det(F -+ QQFO‘g) =2 det(Ag), (341)

entdo, reescrevendo a equac¢do (3.38), temos que

det(F + QOFO'3) = 2/d@[)gd?ﬁgd}(gd}(}el‘p[@gzng)g], (342)
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onde

DLAD, = (2 — D)haxe + (—2° + 1)Xaths. (3.43)

Os determinantes, portanto, sendo definidos em termos de integrais Gaussianas de variaveis

de Grassmann nos possibilita escrever uma nova forma para a funcdo geratriz:

F(¢) = 4/d(d>, dNexp(e i — e Pyt + Xothe — Yax2)W (¥, X), (3.44)

onde W (v, x) é uma integral definida por

d _ _
Wy, x) = /(15(@2)2%]) [Z<¢1X1 + P2x2) — 2" (Xathr + )521#2)} ; (3.45)
e a medida de integracdo d(®, ®7):
2
d(®, ") = [ dysdipidyidx;. (3.46)
i=1

Assim, tendo uma funcdo geratriz na forma da equacéo (3.44), a aplicacdo da transforma-

¢do color-flavor na integral representada por W (1), x) resulta na seguinte igualdade:

2

exrp [Z (Z@EaXa - Z*X_awa)] = WCF(,Qba X)v (347)

a=1

k / dzdz*
(1+[z2)*

onde Wer € uma integral sobre matrizes aleatérias:

™

2

WCF(¢: X) - /dﬂ<8)6xp [ Z (ﬂjasabwb + QZb + XaSleb)

a,b=1

, (3.48)

entdo, através da relacdo (3.47), temos que a integral da equacdo (3.45) definida em funcdo

de Werp(1, x) é dada por

W, x) = ;WCFW, X)- (3.49)

Obtida a relacdo entre integrais através da transformacao color-flavor, entao a funcao

geratriz pode ser reescrita como

F(¢) = i/ d(®, DNexp(e X111 — e Pyt + Xatha — Yax2)Wer (¥, X). (3.50)

Definindo uma matriz A dada por
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S —Af t 0 —1
A= = (3.51)

A ST e 0 r* t*

0o 1 ¢

entdo, a funcao geratriz pode ser definida da seguinte forma:

F(6) = i / d(®, dherp(dTAD), (3.52)

com ® sendo uma matriz cujo os elementos sdo varidveis de Grassmann:

(&

P o
@ - ’ 3 ¢T - (wlu ¢2a ){17){2) . (353)

X1

X2
Conhecendo o resultado de uma integral Gaussiana, temos que a funcao geratriz, equacao

(3.52),

F(6) = 2 [ dn(s) det(4), (3.54)

e calculando o determinate de A, temos que

det(A) = det(1, + ATSAST), (3.55)

entdo, a expressdo para a funcdo geratriz, equacio (3.54), resulta em

F(o) = : [ du(s) det(1s + ATSAS). (3.56)

Através da relacdo acima, podemos determinar a funcdo geratriz da condutadncia da se-

guinte maneira:

k

W(0) = - F(6), (3.57)

entao

(o) = i [ dn(s) det(15 + ATSAST). (3.58)



55

Portanto, a relacdo entre integrais abaixo € valida:

i / dpu(S) det(1s + ATSAST = / du(Q) det(1s + QuQ) det(lo + QQo),  (3.59)

onde a medida de integracdo du (@) é dada por

K &z k

dpu(Q) = Tar Ko (3.60)

Até o momento mostramos como é feita a aplicacao da transformacdo color-flavor na
funcdo geratriz da condutancia de um sistema com um canal de propagacdo. A seguir, mos-

traremos para o caso de um nimero arbitrario de canais de propagacao.

3.3.2 Nuamero arbitrario de canais de propagacao

Tratando-se de um niimero arbitrario de canais de propagacdo (/V), vamos seguir o0 mesmo
procedimento utilizado para o caso de um canal de propagacdo. Dessa forma, para calcularmos

a transformacdo, devemos considerar a funcdo geratriz abaixo:

F(6) = /d,u(Q)detN(lg + QuQ)det™ (1, + QQo), (3.61)

diferenciando-se apenas da equacdo (3.21) pelo acréscimo do nimero arbitrario de canais de
propagacao como expoente dos determinantes.

Sabendo que

det™(T" 4+ QyT03)

det™ (1, + = , 3.62
entdo, a partir do resultado da integral Gaussiana, a seguinte igualdade é valida:
N —
det™(I' + Qyl'o3) = / [T diorjdibrjdxasdiszeap | S @1 + Qulog)dyy (3.63)
j=1 j=1
Da equacdo (3.34), temos que
. N ~
det™(T + QyT'o3) = QN/ [T dvnjdinjdxdxazeap | @1 ARy (3.64)
j=1 j=1

onde
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(I)lj = ) (I)L (&Uailj) ) (365)
X1j

e o produto de matrizes <I>LA1¢>1]- é dado por

Q)L-Alcblj =(z— e*id))lﬁuxu + (—2"+ €i¢)>_61j1/11j~ (3.66)

Para o outro determinante da funcdo geratriz, temos que

det™ (I + QoT'o3)

det™ (1, + = 3.67
Na representacao do determinante em termos de uma integral Gaussiana:
N
det (F + QOP0'3 / H d@/}gjdl/JgjdXQJdXQ]GZL'p (I)gj r + Q()FO'g)(I)QJ y (368)
vog=1 7=1
e a partir da equagdo (3.41),
N
det™ (I + Qol'oy) = 2V / H dipojdibnjdya; dXasep Z B Ay | | (3.69)
7j=1
onde
Pa; -
Oy, = ) q)gj = (%p)@j) ) (3.70)
X2j
e
q’%jAz@Qj = (z— 1)&2;’)(23' + (2" + 1)Xojv2;. (3.71)

Adicionando na funcdo geratriz as igualdades que definem os determinantes em termos de

integrais Gaussianas, equacdo (3.64) e equacdo (3.69), temos que

N
F(¢) = 4N/d (@, ®M)exp {Z (€Z¢>_(1j¢lj — e " iix1; + Xojthaj — ¢2jX2j)] W (¥, x),
7=1
(3.72)
onde W (4, x) é definida como
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N
W (i, /d /2N (T e:l:p{Z[ (Prix1y + Pajxay) — (X1j¢1j+)22jw2j>}}, (3.73)

J=1

ou

N 2
/d t?N )P [Z P Z*Xoj%j)] ) (3.74)

j=1o=1

e a medida de integracio d(®, ®1),

N 2 B
= I I dvaidvaidxaidXai (3.75)

i=1a=2

De acordo com a transformacdo color-flavor e tratando-se de uma amostra com ndmero

de canais de propagacao arbitrario, podemos definir a seguinte relacao:

du(Q) N 2 -
det2N (1P g 2 (2oiXos = 2 Xojtas) | = Wer(, X), (3.76)

onde a forma de Wep (1), x) é dada por

Wer(w,x) = [ du(s e:cp{z > [wm (557 ) oty + 5 (557 x]} (3.77)

1,7=14

entdo, W (v, x) definida em funcdo de Wer(1), x),

W, x) = ;:WCF@DJ()' (3.78)

Dessa forma, ap6s a utilizacao da transformacao color-flavor, podemos escrever a funcao

geratriz de uma nova forma:

N —_ —
F(¢) = /d (@, ®F)exp {Z (eid))_(ljwlj — e " 1ix15 + Xojthaj — %szj)] Wer (i, x),
—1
: (3.79)
ou
4N
F() =~ / d(®, D) eap(d AD), (3.80)

onde A tem a mesma estrutura da equacgdo (3.51), porém com a dimensdo dos blocos da

matriz de espalhamento sendo N x N:
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A=

S —AT

A ST

r ' —e 1y 0

t r! 0 —1N
e?ly 0 il il

0 1y ¢t

e a matriz ® com seus elementos sendo varidveis de Grassman é definida

Y1

wlN
Y2

Yan

X11

X1N

X21

X2N

como

(3.81)

(3.82)

Assim, podemos reescrever a funcdo geratriz definida pela equacdo (3.80) da seguinte
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maneira:

F(6) = 4: / dp(S) det(A). (3.83)

Do determinante de A, equagdo (3.55), temos que

F(¢) = 4: / du(S) det(1ony + ATSAST). (3.84)

e a funcdo geratriz da condutancia é obtida da seguinte maneira:

¥(6) = o F(0), (3.85)

entao

U(p) = ;V / du(S) det(1ay + ATSAST), (3.86)

Portanto, para um nGmero arbitrario de canais, podemos validar a relacdo entre integrais

abaixo:

Ajv / dp(S) det(loy + ATSAST) = / du(Q)det™ (13 + QuQ)det™ (1o + QQo),  (3.87)
onde a medida de integracdo du(Q),

K  d* k
d =—— K=—. 3.88
M) = ey 16 (3.88)
No préximo capitulo utilizaremos o mapa caracterizado pela equacdo (3.87) para expressar
a func3o geratriz da condutancia de diversas formas e também consideraremos o mesmo mapa

para uma cadeia formada por cavidades cadticas conectadas em série.
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4 CONDUTANCIA E CADEIA DE CAVIDADES CAOTICAS

No capitulo anterior, mostramos a relacdo entre duas integrais através da transformacao
color-flavor, onde primeiramente a transformacao foi feita para um sistema com um canal de
propagacao e posteriormente para um ndmero arbitrario de canais. Neste capitulo, utilizare-
mos a integral transformada para fazer diferentes interpretacdes da funcao geratriz, calcular
analiticamente a condutancia do sistema e analisar o problema de uma cadeia formada por

cavidades cadticas.

4.1 FUNCAO GERATRIZ DA CONDUTANCIA PARA O ECU

A condutancia de uma cavidade cadtica com simetria de reversdo temporal quebrada pode
ser obtida através do método da funcdo geratriz, onde a integral é sobre o ensemble circular
unitério (ECU). No entanto, a utilizacdo do mapa U(N7) — S?, realizado pela transformacdo
color-flavor, nos permite definir a funcao geratriz como uma integral sobre matrizes que contém

elementos que parametrizam uma superficie esférica:

W(e) = / dp(Q)det™ (15 + QuQ)det™ (1o + QQo), (4.1)

onde a medida de integracdo é definida como

K  d*z
d = —— 4.2
M(Q) T (1 + ’2‘2)2’ ( )
e as matrizes (), e )y sdo obtidas quando o ponto z da matriz () é substituido pelos pontos

especiais 24 € 2o,

1 1— |22 -2z

Q¢:Q:T‘Z‘2

-2z |22 -1

1 1—1z* -2z

Q= — 2= 1. 4.4
QO Q 1 + ’Z|2 ) z 20 ( )

-2z |2 -1
Dessa forma, conhecendo as matrizes (),()4 e )y, podemos obter os determinantes da

funcao geratriz:
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41 +z;§z|2N

N _
det™ (1 + QuQ) = 1+ 2DV (A + [2[2)N

(4.5)

4N|1 +Z*Z|2N
N _ 0
det™ (1 + Q) = T L PV L3 oY

Introduzindo agora os estados coerentes, que por definicdo (ZHANG W M; FENG; GILMORE,
1990):

(4.6)

ey i | B L (@)
)= ——" j7 —] = I — j’m 5 47
2)j ] 2)j
(1+[2) m=—i|\ j+m | AHIP)
onde podemos destacar algumas propriedades, como a nao-ortogonalidade:
(1+ z{29)%
21|%2) = . - 4.8
Gl = Py +8)
e a supercompleteza:
. . 27+1 dzdz”
[ ) e =1 (2t = F T (4.9)

Uma forma alternativa de definir esses estados pode ser feita se utilizarmos uma proje-
¢io estereografica sobre a superficie da esfera, z = e~ tan(a/2), de modo que os estados

coerentes transformam-se em

J 29 , . .
la, B) = > (cos ) ™™ (sin o) FmetUH™IB |5 m) | (4.10)
m==j j+m
Portanto, a partir da propriedade de n3o-ortogonalidade, equacdo (4.8), podemos definir

os determinantes em termos de estados coerentes. Para isso, considerando estados coerentes

com spin j = 1/2, temos que

det™ (15 + QsQ) = 4V [(zo|2) ™, (4.11)

det™ (15 + QuQ) = 4V |(z0]2)|*" . (4.12)

Nas subsecdes abaixo introduziremos a funcao de Husimi e a funcdo fidelidade, a fim de

definir a funcdo geratriz de duas formas diferentes através das relacdes (4.5) e (4.6).
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4.1.1 Funcao de Husimi

Considerando um estado quéntico arbitrario |¢)), o produto interno (z|y)) = 1(z) consiste
em uma representacio do espaco de fase, ou representacdo de Bargmann, do estado [¢)) ,
onde |2) é um estado coerente. A norma quadrada Q, = |¢(z)|* é definida como sendo
uma distribuicdo de quase-probabilidade, também chamada de funcao Husimi, de maneira que
tais distribuicGes sao utilizadas para descrever propriedades de diversos sistemas quanticos,
especialmente em ptica quéntica ((CARLIXTO; PEON-NIETO, 2017)).

A funcgdo de Husimi também pode ser definida através de operadores densidade (BENGTS-
SON; ZYCZKOWSKI, 2006). Para p = |¢) (1|, a norma quadrada da representacdo de Bargmann
tem uma nova forma, (), = (z|p|z). Assim, do determinante da equacdo (4.11), temos que

[(z4]2)|” pode ser definindo como

Qpy(2) = (z|ps| 2) , (4.13)

onde p, € um estado puro definido por

Po = |24) (24|, (4.14)

e, do determinante da equacdo (4.12), temos que |(z|z)|> pode ser definido de forma seme-

lhante a equagdo (4.13), porém com o estado puro sendo py:

Qpo(2) = (zlpol 2), o= |z0) (20l - (4.15)

Dessa maneira, podemos representar a funcao geratriz como uma integral de produtos de

funcoes de Husimi:

wwzo/lsz@)wm C—16NK (4.16)

;(1+|z|2)2 Po PO
onde pelo fato de z ser uma coordenada estereografica (z = tan(a/2)e4), a medida de

integracao pode ser definida em termos dos angulos o e 3:

1 d*z 1 1
ST Gnadadf = —d9 417
7(1+|2]2)2 4« sin adadf A (4.17)

entao
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U(¢) = C/ZS N (2)QN (2). (4.18)

Portanto, por meio das propriedades dos estados coerentes, a funcao geratriz pode ser
definida em termos de distribuicdes de quase-probabilidade, também chamadas de funcdes de
Husimi. Abaixo, abordaremos o momento da funcdo de Husimi com o objetivo de calcular a

constante da equagdo (4.18).

4.1.1.1 Momento da funcdo de Husimi

Para um espaco de Hilbert Hp de dimensdo D = n + 1, temos que o produto tensorial

deste espaco com ele mesmo ¢é representado por

Hp ® Hp = Hoyp_1 @ Hop_9o ® ... @ H;. (4.19)

Dado dois estados arbitrarios [¢)1) e |1)2), podemos definir um estado [¢1) ® [1)9) através

da seguinte relacao:

Qlunelpa) = Qlun)Qlus)- (4.20)

onde tal estado pertence ao subespaco Hyp_ 1. Assim, tratando-se do espaco de spin, ou seja,
a dimensao do espaco de Hilbert é D = 25 4+ 1, podemos obter relacGes muito interessantes
por meio de operacdes envolvendo estados coerentes (BENGTSSON; ZYCZKOWSKI, 2006)):

45 + 1
L= [d012)12) (21 (2] = Ty, (4.21)

onde Iy;41 é o projetor em Hyj ;. Similarmente

6j + 1
A /dQ|Z>|Z> |2 2] 2] (=] = Lo (4.22)

Definida essas operacdes, pode-se calcular o segundo momento da funcdo de Husimi:

2j

+1/dQQ2: 45
47

4: : [l 1) G ), @23)

B 2 + 1
Mg = 4j+1<¢\ (V]

entao

27 +1 2j + 1
Mg = /dQ 2 = 4.24
@ Am @ 441 (4.24)
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sendo que para momentos de ordem arbitraria mostra-se de forma semelhante a seguinte

relacdo:

2j 4+ 1 2+ 1
M, = /dQ P . 4.5
@ Ar @ 2pj + 1 (4.25)

O momento da funcdo de Husimi nos possibilita calcular a constante da funcdo geratriz,

equac3o (4.18), entdo através da condicdo de normalizac3o, temos que

_ Q 2N _
V() =1= /dQ Q2 =1, (4.26)

Reescrevendo a equacdo acima a fim de introduzir a medidade de integracdo dp/2(2, 2*):

16V K 2 d*z
d N =1, d = 4.27
9 / N1/2(2’7Z )on ) Ml/?(zaz ) 7T(1+‘Z|2)2 ( )
entdo, a ordem do momento de Husimi sendo p = 2NN, temos que
16NK 2
2 2N +1 =C th (4.28)

Para cavidades cadticas pertencentes ao ensemble circular unitario, portanto, o momento
da funcdo de Husimi pode nos auxiliar no calculo da constante da funcdo geratriz da condu-

tancia, equacdo (4.18).

4.1.2 Funcao fidelidade

A métrica de um espaco projetivo complexo C'P™ é conhecida na literatura como a métrica
Fubuni-study. Tal métrica pode ser introduzida no espaco de Hilbert, de modo que podemos

considerar um estado arbitrario da seguinte maneira:

) = ioza lea) = [Zo: Zy+ v 2], (4.29)

onde {|e)} € um conjunto de base ortonormal do espaco de Hilbert, Z, sdo nimeros comple-
xos € [Zy: Zy : ... . Zy,| representa um ponto arbitrario no espaco projetivo complexo, C'P".
Por exemplo, para o espaco projetivo complexo C'P!, o estado |¢)) pode ser representado na
superficie de uma esfera, também chamada de esfera de Bloch, C P! = S? (ver figura 14).
Dessa forma, podemos definir a distancia geodésica entre dois estados arbitrarios, [i) e

|¢), através da relacdo
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cos Dps = [(¥]9)], (4.30)

cos? Dpg = k = |(1]@)]?, (4.31)

sendo que k é mais frequentemente referido como a probabilidade de transicao. Na métrica
do espaco de matrizes de densidade, conhecida como métrica de Bures, podemos definir uma

forma similar a equagdo (4.30):

cos Dy =/ F(p1, p2), (4.32)

onde D4 é o angulo de Bures e a funcdo F'(pi,p2) é chamada de funcdo fidelidade, na
qual consiste em uma medida de distinguibilidade de dois estados quénticos (BENGTSSON;
ZYCZKOWSKI, 2006)). Assim, considerando que um dos estados é puro, p; = |¢) (¢|, podemos

definir a funcdo fidelidade da seguinte forma:

F(p1, pa) = (¥lp2lt)) . (4.33)

A expressao acima para a funcao fidelidade tem interpretacao direta com a probabilidade
que o estado po vai passar no teste sim/ndo associado ao estado p; (BENGTSSON; ZYCZKOWSKI,
2006). Tratando-se agora de um par de estados puros, p1 = |¢1) (1] € p2 = [1b2) (2], entdo

calculando a equacgdo (4.33), temos que

F ([th) (n], 1) (]) = [0 [ib)|* = &, (4.34)

ou seja, a funcdo fidelidade de dois estados puros corresponde a probabilidade de transicao
(k) e o angulo de Bures entre dois estados puros é igual a distancia geodésica Dpg.
Portanto, definida a funcao fidelidade, podemos destacar algumas propriedades interessan-

tes (BENGTSSON; ZYCZKOWSKI, 2006)):

2. F(p1,p2) =1 se e somente se p; = py e F(p1, p2) = 0 se e somente se p; e po tiverem

bases ortogonais.

3. Simetria: F(p1,p2) = F(p2, p1).
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Figura 14 — Representacido de um g-bit na esfera de Bloch.

10)

Fonte: |COSTA; CARVALHO| (2005)

4. Multiplicatividade: F'(p1 ® pa, p3. ® ps) = F(p1, p3)F(pa, pa).

A seguir, vamos introduzir a funcdo fidelidade no problema de transporte de cargas em
cavidades cadticas, onde definiremos a funcdo geratriz da condutdncia como medida de dis-

tinguibilidade de estados quanticos.

4.1.2.1 A funcio geratriz como medida de distinguibilidade

Para j = N, os determinantes da funcdo geratriz, equacdo (4.1), podem ser definidos

como

det™ (15 + Q4Q) = 4V (z4]2) (4.35)

detN(12 + Qo@) = 4N <20‘Z> . (436)

Dessa forma, a funcdo geratriz passa a ser uma integral de produtos internos de estados

coerentes,

=R [ el (ala) (437

o= A+ PP

onde a constante K ¢é obtida através da expressdo

™
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16N K d*z
- / [(2]z0)]* = 1. (4.38)

YO == Gy

Uma das propriedades dos estados coerentes é a supercompleteza, entdo para j = N:

™

2N +1 dzdz*
™ (1422

e por meio da normalizacdo do estado coerente |z), é possivel obter a constante K utilizando

/duN(z, A =1, dun(z, ) = (4.39)

a supercompleteza:

(olzo) = [ dun(z,2") el = 1, (4.40)
entao
dzdz* s T
/<1+Iz\2>2 )l = o (4.41)

Assim, conhecendo o valor da integral da equacao acima, temos que

2N +1

vV0)=1= K= T (4.42)
onde definida a constante K, ent3o
(o) = [ dun(z, ") (zol2) (z0l2), (4.43)

ou

W(6) = [ dun(z 2 W1zl a0l (4.44)

Considerando os estados puros pg e po,

po = 120) (2ol po = l|20) (0l (4.45)

entdo a equacdo(4.44) transforma-se em

() = [ du(z, 20 Elpol2) (Zlool2). (4.46)
Da definicao de funcao fidelidade, a funcao geratriz representada pela equacdo acima pode

ser definida da seguinte forma:
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V(o) = /d/LN(ZvZ*)\/F(p¢7pz>F<p07pz)- (4.47)

onde através da propriedade de multiplicatividade da funcao fidelidade podemos escrever a

seguinte igualdade:

F(pg, =) F(po, p2) = Flpy ® po, p= @ pz), (4.48)

entao, através dessa propriedade, temos que

V(6) = [ dpn (2,21 F (0o @ po,p2 © ). (4.49)

Portanto, a utilizacdo da transformacao color-flavor em problemas de transporte envol-
vendo cavidades cadticas com simetria de reversao temporal quebrada, resultando no mapa
U(Nr) — S?, nos permite definir a funcio geratriz da condutincia como uma integral da raiz
da funcdo fidelidade, equacdo (4.49). Isto é, a funcdo W(¢) estd relacionada com a medida de

distinguibilidade de estados quanticos.

4.2 CONDUTANCIA

O método da funcdo geratriz nos fornece uma forma alternativa para calcular a condutancia
de um ponto quantico. No caso de cavidades cadticas, a funcdo geratriz consiste em uma
integral sobre matrizes aleatérias, onde no capitulo anterior mostramos que para sistemas
com simetria de reversdao temporal quebrada causada pela aplicacdo de um campo magnético
externo, podemos utilizar o mapa U(N7) — S?. Dessa maneira, a integral da funcio geratriz

pode ser definida como

ds)
W(6) = C [ QN ()N (2). (4.50)
A func3o geratriz, equacdo (4.50), é uma integral de um produto de funcdes de Husimi,

que, por definicdo, dependem de estados coerentes. Entdo, considerando o estado coerente

—sin(a/2)e"%
o | TP (4.51)
cos(a/2)

e os estados especiais
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1 [ —e 1 [ -1 )
Zy) = —= , 20) = —F= , 4.5
|26) 7 1 |20) vl (4.52)
podemos obter as seguintes expressdes para as funcées de Husimi:
2 1 .
Qpy(2) = [(2l29)|" = 5 [1 + sinacos(é — B)], (4.53)
2 1 .
Qo (2) = [(z]20)]" = 5 [1 4 sin«cos 3] . (4.54)
Introduzindo agora os vetores unitarios:
N = cos asin 3é; + sin v sin fé, + cos Pés, (4.55)
onde 7i é um vetor unitario varidvel, e
Ny = sin ¢pé; + cos pés, Ny = és. (4.56)

sao vetores unitarios fixos, entdo, a partir das expressoes para as funcoes de Husimi, relacbes
(4.53) e (4.54), podemos escrever a funcdo geratriz da seguinte forma:

C rdQ) N

\I/(gb):4—N = (147 - n) (147 -np) (4.57)

Para calcular a funcdo geratriz acima, devemos expandir os termos vetoriais em termos dos
polindmios de Legendre. Para isso, vamos comecar de forma mais geral, isto é, para qualquer

funcdo f(z) integravel no intervalo [—1,+1] , temos que

N
= > VP (4.58)

1=0
onde os polindmios de Legendre obedecem a seguinte relacdo de ortogonalidade:

2
/ deP/(z)Py(x) = ST 15 (4.59)

Seja uma funcdo f(x) = (1 + )V, entdo os coeficientes CZ(N) podem ser calculados se

multiplicarmos os dois lados da expans&o, equagdo (4.58), por P,(z):

o [ 11 dePi(a)Py(n) = [ 11 dz(1 + 7)Y By(z). (4.60)
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onde a integral do lado direito da equacdo acima é

2N+1(N!)2
—DI(N+1+1)

/1 da(1 4+ A@) = o (4.61)

entdo, através da relacdo de ortogonalidade dos polindmios de Legendre, os coeficientes CZ(N)
sao dados por
2N (21 + 1)(N!)?

™) _
O S NN+ ) (4.62)

Voltando agora para o caso da funcao geratriz, temos que a partir das expansoes de funcdes

em termos dos polinémios de Legendre, podemos considerar as seguintes expansdes:

N
(1+ g -7)" =3 CY By - ), (4.63)
=0

N
(1 +7-00)" =3 CVB(A - ). (4.64)
=0

O teorema da adicdo para os harmoénicos esféricos nos permite definir os polinémios de

Legendre da seguinte maneira:

Pi(fg - 1) =

l
T Y Yinl0,0)i (), (4.65)
m=—1

Py(iv- o) = oo~ +1 Z Yy, (c, B)YS (60, o). (4.66)

/ /

entdo através das relacdes (4.63) e (4.64), podemos reescrever a funcdo geratriz em termos

de uma expansao de harmonicos esféricos:

Yim(0, 0) Y/, (b0, do) [ dQYy (e, B) Y (ev, B)

V(o) =4nCy >, >, (N — )(N+l+1) (N—I)VW(N+U+1)!

l,l/:O m,m/:

(4.67)

Tratando-se de harmonicos esféricos, temos que essas funcoes satisfazem a seguinte relacao

de ortogonalidade:

[ A0 (0 )Y (0 8) = 006, (4.68)
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de maneira que ao utiliza-la, a equagdo (4.67) resulta em

0,9)Y 15, (00, do)
=4nC . .69
" N%,;_, z> (N + 1+ DI (4.69)
Do teorema da adicao,
!
Py(cos¢) = 21 1 Z )Y (6o, ¢0). (4.70)

dessa forma, temos que a equacdo (4.69),

P (20 +1)
V(o) = CN; (N = DN + 1+ 1)]]

onde a constante Cy pode ser obtida através da seguinte relacdo:

5 Pi(cos ¢). (4.71)

N (20 + 1)

0)=0Cn),

= (N=DI(N+14+1D1

Considerando o polindmio de Legendre da equacdo (4.71) na forma de uma série, entdo

(4.72)

LD+ R,
Fileosd) = 2. = =iy ¥

onde y = cos?(¢/2). Assim, ao utilizar essa expansdo do polindmio de Legendre, podemos

(4.73)

reescrever a equagdo (4.71) como

!
onde a; = [(N — )I(N +1+1)] %

Definindo um coeficiente a;, podemos deixar a funcdo geratriz ainda mais simplificada:

U(p) =Cn Y ary”, (4.75)

k=0
onde o coeficiente a; é uma série dada por

1 o~ (D)4 R)! (20 +1)
(R =R (N =DUN+1+ 1))

e ao calcular os coeficientes, nota-se que podemos obter uma relacdo envolvendo os coeficientes

(4.76)

Qp =

com indice k > 0 e o coeficiente ag:

ag = [N(N = 1)(N =2)(N —=3)...(N —k+1)]?

(4.77)
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Da definicdo do simbolo de Pochhammer,

I'(a+n)
RO

sendo que para n = 0, temos que (a); = 1. Dessa forma, os coeficientes a; podem ser

=ala+1)...(a+n—-1), n>0, (4.78)

definidos como

2
a, = kL A0 (4.79)

entao

— Cva YN YR
U(p) = Cy Okzz:() D () (4.80)

Uma funcdo especial representada pela série hipergeométrica, sendo solucdo de uma equa-
¢do diferencial ordinaria de segunda ordem, é conhecida como func&o hipergeométrica (IWASAKI

K; KIMURA; YASHIDA| 1991):

2B (] [d9) = 3 O (451)

Assim, através da relacdo (4.80), podemos definir a funcdo geratriz como sendo uma
funcdo hipergeométrica:

onde a constante A é

V(0)=1= A= ,F ([-N,—N],[1],1). (4.83)

Da relacdo (4.82) e determinada a constante, temos que W(¢) consiste em um quociente

de funcbes hipergeométricas:

2F1 ([_Nv_N]7[1]7y)

U (p) = . 4.84

((b) 2F1 ([_N7_N]7[1]71> ( )

de maneira que para x = —sin?(¢/2), podemos fazer a mudanca de varidvel y = 1+, entio
Fy ([-N,—N],[1],1

w(g) = 2PN N L1 0) (4.85)

21 ([=N, =N, [1], 1)

Usando a relacdo geral para derivadas de ordem n de funcoes hipergeométricas:
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4 oF1 ([a, 0], [c], ) = mzz)(?” oF (la+1,0+1],[c+1],2), (4.86)

dx™
entao, a derivada de primeira ordem da funcdo hipergeométrica presente na funcdo geratriz,

equacgdo (4.85), é dada por

CZ(: oFy ([-N,—N],[1],14+2) = N*3F, ([N +1,-N +1],[2], 1 + 7). (4.87)

A partir da relacdo acima, temos que a derivada da funcdo geratriz:

d _ 22F1([-N—|—1,—N+1],[2],1+$)
P Y (B e N R (89
onde a condutancia adimensional,
o 22F1([_N+17_N+1]7[2]71)_N
=N RN NI ) 2 (489)

O resultado acima é o mesmo da equacdo (2.80) para Ny = Ny = N e = 2. Por-
tanto, para uma cavidade cadtica pertencente ao ensemble circular unitério, a utilizacdo da
transformac3o color-flavor resulta no mapa U(Nr) — S?, de maneira que ao resolver a funcéo
geratriz da condutancia, definida como um produto de fun¢des de Husimi, podemos determinar

a condutancia em termos de funcdes hipergeométricas.

4.3 CADEIA DE CAVIDADES CAOTICAS

Nesta secdo vamos considerar o mapa U(Ny) — S? para abordar a funcdo geratriz da
condutancia de uma cadeia formada por M cavidades caédticas arbitrarias acopladas a dois
reservatorios de elétrons. Além disso, para obtermos a condutancia analiticamente, conside-
raremos o caso M = 2, ou seja, a condutancia de uma amostra contendo duas cavidades

cadticas conectadas em série.

4.3.1 Funcao geratriz da condutancia

Considerando uma amostra contendo uma série de M cavidades cadticas, com simetria de

reversdo temporal quebrada, acopladas a reservatérios de elétrons via guias ideais, onde a série
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Figura 15 — Representacdo de uma cadeia de cavidades cadticas conectadas em série via guias ideais com N
canais de propagacgo. Os z;(i = 1,2, .., M) representam as cavidades cadticas e @ representa um
potencial ficticio.

Fonte: O autor (2021)

consiste em duas ou mais cavidades (M > 1), temos que a funcdo geratriz da conduténcia

(ver figura 15):

M-1
()= 1 /dM(Qi)dM(QM)detN(12+Q¢Q1)detN(12+Q2Qi+1)detN(12+QMQ0)a (4.90)
=1

onde a i-ésima matriz tem a seguinte forma:

1 1— |z -2z

YRR

(4.91)

=227 aP-1

Para estados coerentes de spin j = 1/2, os determinantes da equacgdo (4.90) podem ser

definidos como

det™(1s + Q@) = 4™ [(26]21)1*" . det™ (1o + QuQo) = 4™ [(zr|z0)|*Y . (4.92)

e para o i-ésimo determinante,

detN(12 + QiQi+1) = 4N ‘(Zi‘2i+1>‘2N . (493)

Definindo a i-ésima funcdo de Husimi, temos que
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Qpi(zia Zi+1> = <Zz‘+1 |Pz| Zi+1> ) (4-94)

onde a i-ésima matriz densidade é dada por

pi = |zi) (zi] - (4.95)

A func3o geratriz da condutancia de uma cadeia arbitraria de cavidades cadticas pode,

portanto, pode ser definida em termos de um produto de M + 1 funcdes de Husimi:

dS); dQM
—C H / N ()QY (21, 241 QY (201). (4.96)
Introduzindo o i-ésimo vetor unitario,
N; = cos vy sin 3;61 + sin y; sin 3;85 + cos B;és, (4.97)

entdo, podemos definir a funcdo geratriz como

d2;dpy o o o
\IJ(QS 2M+1 N H / 47T M 1+”¢'n1)N (1‘|‘nz‘ 'ni+1)N (1+nM -no)N. (4.98)
A partir da propriedade dos polindmios de Legendre, equacdo (4.58), pode-se validar a

expansao

(1 + 7/’\11 : ﬁi+1 Z -Pl TLZ nH—I) (499)

Do teorema da adicao para os harmonlcos esferlcos, temos que o polindmio de Legendre
da equacdo acima,
4 b

Py (R - Nig1) = m Z Ylimi(aiaBi)yljmi(ai-i—laﬁi—i-l)- (4.100)

m;=—1;

Apos expandir os termos contendo as operacoes vetoriais, podemos aplicar as relacdes de
ortogonalidade dos harmonicos esféricos, de maneira que a expressao para a funcao geratriz

se reduz a

0, )Y, (6, do)
- 47r(JNl§%m;l l) e (4.101)

entdo, através da equacdo (4.70),



76

. (204 1)
U(p) —C’Ng [(N—l)!(N—i—l—i—l)!]MHPl(COSQﬁ). (4.102)

Assim como no problema de uma cavidade cadtica, utilizando a expansdo em série do

polindmio de Legendre, temos que

N o _1)\l+k |
Yo) = On 3 3t 0 = l/c;(?!gy e (4:103)

onde o coeficiente a; = [(N — [)I(N + 1+ 1)!]—(M+1)_

Através da introducdo de um coeficiente ay, podemos reescrever a funcdo geratriz como

U(p) =Cy i ary", (4.104)

k=0
onde o coeficiente a; é definido pela série

1 X (—D)HR(I 4 ) (20 +1)
B2 (=R (N = DN + 1+ 1))

Portanto, a funcdo geratriz da condutancia de um sistema com um niimero arbitrario (M)

(4.105)

A —

de cavidades cadticas acopladas em série por guias ideais pode ser expandida na forma da

equac3o (4.104). Abaixo vamos considerar o caso M = 2.

4.3.1.1 Duas cavidades

Conhecendo a funcdo geratriz de uma cadeia de cavidades cadticas, entdo para uma amos-

tra com duas cavidades conectadas em série, temos que (ver figura 16)

¥(9) = C [ TSR Q) (1,2 ) (4.106)

Da expansdo em série representada pela equacdo (4.104), o coeficiente aj, com indice k

maior que zero, em termos do coeficiente ag:

NV = (N = 2N = 3). (N — k£ D] o
T BN+ )BN)BN —1)..BN —k+2) (K

A forma do coeficiente a; em funcdo de ag, representada pela relacao acima, nos permite

(4.107)

introduzir o simbolo de Pochhammer para definir a:

. (4.108)
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Figura 16 — Representacdo de duas cavidades cadticas conectadas em série via guias ideais com N canais
de propagacio. Os z;(i = 1,2) representam as cavidades cadticas e ¢ representa um potencial
ficticio.

Z1 22

Fonte: O autor (2021)

Uma funcao hipergeométrica definida em termos de um conjunto arbitrario de parametros,
também conhecida como fun¢do hipergeométrica generalizada, é definida por (OLVER et al.,

2010)

ohoe (@ [F0) = s e (4109

onde os parametros sdo representados por @ = (ai, as, ...,a,) € b= (b1, ba, ..., by—1). Entdo,
através da definicdo representada pela equacio (4.109), a funcdo geratriz pode ser definida

como

U(¢) = A3Fy ([-N,—N,—N],[-3N —1,1] ). (4.110)

Fazendo a mudanca de variaveis, y = 1 + x, temos

3B ([-N,—N,-N],[-3N - 1,1],1 +z)
W@%_35Q—M—N—NL}$V—LHJ)’

(4.111)

onde a constante A foi obtida usando o mesmo procedimento representado pela equacao
(4.83).
A relacdo geral para a derivada de ordem arbitraria de uma funcdo hipergeométrica gene-

ralizada é dada por (OLVER et al., 2010])
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Figura 17 — Comportamento da conduténcia adimensional de uma cadeia formada por duas cavidades caéticas
conectadas em série via guias ideais para o caso simétrico, Ny = No = N.

™

n

Vol
1k

Ok, I 1 A 1

0 5 10 15 20

N
Fonte: O autor (2021)
dn — lp=]. (a’l)n — — 7 —
Fqu_l ([a] , {6] 71+$) = o1, rla ([a+n] , {b+n} »1+$>7 (4.112)
x I15=1(b))n

onde as somas vetoriais do lado direito sdo definidas como

A+ =(a1+n,..,ap+n), b+ii= (b +n,..bei+n). (4.113)

A partir da definicdo de derivada de funcGes hipergeométricas generalizadas, temos que a

derivada de primeira ordem da func3o geratriz,

d N3 FE({-N+1,-N+1,—-N+1|,[-3N,2|,1
7\Ij<¢): 3 2([ + 1, + 1, + ]7[ 3 y ]7 +I>, (4114)
dx 3N +1 3By ([-N,—N,—-N],[-3N - 1,1],1)
entdo, conhecendo a derivada acima, podemos definir a condutancia como
N3 FE({-N+1,-N+1,—-N +1],[-3N.2],1
<g> 32([ + 1, + 1, + ]:[ ) ]a ) (4.115)

T3N+1 3B ([-N,—N,—N],[-3N —1,1],1)

De acordo com a figura 17, observamos que a condutdncia da amostra é dada por (g) =
N/3 4+ O(N?), onde tal expressio encontra-se em concordancia com os resultados conheci-
dos na literatura (ALMEIDA, 2010). Portanto, a partir da funcdo geratriz da condutancia de
um sistema contendo M cavidades cadticas conectadas em série, equacdo (4.104), podemos

expressar a condutancia em termos de funcdes hipergeométricas para o caso M = 2.
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5 CONCLUSAO

Nesta dissertacao, abordamos a utilidade da transformacao color-flavor no estudo de pon-
tos quanticos cadticos, principalmente no calculo da funcdo geratriz da condutancia, onde
a integral sobre o ensemble de matrizes aleatérias transforma-se em integrais sobre matrizes
que parametrizam o espaco coset. Para isso, consideramos apenas cavidades com simetria de
reversao temporal quebrada conectadas a dois reservatérios via guias de onda ideais, ou seja,
cavidades pertencentes ao ensemble circular unitério.

Dessa forma, mostramos como a transformacdo color-flavor é utilizada para estabelecer
o mapa U(Nr) — S? em dispositivos mesoscédpicos contendo apenas uma cavidade caética.
Primeiramente, foi considerado o mapa para um sistema com um canal de propagacdo. Pos-
teriormente, foi feito para o caso de nimeros arbitrarios de canais de propagacao, de maneira
que durante a dissertacdo recorremos a forma da integral derivada pelo mapa.

Estabelecido o mapa através da transformacdo color-flavor, introduzimos estados coerentes
a fim de reescrever a funcdo geratriz da condutancia em termos de integrais de produtos de
funcoes de Husimi e interpreta-la como uma medida de distinguibilidade de estados quanticos,
isto é, foi apresentada uma integral envolvendo a funcdo fidelidade. Além disso, expressamos
a média da condutdncia em termos de funcdes hipergeométricas e por fim, apresentamos a
funcdo geratriz da condutancia de um sistema formado por um nimero arbitrario de cavidades
cadticas conectadas em série via guias de onda ideais, onde foi considerado o caso de duas
cavidades com o objetivo de obter uma expressdo para a condutancia.

A continuidade deste trabalho implica na possibilidade de fazer extensGes do formalismo
para uma rede arbitraria de pontos e na inclusao de barreiras. Além disso, é possivel estudar

todas as 10 classes de simetria: Wigner-Dyson, Quiral e Altland-Zirnbauer.
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APENDICE A - TRANSFORMACAQO COLOR-FLAVOR FERMIONICA

Considerando o caso mais simples de uma integral sobre matrizes unitarias, temos que

2

[1 = 0 da 6.1’]?(1;161&1/10 -+ 15064“2/11), (Al)
onde ) e 1y sdo varidveis de Grassmann e a barra denota o conjugado complexo. Através das

propriedades dessas variaveis, podemos fazer a seguinte expansao:

€xp(1ﬁ_1€ia¢o + Joefmwl) = 1+ 1€y + Yoe Py + ;(w_lem% + ?ﬁ_oefm%)a (A2)

e ao calcular o termo quadrado, temos que

(1€ o + thoe”P1)? = Y1ooths + Yot1tite = 291bothothr. (A3)

Dessa forma, o resultado da integral é definido por

I = /027r da + /027T da hrhobors = 2m(1 + P1ibothoty). (A4)

Considerando agora uma integral sobre varidveis complexas:

dzdz* - -
I, = k/(lfzz*z)g@xp(mﬂl% — 2"oto), (A-5)

e fazendo a expansdo da exponencial

€$p(21/;1¢1 - Z*QEO@Z)O) =1+ 22511/}1 - 2*1501/)0 + ;(21/11@/11 - 2*150¢0)27 (A-6)

onde o termo quadrado é dado por

(Zw_ﬂﬂl - Z*lﬁowo)Q = _ZZ*(Q/;1¢1¢_0¢0 + w_owow_ﬂ/}l) = 22’2*?/;1%%%7 (A-7)
entao, a integral transforma-se em

dzdz* dzdz*zz* - -
]2 - k/(l—FZ’*Z)S + 21{:/W¢1¢0¢0¢1- (A8)

A variavel complexa sendo z = re', entdo

I o rdr 27 o p3dr  _ B
e [ [ [ [ i,
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onde ao escolher k = 2/i, temos que

I = 2m(1 + Y1 ¢bothotr). (A.10)

Portanto, por meio dos resultados das integrais /; e 15, podemos definir a seguinte relacdo:

2

_ o dzdz* _ _
da €9Cp(1/11€m¢0 + woeﬂaiﬁl) = k/ mexp(2¢1¢1 - Z*wo%)- (A-ll)
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