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RESUMO

O processo de Stavskaya, o qual denotaremos Stav por simplicidade, é uma versao a tempo
discreto do conhecido processo de contato. Neste trabalho, revisitamos o processo de
Stavskaya com comprimento variavel, um sistema de particulas interagentes unidimen-
sional que difere dos tradicionalmente estudados. Nele, as particulas podem aparecer
ou desaparecer durante a evolucao do sistema. Neste sistema, cada particula assume
estado mais ou menos e evolui da seguinte forma: entre duas particulas vizinhas, nasce
uma particula no estado mais com probabilidade [, independente do que ocorre nos
outros lugares. Sempre que uma particula no estado mais é a vizinha mais proxima a
direita de uma particula no estado menos, entao este mais desaparece com probabilidade
a. Diferente de Stav, foi mostrado que esta versao variavel ndo apresenta o mesmo tipo
de transicao de fase. Mais especificamente, o processo variavel sempre converge para a
mesma delta medida (ergddico), independente dos parametros fixados. Em nosso estudo,
estabelecemos e analisamos a existéncia de um outro tipo de transicao de fase, além de
termos explorado outros aspectos da sua dindmica. No processo de Stavskaya classico,
em cada passo de tempo, dois operadores atuam: o primeiro deterministico, D, seguido
por um aleatorio. Tomamos um processo de difusdo, descrito por uma equacao diferencial
parcial. Mostramos que sua equacao de diferenca finita, a qual denotamos por Difus, é
levada via ultradiscretizagao em D. Motivados por essa correspondéncia, definimos o
processo de Stavskaya de difusao, denotada PSD por simplicidade. Assim como o Stav, o
PSD evolui em tempo discreto, da seguinte forma: Em cada passo de tempo discreto, dois
operadores atuam, primeiro Difus seguido de um outro aleatério, A,. Diferente de Stav,
cada particula do PSD assume valor num conjunto nao enumeravel. Mais especificamente,
ele atua no conjunto de medidas de probabilidade em [1, 00)Z. Verificamos se o processo
PSD e Stav sdo qualitativamente equivalentes, por exemplo, se hd uma transicao de
fase e se propriedades, como: monotonicidade e linearidade sdo mantidas. Em adicgao,

desenvolvemos, para o processo de Stavskaya e para o PSD, alguns estudos numéricos.

Palavras-chaves: processo de Stavskaya; ergodicidade; processos aleatérios, equacao de

diferenca parcial estocéstica.



ABSTRACT

The Stavskaya process, which we denote Stav, is a discrete-time version of the well known
contact process. In this work we revisit the Stavskaya process with variable length. It is
an unidimensional interacting particle system, which is different from the traditionally
studied. In this, the particles may appear or disappear during the evolution of the system.
Here, each particle takes state minus or plus and evolves like follows: birth a new particle
between every two neighboring particles with probability [, independently from what
happens at other places. After that, whenever a plus is a left neighbor of a minus, then
this plus disappears with probability a. It was shown that in this variable version there is
not the same phase transition as in Stav. More specifically, the variable process always
converges to the same delta measure (ergodic), independently of the parameters fixed.
In our study, we establish and analyze the existence of another kind of phase transition
besides we have explored other aspects in its dynamic. At each time-step in the classical
Stavskaya process, two operators act: the first is deterministic, D, followed by a random
operator. We take a diffusion process, which is described by a partial differential equation.
We show that its finite difference equation, which we denote by Difus, is transformed by
ultra discretization into D. Motivated by this correspondence, we defined the diffusive
Stavskaya process, which we denote PSD by simplicity. Like the Stavskaya process, the
PSD evolves in discrete time by the following way: in each discrete time-step, two operators
act: first Difus followed by another random operator. Different from the Stavskaya process,
each particle takes values in a non-enumerable set. More specifically, the PSD acts in the
set of the measures of probabilities in [1,00)%. We verify if the PSD and the Stavskaya
process are qualitatively similar, for example, if there is phase transition and if properties
like monotonicity and linearity are preserved. In addition, we make some numerical studies

for the Stavskaya Process and for the PSD.

Keywords: Stavskaya process; ergodicity; random processes; stochastic partial differential

equations.
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1 INTRODUCAO

A teoria dos Sistemas de Particulas Interagentes, SPI por simplicidade, surgiu
no final dos anos 1960 como um ramo da teoria das probabilidades e, desde entao, tem
contribuido na compreensao de fendmenos que ocorrem em outras areas [1] tais como
biologia, economia e ciéncias sociais, os quais forneceram modelos eficazes de SPI [2].

Estudos tedricos envolvendo SPI frequentemente tem como foco a ergodicidade [3],
ou seja, se ha uma medida invariante e, havendo tal medida, se dada qualquer medida
inicial o processo converge para ela. Outra andlise comum é na classificacdo da medida
invariante (Gibbs, quasi Gibbs, queda de correlagao).

O processo de Stavskaya, ou processo de Stavskaya com comprimento fixo, ¢ um
processo de percolagao [4], o qual foi proposto na segunda metade do século XX, ao menos
pelo que sabemos, o processo de Stavskaya foi o primeiro sistema de particulas interagentes
simulado computacionalmente. Ele é uma versao discreta do bem conhecido processo de
contato [1, 5, 6] e contribuiu para o desenvolvimento da teoria dos sistemas de particulas
interagentes. Ele ¢é resultante de pequenas pertubacoes aleatorias, ou ruidos, em autématos
celulares deterministicos [7, 8].

Trata-se de um automato celular probabilistico, ACP por simplicidade, onde as
componentes no sistema sao descritas em uma rede unidimensional, Z, e cada componente
assume dois possiveis estados, a saber: 0 ou 1. Em cada passo de tempo, o processo de
Stavskaya ¢ atualizado em duas metades do passo: na primeira metade do passo, uma
componente assume o estado 1 se ela ou sua vizinha mais préxima a direita estao no
estado 1. Na segunda metade do passo, cada componente no estado 1 assume o estado 0
com probabilidade «, independente do que ocorre nos demais locais ou permanece no seu
estado com probabilidade 1 — .

Em [9], Toom descreveu condigoes para as quais um autdmato celular binario
mondtono possui a propriedade da erosao, no sentido que se apenas um conjunto finito
das componentes esté inicialmente no estado 1, entao existe um tempo finito ¢ para o
qual todas as componentes no sistema estarao no estado 0 [7, 8]. Desta forma, a medida
concentrada na configuracao em que todas as componentes sao zeros ¢é dita ser um atrator
para a trajetéria do autdémato celular. Em [10] foram descritas condigoes para as quais
um automato celular probabilistico possui a propriedade da erosdao. Se o sistema contém

inicalmente um nimero finito de componentes no estado 1, entao a propriedade da erosao
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para automatos celulares probabilisticos é observada a partir do tempo médio que o
processo alcanga pela primeira vez um sistema com todas as componentes no estado zero.

Este processo foi um dos primeiros para o qual foi mostrada, rigorosamente, a
existéncia de um tipo de transi¢ao de fase [3, 4, 11, 12]. A transigao de fase no modelo
de Stavskaya se da no sentido que a variacao continua no ruido leva a uma mudanca
qualitativa no comportamento do processo. Em [4, 12], Toom mostrou que o valor critico,
a., para o qual a transigao de fase ocorre pertence ao intervalo (0.09,0.323). Em [3], foi
obtido que a,. > 0.11, o que melhora o limitante inferior para o intervalo que contém c..
Mendonga estimou em [13] que este valor critico é a. = 0.29450(5). Em adigao, quando
o ruido considerado no modelo é alto, entao a medida dy, concentrada em um sistema
com todas as componentes no estado 0, ¢ uma medida invariante. Foi mostrada em [14]
a existéncia de um a,. > 0 tal que para todo a < a., o processo admite outra medida
invariante, p;,,. Com base na existéncia deste a. e na existéncia das medidas invariantes
00 € finy, S€ @ < ag, todas as medidas invariantes que sdo homogéneas no espago sao
combinacoes convexas destas duas medidas. Por outro lado, desde que o > «., entao
0 processo converge para a medida d;, qualquer que seja a medida inicial. Além disso,
quando o parametro o do modelo é pequeno, entdao a medida invariante é fracamente
Gibbs no sentido de que existe um potencial de interagao em declinio exponencial para
um conjunto completo de medidas de configuracao [8, 15].

Em grande parte das pesquisas tedricas sobre os sistemas de particulas interagentes,
o conjunto das componentes no sistema nao muda no processo de interacao [16, 17].
No entanto, alguns estudos evidenciam sistemas de componentes, os quais podem sofrer
transformagoes aleatérias como a insercao e exclusao de componentes no sistema [18, 19, 20,
21, 22]. Neste caso, chamamos de Sistemas de Particulas Interagentes com Comprimento

Varidvel.

1.1 O PROCESSO DE STAVSKAYA

Nos faremos uma introdugao formal para o processo de Stavskaya [3, 11, 12].
Tomamos o conjunto {0,1}, o qual chamamos alfabeto. Nosso espago de configuragoes
¢ o conjunto Q = {0,1}%2. Uma configuracio s € 2 é determinada pelas componentes

s; € {0,1} para cada i € Z. Chamamos cilindro fino a um conjunto da forma

C={secQ:s =a; paraie [m,n]},
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onde a; € {0,1}. Denotamos por M o conjunto das medidas de probabilidade na o-
algebra gerada pelos cilindros em 2. Denotamos por dy e d; as medidas concentradas nas
configuragoes cujas componentes estao todas no estado zero ou todas as componentes
estdo no estado um, respectivamente. Dada uma configuracao s € €2, denotamos a medida
concentrada em s por ds.

Definimos o operador de Stavskaya, StavM — M, pela composicao de dois opera-
dores, sendo o primeiro deterministico, denotado por D : €2 — Q e o segundo aleatorio,

denotado por R,, com a € [0,1]. Assim
Stav =D oR,.

Por razoes tipograficas, omitimos o simbolo o, escrevendo Stav = DR,, primeiro atua
D e depois R, nesta ordem. A acao do operador Stav ocorre da seguinte forma: sob a
acao do operador D, uma configuracao s € () se transforma na configuracao sD tal que
(sD); = max{s;, s;+1}, para cada i € Z. Em seguida o operador R, transforma cada 1 em
0 com probabilidade «, independente do que ocorre com as demais componentes.

Para todo i € Z existe um conjunto finito V(i) C Z, o qual chamaremos de bairro,
cujos elementos de V(i) sao chamados wvizinhos de i. Para qualquer conjunto I C Z, nés
denotamos seu bairro por V(I) = |V (4).

Definiremos agora um autéilllato celular probabilistico a partir de um operador
P: M — M. Uma medida em um espaco produto ¢é dita ser uma medida produto,
se todas as suas marginais sdo independentes uma das outras. Para uma d-medida, d;,
denotaremos por 0;(-|sy(;)) a probabilidade de transi¢ao da i-ésima componente de acordo
com a medida produto 6,P. O valor 6;(y|sy(;) representa a probabilidade condicional
que apos a aplicagao do operador P a i-ésima componente esta no estado y se antes da
aplicacao de P a vizinhanca de i estava no estado sy ;. Assim, definimos a agao de P em
0-medidas.

Para € M, podemos escrever pP em um cilindro fino, C, restringido p a V' (I).
Dai

uP(s; =b;:iel) = Z w(s;=a;i€V(I)) HGi(bi\sV(i)), (1.1)

a;: eV (I) iel

onde I C Z finito e > _ 6;(b;|sy;)) = 1, com b; pertencente a {0, 1}.
b;
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E comum nas defini¢des de ACP, que o operador que o descreve seja linear. Neste
sentido, P ¢ linear se
M+ (1= ANv)P = AuP + (1 = \)vP,
onde p,v € Me X € [0,1].

Lema 1.1.1. O operador P € linear.

Prova: Tomando pu,v € M e X € [0, 1], temos

A+ @ =N)P(s;=b:iel)= > (Ap+L—=Nv)(s; =a;,ie€ V() []bbilsve)

a;:ieV(I) iel
a;: i€V (I) i€l
a;:ieV (1) el

=AMuP(si=b:i€l)+ (1= XNvP(s;=b:1€ ).
]

O processo de Stavskaya é um modelo de ACP unidimensional, cujas componentes
assumem coordenadas espaciais em Z. Para i € Z, definimos V(i) = {i,i+ 1}, a vizinhanca
da componente na posicao i e consideramos 0;(b;|sv(i)) = 0;(bi|si, siv1) = 0(bi]si, si41) €
{0,1}.

Desta forma, temos que as probabilidades de transicdo do operador Stav sao

0(1ss.5100) = 1 s = s =0 (1.2)
1 —a, nos outros casos,
onde 6(0|s;s;41) + 0(1]s;8;41) = 1. Pelo Lema 1.1.1, o operador Stav é linear.

Para uma dada medida y € M, a notacdo uStav’ significa o resultado de ¢ aplicacoes
do operador Stav sobre a medida p. Note que dy é invariante para o processo Stav.

A Figura 1 ilustra o fragmento de uma configuracao apds a acado do operador Stav.
Na transicao do tempo t = 0 para t = 1, pela definicdo do operador D, as componentes
S3, 84, S5 € Sg assumem o estado 1. Em seguida, a componente s5 se torna 0 sob agao do
operador R,, o que ocorre com probabilidade .

Para este processo foi mostrada a existéncia de um tipo de transigao de fase [12], a

qual foi melhorada (50 anos depois) em [3]. A variagao continua do pardmetro « afeta
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Figura 1 — Ilustracdo de um fragmento de uma configuracdo apos acdo do
operador Stav.

t=1 ---0 0 1 1 0 1 0 O 0sDR,,
o o1 111 0 0 - 0sD
t=20 0 0 0o 1 01 0 0 s

S1 S2 S3 S4 S5 Sg S7 S8

Fonte: Autoria Prépria.

qualitativamente o comportamento do processo de Stavskaya. Em [4, 12] foi mostrado
que existe 0.09 < a, < 0.323 talque se o > a, o processo é ergddico e, neste caso, para
qualquer medida inicial, o processo converge para a medida dy. Por outro lado, se a < a
entao o processo admite outra medida invariante, fi;,, [14]. Como dy é também invariante e
Stav ¢ linear, entao com a < «., qualquer medida invariante no espaco ¢ uma combinagao
convexa de 0y € [iin,. Em adi¢do, de [3] é possivel escrever a. € (0.11,0.323).

Se tomarmos uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas, (Xf){i,t}erZ . onde X! tem distribuigdo Bernoulli com pardmetro 1 — «,

seremos capazes de escrever o processo de Stavskaya da seguinte forma
SH = X! max{S!, S, } (13)

com S! € {0,1}.

Essa apresentagao, embora nao convencional para automatos celulares probabilisti-
cos, é bastante natural quando tomamos S°, S, S?, ... uma sequéncia de configuracoes
aleatérias com respectivas distribuicoes j, uStav, uStav?, .. ., onde S° tem distribuicdo p.

Uma descri¢ao formal desta apresentagao pode ser encontrada em [23].

1.2 ORGANIZACAO DO NOSSO TRABALHO

Nosso trabalho esta dividido em 4 capitulos, sendo esta introdugao o primeiro deles.
Os outros dois capitulos contém as nossas pesquisas.

No capitulo 2, nés estudamos o processo de Stavskaya com Comprimento Variavel,
um SPI também unidimensional, onde componentes podem aparecer ou desaparecer na
evolucao do sistema. O operador que estudamos, operador Stavskaya Variavel, é formado a

partir de uma composicao de dois operadores conhecidos como operadores de substituicao.
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Em nosso estudo, as componentes sao localizadas em uma rede unidimensional e
podem assumir dois estados, a saber: mais e menos. Duas transformacoes sdo possiveis:
na primeira, entre quaisquer duas componentes, nasce uma componente no estado mais
com probabilidade (; na segunda, sempre que uma componente mais é a vizinha mais
préoxima a direita de uma componente menos, entao ela desaparece com probabilidade a.

E bastante comum em pesquisas sobre SPI chamarmos medidas invariantes por
translagdo de medidas uniformes [11]. Um resultado sobre a convergéncia do processo de
Stavskaya com comprimento varidvel foi mostrado em [18] considerando medidas uniformes.
Aqui, considerando « € [0,1), 8 € (0, 1) e para qualquer medida inicial, mostramos que o
processo de Stavskaya com comprimento varidvel sempre converge para um sistema onde
todas as componentes estao no estado menos. Em adigao, mostramos que a velocidade
de convergéncia do processo ¢ no maximo geométrica, no sentido que a velocidade que
a quantidade de componentes no estado mais aumenta em funcao do tempo é limitada
superiormente por uma funcao que descreve uma progressao geométrica em fungao deste
tempo. Também consideramos a = 1, f > 0 e uma medida inicial satisfazendo uma das
condigbes a seguir: (a) a medida inicial possui com probabilidade 1, bi-infinitas posigdes
{is}ien, com |i; —i;41] > 1 e toda componente iy, entre as componentes i;, 7,41, estd no
estado mais; (b) a medida inicial é uniforme e a densidade inicial de mais no sistema é
positiva. Nestes dois casos, mostramos que o processo sempre converge para a medida
concentrada em um sistema com todas as componentes no estado menos. No Teorema
2.2.4, nés apresentamos o tipo de transicdo de fase presente no processo de Stavskaya
com comprimento variavel e que foi sugerido em [18], o qual se da pelo tempo médio que
densidade de componentes no estado mais é maior ou igual a uma constante ¢ € (0, 1) pela
primeira vez. Nos também desenvolvemos alguns estudos numéricos, os quais, por meio de
simulacao de Monte Carlo, ilustram o tipo de transicao de fase diferente daquele presente
em seu analogo com comprimento fixo. Do nosso estudo de simulagao, conjecturamos a
existéncia de («, 5) € (0,1) x (0, 1] para o qual o tempo médio que a frequéncia de mais é
maior ou igual a uma constante ¢ € (0, 1) pela primeira vez é logaritmico, no sentido que
este tempo médio é descrito por uma fungao logaritmica.

No capitulo 3, tomamos um processo de difusdo, descrito por uma equagao di-
ferencial parcial. Mostramos que sua equacao de diferenca finita, Difus, é levada via
ultradiscretizacao no operador deterministico do processo de Stavskaya, D. Obtemos uma

equacao de diferenca parcial estocastica, a qual chamamos de Processo de Stavskaya de
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Difusao, PSD por simplicidade, pela agdo em cada passo de tempo discreto dos operadores
Difus seguido de um outro aleatério (nesta ordem). Diferente do processo que o motivou,
cada particula do PSD assume valor num conjunto nao enumeréavel. Mais especificamente,
ele atua no conjunto de medidas de probabilidade em [1,00)%. O PSD é definido como
uma composicao de dois operadores. Sob acao do operador deterministico, Difus, cada
componente assume um valor dado por uma média ponderada entre os valores da propria
componente e de sua vizinha mais proxima a direita no tempo anterior. Em seguida, cada
componente com valor maior que 1 assume valor 1 com probabilidade «, independente do
que ocorre nos demais locais. Verificamos que o operador Difus é mondtono e linear, assim
como a equacgao diferencial parcial que usamos para obté-lo, equacao de onda linear de
primeira ordem, e o operador D. Quando o PSD possui, inicialmente, uma quantidade
finita de componentes que assumem valor maior que 1, mostramos que o operador Difus
apresenta a propriedade da erosao, o que é qualitativamente diferente do operador D.
Mostramos que o PSD é sempre eroder. Ainda para o > 0.323, mostramos que o PSD ¢é
ergddico. Estimamos o comportamento do PSD por meio do bem conhecido método de
aproximacoes de campo médio. Por fim, realizamos um estudo de simulagdo comparando
o processo de Stavskaya e o PSD. Em nossa andlise, o comportamento do processo de
Stavskaya é qualitativamente semelhante ao PSD, isto é, para os valores de « considerados
na simulagao, quando o processo de Stavskaya manteve alta densidade de componentes
no estado 1, o PSD manteve alta densidade de componentes com valor maior que 1 até o
passo de tempo considerado. Em um cenério, a« = 0.3, o processo de Stavskaya manteve
densidade positiva de componentes no estado 1 até o tempo considerado, mas apresentou
sinais de erosao. No PSD, para este mesmo valor do pardmetro « e tempo considerados, o
processo erodiu. No outro caso considerado, ambos os processos apresentaram erosao em
tempo finito.

No capitulo 4, nés apresentamos as nossas principais contribuicoes e possibilidades

de pesquisas futuras.
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2 PROCESSO DE STAVSKAYA COM COMPRIMENTO VARIAVEL: NO-
VOS INSIGHTS

2.1 DEFINICOES

Utilizaremos um conjunto finito chamado alfabeto, cujos elementos sao chamados
letras. Chamamos por palavra qualquer sequéncia finita de letras e definimos o comprimento
de uma palavra como o nimero de letras presentes na palavra. Uma letra representa
uma palavra cujo comprimento é um e A denota a palavra vazia cujo comprimento é
zero. Definimos diciondrio, o conjunto de todas as palavras possiveis. Em nosso estudo,
utilizaremos um alfabeto que é composto por duas letras, chamadas mais e menos e
denotadas por @ e © respectivamente. Assim, nosso dicionario é o conjunto de todas as
sequéncias finitas formadas por & ou & denotado por dic({®,S}). Para uma palavra W,
denotamos o nimero de letras que a compde por |W|.

O nosso espaco de configuragoes é {©, B}Z, o conjunto das sequéncias bi-infinitas,
cujos termos sao menos e mais. Cada sequéncia bi-infinita é uma configuracao. Uma
configuracdo é dita todas mais, ®%, quando todas as suas componentes sdo mais e é dita
todas menos, ©%, quando todas as suas componentes sa0 menos.

Chamamos cilindro fino qualquer conjunto da forma
{s e {5, @}Z . 8; = a; para todo i € [m,n|}

em que s; é uma componente que assume o estado a; € {6, ®}. Consideramos medidas de
probabilidade em {©, ®}%, ou seja, na o-algebra gerada pelos cilindros finos e denotamos o
conjunto dessas medidas por M. Para uma configuracio s em {©, ®}%, denotamos por &,
a sua medida concentrada com d; € M. As medidas concentradas nas configuragoes todas
mais e todas menos sao denotadas por .z e 0oz respectivamente. Medidas concentradas
também sao referenciadas na literatura como medidas de massa pontual. A convergéncia
em M, significa convergéncia em todos os cilindros finos. Denotamos um operador
P: M — M. Adotamos a seguinte convengao: escreveremos operadores a direita de
medidas, pP, que indica a acao desse operador sobre essa medida, de modo que a ordem
em que os operadores sao escritos determina a ordem de aplicacao de cada operador sobre
a medida. A notacdo, uP?, significa o resultado de ¢ aplicacoes do operador P sobre a
medida .

Nosso estudo foca em um processo cujo operadores pertencem a uma classe especial
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de operadores de interacao, chamados operadores de substitui¢ao [2, 17]. Dadas palavras
V e W e um parametro [ pertencente a [0, 1], denotamos a transformagao de V em W
por V Zow, Intuitivamente, estes operadores de interacao transformam uma palavra V'
em uma palavra W com probabilidade [, ou mantém a mesma palavra com probabilidade
(1 — ). Note que diferente dos processos classicos, onde os comprimentos de V' e W sao
sempre iguais, em nosso processo os comprimentos de V' e W nao necessitam ser iguais.
Denotamos por R o conjunto dos niimeros reais, Z o conjunto dos niimeros inteiros
e Z, o conjunto dos nimeros naturais incluindo o zero. De maneira usual, definimos
translagoes em: Z, {©,®}* e M. Dizemos que uma medida é uniforme quando ela é
invariante sob todas translagoes. Denotamos o conjunto de medidas uniformes por My .
Ao que sabemos, sao essas medidas em que se baseia a grande parte da teoria desenvolvida

até aqui (ver [19, 20]). Isso nos permite denotar medidas de cilindros finos de forma

simplificada. Para cada medida u € My, a notagao u(ag, a1, .., a,) significa
p(si = ag, Six1 = a1, ..., Sitn = ayp)
com i € Z e chamamos a densidade da palavra (ag,ay, ..., a,) na medida u.

2.1.1 Palavras Aleatérias e Convergéncia

Uma palavra aleatéria, W, em {©, ®}% é definida como um vetor aleatério concen-
trado em um subconjunto finito Ay, de dic({®,S}), ver secao 2.1. Ou seja, V V € Ay,
P(W=V)>0, Y PW=V)=1eAy éfinito. A evolugdo das palavras aleatérias
que definimos aq‘l/E%Wsemelhante a evolugoes quanticas das palavras. Este tipo de estudo
também pode ser encontrado na literatura como gramaticas aleatorias, probabilisticas ou
estocasticas [24, 25, 26].

Denotamos por X o conjunto das palavras aleatérias em {©, @}2. O uso de palavras
aleatérias pode ser encontrado em [17, 19, 24].

Tomemos palavras W = wy ... w,, e V =wv;...v, onde m < n. Dizemos que W
entra V na posigao j € {0,...,n—m} sei e {1,...,m} implica w; = v;;.

Denotamos qy (W) a a quantidade de posi¢oes que W entra V.

Definimos a quantidade de posicoes que W entra X, qx (W), a varidvel aleatéria

onde

Pax(W)=k)= Y P(X=V)

VeAx:qu(W)=k
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Para palavra aleatéria X e palavra aleatéria W, definimos a densidade das quanti-
dades das posi¢oes que W entra X por

ax (W)

(2.1)

onde | X| e |W| denotam o nimero de letras das palavras X e W respectivamente.

Se para todo V € Ax é tal que |V| < |W/|, entao qx(W) = dx(W) = 0. Além
disso, se W = A, entdo qx(W) = |X| + 1. Logo, dx (W) = 1.

Geralmente, quando falamos em convergéncia em sistemas de particulas multicom-
ponentes, dizemos que ha convergéncia se para qualquer cilindro a evolugao do processo
nesse cilindro converge [11]. Em geral, esta definicdo nao se aplica a processos com
comprimento variavel. Iremos apresentar uma definicdo adequada de convergéncia destes
processos [17].

Consideremos uma sequéncia de palavras aleatérias X, Xs, ... tal que para cada
r € Ry temos

tlL%loP(’Xt| >r)=1.

Dizemos que essa sequéncia converge para uma medida u € M se para cada palavra
Wee>0
Jim P(ldx, (W) = (1) > €) =0. 2.2

2.1.2 Nao linearidade de Processos de Particulas com Comprimento Variavel

Geralmente, nos processos de Markov, o que inclui os sistemas com particulas
interagentes, a evolugdo no nivel das medidas ¢ linear. O conjunto das medidas de
probabilidade é convexo. Sendo linear o operador, dadas pelo menos duas destas medidas
invariantes, a combinacao convexa também sera invariante para a operacao linear. Processos
Markovianos nao lineares tem aparecido em exemplos recentes de sistemas de particulas
interagentes, chamados sistemas de particulas interagentes com comprimento variavel
[21]. Em um exemplo simples, consideramos o operador Mitose,, o qual duplica cada
componente no estado mais com probabilidade .

Tomamos

V= Mez + (1= N)daz, A€ [0,1].
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Logo, v(6) = A. Se Mitose,, for linear, entao
vMitose, = AdgzMitose, + (1 — A)dozMitose, = vMitose, (B) = A (2.3)

Contudo,

v(®) + av(®)

vMitose, (®) =

14 av(®)
A1+ «)
= — . 2.4
1+ al (24)
Para que (2.3) seja igual a (2.4), quando X € (0, 1), é necessario que
A1+ a)
14+ al cer=. (25)

o que ocorre somente se @ = 0 ou @« = A = 1. Os casos A\ € {0, 1} foram excluidos,
pois, nestes casos v € {0gz,0gz } 0s quais sdo medidas invariantes para Mitose,. Logo, a
condi¢ao (2.5) implica que v nao é invariante para A € (0,1) e a > 0, ou seja, Mitose,, nao

é linear.
2.1.3 Operador de Stavskaya com Comprimento Variavel

Considere o operador de substituicao A N @, que nés chamamos nascimento
e denotamos por Ng, o qual depende de um pardmetro real 5. Sobre sua agao, entre
quaisquer duas componentes vizinhas, nasce uma nova componente no estado mais com
probabilidade  independente do que acontece nos demais locais. Se considerarmos um
processo semelhante em configuracoes finitas, cada acao de nascimento aumenta, com
probabilidade £, em uma unidade o comprimento da configuracao.

Considere o operador de substituicio S = ©, o qual nés chamamos morte e
denotamos por M,,. Este depende de um parametro real a. Sobre sua agdo, sempre que
uma componente no estado mais é o vizinho mais proximo a direita de uma componente
no estado menos, entao essa componente mais desaparece com probabilidade «, ou
permanece com probabilidade 1 — «, independente do que acontece nos demais locais.
Se considerarmos um processo semelhante em configuracoes finitas, cada acdo de morte
diminui, com probabilidade «, em uma unidade o comprimento da configuracao. Assim, o

operador Stavskaya com comprimento variavel, o qual denotamos por VS, é dado por

NgOMa
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(primeiro nascimento e entdo morte). O sinal o significa composicao e, por razoes tipogra-
ficas, ele sera omitido.

Note que dgz € invariante para o processo VS. Na agao do operador VS, sea = 3 =0,
entao toda distribuigao inicial é invariante; se « = 1 e = 0, entdo dada qualquer medida
inicial do processo, a densidade de palavras do tipo © @* ©, onde ©* denota k consecutivos
mais, onde k € Z,, tende para zero na evolugao do processo; se a = = 1, entdo para
qualquer -medida inicial diferente de d.z a densidade de mais no processo tende a 1; se
a=0e =1, entdo o processo sempre converge para a medida dgz. Como estes casos,
para determinados valores de « e 3, foram completamente descritos, nao os consideraremos

daqui em diante.

2.2 PRINCIPAIS RESULTADOS

Em nosso estudo, nés nao nos limitamos a medidas uniformes [18, 19]. Dados

1,J € Z com 1 < j, definimos o evento
Eij={seQ:s;=s,=6Cesy=®parai <k <j}

Considerando p(E;;) > 0, entdo um dos seguintes casos ocorre: (a) ha infinitos
{i,j} tais que s; = s; = © e s, = @ para i < k < j ocorre com probabilidade positiva; (b)
ha finitos {7, j} tal que s; = s; = © e s, = @ para i < k < j ocorre. Para cada par {7,j}
onde p(E;;) > 0, o nascimento e morte de componentes entre s; e s; acontecem de forma
independente das outras posigdes. No caso particular quando p(E;;) = 0, para todo par
(1,7) pode ocorrer: 1 = dgz; p é uma medida concentrada em uma configuragao em que
apenas uma componente estd no estado menos, além de outros casos que nao descrevemos
aqui.

Em nosso processo, componentes no estado menos nunca aparecem ou desaparecem
no sistema. Assim, nés podemos atribuir coordenadas espaciais as componentes menos
utilizando subconjunto dos nimeros inteiros. Ja as componentes mais aparecem e desapa-
recem no sistema, o que dificulta a atribuicdo de coordenadas espaciais exatas a elas. No
entanto, podemos atribuir coordenadas espaciais para as componentes mais na distribuicao
inicial do sistema utilizando subconjunto dos ntimeros inteiros. Além disso, sempre que
uma componente mais nasce entre duas componentes, é suficiente indicar a qual segmento
{i,j}, com i < j, ela pertence e entdo assumimos que sua coordenada espacial fica entre

as posicoes delas.



27

Na Figura 2, ilustramos a ac¢ao do nosso operador VS em um fragmento do processo,
isto é, a qual pode ocorrer com probabilidade positiva. Quando ¢ = 0, ha trés componentes
no estado mais entre os menos nas componentes sy € sy, havendo quatro palavras vazias.
Na transicao para t = 1, houve um nascimento e nenhuma morte, ficando quatro mais.
Na transi¢ao para t = 2, ndo houve nascimentos e houve uma morte, ficando trés mais.
Na transicao para t = 3, houveram trés nascimentos e uma morte, ficando cinco mais.
Figura 2 — Fvolugcdao do fragmento do processo. Observamos o que ocorre

entre as componentes s; e s; e os valores para Z;’ associados a
cada tempo.

3 -6 6 0P &6 B B - Zi=p

2 - B DO D& b D 6 B D Z¥ =3

1 & & 6 & ® & & O & & Z0 =4

0 ® O & & & 6 & 8 Z9 =3

t ° s Z,fj
S; Sj

Fonte: Autoria Proépria.

Mostraremos que a quantidade de mais entre duas componentes consecutivas no
estado menos, nas posicoes 7 e j, pode ser descrita por uma cadeia de Markov homogénea
no tempo, nao no espago,(ver Apéndice ?77).

Seja Z uma cadeia de Markov, uma fungao velocidade V : N — R — {0} e Y uma

variavel aleatéria positiva, tal que V € > 0

: Zy
pe (G -

> e) =0. (2.6)

Dizemos neste caso, que o processo Z tende para infinito com velocidade V (t).

Sejam p € M, onde p(E;j) > 0, e ZU a varidvel aleatéria que descreve a quantidade
de mais entre as posicdes i e j no tempo t. Sendo que Z7 tem distribuicao pVS' (E;;). Se
Z satisfaz (2.6) para uma dada funcio V e uma varidvel aleatéria positiva Y% dizemos

que pVS' converge para dgz com velocidade V (t).

Teorema 2.2.1. Sejam € M, a €1[0,1) e 8 € (0,1). A velocidade que lim;_ o, uVS" =
Saz, caso exista, é no mdrimo geométrica. Em particular, quando o =0, o processo uVS'

com t — 0o converge para dgz com velocidade geométrica dada por (1 + B)L.
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Para dados «a, 8 € [0,1), o Teorema 2.2.1 estabelece um limite superior para a

velocidade de 652VS'.
Teorema 2.2.2. Sejama <1 e >0 epue M. Entao
. t
tli)rono uVS" = dgz. (2.7)

O teorema 2.2.2 foi provado em [18] para medidas uniformes. Neste caso, foram
descritos alguns resultados para cadeias de Markov em Z, os quais podem ser utilizados
em estudos de cadeias de Markov sob condiges descritas 1a. Aqui, nds apresentamos uma

prova para qualquer p € M.
Teorema 2.2.3. Sejam o =1 e > 0. Se (a) ou (b) sdo satisfeitas, entio
. t
Jim pVS" = dgp.

(a) u é uma 6-medida concentrada numa configuragao s, tal que hd bi-infinitas posigoes
{irhen com iy —iyq| > 1, onde p(Ey,;,, ) =1;
(b) uwe My e u(@®) > 0.

N
Teorema 2.2.4. Sejam N um valor natural e Ty = inf{t > 0:652VSH(®) > Nl }

1
(a) Se > ﬁ7 entdo T € no mazrimo polinomial de grau dois;
-«

1
(b) S€5<m;

Em [18] foi sugerida a existéncia de algum tipo de transigdo de fase. Contudo, esta

entao Ty € no minimo superexponencial.

transicao de fase é diferente daquela observada no processo de Stavskaya com comprimento
fixo [4] e no processo de contato [1], onde é observada a evolu¢ao da densidade de uma
letra no sistema.

O Teorema 2.2.4 apresenta o tipo de transicao de fase existente no processo de

Stavskaya com comprimento varidvel. Numa dire¢ao, o tempo médio da frequéncia de

mais ser maior ou igual a pela primeira vez é no maximo polinomial de grau dois.

N+1
Na outra direcao, este tempo médio é pelo menos superexponencial.

2.3 UMA REPRESENTACAO EM Z, DO PROCESSO VS

Seja s € {O, @}~ e §, sua respectiva d-medida, isto ¢, a medida concentrada em s.

Considere que a densidade de menos em d, é positiva, isto é, s é uma configuragao tal que
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existe ¢ € Z com s; = @. Caso nao seja, d; = dgz. Além disso, em s, com probabilidade 1,
hé posigoes 7, j e algum k tal que o evento £;; ocorre. Assim, estudaremos em cada passo
de tempo, a quantidade de mais em £;;. Claro que para cada posicao 7 e j satisfazendo o
que descrevemos, teremos uma quantidade inicial, 7 —7—1, de componentes no estado mais.
Observe que se j =i + 1, entdo nao ha componentes no estado mais entre as componentes
si, 8; inicialmente. Logo, teremos zero componentes no estado mais em Fj;.

Mostraremos que a quantidade de mais para cada passo de tempo ¢, a qual denota-
mos por Z;’, evolui como uma cadeia de Markov assumindo valores em Z.. Além disso,
teremos Z¢ =j —i— 1.

Informalmente falando, o processo (ij )iez, pode ser descrito pelo seguinte cendrio:

o Primeira metade do passo: havendo ij componentes, teremos ij + 1 palavras
vazias na configuracao. Cada uma dessas palavras vazias pode se transformar em um
mais com probabilidade /3 ou permanecer vazia com probabilidade (1 — /3). Como
cada uma dessas substitui¢oes ¢ independente uma da outra, temos que a quantidade
de palavras vazias substituidas por mais segue uma binomial com parametros [ e
Z7 +1, ou seja

V=2 + X

com X; seguindo uma binomial 8, Z}7 + 1, isto é, X; ~ Bin(Ztij +1,05).

e Segunda metade do passo: dado que ha uma quantidade de mais, Ztij acrescida da
quantidade de palavras vazias substituidas por mais, X;. Para esta quantidade, \I/ij ,
segue: se esta quantidade de mais for igual a zero, nada ocorre; se esta quantidade
for positiva, entao ela sera diminuida por uma unidade com probabilidade a. Ou
seja,

Zy = U7 = Vil gis g (W)
com Y; seguindo distribuicao Bernoulli com parametro a, isto é, Y; ~ Ber(a) e I (+)
¢é a funcao indicadora.
E evidente que a primeira metade seguida da segunda metade, nesta ordem,
descreve a quantidade de mais quando observamos o que ocorre entre duas componentes
consecutivas no estado menos, apds a acao do operador Nascimento seguido do operador

Morte.
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Por questdes de simplicidade, denotaremos Z; ao invés de Z7. Na Figura 3,

apresentamos o diagrama de transicoes de Z;, quando Z; =i > 0.

Figura 3 — Diagrama de transicao do processo 7.

OEOROACEENOND

Fonte: Autoria Prépria.

E possivel descrevermos a expressio da probabilidade de transicio de Z; para Zii1.

Sejam « € (0,1) e 5 € (0,1]. Entao para i > 0,

P(Z,11 =i+ k|Z, = i) = P({Substitui-se k vazios por k mais} N {ndo retirou um mais})

+ P({Substitui-se k + 1 vazios por k 4+ 1 mais} N {retirou um mais})

a(l— Byt para k = —1,
(1 —a)Bit, para k =i+ 1,
1+ 1 , 1+ 1 .
= (1—a)B*(1 = p)y*+=F + a1 - B)*, (2.8)
k k+1

para k € {0,1,...,i}

0, nos outros casos.

onde se k = —1, entao o evento {Substitui-se k vazios por k mais} ¢ vazio.
Para ¢ = 0, temos
1-p(1-a), sek=0,

P(Zyi1 =k|Z,=1) =
B(1 — a), se k=1.

Assim, descrevemos por completo as probabilidades de transicao do processo
(Zt)tez, -

A Figura 2 ilustra a agao do operador VS agindo no fragmento de uma configuragao.
A direita, descrevemos os valores assumidos pelo processo Z% em cada passo de tempo.

Quando t = 0, entre os menos das componentes s; e s;, hd trés componentes no estado



31

mais, logo fazemos Z7 = 3. Na transicio para ¢ = 1, na primeira metade do passo,
Xo =1 e como Zéj + Xop > 0, fazemos na segunda metade do passo, Yy = 0, logo
Zij = 4, equivalendo a quatro componentes no estado mais entre as duas no estado menos.
Na transicdo para t = 2, na primeira metade do passo, fazemos X; = 0 e como
Z{'j + X; > 0, depois, na segunda metade do passo, Y; = 1, logo Z;j = 3, equivalendo
a trés componentes no estado mais entre as duas no estado menos. Na transicao para
t = 3, na primeira metade do passo, fazemos Xy = 3 e como Z;j + X5 > 0, depois, na
segunda metade do passo, Y; = 1, logo Zgj = b, equivalendo a cinco componentes no
estado mais entre as duas no estado menos.

O processo Z sera utilizado para provar os Teoremas 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3. Note que
0 processo Z tem trés comportamentos bem distintos, a saber: quando o parametro a = 0,
0 processo comporta-se como um processo de crescimento populacional; No segundo caso,
a € (0,1), o processo Z tem o mesmo comportamento qualitativo; por fim, no 3° caso
(v = 1), o processo passa a exibir 0 como estado absorvente. Decorrente disso, estudaremos

o processo Z considerando em cada desses casos.

24 O PROCESSO Z COM a =0

Nesta se¢do, estudaremos algumas caracteristicas do processo Z quando § € (0,1)
e a = 0. O processo Z descrito na secao 2.3 é semelhante a um processo de crescimento
populacional quando o = 0, pois, apenas a segunda metade do passo ocorre, isto €,
nascimento. Na Figura 4, exibimos um diagrama de arvore dos possiveis estados que Z

pode assumir nesta situacao.

Figura 4 — Representag¢do em drvore do processo Z.

©

0 0
OB OO0 0
OO GO OO GO COOE

Fonte: Autoria Prépria.
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E importante perceber que ha uma diferenca entre um processo de ramificacio [27]
e o processo Z com « = (. Neste ultimo, para obter a populagdao no tempo ¢+ 1, é mantido
o niamero de individuos no tempo t e acrescentamos a quantidade de nascimentos que
ocorre no tempo t + 1. Ja no processo de ramificagdo, temos 0 como um estado absorvente
e para obter a populacao no tempo t+ 1 é apenas considerada a quantidade de nascimentos
que ocorre no tempo t + 1.

Note que, podemos descrever Z;,; como

Zi+1

L1 = 2+ Z 51‘@7 (2.9)
=1

! , A . e : .
onde (ft( )) (AT T ¢ uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e identicamente
) + X4t

distribuidas com P (¢ = 1) = B e P(¢" =0) =1- 8.
2.4.1 Primeiro e segundo momentos de Z; quando a =0
Como é usual, denotamos o valor esperado por E(-). Através de (2.9), segue

E(Zi1) =E(Z) +E <th+jl ft@) : (2.10)

Dai, usando a lei da esperanca total

Zi+1

Zi+1 i [e'e] A
E <Z ft(+)1> = ZE < Z §§+)1
k=1 1=0 k=1
I+1
E (Z &ﬁﬁ) P(Z =1)
k=1

(I+1)pP(Z; =1)

a:OMa:o

o

N
Il
=)

—~

B(1+E(Z)).

Logo, a identidade (2.10) pode ser reescrita como
E(Ziy1) = (1+ B)E(Z) + B. (2.11)

Denotamos E;(-), o valor esperado para uma cadeia de Markov condicionada que a

cadeia iniciou no estado 3.

Lema 2.4.1. Dado Zy, temos Ez,(Z;) = (1 + B)"(1 + Zp) — 1.



Prova: Faremos a prova por inducao em ¢. Usando (2.11)

Base de indugao: Para t =1,

Ez(Z1) = (1 + B)E(Z) +

=(1+8)Z+ 5
=(1+8)Z+B+(1+p8)—(1+P)
= (1+8)(1+ Zo) — 1.

Hipoétese de indugao: Parat =k
Ez(Ze) = (14 8) (1 + Z) — 1.
Passo de indugao: Sejat =k + 1,

Ez,(Zk1) = (14 B)[Ez (Zi)] + B
= (1+ M)A +8) 1+ 20)—1]+8
= (1+p)(1+ Z) - 1.

Pelo Lema 2.4.1, se Zy = 0, entao Eo(Z;) = (1 + )" —

Agora, vamos para o segundo momento

(Zt + Zil g,ﬂ}”) 2]
o)

E(thﬂ) =E

Zi+1
=E(Z) +E

<t)] '

+2E lzt > &
k=1

33

(2.12)
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Calcularemos separadamente o segundo termo do lado direito de (2.12).

Zi+1 Zi+1 Z; Zj+1
E (Zs@) =E<Z<£§J)>2>+2E (Z > & 5”)
k=1
co m m+l

k=1 1=1[l=1+1
=B+ BE(Z)+23 Y 3 E(€71Z = mE(E"|Z, = m)P(Z, = m)
m=0i=1 [=i+1
oo m m+l
=B+ BE(Z)+2682 33 Y P(Z, =m)
m=0 i=1 l=i+1
=B+ PE(Z)+ 282> [m+ (m—1)+...+ 1JP(Z = m)

m=0

2

Zi+1 o0 Z; Zj+1
-2(E) r25z(L S @)z
k=1

=1 [l=i+1

_ B4+ BE(z) + 22 3 MM
m=0

= B+ BE(Z) + 8% Y (m* + m)P(Z, = m)

m=0

P(Z; =m)

=B+ BE(Z) + B*[E(Z,) + E(Z7)]. (2.13)

Para o ultimo termo de (2.12) dividido por 2, temos

= gE <zkz:jlgk ) P(Z, = 1)

= lf;zE (;l:l g}ﬁ) P(Z, = 1)

= iu 1)8P(Z: = 1)

=p lf;(l? +D)P(Z =1)

= BE_(ZE) + BE(Z) (2.14)

De (2.13), (2.14) e somando-se E(Z?), o primeiro termo de (2.12), concluimos

E(Zf,) =E(Z})(1 + ) + (38 + B)E(Z:) + B. (2.15)

Lema 2.4.2. Dado Zy =0, temos

Bl —(1+p)*)
1—(14p5)?

(L+p)* 0 — (1 +p)D (1461

2y
EO(Zt) - 5 + 1 — (1 +ﬁ)2

+(38+ 5%
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Prova: Faremos a prova por indugao em t. Denotamos ¢; = (1 + )%, co = (38 + %) e

= f3. Para o caso em que Zy = 0, temos Ey(Z2) = 0. Vamos provar que

t t
Eo(ZtQ_H) = CgZCZI + CQZCZI_lEo(Zt_H_Z‘). (216)

=0 =1

De fato, usando indugao em t e usando (2.15), segue:

Base de inducao: Para t = 0,

Eo(Z7) =
k=1 k=1
Hipoétese de indugdo: Parat =k — 1, Eo(Z}) =3 > + 2 > ' Eo(Zyy).
i=0 i=1

Passo de indugao: Seja t = k, usando (2.15)
Eo(Zp,1) = aiBo(Z5) + caBo(Zk) + 3

k—1 k—1
=C1 <C3 Z CZI + Co Z Ci_lEo(Zk_i)> + CQ]EO(Zk) + c3
i=0 i=1
k—1
=c3+C3 Z ClJrl + CQEO Zk —|— Co Z ClEO Zk z)

=1

=C3 Z ¢+ e Z ¢ Bo(Zpgri)-
i=0 i=1

Utilizando o Lema 2.4.1 e que Eo(Z;) = (1 + )" — 1, temos

t

Eo(Z¢1) BZ(HB) (36 + 5°) i(uﬁ) ((1+p) =" —1)

_6(1_<1+6)Qt+2) [+ —(1+8)r (1+8)*-1
e +(35+5)l 3 +1—(1+6)2]'

(2.17)

Denotamos por Var;(-), a varidncia para um processo estocastico condicionado que

ele iniciou no estado 7.

Zy - .
Lema 2.4.3. Sea=0,Zy=0¢ X, = m, entdo tlggo Eo(Xy)=1e tlggo Vary(X;) =
1-8
1+5°

Prova: Primeiro mostraremos Eq(X}).

Eo(Z;)

o) =gy
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Usando o Lema 2.4.1, temos

. . 1
Note que
Eo(Z2)
Eo(X}?) = ——L2
KO =T

onde Eo(Z?) com a = 0 segue do Lema 2.4.2. Assim, temos

i Eo(X,)
B —(1+8)*) (14620 — (14+p)1 (14 p)2-D -1
S el G ) H%W)l 8 T
e (L+B)
B+ p)? 1 1
o 25 D) 5 )
t—00 (1 _|_ﬁ)2
_ iy PAH B+ 36+ 551+ 5)
t—o0 (1+B)2(52+25)
2
_ im 2 £25) 2 wBe1]. (2.19)

e (L4 B)(B2 +26) 145
Assim, como os limites de Ey(X;) e Eq(X?) existem e sio finitos, temos por (2.18)

e (2.19)

+

. : 2
tllglo Varg(X;) = tllglo(Eo(th) - E(Q)(Xt)) = m —1=

—_
™

—_
™

Um resultado conhecido na teoria dos processos estocésticos sera indicado por

Auxiliar XX. Esses resultados estao inseridos no Apéndice ?7.

Lema 2.4.4. Sejam Zy =0,8 € (0,1), ceR e

L
(1+8)"

(a) Se ¢ > 1, entdo para todo € > 0, Jim Po(X: > €) =0;

Xt:

(b) Se ¢ =1 e a é um valor real positivo, entao

T t—oo

1 1 1
0<P0(Xt>0)etli>mIP’0(Xt>a)<lim(1— >:;
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Prova: Pela desigualdade de Markov e Lema 2.4.2.

Eo(X,) 1(1+8) 1
IED()(Xt > a) < a = g (1 _i_ﬁ)ct .

Vejamos o item (a). Observe que se ¢ > 1, entdo ¢ = 1 + h com h > 0. Logo,

usando (2.20)

(2.20)

. . 1 1
FnPoXe> ) <l [y~ e pyoe) ~

Vejamos o item (b). Primeiro, observe que para ¢ = 1

C1(1+B) -1 1
Po(Xt>a) S}i}rg)aw—g

Para mostrar que 0 < Py(X; > 0), utilizaremos (2), Lemas 2.4.1 ¢ 2.4.2.

VA
Se fizermos X; = § +tﬁ)t e usando o Lema 2.4.3, o limite de Vary(X;) é igual a
1—
] +g quando t — 00, 0 que nos permite utilizar a desigualdade de Paley-Zygmund em

Auxiliar 2, temos

: - [Eo(X)PP L [Eo(Z))
Hm Po(X, > 0) > lim " "y = i 7y

Assim,
lim []Eo(ZHl)P — lim [(1+ 5)“‘1 — 1]2
500 E0<ZE+1) {00 5(1 _ (1 + 5)2t+2> ) (1 +6)2t—(1+6)t (1 + 5)215 —1
e +(36+6)[ 5 +1—(1+ﬁ)2]
logo,
i Eo(Z0P (14 8) 1P
t—o00 EO(ZtQ) t—o00 —5(1 + 5)215 ) (1 +5)2t (1 +ﬁ)2t
— (120 +(38+8 )l 5 + 1—(1+6)21
B (1+8)°
B(1+B) NE 1
g TOOT ﬂ+62+26]
_ (1+p8)°
B(L+B)? o [ BA+5)
prrag T _ﬁ(ﬁ2+2ﬁ)]
_ (1+BAB+28)
B(L+8)*+ 35+ 5%)(1+P)
(14878 +28)
(1+B)[B(1+8)+ 38+ 52

_ (88 +28) _ (1+8)(8>+25)
S SrE+a . apiog 0 Vel
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Z,
O Lema 2.4.5 apresenta um comportamento para X; = W com ¢ € (0,1),
em que, para cada valor natural n, X; assume um valor maior que n com probabilidade

positiva a partir de um indice t,.

Lema 2.4.5. Seja c € (0,1). Para cada n € N, existe tg € N tal que para todo t > t

temos Py(Xy > mn) >0

L —ec€ (0,1), entdo

4
(1+5)

Prova: Observe que se X; =

1

o l1—c)t
Ba(X) = (14 90 = L

logo, como consequéncias, seguem
(1) tlggloEo(Xt) = 0%,
(IT) Dados t1,ty € Ry, se t; < tg, entao Eo(Xy,) < Eo(Xy,).
Utilizando (I), (II) e Auxiliar 3, nés provaremos nosso resultado.
Por (I), dado n € N ha ty tal que Eq(X;) > n+ 1.

Pelo Auxiliar 3,

n+1<Y Po(X; > k). (2.21)
k=0

Como Py(Xy, > 0) = 1 e para cada k, Po(X; > k) € [0,1], segue que a menor
quantidade de parcelas nao nulas para (2.21) é quando

Po(th 2 k) = ... = ]P)()(th Z k?) = ]_

De (II), para t > ty, temos que n + 1 < Eg(X;).

Logo, para a desigualdade

n+1<Eo(Xy) <> Po(X: > k)
k=0

ser satisfeita, é necessario que Po(X; > n) > 0.
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A prova do Lema 2.4.6 utiliza a teoria de martingales. Um breve resumo pode ser

visto no Apéndice ?7. Uma apresentagao mais diddtica pode ser vista em [22, 28].

Lema 2.4.6. A sequéncia (Xi)iez,, com

Ly

¢ um submartingale.

Prova: Seja F;, = 0(Zy, Z1,...,7Z;), entdo Z; é F-mensuravel, logo Z; € F;.

Para mostrar que a sequéncia (X;);ez, ¢ um submartingale, precisamos verificar
que E(X; 11| F) > X

Pela clara relagdo entre X; e Z;, é suficiente analisarmos E(Z;,|F;). Temos que
Zy € F;. Seja I(+) a fungdo indicadora. Segue pela linearidade da esperanca condicional e

o teorema da convergéncia monétona, itens (a) e (¢) de Auxiliar 9 respectivamente,

7)

=E <A}1§1 Z ZtJrl]I{Zt =k}

E(Zt+1|‘Ft) =E <Z Zt+1]I{Zt:k}
k=0

]—“) (2.22)

Note que para fixado t, Z;,1 é uma variavel aleatéria nao negativa com esperanca
N

finita. Além disso, se chamarmos Sy = Z(Ztﬂ]l{zt:k}) com N € Z,, temos que S; < 5,

k=0
Vi < j. Por outro lado, Sy converge em distribuicao para Z;,; quando N — oco. Logo,

vale o teorema da convergéncia monétona. Dai,

E( lim Sy|F,) = lim E(Sy|F)

= lim ZE(ZH-l]I{Zt k}|]:t)

N—o0

= Z E (Zt+1H{Zt=k}|ft> ; (2.23)
k=0

onde a penultima igualdade é obtida usando a linearidade da esperanca condicional.
Zi+1 k+1

Usando Zy11 = Z; + Z §(l), em {Z, =k}, Zyy1 =k + Z 5,5([). Assim,

=1
k41
E (Zt+1]I{Zt:k}|‘7:t) = [(k + Z §t ) Lz,—ry ]
S
= iz, E l(kf +> 13 )> ‘ ft]
=1




onde a ultima igualdade é obtida usando o Auxiliar 8.

Usando a linearidade da esperanga condicional, ver Auxiliar 9 no item (a),

k+1
E (ZeoiTnes) |72) = Lizosy [Ewm £ EE|F)

=1

40

Como Z; € F;, segue pelo Auxiliar 7 que E(Z;|F;) = Z;. Sendo f,fl) independente

de F;, temos pelo Auxiliar 7 que ]E(ﬁt(l)]}"t) = E(é’fl)). Logo,

E (Zuiliz—|F) =Lizimsy [k + (k + DEED)]

=Lz, [(1 + B)k + B].

Por (2.22), (2.23) e (2.24)

E(Zia|F) = Lizei (L + Bk + B).
k=0

Observe que

Z,
E<Xt+1|-7:t) =K ((1—;5&1 -7:15)
1
= WE(Zt+1|E)'
Substituindo (2.25) em (2.26) temos
s

E(Xi|F) =X + W > X;.

Zy

Lema 2.4.7. Dado Zy =0, a variavel aleatoria X; =

(1+p)

Prova: Pelo Lema 2.4.6, temos que X; é um submantingale. Sabemos que

Z )_ (1+p8) -1
(1+5) (L4 p8)

para todo t € Z,. Logo, supEq(X;) < 0o

Eo(X;) = Eo (

Seja

X, se Xy >0
X,F=

0, caso contrario.

(2.24)

(2.25)

(2.26)

converge em distribuicdo.
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Como X; assume valores em R, temos Py(X; = X;") = 1, logo supEq(X;") < oo, ver
Lema 2.4.3. Segue do teorema da convergéncia de martingale, ver Auxiliar 10 no Apéndice

7?7, que X, converge quase certamente, para uma variavel aleatéria X com Eq(|X|) < oo.

Figura 5 — Distribuicao empirica da varidvel aleatéria X3y para duas amos-
tras de tamanho 1000, onde Xy =0. Em (a) consideramos ( = 0.01
e em (b) consideramos [ = 0.05.

0.7
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0.5
0.5

0.4

0.225 0.243

Distribui¢&o de frequéncia relativa
Distribuicdo de frequéncia relativa

0.2
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0.1
0.1
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0.034
0.01 0002 0.002 0.001

[ T T T 1 [ T T T T T 1
0 2 4 6 8 0 1 2 3 4 5 6

0.0
0.0

X300 Xa00

(a) B =0.01 (b) B =0.05

Fonte: Autoria Proépria.

Na Figura 5, ilustramos a distribuicao empirica da varidvel aleatéria X,;. Para
isto, realizamos uma simulacao computacional que imita o processo X, considerando
f € {0.01,0.05}, iniciando em X, = 0 e finalizando no passo de tempo t = 300, isto é,
em X3g9. Escolhemos valores pequenos de (3, porque o processo Z cresce muito rapido,
com velocidade (1 + 3)*, a qual é obtida com base na convergéncia quase certa da varidvel
aleatoria X;, que foi mostrada no Lema 2.4.7, implicando que (2.6) é satisfeita. Tal
fato dificulta uma andlise numérica para maiores valores do parametro 5. De maneira
semelhante, escolher um valor ¢ grande pode dificultar a analise numérica do processo Z.
Como nossa intencao com esta simulacao é apenas ilustrativa, escolher ¢ = 300 é suficiente.
Em seguida, realizamos 1000 réplicas do experimento que imita o processo X, para cada
[ et considerados.

Para X, segue do Lema 2.4.3 que lim;_,,, Eo(X;) = 1. Logo, X; ndo pode convergir

para uma variavel aleatoria geométrica, pois esta seria uma variavel aleatéoria degene-
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rada concentrada em 1, o que nao é verdade, pois também do Lema 2.4.3 temos que

limy o Varg(X;) =

—_

1+

=

\%-

2.5 MONOTONICIDADE DE Ng

O conceito de monotonicidade é bastante util [11, 12]. Em particular, para provar
a ergodicidade em processos de particulas interagentes, como ocorre nos processos de
contato [1, 5] e Stavskaya [4, 11].

Ao menos pelo que sabemos, este conceito de monotonicidade nao foi estabelecido e
ou proposto para a nossa classe de operadores, a saber: sistemas de particulas interagentes
com comprimento variavel. Ainda nao sera. Nossa proposta é estabelecer tal conceito para
o operador Ng. Sendo assim, estamos dando um primeiro passo para uso do conceito de
monotonicidade nesta nova classe.

Sejam Wy = w;, wy, ... w;,,, Wo = wjwy, ... wj,, ... Wy = wy w,, ... w,,. Definimos
a concatenagao das palavras Wy, ..., Wy, e denotamos por concat(Wy, ..., Wy), a palavra

Wiy - . Wi, Wiy« v - Wy, e

n

Wy o Wy
Seja W = wyws ... wy. Para nosso estudo, daremos atencao apenas a palavras

aleatorias
Ay = {concat(Vy,...,Vy) : V; € {w;, w;B}, parai=1,...,N}.

Claro que fixados N e os w}s, Ay tem 2V elementos.
Agora, falaremos de ordenacao parcial em {©, ®}%. Adotaremos © < @. Sejam
w,v € {O,®}2, diremos que w precede v e denotamos w < v se w; < v; Vi € Z. Um

conjunto mensuravel Sup C {©, ®}% ¢ dito superior se
(w € Sup,w < v) = v € Sup.

Sejam p, v € M. Dizemos que u precede v e escrevemos i < v, se pu(Sup) < v(Sup)
para qualquer conjunto superior Sup. Assim, introduzimos uma ordem parcial em M.

Diremos que o operador Ng é mondtono se 1 < v implica uNg < vNg.

Lema 2.5.1. Se w < v, entdo d,, < 0,.
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Prova: Para qualquer J-medida concentrada em w e conjunto superior Sup,

1, sewv € Sup,
0y(Sup) =
0, caso contrario.

Pela definigao de Sup, se d,,(Sup) = 1, entdo ,(Sup) = 1. Logo,

O =< Oy

Lema 2.5.2. Se w < v, entdo 6,Ng < 6,Ng.

Prova: Dados N € N e ¢ € Z, tomamos as palavras W; = wg_jn41 ... winy em w e
‘/z' = V(i—1)N+1 - - - UiN em v.
Note que w = lim concat(W_pz, ..., Wy)ev = lim concat(V_ps, ..., Vy). Além
M—o0 M—o0 _
disso, como w < v, entao W; < V; para cada valor inteiro i. Denotamos W;Ng(respectivamente
ViN 3) a agao de N 5 em W;(respectivamente em V;). Informalmente falando, o operador Ng
é o perador de nascimento que atua no processo VS, enquanto o operador Néo analogo

do operador nascimento que atua em palavras aleatorias. A palavra aleatéria WiN 3, toma

valores em

AW{N,; = {concat(Uy,...,Un) : U; € {wi—1)n4j, Wi—1)n+;B}, para j=1,... N}

Logo, para j =1,...,N
N N k N—k
P(W;Ng = concat(Uy,...,Uy)) = pE(1—p)" 7,
k

onde k indica a quantidade de U; = wi—1)n+;®. Ou seja, P(U; = wi—1yn+;®) = B e
P(Uj = wii-1yn+j) = (1 = B).
Considere o seguinte acoplamento entre entre W;N4 e V;Ng,
(concat(Uy, ..., Un) : U; € {wi—1)N+j, Wi—1)N+; D}, para j=1,..., N),
(concat(Ql, R 7QN> : Qj S {U(i—l)N+j7 U(i—l)N+j@}7 para ] = 1, R N)7

onde para cada posicao j teremos associada uma variavel aleatoria com distribuicao

Bernoulli com parametro 8 de sucesso, independente uma das outras. Se ela for igual a
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0, entao U; = wi—1)n+j € @5 = vi—1)n+;j- No outro caso, se a variavel aleatoria assumir

valor 1, entao U; = w(i—1)n4;P € Qi = vi—1)n+;P. Logo,
P(W;Ng < ViNg) = 1.
Sendo isto verdade para todo ¢ € Z, temos
P (concat(W_MNB, e WMN5) < concat(V_MN/g, e VMN5)) =1, (2.27)
para cada valor natural M.

Como lim concat(W,MN[g, o WMNB) e A}im concat(V,Mﬂlg, . VMN5) tem dis-
— 00

M—o0

tribuigao d,Ng e d,Ng respectivamente, segue de (2.27) que
5wNB < (SUN@.
[ |

Dado n € N, sejam f € N™ o conjunto das distribui¢oes em {®,S}" e p € M.

Dizemos que f é uma restrigio de p as componentes s;,, ..., s; , onde {iy,...,i,} CZ se
flag, ... a;,) = p(sy, = aiy,...,8, =a;,), V(ay,...,a;,) € {D,0}". (2.28)
Denotamos a f que satisfaz (2.28) por

restrict(p|s;,, -, Si,)-

Agora, definiremos uma ordenagao parcial para palavras aleatérias. Seja {®,S}".
Tomamos W,V € {®, ©}". Dizemos que W precede V se w; < v;, para todoi =1,... n.
Seja Sup C {@®, ©}", ele é dito superior em {@®, S} se

(W € Sup, W precede V) = V € Sup.

Sejam f, g € N™. Dizemos que f precede g, e escrevemos f < g, se f(Sup) < g(Sup)

para qualquer conjunto superior §11vf>
Lema 2.5.3. Se pu < v, entdo restrict(p|s;,, ..., S, ) < restrict(v|s;,, ..., s, ).

Prova: Considere Sup em {&,6}”, ver se¢do 2.5. Para w € Q, sejam Proj;, ; :Q —

{@, e}, onde Proj;, ,; (w) = wy, ... w;,. Definimos

Proj,,, ., (Sup) = |J {Proj, _, (w)}.

weESup
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Note que, por construcio, Proj,, ., (Sup) é um conjunto superior em {®, S}".

in

Para cada v € Sup, temos Proj;, ; (v) = v; ...v;,. Sejam f,g € N™ tais que

flag,...,a;,) =plv €Sup:v;, =a;,...,v, =a;) e gay,...,a;,)=rv(veESup: v, =
iys - -5 Vi, = G4,), onde a; € {®,0}, com j =1,...,n. Como isto é valido para cada

(8415 ,54,) € Proj;, ; (Sup) e pu(Sup) < v(Sup), segue de (2.28)

restrict(u|Sup) = > restrict(pa|ss,, - - ., Si, )

(ail"“’ain)eprojil ,,,,, in (Sup)

= Z f(ail,...,ain)
(a’i17"'7ain)epr°jil ,,,,, in (Sup)

= > (v € Sup : vy, = gy, ..., 0, = a;,)
(ail,...,ain)EProjil """ in, (SUP)

< > v(v € Sup: vy = aiy,...,0;, =aj,)
(ailv'”va’in)eprojil ..... in (Sup)

- Z g<ai17”'7ain)
(aip'“?ain)eprojil ..... in (Sup)

= > restrict(vs;,, ..., Si, )
(aip"'vain)eprojil ..... in (Sup)

= restrict(u|Sup).

|
Lema 2.5.4. Se i < v, entao uNg < vNg.
Prova: Como p < v, pelo Lema 2.5.3, podemos tomar duas palavras aleatérias X; =
Ty .. x;, € Y, =y, ...y, com distibuigao restrict(pls;,, ..., s;, ) < restrict(v|s;,, ..., si,),

respectivamente. Logo, P(X; <Y;) = 1.

Neste caso, usando as ideias apresentadas na prova do Lema 2.5.2, podemos concluir
P(X;Ng < Y;Ng) = 1. (2.29)
Como isto vale para cada i € Z, temos

P (concat(X_MNB, .., XuNg) < concat(Y_pNg, . .. ,YMN3)> =1, (2.30)

para cada valor natural M.



Como ]\}gnoo concat(X_pNg, ..., XyNg) e A}linoo concat(Y_pNg,

tribuicao 1Ng e ¥Ng respectivamente, concluimos que

,U,NB =< VNg.

2.6 PROVA DO TEOREMA 2.2.1
Proposicao 2.6.1. Sejam p € My e py = pNj. Logo,
tlg& He = g
Prova: A prova serd feita por inducao em ¢. Provaremos que

W(@) + A3 (14 B
k=0
i+ 9y

(D) =

Base de indugdo: Parat =1, pu(®) = M

1+
Passo de indugao: Parat=n —1,

W@+ B3 (1+ )
k=0
(1t p) T

fn-1(D) =

Hipd6tese de indugao: Seja t = n, entao

(@) + 531+ B

46

..., YuNp) tem dis-

n—1
k=0 3 @) +B8>(1+p)"
o k=0

ST S ()

Logo, lim pe(d) = 1.

Proposicao 2.6.2. Seja p € M, entao para f > 0

lim pNg = dgz.

t—o00

1+ 4 1+ 3 1+3)"
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Prova: Pela proposicao 2.6.1, se u € My,
tlgglo pNg = dgz.

Em particular, oz € My. Pelo Lema 2.5.4, Ng é mondtono. Logo, como d5z < p,

Vi € M, segue que dozNg < Ng. Assim,
Mas pela proposicao 2.6.1,
tli)r{.lo 6@ZNB = 5@27
implicando que dgz < tlim uNtB. Logo,

lim pNj = g

t—o00

Prova do teorema 2.2.1: Seja 1 € M. No caso a = 0, entao apenas o operador Ng
atua sobre a medida p, isto ¢

VSt = uNtB.

Logo, a convergéncia do processo uVS' para duz com t — oo e a = 0 segue da
Proposicio 2.6.2. Em adicio, o Teorema 2.2.2 assegura a convergéncia de pVS"' para dgz
com ¢t — 00 nos casos em que « > 0.

Agora, para mostrar a velocidade de convergéncia do processo, note que, se a = 0,
entao a velocidade de convergéncia serd maior que o caso em que « > 0. Assim, basta
provarmos que a velocidade do processo com a = (0 é geométrica.

Para o = 0, mostraremos a velocidade de convergéncia do processo 65zVS'. Como
o operador Ng é mondétono, entao é suficiente mostrarmos a velocidade de convergéncia
quando i = dz. Neste caso, todo Z;"™ tem condicdo inicial Z{'! = 0. Assim, como para
cada i, Z""! evolui de forma independente, ¢ suficiente verificarmos a velocidade de ZP,
a qual denotamos simplesmente Z; com Zy, = 0.

Pelo Lema 2.4.7, X; converge quase certamente para uma variavel aleatéria X.

Também, X nao é negativa, logo, dado € > 0
tgrgoIP’(|Xt—X| >¢€) =0,

implicando que o processo VS com a = 0 cresce com velocidade geométrica.
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2.7 PROVA DO TEOREMA 2.2.2

Na secao 2.3, nds definimos o processo Z, o qual é usado para associar o seu estado
com o numero de componentes no estado mais entre duas componentes no estado menos no
processo VS. Agora, definiremos um outro processo auxiliar, L, o qual limita inferiormente
estocasticamente o processo Z. Desta forma, ao estudar condi¢oes para as quais o processo
L é transiente, também poderemos verificar se o processo Z também serd transiente. Tal
fato nos ajudara a provar a convergéncia do processo VS.

Definiremos um processo de nascimento e morte, (L;);>o com as seguintes probabi-

lidades de transicao

P(Ziy1 =112, =0), sem=1en=0,
P(Zi41 =02 = 0), sem=n =0,
P(Zi1 =n—1|Z, =n), sem=n—1en>0;
P(L%H =m|L; =n) = (2.31)
P(Zi41 = n|Z, =n), se m = n;
2n+1
> P(Ziy1=k|Z,=n), sem=n+1len>0;
k=n+1
0, 1n0s outros casos.

O processo L' tem seu diagrama de transicao, apresentado na Figura 6.

Figura 6 — Diagrama de transicdo do processo L'.

A AAA

Fonte: Autoria Prépria.

Usando as probabilidades do processo Z em (2.8), podemos descrever exatamente

as probabilidades do processo L' por
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B(1 — a), sem=1,n=0;
af+(1-7), sem=mn=0;
a(l —p)tt sem=n—1en>0;

P(LL,, = mILt = n) =
(n+1)B(1—=08)"a+(1-0)""1-a), sem=n>0;

1—(1-8)"(1=75)+ (n+1)ap], sem=n+1len>0;
0, nos outros casos.
(2.32)

onde P(Ly,, =n+1|L} =n)=1—-P(L},; =n|L; =n) —P(L;,, =n—1|L; =n).

Lema 2.7.1. Sejam 3 € (0,1] e a € (0,1). Entdo o processo L' é transiente.

Prova: Denotaremos as probabilidades de transi¢do de (L});cz da seguinte maneira
B(LL, = 0/} = 0) = 1—py B(LL, =n+1|L =n) = p,

]P)(L%—&—l = 1|L% =0)=po IP)(Ltlﬂ =n-— 1|L% =n)=qn

P(Liyy =n|Ly =n) =1-py — n

E suficiente mostrar que o processo (L; )iz, ¢ transiente. De acordo com o Auxiliar

o0
. ;. qr-.-4qk .
4, basta verificarmos quando a série E ———— ¢ convergente. Assim

=1 P1---DPk
Q- Gnit n(n +3)
. P1---Pn+1 . Qn+1 . an(l — 6) 2
lim |[=—2"—=| = lim = lim )

Pr..-Pn
Note que tlim a"(1—-p)=0¢e tlim 1-(1-=p5)"[(1-=p)+ (n+1)ap] =1, logo,

concluimos que o processo L! é transiente em Z, .

Dadas duas medidas de probabilidade, x e v, um acoplamento entre estas medidas
é um par de variaveis aleatérias (X,Y) definido em um espago de probabilidade, onde a
distribui¢do marginal de X é p e a distribuicdo marginal de Y é v, ver [29].

Se realizarmos um acoplamento entre os processos L' e Z iniciando em L§ = Zj,
entdo um dos casos ocorre na atualizacao do passo de tempo: (a) se o processo Z descresce

uma unidade, entdo o processo L' decresce uma unidade; (b) se o processo Z permanece
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no mesmo estado, entdao o processo L' permanece no mesmo estado; (c) se o processo L*
cresce uma unidade, entao o processo Z cresce pelo menos uma unidade. Logo, temos que
P(L} < Z;) = 1. A seguir, nés formalizamos o acoplamento entre os processo L' e Z.
Seja Uy, Us,, ... uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas onde U; tem distribui¢ao uniforme em [0, 1]. Sejam a,b € Z, nés definimos o

acoplamento para os processos (L})iez, € (Zt)iez,:

(L(l)’ ZO) = <m7 n)

(2.33)
(Ltla Zt) = (FL(L%—la Ut7 m)7 FZ(thla Uta n)) )
onde m e n pertencem a Z, e
m — 17 s€ Ut+1 S (07 pfnl,mflL
m, se U1 € panlm— ) pﬁzlm— +p£11m )
FH(LL, Uy, m) = 01 € (Phumse Phns Pl (2.34)

m+1, seUy € (pﬁj,m—l +p£117m> 1} ;

0, nos outros casos,

n, se Ut-‘rl € (pf,n—b pnm} )
n n+1
n + ]-7 s€ Ut-‘rl € ( Z pik’ Z pik] ;
k=n—1 k=n—1
-1 l
FZ(Z,Upr,n) = {1, se U1 € ( Yool Y pik]
k=n—1 k=b—1

para [ < 2n + 1,

2n
2n+1, seUgq € ( Z pf’k, 1] ,

k=n—1

0, nos outros casos,

onde pfj =P(Zi1 = jlZi = i)
A Figura 7 ilustra um acoplamento entre os processos L' e Z, com ambos os proces-

sos iniciando no estado 1, isto é, L} = Z, = 1. Na transicdo parat =1, U; € (plLO1 , png —I—plLll ]
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e Uy € (p%,pZ + p?], logo L} = Z; = 1. Na transigio para t = 2, U, € (plLol + pk, 1] e
Us € (0% + p?, + p%.1], logo LY = 2 e Z, = 3. Na transicio para t = 2, Us € (0,p4] e
Us € (0,p%)], logo LY =1e Z3 =2.

Figura 7 — Ilustracdo de uma possivel realizacao em um acoplamento entre
os processos L' e Z, considerando L} = Z, = 1.

1 1 1
pfo P1L0 +291L1
0] a a ‘ 11
f=1 u | Li=2=1
0 7 7 7 7 17 7 11
P1o Plo T P11 Pio + P11 T+ Pi2
1 1 1
Pfo p1Lo +p1L1
Ot a a ‘ 11
t=2 | | Uy Li=2eZy,=3
0 l l l 11
It pfy + 08 vh + 08 + vk,
1 1 1
p%l PQLl +p£2
Ot — = ! 11
t=3 Us | | | Li=1leZs=2
Ot l l l |
sz p322 +p3Z3 pfz—i—...—i—pf?

Fonte: Autoria Propria.

Lema 2.7.2. Seja Z o processo definido em (2.8). Segque que

tli)rgolP’Zo(Zt — o00) = 1.
Prova: Pelo Lema 2.7.1, temos que o processo L' é transiente. Como consequéncia, para.
qualquer condicao inicial i, temos

. . 1 _
tlirgloR(Lt — o00) = 1.
Segue do acoplamento entre os processos L' e Z que P(L} < Z;) = 1 para todo

t€Zy e L= Z. Logo,

tlggoPZO(Zt —00) = 1.
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2.7.1 Sobre Medidas Uniformes

Nesta subsegao, nos apresentaremos, na Proposicao 2.7.1, um resultado sobre a
convergéncia do processo ;VS' quando a medida inicial, ¢, é¢ uniforme. Neste caso, tomando
a<1,8>0epue My tal que u(E;;) > 0, entdo o processo uVS' sempre converge para a

medida dgz. Uma prova para qualquer p € M podera ser vista no final da subsecao 2.7.2

Lema 2.7.3. Seja p € My. Se u(®) >0 e uVS'Ng(9o) < _b entdo

a(l+8)’
pVSH(e) > pVvStt (o).

Prova: Vamos analisar a densidade de menos no tempo t + 1, isto é, ,uVStH(@). Para
esta densidade, temos

pVS () = uVS'(NsMa)(e).

Sob acao do operador Ng,

_ uVs'(e)

VSN ,
pVS'Ng(©) 155

onde (14 /) ¢ obtido do fato que, apds acao do operador N, uma fragdo 3 de componentes
no estado mais surge no sistema. Em seguida, apds a agao do operador M,,, uma proporgao
a das componentes no estado mais que sao vizinhas mais proximas a direita de componentes
no estado menos é diminuida no sistema. Dali,

uVs'(©)
(1+8)(1 — auVS'Ng(60))’

VST (E) = uVS' (NsM,) (©) =

Observe que

pVS'(©) =0
(14 8)(1 — apVS'Nsg(@e))
o IVSH(E)(8 = apVS'Ny(@6) — afuVS Ny ($6))
1+ 5)(1 — apVSN,(85)

pVS' (©) — uvS't(e) > 0 & uvs'(e) —

>0

(2.35)

Como o denominador em (2.35) é sempre positivo, analisemos seu numerador. Note

que,

B — apVS'Ng(®6) — aBuVS Ny (B6) > 0 & 8 — auVS'Ng(@0)(1 + ) > 0

B

& uVS'Ng(ee) < Y
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|
Proposigao 2.7.1. Sejama <1 e 3 >0 e pu € My. Entio
. t
tliglo puVS" = dg.
Prova: Seja € My com p(E;;) > 0. O Lema 2.7.2 mostra que
}HEOPZO(Zt — 00) = 1.
Dai, com probabilidade 1, existe Ty finito tal que para todo T" > T temos
T >Ty, = puVS'Ng(®0) < L
a(l+p)
Assim, pelo Lema 2.7.3
1y (©) > pry+1(9) > pry+2(9) > ... (2.36)

Iniciando da configuracao todos menos, a Figura 8 ilustra uma possivel realizacao,
com probabilidade positiva, da quantidade de mais entre duas componentes. Como
cada Z%*! ¢ transiente e independente um do outro, dado valor M, existe T, tal que
EO(Z%OH) > M e isto ocorre para toda posicio i. Portanto, se Z'™' = 0, a quantidade de
mais entre dois menos é sempre maior que M para algum 7Tj. Logo, a densidade de menos
em 05zVS™ serd menor que 1/M.

E bem conhecido do célculo que esta sequéncia monétona e limitada em (2.36) é
tal que

lim 4 (©) = 0.

t—o00

2.7.2 Alguns Resultados Limites para Palavras Aleatorias

Denotamos \73, o analogo do operador VS atuando em palavras. Definimos

VS =NgoM,,

onde a acao N 3 ja foi descrita na secao 2.5 e M, atua em palavras da mesma forma que

M,, foi descrito. Denotamos
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Figura 8 — Associacdo dos processos Z"+ em uwm fragmento da configuracdo
todas menos.

Zzliz ZZ3i4
1o
Siy Sig Sig Siy t
Fonte: Autoria Prépria.
—~ ¢
WVS =W, (2.37)

a t-ésima acao de VS em W.
Lema 2.7.4. Seja V = &. Para cada palavra W,

lim P(qu, (V) — o0) = 1.

t—o00

Prova: Dada palavra W, temos W = w; ... w,.

Seja N = sup{i < n:w; = ©}. Fazemos

l9 = 1nf{z >0 w; = @},

im = N.
Assim, no primeiro caso, N = n, decompomos W nas palavras

1
w =Wy ... W4

2
w = Wy - - - Wiy

m
W = Wi, - - Wy

m*
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No segundo caso, N < n, para decompormos W, além de W1, ... W™, necessitamos
m+1 __ . . _ _ _
da palavra W = Wi,y - Wy, onde w;, _, =...=w, = .

Seja j € {1,...,m}. Se Zy = qwi(®), entdo
Plaw,(®) = Z) = 1.

Logo, se estamos no primeiro caso, N = n,

aw, () =3 Z1, com Z§ = gy (®). (2.38)

j=1

Dai,

_ 1 J
Jlim Plqw,(®) = o0) = Lim Py zm (Z Zy — OO)

; J
> lim Py (2] — o0)

=1,

onde a ultima igualdade segue do Lema 2.7.2.

Se estamos no segundo caso, N < n, entao basta considerar

qw, (& Z Z + Cymet (®) com Zg = thj(@).
7j=1

lim P (Z + Qe (B) — oo) > lim P (thm-‘rl(@) — oo) =1.

Lema 2.7.5. Seja V = &. Para cada palavra W
Prova: Pela defini¢ao de VNS,

aw,(©) = aw(e),V t € Z,.



56

th(@) _ 1
Wil

S

(

( @ @Y )
_p ( aw, (®) + aw, (©) — aw,(©)

(

(

-1

)

th(@) + th<@>

th(@)
W (@) + awn(S) )

aw(©)
dw, (®) + aw(©) g E) . (2.39)

Pelo Lema 2.7.4, para € > 0
Jim Plaw, () + aw(0) > ) = 1.
Deste fato e de (2.39) temos para € positivo e arbitrario que

Jim P([dw, (@) — 1] > €) = 0.

|
Lema 2.7.6. Dada palavra W, a sequéncia de palavras aleatorias
W, VV\’/VS7 W\7v52, ... converge para Ogz.
Prova: Pelo Lema 2.7.5, dada palavra V tal que qy (@) < |V, logo
tlggo P(dw,(V) —0) =1
e caso qu (@) = |V entao
tlggoIP(th(V) —1)=1.
|

Proposicao 2.7.2. Sejam s € ) e d, sua respectiva medida concentrada. Seque que
lim §,VS' = gz
t—o0

Prova: Para qualquer cilindro C e s € Q, §,(C) € {0,1}. E suficiente considerarmos

cilindro C onde C' = {s € Q : s; = a;, Si41 = Qis1,- - - Sitn = Qitn}-
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Tomamos palavra aleatoria W = a;a;11 ... a;1,. Claro que W tem distribuicdo
restrict(ds|si, - - -, Sizn). Seja Wi, Wa, ... a sequéncia de palavras aleatdrias tais que W, =
W\Et. Pelo Lema 2.7.6, vimos que W\Et converge para dgz com ¢t — 0o. Esta convergéncia
é no sentido que, dada a frequéncia dy (@) definida em (2.1), entdo (2.2) ocorre. Mais,
isto ocorre para qualquer W € dic({®, ©}). Logo, isto ocorre para cada cilindro com
J5(C) = 1.

Dai, concluimos nossa proposicao.

Proposicao 2.7.3. Dada palavra aleatoria X, a sequéncia de palavras aleatorias
— 2
X, XVS, XVS | ... converge para dgz.

Prova: Evidentemente dic({®,©}) é contavel. Vimos no Lema 2.7.4, mais especificamente
em (2.38), que dada palavra W, qu,(®) é uma convolucao finita de cadeias de Markov
independentes umas das outras, cujo conjunto de estados é contavel. Logo, qw, (@) é uma
cadeia de Markov. Dai, para qualquer X, definindo X; = XVS', qx,(®) é uma cadeia de
Markov com distribuicao inicial em {quw (®) : W € Ax}. Ainda pelo Lema 2.7.4, vimos
que qw, (@) é transiente para cada W. Logo, qx,(®) também é transiente.
Dai,
tliglo P(qx, (&) — o) = 1. (2.40)

Observe que

P(ldx, (®) — 1| > €) = p(

:]p(

> 6)
o th(@) 6
_P<qxt<@>+qxt<e> - )

Usando que qx,(©) € {0,..., M}, isto ocorre por Ay ser finito, temos

th(@) M
v <qxt<@> Tan©) ) =F (qxx@) z )

Mas, por (2.40)

>

th(@) + qx, (@) - qxt(@)

w@) twe)

>e>%()comt—>oo.

v (q;\z[@)
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Logo,
Jim P(|dx,(®) — 1] > €) = 0. (2.41)

De (2.41) concluimos que

0, sequ(®) <|V]
lim P(|dy, (V) — 1 > ¢) = Ve

1, seqy(®)=IV].

Prova do teorema 2.2.2: Se p é uma Jd-medida, ja provamos na Proposi¢ao 2.7.2.
Consideraremos entao p diferente de d-medidas. Seja C' um cilindro da forma C' = {s € Q0 :
Si = j, Sit1 = Qjt1,---Sitn = Gi1n}- Este tipo de cilindro é o suficiente para analisarmos.
Seja uma palavra aleatéria X com distribuigao restrict(p|s;, Siz1, ..., Sitn). Vimos na
Proposicao 2.7.3 que X Vs’ converge para Og.

Isto ocorre para qualquer palavra aleatéria X fixado qualquer cilindro. Logo,
. t
tlg?o uVS" = daz.
|

Com devidos ajustes, esta prova poderia ter englogabo parte do Teorema 2.2.1.
Mas, preferimos nao fazer isto, uma vez que introduzimos o conceito de monotonicidade
para um dos nossos operadores, a saber: nascimento.

Considerando a configuracao todas menos, entao podemos associar a cada segmento
{41,441} um processo aleatério (me“)teN, com ZJ"™' = 0, para todo [ € Z. A Figura 8
ilustra a associagao entre a densidade de mais entre duas componentes s; = s;,,, = © € 0
processo Z%+1 . Satisfazendo as hipéteses do Lema 2.7.3 e pelo Teorema 2.2.2, existe Ty

tal que T' > Ty implica que a densidade de menos é tao pequena quanto desejarmos.

2.8 PROVA DO TEOREMA 2.2.3

Considerando o pardmetro « =1 e 5 € (0,1). O processo Z, Figura 9 , passa a ter

o estado zero como absorvente. Além disso, tem probabilidades de transicao dadas por:
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1, sei=k=0
i+ 1 |
P(Ziy1 =i+ k|Zy=1) = B —B)F sei>0eke{-1,...,i}
E+1
0, 1NOS OUtros casos.

(2.42)

Figura 9 — Diagrama de transicado do processo Z considerando o =1 e €

& @6/\@

Fonte: Autoria Proépria.

Lema 2.8.1. No processo Z com o« =1, 0 € um estado absorvente e i > 0 € transiente.

Eventualmente, {Z; — 0} ou {Z; — oo} quando t tende para infinito.

Prova: Para o processo Z, definimos o tempo de primeira passagem para o estado i como
a variavel aleatdria

T, = inf{t > 1: 7, =i}, (2.43)

onde o infimo do conjunto vazio ¢ infinito.
Denotamos Z; por 1. E evidente: se ip =0, entao P(Z; =0) =1, Vt € Z,.
Vejamos o caso em que iy > 0. Neste caso, mostraremos que a probabilidade de

que o processo nao retorne ao estado no qual ele iniciou ¢é positiva, isto é,
Note que

P, (T;, = 00) > P; (Z; = 0 para algum t € Z)
>Pi(Ziy =0,Zip1=1,Ziy 0 =2,..., 21 =ip — 1)

= Giyip—1---q1 > 0,
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onde ¢;, = P(Z141 = i9 — 1|Z; = ip). Assim, provamos (2.44).
Logo,
Pio(ﬂo < OO) =1 _]P)io(ﬂ = OO) < 1.

Usando o Auxiliar 13, concluimos que ig é um estado transiente.
|

Quando o =1e g € (0,1), verificamos pelo Lema 2.8.1 que se Zy =i > 0, entao
0 processo Z € absorvido com probabilidade positiva menor que um ou para cada valor
natural n, a probabilidade do evento {Z; < n} tende para zero quando t tende para infinito.
Logo, somos impossibilitados de estudar, como definimos, a velocidade de convergéncia do

processo VS neste caso.

2.8.1 O operador VS em algumas j-medidas

Lema 2.8.2. Seja 6, onde

@, seig <1< Jo;
6, caso contrdrio.

Logo, para o =1,

. t .
Jim IsVS" = Mgz + (1 — A p,

onde A € (0,1) e existe i,i+ 1,...,i+ N tal que p(s; = siv1 = ... = Siuny = B) > 0,
vV N € N.

Prova: Note que, o nimero de mais consecutivos em s em cada passo de tempo, é descrito
pelo processo Z com o =1 (ver (2.42)) e Zy = jo — io + 1.

Pelo Lema 2.8.1, existe constante positiva ¢?° € (0,1) tal que

P, (Z; ser absorvido) = ¢?° e Py, (Z; — oo com t — 00) = 1 — ¢,

Logo, c¢?° ¢ o escalar tal que tli)rn 6,VS' (todos menos) = %0 e 1—¢% 6o escalar tal
o0
que para cada posicao i e cada valor natural N, tlim SVS'(s; = 8ip1=... =8,y = D) =
— 00

1— %,
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Diremos que uma d-medida, ds, é prozima da medida 6.z se {i € Z : s; # ©} é
finito. O Lema 2.8.2 nos garante que mesmo iniciando o processo em uma distribuigao
proxima de oz, a qual é invariante para VS, ele ndo converge para esta medida invariante.

Logo 4z nao se comporta como atrator local.

Lema 2.8.3. Seja 65 uma medida concentrada em s onde {i € Z : s; # ©} € finito e

a = 1. Logo,

lim 6VS = Mgz + (1 — Ny,
onde A € (0,1) e existe i,i+ 1,...,i+ N tal que p(s; = siz1 = ... = sy = @) > 0,
vV N € N.

Prova: Sejam

iWw=inf{li€Z:s,.1=®es; =6}

igzinf{i>i1:3i,1=®esi=@}

lpt1 = lnf{l >ip S =@es; = @}

Para o valor n + 1 a partir do qual inf{i > i, : s,_1 = ® e s; = ©} é vazio, o qual
certamente havera dada a condig¢do sobre a configuracao.
Nés consideramos apenas a sequéncia i1, o, . . . , i, associada a esta configuracao.

Definimos

’iozinf{’iEZ3Si_1:@eSi:@}.

Dai, tomamos as palavras em s

W1 = Wip—1y - .-, Wy
W2 = Wig41y - - -y Wiy
Wn = Wip_141y .-, W4, (245)
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Se tomamos uma palavra aleatoria W onde todas as letras sao menos, entao é claro

que a palavra V obtida de W apds acao do nosso operador é tal que

P(W=V)=1.
Dada uma palavra W; = w;,_,41...w;, com j € {1,...,n}, podemos associa-la a
um cilindro fino C; = {s € Q: s, 41 = wi;_,41,...,8;; = w;; }. Dai, note que

S:{SlZS’Lo}m<ﬁCk>ﬂ{SlZZZn}

k=1

Tomamos uma palavra W; com j € {1,2,...,n}. Embora nao tenhamos definido
formalmente a acao do operador VS em palavras, acreditamos ser bastante intuitiva. Por
isso, decidimos nao fazé-la.

Quando

W; — V.,

‘/;-1 ¢ a nova palavra aleatéria obtida de W;. Assim, o niimero de componentes no estado
mais em V}l é dado por Z{ , com Zg dado por s,y e s;. Se iteramos a evolucao desta
palavra aleatéria, teremos a transigao do t-ésimo para o (¢ + 1)-ésimo passo de tempo
dado por

t t+1
Vi v

onde o nimero de mais em le“rl é dado por Z; (ver (2.42)), a qual denotamos por Z/ para
associar a evolugao da palavra W;.

Pelos lemas 2.8.1 e 2.8.2,
P(Z] ser absorvido) = %> 0e P(Z] — oo com t — 00) =1 — % > 0.

Dai,
P(3to < 00: V) = VIO Vit > ty) = . (2.46)

Por outro lado, para todo N € N,

P(3t) < oo :t >ty implica V= e"We)=1- = (2.47)
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Provamos que isto ocorre para cada W;. Logo, para que §,VS' — .z é necessdrio

que cada W; satisfaga (2.46), o que ocorre com probabilidade positiva dada por

7t 72 zN

E=c%c .. .c% >0.

Por outro lado, para que lim §,VS' = 11 é necessario que ao menos umas das W,
’ t
— 00

satisfaca (2.47), o que ocorre com probabilidade 1 — & > 0.
|

Neste ponto, faremos algumas ponderagoes em relagao aos lemas 2.8.2 e 2.8.3. A
medida g que é descrita nos respectivos enunciados deve ser uma combinacao convexa das
d-medidas dgz, 05 € d,, onde s = (8;)iez € v = (v;)iez s20 dadas por

O, se i < ig; P, se 1 < ip;
S; — e v, =

P, set > 1g. B, set > 1g.
Ao considerarmos um andalogo de nosso processo agindo em configuracoes finitas,
somos capazes de afirmar, para andlogos dos correspondentes lemas 2.8.2 e 2.8.3 iniciando
em delta medidas concentradas em palavras, que p é dqz.

Considere um processo de nascimento e morte, L?, onde

P(L}yy = 0|Lf = 0) = qo,

P(L{yy = 1|17 = 0) = po,

~

(
(
(LfJrl =n—1|L}=n)=P(Zi1=n—1|Z, =n) + P(Z,,1 = n|Z, =n) = q,, paran >0,
(

P(L;,=n+1|L; =n)=1-—g,,

com g = 1,pp=0eparai>0,¢=(1—-p0)""+((i+1)8(1-p) ep =1-gq.

Na cadeia de Markov, L?, o estado zero é absorvente. Denotamos por h;, a
probabilidade que o processo seja absorvido, isto é, alcance o estado zero, dado que o
processo iniciou no estado <.

E bem conhecido, e a prova pode ser vista em [30] na p. 17, que em um processo
de nascimento e morte com estas caracteristicas, zero sendo o tinico estado absorvente,

[e.e]
2% o

hi =2 com > 5 < oo, (2.48)

o)

> §=0
=0

i k
onde v =1, v; = H 9% Neste caso, h; < 1. Se lim Z% diverge, entao h; = 1.
k=1 Pk k=0 isp
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Lema 2.8.4. Seja L2 =1i. Sei >0, entdo em L* temos
(a) h; =1, parai=0;
(b) 0 < h; <1, para i > 0.

Prova: O item (a) é trivial. Agora, mostraremos (b). A desigualdade, h; > 0, é evidente,

uma vez que tendo-se iniciado no estado 7 a probabilidade de L? = i—1,L3 =i—2,...,L? =
o

0 é positiva. Falta verificarmos, h; < 1. Para isto, é suficiente verificarmos se Z v < 00.
k=0

Pelo teste da razao, verificaremos se «y; converge. Note que

Ykt _ o Gt _ o (L= B4 (1) - Y

lim . , - = ().
im0y gmeepip gmee L= (L= )+ (+1)(1 = B)
Logo, Z 7; é convergente e utilizando (2.48), concluimos que h; < 1.

=0

Proposicao 2.8.1. Seja d; uma medida concentrada em uma configuragcdo que possui
infinitas posicoes i; € N talque |i; — ijp1]| > 1, 05(E;,4,,) =1 e o = 1. Entao para cada

valor natural N existem posicoes i, + 1,1+ 2,...,2 + N tal que
1 t P — — . =
tlgcr)lo dsVS'(s; = ... = siyn = B) > 0,

e tlim 5,VS!(todos menos) = 0. Em particular, se {i;}ien € uma sequéncia bi-infinita, entdo

Jim §,VS" = 6.

Prova: Sabemos que d, é concentrada em uma configuracao com infinitas posigdes {i; }1en
com |i; — 4,41 > 1, talque p(F; =1 e para um dado cilindro fino, C, temos u(C) =0

ou u(C) = 1.

zil+1)

Podemos associar para estes segmentos {i;, ;1 } infinitos processos (Z,""™")sen com
Zy 't > 0, os quais evoluem de forma independente uns dos outros.
Observe que o processo L? limita inferiormente o processo Z%% com probabilidade
1. De fato, se considerarmos um acoplamento entre os processos L? e Z%% considerando
L3 = ZP", temos: (a) quando o processo Z©% decresce uma unidade ou permanece
no mesmo estado, entdo o processo L? decresce uma unidade; (b) quando o processo
L? cresce uma unidade, entdo o processo Z®% cresce pelo menos uma unidade. Logo,
2 loi1) __
P(L; < Zp) =1,
19t
ZOO 1

] . 1071 ,
Temos ainda que P i, (Z;°" — oocomt — oo0) = 1 — o, onde c é a
0

probabilidade de absor¢ao do processo Z®. Além disso, quanto maior |ig — 4|, menor a
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probabilidade de absorgao. Ou seja, P ioi; (Z;°"" — 00 com t — 00) cresce quando maior é
0

a distancia entre as posicoes iy e i;. Como o processo L? limita inferiormente o processo

Z"% com probabilidade 1 e para todo [, o processo Z%¥+! evolui sob a mesma lei, entao

para todo [ € N,
P iy (Zlfm+1 — 00 com t — 00) > ]P’l(ZZ”'l+l —oocomt—o0)>1—hy >0,
0

pelo Lema 2.8.4, onde h; é a probabilidade de absorcao do processo L2.

Logo, temos

n—oo

lim Y P s (£ — 00 com t — 00) = oo, (2.49)
1= °

Com uso do Lema de Borel-Cantelli, concluimos que ]P)Z(i)lil “ ({Z,fli“rl — 0o com t —
oo} infinitas vezes) = 1. Assim, para cada N hé posicdo i tal que para que §,VS' convirja
para d.z, quando ¢ tende para infinito, é necessdrio que todo processo Z4+1 seja absorvido.
Mas a probabilidade disto ocorrer é zero.

Se {i }ien forma uma sequéncia bi-infinita, entdo podemos aplicar (2.49) aos pares
negativos e pares positivos, {i;,7;41}. Em cada um desses casos, (2.49) é satisfeita. Logo,
como nosso sistema é em Z, este crescimento sera: para a direita, para a esquerda ou para
ambos os lados. Em qualquer combinagao destes nascimentos de mais, a densidade de

menos converge para zero.

[
2.8.2 O Operador VS em Medidas Uniformes
Seja 8 € (0,1). Se p € My, seguem:
uNs(8) = fgr@; e uM,(0) = 1_“}5(@6)9@). (2.50)

Lema 2.8.5. Sejam u € My ey, = uVS'.
() Se 125 < N5 (©2) < 3. ento ju(S) < pens (©);
(b) Se uNg(BO) < %, entao (1 (0) > 1(8);
(¢) Se uNg(®O) = 15, entdo 1,(S) = 1 11(S).
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Prova: Observe que

14(©)
11(0) = pe1(©) = pu(O) — 0501 — juN, ()

_ m(S)[1 = uNg(80) + 8 — BruNs(86)] — (o)

(14 8)(1 = uNg(®0))
_ 1(9)[8 — uNg(86) — BruNg(90)]
(1+8)(1 — mNsg(e))
_ Mt(@)[ﬁ - MtNB(@@)(l + 5)]
(1+8)(1 — wNg(®O))

O denominador de (2.51) é sempre positivo, analisemos seu numerador. Para provar

(2.51)

(a), note que para qualquer medida uniforme, p(96) < . Além disso

Hﬁﬁ < uNg(®0) & 8 — muNg(®)(1 + ) < 0.

Logo, 1:(0) < p+1(©). A prova dos itens (b) e (¢) seguem de maneira semelhante, basta

tomar

> uNg(®O) e = uNg(BO), respectivamente.

B
1+8 1+
Lema 2.8.6. Seja p € My.

(a) 1y = dgz se e $6 se 1 = dgz;

(b) it = 0oz S€ € SO Se fiy1 = Oz

Prova: Os itens (a) e (b) no sentido sd se sao triviais.

Vejamos (a) no sentido se. Observe que

e(©)
1+ B)(1 — uNs(®O))

pe1(0) = ( (2.52)

Seja p11(©) = 0. Logo, u(S) =0, o que ocorre se e 86 se fi = Ogyz.

Vejamos (b) no sentido do se.

piNg(©)
o) = e)=1.
Mt+1( ) 1_MtNB(@@)eMt+1( )
Dai,

iNs(8) = 1 = Ny (@)

= uNg(®) + 1uNz(8) — Ng(&e)
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Logo, temos que

,u,tNg(EB) - /LtNg(EB@) =0.

Se esta tltima igualdade ocorrer, implica-se que
wiNg(®) = uNg(®S) e wNg(®®) = 0.

Mas, sabemos que ;Ng(@®) = 0 implica p,(d®) = 0. Se u(®) > 0, entdo
Logo, a tnica possibilidade para que p:Ng(®®) =0 é 1 (®) = 0.

Lema 2.8.7. Seja € My. Se iuNg(0) # %, entao dgz € doz sao as unicas medidas

invariantes de VS.

Prova: Para que u seja uma medida invariante de VS, é necessario aue

p(e) = u(Vs)(e).

Mas, pelo Lema 2.8.5, isso s6 ocorre quando puNg(Ge) = 14—55
|

O Lema 2.8.7 e o Teorema 2.2.3 mostram que as unicas medidas invariantes de VS

SA0 gz € Oz

Prova do teorema 2.2.3: O resultado é imediato quando p = d4z. Logo, nao considera-
remos esta medida inicial.

O item (a) segue da proposicao 2.8.1.

Vejamos o item (b). Neste caso, ha posi¢oes i < j com j —i > 1, onde pu(E;;) > 0,

entdo, quase certamente, hd uma sequéncia bi-infinita de posigoes, {i;},;¢z tais que
(Eiiyy) >0
e assumem o mesmo valor para todo [ € Z. Ou seja,
o= W(Eiyiy) = MEi,) = (Eigiy) =

Associamos a quantidade de mais no segmento {4,441} ao processo (Z;""*')ez,

Qg .
onde Z, =id — 1+ L
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No processo VS, o que ocorre entre duas componentes, consecutivas no estado

menos, é independente do que ocorre nas outras posi¢oes. Assim, 0s processos
i_3i_o r7i_gi_1 r7i_vio rzioi
A 2 A 2

evoluem de forma independente uns dos outros.

Definimos o evento
Ay = {Z"*" — 00 com t — oo} (2.53)

Se realizarmos um acoplamento entre os processos L? e Z considerando L2 = Zj,
temos dois casos na atualizagdo dos processos em cada passo de tempo: (a) se o processo
Z descresce uma unidade ou permanece no mesmo estado, entdo o processo L? decresce
uma unidade; (b) se o processo L? cresce uma unidade, entdao o processo Z cresce pelo
menos uma unidade. Assim, teremos P(L? < Z;) = 1.

, . .~ e e . k) ~ . .
Além disso, como as condigoes iniciais para Z; ‘"' sdo iguais para todo [ e

=Py () = Pign (Ag) = Pyign (A1) = ...

igi
70"
Dai, com LO = Z(Z)O“

ZPZéOil (A) > ZP[%(L? — 00 com t — 00) = 00.
lez lez

Logo, pelo Lema de Borel-Cantelli, temos que
]P)Zéoil (A; infinitas vezes) = 1.

Ou seja, haverd, com probabilidade 1, bi-infinitos Z;"**" — oo com t — co.
Dai,
. t
tli)r?o puVS' = dgz.

O teorema 2.2.3 mostra que a medida Aoz + (1 — A)dgz, com A € (0,1) nédo é
invariante. Ou seja, VS nao é linear. Destacamos o seguinte fato: mesmo a cadeia de
Markov, Z, sendo absorvida com probabilidade positiva, ao atuarem conjuntamente, de

forma independente, o processo VS nao converge para d.z.



69

2.9 PROVA DO TEOREMA 2.2.4

Dado valor natural N, definiremos uma cadeia de Markov, com o conjunto de
estados {0,1,..., N} onde N é o unico estado absorvente e denotamos este processo por
ZN . Definir o processo desta maneira nos permitira definir convenientemente uma variavel
aleatéria, a qual nos permitira estudar o tempo em que o processo atinge o estado N pela
primeira vez. Além disso, dada qualquer distribuicao inicial, a probabilidade de absorcao
da cadeia de Markov é 1 quando o tempo tende a infinito.

O processo Z% pode ser visto como um truncamento do processo Z. Denotamos as
probabilidades de transi¢io do estado i para o estado j nos procesos Z e Z por p;; e pf}f
respectivamente.

As probabilidades de transicio do processo ZV sao dadas por

1, set1 =73 =N,
pij7 SGOSZ,]<N7
pZ]-}[: 2i+1 (2.54)

> pu, sej>iej=N;
1=

0, nos outros casos.

A seguir, exibimos os diagramas de transicio de Z% nos casos em que N € {1,2, 3,4}
e fazemos uma comparacao com o diagrama do processo Z. No processo Z, se no tempo t
tivermos Z; = N, entdo no tempo t + 1 poderemos ter Z;,1 € {N —1,...,2N + 1}. No
processo ZV, se no tempo t tivermos Z, = N, entdo no tempo t + 1 teremos Z;,; = N
com probabilidade 1, isto é, as probabilidades de transi¢cao que definimos no processo Z
para os estados {N — 1, N,...,2N + 1} sdo todas somadas a probabilidade de transigao
do estado N do processo ZV.
Seja
Ty = inf{t >0: 7, > N}. (2.55)

E facil ver que em ZV, o tempo médio de absorcio (alcancar o estado N) dado que
ZN =0, é de fato, Eq(T) no processo Z. Denotamos o tempo de absor¢ao do processo
ZN . dado que o processo iniciou em Z¥ = 0, por Hy. Se realizarmos um acoplamento

entre os processos ZV e Z, considerando ZV = Z = 0, entdo teremos, Py(Ty = Hy) = 1.
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Figura 10 — Diagramas de transicdo do processo Z" com N € {1,2,3,4}.

Bt
o ecs I
BB -

Fonte: Autoria Prépria.

Figura 11 — Diagrama de transi¢cdo do processo Z.

OS0SOaORORO

Fonte: Autoria Prépria.

Lema 2.9.1. Se 73" = ZV =0, com N > 1, entdo
Po(Hnv-1 < Hy) = 1.

Prova: Realizando um acoplamento entre os processos Z¥~! e ZV tomando Z}'™! =
ZN =0, temos: (a) quando o processo ZV decresce uma unidade ou permanece no mesmo
estado e ZV~! < N —1, entdo o mesmo ocorre com o processo Z~~1; (b) quando o processo
ZN=1 cresce para o estado j, com i < j < N — 1, entdo o processo Z¥ também cresce para
o estado j; (c) quando o processo ZV~! cresce para o estado N — 1, entdo ZV também

cresce para o estado N — 1 ou para o estado N. Dai, concluimos que Po(Hy_1 < Hy) = 1.
|

Lema 2.9.2. Sejam 1 <a<beR, ¢

Logo, A, C Ay.
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Prova: Por questao de conveniéncia, denotemos Eq(77) por E(a, 8). Se (a, B) € A,, entao

E(a, f) < a. Logo, E(a, 8) < b. Dai, (a, B) € Ap.
|

Como pode ser visto na Figura 10, a varidvel aleatéria T1[{Zy = 0} tem distribuicao

geométrica no conjunto {1,2,3,...} com pardmetro 5(1 — «). Logo,

1

Eo(T1) = Bl—a)

(2.56)

Proposigao 2.9.1. Sejam N € Z, e Z¥ =0. Se 3 < entdo o tempo médio

1
(1—a)NV
de abosorcao ocorre de forma ao menos superexponencial.

Prova: Tomemos N € Z, e M € R, tal que M > N!. Seja A, como definido no Lema

2.9.1. Logo, Anxy C Aps. Assim, existe conjunto Bjy, onde
AM:ANIUBM eANgﬂBM:(Z).
Logo, podemos escrever B, da forma

By = Ay — A

={(a, ) € (0,1)* : NI <Eo(T1) < M}.

Dai, segue que

U By ={(a,8) €(0,1)*: Nl <Eo(T1)}

MER,:M>N!

:{(a,6)6(071)255<(1—1a)1v!}'

Assim, usando as identidades Ey(77) = Eo(H1) e (2.56) na desigualdade provada

1
no Lema 2.9.1, Ey(H,) < Eo(Hy) para n € Z,, obtemos que se § < m, entao
— a)N!
N! < Eo(T1> LOgO, N! < ]EO(HN>



72
2.9.1 O Processo L3

Definimos uma cadeia de nascimento e morte (L?);cz, com espago de estados Z; e

as seguintes probabilidades de transicao:

P(Ziy1 =0|Z; =0), sem=mn=0,
P(Ziy1 =17, =0), sem=1en=0,
P(Zyyy=n—1Z;=n)+P(Zs1 =n|Z;=n), sem=n—1en>0, (2.57)
2n+1

> P(Zya =1Zy =), sem=n+1len>0,
l=n+1

0, sem=mnen>0.

Usando (2.8), podemos reescrever (2.57) da seguinte forma

P(L?-s-l = m‘Lg =n)=

Bl — a), sem=1en=0,
1—p6(1-a), sem=n=0,
(1=p8)"(1—-5)+ (n+1)ap], sem=n—1en>0, (2.58)

1-(1-=-/"1=8)+(n+1)ap], sem=n+1len>0,

0, nos outros casos.

Na Figura 12, ¢ ilustrado o diagrama de transicao do processo L3.

Figura 12 — Diagrama de transicdo do processo L3.

Fonte: Autoria Prépria.

Lema 2.9.3. Para m,n € Z,, denotamos P(L} ; = m|L} = n) = gum.
(a) A sequéncia (qnni1)nez, € crescente.

(b) A sequéncia (Gun—1)nez, € decrescente.
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Prova: Mostraremos o item (a). Para t = 0, temos

qor =1—(1—=B)[(1 =) + 2ap]
=1-(1-5)"—2ap(1 - B)
=1-1+28~- 3 —2aB+2a5?
=6 —aB+[8—af+ B+ 205

> 6(1 - Oé) = {oo-

Agora, para n > 0

Qi1 = 1= (1= B)"[(1 = B) + (n + 2)af]
=1-(1=9)""(1=8)— (n+1aB(l—p)"(1-5)—(1-8)""ap
=1-(1=p)""+ 801 = B)"" = (n+ DaB(l = B)" + (n + ap*(1 - )"
—(1-8)"ap
=1-(1=8)"[(1=5) + (n+ Dap]+B(1 = )" = (1= B)"af + (1 - B)"(n+ 1)ap’
= Qu-1n + B(1 = B)" = (1= B)"af + (1= B)"(n + 1)af”.

Usando que 8(1 — 8)"" —ap(1 —B)"" > 0e (n+1)af?(1 — )" > 0, temos
Qnn+1 > qn—1n-
Para provar do item (b), basta usar o fato que ¢n,—1 = 1 — ¢un11, para todo n € Z,.

Tomemos outra cadeia de nascimento e morte, (L{”"");cz, , no mesmo espago de
estados do processo L3 e para cada estado 7, suas probabilidades de transiciao sdo constantes

1
e iguals a 5 no espaco e tempo, isto é,

Lconst Lconst

1
Gins1 = Q-1 = 5 Vn € Zy. (2.59)

Lema 2.9.4. Dado que L§™" = 0, entdo, o tempo médio até o processo atingir um estado

J maior ou igual a N, ki, é polinomial de grau dois.
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Prova: Pelo Auxiliar 12, k¥ ¢ obtido como a solugdo minimal nio negativa do sistema

de equacgoes lineares

1 1
ko =1+ ko' + ok

Observe que

1 1
kéV:1+§kéV+§k{V<:>kéV=2+k{V.

Usando essa igualdade na segunda equacdo de (2.60), obtemos kY = 4+ kL. Usando
essa igualdade na terceira equagao de (2.60), obtemos kY = 6 + k2. Seguindo com essa
argumentagao, concluimos que k¥ = 2(i + 1) + k7Y, parai € {0,1,...,N — 1}.

Usando estas identidades e o fato que kN = kN, = kN o = ... = 0, obtemos

K =2+k =2+44+k) =2+4+6+...+2N +ky = N>+ N.
|

Proposicao 2.9.2. Sejam Zy=0 ¢ > . Entao Eo(Ty), para Ty definido em

2(1-a)
(2.55), € no mdzimo polinomial de grau dois.

Prova: Consideramos o seguinte acoplamento entre os processos L3 e Z, com L3 = Zy = 0
temos: (a) se Z descresce uma unidade ou permanece no mesmo estado, pela definigdo
das probabilidades de transicao de L3, teremos que L? decresce uma unidade; (b) se L?
cresce uma unidade, pela definicao das probabilidades de transicdo de L2, teremos que Z

cresce a0 menos uma unidade. Assim, concluimos que
Po(L} < Z,) =1,Vt € Z,. (2.61)

Seja g, a probabilidade de transicao do estado n para o estado m do processo

L?. Tomando 3 > e o Lema 2.9.3, em que a sequéncia (¢un+1)nez, € crescente,

2(1 —a)
concluimos que ¢uni1 > qo1 = i,Vn € Z,. Assim, considerando um acoplamento entre

[ const o L3’ com Lgonst = Lg = O, concluimos que
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P(Le™t < L3) =1, Vt € Z,. (2.62)

De (2.61) e (2.62), temos que se 5 > , entao

1
2(1 — «)

PO(LgonSt S Zt) - 1,\V/t c Z+.

Dai, para kj’ definido no Lema 2.9.4, temos
Eo(Tw) < k¥ = N* 4+ N.
]

Prova do Teorema 2.2.4: Seja s a configuracao todas menos. Entre cada segmento
{si, 841}, associamos o processo (Z;' ™ )iez, com Zy = 0 (ver se¢do 2.4). Para cada posicio
i € Z, é evidente que o processo Z"*1 ocorre de forma independente ao que acontece nas

outras posi¢oes. Logo, (Th)iez, onde
Ty = inf{t >0: Z'""' > N}

é uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas. Devido
ao exposto, denotaremos Z**! e T% por Z e Ty respectivamente.

Observando a evolucao da palavra W = & sob acao do operador \73, Wy, temos

th(@) Zt
d = = .

Logo,

' N
Ty = mf{tz():dwt(@)z N+1}’

implicando que Eo(Ty) = 7n.

Usando as proposicoes 2.9.1 e 2.9.2; provamos os itens (b) e (a) respectivamente.
|

Sendo 7y o tempo para que a densidade de mais no processo VS seja maior ou igual

N
a quantidade Nil entdo o item (a) do teorema 2.2.4 nos d4 um limitante superior para

este tempo médio quando 3 > . Por outro lado, o item (b) do teorema 2.2.4 nos

1
(1—a)N!

2(1 — )

dd um limitante inferior para este tempo quando § <



76

Dado o par (a,3) € (0,1)?, o Teorema 2.2.4 mostra a existéncia de duas regices

de (0, 1)% onde o tempo médio que o processo VS alcanca pela primeira vez densidade de

mais maior ou igual a . A Figura 13 ilustra essas regides. Em azul, temos os pares

N+1
(a, B) € (0,1)% tais que 7y é no maximo de ordem polinomial de grau dois; em verde,
temos os pares (a, 3) € (0,1)? tais que 7y é no minimo de ordem superexponencial. A
regiao polinomial (azul) independe de N, mas a regiao superexponencial depende. Por

isso, com o intuito de oferecer uma visualizagao fizemos a ilustracao dessa regiao para um

dado N.

Figura 13 — Regides formadas pelos pares (a,3) € (0,1)? para as quais Eq(7y)
apresenta transicdio de fase.

Fonte: Autoria Prépria.

2.10 ESTUDO NUMERICO

Estudos numeéricos sdo de amplo uso. Eles nos ddo uma boa dire¢ao para seguirmos
em nossas pesquisas. Faremos um estudo numérico do nosso processo VS. Optamos por
simular o processo Z (ver segao 2.3).

Sejam T, TZ, ..., TN variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
com distribuicao T;. Definimos 7% = max{T}, T?,..., TN} A distribuigao de T7"®
pode ser encontrada fazendo

N
)

Po(T7"* < ) = fV[ Po(TF < ulZy = 0) = [1— (1= B(1 - a))l*]
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onde |u] é o maior valor inteiro que é menor que u, com u € R. Dal,

Eo(T7"") = D Po(T7"*" > j)

=

=Y [1 = Po(T7"* < j)]
i=0

=Y [1-(1-0-pa-ap)"]
i=0

=1+ [1 - (1--pa-a)y) ] (2.63)

=
De maneira semelhante, dado T/ = min{T},T?,..., TN}, podemos obter a

distribuicao de T fazendo

Po(T7""™ < u) = 1 — Po(T]"™ > u)
=1 [Bo(Ty™ > )]
=1-[(1-B8(1—a)]

N

E podemos calcular Eo(T™"") fazendo

Po (17" > j)

)

Eo(T7"™)

<.
Il
-

Po (17" > j)

|
'P|18

<
I
o

[1—Po (77" < j)]

)

<
Il
=)

(151 -apt]"

)

[
Il
o

(1501 —a))™]’

B 1
C1-(1-B1—a)V

As expressoes (2.56), (2.63) e (2.64) nos dao os tempos esperados das variaveis

|
M

<.
Il
o

(2.64)

aleatorias Ty, T"*® e Ti™"  respectivamente, os quais serdo tteis para analisarmos os tempos
de alcance, servindo para "calibrar'e ou observar quao boas estao nossas simulacoes.

Na simulagao de monte Carlo do processo Z, consideramos Z; = 0, e para cada
par (a, 8), com a, € {0.01,0.02,...,0.99}, simulamos o processo Z até que Z; = i pela

primeira vez.
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Nés vamos descrever um procedimento que imita o processo Z. Este procedimento
gera uma sequéncia de variaveis aleatorias da seguinte maneira.

Replicamos por 10 vezes o procedimento que imita o processo Z, Algoritmo
27. Em cada réplica, iniciamos o processo Z considerando Z; = 0. Tomamos «, €
{0.01,0.02,...0.99} e para cada par («, ), observamos as estimativas do tempo minimo,
do tempo médio e do tempo maximo de alcance ao estado 1, os quais denotaremos por

", ty e 1'%, respectivamente.
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Algoritmo 1: PROCEDIMENTO QUE IMITA O PROCESSO Z

Entrada: 7, =0,t =0,

Saida: Tempo ¢, em que o processo Z antinge o estado ¢ pela primeira vez, com

1€ Ly
1 inicio
2 Fixe a e [ no intervalo [0, 1]
3 para Z;., faga
4 para varidvel aleatdria B com distribuicao binomial, bin(Z; + 1, 3) faga
5 ‘ Y=7,+B
6 fim
7 para varidvel aleadoria U com distribuicao uniforme, U € [0, 1] faga
8 se Y =0 entao
9 i
10 fim
11 seY >0 eU < a entao
12 ‘ Ziyr=Y —1
13 fim
14 seY >0 eU > a entao
15 ‘ Ziy1 =Y
16 fim
17 fim
18 se Zy11 < 1 entao
19 ‘ t=1t+1
20 fim
21 se Zy11 > ¢ entao
22 ‘ t=1
23 fim
24 repita o passo 3 até Z; .1 >
25 fim
26 fim

27 retorna ¢
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2.10.1 Verificando a Implementacao

Em (2.56), (2.63) e (2.64), nés obtivemos o valor esperado para 17" Ty e T,
respectivamente. Destes resultados, podemos verificar o quao préximas as nossas estimati-
vas estao dos seus respectivos valores esperados. Fixando 5 = 0.05, o grafico da Figura
14 mostra, em vermelho, as estimativas de t7" t, e 7% respectivamente e, em azul, os
valores esperados reais 77" Ty e T,

Qualitativamente, a trajetéria das estimativas t7"", ¢, e t7'* seguiram a trajetéria
dos valores esperados reais 77", T e T apresentando certa flutuagao. Tais flutuagdes
sao aceitaveis, uma vez que os resultados da simulagao sao pseudo aleatérios, enquanto os

valores esperados reais nos dao uma tendéncia de como o processo se comporta.
2.10.2 Analise do Processo Z

No Teorema 2.2.4, mostramos que o tempo médio da densidade de uns no processo
VS ser maior ou igual a uma constante apresenta transicao de fase. Em (2.56), vimos que o
tempo que o processo Z atinge o estado 1 pela primeira vez, dado que o processo iniciou no
estado 0, é descrito por uma variavel aleatéria geométrica de pardmetro 5(1 — «). Assim,
vimos que Ey(71) = 1/5(1 —«). Fixando 3, temos que Ey(77) cresce & medida que « cresce
para 1. Em adicao, como Eq(T}) > E¢(T), consequentemente Eq(7Ty) aumenta a medida
que « cresce para 1. Fixando g = 0.05 e Zy = 0, realizamos 10 repeti¢oes independentes
do processo que imita o processo Z e estimamos o tempo médio que o processo atinge ou
ultrapassa o estado N pela primeira vez, {y, considerando N € {2,3,4}. Na Figura 15,
noés apresentamos as estimativas de ¢y. Como no caso em que N = 1, as estimativas para
o tempo médio que o processo Z atinge ou supera o estado N pela primeira sdo maiores
quando « é um valor préximo de 1.

Em todas as andlises que fizemos sobre as estimativas de ¢;, confirmamos que
quanto maior o pardmetro «, maior o tempo associado a ele. Para Zy = 0 e [ = 0.05,
realizamos o procedimento que imita o processo Z para estimar o tempo médio que
o processo Z atinge ou ultrapassa o estado i pela primeira vez, t;. Para cada i fixo,
realizamos 10 repeti¢coes independentes do procedimento que imita o processo Z. Por
exemplo, para o = 0.88 ¢ 5 = 0.05, nossas estimativas para ty, com N € {2,3,4} foram:
ty = 11,790.1; 13 = 152,566.09 e 4, = 2,769, 574.

No Teorema 2.2.4, mostramos que o tempo médio da densidade de uns no processo
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VS ser igual ou maior que uma constante apresenta transicao de fase: se a é proximo
de zero e [ é proximo de um, este tempo médio é no maximo de ordem polinomial de
grau dois; se a é proximo de um S é proximo de zero, este tempo médio é no minimo
superexponencial.

Dados Zy = 0, («, 8) = (0.01,0.99) e para cada N € {1,2,...,1000}, nés realiza-
mos 200 experimentos numéricos independentes do processo Z. Em cada experimento,
finalizamos o procedimento quando obtivemos t tal que Z; > N pela primeira vez. Assim,
nés estimamos Eo(Ty), tx = 1/200(t; + ... + t290). O conjunto das estimativas nos deu
uma informacao qualitativa. Como mostrado no Teorema 2.2.4, a Figura 16 ilustra um
crescimento do processo em uma velocidade inferior a uma velocidade com crescimento
polinomial, onde os valores no eixo da abscissa, os quais se referem ao estado analisado,
estao escritos na forma log(N). Nos realizamos o ajuste da reta ou modelo de regressao
linear simples [31]. Usamos a fungao {m() no software R e consideramos a varidvel resposta
sendo o tempo médio que o processo Z atinge ou ultrapassa o estado N pela primeira vez,
tn, e a varidvel explicativa sendo log(N). No que se refere a correlagio entre as varidveis
Tn e log(N), vimos que ela é igual a 0,9873, indicando que as varidveis tem correlagao
positiva forte, o que significa que a variavel dependente cresce quase na mesma proporgao
da variavel independente. O comportamento qualitativo do grafico nos da indicios de um

crescimento logaritmico, nos permitindo fazer a seguinte conjectura.

N
Conjectura 2.10.1. Sejam N um valor natural e Ty = inf {t >0:62VS (@) > N 1}.

No espago de parametros a x 3, existe regiago A tal que Ty € de ordem logaritmica.

Realizamos a simulagao do Algoritmo 27 utilizando linguagem de programagcao C
e para a analise dos dados e a criagao dos graficos, nés utilizamos o software estatistico

R(https://www.r-project.org/).
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14 — Estimativas dos tempos alcance, t7"" 1,17 respectivamente, e
seus respectivos valores esperados reais, E(T["") E(T}) e E(T"®).
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0, 8=0.05 e N € {2,3,4}.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Autoria Proépria.
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Figura 15 — Estimativas de Ey(Ty) com 7
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Figura 16 — Estimativas de Eq(Ty) com N € {1,2,...,1000} e («, ) = (0.01,0.99).
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Fonte: Autoria Propria.
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3 O PROCESSO DE STAVSKAYA DE DIFUSAO

3.1 EQUACAO DE ONDA LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM

Uma Equacao Diferencial Parcial, EDP por simplicidade, é uma equacao que
envolve uma fun¢do desconhecida e diferenciavel de duas ou mais variaveis independentes
e algumas de suas derivadas parciais. De maneira formal, sejam um valor inteiro £ > 1 e

U um subconjunto aberto do R". A expressao
f(D*u(Z), D* (@), ..., Du(Z),u(Z),Z) =0 com Z € U

¢é chamada a equagao diferencial parcial de ordem k, onde f : R™ xR 'x.. . R*xRxU —
R ¢ dada, D*u(Z) é o conjunto de todas as derivadas parciais de ordem k e u : U — R é
uma fungdo desconhecida [31]. Uma EDP é dita ser de ordem k quando a derivada parcial
de maior grau na identidade possui ordem k [32].

Sejam € R et € [0,00) duas varidveis independentes a varidvel dependente
u = u(x,t), com u diferencidvel. A bem conhecida equagao de onda linear de 1* ordem

(ver [32] p. 10) é dada por
ou(z,t) N ou(z,t)
ot “or

=0, (3.1)

sendo ¢ uma constante real. A equagao (3.1) pode ser usada para modelar: poluigao,
dispersao de corante, ou mesmo fluxo de trafego com u representando a densidade do
poluente (dispersao ou trafego) na posi¢ao z e no tempo t [32].

Pode ser provado (ver Apéndice 4) que a solucdo de (3.1) é dada por u(z,t) =
f(z — ct), onde u(z,0) = f(z). Ela é uma das EDP’s mais simples de serem resolvidas e
nao necessita de condigoes de contorno [31].

Podemos pensar em (3.1) como uma derivada direcional da fungao u(z,t) na dire¢ao
v = (¢, 1), com v sendo um vetor do espaco (z,t). Logo, a fungao u(zx,t) é constante em
cada reta paralela ao vetor ¢ e é uma funcdo que depende apenas de x — ¢t = x( para cada

constante x, isto é,

u(z,t) = f(x — ct). (3.2)

E possivel usar métodos de discretizacio para obter autématos celulares a partir de
equagoes diferenciais parciais [33, 34, 35, 36]. Na Figura 17, nés ilustramos um esquema

que nos permitira obter o operador D partir da Equagao de Onda via ultra discretizacao.
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Figura 17 — Esquema da obtencao de um autémato celular bindrio a partir
de uma equacao diferencial parcial.

Versao Discretizada,
Difus

AC Binario,
D

Método de Método da
diferencas ultra discretizacao

finitas

Discretizacao
do tempo
e espago

Fonte: Autoria Prépria.

3.2 DA EQUACAO DE ONDA AO OPERADOR D

O uso de diferencas finitas é bastante comum para analisar EDP (ver [37] p.
163). Faremos uma discretizagao de (3.1) utilizando o método de Euler padrao para as
discretizagoes temporal e espacial com ¢ negativo, a qual é dada por:

t+1 t t t
i Uy Uip1 — Uy
=0. 3.3

A, A, (3.3)

U

Noés utilizamos Ay = A, = 1 e i € Z. Dai, (3.3) pode ser reescrita por
ultt = (14 c)up — cul,,. (3.4)

Por simplicidade de notacao, usaremos a notacao Difus para o operador determi-

nistico que atua na forma iterativa da equagao de diferenca parcial (3.4). Ou seja,
(uDifus)i ™! = (1 + c)u} — cul,;.

E bem conhecido que equacoes de diferencas podem ser obtidas a partir de equacdes
diferenciais, discretizando-se as variaveis independentes, tempo e espaco. O método da
ultra discretizagdio foi proposto por [39].

Com o advento dos computadores digitais, a simulacdo de modelos de particulas

interagentes, obedecendo regras abstratas, tém crecido significativamente. Neste sentido,
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automatos celulares podem ser utilizados na formulacao de leis fisicas, capturando apenas
o essencial de um fendmeno fisico e tornando-se uma alternativa viavel se comparados as
descricoes classicas baseadas em equagoes diferenciais. No estudo numérico de equagoes
diferenciais, estao presentes o uso de métodos como o de Euler, que visa obter uma equagao
de diferenca. Por sua vez, o método da ultra discretizacao associa equagoes de diferencas
a automatos celulares [34, 39, 40, 41]. Acreditamos que o nome, ultra discretizacdo, se
deve ao fato deste método limite ser aplicado a um modelo discretizado, sendo obtido,
ap6s aplicacao do limite, um modelo de automato celular binario.

Trata-se de uma técnica que permite tranformar uma equacao de diferenca parcial
em outra equagao de diferenca parcial [39, 40]. Em particular, autoématos celulares também
podem ser obtidos através deste método de discretizagao das variaveis dependentes. Por
exemplo, no sistema dinamico boz-ball systems, que utiliza um modelo de autémato celular
(36, 37, 42, 43].

No método da ultra discretizacao, a variavel dependente u,, é substituida por

(%)
Up = ETP s
€

onde € é um parametro positivo. A solucdo mazx-plus, ou equacao de diferencas parciais
construida a partir da ultra discretizacao [34, 35], é obtida tomando-se o limite e — 0% e

do uso da identidade

" A
max{A,...,A,} = lim elog exp (k) , (3.5)
e—0t 1 €

onde Ay,..., A, € R.

Teorema 3.2.1. Se ¢ € (—1,0), entdo a equagcao maz-plus de Difus via ultra discretizagao
¢ D.
Prova: Sejam a = max{l + ¢, —c} e b = min{1 + ¢, —c}. Temos de Difus que,
b(ul + uf, 1) < (uDifus)!™ < a(uf +ul,,). (3.6)
t

%

Fazendo u! = exp (), temos que o lado direito e esquerdo de (3.6) sdo reescritos
€

t t " ¢
€ € € €

respectivamente.

por

Tomando € — 07 e usando (3.5), temos que ambos os lados tem o mesmo limite, o

qual é dado por max{S!, St ,}.
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Do Teorema 3.2.1, nés relacionamos o operador deterministico D no processo de
Stavskaya com a equagdo de diferenga parcial Difus. Como u} € [1,00) para {i,t} € ZxZ,,
teremos S! € {0,1} para {i,t} € Z x Z,.

A equagdo max-plus obtida no Teorema 3.2.1 e sua correspondente equacao de
diferenca parcial Difus ficam em equilibrio quando S{ = S, ou u) = u) ,, Vi € Z. No
primeiro caso, ha exatamente duas condigoes iniciais invariantes. No segundo, ha uma
quantidade nao enumeravel de condigoes iniciais invariantes. Para este ultimo caso, o

Lema 3.2.1 formaliza esta condi¢ao de equilibrio.

Lema 3.2.1. Para a equagao de diferenca parciail Difus, temos

Bl t+1
(uDifus);t!t = > B} (1 + )" (=) uf .
k=0

Prova: A relacao em Difus é véalida para todo i € Z, logo, é suficiente mostrar para i = 0.
Faremos a prova por inducao em t.

Base de Inducao: Para t = 0, temos
(uDifus)y = (1 + c)uy — cul.
Hipo6tese de Indugao:

¢ t
(uDifus)y = > By (1+ ) *(—c)ful
k=0

Passo de Inducgao: Pela hipdtese de inducao, a qual vale para cada ¢ € Z, temos

(uDifus)p™ = (1 + e)ufy + (—c)u}

t

U)o [ KR L R RN C D ol I [P R R

=y t ) (T4 o)™ (=) ul + Y (1+e) (=)™, ..

=
o
o
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No segundo somatério, faca k = m + 1, entao
t t t+1 t

(uDifus)gtt = > . (1+ )% O+ Z L (1+ ) F(—c)*ul
k=0 _

t
— (1 —|—C t+1 0 + Z . (1—|—C)t_k<—c>ku2

¢ t
+3 (1 + o) (=) up + (=) g,

kE—1
t+1 O ! t+1 t—k k. 0 t+1_0
=(1+c¢) +Z . (1+ )" (—¢)ug + (—¢) M ugy
B t+1
= Z . (1 —i—c)t’k(—c)kug.
k=0

H&4 uma relagdo direta entre a EDP (3.1) com ¢ € (—1,0) e nossa equagao de
diferenca Difus. O Teorema 3.2.1 estabelece uma relagao entre Difus e D. A partir deste
ponto, vamos verificar se estes trés sistemas sao qualitativamente iguais.

O conceito de monotonicidade é largamente utilizado no estudo de sistemas de-
terministicos e estocasticos [7, 8, 11]. Dizemos que o operador D é monétono se dados
s,w € {0,1}%, onde s; < w; temos (sD); < (wD);. E evidente que D satisfaz esta condicao.

Do Lema 1.1.1, vemos que o processo de Stavskaya é linear. Dizemos que um ACP
¢ monotono se seu operador P ¢ tal que se dadas duas medidas p e v, com p < v, temos
que puP < vP (ver Apéndice 4).

Sejam f : R — [1,00) e g : R — [1,00) fungoes distintas, com f(-) < g(+).
Sejam u(z,t, f) e u(x,t,g) as EDPs em (3.1) onde u(z,0, f) = f(z) e u(z,0,9) = g(x)
respectivamente. Dizemos que u(z,t) é monétona se u(z,t, f) < u(z,t,g) para todo
t € Z,. Com efeito, u(x,t, f) = f(z — ct) < gz — ct) = u(z,t,g). Logo, a equagao de
onda (3.1) é monétona. Também, é facil verificar que a EDP, u(x,t), é linear se assumimos
condicao inicial u(z,0) = ¢1 f(z) + cag(x). Sejam F(x) = 1 f(x) + cog(x) e u(z,0) = F(x).
Logo, por (3.2), u(x,t) = F(x —ct) = c1 f(x — ct) + cag(x — ct) = cru(x, t, f) + cou(x, t, g).

Sejam (u?);ez e (wY);ez condiges iniciais de Difus com ¢ € (—1,0). Se 1 < u < w?,
implicar (uDifus); < (wDifus); para cada i € Z, entdo dizemos que Difus é mondtono.

Seja u - a equacao de diferenca parcial Difus no tempo t e posi¢ao i com condicao

inicial (u? )IGZ, onde uy; € [1,00) para {i,j} € Z x {1,2,...,N}. Dizemos que Difus é
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linear se

(uDifus)! Z )\ku”,

onde \; >0 paraje {1,2,...,N}e A +...+ Ay =1
Desejamos saber se a monotonicidade e a linearidade presentes no operador D [8] e

em u(z,t) também estdo presentes em Difus. Os Lemas 3.2.2 e 3.2.3 estabelecem que sim.
Lema 3.2.2. Difus é mondtono.

Prova: Usando (3.4),

(uDifus); = (1 + c)u; — cuyy < (14 c)w; — cw;1 = (wDifus);.

|
Lema 3.2.3. Difus é linear.
Prova: Suponha u) = Aug; + Augy + ...+ Ay v
Usando o Lema 3.2.1,
¢ t 4
(uDifus); = >_ | | (1+ ) (=c)uy,
=0\ J
t t
:Z . <1+Ct‘7 ZAkukkjk
=0\ J
N t t )
=2 D (L+ o) (=) uiy
k=1 j=0\ J
N
- Z )\kuhk‘.
k=1
|

3.3 UM PROCESSO DE STAVSKAYA DE DIFUSAO

Uma equacao de diferenca parcial estocastica é apresentada, a qual denotaremos
PSD. Provaremos que sob certas condigoes, ao utilizarmos a ultra discretizacao, obtemos
desta equacao o processo de Stavskaya. Além disso, para o PSD, descrevemos algumas
quantidades estatisticas e verificamos se alguns comportamentos qualitativos existentes no

processo de Stavskaya sao preservados neste novo processo.
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Definimos o operador de Stavskaya de Difusdo, StavD, pela composicao de dois
operadores, sendo o primeiro deterministico Difus : [1,00)% — [1,00)% e 0 segundo aleatério,

denotado por A, com « € [0, 1]. Assim,
StavD = Difuso A,,.

Sob a agdo do operador Difus, temos (uDifus)! ™" = (1+c)ul —cul , com ¢ € (—1,0)
e para todo {i,t} € Z x Z, . Em seguida, o operador A, transforma cada uf > 1 em 1 com

probabilidade «, independente do que ocorre nas demais posigoes.

Teorema 3.3.1. Seja ¢ € (—1,0). O Processo de Stavskaya é obtido através da ultra

discretizacao da equacao de diferenca parcial estocdstica
Xt
ult = ((1 + c)ul — cu§+1) ' (3.7)

onde (Xf)(i,t)erm ¢ uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas onde P(X! =0)=a e P( X[ =1)=1—«.

Prova: Sejam a = max{1 + ¢, —¢} e b = min{1 + ¢, —c}. Logo,

Xt

bt + )] <t < [atut+ut )] (38)

t
]

Tomamos u} = exp () para € > 0, implicando que os lados esquerdo e direito de
€

(3.8) sdo resscritos por

St St
eln(b)Xf —+ X;eln [exp <1> + exp < H—l)]
€ €
e
St St
eln(a) X! + Xleln lexp (7’> + exp (Z“)] :
€ €
respectivamente.

Fazendo € — 0%, temos que ambos os lados tém o mesmo limite, o qual é dado por

th maX{Sf? St—i—l}'

)

Tomamos B uma o-algebra do conjunto [1,00). Seja U = [1,00)% o espago de
configuragao. Cada u € U é chamada uma configuragao e pode ser descrito por u = (u;);ez,

onde cada u; € [1,00).
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Dada uma lista {i1,is,...,7,} C Z, chamaremos cilindro fino o conjunto
C:{UEU:uilEBil,...,uinGBin}, (39)

onde B;,,...,B;, € B.

Seja NV, o conjunto das medidas de probabilidade em U, isto ¢, na o-dlgebra gerada
por (3.9). O nosso operador StavD : N' — N e uStavD’ denota a t-ésima aplicacio de
StavD em p. Dizemos que puStavD' converge para a medida v se para cada cilindro, C,
uStavD*(C') converge para v(C) quando t tende para infinito.

O Teorema 3.3.1 nos da uma familia de equagoes de diferencgas parciais estocasticas,
as quais sao levadas, via ultra discretizagao, ao processo de Stavskaya. De maneira
semelhante a descrito em (1.3), a sequéncia dada por (3.7): u® u',... com respectivas
distribuicoes p, uStavD, uStavD?, .. ., onde u° tem distribuicdo pu € N, serd chamada de
Processo de Stavskaya de Difusdo, ou PSD por simplicidade.

Para o PSD, quando o = 0, hé relagao direta entre a equagao de onda (3.1) e o
processo deterministico D. Se a = 1, entao qualquer que seja a distribuicao inicial em
Stav, teremos que apés a primeira iteragao, todas as componentes (s;);cz sao iguais a zero.
Analogamente, qualquer que seja a condicdo inicial (u?);cz, teremos que ut = 1,Vi € Z e

t>1.
3.3.1 A propriedade da erosao

Seja D o operador de um autémato celular binario monétono em 7Z. Dizemos que
este automato celular binario monétono possui a propriedade da erosdo ou é eroder se
para todo subconjunto finito A € Z, existe um tempo finito ¢ € N, tal que a configuragao
inicial s, definida por s; = 1,sei € A, e s; = 0se i ¢ A, satisfaz D's = s(9 onde s ¢
a configuracao onde todas as componentes estdo no estado 0. Neste sentido, s(¥ é dita
ser um atrator para a trajetéria do automato celular. Logo, se apenas um ntmero finito
de componentes estiver no estado 1 inicialmente, entao todas as componentes no sistema
estardo no estado zero em tempo finito. Toom mostrou em [9], condi¢oes para as quais
um automato celular binario monétono é eroder. Uma definicao de eroder para automatos
celulares probabilisticos pode ser vista em [44]. L&, um ACP binério é dito ser eroder
quando o tempo médio que o processo atinge um sistema com todas as componentes no

estado 0 é finito.
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Iremos definir o conceito de eroder para o PSD. Mas, antes introduzimos uma classe
de distribuigoes iniciais.

Chamaremos ;1 € N de p-ilha se existir valor M € [1,00) e i < j € Z tais que

plup=1)=1, se k <iouk > j;
e (3.10)

plug € [1,M])=1,se ke {i,...,j}

Quando a p-ilha é concentrada em u € U, chamaremos u uma ilha e denotamos
esta medida por d,. O conjunto das p-ilhas é denotado por Z.

Em (3.10), se tomarmos M = 1, entdao p é a medida concentrada na configuragao
em que u, = 1 para todo k € Z, a qual denotaremos por 6.

Dada p € Z, existem u € U, M € [1,00) e i < j tais que pu(u) = 1) =1 se k < i ou
k>j,epuell,M)seke{i...j}

Dizemos que o PSD é eroder se P(u! = 1) — 1 com t — oo para todo i € Z.

Dadas u e w, nés dizemos que u precede w, se para todo ¢ € Z temos

Lema 3.3.1. Dadas ilhas (u9)icz € (w?)iez. Se (ud)icz precede (w?)icz, entdo (ul)icz

precede (w!);ez, para todo t € 7.

Prova: Faremos a prova por inducao em ¢.
Base de Indugao: Para t = 0, o resultado ¢ imediato.

Hipétese de Inducgao: Para t = n, temos u] < w} para todo i € Z.

t+1 t+1

Passo de Inducgao: Para t = n + 1, reescrevemos cada u;"~ e w; " respectivamente por

ul™ = [(1+ o)ul — cul )X e wi™ = [(1+ c)w! — cwt, 'Y, onde X! e Y} sdo varidveis

aleatorias independentes e identicamente distribuidas como no PSD.

t+1

Se realizarmos um acoplamento entre (uf"');cz e (wi™);cz e dado i € Z, entdo

observando as partes deterministicas de u;t' e wi*!, temos (1 + c)ul —cul,; < (1+c)w! —

i
cw, ;. Em seguida, hé dois possiveis resultados: (a) se X! = 0, entao Y;' também serd

e u™ = wt =1; (b) se X! =1, entdo ;' também serd e u™' = (1 + c)ul — cul,; <

7

t

1 Em ambos os casos, ui™ < witt, para todo i € Z.

[

(1 + Jwj — cwiy, = w

Dai, concluimos que P(u! < w!) =1, para todos {i,t} € Z x Z,.
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Lema 3.3.2. Se u € Z, entao existe uma ilha u tal que p(ug > 1) < éy(u, > 1), para todo
k € 7.

Prova: Sejam p € Z e M tal que p(uy € [1,M]) = 1, para todo k € Z tomemos u € U

onde

1, se k <iouk > j;
U —

M, seke{i....,j}

Logo, para k < i ou k > j temos
pl(ug > 1) = 0y(ur > 1) =0.
Para k € {i,...,7},
du(ug > 1) = dy(up = M) = 1.
|

Dados t € Z, e uma ilha u, definimos seu majorante da ilha por u = (u;);ez onde

u;, set < koui>j,
U = (3.11)
max{uy,...,u;}, caso contrario.

Quando a = 0, apenas o operador deterministico atua na atualizacao do PSD.

Logo, basta verificar o que ocorre quando u € [1,00)%.

O Teorema 3.3.2 descreve a
acao do operador deterministico Difus em uma p-ilha. A Figura 18 ilustra a acao do
operador deterministico do PSD atuando em uma ilha com u) = M e u) = 1 para
i # j com ¢ = —1/2. Observe que u} > ut > u? > ... > ut > ..., 0 que forma uma
sequéncia monotona decrescente que converge para 1 quando t — oo. Para ¢ < 7, existe
to = 7 — 1 tal que u! = 1 para t < tg. Em t(, temos que ufo > 1. Pelo Teorema 3.3.2,
limy o P(uf = 1) = 1 para todo i € Z, logo, existe t; > ty tal que u! é crescente para
t € {tg,...,t1} e para t > t;, ul forma uma sequéncia decrescente que converge para 1.
Queremos mostrar que o PSD é eroder. No Teorema 3.3.2, mostramos que, atu-

ando em p-ilhas concentradas em ilhas, o PSD converge para um sistema com todas as

componentes assumindo o valor 1 quando t — oo.

Lema 3.3.3. Se o € {0, 1}, entdo o PSD ¢é eroder.
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Figura 18 — Ilustracao da a,gdo do operador deterministico do processo PSD,
onde u) = M eu =1 para j #17.

t=5 1 M+31 SM+27 10M+22 10M422 5M427 M+431 1
- 32 32 32 32 32 32

M+15 4M+12 6M+10 4M+12 M+15

t=4 Y 1 1 16 16 16 16 16 1
M+7 3M+5 3M+5 M+7

t=3 - 1 1 1 ] ‘ s ] 1
M+3 2M+2 M+3

t=2 - 1 1 1 1 ] 4 ] 1

t=1 1 1 1 1 1 M MEL

t=0 1 1 1 1 1 1 M 1

Uy U2 Uus Uy Us Ug Uy us

Fonte: Autoria Prépria.

Prova: No PSD, se a = 1 e (u));ez, temos P(uf = 1) = 1, para todo t > 1.

Agora, analisemos o caso em que a = 0. Neste caso, o PSD atua de forma
deterministica, apenas acdo do operador Difus. Assim, com Difus : [1,00)Z — [1,00)Z,
mostraremos com ilhas concentradas u € U.

Sejam a = 0, d = max{1 + ¢, —c} com ¢ € (—1,0) e (u));cz uma ilha.

Se i > 7, o resultado ¢é trivial. Assim, daremos atencdo para ¢ < j. Substituiremos
(u?);ez por seu majorante (4));cz como condigao inicial. Logo, temos valor M > 0 tal que

u? < M para todo i € Z. Mais especificamente

M, seiedk,....j7};

1 caso contrario.

?

Pelo Lema 3.3.1, é suficiente mostrar que o PSD com (%?);cz sendo condicio inicial,
satisfaz (3.12).

Note que,

(uDifus)é-:(l—i—c)ué-l—cu;ll (14+c)ut™ —c=(1+c) —ch—i—c

t—
J

com t — 00.
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Além disso, u™" < ul para todo t € Z,.. Agora, note que uj_; =u?_; = M. Como

u§ < M para todo t € Z,, temos uﬁfll < uz-fl para todo t > 1. Como sabemos do célculo

diferencial, toda sequéncia mondtona e limitada é convergente. Logo, u§_1 — 1 com

t — co. Agora note que u; = uj

=u) = M e uj < M, logo, uj"y < u}_, para todo

t > 2. Dal, u§_2 — 1 com t — co. Podemos usar essa mesma argumentacao para todo
ie{k,....,j}.
Para i < k, teremos que existem ty = k — 1 — 1 e t; tais que
constante e igual a 1, para t € {0,...,to};
u; ¢ crescente para t € {to+ 1,...,11};

decrescente para t > t;.

Logo, concluimos que

u! — 1 com t — 1.

Teorema 3.3.2. Seja a € [0,1]. Logo o PSD é eroder.

Prova: Seja p € Z. Pelo Lema 3.3.2, podemos tomar uma ilha u tal que u; = 1, se
k<iouk>jeu, =M,seke€{i...,j}. Neste caso, P(ul, < (uDifus)}) = 1, para
todo k € Z. Mas, pelo Lema 3.3.3, para cada k € Z, (uDifus)} — 1 quando ¢ — oo. Dali,

lim; o P(uf, = 1) = 1. Logo, §,StavD’ — §, o que implica que o operador StavD é eroder.
|

Vale observar que embora podemos obter o processo de Stavskaya por meio da
ultradiscretizacao do PSD, o Lema 3.3.3 mostra, para a = 0, que o PSD e o processo de
Stavskaya sao qualitativamente diferentes atuando em ilhas. No processo de Stavskaya, se
iniciarmos o processo numa configuragdo cujo uma Unica componente esta no estado 1 e
as outras estao no estado 0, ela ndo convergira para a configuracao todos zeros. Ja o PSD

convergird para a configuracao todos uns.
3.3.2 Ergodicidade no PSD

Como ja foi descrito na Se¢ao 1.1, sabemos que no processo de Stavskaya ha um

tipo de transicao de fase. Investigaremos se para o PSD também existe uma transicdo de
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fase, isto é, se existe a,. € (0,1) tal que para o > «., entao

lim P(u! = 1) =1, (3.12)

t—o00

para todo 7 € Z e para o < ., entao

lim P(u! = 1) < 1, (3.13)

t—o00

para algum i € Z.

Dizemos que o PSD ¢ ergddico quando (3.12) é satisfeito e ndo-ergddico quando
(3.13) for satisfeita. De maneia intuitiva, quando o PSD é ergddico, entao existe a.. tal
que se a > a,, entao, para qualquer condicao inicial, o processo converge para um sistema
onde todas as componentes estdao no estado 1; se a < a,, entao o processo admite outro
limite. Equivalente a defini¢ao de ergodicidade para o PSD, a qual é descrita por (3.12) e
(3.13), podemos apresentar a seguinte definigdo: O PSD é ergddico se para todo u € N,
uStavD’ — §; quando ¢ — oo e ndo ergddico se existe 1 € N tal que uStavD’ nio converge
para ¢; quando t — oo.

Como ha transicao de fase no processo de Stavskaya, uma pergunta natural é se
o PSD apresenta transicao de fase. Neste sentido, queremos investigar se existe algum

a. € (0,1) tal que os cenarios de ergodicidade e nao ergodicidade sdo presentes.
3.3.2.1 O PSD Como um Processo de Percolacao

Agora, faremos uma representacao de StavD como um problema de percolagao
(vértice-elo) assim como no processo de Stavskaya [11]. Nosso objetivo sera provar que
existe a. € (0,1) tal que se & > a, entao (3.12) ocorre para cada i € Z.

Considere o grafo orientado vértice-elo cujos sitios estao orientados em Z x Z e
denotamos este par como (i, t). Chamamos os sitios (7, 0) de sitios iniciais e cada sitio (i, 1)

tem elos orientados nas direcoes
(i,t) + (0,1) e (4,t) + (—1,1).

Vamos chamar de caminho uma sequéncia de "vértice-elo-vértice-elo-. .. "em que
todo elo se conecta com os vértices entre os quais estd posto. Dizemos que um caminho é
auto-evitando, ou sem loops, se todos os vértices em sua sequéncia sao diferentes. Diremos
que um caminho é um bom caminho se ele inicia na origem e é auto-evitando. Em nosso

estudo, consideraremos apenas bons caminhos. Dizemos que um caminho esta aberto
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quando todos os seus elos estdao abertos. Se um caminho é finito, entao ele termina em um
vértice e o comprimento do caminho é descrito pelo niimero de elos na sequéncia.

Dois sitios no grafo, (i,t) e (j, k), sdo conectados e denotamos (i,t) <> (j, k), se
ha caminho aberto comegando em (i,t) e chegando em (j, k). Aqui compreendemos a
conectividade como uma relagdo de equivaléncia. Dado um sitio (i,t), chamaremos de
aglomerado ou cluster, e denotamos por C(; 4, o conjunto dos sitios que se conectam com
(,t). Seja C o aglomerado dos sitios que se conectam a origem (0, 0).

Em nosso modelo, todo elo esta aberto na direcao de sua orientacao e fechado
na diregdo oposta. Todo sitio (i,0) estd aberto, e consideramos que ele contém uma
componente u) > 1, e cada sitio (i,t) com t > 0 estd aberto com probabilidade 1 — « e
fechado com probabilidade «, independente dos demais locais. Um vértice (i,t) tem uma

componente u} > 1 se e s6 se houver um caminho aberto no conjunto
Ay ={(,s):0<s<tei<j<i+t—s},

conectando algum vértice (j,0), com ¢ < j < i+t com o vértice (i,1).

A Figura 19 ilustra o conjunto A(_;4). Neste exemplo, para que exista uma
componente no ponto 7' assumindo valor maior que 1, é necessario que exista um caminho
aberto da origem até o ponto 7.

Figura 19 — Ilustracdo do conjunto A_, 4 mno modelo de percolagdo orientada
construido para o PSD.

t
4

Fonte: Autoria Proépria.

Em um processo de percola¢ao iniciado com todos os sitios iguais a 1, ha uma

particula no ponto (i,t), se e s6 se hd um caminho aberto de algum sitio inicial (j,0) para
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o sitio (7,t) no grafo de percolagao [11]. O Auxiliar 1 é um equivalente a este resultado

para o PSD, considerando (z,0) > 1, para todo i € Z.

Auxiliar 1. Sejam (u));cz condigoes iniciais para o PSD. Entdao ut > 1 no tempo t, se
e 86 se na percolagio orientada, onde cada sitio inicial (i,0) com valor v? > 1, hd um

caminho aberto de algum (j,0) para (i,t).

Para verificar a validade do Auxiliar 1, basta usarmos o resultado visto em [11]
considerando um acoplamento do processo de Stavskaya e do PSD, isto é, st =1 se e s6 se
ul >1est=0seesodseu =1.

O Lema 3.3.4 exemplifica a representacao do PSD por meio de um processo de

percolagao vértice-elo, orientada.

Lema 3.3.4. Se a > %, entao o PSD é ergodico.

Prova: Construiremos um acoplamento entre o processo de percolagao que construimos e
o PSD. No modelo de percolacao orientada, os elos fazem o papel da equacao Difus e os
sitios fazem o papel da varidvel aleatéria X!, onde P(X/ =1)=1—a e P(X! =0) = a.

Para todo sitio (¢,0) = u? > 1, entdo no sitio (i,¢) ndo havera u! > 1 se nao ha caminho

aberto (j,0) para (i,t). Para que isso ocorra, deve haver uma sequéncia
(,k)=(+1,k)=...=(i+wk) =1,

comk=1,....t—lew=1t—k.

Seja (06, um caminho partindo do sitio (j,0) até o sitio (i,¢). Entao a
probabilidade de um caminho aberto que va do sitio (j,0) até o sitio (i,t) é (1 — ), o
que é valido em nosso modelo, porque consideramos apenas bons caminhos. Em adicao, se
k é o nimero de tais caminhos abertos, entao k < 2°.

Logo, a probabilidade de existir um caminho aberto de algum sitio (j,0) até o sitio

(i,t) é dada por
' 1
P(3 v1¢,0):(,6)) aberto) < [2(1 — a)]" — 0 se a > 5@ t — oo.
Usando o Auxiliar 1, concluimos a prova.
[

Proposicao 3.3.3. Se o operador Stav é ergodico, entao o operador StavD também é

ergodico.
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Prova: Primeiro, iremos estabelecer uma correspondéncia entre as distribuicoes iniciais

de cada processo. Com efeito, dados u e Mev el

v(ud =1) = pu(s; =0) e v(ud > 1) = p(s; = 1). (3.14)

0

7

Note que s; ¢ uma fungdo indicadora de u?, assumindo valor zero se u
assumindovalor um se uf > 1.

Assim, se v(uf > 1) = 1 para todo i € Z, entao a correspondente a u é 6;. Caso
v seja tal que v(ul = 1) =1 para algum i € Z, entao sua correspondente a u precede 0.

Vejamos a transi¢ao de ¢t para t + 1. Parai € Z e ¢ € (—1,0) no PSD,
(uDifus)!™ =1 e u} = ul ; =1e (uDifus)i™ > 1 & ul > 1ouul ;> 1.
De forma analoga, para cada ¢ € Z no processo de Stavskaya, temos
(sD)it' =0 si=s,,=0e(sD)i"' =1 si=1ous,, =1
Relacionando os operadores D e Difus, temos

(uDifus)i™' =1 & (sD)!*! = 0 e (uDifus)!*! > 1 & (sD)!*! = 1. (3.15)

Agora, iremos estabelecer um acoplamento entre os processos de Stavskaya e o
PSD. E suficiente tomarmos v € N tal que v(u? > 1) = 1 para todo i € Z. Utilizamos
(3.14) para obter a medida p correspondente.

Considerando a € (0,1) e (3.15), teremos
v(StavD)(u! > 1) = u(Stav)(s; = 1).
Logo, quando t — oo

u(Stav)i(s; = 1) — &g = v(StavD)(u! > 1) — 6;.

Teorema 3.3.4. Se a > 0.323, entao o PSD ¢é ergodico.

Prova: Em [3], foi mostrado que o processo de Stavskaya é ergédico para a > 0.323.
Logo, pela Proposicao 3.3.3, o PSD é ergddico para este mesmo conjunto de valores do

parametro a.
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3.4 ESTUDO NUMERICO

Aproximagoes de Campo médio sao ferramentas bastante utilizadas no estudo de
procesos estocasticos [10, 18]. Elas oferecem uma representacao deterministica para a

evolugao do processo. Algumas questoes nao triviais podem surgir de seu estudo [45].
Seja u € M. Agora, vamos estudar E, (ut).

t+1

Pela relagdo de recorréncia no PSD, (3.7), temos que o valor w;"" depende dos

valores de uf,ul,; e ¢ € (—1,0). Considerando E,(u}) finita, obtivemos um limite superior

t+1
%

para E,(u;"") com ¢ € (—1,0). Em particular, se ¢ = —1/2, n6s encontramos o valor exato

de E,(ul™). Quando E,(u) é uniformemente limitada, temos dois casos: se c = —1/2 e
a € (0,1), entdo E,(ul™') — 1 com ¢t — co. Isto nos d4 indicios de que o PSD é sempre
ergédico para ¢ = 1/2; se ¢ € (—1,0) e a > 1/2, entdao E,(ui*") é limitada superiormente

pela quantidade onde d = max{1 + ¢, —c}.

B0
Os Lemas 3.4.1, 3.4.2 e 3.4.3 nos dao indicios do comportamento qualitativo do PSD.
)

Além disso, se E, (u) é finita para todo ¢ € Z, entdo E,(u ¢ limitada superiormente.

Lema 3.4.1. Dada distribui¢ao inicial, u € N, com E,(u)) finita para cada i € Z, ¢

c=—1/2, temos

1ottt (g
E, (u*) = ( O‘) 3 E, () +1— (1 —a)*,
k=0 k

Prova: Usaremos a representacao

t t
it = x () 4 -

para (3.7).

E suficiente mostrarmos para i = 0. A prova sera feita por inducao em ¢.

Base de indugao: Para t = 0, temos
1 X0, o 0 1
E,(ug) = E, (2(% + Ul)) +E,(1 - X;)

=E, (J;é) E, ((ug + u(l))) +a

= 150 (Ba) + Bu(a) + o

Hipoétese de indugao:

B = (50) S| Bl +a S0

k=0 \ k k=1
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Passo de inducao:

2

L—a|(l-ay'y ! 0 k—1
) <2 >I;)(k)Eu(uk)+Oékz:1(la)
" (1;a>tt+1 ( t:l )E#(Ug)“‘o‘kj:(la)kl T a

k=1 —

B 1;a>t+1 (gi(tzl)Eu(ug)"'i(;)Eu(ug) +ai(1—a)k+a

1 — o\ 1 ‘ . o A\
= U8 ENUO

) {(O)EM( >+kZl< : )+(k:> "

(
( _

+ ( r )EM(U?H)} +04§(1 _O‘)k_l
(

1—antie (41
O‘) 3 E,(ud) +1— (1—a)*.
2 k=0 k

Lema 3.4.2. Seja c € (—1,0), d = max{l +¢,—c} e u € N, com E,(u) finita para cada
1 € Z. Entao

t+1 t+l
E#(u?l) < (d(1 — )" Z ( il ) Eﬂ(ugﬂ) + 2[2(1 —a)d)f .

k=0 k k=1

Prova: Seja d = max{l + ¢, —c} para c € (—1,0). Logo, teremos
uftt < fd(uf + )P = XE[d(uf + uly)] + (1= X)) (3.16)

A prova serd feita por inducao em t.

Base de Indugao: Para ¢t = 0 e usando (3.16), temos

Eu(“zl) < Eu(*XzQ)dEu(u? + u?+1) +1- EM(X’LO)

= d(1 — a)[E, () + E,(udy)] + o

Hipo6tese de indugao:
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Passo de Indugéo: Usando (3.16) em u! e u},,, temos

E,(uit) < d(1 = a)[E,(u)) + Ey(ujy,)] + o

<d(l - a) {(d(l —a))t zt: ( ! ) Eﬂ(ugﬂ-) + 2[2(1 —a)d)f?

k=0

= (d(1 ) Li ( ) (R ) "‘ki ( ]i ) Eu(u2+i+1):|

k=1
= (d(1 O‘))Hl {Z ( : ) Eu(“iﬂ') + Z ( t ) E (U2+z)]
k=0 \ k =1\ k
+a zt:[Q(l —a)d)* +a
k=1
t ¢ t
~ (d(1 = o))" K ) E, () + 3 ( i ) E, (1)

t+1
+az (1—a)d -1

0 k
¢ t 0 t
++ Z Eu(ukﬂ) ]E ut+1
=1\ k—1 t
t+1
+ Z uk+z)
0 k
t t t + 1 t+1
+ Z ]Eﬂ<u2+z) E ut+1
=1\ k—1 t+1

—i—ozz (1—a)d -t
(d(la))t+1§<t+1) ut —|—a§ 2(1 —a)d k=1, (3.17)

Lema 3.4.3. Seja pp € N, com E,(u)) uniformemente limitada para cada i € Z, isto é,
existe valor real positivo M tal que E,(u)) < M para cada i € Z.
(a) Se c € (—1,0), d =max{l +¢,—c} e a > 1/2, entdo

Y B, () < 1— 201 — )d]’

(b) Sec=—1/2 e €(0,1), entdo

lim E, (u}) = 1.

t—o0
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Prova: Mostraremos a prova do item (b). Note que, do Lema 3.4.1, se E,(u)) for

uniformemente limitada para i € Z, entao

]E;A(ut'+1> Sc <

)

1 _a)t+1 t+1 [ 41
k=0 k

M+1—(1-a)t!

=c(l—a)"M+1—(1-a)t

— 1 com ¢t — 0.

Agora, provaremos o item (a). Pelo Lema 3.4.2, temos

B (14") < (A1 - ) > t; ") 1o >-(2(1 - ),

Temos para E,(u)) < M, e multiplicando o primeiro somatério de (3.17) por 32—::,

temos

. " 1 t+1
B () < (40 —0)) 3 G || "2t ed
< M(2d(1 - o))" + (1 T _[2[<21(1_ —aij]; )

Mas, d < 1. Assim,
2(1 —a)d < 2(1 — a).

Logo, se 2(1 — ) < 1, entdo 2(1 —a)d < 1. Mas 2(1 —a) <1 & a > 1.

Sob esta condicao,

| | 11— !
H_l < o t+1
}i’@o B (ui™) < th_glo M(2d(1 — o)™ + th—gloa < 1—[2(1 - a)d]

T 1-R(I-a)d

3.5 MODELAGEM COMPUTACIONAL DOS PROCESSOS Stav E StavD

Faremos um estudo computacional do Processo de Stavskaya, Stav, e do PSD,
StavD. Ao simular estes processos, nés assumimos que ambos tém um nimero finito de

componentes e evoluirao por um tempo finito.
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Seja Z,, o conjunto dos inteiros moédulo n. Para o procedimento que imita o processo
Stav, chamamos periddico cada s € {0,1}%". Note que se s € {0,1}%", entao s = (s;)iez, -
De maneira semelhante, chamamos um periédico para (3.7) o vetor (u;)icz, -

Nés vamos descrever um procedimento que imita o processo Stav.

Algoritmo 2: PROCEDIMENTO QUE IMITA O PROCESSO Stav
Entrada: Consideramos um peridodico com n componentes e fazemos

=s=...=s=1
Saida: Estado das componentes s?,s2, ... s?

1 inicio

2 fixe a no intervalo [0,1]

3 para s, com i€ {1,2,...,n} faca
4 para cada i € {1,2,...,n} faca
5 (sD); = max{s;, s, }

6 se max{s!, st,;} = 0 entdo

7 sttt =0

8 fim

9 se max{s!, sl,;} = 1 entdo
10 para varidvel aleatéria U com distribui¢io uniforme em [0, 1] faga
11 se U < a entao

12 ‘ sttt =0

13 fim

14 se U > «a entao

15 ‘ sttt =1

16 fim

17 fim

18 fim

19 fim
20 fim
21 facat = t+1
22 repita o passo 3 até T' =1
23 fim
24 retorna sl sl ... sT

Agora iremos decrever um procedimento que imita o processo StavD.
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Algoritmo 3: PROCEDIMENTO QUE IMITA O PROCESSO StavD

Entrada: Consideramos um peridédico com n componentes e fazemos

wW>1Tuy>1,... 0 >1ee>0
Saida: Estado das componentes ul ul, ... uZ

1 inicio

2 fixe o no intervalo [0,1] e c = —1/2

3 para ui™, comi € {1,2,...,n} faca

4 para cada i € {1,2,...,n} faca

5 (uf +ufyy)/2

6 se u! = ul_, = 1 entdo

7 utt =1

8 fim

9 se (u} +ul,,)/2 > 0 entdo

10 para varidvel aleatoria U com distribuicio uniforme em [0, 1] faga
11 se U < a entao

12 ‘ uf“ =1

13 fim

14 se U > «a entao

15 ‘ ultt > 1

16 fim

17 fim

18 fim

19 fim
20 fim
21 facat = t+1

22 repita o passo 3 até T =t
23 fim
24 retorna ul ,ul, ... ul

Implementamos os procedimentos que imitam os processos Stav e StavD. Ambas as
implementacoes foram feitas utilizando a linguagem de programagao C, .. Para a analise
dos dados e criacao dos graficos, utilizamos o programa Gnuplot.

No Teorema 3.3.1 nds obtivemos uma equagao de diferenca parcial estocastica, isto

é, o PSD, o qual se relaciona com o processo de Stavskaya através da ultra discretizacao.
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No Teorema 3.3.4, mostramos que o PSD é ergdodico para o > 3.323. Nosso intuito agora,
¢ investigar o comportamento do PSD para outros valores de «.

Na Figura 20, nés ilustramos a evolucao do processo de Stavskaya e do PSD.
No processo de Stavskaya, uma componente no estado 1 é representada na cor preta e
uma componente no estado 0 é representada na cor branca. No PSD uma componente
ul > 1 é representada na cor preta e uma componente uf! = 1 é representada na cor
branca. Consideramos um sistema com 100 componentes, isto é, Zgg e T = 100. Tomamos
a € {0.1,0.2,0.3,0.4}. No processo de Stavskaya, tomamos s! = 1, para todo i €
{0,...,99}. No PSD, consideramos e € {1/1n(10,000);1/1n(1,000,000)}, o que implica
u) € {10,000, 1,000,000} para todo i € {0,...,99}. As Figuras 20(a), 20(d), 20(g) e 20(j)
ilustram o processo de Stavskaya, as Figuras 20(b), 20(e), 20(h) e 20(k) ilustram o PSD
com ¢ = 1/1n(1,000,000), isto é, uf = 1,000,000 e as Figuras 20(c), 20(f), 20(i) e 20(1)
ilustram o PSD com € = 1/1n(10,000), isto é, u? = 10,000. A evolugao dos processos se
da no sentido de sul a norte.

Quando consideramos o = 0.1 no processo de Stavskaya e nos dois cenarios do PSD,
observamos um comportamento qualitativo semelhante, ver Figuras 20(a), 20(b) e 20(c).
No processo de Stavskaya, a densidade de uns em 7' = 100 ¢é positiva, o que pode ser
justificado por a = 0.1 ser um valor na regiao em que o processo de Stavskaya nao converge
para um sistema com todas as componentes no estado zero. No entanto, nao podemos
afirmar o mesmo para o PSD, visto que nao foi provado o cenario de nao ergodicidade neste
sistema. Para o = 0.2, as figuras 20(d) e 20(e) mostram um comportamento qualitativo
semelhante entre o Processo de Stavskaya e o PSD com € = 1/1n(1,000,000). Ja para
e = 1/1In(10,000), o PSD erodiu em tempo inferior a 7' = 100, ver Figura 20(f). Para
a = 0.3, o processo de Stavskaya nos da indicios de erosao, mas esta nao ocorreu até
o tempo T = 100, ja no PSD, nos dois cenarios o processo erodiu em tempo inferior a
T = 100. Para a = 0.4, o processo de Stavskaya e o PSD apresentaram erosao em tempo
inferior a 7' = 100. Em adigdo, nos cendarios considerados, o PSD erodiu mais rapido
quando « € {0.2,0.3,0.4} e e = 1/1n(10,000), maior valor de € considerado na simulagao.
O comportamento qualitativo do processo de Stavskaya apresenta maior semelhanca com

o PSD nos casos em que € é mais proximo de zero, o que concorda com o Teorema 3.3.1.
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Figura 20 — Ilustracées dos processos Stav e StavD com a € {0.1,0.2,0.3,0.4}.
Consideramos em cada ilustragc@o um sistema com n = 100 e
T =100. As Figuras (a), (d), (g) e (j) correspondem a ilustragoes
do processo Stav, onde s =1 para todo i € {1,...,100}; as Figuras
(b), (e), (h) e (k) correspondem a ilustragées do processo StavD,
onde ¢ = 1/1n(1,000,000), para todo i € {1,...,100}; as Figuras
(c), (f), (i) e (1) correspondem a ilustragdes do processo StavD,
onde ¢ = 1/1n(10,000), para todo i € {1,...,100}. Nas ilustragées,
o quadrado preto na coordenada {i,t} indica a componente s. =
1 no processo de stavskaya (respectivamente u. > 1 no StavD)
e o quadrado branco indica s = 0 no processo de Stavskaya
(respectivamente u! =1 no StavD).

(a) st com a = 0.1 (b) u! com o = 0.1 e € = (c) ul com o = 0.1 e € =

1/1n(1, 000, 000) 1/1n(10, 000)

S, com o = V. €e) u; com o = . € € = u; com o« = . € € =
(d) si 0.2 (e) uj 0.2 (f) uf 0.2
1/1n(10,000)

(g) st com a =0.3 (h) u! com o = 0.3 e € =
1/1n(1, 000, 000)

(j) st com a =04 (k) u! com o = 04 e € = (1) uf com @ = 04 e e =
1/1n(1, 000, 000) 1/1n(10, 000)

Fonte: Autoria Propria.
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho, nés estudamos o processo de Stavskaya com comprimento variavel
e o processo de Stavskaya de difusdo.

No que se refere ao processo de Stavskaya com comprimento variavel, mostramos
que o processo sempre converge para a mesma delta medida, ou seja, o processo ¢ ergddico,
o que difere do processo de Stavskaya classico, uma vez que ele apresenta transicao
de fase, ergodicidade versus nao ergodicidade. Em [18], os autores adotaram apenas
medidas uniformes como medidas iniciais. Aqui, nés extendemos o resultado, confirmando
sua validade para qualquer medida inicial. Mostramos que a transicao de fase presente
no processo de Stavskaya classico é diferente da transicdo de fase presente no modelo
com comprimento variavel. Para isso, definimos novas quantidades que nos permitiram
estabelecer uma transicao de fase baseada na velocidade de convergéncia do processo.
Também realizamos estudos numéricos. Algumas perspectivas de trabalhos futuros surgem
a partir do nosso estudo sobre o processo de Stavskaya com comprimento variavel, a saber:

» Conjecturamos a existéncia de (a, ) € [0,1) x (0,1) para o qual a velocidade
apresenta densidade de uns maior que c¢ pela primeira vez é logaritmica, o que nos
abre a possibilidade de trabalhos futuros neste modelo;

o Procurar uma aplicacdo a um cenério real, o que motivaria a busca de estimadores
dos parametros o e 3 e de testes de hipdteses.

o Continuar buscando, por meio de estudo de modelos particulares, o entendimento de
processos com comprimento variavel.

Propomos um processo de Stavskaya de difusao, PSD. Mostramos que este processo
possui uma relagao com o processo de Stavskaya. Vimos que o operador deterministico
do PSD apresenta as propriedades da monotonicidade, linearidade e erosao, enquanto no
operador deterministico do processo de Stavskaya apenas as duas primeiras sao validas.
Mostramos que o processo de Stavskaya é obtido por meio da ultra discretizacao do PSD.
Verificamos que o PSD é eroder para todo « € [0,1]. Para a > 0.323, mostramos que o
PSD ¢ ergodico. Essa pesquisa traz varios questionamentos como perspectivas de trabalhos
futuros no PSD, a saber:

« Verificar se o PSD é ergddico para todo « € [0, 1];

« Estabelecer uma definicao geral para a classe de operadores quando o conjunto de

estados de cada componente é ndo enumeravel;
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Caso nao ergodicidade, mostrar a existéncia de uma medida invariante diferente da
trivial;

Estudar o tipo de medida invariante quando o pardmetro a é pequeno (Gibbs, quasi
Gibbs);

Extender o conceito de u-ilhas e verificar se apds essa mudanga o PSD continua
gozando da propriedade de eroder;

Descrever a equacao diferencial parcial estocastica que ¢é levada via discretizacao ao

PSD.
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APENDICE A - SOBRE PROCESSOS ESTOCASTICOS

Uma classe F de subconjuntos de um conjunto nao vazio €2 é chamada o-algebra
de subconjuntos de () se satisfaz:
(a) Qe F;
(b) Se A € F, entao A° € F;
(c) Se Ay, As,... € F, entdo U2, A, € F.
Além disso, para uma classe C € F, definimos a o-dlgebra gerada por C como a
intersecao de todas as o-dlgebras que contém C.
Relembramos a desigualdade de Paley-Zygmund, mais conhecida como método

do segundo momento [46].

Auxiliar 2 (Método do Segundo Momento). Se X ¢é uma varidvel aleatdria nao negativa

com variancia finita e se 0 < 0 < 1, entao
P(X > 0E(X)) > (1 — 9)2(7
Uma prova para Auxiliar 3 pode ser encontrada em [47, 48].

Auxiliar 3. Se uma varidvel aleatoria X > 0, tem esperanca, isto é, E(X) < oo, entdo

Y P(X >k) <E(X) <> PX >k).
k=1 k=0
Seja uma cadeia de Markov, (X;);en, em um espago de estados S. Dizemos que

(X1)ten € homogénea no tempo, ver [49], se para todos t, k € N e para todos 7,7 € S, nés

temos

P<Xt+k = j|Xk = Z) = P(Xt = j’XO = Z)

Nos dizemos que (X;)ien € homogénea no espago, se
]P)(Xt - j|Xt—1 - 'l) - P(Xt - ] + k|Xt_1 - Z —|— k),

ondet+ k,j+keSs.
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Seja um processo de Nascimento e Morte (X;);cz, com as seguintes probabilidades

de transicao

Dis se j =1+ 1;

, , s sej=1—1
P(Xi1 = j Xy =) = (4.1)

1 —pi—q, sej=ri;

0, nos outros casos,

onde p; > 0, para todo i > 0 e ¢; > 0 para todo ¢ > 1 (nés adotamos go = 0), isto é, um
processo de nascimento e morte irredutivel.

Em Auxiliar 4 Auxiliar 5 apresentamos resultados sobre a transiéncia e recorréncia
de um processo de nascimento e morte irredutivel e 6 nés apresentamos um resultados
sobre o tempo médio que o processo atinja o estado 0 pela primeira vez, dado que ele
foi iniciado no estado i. Esses resultados podem ser vistos em [50], p.72, p.73 e p. 77

respectivamente.

Auxiliar 4. Um processo de Nascimento e Morte como definido em (4.1) é transiente se,

e somente se

Auxiliar 5. Um processo de Nascimento e Morte como definido em (4.1) é recorrente
positivo se, e somente se
o POP1 - - - Pr—1
=1 4192 - -9k

< Q.

Auxiliar 6. Sejam (Y;*)icz, wm processo de nascimento e morte como definido em (4.1)
e k; o tempo esperado até que o processo atinja o estado 0, dado que ele foi iniciado no

estado 1. Entao

1 © P
S Z PoP1 Pm—1
4 = q9192---4m
m—1 o0 .
ky + Z 41492 - - - Qqn PoP1---Pj—1

=1 |P1P2---Pn ;500 19245

, sei =1,
kp =

,  sei>1.

Seja um espaco de probabilidade (2, Fy,P) e F C Fo, definimos a esperanga condi-
cional de de X dado F, E(X|F), como sendo qualquer variavel aleatéria Y satisfazendo
(i) Y € F, ou seja, é mensuravel;

(ii) Para todo A € F, / XdP = / YdP.
A A
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Se (i) e (ii) sao satisfeitas, entao as informagoes sobre qualquer A € F sao descritas
por F.

Auxiliar 7. Seja (Q, F,P) um espagco mensurdvel. Entao
(a) Se X € F, entio E(X|F) = X;
(b) Se X ¢ independente de F, entio E(X|F) =E(X).

Prova: Mostraremos primeiro (a). Segue da definicdo de esperanca condicional de X

dado F que Y = E(X|F) é F-mensuravel e para cada A € F,

/XW:/YW.
A A

Como X € F, temos X =Y quase certamente, para cada A € F, isto é, X =
E(X|F).

Agora, mostraremos (b). Note que E(X) € F. De fato, sendo (€2, F,P) um espago
mensuravel, defina E(X) : Q — R. Como X é uma varidvel aleatéria, entdao E(X) = ¢,

com ¢ € R. Assim, f~!(c) = Q € F. Agora, tomamos A C F. Logo,
Iy € F.

Além disso, X e I4 sdo independentes. Dai,

AXW:EQ%Q:MXE&M:(AﬂﬁMXﬁiAMXMP

As provas de Auxiliar 8, 9 e 10 podem ser encontradas em [28].
Auxiliar 8. Se X € F ¢ E|Y|,E|XY| < o0, entio E(XY|F) = XE(Y|F).

Auxiliar 9. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias e (Xn)nez+ uma sequéncia de varidveis
aleatorias. Entao

(a) Esperanca condicional Linear:
E(aX + Y|F) = aE(X|F) + E(Y|F). (4.2)
(b) Se X <Y, entao
E(X|F) <E(Y|F). (4.3)
(c) Se X;, >0 e X, T X comE(X) < o0, entao

E(X,|F) T E(X|F). (4.4)
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Seja um espaco filtrado (€2, F,{F,},P). Entao, (2, F,P) é um espago de probabili-
dade usual, {F,;n > 0} é uma filtracdo, isto é, uma familia crescente de subo-algebras de
F:

FolF,C...CF.

Definimos

Foo =0 (U F) C F.

Intuitivamente, as informagoes sobre w € () disponiveis no tempo n consiste
precisamente nos valores de Z(w), para todas JF,, fun¢does mensurdveis de Z. Usualmente,
{F,} é a filtracao natural

Fn=0(Xo, X1,...,X,)

de algum processo estocéstico X = (X, : n € Z") e entdo a informagao sobre w que temos

no tempo n consiste dos valores
XO(w)’ Xl(w)7 s 7Xn(w)

Um processo X = (X,;n > 0) é chamado adaptado (para filtragdo {F,}), se para
cada n, X,, é F,-mensuravel.
Defini¢ao: Um processo X é chamado martingale (relativo para ({F,},P)) se
(i) X é adaptado;
(ii) E(|X,]) < 00,V n;
(ili) E(X,|Fn.-1) = Xn_1, quase certamente, com n > 1.
Um supermartingale (relativo para ({F,},P)) é definido similarmente, exceto (iii)
que ¢ substituido por

E<Xn|fn-1) S anla

quase certamente, com n > 1, e um submartingale é definido com (iii) substituido por
E<Xn|fn-1) Z anlv

quase certamente, com n > 1.

Seja X uma variavel aleatéria, definimos X por

P X, se X >0;

0,  caso contrario.
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Auxiliar 10 (Teorema da Convergéncia de Martingale). Se X,, é um submartingale com
supE(X,[) < oo, entdo com n — oo, X,, converge quase certamente para um limite X

com E(]X|) < c0.

Seja (Xp)nez, uma cadeia de Markov com conjunto de estados /. Denotamos a
probabilidade de ir do estado 4 para o estado j por p;;. O tempo de alcance ao subconjunto

A C I (ver [30]) é dado por
ht = inf{n >0:X, € A}.
O tempo médio de alcance a A, dado que o processo iniciou no estado i é dado por
k=K (H?).

As provas para o Auxiliar 11, Auxiliar 12 ¢ Auxiliar 13 encontram-se em [30],

nas paginas p.13, p. 17 e p. 26 respectivamente.

Auxiliar 11. O vetor de probabilidade de alcance h* = (h* :i € I) é a solugdo minimal

nao negativa do sistema de equagoes lineares

ht =1, sei € A;

hf‘ = Z Dij h;A-
J¢A
Auxiliar 12. O vetor de tempo médio de alcance k* = (k" :i € I) é a solugdo minimal

nao negativa do sistema de equagoes lineares

kA =0, sei€ A
kA =14 piks.
JEA
Auxiliar 13. Seja (X;)i>1 uma cadeia de Markov com um conjunto contdvel de estados e
T; como definido em (2.43). A sequinte dicotomia se mantém.:
(a) Se P;y(T; < 00) =1, entdo i é um estado recorrente;

(b)Se P;(T; < 00) < 1, entdo i é um estado transiente.
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APENDICE B - SOLUCAO DA EQUACAO DE ONDA LINEAR DE 12
ORDEM UNIDIMENSIONAL

Sejam u : R" x R, — R diferenciavel e ¢ uma constante real. Apresentaremos uma

solucao para a equacao de transporte simples

Ou(w,t)  Ou(w,t)
ot T Tom 0
Sejam £ = x — ct e u(z,t) = V(§,t). Logo,
du_onde v _ovae ov
ot 0cot  otot 0ot Ot
Ou _OVO§ OV Ot _ OV ¢
dxr  0¢ Ox Ot 0x O Oz’

Substituindo % =-ce 0¢ =1 temos
ot ox
ou_ OV OV ou_ov
o 0 ot ox O

Dai,
Ou ou_oV.__ oV _,
ot " “or ot ot

Desde que nossa solugao é constante ao longo da diregao (1, ¢), nés temos

u(z,t) = u(zo + ct, t) = u(xg, 0)
u(zo,0) = f(zo)

u(z,t) = f(xo) = f(x —ct).
ou(z,t) N ou(z,t)

Coordenad t): t =0.
oordenadas comuns (z,t): u(z,t) e o o -
Coordenadas de movimento (£,t): V(&,1), i Oeé=x—ct
Resolvemos i 0 e usamos para achar u(z,t).
Como ov =0, entdao V ¢ independente de t. Logo, V = f(§).

ot
Sendo V' (§,t) = u(z,t) temos
u(z,t) = f(§) = f(x —ct).

Logo, f(x — ct) é solugdo de (;z: + cgu =0, onde up(x) = f(x).
T
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APENDICE C - MONOTONICIDADE EM AUTOMATOS CELULARES
PROBABILISTICOS

Sejam €2 o espaco de configuragoes de um automato celular probabilistico, M o
conjunto das medidas normalizadas na o-algebra gerada pelos cilindrosem Q2 e P : M — M
um operador aleatorio. A seguir, descreveremos condigoes para as quais o operador P
apresenta a propriedade da monotonicidade.

Para definirmos o conceito de monotonicidade de operadores, precisamos inici-
almente estabelecer um conceito de ordem parcial em nosso espago de configuragoes
Q = {0,1}% como em [3, 11]. Vamos considerar 0 < 1. Estabelecemos uma ordem parcial
em () e dizemos que a configuracdo x precede a configuragao y, e denotamos x < y se
r; < y; para todo i € Z.

Dizemos que um conjunto mensuravel Sup C {2 é superior se
Ve,y € Q,(r €Supex <y) = y € Sup.

Agora, introduzimos uma ordenacao em M. Dizemos que a medida v precede a
medida 7 se v(Sup) < 7(Sup) para qualquer conjunto superior Sup.
Nés dizemos que um operador P : M — M é monétono se v < m = vP < 7P

3, 11].



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	O Processo de Stavskaya
	Organização do Nosso Trabalho

	Processo de Stavskaya com Comprimento Variável: Novos Insights
	Definições
	Palavras Aleatórias e Convergência
	Não linearidade de Processos de Partículas com Comprimento Variável
	Operador de Stavskaya com Comprimento Variável

	Principais Resultados
	Uma representação em Z+ do processo VS
	O Processo Z com = 0
	Primeiro e segundo momentos de Zt quando =0

	Monotonicidade de N
	Prova do Teorema 2.2.1
	Prova do Teorema 2.2.2 
	Sobre Medidas Uniformes
	Alguns Resultados Limites para Palavras Aleatórias

	Prova do Teorema 2.2.3
	O operador VS em algumas -medidas
	O Operador VS em Medidas Uniformes

	Prova do Teorema 2.2.4
	O Processo L3

	Estudo Numérico
	Verificando a Implementação
	Análise do Processo Z


	O Processo de Stavskaya de Difusão
	Equação de Onda Linear de Primeira Ordem
	Da equação de onda ao operador D
	Um Processo de Stavskaya de Difusão
	A propriedade da erosão
	Ergodicidade no PSD
	O PSD Como um Processo de Percolação


	Estudo Numérico
	Modelagem Computacional dos Processos Stav e StavD

	CONCLUSÕES
	Referências
	APÊNDICE A - SOBRE PROCESSOS ESTOCÁSTICOS
	APÊNDICE B - SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE ONDA LINEAR DE 1ª ORDEM UNIDIMENSIONAL
	APÊNDICE C - MONOTONICIDADE EM AUTÔMATOS CELULARES PROBABILÍSTICOS

