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RESUMO

Este trabalho se propde a apresentar uma andlise sobre a correspondéncia entre ramificacdes
da Logica Modal com ramificagdes da Logica de Descri¢des. Além disso, este texto tem como
principal proposta, pela falta de um material mais palatdvel, preencher esta lacuna e tornar mais
acessivel um assunto naturalmente denso légica e matematicamente. A apresentacdo didatica
dos formalismos € feita nos capitulos iniciais; da Légica de Descrigdes foi escolhida a linguagem
ALC e da Légica Modal, o sistema K. E demonstrado por que a correspondéncia niio ocorre
a principio, por isso o sistema K € enriquecido para a versao multimodal K,,,. Posteriormente
¢ apresentada a Légica Hibrida: ramificagdo modal que completa a correspondéncia com uma
base de conhecimento de ALC. Por fim, propositalmente alocado no apéndice, sdao escolhidas
ramificagdes que apresentam correspondéncia entre si: da Légica de Descrigdes a linguagem

ALC,., e a Légica Dindmica Proposicional, que € ramifica¢do (modalidade) da Légica Modal.

Palavras-chave: 16gica modal; 16gica de descricoes; 16gica hibrida; 16gica dinamica; PDL;

ALC, ey



ABSTRACT

This work proposes an analysis of the correspondence between ramifications of Modal
Logic with ramifications of Logic of Descriptions. In addition, due to the lack of more palatable
material, this text has as its main proposal to fill this gap and make a naturally dense subject
logically and mathematically more accessible. The didactic presentation of formalisms is made
in the opening chapters; for the Description Logic, the language ALC was chosen, and for the
Modal Logic, the K system. It is shown why matching does not occur at first, so the K system is
enriched for the multimodal version K,,,. Afterward, the Hybrid Logic is presented: a modal
branch that completes the correspondence with a knowledge base of ALC. Finally, intentionally
allocated in the appendix, branches that correspond to each other are chosen: from Description
Logic, the language ALC,., and Propositional Dynamic Logic, which is a branch (modality) of
Modal Logic.

Keywords: modal logic; description logic; dynamic logic; hybrid logic; PDL; ALC, ..
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1 INTRODUCAO

Os estudos das l6gicas de Descri¢cdes e Modais sdo arcaboucgo para apresentar uma
equivaléncia com respeito a expressividade entre pares de ramos especificos destas linguagens
formais (BAADER et al., 2010). A consolidacdo da Légica de Descricdes se deu através de
sua utilizacdo na web semantica, ao se tornar necessaria devido ao seu poder de expressividade
aliado ao fato de ser um fragmento decidivel da Logica de Primeira Ordem (LPO). Na literatura,
€ possivel encontrar autores que, quando dissertam sobre uma ramificacao da Légica de Descri-
¢oes, sempre fazem mencao a correspondéncia entre as vertentes da Logica Modal (BAADER;
HORROCKS; SATTLER, 2008), (BAADER et al., 2007), (RIJKE, 1998).

A Loégica de Descri¢des (DL) nem sempre foi chamada assim. Era intitulada Légica
Terminoldgica, oriunda de melhorias de outros formalismos de representacao de conhecimento,
as redes semanticas e os frames (BRACHMAN; SCHMOLZE, 1985 apud BAADER, 1991,
p- 3). Nestes formalismos também ¢ possivel definir dominios, como se pode na Légica de
Descricoes. Apesar dessas semelhancas, a diferenca fundamental das linguagens anteriores
para a Légica de Descricdes reside no aspecto da formalidade 16gica e matemdtica: somente
neste formalismo € possivel encontrar uma linguagem formal ndo ambigua, bem definida e
fundamentada matematicamente. Meghini e Straccia (1996) escreve que ela seria apresentada
como um modelo de "recuperacdo” de conhecimento, que daria as suas relacdes de inferéncia o
sabor de relevancia, ou seja, uma conexao estrita em significado entre as premissas e a conclusao.
As Légicas de Descri¢des passaram a ser bastante estudadas e aplicadas apds serem incorporadas
na Onthology Web Language (OWL, Linguagem de Ontologia da Rede em portugués) (PATEL-
SCHNEIDER; HAYES; HORROCKS, 2004) e tornou-se linguagem padriao da web semantica
(BEZERRA, 2019). Além disso, nos ambitos do direito e da biologia, ramificacdes das Logicas
de Descricoes sdo utilizadas e preferidas em detrimento a tantas outras 16gicas. Devido a tal, uma
vasta gama de fragmentos de Légicas de Descri¢des € usada e pesquisada, sendo o fragmento
ALC (linguagem atributiva com unides e complementos, do inglés, Attributive Language with
Unions and Complements)(BAADER; HORROCKS; SATTLER, 2008) considerado o mais
proximo do sistema mais basico modal, mas com expressividade minimamente superior.

Virios fragmentos de DL correspondem a sistemas da Logica Modal. As primeiras
aparicoes do conceito de modalidade em 16gica, ou modos da verdade, remetem a Aristételes
(FELIX FILHO, 2019). As modalidades dizem respeito a interpretacao filoséfica dos operadores

bésicos do formalismo da Logica Modal "necessdrio” e "possivel". Nesta logica, € estudada
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a semantica dos mundos possiveis de Kripke. Nela, os mundos possiveis sdo conjuntos onde
sao interpretadas as proposi¢cdes e interligam-se através de uma relacdo chamada relacdo de
acessibilidade.

Nas modalidades em que se faz o uso de mais de uma versdo destes operadores devido a
uma semantica mais complexa, sdo utilizados indices nos operadores e a esta 16gica € atribuido
o titulo de multimodal. Como exemplo, existe uma modalidade temporal, em que podem ser
analisadas as "necessidades" e "possibilidades" no passado e no futuro, sendo respectivamente

"y

"foi sempre o caso" e "as vezes foi o caso"; "serd sempre o caso" e "serd as vezes o caso"

(GORANKO; RUMBERG, 2021).

1.1 OBJETIVO DO TRABALHO
1.1.1 Objetivo Geral

Inicialmente, esta dissertacao se propde a trabalhar a respeito da problemadtica da corres-
pondéncia entre l6gicas de Descri¢des e Modais. Nesse sentido, uma densa revisao da literatura
revelou a caréncia de um texto tinico que descrevesse minuciosamente os formalismos em questao,
bem como onde e de quais formas as equivaléncias (entre as l6gicas de Descri¢des e 16gicas Mo-
dais) ocorrem. Para além de um compilado de defini¢des formais e mapeamentos, este texto tem
como principal proposta, pela falta de um material mais palatavel, preencher esta lacuna e tornar
mais acessivel um assunto naturalmente denso matematicamente e complexo filosoficamente.

Na literatura, € possivel encontrar varios exemplos de correspondéncias envolvendo as
16gicas de Descri¢oes e Modais (RIJKE, 1998). Tanto em (BAADER; HORROCKS; SATTLER,
2008), quanto em (BAADER et al., 2007), hd mencionada a correspondéncia de ramificagdes
especificas de cada uma das linguagens formais, cada uma com sua particularidade e propo-
sito especifico. Este trabalho se propde a listd-las e, mais que isto, entregar de modo mais
matematicamente acessivel, bem detalhada e didaticamente estruturada, comegando desde as
ramificacdes mais bdsicas: da Légica Modal, o sistema K (e sua versao multimodal) e, da Logica
de Descricdes, a linguagem ALC. A primeira correspondéncia se dd exatamente entre estas
linguagens, e, através dela, confere ao sistema K a caracteristica de ser um fragmento decidivel
da Légica de Predicados (ou de Primeira Ordem), atributo inerente a Légica de Descricdes.

A andlise comparativa entre estas duas logicas, de Descri¢des e Modais, serd concluida
com a apresentacdo da correspondéncia também de raciocinio automético através do método

de tableaux (BAADER; SATTLER, 2000), (GORE, 1999). Toda esta discussdo estd repleta de
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exemplos ilustrativos que auxiliardo o entendimento.
1.1.2 Objetivo especifico: correspondéncias entre Logicas de Descricoes e Modais

Como serd possivel inferir do texto, a correspondéncia nem sempre € direta. A partir
de e apds a leitura dele, o leitor vai ser capaz de entender que a correspondéncia isomorfica s6
ocorre a partir de versdes enriquecidas do sistema K da Légica Modal e de ALC da Légica de
Descri¢oes. Em comparacio a K, que é monomodal, ALC é multimodal. Sendo assim, faz-se
necessario uma légica mais expressiva para que acompanhe esta expressividade, no caso, o
sistema multimodal K,,,. Por outro lado, seré visto que este sistema corresponde apenas a parte
terminoldgica de ALC, ou seja, a parte em que € definida a terminologia com os axiomas de
cada classe, bem como as relagdes entre elas; ja a parte de asser¢des —em que sao definidas as
instancias destas classes e relacdes— apenas podera ser correspondida por um enrquecimento do
sistema K chamado Légica Hibrida (LH).

Este € o objetivo primordial do texto: mostrar a correspondéncia entre a Logica de
Descri¢oes ALC e o sistema K e K,,, da Légica Modal de forma bastante ilustrada, trazendo
exemplos, os modelos de ambas as Ldgicas, bem como uma analise comparativa usando como
elemento comum o sistema de tableaux.

E trazido ainda no texto uma correspondéncia mais complexa. Ao se tentar estabelecer
a correspondéncia a partir de uma ramificacdo Modal essencialmente multimodal, a Légica
Dindmica Proposicional, conhecida como PDL (do inglés, Propositional Dynamic Logic), a
percepgdo de PDL ser mais expressiva que ALC € direta. A Logica Dindmica Proposicional
consiste num formalismo multimodal que melhor corresponderia a . ALC, ndo fosse por ela, neste
caso, ser agora mais expressiva. Somente com o enriquecimento de ALC para a versdo ALC e,
€ que pode ser estabelecida correspondéncia completa na sintdtica e semantica. Apesar de ser
uma légica modal multimodal, a PDL embora seja expressiva o suficiente para que seja possivel
construir uma correspondéncia em nivel de Abox, esta organiza¢do nao faz parte regularmente
da linguagem. Esta correspondéncia foi alocada propositalmente no apéndice (B) devido ao nivel
de complexidade.

Essencialmente, as correspondéncias entre as ramificacdes que sdao apresentadas com
maior riqueza de detalhes aqui podem ser encontradas em (RIJKE, 1998) e (BAADER et al.,
2010). Outras referéncias pontuais serao feitas em situacoes especificas, como (OHLBACH;

KOEHLER, 1999, p. 2). E comum encontrar na literatura, quando se menciona a Légica
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Dinamica Proposicional, a men¢ao da correspondéncia com um enriquecimento de ALC, que
contém transitividade e reflexividade em sua estrutura, chamada SR. Entretanto, neste trabalho,
foi escolhido uma ramificagdo diferente para a Logica de Descri¢des, chamada ALC,.,, que trata

definicdes ciclicas e expressoes regulares sobre papéis.

1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

No Capitulo 2, sdo detalhadas as caracteristicas de Logica de Descri¢des, com énfase
na ramifica¢do ALC desta familia de formalismos. Esta linguagem € apresentada com detalhes,
sintatica e semanticamente, as ABox e TBox, além dos modos de raciocinio fundamentais
praticados. Vdrios exemplos acompanham cada uma das defini¢cdes, entregando uma construg¢ao
didética do conhecimento.

No Capitulo 3, Légica Modal, sao apresentados os fundamentos de uma logica tal que
seja modal. As sintaxe e semantica fundamentais do sistema monomodal K sdo apresentadas,
bem como sdo citadas outras modalidades, enriquecimentos a partir de K, com interpretacdes
filosoéficas distintas, caracteristicas para cada uma.

O Capitulo 4, intitulado Correspondéncia Demonstrada, traz em suas se¢des respectiva-
mente: a evidéncia que s6 havia correspondéncia a nivel de TBox e, para tal, o enriquecimento
do sistema monomodal K para sua versao multimodal K,,,; a correspondéncia a nivel de ABox,
com a introdu¢do de um enriquecimento para o sistema K que lida com nominais, conjuntos
unitdrios que sozinhos validam uma proposicao, chamado de Légica Hibrida.

No Capitulo 5, € feita uma demonstracao das duas légicas no que diz respeito ao
raciocinio automadtico. Sao apresentados os métodos de fableaux para ALC e para o sistema
K e sua versdo multimodal K,,,. Assim serd possivel perceber a semelhancga entre métodos de
raciocinio destas l6gicas.

Outra correspondéncia com uma légica essencialmente Modal, a Légica Dinamica e
uma ramificacdo de mais expressiva das Logicas de Descri¢des € detalhada no apéndice:

Na secdo de Logica Dindmica, uma légica fundamentalmente (multi)modal, € discutido
o campo de atuacdo desta modalidade. Sequencialmente, a sintaxe e semantica de uma versao
proposicional sao apresentadas. No final deste Capitulo, € apresentado também o método de
filtragem como incentivo a comparagdo com o método para o sistema K.

A sec¢do seguinte se dedica a apresentar ramificagdes dos dois formalismos, as Logicas

Modal Dinamica e de Descricoes, e as correspondéncias existentes entre eles. Sao brevemente
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apresentadas linguagens como ALC,., (BAADER, 1991).
As conclusdes sobre como foi elaborar um trabalho como este e as possibilidades que
surgem quando do entendimento notdvel de ambos os formalismos e suas aplicacdes fecham o

texto.
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2 LOGICA DE DESCRICOES

Légicas de Descricoes (do inglés, Description Logic, DL) sdo uma familia de formalis-
mos de representacdo do conhecimento (do inglés, knowledge representation, KR), tal que certos
ramos servem como base para a linguagem OWL (PATEL-SCHNEIDER; HAYES; HORROCKS,
2004), aprovada como o padrao W3C (World Wide Web Consortium, ou Consoércio da Rede Mun-
dial em portugués) para representar a camada mais expressiva da Web Semantica. Sao também
utilizadas ramificacdes para representar dominios na biologia e no direito e raciocinar sobre os

conceitos importantes como inteligéncia artificial. Neste capitulo, o foco serd a linguagem ALC.

Figura 1 — Camadas da Web Semantica

Confiabilidade
Regras
Prova

Dados E
3

=

o

g

o

Vocabularic da Ontologia E
e

Fonte: (BERNERS-LEE; HENDLER; LASSILA, 2001 apud BEZERRA, 2019)

As Loégicas de Descri¢des sao fragmentos decidiveis da Légica de Primeira Ordem, sem

funcgdes, com até duas varidveis.

Em DL, como escreve Bezerra (2019),

a representacdo de um dominio € constituida de "conceitos", que sdo termos de
um dominio, "propriedades" desses conceitos, e "individuos"desse dominio.
Além disso, € possivel estabelecer relagdes entre os conceitos, como a relagdo
"E-UM", que permite a criagio de uma hierarquia de conceitos, além de axiomas
terminolégicos.

Assim, sendo elementos-chave da linguagem, € fundamental compreender do que se
tratam os conceitos, papéis e instancias. A seguir, estas ideias sdo ilustradas e comparadas lado a

lado com o que seria sua versdo em LPO.

Definicao 1. (Conceitos): Um conceito, denotado com palavras inciadas com letra maidscula, é

um predicado undrio que portanto define uma classe de objetos.
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Concerro: predicados undrios, classes, conjuntos de instancias, subconjunto do dominio; exem-
plos: Estudante que significa {z | Estudante(x)}

Casado que significa {x | Casado(z)}

Definicao 2. (Papéis): Um papel é um predicado bindrio que define relagdes entre os conceitos
(ou instancias dela). Os papéis serdo aqui representados como palavras com inicial mintdscula,
ou somente letras mindsculas.

PapeL: predicados bindrios, relagdes, conjuntos de pares de instancias;

amigoDe que significa a relacdo entre dois objetos x e y, tal que

xéamigodey  {(z,y)|amigoDe(z,y)}

temConjuge {(x,y) | temConjuge(z,y)}

Definicao 3. (Instancias): Uma instincia € uma constante, um elemento do dominio. Sao
representadas aqui como nomes proprios, portanto de inicial maidscula; podem conter nimeros
ou alguma simbologia para ordem, como "Gatol", "Gato2", mas estardo sempre no escopo dos
conceitos, assim ndo € possivel confundir com os conceitos propriamente ditos.

InsTANCIAS: individuos, constantes;

Estudante(Abel)

amigoDe(Abel, Caim)

E possivel comparar as correspondéncias entre LPO e DL através da Tabela 1:

Tabela 1 — Visualizacdo das equivaléncias entre DL com LPO

LPO DL
constante instancia
predicado undrio  conceito
predicado bindrio papel

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Exemplo 1. O exemplo a seguir exibe a mesma expressao escrita em DL e LPO:
DL LPO
Estudante I Jamigo.Casado <> {x| Estudante(x) A Jy(amigo(x,y) A Casado(y))}

Estudante C Jtem.Professor <+ {x| Estudante(x) — dy(tem(X, y) A Professor(y))}
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2.1 SINTAXE

Em DL hé a distin¢ao das implicacdes material e estrita, assim como serd visto também
na Légica Modal no Capitulo seguinte (3). Para tratar do conhecimento geral, o conhecimento
"intensional" (do inglé€s, intensional), é concebida a Tbox (do inglés, Terminological Box) como
sendo a terminologia, contendo declara¢des que descrevem as propriedades gerais dos conceitos.
O conhecimento "extensional", ou assertivo, € organizado na Abox (do inglés, Assertional Box),
cujas atribuicdes sdo especificas para os elementos do dominio. Como em Baader et al. (2007) e

Baader, Horrocks e Sattler (2008):

Definicao 4. (Base de conhecimento ou ontologia): Uma base de conhecimento, ou KB (do
inglés, Knowledge Base), ou ainda ontologia, € definida como a unido entre Tbox e Abox, ou
o par ordenado (7', A). Segundo Perez apud Bezerra (2019, p. 23 ) sdo componentes de uma

ontologia: classe ou conceito; individuo ou instancia; relagdo ou propriedade; e axioma.

Geralmente, uma teoria em DL, ou base de conhecimento, ou ainda ontologia, tem uma
defini¢do composta de duas partes da seguinte forma: Abox € a parte assertiva da base e a Tbox
a parte terminoldgica. Na Abox, ocorre o instanciamento, a atribui¢cdo de nomes de instincias a
conceitos e papéis, segundo uma interpretagdo (RUDOLPH, 2011).

Introduzida por Schmidt-Schau e Smolka (1991 apud BAADER, 1991, p. 5), a menor
DL (completa' sob dlgebra booleana, ou seja, toda férmula da DL € vélida sob esta dlgebra) € a

ALC. Abaixo, na Definicdo 5, é definida a sintaxe usada em ALC:

Definicao 5. (Alfabeto): O alfabeto de ALC € o conjunto dos seguintes simbolos:

Letras maitisculas e mindsculas denotam nomes de conceitos, papéis e instancias;

T e L denotam o conceito contendo todos os individuos e o0 "conceito vazio" respectiva-

mente;
* = e L para denotar equivaléncia de conceitos e subsuncao de conceitos respectivamente;
* os quantificadores universais V e 3 para denotar restricdes aos papéis

* . para separar visualmente um papel quantificado do conceito a que se aplica

! Explica¢do muito breve sobre completude, cuja reciproca é corretude. H4 diversas formas de completude:

sintdtica e semantica, expressiva, funcional etc.
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* [ (corresponde ao /A, a conjung¢do da légica cldssica) e o LI (corresponde ao V, a disjuncao

da légica cléssica) e 0 .

A préxima definicao (6) orienta sobre como sao formadas as expressoes legitimas de
ALC, fundamental para consolidagdo do conhecimento. Inspirada em Baader et al. (2017, p. 11),

foi preservada sua estrutura.

Definiciao 6. (Nomes e Descri¢oes): Seja C um conjunto de nomes de conceito e R um conjunto
de nomes de papéis disjunto de C. O conjunto de descri¢cées de conceito de ALC sobre C e R é

definido indutivamente como segue:
* Todo nome de conceito € uma descri¢io de conceito;
e T e 1 sdo descri¢des de conceito;

* Se C e D sao descri¢Oes de conceito € r € um nome de papel, entdo os seguintes tamém

sdo descricoes de conceito:

C M D (conjungao),

C U D (disjungao),

— C (negacdo),

dr.C (restricdo existencial) e

Vr.C (restricao de valor).

Exemplo 2. Confira graficamente os elementos de uma ontologia:

Conceitos e suas instancias:
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Figura 2 — Instancias dos conceitos: Pessoa(Jodo), Pessoa(Maria); Pais(Brasil), Pais(Japao).

Brasil

Conceito Pessoa Conceito Pais

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Relagdo nasceu:

Figura 3 — Instancias da relagdo nasceu: nasceu(Jodo, Japao), nasceu(Maria, Brasil).

nasceu

Conceito Pessoa Conceito Pais

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Definicao 7. (Axiomas): Sejam A e D conceitos. Entdio A = D e A C D sdo axiomas
terminologicos, respectivamente de equivaléncia e subsuncao (classificacdo, que funciona como
a implicagcdo material cldssica), em que (A C D) M (D C A) corresponde a A = D. Sejam,
agora, C' uma descri¢ao de conceito, » um nome de papel e =, y nomes de instancias. Um axioma
assertivo possui as seguintes formas?® respectivamente: C'(z) ou r(z,y). As instanciagdes sdo

axiomas assertivos.

Exemplo 3.

Animal C CoisaViva

Burro = Animal M VtemPai.Burro

Cavalo = Animal " VtemPai.Cavalo

Mula = Animal ' JtemPai.Cavalo M JtemPai.Burro

JdtemPai.Mula = L

Instancia de conceito:

Mula(Heitor)

Neste caso, "Heitor" pertence ao conceito "Mula".

2 Outra sintaxe para axiomas assertivos = : C'e (z,y) : 7.
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Instancia de relacio:

temPai(Heitor, Hélder)

Definicao 8. (Tbox): Uma terminologia (Tbox) € um conjunto finito de axiomas terminolégicos,
possivelmente vazio, com a restri¢do adicional de que nenhum nome de conceito pode aparecer
mais de uma vez como o lado esquerdo de um axioma de equivaléncia. O conjunto de axiomas
das Tboxes geram uma taxonomia. Os chamados conceitos definidos ocorrem no lado esquerdo
de um axioma de equivaléncia. Os outros conceitos sao chamados de conceitos primitivos; para

a linguagem ALC, os papéis sdo sempre primitivos, pois ndo ha defini¢cdes de papéis.
Definicao 9. (Abox): Um conjunto finito de axiomas assertivos caracteriza uma Abox.

Figura 4 — Framework de DL

TBOX ABOX

fooA

BCIGCIHID

Fonte: Baader et al. (2010)



30

2.2 SEMANTICA

Baseada na teoria dos modelos, construida sobre a teoria axiomética dos conjuntos
de Zermelo-Fraenkel (HRBACEK; JECH, 1999), a semantica de ALC deve ser compreendida

Ccomo.

A sendo o universo de discurso;

» As instancias de conceitos sdo elementos deste A;
* Os conceitos sao subconjuntos deste A;

* As relagdes bindrias sdo subconjuntos de A x A;

A relagdo "subclasse" (subsuncdo) entre classes € interpretada como inclusao de conjuntos. A

partir do dominio de interpretacdo, A’, é formalizada a semantica:

Defini¢do 10. (Interpretaciio e modelo):Uma interpretago ¢ definida como o par (A’ «') em
que uma funcio de interpretacdo atribui a cada conceito atdmico A um conjunto A’ C Alea
cada papel atdbmico  uma relacdo bindria 7/ C A’ x A!. Os conjuntos A’ e ! sdo chamados

extensoes de A, r com respeito a [:

Tabela 2 — Semantica dos operadores como em Baader et al. (2010)

T! = A’
1! = %)
(~A) = AT\AT
(cnbD) := c'Np!
(CuD) = ctuD!
vr.C = a€ Al|Vb.(a,b) er’ - be !
Ir.C = acAlFb.(a,b) erl,be !

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Uma Tbox admite axiomas de subsung¢ao e equivaléncia, como mencionado na Defini¢cdo
8 , e uma Abox, assercoes de conceitos e papéis. Uma interpretacdo / ¢ um modelo da T-box
T sse satisfaz A” = D' para todos os axiomas terminolégicos A = D em T, e AY C D! para
todos os axiomas terminoldgicos A T D em 7. Da mesma forma, uma interpretagao I € modelo
de um axioma assertivo z : C' se ' € C” e I € modelo de um axioma assertivo (z,y) : r se
(, y)I € r’; I € modelo para uma Abox se for modelo para todo axioma desta Abox. Ela é,

portanto, modelo de uma ontologia, se satisfaz ambas Tbox e Abox.
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2.3 RACIOCINIO EM DL

O uso das DLs se dd através de ontologias. As linguagens sdo usadas para descrevé-las e
permitir se gerar conhecimento a partir de tarefas de raciocinio (BAADER et al., 2010). As tarefas
de raciocinio: classificacdo de conceitos e instancias, equivaléncia, verificacdo de satisfatibilidade

e consisténcia sdo descritas a seguir nas defini¢cdes 11, 12, 14 e 15.

Definicao 11. (Classificacao (subsuncao) de conceitos e instancias): Seja 7" uma Tbox e A,

B nomes de conceitos

ALCy Bsse Al C BY para todos os modelos [ de T..

Neste caso, todos os A estdo em B, diz-se que B classifica A em 7'. Na possibilidade
de haver mais de uma Tbox para a ontologia, a letra T em C identifica a qual Tbox se esta

referindo.

Exemplo 4. Considere as sentencas:

1. Motoristas dirigem veiculos;

2. Motoristas de 6nibus dirigem Onibus;
3. Um 0Onibus € um veiculo;

4. Veiculos precisam de licenca.

5. Para serem motoristas, € necessario ter uma CNH
Tbox:

1. Motorista = ddirige.Veiculo

2. MotoristaOnibus = Jdirige.Onibus
3. Onibus C Veiculo

4. Licenca N CNH C Documento

5. Veiculo = dprecisa.Licenca

6. Motorista = Vtem.CNH
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Abox:
1. dirige(Jodo, Onibus)
2. MotoristaOnibus(Jodo)
3. Onibus(Volvo)

A partir da Tbox, a tarefa de classificagdo permite inferir que todos os motoristas de
Onibus sdo motoristas, ou MotoristaOnibus C Motorista. O axioma 6 da Tbox ndo teria a
necessidade de existir, mas foi listado de propédsito para melhor ilustrar um axioma com restri¢ao

universal. Neste exemplo, se houver o papel "tem", estard relacionado com uma instancia de

CNH.

Figura 5 — Representagdo grafica da ontologia do Exemplo 4.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Definicao 12. (Equivaléncia de conceitos): Dois conceitos C' e D sdo equivalentes sse a inter-
pretagio de ambos for idéntica em todos os casos, ou seja, C' = D <+ C! = D!. Em DL, isto

significa que D classifica C' e vice-versa,ou C' C DM D C C.
Exemplo 5. Considere as sentencas:

1. Mulheres sdo pessoas fémeas;

2. Homens sdo pessoas diferentes de mulheres;

3. Masculino sdo pessoas que ndo sdo fémeas.

Em DL:

Mulher = Pessoa M Fémea
Homem = Pessoa " —Mulher

Masculino = Pessoa N —=Fémea

Para melhor entendimento, ¢ adequado expandir a Tbox, substituindo os axiomas pelos

conceitos equivalentes e simplificando as sentengas:

Homem = Pessoa M —Mulher

Homem = Pessoa ' —(Pessoa 'l Fémea)

Homem = Pessoa 'l (—Pessoa LI —Fémea)

Homem = (Pessoa ' —Pessoa) LI (Pessoa M —Fémea)

Homem = Pessoa ' —Fémea

A inferéncia a partir desta Tbox € a equivaléncia a seguir, em que é deduzido que
Homens sdo do sexo masculino, em outras palavras, o axioma abaixo:

Homem = Masculino

Definicao 13. (Verificacao de Instanciacio): Uma ontologia estd instanciada se existe uma
Abox que a instancia. Ou seja, todos os predicados undrios (conceitos) contém um nome de uma

instancia e todos os predicados bindrios (papéis) contém dois nomes de instancias.

Exemplo 6. Considere a base de conhecimento do Exemplo 4. O axioma Motorista(Joao) é

deduzido por esta base.
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Definicao 14. (Satisfatibilidade): Uma ontologia satisfaz um conceito C se existe uma interpre-
tacdo que o satisfaga. O conceito C € satisfativel nesta interpretacdo. O conceito C ¢ insatisfativel
se nao existe interpretacao que o satisfaca. Uma ontologia € satisfativel se admite um modelo,
i.e., existe pelo menos uma interpretacdo que satisfaca ao mesmo tempo todos os conceitos e

seus axiomas.

Exemplo 7. Sabe-se que comida vegana ndo conta com ingredientes de origem animal. Veja o

exemplo da pizza a seguir:

PizzaVegana C

Pizza M JtemCobertura. Tomate ' ItemCobertura.Queijo ' ~JtemCobertura. AlimentoOrigemAnimal;
Queijo C AlimentoOrigemAnimal;

Tomate C —AlimentoOrigemAnimal;

=

PizzaVegana C |
Portanto, tanto o conceito PizzaVegana quanto a ontologia sao insatisfativeis.

Definicao 15. (Consisténcia): Uma ontologia € inconsistente se apresenta instancias de conceitos
insatisfativeis (equivalentes a um conjunto vazio, ndo podem ter nenhum individuo) ou seja, se a

Abox ou a Tbox forem insatisfativeis.

Exemplo 8. Neste exemplo, € possivel notar uma instanciacao que deixa a Abox inconsistente,
porque o dominio de Pai ndo admite instancias do sexo feminino. No Exemplo anterior (7) tem-se

uma inconsisténcia na Tbox.

Tbox:
Mulher = Pessoa M Fémea;
Homem = Pessoa " —Mulher;

Pai = Homem M JtemFilho.Pessoa;

Abox:

Mulher (Alba);

Pai (Alba);

temFilho (Alba, Ana);



A ontologia pode ser representada graficamente como na Figura 6:

Figura 6 — Representacdo grifica da ontologia do Exemplo 8
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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3 LOGICA MODAL

A Légica Modal € a 16gica que estuda os modos de qualificar a verdade. Ela pertence a
familia de 16gicas classificadas como nao-cldssicas ou nao-padrdo. Esta classe de l6gicas difere
da l6gica padrdo por conterem extensoes linguisticas ou axiomaticas desta. Isto significa que,
inter alia, os conectivos padrdo, ou seja, a disjuncao, conjun¢do e negagdo, sao inteiramente
preservados na Logica Modal, o que quer dizer que nao precisam de qualquer desvio quanto ao
tratamento que recebem na légica padrao cldssica. A origem da ideia dos "modos de qualificar a
verdade" ¢é atribuida a Aristételes® (FELIX FILHO, 2019).

E comum encontrar na literatura o termo Légica Modal Proposicional (do inglés, Propo-
sitional Modal Logic, PML) como intercambidvel com o termo somente Légica Modal quando
a ndo abordar uma modalidade especifica, mas a sintaxe e semantica comum a todas elas. As
16gicas que apresentam mais de um construtor modal acabaram recebendo a alcunha de 16gicas
multimodais (BAADER, 2009), (CARNIELLI; PIZZI, 2008).

Na Loégica Modal, a semantica dos "mundos possiveis" de Leibniz, definida e detalhada
mais adiante, explica como a nocao de necessidade difere da simples verdade, (: sejam s e ¢
"mundos", em que s seja o mundo atual (sobre o qual se raciocina no momento), certa proposi¢ao
@ em s pode ser verdade nos padrdes cldssicos, mas é necessariamente verdade somente se
for verdade em todos os "mundos" ¢ diferentes de s (despreocupadamente, pois ndo estd sendo
considerada ainda a relacao de acessibilidade).

Esta nomenclatura se manteve como legado, mas, a depender do modelo que descrevem,
estes "mundos possiveis" podem estar designando situagdes, estdgios de informagao ou processos,
localizagdes num espaco, ou até simplesmente pontos num grafo direcionado.

Como discorre Marcus (1981), "A Ldégica e semantica Modais preocupam-se fundamen-
talmente com as nog¢des de necessidade, possibilidade e conceitos relacionados". No texto, ele
afirma que a versao proposicional foi proposta por Lewis. Ela € a 16gica classica proposicional
enriquecida com os operadores O e <. A nocdo de mundos possives, estd atrelada a nogio de
acessibilidade, de um "mundo ser acessivel a partir de outro mundo". Em se tratando do trabalho

de Lewis, a interpretacao alternativa para os operadores modais € sobre inferéncia.

3 Esta preocupagdo nio ficou na histéria. Na Légica Modal contemporénea,  intui¢do de Aristételes foi atribuida
uma modalidade: a modalidade Alética. Raciocinar sob esta modalidade € se preocupar em como entender o
motivo do valor verdade do objeto de estudo. Por exemplo, imagine que rochas sejam o objeto de estudo num
dominio que engloba o planeta. E verdade que a maioria das rochas sio invisiveis. Trata-se de um fato. Mas elas
sdo invisiveis por serem transparentes (o que tornaria, na verdade, todas elas invisiveis), ou por serem opacas e,
portanto, impedirem a observacao de todas que estdo numa camada inferior aquelas visiveis?
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A defini¢do dos conceitos de implicacdo material e implicacdo estrita foi dada por Lewis
e Langford:

C. L. Lewis e C. H. Langford em Symbolic Logic, quando o desenvolvimento de
um sistema modal de "implicacdo estrita" € usado para a interpretacio da l6gica
do "se ... entdo".[...] o significado extensional, conhecido como "implicacdo
material" de Russel (do inglés, Material Implication, ou MI), é a forma com que
as férmulas eram tratadas até entdo, enquanto que o significado intensional, ou a
"implicacdo estrita" (do inglés, Strict Implication, ou SI), seria o entendimento
de que o consequente deriva logicamente do antecedente.

Ou seja, sendo A e B férmulas:

MI:ADB.

Na implicac¢do material, aqui denotada por D, tem-se que A € falso, ou B € verdadeiro.
SI:A<B.

Na implicac¢do estrita, aqui denotada por <, B € inferido a partir de A.

E vilido trazer a este trabalho tais conceitos por serem comuns a ambas as 16gicas, a
Modal e a de Descricdes. De fato, em DL, a implicacao material € conhecida como conhecimento
de instancia (do inglés, instance knowledge) e a implicacdo estrita conhecida como conhecimento
de esquema (do inglés, schema knowledge).

Resumidamente, a semantica modal pode ser entendida da seguinte forma:

1. Mundos possiveis. Um conjunto nao vazio de pontos, que representam as situagoes perti-

nentes. Qualquer um deles pode ser o atual, sobre o qual se raciocina.

2. Relacdo de acessibilidade. Uma relacdo entre dois pontos indica que situa¢des sao alterna-

tivas a quais.

3. Fungdo de valoragdo. Uma interpretacdo que estabelece quais enunciados sdo verdadeiros

e quais falsos para cada situacao.

Se ao leitor desperta a curiosidade de aprofundamento nas 16gicas modais, o trabalho
de Felix Filho (2019) traz muito acerca da histéria, com possivel origem em Aristételes (com a
modalidade Alética), e Bull e Segerberg (2001) entrega um texto muito didatico e mais detalhado
das contribui¢cdes modernas até os anos 1970. Em sequéncia, o livro de Carnielli e Pizzi (2008)
vai auxiliar na compreensdo das modalidades, assunto discutido mais adiante. Aos leitores

interessados em aprofundar esta introducao a Légica Modal, recomenda-se o livro de, Cocchiarella
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e Freund (2008). O handbook (BLACKBURN; BENTHEM; WOLTER, 2006) contém trabalhos

que merecem ser conferidos, como Moss e Tiede (2007), que traz aplicacdes em linguistica.

3.1 SINTAXE E SEMANTICA

Tendo em vista que a Légica Modal aqui apresentada e discutida € Proposicional, as
defini¢des sintdtica e semantica a respeito da Logica Proposicional Clédssica serdo propositalmente
omitidas com o intuito da celeridade, sem que comprometa a compreensao. A seguir, serdo
apresentadas as definicdes dos dois operadores que caracterizam a Ldogica como sendo Modal, o

0, ou "necessdrio", e o <, ou "possivel".

Definicao 16. (Sintaxe dos operadores 00 e <): Seja o = {p, g, 1, ...} 0 conjunto de varidveis

proposicionais; o conjunto de férmulas bem-formadas sobre @ € definido como:

def
v =D w‘soma’ Ds@‘<>so

Todos os conectivos restantes da l6gica cldssica podem ser obtidos através da dlgebra relacional.

Definicao 17. (Modelo de Kripke e semantica dos simbolos O e <): Um modelo de Kripke é
definido como uma terna ordenada:

<W7 m? v) )

em que V¥ é um conjunto ndo-vazio, cujos membros sdo comumente referidos como mundos
possiveis, R, uma relagdo bindria entre os mundos possiveis (R C W x W) chamada de relacio
de acessibilidade e ¢, uma fun¢do bindria, chamada de funcdo de valoracdo (ou avaliagdo, do

inglé€s, valuation), definida pela assinatura:
v:Wxp— {01}

Semelhante a Defini¢do 16, o diz respeito ao conjunto de varidveis proposicionais. Os elementos
da imagem de ¢ sdo as constantes "verdadeiro" e "falso". Esta notacado foi admitida aqui pois

concorda com a notacdo comumente usada nas légicas a serem discutidas mais adiante.
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Assim, assumindo que v e v’ sdo elementos de VWV, O e < sdo satisfativeis quando:

( Satisfatibilidade (1) o E Op sse Vio'((' € W, (o, ') € R) — o’ E p);

Ou seja, lendo a férmula, sendo p uma proposi¢ao, w’ F p quando Op é verdade num mundo
possivel 1o sse p é verdade em todo mundo possivel que € acessivel a partir de tv. Isto significa
que todos os mundos possiveis acessiveis a partir do atual, do mundo em questao analisado,
devem deduzir (valor verdade 1) a férmula sob a qual opera o operador [J. Além do mais, que
pode ndo haver dupla que satisfaca a relacdo de acessibilidade (assim como permite a implica¢ao
nesta defini¢do (w’ € W, (o, ') € R) — w’ F p), mas se houver, todos devem deduzi-la.
Uma interpretagdo alternativa seria: ou nao ha acessibilidade de tv para w’, ou 1’ deduz p. Na
pratica, mesmo sendo uma interpretacdo logicamente valida, ela pode ndo servir dependendo
da aplicagdo, pois pode ndo ser pritico que nao haja relacao de acessibilidade entre os mundos

analisados.
( Satisfatibilidade <) o E Op sse I’ ((w' € W, (o, w') € R) Ao’ E p).

Portanto, v’ deduz p quando $p é verdade num mundo possivel v sse p é verdade em algum
mundo possivel que € acessivel a partir de to. Esta defini¢do indica que vai haver tal mundo que
pertenga a relacdo e que deduza p, diferentemente da possibilidade de ndo haver da defini¢ao do

operador de necessidade modal.

Seja A = (W, R, ¢+) um modelo de Kripke: diz-se que A satisfaz p se existe algum
mundo tv € 2 tal que to F p. Diz-se que p € satisfativel se existe algum modelo que o satisfaca.
Se p é satisfativel em A para todo mundo tv € 20, w F p, entdo .4 € um modelo para p e p
é vélido em A. Se A F p para todo modelo de Kripke, entdio p é vilido*. E simples entender
validade e satisfatibilidade enquanto duais como os quantificadores universais: uma proposicao ¢

vdlida se e somente se sua negacao nao for satisfativel.

Vale lembrar que os conceitos de corretude e completude fazem uso da defini¢do de validade. Ou seja, um
sistema dedutivo I~ € correto em relacdo a semantica F se todo teorema for védlido e, por sua vez, se toda sentenca
vélida € um teorema, - € completo em relagdo a F.
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Definicao 18. (Formulas Equivalentes):
1.ap = =C—p
2. Op = -O-p
3.0 = —-Op
4. -Op = Op

Nota-se que as equivaléncias 1 e 2 sd@o semelhantes as cldssicas da Ldogica de Primeira Ordem
para os quantificadores universais. No contexto modal, a equivaléncia 1 deve ser entendida
como: sendo p necessdrio, ndo € possivel que haja a negacdo de p, que seu contrdrio também seja
verdade (e vice-versa). Remetendo a Definicdo 16 € possivel constatar a veracidade desta leitura:
hé a possibilidade de que no modelo nio exista uma relacdo de acessibilidade entre dois mundos
e, mesmo assim, uma férmula [p ser verdade; entretanto, é impossivel que, sendo —p verdade,
p necessariamente também seja. Além destas equivaléncias encaradas como cléssicas, existem
as equivaléncias 3 e 4. Considerando a 3, segue da discussao anterior: se necessariamente —p,
entdo ndo € possivel que p seja verdade e vice-versa. Da mesma forma, 4 lista a condi¢do de que:

nao sendo necessario p, € possivel que —p seja verdade.

Deducao modal nao passa de raciocinio com quantificadores numa notagdo perspicua
livre de varidveis. Com efeito, a Logica Modal em sua forma mais basica € uma miniatura
decidivel da LPO, como esperado, em se tratando de uma equivalente das Logicas de Descrigoes.
H4 vérios métodos de decisdo para validade ou satisfatibilidade que exploram caracteristicas
especiais das formulas modais, como selecao, reducgao e filtragem (MARX, 2007). Neste trabalho,
o método da filtragem serve ao propdsito e € detalhado tanto neste capitulo quanto no reservado
a Logica Dinamica.

Comumente, € preferivel trabalhar com uma dupla (W, R) em vez da terna WV, R, ¢).
Sem a funcdo de valoragio, a dupla recebe o nome de frame de Kripke. E comum encontrar
defini¢des para Kripke frame na literatura. A utilizagdo de um Kripke frame é aconselhdvel

quando nas defini¢des semanticas (HAREL; KOZEN; TIURYN, 2000):

Definicao 19. (Kripke frame): Um Kripke frame, também chamado de estrutura de Kripke, é
uma dupla F = (W, 9R) tal que WV e R sdo os mesmos da Defini¢do 17.



41
Exemplo 9. Seja um frame tal que W = {t, u, v, w} e R = {(w, v), (W, t), (t, v), (v, u) e (u, u)}

Figura 7 — Visualizacao do frame do Exemplo 9.

I
Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Definicao 20. (Semantica dos Operadores nos Kripke frames): Dados o, um conjunto de
proposi¢des, um Kripke frame F = (W, fR) tal que YV € o conjunto nao-vazio de mundos
possiveis, fR a relacdo de acessibilidade e v € a funcdo de valoracdo que atribui um subconjunto

de WV a cada proposicao atomica, define-se:

L oor(pVve) Y wpp)Uos(g)
2. vrlpng)  E wp@) Ner)
3. vr(p) 2 Wher(p)
4oorp—q) 2 W\er(p) Use(e)
5. vr(Op) el {u]|FveW,(u,v) e Rev € vp(p)}
= vp(R)ovr(p)
6. er(@p) = W\(ep(R) o W\er(p))
= {u|VveW,se(u,v) €R,entdov € vp(p)}
7. vp(1) “ow
8. up(0) “ oy

E importante que, ao se deparar com secdes de grande carga notacional, os leitores nio
sejam repelidos, ou relutem a entender: a Defini¢ao 20 estd compilando tudo o que foi discutido
anteriormente. Aqui, para que a fun¢do avalie em verdadeiro ou falso (tal qual sua defini¢cdo em
17), os elementos avaliados precisam pertencer ao dominio. E a isto que a notagiio conjuntista
do lado direito quer remeter. Os itens de 1 a 4 dizem respeito ao comportamento da fungao de
valoragdo com expressoes da Logica Proposicional Clédssica. Por exemplo, a avaliagdo de uma
disjuncdo entre p e ¢ é definida como a avaliacdo da unido dos conjuntos que contém ambos. O

item 3 mostra que o valor verdade obtido da avaliacdo da negacdo de um p € oriundo de um frame
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que tem excluido este elemento. Os itens 5 e 6 seguem da defini¢do dos operadores modais: para
avaliar a expressao "€ possivel p" assim como em 5, como a proposi¢cao p € avaliada no mundo v
(v € vr(p)) que ja é elemento de W, deve haver um mundo diferente de v que o acesse. Esta
sentenca inteira € o0 mesmo que uma possivel composicao da "avaliacao" do conjunto R com o
conjunto que contém p. As constantes dos itens 7 € 8 concluem o estudo: serd tautologia uma
féormula satisfativel em qualquer mundo do conjunto R. Da mesma forma, o conjunto vazio quer

dizer que ndo hd mundo que a satisfaca.

Exemplo 10. Seja o frame de Kripke F' = (W, R) dado por:

F=({1,2,3,4},{(1,2),(1,3),(2,4), (3,4)}).

E possivel construir um grafo a partir desse modelo como o a seguir:

Figura 8 — Representacdo grafica do frame do Exemplo 10.

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Exemplo 11. Sendo os mundos possiveis do modelo M; = 1, 2, 3, quais formulas sdo vélidas a

partir de 1, ou seja 1 F ¢?

Figura 9 — Representacdo grafica do modelo do Exemplo 11.

M,

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

E possivel construir férmulas como as que seguem: 1 EOp , 1 EOp, 1 E<Oq, 1 EOp A ©Oq

Em contrapartida, férmulas como [q e [J q V<q ndo podem ser deduzidas em 1, assim como em
2 ndo se deduz [lq, pois a férmula q é deduzida somente em 2, ndo em 3, como pede a definicao,
bem como em 3 ela também nao € deduzida: existe uma indicacdo de reflexividade neste mundo

possivel.
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Exemplo 12. Considere o modelo de Kripke (W, R, ¢) tal que:
W = {Xl’ X2, X3, X4, X5};

R = {(X1, X2), (X1, X4), (X2, X2), (X2, X3), (X3, X2), (X3, X4), (X5, X5), (X5, X2), (X5, X4) };

;

(p,q,1) 1=1;
(p) =2
vi= @ =3

(r) i = 4;

0 1 =0;

\

de modo que pode ser representado graficamente como na Figura 10. E possivel conferir que a

férmula < (r A Oq) pode ser deduzida no mundo x4, ou x5 F O(r A Oq).
Figura 10 — Modelo de Kripke do Exemplo 12

(r.q.1) ®

X1

£

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Adicionalmente, define-se férmulas vélidas para a Légica Modal Proposicional (HAREL;
KOZEN; TIURYN, 2000, p. 129). Elas podem ser constatadas também em (CARNIELLI; PIZZI,

2008, p. 39) como "K-teoremas". As prova deste Teorema 1 pode ser conferida no apéndice C.
Teorema 1. (Formulas Validas): Sao formulas validas da PML:

1. C(pv g =<p VvV EOq

2. UpAq =UpALqg

3. OpAUg— O(p A Q)

4. U —q) — (Up — L)

5. 0(pAq — OpA<q

6. UpvUq—UpVag

7. C0=0
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4 CORRESPONDENCIA DEMONSTRADA

Neste capitulo, serdo exibidas as fun¢des que mapeiam as sintaxes, bem como as
correspondéncias semanticas e de raciocinio automatico entre as 16gicas Modal e de Descricoes.
Assim, como motivacgdo para a primeira secao, sem muito se ater a uma definicao mais formalizada,

repare no mapeamento 4.1 entre DL ALC e o sistema K:

w(Ir.C) = O(w(C)) 4.1)

Tal mapeamento se verifica quando houver apenas um nome de papel na ontologia (r
for tinico) em ALC sendo traduzida. Este papel se tornard a relagao de acessibilidade em PML.
O Exemplo 8 conta com apenas um papel na TBox. Se nela fosse adicionado um papel qualquer,
talvez temConjuje, a tradugdo ficaria impossivel de ser estabelecida.

Desta forma, fica evidente que urge um enriquecimento da PML para que acompanhe
a natureza ndo unitdria do conjunto de papéis de ALC. Para tanto, a se¢do seguinte trabalha
justamente a multimodalizacdo do sistema K: a versdo multimodal K,,, que possui mais de uma
relacdo de acessibilidade. Assim, cada nome de papel de ALC pode ser mapeado individualmente
para a relagdo de acessibilidade em K,,, que o corresponda.

Em sequéncia, nas duas secoes 4.2.2 e 4.3, as correspondéncias propriamente ditas serdo
exibidas: respectivamente, a correspondéncia limitada a Tbox e, em seguida, a correspondéncia
com respeito a Abox, com a apresentacdo de uma lingagem formal especifica chamada Loégica
Hibrida. Esta l6gica € apresentada como enriquecimento da PML, que contempla a natureza das
instancias de ALC. Por fim, uma sec¢éo curta lista 0 mapeamento entre os dois formalismos e
é seguida pela secdo que demonstra as correspondéncias em termos de raciocinio automdtico

através do método de tableaux, fechando assim o capitulo.

4.1 ENRIQUECIMENTO DO SISTEMA K: A MULTIMODALIZACAO K,

Uma légica multimodal K,,, € tal que a componente "relagdo de acessibilidade" da
tripla (MW, R, ¢) seja entendida como um conjunto contendo as relagdes propriamente ditas
(possivelmente R;, sendo 7 cada um dos diferentes objetos em fR), sendo assim quantificadas

conforme sua nomenclatura®. Conforme (HAREL; KOZEN; TIURYN, 2000, p. 130), a Defini¢ao

5

E adotada a simbologia com indice em algumas nomenclaturas encontradas na literatura, usando os operadores
chamados multimodais [J; e <;. Aqui serd adotada a sintaxe que corresponde a Logica Dindmica
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21 generaliza o sistema K para sua versao multimodal. O que o autor chama no texto de
"modalidades", entenda-se conforme explicado anteriormente acerca da relagao de acessibilidade.

Logo a seguir, serdo definidas a sintaxe e semantica desta versdo. A sintaxe € idéntica a
do sistema K, sendo o operador de necessidade [ substituido pelo [ ] e 0 & (de possibilidade) pelo
(). Ja na semantica, o modelo de Kripke do sistema K (W, R, ) tem a relagdo R substituido
por um conjunto A de relagdes (ou transicoes). Similarmente, funcionando apenas como uma
alternativa sintdtica, sem a necessidade de definir um conjunto A, os operadores [J e & podem

ganhar indices (LJ; e <;), indicando a propriedade multimodal do sistema.

Definicsio 21. (Sintaxe de K,,,): Sejam o = {p, ¢, r, ...} o conjunto de varidveis proposicionais
e A = {a,b,c,...} um conjunto de modalidades. As férmulas bem-formadas do sistema sdo

definidas como:

def
i zp‘w‘w/\w’ laly

A férmula da forma (a) ¢ é definida como sendo obtida a partir do primitivo [ ]: (a) ¢ = —[a]—e.
A semantica herda todas as propriedades da Defini¢ao 17:

Definicao 22. (Semantica de K,,,): O modelo de Kripke do sistema K (W, R, ¢) tem a relagdo
R substituida pelo conjunto A = a,b,c,.... A satisfatibilidade da necessidade no sistema

multimodal K é definida como:
( Satisfatibilidade do[]) w F [a]p sse Vio'((w’ € W, (10, 10") € a) — w0’ F p);

Ou, simplesmente, se para todos os mundos tv” hd uma transi¢io chamada a saindo de 1o, [a]p é

satisfativel em to. Equivalentemente obtém-se para a possibilidade na férmula (a) ¢.

Da mesma forma, as equivaléncias da Definicao 18 tém a sintaxe a seguir:

(98]
=
]
S
Il
J
&
©

N
J
=
Ay
Il
=
J
Ay
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No capitulo reservado a Logica Dinadmica, esta sintaxe serd bem mais trabalhada, pois
define uma linguagem formal consolidada com aplicacdes bem definidas. Através dos exemplos

ilustrativos, os conceitos apresentados serdo melhor compreendidos.

4.2 CORRESPONDENCIA LIMITADA A TBOX

Em relacdo a parte teminologica, ALC corresponderia ao sistema K, mapeando-se
cada papel como uma relagao de acessibilidade. Porém, K conta somente com uma relacdo de
acessibilidade, que € unica. Logo, havendo mais de um papel, K ndo alcanca o mapeamento
completo, provocando, entdo, a necessidade de um enriquecimento para este sistema. Sera
mostrado adiante (4.2.1) como € alcancado o sistema multimodal K,,,, que consegue corresponder
a pluralidade de nomes de papéis de ALC.

A seguir, a versdo adaptada do exemplo de Ohlbach e Koehler (1999, p. 2) para ALC €

ilustrada.

4.2.1 Correspondéncia com K

Como mencionado anteriormente, repare no Exemplo 13:

Exemplo 13.
Em DL: Pait = Pessoa N dtemFilho.Pessoa
Em PML: Pai <> (Pessoa N O Pessoa)

Repare na figura abaixo:

Figura 11 — Ilustragdo das configuragdes dos conjuntos em ALC e K.

ALC K

Pesszoa temFilho

Pessoa

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Pessoa

O papel temFilho estd impicito sob o operador modal <, denotando a relagdo (linica) de acessibi-

lidade.
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Considere o Exemplo 3. Ele apresenta somente um papel. Ha a possibilidade de traduzir

sem Onus. Considere o seguinte axioma:

Mula = Animal M ItemPai.Cavalo

tal que Mula = M, Animal = A e Cavalo = C. Pela sintdtica modal, a sentenca corresponde

a esta:

M ANSC

4.2.2 Correspondéncia com K,,

Nesta secdo, repare o Exemplo 4. Tantos sdo os nomes de papéis, que torna-se imprescin-
divel o sistema K em sua forma multimodal para que acontega a correspondéncia adequadamente.

Logo em seguida (14), confira 0 mapeamento 7 entre as linguagens.

Exemplo 14. Considere a Tbox do Exemplo 4.

Tbox

1. Motorista = 3 dirige.Veiculo

2. MotoristaOnibus = 3 dirige.Onibus
3. Onibus C Veiculo

4. Licenga " CNH T Documento

5. Veiculo = 4 precisa.Licenca

6. Motorista =V tem.CNH

Considere agora A = {a, b, ¢, ...} conforme a Defini¢cdo 21 como sendo o conjunto das transi¢des.
Os papéis desta Tbox tém sua traducdo apresentada a seguir, assim como 0s conceitos serdo em

K,, representados pelas iniciais maidsculas do seu nome:
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CONCEITOS PAPEIS
Motorista = M dirige = d
Veiculo =V precisa = p
MotoristaOnibus = MO tem = ¢
Onibus = O
Licenca = L
CNH =C

Documento = D

Portanto, as sentencas enumeradas sob a sintaxe modal t€ém a forma como apresentadas a seguir:
. M+ (d)V

2. MO « (d)O

6. M« [t|C

A correspondéncia Légica Modal x Loégica de Descricoes foi descrita em (BAADER
et al., 2007) como uma tradugdo 7 de conceitos ALC usando nomes de papéis quantificados r;

para K,

Definicao 23. (Correspondéncia na Tbox):

T(A) = A
m(CnD) = n(C)A=(D)
Tn(CuD) = =n(C)Vnr(D)
m(=(C) = =)
(3. C) = Oun(C))
n(Vr;.C) = Oi(x(C))

Ou simplesmente, sem tanta carga notacional, como em (BAADER; HORROCKS;
SATTLER, 2008):
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cnbD = CAD
cubD = CVD

-C = -C
IrC = (rcC
vr.C = [r|C

Ou seja, a € uma instincia de um conceito C de ALC numa interpretacéo I, sse sua
traducao 7(C) € verdade num a de uma estrutura de Kripke correspondente a interpretacao 1.

Como auxilio visual, a correspondéncia € representada como:

nome de conceito A = variavel proposicional a
nome de papel r = parametro modal r
interpretagdo I = frame de Kripke K = (W, R)
conjunto de instancias dom(I) = conjunto de mundos possiveis W
interpretacdo de papéis r’ = relacdo de acessibilidade R,
interpretacdo de conceitos A7 = mundos em que a € verdade

Como a representacdo em DL permite assercoes (Abox), € fundamental que seja de-
monstrada também a correspondéncia com ela. Perceba que, no Exemplo 8, a correspondéncia,
mesmo somente para K, ela se daria apenas na TBox, ndo havendo como estender para a ABox
sem a prévia defini¢do de uma estrutura adequada. Para tal, serd apresentada na sec¢do seguinte
uma légica chamada hibrida, conforme o trabalho de Areces, Blackburn e Marx (1999), que
conta com o operador @ como primitivo, assim como o [, que contempla completamente a

nocdo de uma instanciacdo em DL.

4.3 CORRESPONDENCIA PARA ABOX: A LOGICA HIBRIDA DO OPERADOR @

Diferente da Tbox, a Abox ndo tem correspondéncia direta na Légica Modal tradicional.
O enriquecimento hibrido para as Logicas Modais datam dos anos 60 tardios, com o trabalho

de Prior, como cita Blackburn (2006). Somente na L6gica Modal Hibrida, que contém um
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construtor modal chamado nominal®. Os nominais sio varidveis proposicionais especiais, com a
caracteristica de ser verificivel em exatamente um mundo dnico.

Formalmente, a Logica Hibrida € idéntica a PML, tanto em sintaxe, quanto em semantica,
adicionada de um operador modal chamado @. Este operador serve para designar um conjunto
unitario, o inico mundo em que o nominal se verifica. E direto, portanto, perceber que, sendo
uma instancia um objeto pertencente a um conceito, sua correspondente nesta versao hibrida da
Logica Modal se trata do nominal atrelado aquele mundo possivel unitédrio, o inico que o torna
verificdvel. A Defini¢ao 24 segue da Definicdo 16 e respeita a definicdo da sintaxe hibrida do

trabalho de Areces, Blackburn e Marx (1999).

Definicsio 24. (Sintaxe da Légica Hibrida): Sejam p = {p,q,r,...} o conjunto de varidveis
proposicionais e N = {4, j, k, ...} o conjunto de nominais disjunto de p; O conjnuto ATOM
¢ definido como ATOM = o U N e denota o conjunto de dtomos. O conjunto de férmulas

bem-formadas sobre ATOM € definido como:

def
@Za‘w‘so/\w’

Op | @i
O elemento a pertence a ATOM. Férmulas que ndo cont€ém simbolos de ¢ sdo chamadas puras.

Da mesma forma, sendo idéntica, exceto pelo operador @, a semantica segue da Defini-

cao 17:

Definicdo 25. (Semantica da Légica Hibrida): Seja um modelo definido por (W, R, ¢), em
que W € um conjunto ndo-vazio de mundos, aqui referidos como estados, YR, uma relacao bindria
de acessibilidade entre os estados (R C VW x VW) chamada de relacdo de transicdo e ¢ a funcdo
de valorag@o de assinatura ¢ : ATOM — W tal que para todo i € N, (i) é um subconjunto
unitdrio de V. A relagdo de satisfatibilidade para @ € definida como:

Seja M um modelo e (m,n) € W:
M, mkEa sse m € v(a),a € ATOM,;
M, mE Q;p sse M,nkE @, v(i)=n,i € N.
Toda esta notagcao quer definir algo simples: como as fungdes de avaliagdo atribuem

conjuntos unitdrios aos nominais, entdo cada nominal € satisfativel em exatamente um estado em

qualquer modelo. Ou seja, para avaliar @, ¢, avalie ¢ no tnico estado denominado por i.

® H4 a necessidade em DLs em alguns casos para os nominais: Brasileiro = nasceu.{Brasil}, tal que este axioma

da TBox demanda a presenca da instncia "Brasil". Mais sobre eles podera ser conferido no apéndice D.
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O Exemplo 15 aplica um conceito de uma situagdo do mundo real em Légica Hibrida.

Exemplo 15. Imagine que seja preciso raciocinar sobre o fato de estar chovendo. Diretamente,
nota-se que € um fato dependente de uma condicao variante no tempo: serd verdade em momentos
especificos. Note também que a frase "sd@o 10h em 23 de fevereiro de 2022" tem uma caracteristica
semelhante: serd verdade somente neste momento especifico. Agora que a intui¢do de nominais
foi despertada, torna-se simples organizar estas frases numa sentenca da Légica Hibrida: @Qp tal
que o nominal se refere aquela hora do dia, daf a escolha do indice "h", e a proposi¢do denota
o fato de "estar chovendo". Portanto, "as 10h em 23 de fevereiro de 2022, esta chovendo." € a

formula @y, p, tal que:
@, = as 10h em 23 de fevereiro de 2022;

p = esta chovendo.

Figura 12 — Ilustracdo do Exemplo 15 em que "Data" resume a data por extenso, "h" representa
a hora de tal data com a sec¢do hachurada e "(p)" representa a proposi¢ao analisada
em tal nominal, que € verdade apenas nele.

(p)

Data

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Por fim, é vélido estender a Definicao 23 para uma que contemple também a Abox

(ARECES; RIJKE, 2000).



54

Definicao 26. (Correspondéncia na Abox): Sejam as instincias como na Defini¢do 7 € @ um
elemento de ATOM como na Definicdo 24, a funcdo m do mapeamento conforme a Defini¢ao 23

opera na Abox como definido abaixo:

m(a:C) = Q.n(C)
m((a,b):r) = Q,(r).b

Agora, repare nesta modificagdo do exemplo 4, em que a Abox serd reescrita em termos

da Légica Hibrida.

Exemplo 16. A Abox do Exemplo 4 € composta das seguintes sentencas:
* Jodo dirige Volvo;
¢ Jodo é motorista de dnibus;

¢ Volvo é um Onibus;

Tabela 3 — Comparagao entre sentencas da Abox e férmulas puras da LH.

DL ALC LH
dirige(Jodo, Volvo) Qy(dy.V
MotoristaOnibus(Jodo) @ ;MO
Onibus(Volvo) @y O

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)




55

Figura 13 — Representacéo grafica da ontologia do Exemplo 4 em DL ALC.

Motorista Veiculo TBox

dirige Documento

MotoristaOnibus

precisa

tem

I
]
I
& ABox
—_—_— =
dirige

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Figura 14 — Representacdo gréifica de parte da mesma ontologia do Exemplo 4 em Légica Hibrida
do Exemplo 16; Observe-se que as instancias estdo representadas por conjuntos
unitdrios e que a relacdo de acessibilidade dirige (d) liga tanto instancias quanto
classes.

Conjunto unitario:

Conj = {%}

Onibus

Conyj , .
MotoristaOnibus

A={J} B=1{v}

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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5 CORRESPONDENCIA SOB A PERSPECTIVA DE RACIOCINIO AUTOMATICO

Com a intenc¢do de aproximar ainda mais o leitor do entendimento e adicionar um viés
mais pratico, de raciocinio automaético, nesta se¢ao serd apresentado e discutido o método de
tableau ou tabld, como se encontra na literatura em portugués. O tableau semantico da teoria da
prova se trata de um método de prova para satisfatibilidade de férmulas. O tableau analitico € a
forma que toma este método: uma drvore bindria. Como escrito em (CARNIELLI; CONIGLIO;
BIANCONI, 2006), o método foi introduzido por Beth e aperfeicoado por Hintikka. E encontrado
também que Smullyan simplificou posteriormente o método para a logica cldssica sob a alcunha
de “one-sided tableau”. Em (CARNIELLI, 1991) € possivel conferir o estabelecimento formal
da simetria entre o método de tableau e o calculo de sequentes. Aqui o tableau € apresentado
brevemente e utilizado como ferramenta de demonstrag¢do de equivaléncia: sdo usados tableaux

como tarefa de raciocinio tanto em DL como em PML.:

* Em DL ALC, é essencialmente utilizado para raciocinar se algum conceito pode ser

deduzido dos axiomas existentes, ou seja, se determinado conceito pertence a ontologia;

* Em PML K, ¢ essencialmente utilizado para raciocinar se um mundo deduz uma proposicao,

ou seja, se um mundo possivel pertence ao conjunto de mundos possiveis daquele modelo;

Assim, uma férmula em ALC provada pertencente a uma ontologia através do tableau
serd mapeada a uma em K pertencente ao modelo equivalente a ontologia através do mapeamento.
Em sequéncia, serdo apresentadas as regras de andlise para os conectivos desde os classicos,
depois para os da Ldgica de Descrigdes e, por fim, para o operador modal de necessidade, visto
que os demais podem ser obtidos a partir dos apresentados. As regras na Defini¢do 27 sio
inspiradas em (CARNIELLI; CONIGLIO; BIANCONI, 2006) para a Légica Cléssica, (GORE,
1999) para a Légica Modal, (BAADER; SATTLER, 2000) para a ALC e (BALBIANI; BOUDOU,
2015) para a Légica Dinamica Proposicional, mas apenas pela semelhanca notacional, visto que

(GORE, 1999) nio trata especificamente da natureza multimodal.

Definicao 27. (Regras de analise dos operadores classicos): Sejam a, b e ¢ proposi¢des:

Regra do (A): A ramificagdo correspondente continua sequencialmente, proposi¢ao por pro-
posicdo. Esta regra se resume em considerar proposi¢ao por proposi¢ao, férmula por férmula,
geralmente separadas por (,) ou (;) quando evidenciadas individualmente escritas como elementos

do conjunto de proposicoes.



57

a/\C

(N):

ol

Figura 15 — Ilustragcdo da andlise de comportamento da conjungao.

anc

C

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Regra do V: A ramificagdo correspondente bifurca em 2 ramos: o lado esquerdo do conectivo

ramifica respectivamente, assim como o lado direito.

L, avb
Y alb

Figura 16 — Ilustragdo da andlise de comportamento da disjuncao.

avb

a b

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Regra da dupla negagdo (——): A ramificacio correspondente continua sequencialmente, remo-

vendo os operadores.

—/1/(

a

(=)
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Figura 17 — Ilustrac@o da andlise de comportamento da dupla negacao.

-~ G

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Definicao 28. (Fechamento de Ramificacao): Um ramo € dito fechado se, a qualquer passo do
tableau, ocorrer uma contradi¢do. Um ramo € dito aberto se todas as regras forem exauridas e
ele ndo se tornar fechado. Para o teste de satisfatibilidade, o conjunto de férmulas submetidas ao

tableau ¢ dito satisfativel se todos os ramos do tableau gerado terminam fechados.
Exemplo 17. Considere o conjunto de férmulas {a A ¢, —a V b}.

Figura 18 — Ilustracdo da andlise de comportamento de um tableau simples.

aiC

=avb

J
Ay
o

f4h]
j14)

C

O

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Os operadores complexos, formados como uma composi¢ao dos operadores que ge-
raram as regras anteriores, ndo geram regras particulares por si s6, mas demandam que sejam
destrinchados em formas normais antes de operados sob o tableau. De fato, sequer a regra da
disjuncao tem necessidade de existir, visto que (a \ c) é congruente a —=(—a A —c). Como mengio

e para comparacdo com regra posterior, € apresentada a regra de andlise da implicacao:

Definicao 29. (Regra do —): Assim como o operador de implicacao tem a mesma tabela verdade
que a disjuncdo da negacdo do primeiro com o segundo, no tableau € criada uma bifurcacdo em

que o ramo da esquerda € negado e o da direita preservado.

L, a=h
—alb

Figura 19 — Ilustracdo da andlise de comportamento do operador de implicacgao.

a-b
=avhb

-a b

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A Defini¢ao 30 apresenta as regras de andlise para os operadores na Légica de Descri-

coes.

Definiciao 30. (Regras de analise para DL ALC): Sejam A, B, C nomes de conceito, r, s nomes
de papéis, x, y instancias, todas as operagdes cldssicas sao validas para DL, sendo as férmulas
tratadas como conceitos. Os operadores A e V sdo trocados por 'l e L respectivamente e o
operador de subsungdo obedece a regra da implicacdo material. Os demais sdo definidos como
segue:

Regra do C: Assim como o operador de implicacdo, no tableau é criada uma bifurcacdo em que

o ramo da esquerda € negado e o da direita preservado.

ACB
(©): —AB
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Regra do =: O operador = funciona como o <— da légica cldssica. E criada uma bifurcagao
em que cada ramificacdo contenha uma conjung¢do dos termos analisados, uma preservados os

termos e outra com a negacao deles.

N A=B
= ANB[-AN—-B

Regra de instanciacao: Os conceitos sdo instanciados e o fableau preservado.

AMB(x)
L o
B(x)

Regra do J: O tableau segue a ramificacio sequencialmente. Os conceitos sdo instanciados de
modo que x representa instancia¢ao ja presente na Abox e y representa instanciacdo nova, nao

pertencente a Abox.

Ir.C(x)
DT Cly)
r(z,y)
Regra do V: O tableau segue a ramificacdo sequencialmente. O conceito universal precisa ser

analisado juntamente com os papéis que quantifica.

" Vr.C(x)Mr(x,y)
T Cly)
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Exemplo 18. Sejam A e B nomes de conceitos e R o nome de um papel. Analisar se (3R.A) 1
(dR.B) € subclasse de FR.(A M B), ou seja se (3R.A) M (3R.B) C JR.(A 1 B). O primeiro
passo € negar a expressdo dada, ou seja, coloca-la na forma C M —D, tal que C equivale a (3R.A)
M (dR.B) e =D equivale a (—3R.(A M B)). Apds a negacgdo, obtém-se a expressdo (FR.A) 1

(3R.B) M VR.(—A U —B). Os outros passos da prova sdo representados na préxima figura.

Figura 20 — Tableau correspondente ao Exemplo 18.

Ao. (GRANERB)N VR (CAU-B))X)

Regran em A
A (@R.AX), GRB)X), VR (CAu-B) (x)
Regra Jem Ay
Ax. AGy), R(x,y)
l Regra Jem Aa
A X/ BOARKYD
l Regra V em A;

As. [ CAL-B)(), CAL-B)(y2),
Regra u em A4

As. CAXyD As. CB)(y1)

Nemu em Aq

A CAGD  As (CBXY)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Como pode ser observado, hd um ramo que nao fecha, portanto (3R.A) M (3R.B) ndo é

subclasse de (3R.(A M B)).
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Exemplo 19. Analisar se VR.(C M D) C (VR.C) M (YR.D): primeiro, organizar as férmulas da
forma VR.(C D) M —(VR.CMVR.D). O algoritmo pode ser conferido como segue:

Figura 21 — Tableau correspondente ao Exemplo 19.

1. (VR. (CND)n~=(VR. CMNVR. D))(x)

2. (VR. (C N D) N (=VR. C U =VR. D))(x)

3. (VR. (CnD)n(3R.-CU3IR. -D))(x)

4. (VR. (C i D))(X) regra do Nem 3

5. (3R. -C U 3R. -D)(x) g

6. (AR.-C)(x) _— (IR “D)(x) rewadouems

Ta.  R(X,¥) | regacozems, 7. R(x, z) I

7. -C(y) lado esquerdo . ~Of) -t

8. (CND)(y) readovems 8. (CMND)(z) regadovems

9a. C(Y) [ regradonems 9b’. C(z)

ob. D) ob. b2 T
X X

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Como pode ser observado, todos os ramos fecham, portanto VR.(C M1 D) é subclasse de

(VR.C) M (VR.D).

Goré (1999) traz um detalhamento interessante sobre como os Kripke frames, modelos,
ou seja, a semantica de Kripke pode ser trabalhada com o método de tableau. Com efeito, a regra
da necessita¢ao da Defini¢do 33 € citada e, posteriormente, usada como regra de andlise, a Gnica
que trabalha com o operador modal. No texto que escreve, ele chama tal regra de transicional
(K), enquanto as demais, dos operadores classicos, de estdticas, e trata o fechamento de ramo
como uma regra, a do (_L). O Exemplo 20 ilustra como elas sdo usadas na pratica. No presente
trabalho, esta regra (K) é chamada de simplesmente regra do []. A regra (K) diz respeito ao
axioma K, da Légica Modal normal mais basica, sendo os demais axiomas tratados como regra

individualmente. A Figura 33 a seguir ilustra tais regras. Nela, X, Y sdo conjuntos de férmulas
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bem formadas e P conjunto de proposicdes.

A Definicdo 31 a seguir diz respeito ao operador modal L, tradicionalmente lido como
necessidade. Como exemplo, o axioma de Aristételes € ilustrado inspirado em Goré (1999). No
apéndice 33, os leitores interessados podem visualizar uma lista com as regras de andlise para os

axiomas definidores das modalidades.

Definicao 31. (Regra de analise do operador modal []): Seja p uma proposicdo ou P uma
férmula, a regra do [ € definida como segue:

Regra do L: o tableau continua sequencialmente, eliminando o operador [J. Esta regra se da
pela anélise da defini¢ao semantica do operador: ou nao existe relacdo, ou existe e p é deduzido.

Como a primeira possibilidade nao serve ao propdsito, a segunda € assumida em andlise.

Dp. ﬁDp
p’ p

(0D

Exemplo 20. A féormula K = {(p — ¢q) — (Op — Oq)} tem o tableau construido da
seguinte forma: primeiro, as implicacdoes podem ser destrinchadas como anteriormente citado,
ou trabalhadas como na Defini¢dao 29. Seguindo como por deduzir as implicacdes, a formula

ganha a forma de K = {(—(p A =q)) A Op A =g}

Figura 22 — Tableau correspondente a formula K.

{O=(pA—g) AOpA -Oq} (A)
| D'—:I:p A —rq‘:] M Dp A -—-.L__Iq A

{O-(p A ~q) A Op, ~Og} (A) O-(pA—g) AOp; Qg
| O~(p A ~¢); Op; ~Og

)

(K)
{O-(p A ~g),0p,-Dg} (K) (PN 9)ipi g (V)
| g (L) | oo piog (L)

{=(pA=g),p,q} (V)

N

{-p.,p,—q} (L)  {-—g,p,—q} (1)

| i

1 1

Fonte: Goré (1999)
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Em sequéncia, sdo apresentadas as regras basicas para os operadores conforme a sintaxe

multimodal de K,,,.

Definicao 32. (Regras de analise em K,,,): Sejam «, /3 programas e ¢, ¢ férmulas, as regras

de analise de tableau sao definidas como:

Regra do [ ]: Assim como a regra do V, o tableau segue a ramificacdo sequencialmente.

ajo(z)Aa(z,y)
p(y)

Regra do <>: Assim como a regra do 3, o tableau segue a ramificagdo sequencialmente.

(L D:

<a>p(r)
afz,y)

oY)

(<>):

O Exemplo 21 ilustra a correspondéncia (considerando as regras dos operadores tradu-

zidos para K,,).
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Exemplo 21. Conforme o Exemplo 19, VR.(C M D) C (VR.C) M1 (VR.D) é uma férmula vilida.

Ela corresponde a férmula {[r](c A d) — [r]c A [r]d} da K,,,. O tableau para esta férmula é

apresentado abaixo, muito semelhante ao exemplo mencionado:

9.

X

Figura 23 — Tableau correspondente ao Exemplo 21

{[r](c A d) — [r]e A [r]d }(x)
{r](c A d) A ((‘I‘)ﬁc V(1)) (x)
{r]l(c A d)}(x)

‘ regra do A em 2
{(n)—c VvV (n~d)}(x)

// regra do V em 2 \
mTC(X) (r)—d(x)
r(x, y) r(x, y)

‘ regrado () em 5 ‘
ﬁc‘(y) ~d(y)
(C A d)(Y) — regrado[]em?3 — (C A d)(Y)

| |
C(Y) regra do A em 8 d(y) X

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Neste momento, ficam consolidadas as demonstragdes das correspondéncias: em nivel

de Tbox e Abox e em termos de raciocinio das duas linguagens formais em questao. Neste capitulo,

houve a tentativa de apresentar de forma didatica a correspondéncia da l6gica de descrigdes

padrdo ALC com a l6gica multimodal K,,, em nivel de Tbox e com 16gica hibrida em nivel de

Abox. Estas correspondéncias cobrem toda a expressividade de ALC e demarcam as conexoes

basicas de 16gicas de descricdes com ldgicas (multi)modais. No apéndice B, serd mostrada mais

uma correspondéncia entre estas duas familias de 16gicas, a de Descri¢des e a Modal.
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6 CONCLUSOES

Esta dissertacdo se propds a explicar a problemadtica da correspondéncia entre as légicas
de Descri¢des e Modais de maneira didatica para que pudesse ser lida por varios tipos de
audiéncia. Nesse sentido, uma densa revisao da literatura revelou a caréncia de um texto dnico
que descrevesse minuciosamente os formalismos em questdo, bem como onde e de quais formas
as equivaléncias ocorrem. A correspondéncia mais simples, mas principal, estd descrita até o
capitulo 5, passando por sintaxe e semantica, inclusive semelhangas em raciocinio, usando para
tal o método de rableaux de cada uma das l6gicas. Espera-se, com este texto, preencher uma
lacuna, visto que na literatura ndo se encontra tanto material com viés didatico a este respeito e
desta forma como este foi construido. O texto trouxe bastante exemplos, procurando tornar a
leitura ainda mais palatavel.

No apéndice B ha uma correspondéncia alternativa entre Logica de Descri¢des e Logica
Dinamica. Esta parte do texto, sendo matematicamente mais densa pela prépria natureza do
assunto, foi apresentada com menor preocupagao didética. A tentativa de estabelecer corres-
pondéncias entre as Logicas de Descricoes e Logica Modal e Dindmica se mostrou como sendo
interessante por fazerem correlatos campos nao relacionados. Foi possivel compreender que
as correspondéncias completas ocorreram apenas em ramificagdes com niveis mais altos de
complexidade, neste caso entre ALC,., e PDL e entre ALCZ,., e converse-PDL.

Como apresentado, foi necessdrio enriquecer o sistema K monomodal para sua versao
multimodal K,,, permitindo que a correspondéncia com ALC em nivel de TBox ocorresse de
maneira completa. Devido a sua natureza distinta das Logicas de Descri¢oes, a PML nao
contém em sua definicdo um mecanismo para tratar instanciacoes, intrinseco da linguagem
ALC com a ABox. Logo, a apresentacdo da Logica Hibrida se mostrou necesséria e concluiu a
correspondéncia entre a Logica Modal Proposicional multimodal enriquecida com o operador @
de nominais e a DL . ALC. Em contrapartida, ao se tentar estabelecer uma correspondéncia entre
ALC e PDL, o inverso ocorre: ALC € trivialmente menos expressiva que PDL. Portanto, ocorreu
a necessidade de demonstrar uma versido de ALC que pudesse corresponder com as operagdes
de iteracdo e execugdo sequencial. Obtida através de um enriquecimento da linguagem F L, foi
apresentada a ALC,., e sua correspondéncia com PDL.

A andlise sobre a correspondéncia visou ajudar o leitor na aquisi¢ao de conteddo. Mesmo
assim, desde o inicio do texto, tanto para DL quanto MDL (ou PML) € exibida a equivaléncia

das expressoes para a LPO. Ora, uma vez tradutiveis para uma terceira linguagem em comum, o
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individuo pode estabelecer a correspondéncia entre ambas as linguagens iniciais. Esta € uma
possivel continuacgdo deste trabalho.

Fica como proposta para adi¢do futura a demonstragdo das correspondéncias de mais
ramificagcdes dos formalismos, como € o caso da linguagem SR. Também em nivel algoritmico,
uma comparagdo entre os algoritmos de fableaux para verificacdo de satisfatibilidade para as
linguagens que ja o possuem e a confec¢ao do sistema de tableaux para aquelas que ainda o
carecem pode ser uma proposta interessante. Por fim, conceber o uso de uma correspondéncia a
nivel de modalidades, ou seja, a correspondéncia entre uma ramificagdo de DL com a Légica

Deodntica, ou Logica Tensa promete ser um trabalho interessante.
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APENDICE A - LOGICAS MODAIS NORMAIS E MAPEAMENTO PARA LPO

Com um ndmero grande de l6gicas desenvolvidas, pode ocorrer um problema com a no-
menclatura. Aquela adotada neste trabalho segue de Lemmon (1977 apud BULL; SEGERBERG,
2001, p. 18), cujo menor sistema € designado K, homenagem a Saul Kripke que, segundo Bull e

Segerberg (2001, p. 18), nunca lidou com este sistema particular.

Definicao 33. (O Sistema K): O sistema K pode ser definido como contendo:
* Axioma da distributividade’: O(p — ¢) — (Op — Oq);

* Regra da necessitacdo: se p é teorema de K, [Jp também é.

Na Légica Modal, o enriquecimento da linguagem formal se d4 pela adi¢@o de enunciados
como axiomas. Algumas modalidades ganham nomenclaturas especificas, como € o caso das
modalidades Epistémica, Dedntica e Tensa, detalhadas mais adiante. Cada um desses enunciados
representa a definicio matemdtica daquilo que era uma demanda semantica. Por exemplo, a
modalidade Deontica lida com a interpretagdo do que € permitido ou proibido. O "obrigatério"é
a interpretacao nesta modalidade do operador de necessidade e o "permitido", de possibilidade.
Ela tem como axioma a formula [y — <, ou seja, tudo aquilo que € obrigatério € permitido.
Além desta férmula como axioma, ela tem o sistema K como base. Todas as Légicas Modais
que tém o sistema K como base de seus axiomas sd@o chamadas de Logicas Modais normais.

No Quadro 1 podem ser verificadas 16gicas modais normais. A iniciativa da nomencla-
tura de siglas para os inimeros sistemas € de Lemmon, como em Bull e Segerberg (2001, p. 18).

Em Massacci (2000) pode ser verificada um quadro semelhante.

Quadro 1 — Sistemas Modais Normais.

| Nome | Axioma | Relacdo de Acessibilidade R |

K K Qualquer relacao

D K+ Oy — o Serial
CT K+ G — Uy Frames com Unicidade

T K+UOp = ¢ Reflexiva

B K+ OUp — ¢ Simétrica

4 K+ Up — Ul Transitiva

5 K+ Cp = UOp Euclideana

S4 T + Up — UOe | Preordenada (reflexiva e transitiva)
S5 S4+ Oy — ¢ Equivaléncia

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

7 Também conhecido por Axioma de Aristételes ou axioma de Kripke (BASKENT, 2010)
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E certo que nem todas as modalidades (ou, neste caso, os sistemas modais) recebam uma
palavra distinta. Os sistemas de Lewis (S1, ..., S5, ndo trabalhados neste texto) sao um exemplo
disso. Em Carnielli e Pizzi (2008) € possivel constatar um diagrama (24), cujas setas indicam
inclusdo prépria, de uma hierarquizacio de sistemas modais normais por poder de expressividade.
Portanto, como se trata de inclusdo prépria, o K das siglas dos sistemas poderia ser omitido e o
KD, por exemplo, ser lido como apenas D. Confira na Figura 25 um grafico mais granular de
hierarquia dos sistemas modais, esmiucado da seguinte forma: na vertical, os sistemas modais
sdo organizados por nivel de reflexividade, ou seja, a menos que o sistema em questdo contenha
o sistema T (que introduz o axioma da reflexividade), eles serdo "menos reflexivos'na hierarquia.
O mesmo serve para a diagonal organizando por transitividade e a horizontal organizando a
simetria. E necessdrio interpretar a leitura desta figura como orientado para o diagrama na figura
24. Para aprofundar a compreensao dos diferentes sistemas, o trabalho de Goré (1999) conta

com uma lista maior deles.

Figura 24 — Diagrama que organiza algumas l6gicas modais normais por inclusdo prépria

Fonte: (CARNIELLI; PIZZI, 2008)

A Figura 25 destaca a hierarquia dos sistemas modais normais conforme mencionado

anteriormente no texto.
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Figura 25 — Diagrama que organiza légicas modais normais
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Fonte: (CC BY-SA 4.0, s.d.)
Modalidade Tensa

O nome que recebeu esta modalidade foi cunhado por Arthur Prior na década de 1960
(GORANKO; RUMBERG, 2021). Esta modalidade nasceu com o intuito de raciocinar sobre

tempo e informacao temporal. Os operadores cléssicos sao P, F, H, G, "certa vez no passado",

nn

"em algum momento futuro", "sempre no passado"e "sempre no futuro"respectivamente. Nota-se

ja a dualidade modal de necessidade e possibilidade. De fato:
e Pp = -H-p
e Hp = —P—p
* Fo = Gy

d GgD = —|F—|g0
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O axioma T recebe esta sigla devido a esta modalidade. E possivel notar diretamente
que se necessariamente ¢ ocorre (Lp), tem-se ¢ como um fato (L — ).

Assim como na Defini¢io 18, as equivaléncias definidas aqui tém sabor semelhante. E
importante notar que as noc¢des de "passado”e "futuro"ndo se entrelacam: todas as equivaléncias
sao idénticas a dos quantificadores universais da LPO, entretanto concorrem apenas P e H na
mesma equivaléncia, ou F e G, que denotam, respectivamente, o raciocinio sobre o passado e o

raciocinio sobre o futuro.
Modalidade Deontica

O axioma D € consequéncia de T (CARNIELLI; PIZZI, 2008, p. 30). Ele remete
a no¢do de que tudo aquilo que € obrigatério é permitido. Em McNamara e Putte (2021),
€ possivel entender as equivaléncias modais dos operadores que compdem esta modalidade.
Sao eles "obrigatorio"(0O), "permitido"(A), "proibido"(P), "omissivel"(S), "opcional"(F) e "nao-

opcional"(N). Eles se organizam desta forma:
1. Ap = =0O-p
2. Pp = O—p
3. Sp = =0yp
4. Fo = (=0-p A =0yp)
5. Np = (OpV O-p)

O operador O é tido como primitivo e, a partir dele, sdo definidos os restantes. Além
disso, estas equivaléncias podem ser confusas a principio, contudo ndo requerem mais que
uma escrita por extenso dos operadores. Perceba: sendo ¢ um afazer, se o contrdrio deste
afazer (sua negacdo) nao for obrigatdria, entdo ele préprio € permitido e vice-versa, como lista a
primeira definicdo; a segunda rende uma leitura direta tanto quanto a terceira: o que € proibido,
€ obrigatdrio que ndo se faga (e vice-versa) e se nao € obrigatério, € omissivel. Esta nocao de
omissdo € mais fraca que a nocao de algo ser facultativo, como lista a quarta equivaléncia: se
um afazer € opcional, ele precisa ser tanto permitido, quanto omissivel. A dltima equivaléncia
também tem compreensao direta: se um afazer € ndo-opcional, qualquer que seja sua natureza,

ela serd obrigatoria.
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Em Liu (2011, p. 141), € possivel entender mais profundamente o estudo da légica
Deontica, que "estuda conceitos normativos como obrigacgdo, proibicao, permissdao € compro-
metimento", numa semantica baseada em preferéncia. Hansson (1969) é reconhecido como o

trabalho inicial sobre o raciocinio dedntico.

Modalidade Epistémica

Um estudo sobre a linguagem epistémica pode ser encontrado na dissertagcao de Holliday
(2012), que define (a partir da pagina 15) a tal linguagem, o grau modal e usa um operador
chamado K. Ele é o equivalente ao cldssico []. O motivo da escolha desta letra e ndo qualquer
outro simbolo € simples: € a inicial de conhecimento em inglés (Knowledge). Esta é a modalidade
que lida com a no¢@o de conhecimento e crencga, ou seja, de saber algo, algum determinado fato,

ou acreditar nisso. O equivalente ao operador & € o B (Belief).

Exemplo 22. Considere a situacdo em que se chega em casa depois de participar de uma palestra
e vé€ que uma janela estd quebrada, a porta estéd aberta, as coisas do armério estdo espalhadas
pelo chéo e algo estd faltando. Deduz-se que se fora roubado. Se um policial perguntar se ha
algo mais que possa ter acontecido e responde-se com razao "ndo", ndo ha outra possibilidade de
que um ladrdo entrou na casa e roubou algum pertence, isso deve ser o que aconteceu, nao pode

ser de outra forma.
Na l6gica Epistémica, a sentenga K; ¢ representa "o agente i sabe que ¢ € o caso".

Exemplo 23. Repare a sentenca a seguir: K;¢ V K;—¢
Ela representa a nocdo de que o agente i sabe se ¢ € o caso, ou seja, tem inteira no¢ao da natureza

assertiva de ¢.

No trabalho de Mendes et al. (2016), em que € construida uma inteligéncia artificial para
Processamento de Linguagem Natural (do inglés, Natural Language Processing, NLP), a Tabela
1 (pag. 11) lista a taxa de frequéncia que as sentencas em linguagem natural eram classificadas

conforme as modalidades.

Reescrita em LPO dos axiomas modais

Cada modalidade representa uma aplicacdo especifica, uma necessidade que surgiu e foi
concebido um modelo matemadtico de raciocinio. Todos os axiomas e, assim, todos os sistemas

podem ser reescritos pela Légica de Primeira Ordem, ou, como em Bull e Segerberg (2001),



81

sao as condi¢des em R, ou seja, a propriedade da relacao de acessibilidade que caracteriza a
estrutura. A tradugdo tanto pode seguir a Definicdo 34, como também podem ser listados em
equivaléncia sob os conceitos ja conhecidos, como por exemplo o axioma que define o sistema
T, que reflete a nocao de reflexividade. Repare no Exemplo 12, se 0 mundo x5 ndo acessasse o

mundo x3, 0 axioma T seria o tnico satisfativel nele.

Definicao 34. (Traducao Modal para LPO): Sejam os elementos do conjunto W definidos
como equivalentes as varidveis em LPO, as proposi¢cdes na PML abstraidas na LPO e a relacao
de acessibilidade, implicita os operadores modais, equivalente a relacdo R da LPO. A tradugdo II
de uma sentenca na Légica Modal para sua equivalente na Logica de Primeira Ordem, escrita

com indice "x"(II,) quando avaliada no mundo atual x, é definida indutivamente como:
 II,(p) = P(z) | p atdmico, P(x) é verdade quando x F p;
* (OCp) = Fy(R(z, y) ANMly(p));
* (Op) = Vy(R(z,y) = ().
Seguindo esta definicdo (34), repare o Exemplo 24 a seguir:

Exemplo 24. A traducdo da férmula U p é dada por:
O0p = Vy(R(x, y) — 1y(Op))

(Vz(R(y, 2z) = P(2)))
O0p = vyvz(R(z,y) = ((R(y, 2) = P(2)))
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Os axiomas apresentados adiante sdo reescritos em LPO conforme sua intui¢do, ndo
seguindo estritamente a Defini¢do 34, mas podendo der deduzidos dela juntamente com um

pouco de algebra relacional.

(T): Axioma da Reflexividade:
Op — p = Vx(xRx);
Este axioma, como mencionado no texto, € trivialmente visualizado através do Exemplo 12. A

Definicao 34 garante que:

1. Todo x deduz p;

2. Yy(R(z,y) — (P(y) — P(y)));

3. Ou ndo ha relacdo do mundo x para y, ou avaliar p num y implica em avalid-lo no mesmo

y, garantindo a intuicdo da reflexividade.

(D): Axioma da Serialidade:

Op — <Op = Vx3y (xRy);

(CD): Axioma da Unicidade:

Op — Up = VxVyVz (xRy A xRz — y = 2);

(B): Axioma da Simetria:

p — UOp = VxVy (xRy — yRx);
Este axioma garante a intuicdo da simetria, pois, pela defini¢do semantica dos operadores (17), o
operador [] ndo garante a existéncia do mundo possivel, da relacao que leva até ele, mas o < sim.
Combinados, avaliar p no mundo atual € satisfativel apenas se este mundo tiver uma relagdo de

simetria com outro qualquer (confira os mundos xs e x3 do Exemplo 12).

(4): Axioma da Transitividade:
Up — UUp = VxVyVz (xRy A yRz — xRz);
Seguindo da explicacdo do primeiro axioma, bem como do Exemplo 24, € direta a compreensdo

desta equivaléncia.

(5): Axioma da Euclidianidade:
Op — UOp = VxVyVz (xRy A xRz — yRz);
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(GL): Axioma de Go6del-Lob:
Op — p) = Up =VxVydz (x #y A xRy — (z # X A z # y A (XRy A zRy))).

Outros nomes de autores homenageados nos sistemas que conceberam merecem ser
citados também, todos listados em Bull e Segerberg (2001) e as 16gicas que representam.
McKinsey M: [IOp — <$Up;

Geach G: CUp — UOp;

Hintikka H: (Op A Oq) = (OG(p A q) V O(p A <q) V O(q A $p));
Grzegoczyk Grz: J(U(p — Up) — p) — p;

Dummett Dum: U(O(p — Up) — p) — (GUp — p).
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APENDICE B - MAPEAMENTO ENTRE EXTENSOES MAIS RICAS

LOGICA DINAMICA

Ao contrério das l6gicas de paradigma estético, o foco da Légica Dinamica (do inglés,
Dynamic Logic, aqui MDL, para referenciar a natureza modal e diferenciar da Légica de Des-
cricdes) reside na no¢do de mudanga, como o nome sugere. Com aplicacdes em ciéncia da
computagao, teoria dos jogos, linguistica computacional, inteligéncia artificial e filosofia formal,
MDL se preocupa com como o conhecimento muda, como a¢des produzem certas consequéncias.
O que podem significar "acdes"? No contexto da MDL, acdes podem ser entendidas como
computacdo, ou como estratégia de jogo, ou ainda como atualizac¢des epistémicas. Eis a distingdo
clara das MDL para as légicas cldssicas: em MDL os valores verdade podem mudar, dai a no¢ao
de l6gica da mudancga, em contrapartida a propriedade estética destes valores verdade nas légicas
classicas (HAREL; KOZEN; TIURYN, 2000).

Loégica Dinamica aqui neste trabalho € uma linguagem formal que permite raciocinar
sobre programas. Alternativamente, como em Troquard e Balbiani (2019), "Légicas Dinamicas
sdo logicas modais que representam estados e eventos de sistemas dinamicos."Existem duas
abordagens para a 16gica modal de programas: a abordagem endégena (GABBAY; GUENTH-
NER, 2005) e a abordagem exdgena, que teve como precursor o cdlculo de Hoare (1969 apud
GABBAY; GUENTHNER, 2005, p. 111), de onde a semantica € importada e deriva a semantica
de programas (FISCHER; LADNER, 1979). A MDL aplica os conceitos da L.égica Modal na
semantica relacional de programas para entregar sistemas de raciocinio sobre os comportamentos
antes e depois de programas. A LPO ¢ inadequada para formalizar o raciocinio sobre programas
(STREETT, 1985). Conceitos como terminagdo requerem légicas estritamente mais expressivas
que de primeira ordem (KFOURY; PARK, 1975 apud STREETT, 1985, p. 359). Construgdes
andlogas a necessidade e possibilidade serdo estudadas adiante.

Pratt trouxe em 1976 a primeira versdo da Légica Dindmica, uma "légica modal de
primeira ordem"(PRATT, V., 1976) e, em 1979, Fischer e Ladner (1979) entregaram a Légica
Dinamica Proposicional. A diferenga é que, nas férmulas de Pratt, quantificagcdo e varidveis de
primeira ordem s@o permitidas, enquanto para a PDL de Fischer e Ladner somente o sdo as pro-
posicionais. Raciocinar sobre programas significava formalizar especificagdes de corretude que
deveriam ser alcangadas por eles. Além disso, determinar a equivaléncia de programas, comparar

o poder de expressividade de construtores para eles e sintetiza-los a partir das especificacoes
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fazia parte da proposta.

A nomenclatura intuitivamente descreve a caracteristica principal desta linguagem
formal: a logica de predicados classica € estatica, ou seja, o valor de uma férmula é determinado
pela valoragado de suas varidveis sobre uma estrutura, enquanto em MDL existem operadores
sintdticos, os chamados programas, que operam num determinado dominio de computagao, cujo
papel principal € mudar o valor das varidveis, mudando assim o valor das formulas. MDL pode
ser entendida como uma mistura de LPO, PML e a dlgebra de eventos regulares ou LTS (Labeled
Transition Systems) como em Troquard e Balbiani (2019). LTSs podem ser entendidos como a
generalizacao dos modelos de Kripke, em que a transicao entre os mundos possiveis, aqui sendo
chamados de estados, € rotulada como um "programa atomico". Em Harel, Kozen e Tiuryn
(2000, p. 163), a nomenclatura intercambia de programa atomico para "programa primitivo",
que sdo interpretados como relagdes bindrias arbitrarias num conjunto arbitrario K de estados.
Do mesmo modo, "asser¢cOes primitivas"sao apenas proposicoes atdmicas e sdo interpretadas
como subconjuntos arbitrdrios de K (HAREL; KOZEN; TIURYN, 2000). Uma transicao 7 entre
estados w e v indica que existe uma execug¢ao possivel de m que parte de w e para em v. Caso
uma proposicao p que seja avaliada em v seja verdade, entdao a formula <7> é verdade em w.

Sao varias as versoes da MDL. Especificamente para LST, em 1980, Matthew Hennessy
e Robin Milner introduzem o que ficaria posteriormente conhecida como a 16gica de Hennessy-
Milner (do inglés, Hennessy-Milner logic, HML). Ela € usada para especificar as propriedades
dos LTS, cuja estrutura € similar a um autdmato (HENNESSY; MILNER, 1980).

Em MDL, os programas, podem ser entendidos como uma receita em linguagem formal
que computa dados. Programas usam varidveis para guardar valores de entrada e saida, além dos
intermedidrios durante a execu¢do. Estes valores podem ser acessados a qualquer instante, sendo
um “estado” uma funcao de valoragdo de varidveis que muda seus valores, ou seja, que atribui
um valor a cada varidvel de programa. Assim, a partir de um instante arbitrario, o programa
deve “estar” num estado de execu¢do determinado pelo valor instantaneo de todas as varidveis. A
sequéncia de estados que ocorrem da execu¢dao de um programa dado um estado inicial, ou um
valor de entrada, até um estado terminal que resulta num valor de saida é chamada de rastro ou,
do inglés, trace. O conjunto de todos os pares de estados inicial e final dos traces é chamado
de relacdo de entrada/saida. Em geral, programas sdo construidos indutivamente a partir de
programas atomicos e testes sdo construidos usando operadores de programa (HAREL; KOZEN;

TIURYN, 2000).
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Construtores de Programas

Os construtores de programas sao operadores na logica que carregam a intui¢do de

raciocinarem sobre este dominio, odos programas algoritmicos.

Programas Regulares

Dado um conjunto de programas e testes, os programas regulares da MDL guardam
muita semelhanga com expressoes regulares e podem ser definidos como a seguir. Posteriormente,

os testes serdo entendidos em PDL como proposicoes.
* Qualquer programa atdbmico € um programa;

Os programas chamados atdmicos executam num passo apenas € nao podem, como se deve

esperar, ser decompostos.
* Se p € um teste, entdo ¢? € um programa;

O operador ? testa se a propriedade ¢ é vélida no estado corrente. Continua a execugao
sem mudar de estado caso ¢ seja verdade, caso contrdrio realiza um bloqueio, ou block, do inglés.
Definido pela constante 0, o bloqueio empata a execugdo do trace sem terminar. Em Fischer e

Ladner (1979) para o block se usa o 6.
* Se e 3 s@o programas, entdo « ; 5 é um programa;

O operador ; é a composicdo sequencial. Significa que depois que executar «, execute (3.

* Se a e [ s@o programas, entdo o U (3 € um programa;

O operador U € a escolha ndo-deterministica. Significa "escolha ndo-deterministicamente entre

a e [ e execute.
* Se a € um programa, entdo a* € um programa;

O operador * € o operador de iteracdo. Significa "execute o« um nimero ndo-deterministico finito
de vezes."

Mais sobre esse texto pode ser conferido em Harel, Kozen e Tiuryn (2000). As operacdes com *,
U e ; sdo tipicas da teoria de linguagens formais e autdmatos. A titulo de lembranca, os leitores

sao convidados a consultar as operacdes com * no apéndice D.
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Programas While

A abstracao das linguagens imperativas tradicionais pode ser vista como a familia dos
construtores while em MDL. Dependendo da escolha dos tipos de teste permitidos ou da inclusio
de ndo-determinismo, é concebida uma versdo ou outra. Os programas while sdo definidos
indutivamente a partir de testes e programas atomicos.

Os operadores de programas while deterministicos podem ser definidos como a seguir:
~ ~ def
1. se p entdo o sendo § = ¢? ; a U =p? ;3

2. while ¢ faca o def (07 5 a*) 3 ~p?
Recursao

O conhecido artificio da recursao € trivialmente demonstrado ser equivalentemente
expressivo ao da iteracdo sobre os nimeros naturais. De fato, os programas while correspondem
ao que é chamado de recursao final, ou tail recursion no inglés, e € por isso que sobre certos
dominios, os programas while sao estritamente inferiores.

Uma sequéncia finita de computacido € uma string finita de programas e testes que

termina. Abreviada como seq, € vélido notar que € um conceito distinto de trace. Ainda é
valido notar também que pode existir uma seq que sequer executa, sob qualquer interpretacao,
mantendo a caracteristica de ser uma seq. O conjunto de seqs de um programa « pode ser
denotado por CS(«). A linguagem mais geral no contexto de MDL para programas, que subsume
(classifica) todas as demais concebidas pelos construtores mencionados em termos de poder
de expressividade, seria a classe de programas recursivamente enumeraveis, ou um conjunto
recursivamente enumerdvel de seqs. Os programas while formam os conjuntos regulares de seqs

e 0s recursivos, os conjuntos livres-de-contexto (HAREL; KOZEN; TIURYN, 2000).

PDL

A versdo proposicional da Légica Dinamica tem como caracteristica principal abstrair a
natureza de um dominio de computagdo. Ela estuda a interacdo pura das assertivas (proposicoes)
com programas. Tendo isto em mente, a no¢ao de atribuicdo de varidvel deve ser abstraida.
Ademais, programas podem ser entendidos como relagdes bindrias num conjunto abstrato de

estados.



88

Dentro da PDL, existem vdrias versoes, dependendo dos operadores que compdem a
sintaxe. A versdo apresentada a seguir € conhecida na literatura como PDL regular, sendo esta a

versao mais basica.
Sintaxe

Respeitando a notagdo simbdlica de Harel, Kozen e Tiuryn (2000), a sintaxe da PDL
regular consiste em expressdes de dois tipos: simbolos proposicionais (¢, ¢, ...), que representam
as assertivas e programas («, (3, ...), que representam relacdes bindrias de transi¢ao entre estados.
O conjunto de proposi¢des atdmicas {p, g, r... } € denotado por ¢, € 0 conjunto de programas
atdmicos {a, b, c...} é denotado por 7. E ideal que, tendo os leitores interesse de aprofundar

PDL, comece a consulta por Segerberg (1982).

Definicao 35. (Alfabeto da Légica Dinamica Proposicional): O alfabeto da PDL é composto

pela unido dos seguintes conjuntos de simbolos:

1. O operador de implicacdo material —,
2. As constantes booleana 0, 1,
3. O operador de composi¢ao sequencial ;,
4. O operador de escolha ndo-deterministica U,
5. O operador de iteragao *,
6. O operador de necessidade modal [ | (equivalente ao [J),
7. O operador de teste ?,
8. O conjunto ®, de proposi¢des atdmicas e
9. O conjunto 7y de programas atomicos.
Tais que:

Definicao 36. (Os conjuntos ¢ e 7): Os conjuntos ¢ e m da PDL sdo formados indutivamente

entrelacados® segundo as regras a seguir:

8Os programas e as férmulas definidas indutivamente estiio entrelacadas e nio podem ser concebidas separa-

damente. A definicdo das proposi¢des depende da defini¢do de programas por causa do construtor [a]p e a
defini¢do de programas depende da defini¢do de proposicdes por causa do construtor ¢ (HAREL; KOZEN;
TIURYN, 2000, p. 165).
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Sep, e d,entiop - € Pel c b

Se a, f € 7, entdo o; 3, a U B e a* € T,

* Seacmepc ®,entdo [a]p € D;

Se p € ¢, entdo p? € T.

Por motivos de descarga notacional, os simbolos de ‘(’ e ‘)’ sdo omitidos de modo que os

operadores undrios t€ém precedéncia sobre os bindrios e o ; tem precedéncia sobre o U.

Exemplo 25. As seguintes expressoes sdo equivalentes:

[; B Uyl Vb = ([(a; (B%)) U (v%)]p) Vo

Os demais simbolos, tanto da Logica Proposicional Cléssica, quanto da Légica Modal, podem

ser deduzidos a partir dos simbolos definidos.

Exemplo 26. A dualidade dos operadores modais necessidade e possibilidade é preservada:
<a>p=-lal-p

E vilido notar, contudo, uma diferenca importante entre < > e [ ] na PDL, que, pela prépria
definicdo modal de necessidade e possibilidade, <a>¢ implica que « termina, enquanto que
[a]p ndo. Intuitivamente, [a]¢ pode ser lido como "€ necessdrio que depois que execute «, ¢
seja verdade"da mesma forma que <a> pode ser lido como "hd uma execucgdo de « tal que ¢ €

verdade apos ela.

Exemplo 27. Imagine um jogo cujas a¢des sejam movimentos disponiveis para os jogadores.
Cada estado € representado pelo nome do jogador cujo movimento estd disponivel atualmente. O
jogador E necessita que o resultado satisfaca p contra qualquer jogada do jogador A. Assim, sua

estratégia tem o formato da férmula: [aUb]<cUd>p.
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Figura 26 — Arvore bindria que ilustra o Exemplo 27

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Exemplo 28. Seja N o conjunto dos naturais € V um conjunto de varidveis de primeira ordem.
W0={x=y,x=0,x=y+1,x=y-1,x=y+2z|Xx,y,z € V}, 70 = {x := aleatério, X :=y + 1, x
=y-1|x,yeV}.

Considere o modelo A = (S, 7, ), semelhante ao modelo de Kripke apresentado anteriormente
(17), ap6s simples troca de simbolos, mas com o mesmo valor semantico:

S =V — N (o conjunto de atribui¢cdes de varidveis),

T (x=y)={s|s(x)=s(y)},

m(x=0)={s|s(x) =0},

T(x=y+1)={s|s(x)=s(y) + 1},

T(x=y-D={s|s(x)=s(y)-1},

T (x=y+2)={s]|s(x) =s(y) +s(2)},

@ (x := aleatdrio) = {(s, t) | s(y) = t(y) Vy # x},

px=y+D={60[tx)=s(y)+ I At(2)=s(z) VZ# X },
px=y-D={60]tx)=s(y) -1 At(z) =s(2) V2 # X }.

O programa "x := aleatdrio"pode ser entendido como Jx, ou seja, "atribua qualquer valor a x
ndo-deterministicamente".

Sejam:
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A proposicio p declara que o programa a computa corretamente a adicdo. E trivial verificar
que s E p para qualquer s € S, A uma vez que se tenha a nog¢do dos construtores, que foram

mencionados anteriormente.
Axiomatizacao

Munidos da sintaxe, agora € adequado listar os axiomas da PDL. Segundo Troquard e
Balbiani (2019), a axiomatizagdo de PDL foi proposta por Segerberg em 1977. Para tanto, em

sua natureza modal, PDL € uma modalidade normal e a menor que contém:

Definicao 37. (Axiomas da PDL)

1. [a;B]e > [a][Ble
2. [aUBlp < [ale A [Ble
3. [a*]p < o A [a]la*]e

4. [N < (o — V)

E € fechada sob a regra de invariincia de loop, sendo ela trivialmente dedutivel dos axiomas
listados:

¢ = [ale ¢ = [a*]e.

[a*](p = [a]e) = (¢ = [a™]p) (Axioma da inducdo)

O axioma da indug¢do, também escrito como ¢ A [a*](¢p — [a]p) — [a*]p em Harel, Kozen e

Tiuryn (2000), é o equivalente ao famoso Axioma da inducdo de Peano
Vy(2(0,y) AVa(P(z,y) = ©(S(x),y)) = Vad(z,y)).

Ou, como em Harel, Kozen e Tiuryn (2000), ¢©(0) A Vn (¢(n) — ¢(n + 1)) — Vn p(n).
Em BASKENT (2010) € possivel encontrar as nomenclaturas "axioma da uniao"(A2), "axioma
da composicao"(Al), "axioma do teste"(A4), "axioma do ponto fixo"(A3), contendo também o

axioma de Aristételes como "axioma de Kripke"e o ultimo, o da indu¢do, com mesmo nome.
Semantica

Gragas a sua natureza modal, a semantica de PDL € oriunda da seméantica modal

tradicional de Kripke. A fim de facilitar a leitura e correlagdo, € admitida a notacao de Harel,
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Kozen e Tiuryn (2000). Além do mais, a mudanca de notacao facilitard o entendimento intuitivo

das estruturas. Assim, seguindo da Definicao 19, um frame de Kripke € definido para PDL como:

Definicao 38. (Kripke frame): Um Kripke frame é um par da forma

ﬁ: (K,m;;),

tal que K € o conjunto de estados da forma {u, v, w} e mg € chamada funcdo de significado, que
atribui um subconjunto de K a cada proposi¢do e uma relagdo bindria em K a cada programa.

Para o caso atomico, tem-se:

K7 p € (I)O

mg(a) € KxK, a € Il

3
2.
=
IN

de modo que € extensivel para todo elemento de ¢ e 7 por inducao.

A defini¢ao da semantica dos operadores proposicionais para mg segue da defini¢ao
padrao da PML para ¢z. A seguir (39), sdo definidos os demais operadores tipicos da PDL
(HAREL; KOZEN; TIURYN, 2000).

Definicao 39. (Semantica dos operadores de programa):

ma(—e) = K —mag(p)
ma(o:B) = mg(a) o ma()
= {(u,v)|Fw € K, (u,w) € mg(a)e(w,v) € mg(B)}
ma(aUB) € ma(a) Umg(B)
malax) 2 mg(a)x
= U>0mK(a)n
male?) E {(wu)lu € ma(p))
Equivalentemente:

(w,0) € ma(@U ) = (u,0) € ma(a)ou(u, v) € ma(B)
(u,v) € mg(as) < In>0,Fu0,...,un|u =ul,v =une
(ui,ui+1) € mg(a),0<i<n—1

(u,v) € mga(p?) < u=veuF ¢
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E vilido notar que o primeiro simbolo’ é justamente o operador de iteraciio (antes da
igualdade), enquanto o segundo (depois da igualdade) € o fecho reflexivo transitivo em rela¢des

binarias.

Exemplo 29. Sejam K, p e a tais que

K = U,V,W
mg(p) = wu,v
mg(a) = (u,v), (u,w), (v,w), (w,v)

Figura 27 — Diagrama que ilustra o exemplo 29.
w

( (i

7)),

u a v

Fonte: (HAREL; KOZEN; TIURYN, 2000)

Nessa estrutura, tem-se que u F <a>—p A <a>p, v F [a]-p e w F [a]p. A férmula
<a* > [(aa)*]=p A <a>[(aa)*]p

¢ satisfativel para todo estado deste K.

As regras de inferéncia para PDL, por sua natureza modal, seguem da PML, assim como
as férmulas que 14 foram provadas vélidas.

A seguir (teorema 2), sdo apresentadas formulas validas em PDL, com seus operadores
particulares. Diferente de Troquard e Balbiani (2019), aqui, segundo Harel, Kozen e Tiuryn
(2000), as formulas definidas na Defini¢do 37, tidas como axiomas, sdo apresentadas como

teoremas e respectivamente provados.

Lembrando que, o fecho reflexivo transitivo de uma relacio R ¢ definido como o menor superconjunto de R que

é uma relagdo transitiva e reflexiva. Por exemplo, se R contém elementos do tipo (x, x+1) nos naturais, o fecho
reflexivo FR deve conter elementos do tipo (x, x), ou seja, FR = {(x, x+d) |d € {0, 1}, x € {0, 1,2,...}}. J4
para o fecho transitivo, tem-se que, se a relacio contiver elementos da forma (x, y) e (y, z), entdo (X, z) também
pertence a relacdo. Por exemplo, se (X, y) = (x, x+1) e (y, z) = (y, y+1), entdo (X, z) = (X, x+2) e, de uma forma
geral, o fecho transitivo FT = {(x, x+d) |d € {1,2, ... },x€ {0, 1,2,...}}. E, portanto, direto associar que o
fecho reflexivo transitivo * € da forma * = {(x, x+d) |[d € {0, 1,2, ...}, x € {0, 1,2, ... }}, ou ainda * = {(x, y) |
y>x)exy €{0,1,2,...}}.



Teorema 2. (Formulas vilidas em PDL):
1. <aUB>p < <a>p V <f>p
2. [aUBly < [alp A [Ble
3. <a;f>p & <a><f>p
4. [a;Ple < [allBle

5. <> > (p AN Y)

@)

Ny = (0 = )

Prova: Para todo Kripke frame R:

1. mg(<aUB>p) = mg(<a>p V <G>p):
mg(<aUB>p)
= (mg(a) U mg(F)) o mg(yp) semantica de < >
= ((mg(a) o mg(p)) U (mg(F) o mg(p)) dlgebra relacional
=mg(<a>p) U mg(<[F>p) semantica de < >

=mg(<a>p V <f>p) semantica da légica proposicional

2. mg([aUBlp) = me([ade A [Ble):
mg([aUSB]p)
=K - (mg(a U B) o (K—mg(p))) semantica de [ ]
= mg(—~(mg(a U 5)) o mg(—¢p)) semantica de —
= mg((~<aUS>)(—y)) semantica de < >
= mg(—(<a>=p V <>=)) passo i)
= mg(—<a>—p N\ =<[>=¢)) semantica da l6gica proposicional

=mg([a]p A [B]p) equivaléncia modal

3. mg(<a;[B>9) = mg(<a><[F>p):
mg(<a;5>p)
= (mg() ; mg(f5)) o mg(p) semantica de < >
= (mg(ar) o mg(f)) o mg(y) semantica de ;
=mg(a) o (mg(B) o mg(p)) dlgebra relacional

= mg(<a><[3>p) semantica de < >
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4. Segue andlogo ao iii) por dualidade.

5. mg(<p?>) =mga(p A P):
mg(<p?>1)
= {(u, u) | u € mg(p)} o mg(?)) semintica de ?
={u|u € mg(p)} [ mg() dlgebra relacional
= mg(y) () mg(?)) semantica modal

=mg(p A 1) semantica da 16gica proposicional

6. Segue andlogo ao v) por dualidade.

Filtragem em PDL

Assim como na PML, por sua natureza modal, a filtragem € usada para prova de corretude
e completude na PDL. Agora, mais que a generalidade da Légica Modal, PDL conta com funcdes
especificas para o mesmo propdsito, em prol da eficiéncia e entendimento. (GABBAY, 1972)
afirma que qualquer sistema que admite filtragem tem a propriedade de modelo finito (também
em Bull e Segerberg (2001)[p. 39]), mas ndo vice-versa. Isto &, apesar do cardter infinitdrio
de um conjunto, um sistema dedutivo com esta caracteristica é completo, pois todo conjunto
consistente de férmulas tem um modelo (HAREL; KOZEN; TIURYN, 2000). O que Harel,
Kozen e Tiuryn (2000) chama de "a propriedade de modelo pequeno"quer dizer que se uma
formula ¢ € satisfativel, entdo ela o é num frame de Kripke em no maximo 2|p| estados. Ja
existem algoritmos mais eficientes que o tradicional para o teste de satisfatibilidade e o autor
demonstra um exemplo.

Num cendrio em que a prova da filtragem na PML usaria o conjunto de subférmulas,
em PDL € usado o correspondente fecho de Fischer-Ladner de uma dada férmula. A principio,

sdo definidas duas fungdes por indugio simultinea'*:

FL:® — 2%
FLo: [a]plac ¥,pcd—2°

O conjunto F L(y) é chamado de fecho de Fischer-Ladner de ¢. A seguir, sdo definidas

indutivamente as fungdes sobre os termos:

10 Aos leitores interessados, consultar INDUCTION., s.d.)
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1. FL(p) = {p}, p sendo uma proposicao atdmica;
2. FLp =) (¢ =1 ) UFL) UFLEY);

“ 1oy

3. FL)
4. FL(alp) Y FLo(ale) U FL():
5. FLo(lale)  ([ale}, a sendo um programa atdmico;
6. FLo(la U Blp) 2 {[aU Blp} U FLo(lalp) U FLABle):
7. FLallas Blp) E {las Blp) U FLo(allBle) U FLa(Bl):
8. FLo([a*1p) ¥ {[a*lp} U FLo(lallaF]p);

dof

9. FLo([¥MNp) = {[¥Np} U FLW).

A primeira vista, pode parecer circular quando observada a regra 8, mas a funcio FLn
tem justamente o propdsito de evitar qualquer circularidade. Por ser definida somente para
féormulas do tipo []¢, produz os elementos F L([a]p) quebrando « e ignorando .

As consideracdes feitas a seguir sdo lemas cujas provas podem ser conferidas em Harel,

Kozen e Tiuryn (2000) e, por motivo de celeridade, ndo serdo detalhadas.

Lema 1.

1. Se ¥ € FL(p), entdo FL(o) C FL(p).

2. Se 0 € FLo([aly), entdo FL(0) C FLa([aly) U FL(p).

As consequéncias das assertivas apresentadas sao estas:

Lema 2.

1. Se [a]y € FL(p), entdo ¥ € FL(p);

2. Se [pM € FL(p), entdo p € FL(p);

3. Se[a U BlyY € FL(p), entdo [a]y € FL(p) e [BlY € FL(p);
4. Se [a; BlY € FL(p), entdo [a][flY € FL(1p) e [BlY € FL(p);

5. Se [a*]y € FL(p), entdo [a][a*]Y € FL(~p).
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Posteriormente, sdo também lemas as expressoes:

Lema 3.

1. Para qualquer férmula ¢, #F L(¢) < |¢|.

2. Para qualquer férmula [a]p, #F Lo([a]p) < |a].

Este lema limita a cardinalidade (#) de F L(¢) como fun¢do do tamanho (ntimero de
simbolos) de .

Por fim, o lema da filtragem em PDL € apresentado e o teorema do modelo pequeno
demonstrado como a seguir:

Dada uma proposi¢do ¢ e um frame 8 = (K, mf), € definido um novo frame da forma

RIFL(p) = (KIFL(p), mRIF L(p)), a filtragem de K por FL(y), como:

u=v:=VY € FL(p)(u e mR(Y) < vemiy)).

Assim, os estados indistinguiveis por qualquer formula de FL() u e v sdo colapsados.

u = v=u

K/FLle) Y ek

{etafvy ¥ o—laly

mg/FL(p)(p) «f {[u]|u € mg(p)}, sendo p uma proposi¢do atdmica.
mg/FL(p)(a) wf {([u], [v])|(u,v) € mg(a)}, sendo a um programa atdémico.

Eis, portanto o lema da filtragem:

Lema 4. Seja K um frame e u, v estados de K.

1. Para todos os ) € FL(p), u € mg(y)) sse [u] € mg/FL(p)(Y).
2. Para todos os [a]y € FL(p),
a) se (u, v) € mg(a), entdo ([u], [v]) € mg/FL(p)();

b) se ([u], [v]) € mg/FL(p) (@) e u € mg([a]y), entdo v € mg().

Teorema 3. (Teorema do modelo pequeno): Seja p uma formula satisfativel de PDL. ¢ é

satisfativel em nédo mais que 2\% estados.
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Prova: Se ¢ € satisfativel, entdo existe um frame K e um estado u € K, em que u € mg(yp). Seja
FL(p) o fecho de Fischer-Ladner de . Pelo lema da filtragem, [u] mg/FL(©)(p). Além do
mais, K/FL(y) ndo tem mais estados que o nimero de assertivas em JF L(), que € no maximo

214l pelo Lema 3. [

RAMIFICACOES COM CORRESPONDENCIA: ALC,e;, CONVERSE-PDL E ;i-CALCULO

Nesta parte do trabalho, sao apresentadas as ramifica¢des das linguagens formais Modal
Dinamica e de Descri¢des que apresentam correspondéncia, especificamente PDL e enriqueci-

mentos de ALC, como encontrado na literatura.
DL

Nesta secdo, a linguagem ALC,.,, uma ramificacdo mais expressiva que ALC, € cons-
truida em paralelo, com o intuito de melhorar a compreensao, a partir de um enriquecimento

feito na linguagem F L, uma ramificag@o estritamente menos expressiva que ALC.
Linguagem F L,

Com o propésito de demonstrar como chegar a linguagem ALC,,, extensdo de ALC,
trabalhada mais adiante no texto, equivalente a uma extensdo da L.ogica Modal Proposicional
Dinamica, € conveniente comecar por uma linguagem mais simples em termos de expressivi-
dade, a F L. Esta extensdo de DL é enriquecida de tal maneira que se torna capaz de ponderar
sobre ciclos terminoldgicos, problema presente nas Tboxes na execugdo do raciocinio de clas-
sificagdo (subsun¢do). As versdes enriquecidas serdo chamadas respectivamente por poder de
expressividade F Lians € F Lreg.

Como escreve Baader et al. (2007), por razdes histdricas, a linguagem chamada F L,
(quadro, do inglés, frame) € tal que se permite apenas intersecao de conceitos e restri¢cao de
conceitos por um papel, sem negagdo atdomica, ou qualquer outro construto bindrio. Enriquecendo
a linguagem, de maneira crescente, por permitir quantificacao existencial limitada, obtém-se a
linguagem F L. Portanto, mais ou menos construtores, significa uma linguagem mais ou menos

expressiva, com nomenclaturas distintas.
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Sintaxe e Semantica

Sdo andlogas a ALC a sintaxe e semantica de F L, somente permitindo menos férmulas,
sendo mais restritiva. Seguindo da Defini¢do 6, as formulas bem-formadas para F L sdo tais

que:
Definicao 40. (Férmulas bem-formadas FL,):
* Todo nome de conceito é uma descri¢do de conceito;
e T e L sdo descricdes de conceito;

* Se C e D sao descricOes de conceito e r € um nome de papel, entdo os seguintes tamém

sao descricdes de conceito:

C M D (conjungao),
Vr.C (restricdo de valor),

Vr. T,Vr. L.
Assim como a Defini¢do 10, para F L, segue:

Definicao 41. (Interpretacao):

T! = Al
1 = %)
(CnD) = c'N D!
vr.C' = ae AlVb.(a,b) er! - be !
Ir = a € AI|3b.(a,b) € rl

Raciocinio automdtico

Para o processo de raciocinio automatico nesta linguagem mais simples que ALC,
haverd duas etapas. Na primeira, ocorrerd uma normalizagdo, em que vdrias restricoes universais
aninhadas se transformardo em apenas uma restri¢cao contendo uma cadeia dos papéis. Aqui,
normalizagdo € tratada dentro do raciocinio especifico. Se trata de uma reorganizacdo, um
agrupamento de conjuntos e ndo diz respeito a normalizacdao conhecida, com formas normais
conjuntivas (ou disjuntivas). Na segunda, cada conceito serd representado por uma cadeia e um
conceito classificard outro quando a linguagem destas cadeias for gerada pelo superconceito,

verificado através de autdmatos.
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Inspirado em Baader (1991), segue a caracterizagdo para JF Ly. Para a normalizagdo
da Tbox T, qualquer conceito pode ser transformado numa conjuncdo infinita de termos da
forma VR;. VR,. ... VRn.A. Agora, é possivel abreviar o prefixo “VR;. VR,. ... VR,” por
simplesmente “VIW”, em que W = Ry R, ... R, € uma palavra sobre R, o conjunto de papéis
em 7. Para o caso em que n = 0, escreve-se “Ve : A”. Numa interpretacdo I, W' denota a
composi¢io de papéis R o Rlo...oRn’ ! de relagdes bindrias RI R! ... R! e o termo &’ denota
a relacao de identidade (na literatura € possivel encontrar self denotando identidade). Assim é

possivel associar um autdmato finito Ay a Terminologia 7" de F L.

Definiciao 42. (Autémato para FLy): O autdmato nao deterministico generalizado Ay € de-
finido como: o alfabeto de Ay é o conjunto Ry de nomes de papéis ocorrendo em 7'; os
estados de A7 sdo os nomes de conceito ocorrendo em 7’; um axioma terminolégico da forma
A =VWi . A M...NVYW,.A, dd origem a k transicOes, tais que a transi¢do de A para A; é

rotulada pela palavra W,.

O automato € chamado generalizado por ter as transicdes rotuladas por palavras, nao
somente simbolos do alfabeto. Qualquer automato finito generalizado pode ser transformado num
autOomato finito equivalente. Os leitores interessados podem conferir as defini¢des de automatos
no apéndice D. Neste cendrio, verificar uma classificagdo C' C D significa testar se a linguagem

de C estd contida em D.

Exemplo 30. Considere a verificacdo de complexidade para a linguagem F £,: normalizacio
(ndo permitir conjuncdes internas, juntar papéis e conceitos) e comparagao estrutural.

D =VR.(VS.BNVSVYR.A)MVYR.(AN B)

C=VYR.(ANVS.(BMVR.A)

Passos:

D =VRVS.BNMYRNVSVR.ANVYR.ANVR.B
C =VR.ANVRNVYS.BNIVRVSVR.A

D =VRS.BMYRSR.ATMIVYR.ANVR.B
C =VR.ANVRS.BNYRSR.A

1" Apesar de composi¢iio ser melhor detalhada em PDL, eis um exemplo pratico: imagine que g signifique calgar
meias e f signifique calgar sapatos. Entdo f o g significaria cal¢ar meias depois sapatos, nesta ordem. Assim
sendo, g~ ! seria tirar as meias e f_1 tirar os sapatos, de modo que (fog) ' =g lo f—1 significa o processo
inverso, de descalcar completamente.
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D =V{RS,R}.BMNY{RSR, R}.A
C =V{R,RSR}. ANVY{RS}.B
Agora, feita a normalizagdo ad hoc, chega a etapa em que deve-se verificar a subsung¢ao.
Neste cendrio, verificar uma classificacdo C' C D, como dito anteriormente, significa testar se a

linguagem de C' estd contida em D.

4. CC D={R,RSR} C {RSR, R} N {RS} C {RS, R}

Figura 28 — Representacdo gréfica dos autdmatos correspondentes as linguagens mais expressivas,
respectivamente {RS, R} e {R, RSR}.

() (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A verificacdo de uma subsungdo € polinomial em tempo, enquanto testar se uma KB
estd em NP equivale a verificar se a linguagem dos automatos equivalentes se relacionam por

continéncia, ou L(C') C L(D).

Exemplo 31. Sejam A, B e C' conceitos definidos.

A=VRANVS.CNP
B =VRS.CMVS.Q
cC=vsCcnpP

Um par de estados p, ¢ de um autdmato define uma linguagem regular L(p, ¢), o conjunto
de todas as palavras que sdo rétulos de caminhos de p até g. No exemplo, L(A, P) = R*S* ou

R"S™;n,m >0, L(B,P) = RSS*, L(C,P) = S*, L(B,Q) = Se L(A,Q) = L(C,Q) = 0.
Ciclos terminolédgicos

Um servigco importante que a maioria dos sistemas de representacao terminoldgica

fornece € a computar a hierarquia de subsun¢do. Muitos dos algoritmos de subsuncao existentes
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para linguagens KR terminoldgicas nao trabalham nas Tboxes (BAADER, 1991), mas nos
conceitos que sdo termos. Por essa razdo, eles tém que "desdobrar"a Tbox. O desdobramento de
uma Tbox significa substituir conceitos definidos que ocorrem no lado direito de uma definicao
por seus termos definidores. Este processo deve ser iterado até que restem apenas conceitos
primitivos do lado direito das defini¢des. Obviamente, este procedimento termina se e somente se
a terminologia for aciclica. Esta foi uma razdo para proibir defini¢cdes ciclicas. Uma terminologia
estd desdobrada sse o lado direito de seus axiomas contém apenas conceitos primitivos. Observe
que o tamanho da Tbox desdobrada pode ser exponencial no tamanho Tbox original (NEBEL,
1990b).

Apesar do poder de expressividade de ALC, para certas aplicagdes seria ideal possuir
meios de expressar conceitos como fecho transitivo. Como a maioria das variacdes desta lin-
guagem nao vai além do escopo da LPO e o fecho transitivo em rela¢des bindrias nao pode ser
expresso nela (AHO; ULLMAN, 1979 apud BAADER, 1991, p. 3), hd duas maneiras de superar
o problema: pode-se adicionar um novo operador de formacao de papéis e definir sua seméantica
como sendo sua interpretacdao sobre um papel R o fecho transitivo de R. Embora exista exemplo
de linguagem que faz uso de um operador dessa natureza, ela ndo conta com um algoritmo
para determinar relacdes de subsunc¢do entre conceitos, uma etapa candnica nos sistemas de
representacdo KL-ONE; igualmente seria possivel adicionar defini¢des de conceitos ciclicos
com semantica de ponto-fixo para expressar restricao de valores com respeito ao fecho transitivo
de papéis (BAADER, 1990). Mas, como ja mencionado também, os algoritmos de inferéncia

existentes ndo raciocinam ciclos, além de ndo ter uma semantica clara do ponto de vista tedrico.

Exemplo 32. Sejam Homem, Humano, Macho, Pai e PSF (pai que tem somente filho) nomes
de conceitos e temCrianga um nome de papel. Considere a Tbox com os seguintes axiomas:
Homem = Humano M Macho

PSF = Homem " VtemCrianga. Homem

Pai = Homem M JtemCrianca.Homem

Os dois primeiros axiomas sdo axiomas de FLy. Macho e Humano sao conceitos
primitivos e os demais (2 esquerda) sdo conceitos definidos. Assuma, agora, que seja necessdrio
expressar o conceito "homem que tem somente descendentes machos", MSDM. Seria inadequado
adicionar um papel chamado "descendente", pois nao teria conexdo entre ele e criancga. A
intencdo, evidentemente, € que "descendente"seja um fecho transitivo de crianga. Eis, portanto,

a definicdo ciclica MSDM: um homem que tem somente descendentes machos é tanto um homem
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quanto todos os seus filhos sdo também homens que t€ém somente descendentes machos.

MSDM = Homem ' VtemCrianca .MSDM (B.1)

Como demonstracao do processo de desdobramento, P SF pode claramente ser desdo-
brada através de uma substituicao simples do conceito definido Homem, enquanto MSDM nunca

chegara ao desdobramento final.

Exemplo 33. Imagine que seja preciso definir objetos como uma arvore bindria. Sejam Arvore
um conceito e temRamo um papel. Assim, drvores bindrias sdo drvores com, no maximo, duas
sub-arvores, estas também drvores bindrias, portanto.

ArvoreBi = Arvore M <2 temRamo MY temRamo.ArvoreBi.

Ciclos sdo definidos em Baader, Horrocks e Sattler (2008) como sendo: sejam A, B
conceitos atdmicos ocorrendo numa terminologia T. A usa diretamente B em T se B aparece
do lado direito da defini¢do de A. Usa fica definido como o fecho transitivo da relacdo usa
diretamente. Se ha um conceito que usa a si mesmo dentro destas defini¢des, hd um ciclo em T.
H4 também uma discussao sobre terminologias definidoras. Nela, T € definidora se toda base
de interpretacdo tem somente uma extensao que € modelo de T, ou seja, os significados dos
simbolos estao completamente determinados. Em resumo, se a terminologia for aciclica, ela é
definidora. Semanticas de ponto fixo sao motivadas pela necessidade de definir situacdes em que
intuitivamente ciclos sdo significativos. Esta intuicdo € capturada pela semantica de maior ou
menor ponto fixo. No Exemplo 32, a semantica de maior ponto fixo captura a intui¢do do ciclo;
jano Exemplo 33, ela é capturada pela de menor ponto fixo. Para uma brevissima introducao
sobre a teoria de ponto fixo, os leitores podem enderecar ao apéndice D.

Como ja introduzido, ciclos sdo proibidos na maioria das linguagens de representagao
de conhecimento, como discorre Baader (1990), pelas razdes ja citadas. Ainda assim, axiomas
recursivos tém um papel crucial em pesquisa de banco de dados, por exemplo. Aho e Ullman
(1979) apud Baader (1990, p. 32 m)ostraram que o fecho transitivo de relagdes nao pode ser
expresso na LPO. Dai propuseram adicionar defini¢des ciclicas, interpretadas pela seméantica de
menor ponto fixo. Este foi como o ponto de partida para os estudos sobre extensdes de ponto
fixo na LPO. Nebel (1990a) investiga ciclos em linguagens de representacao de conhecimento,

considerando as duas semanticas de ponto fixo, além da semantica chamada descriptive, especifica



104
para ciclos em sua linguagem NTF'2,
Semantica de ponto fixo

Agora, € detalhada a semantica de ponto fixo, inspirado em Baader, Horrocks e Sattler
(2008). Numa terminologia 7', todo simbolo de nome A ocorre exatamente uma vez como o lado
esquerdo de um axioma A = C'. Portanto, € possivel enxergar 7' como um mapeamento que
associa a descri¢do do conceito 7(A) = C' a um simbolo de nome A. Com esta nota¢do, uma
interpretagdo I ¢ um modelo de T se, e somente se A’ = (T'(A))!. Com a similaridade a uma
equagdo de ponto fixo, pode-se introduzir uma familia de mapeamentos tal que a interpretacao

seja um modelo de 7" sse € um ponto fixo de tal mapeamento.

Proposicao B.0.1. Sejam T' e [ uma terminologia e uma interpretacdo respectivamente. Se J é

a restricdo de I para os simbolos da base T', entdo I é modelo de T sse I é ponto fixo de T';.

Sendo J uma interpretacdo base fixa de T', denota-se Fxt; como sendo o conjunto de
todas as extensoes de J. Seja, entdo, 1y : Ext; — Ext; o mapeamento da extensdo [ a extensdo
T;(I) definida por AT;(I) = (T(A)) para cada simbolo de nome A. Agora, I é um ponto fixo
de Ty sse I = T;(I), ou seja, para todo nome de simbolo, A” = AT(I). Sendo assim, obtém-se
o resultado de que para toda defini¢io A = C'em T, tem-se que A’ = A7) = (T'(A))! = ¢!,
0 que prova que / ¢ um modelo de 7'. De acordo com a proposicao, a terminologia é definidora
sse toda interpretac@o base J tem uma extensao tnica que € ponto fixo de 7.

TMSDM

Com base nisto, € pertinente voltar ao Exemplo 33 sobre a terminologia e

axioma (B.1). Considere a base de interpretagao J definida por

A7 = Jodoy, Jodo, ... U Joséy, Josés, . .., José
Homem = A7
TEMCRIANGA = JOR0;, JoRO(;11)|i > 1 U José;, José(;41)|1 < i < Ultimo.

Com esta configuracio, entende-se que a dinastia de Jodo ndo morre enquanto ha um
ultimo membro da dinastia de José.

Para identificar os pontos fixos de T/5PM 'se [ ¢ uma extensdo ponto fixo de J, entdo
J0s€p i, €St em (VtemCrianca.MSDM)! e, portanto, em MSDM?. E vélido notar
que um individuo, mesmo sem filhos, sem preenchimento do TEMCRIANGA, estd sempre na

interpretacao de VtemCrianca. M S DM, independentemente de como M S DM ¢€ interpretado.

12 Esta linguagem permite conjuncdo de conceitos, restricio de valores, restricio de niimero e negacdo de conceitos
primitivos.
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Conclui-se que José é um M SDM. Seja I; aextensdo de .J tal que M S DM"t abrange exatamente
toda a dinastia de José, I; € um exemplo de ponto fixo. Considerando /; como a extensao que

interpreta M S DM como o dominio inteiro, obtém-se outro ponto fixo, e inico distinto.
Menor e Maior ponto fixo

Para o caso da existéncia de multiplos pontos fixos numa terminologia ciclica 7, é
necessdrio eleger um ponto fixo particular do mapeamento 7';. Com este fim, define-se uma
ordem parcial < sobre as extensdes de .J. Para todo nome simboloem 7', I < I’ se AT < Af .
No exemplo anterior, M SDM é o tinico nome simbolo. Se M SDM" < MSDM?2, tem-se
que [; < Is.

Um ponto fixo I de T'; é o menor ponto fixo (do inglés, least fixpoint, 1fp) se I < I’
para todos os outros pontos fixos I’. E chamado de menor ponto fixo modelo de T se I é o menor
ponto fixo de 7’; para alguma interpretagdo base .J. Sob a semantica de lfp, somente admite-se
menores pontos fixos modelos de 7' como interpretacio a ser trabalhada. Analogamente sdao
definidos maior ponto fixo (do inglé€s, greatest fixpoint, gfp), modelos de gfp e a semantica de

maior ponto fixo. No exemplo MSDM, I, éolfpe I, o gfpde 7.
Semdntica de gfp para F L,

Em Baader (1990) € possivel encontrar o tratamento de ciclos para F L. O efeito das
trés semanticas mencionadas anteriormente € capturado e descrito completamente com o conceito
de automatos finitos e linguagens regulares. Para uma introdu¢c@o mais completa ao assunto,
referenciar (SIPSER, 1997). Como consequéncia, subsun¢ao pode ser reduzida a um problema
de decisdo em automatos, a inclusdo de linguagens regulares. Para a L, especificamente, a
semantica de gfp cai melhor, envolve somente as linguagens regulares sobre o alfabeto de nomes
de papéis (BAADER, 1990).

E vélido lembrar que as definicdes de conceito com ciclos e semantica de gfp de FL,
podem ser obtidas proibindo ciclos simplesmente, permitindo, no lugar, definicdes de papéis
envolvendo unido, composicdo e fecho transitivo de papéis. Como serd mostrado adiante, é
possivel obter as caracteristicas da semantica de gfp para F L, numa linguagem mais expressiva,
neste caso ALC,, derradeiramente.

No Exemplo 32, C classifica A com respeito a gfp por L(C, P) = S* ser um subconjunto
de L(A,P) = R*S*e L(A,Q) = L(C, Q). O teorema 4 pode ser entendido da seguinte forma: a



106

linguagem L(A, P) significa a (possivelmente) infinita quantidade de restri¢des da forma VIV : P

que a terminologia impde a A. Quanto mais restri¢des impostas, menor € o conceito.

Teorema 4. Seja T uma terminologia de F Ly e Ar o autémato correspondente. Sejam também

I um modelo gfp de T e A, B nomes de conceito ocorrendo em T:

1. Para todos os conceitos primitivos P, todas as palavras W € L(A, P) e todos os individuos

y € dom(1), (x,y) € W' implicaem y € P! sse para todo z € dom(I), z € AL.

2. Subsunc¢do em 7T pode ser reduzida a inclusdo de linguagens regulares definidas por Ar.
Mais precisamente, A C s, r B sse L(B, P) C L(A, P) para todos os conceitos primitivos
P.

A parte (1) do teorema motiva a defini¢ao de restri¢ao regular de valor.

Definicao 43. (Uma “‘extensao regular” de FL):

1. Seja L uma linguagem regular sobre um dado conjunto finito de nomes de papéis e C'
um termo conceito ja definido: VL : C' € uma restricdo regular de valor. Sua semantica
é definida portanto como (VL : C)! := z € dom(I);VW € LeVy € dom(1), (z,y) €

W implicaem y € C7.

2. Na extensdo F'L,., € permitido o uso de restricdes regulares de valor e conjungdes de

conceitos como operadores de formacao de conceitos.

Com respeito a semantica gfp, a parte (1) do Teorema 4 implica que terminologias ciclicas de
F L, podem ser expressas por terminologias desdobradas de F'L,.,. Assim, a Tbox ciclica do

Exemplo 32 corresponde a Tbox desdobrada de /'L, como segue:

A=VR'S*: P
B=VYRSS*: PNVS:Q
C=VS*:P

Como naturalmente deve ser feito, os leitores devem esperar que uma terminologia desdobrada
de F Ly, possa ser expressa por uma (possivelmente) ciclica de F L. E pertinente demonstrar

esta caracteristica através de um exemplo.
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Exemplo 34. Considere a seguinte Tbox desdobrada de F'Ly,:
A=VRR":VS*": PNIVS*: (PNQ)

No primeiro passo, usa-se o fato de que sdo equivalentes os conceitos:

Ve : Be B;
VL:(BNC)eVL:BMNVL: C;
VKVL : BeVKL : B,

(VK :B)N(VL:B)eV(KUL): B.

Assim, € possivel reorganizar o lado direito da igualdade para que somente ocorram conjungdes
finitas de termos na forma VL : P, tal que o conceito primitivo P ocorra somente uma vez na

conjuncdo. A partir dai, obtém-se:
A=VY(RR*'S*US"): PNVS*: Q

Desta forma, o autdmato finito equivalente € trivialmente concebido:

Figura 29 — Representacio dos autdmatos-resultado do Exemplo 34

(a) RR*S* U §* (b) S*

R initial and q
final state

initial state @—RP

final state

Fonte: (BAADER, 1991)
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E, munido disto, a definicdo de A envolvendo restri¢ao regular de valores pode ser

transformada nas seguintes defini¢des de F Ly:

A=DnNG
D=VYR:ENF
E=VR:ENF
F=VS:FNP
G=VS:GNQ

A correspondéncia 1-1 entre terminologias possivelmente ciclicas de F L, e terminologia desdo-

brada de F L., foi demonstrada.
Enriquecimento da linguagem até ALC,,

Em sequéncia, segue a defini¢cdo da extensdo transitiva de /'L conforme feito anterior-

mente:

Definicao 44. (Uma '"extensao transitiva''de FL): Seja R um conjunto finito de nomes de
papéis. O conjunto de papéis termos € definido indutivamente como a seguir: qualquer nome de
papel € um termo (papel atdbmico), bem como o simbolo & para papéis vazios. Para quaisquer
dois papéis ja definidos r e s, a unido r LI s, composi¢cdo r o s e o fecho transitivo de papéis

trans(R) sdo termos.

Em conclusao, para obter uma correspondéncia direta entre linguagens regulares em
restrigdes de valor de F' Ly, € papéis termos em restri¢goes de valores de F'Lig,,s € conveniente
restringir as restri¢oes regulares de valor de 'L, para linguagens regulares nio contendo a
palavra vazia e, ou, alternativamente, usar o fecho reflexivo-transitivo de papéis no lugar do fecho
somente transitivo.

Agora apresenta-se a extensdo ALC .

Definicao 45. (Extensées transitiva e reflexiva de .ALC): Conforme as defini¢es anteriores

para F L, assim € feito agora com ALC:

1. Na extensao transitiva, € permitido o uso de papéis termos, como definido anteriormente
em 10. A semantica segue da Defini¢ao 44 mais a extensao da fungdo de interpretacao I

para papéis termos arbitrarios:

a) ol =g
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b) (rus)! =rfust;

¢) (ros)l :=rlosl;

d) (trans(r))! = U, (rH)™;

2. Na extensdo regular, € permitido o uso de restri¢do regular de valor e restricdo regular
existencial no lugar das restricdes usuais. A semantica segue a Defini¢do 43 mais a

interpretacdo existencial:

a) Para que a defini¢dio existencial siga a dualidade —(3L.C) = Vr.(=C), (3L.C)!
precisa ser definido como: {x € dom(I);3IW € Le Jy € dom(I),(x,y) € Wle
yeCl.

Proposicao B.0.2. (Poder de Expressividade): Terminologias aciclicas de ALCgps € ALC,eq
ambas tém a mesma expressividade. Em particular, subsun¢do em ALC,,,s pode ser reduzido

em tempo linear a subsungdo em ALC,., e vice-versa, conforme (BAADER, 1991).
Expressividades em DL

Expressividade, ou poder expressivo, como escreve Divroodi (2014), € estudado nos
campos de linguagens formais, banco de dados e l6gica. A partir da hierarquia de Chomsky,
obteve-se resultados fundamentais em expressividade de linguagens formais. Em Baader (1996),
foi proposta uma definicao formal das expressividades em DL. Tal definicdo permite comparar
l6gicas que possuem vocabuldrios diferentes. Em Borgida (1996), é mostrado a correspondéncia
em poder expressivo entre certas DLs e fragmentos da LPO.

A metodologia usada para analisar a expressividade € chamada bissimulagdo. Ela o
faz minimizando interpretagdes e aprendizagem de conceito nas DLs (DIVROODI, 2014). Os
detalhes da técnica podem ser consultados em Divroodi (2014).

E vilido citar as no¢des de invariancia:

Definiciao 46. (Invariancia na bissimulacdo): Um conceito C' numa linguagem L em DL &
invariante numa L-bissimulagdo, para quaisquer interpretagdes I ¢ I’ e qualquer bissimulagdo 2
entre e I, se Z(x, x') se verifica, entdiox € C' ssez’ € C''. Uma Tbox T em L é invariante para
L-bissimulagdo se, para quaisquer interpretacdes [ e I’, se hd pelo menos uma L-bissimulagio
entre as interpretagdes, entdo I € modelo de 7" sse I’ € modelo de T'. Similarmente, define-se

uma Abox invariante.
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Ao comparar as expressividades, as no¢des de equivaléncia e linguagem mais ou menos

expressiva segue como esperado:

Definicao 47. (Equivaléncia entre linguagens): Estendendo a Definicdo 46, duas Tbox 7} e
T, sdo equivalentes se, para qualquer interpretacdo 7, I é modelo de 7} sse I é modelo de 75.
Analogamente define-se Abox. Uma légica L; € no maximo tdo expressiva quanto uma légica
L,, denotado por L; < Lo, se todo conceito (respectivamente conceitos, Tbox e Abox) em L

tem um conceito equivalente em Lo.

Definicao 48. (Linguagem mais expressiva): Uma légica L, € mais expressiva que uma légica

Ly, denotado por Ly < Lo, se Ly < Lye Ly £ L.

Com base nestas defini¢des, ALC,., € mais expressiva que puramente ALC. Existe uma
familia de linguagens entre ALC e ALC,,, como pode ser conferido no trabalho de Divroodi

(2014, p. 11).
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Figura 30 — Uma breve arvore genealdgica DL: comparando a expressividade da Légica de
Descrigdes, onde ALC <L < ALC,,. Se houver um caminho de uma l6gica L, até
uma légica L, que contenha ou uma aresta normal ou pelo menos duas arestas, entao
L, é mais expressiva que L; com respeito a conceitos positivos, Tboxes e Aboxes. Se
o caminho for uma aresta pontilhada entdo L, € mais expressiva que L; com respeito
a conceitos, conceitos positivos e Tboxes. Se o caminho for uma aresta tracejada,

entdo L, € mais expressiva que L; com respeito a conceitos, conceitos positivos e
Aboxes.

EI(JL',?E.'E-:II

Lrogu Lrogses Liotsers Lrgurseit Logursers

Liog Lrov Lrosar Ligu Ligses Liusar Logu Logser Lovsear Louses

+

"

#

Fonte: (DIVROODI, 2014)

PDL

Nesta secdo, sdo comentadas algumas extensdes da PDL e a possivel equivaléncia com

o p-célculo.
Extensdes de PDL

A classe de programas while deterministicos (do inglés, deterministic while programs,
DWP) ¢ a classe dos programas em que os operadores U, ? e * aparecem somente no contexto
dos saltos, ou falhas e nos testes condicionais e lacos, que sdo puramente proposicionais, sem
os operadores modais. Os programas nao deterministicos (do inglés, while programs, WP) sao

iguais, exceto que o operador U € permitido ser ndo deterministico.
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Restringindo a sintaxe ou semantica ou ambos, obtém-se as logicas:
e« DPDL: PDL deterministica sintaticamente idéntica a PDL;
* SPDL: PDL estrita, em que sdo permitidos os programas while;

* SDPDL: PDL estrita deterministica, ambas as restricoes anteriores.

Com a defini¢do de um autdomato, € possivel obter APDL:

Definicao 49. (Automato para PDL): Seja um autdmato M = {n, i, f, 0}, em que n é o conjunto
de estados, (7, f) sdo os estados destacados inicial e final respectivamente e ¢ a fun¢@o de transicao
que atribui um subconjunto de Ty U {(? | ¢ € ¢} para cada par de estados. A obtencdo de APDL
se dd por definir 7 como sendo: ™ = my U {¢? | ¢ € ¢} UF em que F € um conjunto dos estados
de aceitagdao em M. Uma PDL que permite o fluxo ao contrdrio (do inglé€s, converse), € chamada

CPDL. O operador converse é definido da seguinte forma:
Definicao 50. (O operador converse): A semantica do operador converse € definida como:
mR(a”) = mi(a)” = (v,u)|(u,v) € mK(«a).

Semanticamente, € como se a relacdo entrada/saida se transformasse em saida/entrada. Apesar
de ndo ser possivel sempre operar dessa forma na pratica, em termos de expressividade, € um
operador muito util. Sendo o operador ~~ simétrico, comutativo com os demais operadores, a
prova do teorema 5 se torna trivial e serd dispensada. O teorema que descreve a interagdo deste
operador com os modais <> e [] pode ser conferido em Harel, Kozen e Tiuryn (2000), cuja prova

reside na péagina 179.
Teorema 5. (Operacoes com converse): Para quaisquer programas o e 3,
mR((aUp)") =mf(a” UL)

mA((e; 8)7) = mR(B5a7)

mR(p?") = mR(?)

mR(ax") = mR(a) " *

mR(a”) = mR(a).
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Ainda h4 as versoes repeat e loop (RPDL e LPDL) que tentam tratar o conceito de
bem-fundado, mas de maneira mais fraca, sendo mais expressivas que PDL, mas menos que o
p-calculo estudado a seguir e, por isso, foram somente mencionadas. Elas foram trazidas por

Streett e Sherman individualmente (STREETT, 1985).
p~calculo

Sempre que se fala em caracteristicas infinitarias, € necessdrio para o raciocinio a
concepg¢ao de modelos finitos das entidades com estas caracteristicas. Por se tratar de um modelo,
preserva as todas as propriedades do sistema original. Estes modelos t€ém a propriedade de
possuir pontos fixos. Em PDL, o operador * pode ser considerado um operador de ponto fixo
inerentemente a sua defini¢do. De fato, ele € o operador que representa trivialmente uma expressao

no p-cdlculo proposicional, como estudado mais adiante. Antes disso, observe o exemplo:

Exemplo 35. Suponha infinito o tempo a partir do presente ao futuro e um individuo metédico
que deseja compartimentalizar para melhor aproveitd-lo. Ele organiza tudo em conjuntos e define
o menor deles como sendo S = {1s}. Apesar de somarem ad infinitum, como os naturais, € certo
que, sendo uma organiza¢do monotonica, ele consiga estabelecer um conjunto que contenha S,
mas que tenha um significado prético, uma interpretacdo no mundo dele. A conjuntos maiores
foram dados nomes: M = {60S}, H= {60M}, D = {24H}, Sem = {7D}, Més = {30D}, Ano
= {365D}. No mundo em que ele vive, D parecia ser o menor conjunto que continha a base e
representava significado e a partir de onde tudo voltaria a se repetir. Exceto que era também a
partir de onde a ordenacdo dos conjuntos importava: Sem ndo poderia ser definido como a unidao
de 7 D apenas, mas que cada D teria um nome, portanto definindo uma ordem. Assim, o menor
conjunto que respeita a ordem e contém o conjunto atdbmico base S € Sem, o menor ponto fixo da

organizacdo: a partir dele, nada cresce, tudo se replica e se repete.

No p-célculo, o operador 1 amarra varidveis relacionais. Se ((X) for uma expressao
com uma varidvel livre X, entdo a expressao uX.p(X) representa o menor X tal que seja igual a

expressao original, ou p(X) = X.

Exemplo 36. O fecho reflexivo transitivo R* de uma relacao R bindria € a menor relagdao que
contém R e € fechada sob reflexividade e transitividade. No p-célculo, a forma de representagdo
seria:

R, =uX(z,y).(zr =y VIz(R(x,z) AN X(2,9))).
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E deveria ser lido como "a menor relacdo bindria X(x, y) tal que ou x =y, ou € relacionada por R

a algum z, tal que z e y ja sdo relacionados por X".

Como em Pratt (1981a), a nocdo de minimizacao € vista tanto na teoria de fungdes
recursivas, quando usada para especificar a raiz da funcio, ou seja, o tltimo argumento que faz a
funcdo parar, quanto na semantica de programas, quando especifica o menor ponto fixo de uma
funcao definida num reticulado, formalizando a defini¢ao de funcao recursivamente definida,
conforme o exemplo anterior. Esta preocupacdo prové a ambas uma alternativa algébrica atrativa
para iteracdo e recursdo.

D. Kozen (1982) descreve o p-cdlculo proposicional, ou Py, também chamado de
modal p-cdlculo, ou ML, como sendo "uma classe de 16gicas de programa que consistem em
l6gicas modais proposicionais com um operador de menor ponto fixo p". Originado em Scott
e J. (1969), foi desenvolvido por outros autores em sequéncia (KOZEN, D., 1982) (HAREL;
KOZEN; TIURYN, 2000). Na época em que o trabalho foi publicado, ele ndo sabia de Pu
continha estritamente PDL e nao havia sistema dedutivo. J4 em Harel, Kozen e Tiuryn (2000,
p- 278), é afirmado que Py € estritamente mais expressivo que PDL pelo trabalho de Streett
(1985).

No trabalho de Pratt (1981b), ele define uma seméntica focada na minimizacao da dltima
raiz, com intuito de capturar a no¢ao de converse de PDL. Apesar de seguir a axiomatizacdo de
Segerberg (1982), esta versao de Pratt se abstém dos construtores usuais de programa (uniao,
sequéncia, teste, estrela e converse), substituindo tudo por minimizacao apenas. Outros aspectos
desta versao do Py € que o teorema da filtragem se aplica e ainda pode simplificar ao ponto de
eliminar o fecho de Fischer-Ladner.

A existéncia de um menor ponto fixo ndo € garantida exceto por sob certas restri¢oes.
Uma férmula —X ndo tem ponto fixo, portanto ¢ X. =X ndo existe (HAREL; KOZEN; TIURYN,
2000). O que € praticado consiste em restringir a aplicacdo do operador p a férmulas que sao
positivas ou sintaticamente monotdnicas em X, ou seja, formulas em que todas as ocorréncias
livres de X estejam no escopo de um numero equivalente de negacdes. Assim, é garantido
que o operador da relacdo X — ¢(X) seja semanticamente monotdnico, que, pelo teorema de

Knaster-Tarski, é garantia de existéncia de menor ponto fixo.
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Sintaxe e Semantica

A sintaxe e semantica do Py apresentado aqui seguem de Streett (1985) e de Harel,

Kozen e Tiuryn (2000).

Definicao 51. (Sintaxe de Py:): A sintaxe segue idéntica a de PDL com a adi¢do do item

1. Se ¢(X) € uma férmula sintaticamente monotdnica na proposi¢dao X, uX.p(X) € uma

formula.

Sendo assim, a dualidade modal de preserva:

<a>@=-alne

vX.o(X) = uX.—p(=X)

A letra ¢ (ni) € usada para representar o maior ponto fixo e, portanto, a formula #X.(p(X) denota

0 maior ponto fixo de .

Exemplo 37. A férmula v X .<a>(X) é verdade num estado = se houver uma cadeia infinita de

transi¢Oes « a partir de x.

Definicao 52. (Semantica de Pu): As formulas do Py sdo interpretadas em modelos de Kripke,
em que férmulas sdo interpretadas como conjuntos de estados e programas como relagdes bindrias

entre os estados. Assim, z € satisfativel quando:
rF pX.p(X)ssex € N{S C ®|S = {y|y F ¢(X) com X interpretado como S} }
Exemplo 38. As férmulas a seguir sdo equivalentes:
pX.pVa(X)=<ax > p=3rxa.d.

Interpretando, estas formulas sao verdade em x se existe uma cadeia, ou sequéncia (possivelmente
vazia) de « transi¢Oes partindo de um estado x até um estado que satisfaca . A primeira nota¢do
diz respeito ao p-célculo, a segunda, a PDL, e a terceira, a0 ALC,c,.

A férmula uX.<a>[a]X expressa num jogo de 2 jogadores a existéncia de uma vitéria

for¢cada para o primeiro jogador.
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Definicao 53. (Axiomatizaciao de Pp): A axiomatizacdo consiste nos axiomas e regras da PDL

mais o axioma

Pl X/ uX 0] = pX.p

e aregra para f

X /Y] =

pX.p =1

Como escreve Baader et al. (2007), as Logicas de Descri¢des e Modais tém um rela-
cionamento muito proximo, primeiro descrito em Schild (1991b) apud (BAADER et al., 2007,
p. 121). A principio, Schild aponta que ALC pode ser enxergada como uma variante notacional
da l6gica multimodal K,,,. Posteriormente, foi observado em Schild (1991b) e De Giacomo e
Lenzerini apud (BAADER et al., 2007, p. 160) um relacionamento similar em vertentes ainda
mais expressivas, as abordadas neste trabalho. A extensdo ALC . seria correspondente a PDL,
e a ALC,, seria correspondente ao ji-cdlculo. Ainda mais, a extensdo de ALC s pelo construtor
de inverso, ALCZ .., corresponderia inteiramente 2 PDL com converse, como escreve Donini
em Baader et al. (2007, p. 122).

Embora, no mesmo texto, Salter et al. afirmem que "ALC,, pode ser vista como variante
notacional de PDL"(pdg 160), ALC,, trata de pontos fixos, tanto quanto o p-cdlculo, enquanto
que PDL nao expressamente, a despeito do axioma 3 da Definicao 37. Em sequéncia, ele cita
que o pu-cdlculo € estritamente mais expressivo que todas estas linguagens, quando "o p-célculo
pode expressar um programa bem fundado, [...] uma relagdo sem cadeias infinitas", como de
fato ja mencionado. Mais adiante serd demonstrada uma correspondéncia, oriunda deste texto
em referéncia, entre ALCZ,, (ALC,ee com inverso) e converse-PDL.

Alguns dos algoritmos usados em PDL para decisdo de satisfatibilidade sdo muito
semelhantes aos algoritmos baseados em fableau desenvolvidos para DL (BAADER et al.,
2007). Por isso, para decidir nessas légicas € possivel, no lugar de usar algoritmos baseados em
tableau, usar o método de autdmato em arvores (VARDI; WOLPER, 1986). Um catdlogo de
complexidades pode ser conferido em Baader et al. (2007, p. 139).
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MAPEAMENTO ENTRE AS EXTENSOES

A seguir, é mostrada a correspondéncia entre ALCZ,, e converse-PDL. Como escrevem
Calvanese e De Giacomo (BAADER et al., 2007, p. 191), num nivel extensional, individuos
membros de JI na Légica de Descri¢des correspondem a estados em PDL, enquanto as transi¢des
entre estes estados sao ligagcdes entre dois individuos em DL. No nivel intensional, os conceitos
correspondem as proposi¢oes e os papéis correspondem aos programas. Formalmente, € feito um
mapeamento 7 de conceitos ALCZ,., a férmulas converse-PDL e de papéis ALCZ,., a programas

converse-PDL, definido indutivamente como:

m(=(C)) = -n(C) T(R™) = w(R)”
7(CnND) = =w(C)A=(D) m(RUS) = w(R)U=(S)
r(CuD) = w(C)Vvr(D) m(RoS) = w(R);w(S)

7(Vr.C) = [r(r)]x(C) m(R*) = =(R)*
7(Ir.C) = (n(r))w(C) 7(id(C)) = =(C)?

No trabalho de Schild (1991a), ele demonstra a correspondéncia de converse-PDL para
um um enriquecimento de uma linguagem terminoldgica (a ACC) chamada TSL, que adiciona

identidade e composicao, unido, fecho transitivo-reflexivo, restricdo de imagem e o inverso de

papéis.
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APENDICE C - TEOREMAS E PROVAS

FILTRAGEM

O método de filtragem exerce um papel importante no contexto da l6gica modal: é
usado para provar decidibilidade e na obtencdo de teoremas de completude (GABBAY, 1972).
Com um conjunto infinito de varidveis proposicionais, existem também conjuntos maximalmente
consistentes de férmulas do mesmo tamanho.

No texto de Marcus (1981, p. 280), ele menciona os sistemas modais normais S4 e S5.

Veja o Exemplo 39:

Exemplo 39. Para cada um dos sistemas abaixo, o aspecto infinitdrio das sentencgas pode ser
tratado da seguinte forma:

Observe que, no sistema S4, hd um ndmero arbitrariamente grande de operadores modais
em sua estrutura com preordem':

S4): Uy Uy ...Up — Ope O Oy ... Opp — Op (Estruturas com preordem);

Observe agora que, mesmo com um numero infinito de férmulas antes do operador,
no sistema S5 (com relagdes de equivaléncia), a relacdo é soberana e prevalece somente um
operador, que se mantém no final:

(S5): p1¢o... Up—Upedy py... Op — Op (Estruturas com relacio de equivaléncia);

Gabbay afirma que o método foi introduzido por Lemmon et al. (1966 apud GABBAY,
1972, p. 1), mas modificado por outro autor e ele préprio posteriormente. Ele consiste em
conceber a partir de um dado modelo de Kripke (W), R, 0), que é modelo para uma sentenga
¥, um modelo M = (W* R* 0) tal que respeite a condi¢do de ser modelo para ¢ também. O
ultimo termo da tripla representa o mundo atual e ndo a constante ), como o item 8 da Defini¢cdo
20. A sentenga 1) estd associada a um conjunto finito de sentengas (©). O segundo modelo pode
ser gerado assumindo © como sendo o conjunto de subférmulas de v, identificando 2 mundos
possiveis que deem os mesmos valores verdade a todos os membros de © e definir x R*y como
Va € ©(selase verifica emz, entdo também se verifica emy). Aqui, [ ] é uma funcéo bindria
que Vz € W e todas as varidveis proposicionais, [y], é 0, ou 1. Portanto, [ ] é considerada a

funcao de avaliacdo que, para uma férmula ¢, seu valor verdade num mundo « é denotado por

[©]e-
13 Mais sobre este conceito, consultar (HRBACEK; JECH, 1999)
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Quando € o caso de provar decidibilidade, é preciso fazer com que W* seja finito e
modelo do sistema a ser considerado. Pode haver a necessidade de provar a completude de um
conjunto de mundos possiveis, por exemplo o conjunto dos inteiros, fazendo-se WW* tal que seja
os inteiros. Portanto, seja X uma modalidade, X admite filtragem sse para qualquer modelo
(W, %R, 0) de ¥ que é modelo para X, um modelo finito (JV*, R*, 0) para ) pode ser derivado.
Assim, é necessério sempre que sejam gerados (VV*, R*) tais que sejam finitos, ou admitam a
propriedade do modelo pequeno, como em Harel, Kozen e Tiuryn (2000, p. 191).

Para tanto, sendo )V o conjunto de mundos possiveis ou estados, R a relacdo de acessi-
bilidade entre os mundos e 0 o estado atual, € suficiente que }V seja um conjunto bindrio tal que
preserve todos os valores verdade para um conjunto > sendo ele um conjunto finito de sentengas

que contém 1) e € fechado sob negacdo, conjungdo e subférmulas.

Teorema 6. Seja K o sistema modal com o axioma L(p — q) — (Up — Ugq) e a regra da

necesitagdo = p — = Up, entdo os sistemas modais normais admitem filtragem.'*

Prova: Defina:

= v sse YV € X([p]to = [p]v).

Sejam:

[tv]y; a classe de equivaléncia sobre = de to (ou to*, por alivio notacional) e
L(y*) aférmula (Jy € y*)Vz(yRz — y = z),

Defina:

w*RYv* sse (Fro; € w*)(Jvy € v*) (1 R vy) (C.1)

e seja w* Ry *v* definido por w* RTv* A =L (z*). A varidvel proposicional +y é portanto definida:

& = e (C.2)

]

Prova: caso atbmico: trivial.

14 Atentar para os sistemas quasi e multi de Bull e Segerberg (2001)[p. 16]
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caso —: se existe um modelo, entdo [, =0e [¢], = 1.

caso A: indugdo simples dos casos anteriores.

caso [0: seja [y], = 1;

se Oy € X, entdo ]l = 1 para todo o' € w*;

se C.1, entdo [Opjvt = 1 e [Oplv* = 1.

Seja [g]w = 0 e ~L(10*) para algum v tal que wRv, [Cpjv =0e

por C.1: w*R™v* e [Oy|: = 0. Se L(z*) se verifica, e [(y], = 0 v = 1.

Interpretando o teorema:
Tendo entendido que tv = v é uma relacdo de equivaléncia e [tv]> como a classe de equivaléncia,

de maneira geral, o conjunto quociente de todas estas classes de equivaléncia € denotado por W.

Exemplo 40. os conjuntos {a}, {b, c} e {d} sdo as classes de equivaléncia dos modelos abaixo

pelo conjunto de férmulas {p, Cp}:

Figura 31 — Diagrama relacional referente ao exemplo 40

d @ V(d)==p,Yp

V(b)=p,Vp\ / V(c)=p,Vp b,c®{p,~Op}CV(b,c)
ag{p,Op}CV(a)

a® v(a)=p,vp

d®—peV(d)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Agora, sobre 0 R*, em sendo uma rela¢do bindria em W, ela é chamada >.-apropriada

quando para toda dupla (w, v) pertencente a W:
* Se (w,v) € AR, entdo ([w]X, [v]X) € R*.
* Se:
- Op el

= (IwWlX, [VIX) € /¥,

- M VvEp,



121

Entao I, w E <.

O entendimento da caracteristica >-apropriada é direto a partir do entendimento dos operadores
modais canOnicos.
Assim, de uma maneira geral, a filtragem de um modelo 9t = (W, R, v ( através de X,

o conjunto de férmulas fechado sob subférmulas, conjun¢do e negacao, é o modelo
My = <W2,9%2,02>,
tal que:
* Ws € o conjunto quociente,
* MRy € arelagdo bindria X-apropriada e

* ¢y € a fungdo de valoragdo definida por: vx(p, [w]y) = 1 sse vy (p, w) = 1.

DEMAIS PROVAS

Prova: Eis a prova do item i) do teorema 1, pois tendo em vista que a prova desses teoremas se
trata de dlgebra bdsica relacional, por motivo de sucintez e celeridade, é provado explicitamente

o). O restante segue a partir dele:

Para qualquer modelo de Kripke 9t = OV, R, ¢),

(O V ) = om(Cp V Oq):
2(C(p V Q)
= RouvgmpVQq) semantica de <&
= R o (zon(p) U 9n(q)) semantica da légica proposicional
= (R o zon(p)) U (R o ¢95(q)) dlgebra relacional
= v (Op) U von(<Qq) semantica de <&
= v (Op V 4Qq) semantica da légica proposicional

O

Para o iii), a equivaléncia ndo se verifica, quer dizer, somente € vdlida a ida, a implicacdo,
nao a volta. O contraexemplo seria como mostra o grafo:

O seguinte teorema estd presente em Harel, Kozen e Tiuryn (2000). Logo apds ele é
definido o enriquecimento da l6gica cldssica para uma multimodal, introduzindo os operadores

como na PDL.
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Figura 32 — Grafo que exibe o ponto de insatisfatibilidade do modelo.

AN
U
fj’,}'\—|p

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Teorema 7. Sdo regras corretas na PML:

1. Generaliza¢ao Modal:
P
Lp

2. Monotonicidade do [:

pP—q
[p—Llq

3. Monotonicidade do <:

P—4q
OP—rOq

Prova: Seja 9t = (W, R, v) um modelo de Kripke.

i) Se
va(p) = W, entdo
Ron 0 W\ zam(p)) = & e assim
W — (Rmo (W — vam(p))) = W.

ii) Pela propriedade monotonica de o, se
va(p) € va(q), entdo

Ron 0 van(p) € R 0 van(q).
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iii) Se
v (p) C von(q), entdo
(W —van(p)) € (W — va(q))-
Por ii), tem-se:
R o (W — vam(p)) C Romo (W — van(q)) e assim
W = (Ramo (W —vm(p))) CW — (Ran o (W — vm(q)))-

REGRAS DE ANALISE PARA ALGUMAS LOGICAS MODAIS NORMAIS

Eis aqui as regras de andlise para algumas Logicas Modais Normais:

Em BALBIANI e BOUDOU (2015), a regra do <> leva em considera¢do o tamanho de
«, a quantidade de execugdes do programa, em termos da PDL. Tal detalhamento serd omitido
com o proposito de sucintez e celeridade. As regras para o operador de execucdo sequencial
tém preocupacdo semelhante. Aqui serd apresentada somente a regra do operador com o [ ]
da necessidade. Da mesma forma, serd apresentada somente a regra com o operador [ | para a

iteracdo.

Regra do ?: Dependendo do operador modal, a andlise para o operador de teste mantém o tableau

sequencial ou cria uma bifurcacgdo.

(L2: i
Sl

p?(x,x)
()

Regra do ; : A ramifica¢do continua sequencialmente.

s Ble
a8l

Regra do *: A ramificagdo continua sequencialmente.

(<?7>):
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Figura 33 — Regras de andlise para Logicas Modais Normais

0X;-0FP X:.0OP X:0P
8 x-p D xopp D) 5P, -o-P
0X;:;=-0
(KD) -}X{’—-_Ff- where {-0OP, - P} may be empty
(K4) X;0X;-P (54) OoxX;-P
EIX; —IDY; -apr
(45) X;0X;-0Y;-0P;-P
(45D) X.0X.-0Y.-0P. P where Y U {P} U {-~P} may be empty
[B} X;—||:|P (T } X;DP;HDQ
X;-0P; P | X;-0OP;-P;0-0P ¢/ X;0P; P;-0Q
X;-0P 0xX;-0Y;-0P
5) X;-0P;0-0P (55) 0X;-0Y;-0P;-P

Fonte: (GORE, 1999)
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HIERARQUIA DE RAMIFICACOES DA DL
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Observe a tabela de hierarquia de linguagens, cujo modelo foi inspirado em Baader et al.

(2007)
Quadro 2 — Hierarquia de linguagens
Linsuagem Nome do Sintaxe Sintaxe Semantica
guag Construtor abstrata concreta
Todas Individuos x rome de x!
individuo
Papéis r . le’tras rl
minusculas
Conceito C l‘e,tras o
maiusculas
Topo T TOP Al
FLy Fundo il BOTTOM %)
Interse¢ao cin...nc,  (eCy...CY) c'n D!
Restri¢do de {a € AT|Vb.(a,b) €
valor vr.C (todo () r e Cly
) _ Quantificagdo {a € AT|Fb.(a,b) €
EL:FLy+3-V existencial Ir.C (algum rC) rlbe Ol
Quantificacdo I
FL :FLy+3T -3 existencial Ir.T (algum ) {a € [A Wb'(?’ b) €
. rtbeC'}
limitada
AL :FLy+EL+ Negacdo -C' (ndo (') AN\C!
ALC : AL+ U Unido Ciu...uC, (ouCi...Cy) ctuD!

NOMINAIS EM DL

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Em se tratando de DL, os nominais permitem o uso de instancias de uma ABox para

criar classes, que dizer, transformam instancias em férmulas préprias da TBox. Como sao

definidos como conjuntos unitdrios, os nominais se aplicam essencialmente a todas as DLs e t€ém



126

muita utilidade para propdsitos tedricos, visto que raciocinar com eles é em geral muito mais

complicado que com a ABox simplesmente.

Definicao 54. (Nominal e codificacao para TBox): Um nominal € definido como sendo um
conceito que representa um conjunto unitario. Se n € uma instancia, {n} ¢ um nominal. Assim,

as formas de instanciacdo de conceitos e papéis devem ser escritas como féormulas da TBox como:

« Cla® {ayc e

e r(a,0) @ {a} T Ir.{b}

Exemplo 41. Repare nas sentengas a seguir reescritas em DL com a utilizacdo de nominais:

"Existem exatamente 195 paises”
1. Pais = {afeganistdo, albania, ..., zimbdbue }
2. {afeganistao} C —{albania} M ... M —{zimbdbue} M {afeganistao}
196. {zimbabue} C —{afeganistdo} M —{albania} M ... M {zimbdbue}
"Ana ama Bob ou Cal"

1. {ana} C Jama.{bob, cal}

AUTOMATOS E LINGUAGENS REGULARES

Todas as defini¢des aqui apresentadas podem ser consultadas em Sipser (1997), quanto

o teorema, cuja prova também pode, bem como um aprofundamento maior na teoria.

Definicao 55. (Autémato finito deterministico (AFD)) Um autdmato finito € uma S-upla (Q,

3, 0, qo, F) tal que:
1. Q € um conjunto finito de estados;
2. 0é um conjunto finito chamado alfabeto;
3. 0:0Q x X — @ éafuncido de transicao;
4. qo € o estado inicial (de simbolo arbitrario);

5. F C Q ¢ o conjunto de estados de aceitacao (comumente chamado de finais).
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Definicao 56. (Autéomato finito ndo-deterministico (AFN)) Um autdmato finito ndo-deterministico

€ uma 5-upla (Q, %, 4, qo, F) tal que:
1. Q € um conjunto finito de estados;
2. 0é um conjunto finito chamado alfabeto;
3. §:Q x X, — @ é afuncio de transicio(e representa a palavra vazia);
4. qo € o estado inicial (de simbolo arbitrario);
5. F C Q€ o conjunto de estados de aceitagao.
Teorema 8. Todo automato finito ndo-deterministico tem um automato deterministico equivalente.

Definicao 57. (Computacao) Seja A = (Q, X, 4, qo, F) um autdmato finito e w = wyws...w,
uma palavra membro do alfabeto >.. Diz-se que A aceita w se uma sequéncia de estados ro — 1,

em Q existe com as seguintes condi¢des:

1. 79 = qo (0 autdmato comega no estado inicial);

2. 9(rj,w; +1) = 1; + 1, para 0 < i <n (o autdémato segue de estado a estado pela funcio de

transicao);
3. r, € F (se o autbmato termina num estado final, ele aceita a cadeia de entrada).

E dito que A reconhece a linguagem L se L = {w|A aceita w}

Definicao 58. (Linguagem Regular): Uma linguagem € dita regular se algum autdémato finito a

reconhece.

RETICULADOS E PONTOS-FIXOS

Como um conhecimento prévio necessario, € vdlido mencionar como uma brevissima
introdug@o o conceito formal de ponto fixo. Muito da teoria foi obtido em DAVEY e PRIESTLEY
(2002), onde esté definido, por exemplo, como construir reticulados (do inglés, lattice) (pag. 11).

Para uma introducdo aos conceitos de teoria dos conjuntos, consultar (HRBACEK; JECH, 1999).

Definicao 59. (Reticulado): Uma estrutura ou diagrama L = (L, R) € um reticulado se L &
parcialmente ordenado por R e, para cada par (a, b) de elementos em L, existe supremo e infimo

de {a, b}.
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Definicao 60. (Mapeamentos entre conjuntos ordenados): Sejam P e Q conjuntos ordenados.

Um mapeamento 7: P — Q € dito ser:

1. Ordem-preservante (ou monotonico): se x <yemP — 7 (x) < 7 (y) em Q.
2. Ordem-embarcante (escrito m: P ‘— Q): se x <yem P sse 7 (x) < 7 (y) em Q.

3. Ordem-isomorfismo: se € um ordem-embarcante e mapeia por sobrejecao P em Q.

Teorema 9. (Teorema de Knaster-Tarski): Seja L um reticulado completo e F: L — L um

mapeamento ordem-preservante. Entdo:
a = Supzr € Lz < F(x)

é um ponto fixo de F. Tal definicdo diz respeito ao maior ponto fixo de F. Como defini¢cdo dual,
a:=Infre L|F(x) <z

diz respeito ao menor ponto fixo.

Definicao 61. (Mapeamento parcial): Um mapeamento o : S — Y de X para Y € dito parcial

quando S € um subconjunto do dominio X.

Exemplo 42. A funcdo fatorial.
Considere o conjunto N°. A funcio fatorial, fat, ¢ o mapeamento em N° dado por fat(k)
= k! que satisfaz

1 se k=0,
fat(k) =

kfat(k —1) sek >1.

Para cada mapeamento f : N — N°, pode-se associar um novo mapeamento f dado por

_ 1 se k=0,
f(k) =
kfat(k —1) sek>1.

Defina-se um mapeamento F em (N° — N°) por F(f) — f. Tem-se, portanto que F(fat)
= fat.
Eis um exemplo de uma equagdo recursiva. A fun¢ao fatorial inteira ndo pode ser destrin-

chada de sua especificacdo recursiva num nimero finito de passos. Entretanto, um mapeamento
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parcial f,, pode ser definido como a restri¢io de fat a N°. Para acomodar aproximacdes a fat, é
natural trabalhar com todos os mapeamentos parciais em N°. Neste caso, f tem como dominio
{0}U{k | k-1 € dom f} para cada f que pertence a0 mapeamento parcial. Em resumo, F pode
ser estendido a um mapeamento parcial para ele mesmo e considerar a fat como a solugdo da
equacao recursiva F(f) — f.

De modo similar, podem-se considerar solu¢des de mapeamento parcial f em Z da forma
G(f) = f tal que

G()(0) =1,

G(f)(k)=Fkf(k—1)sek>1e f(k—1)#L e

G(f)(k) = f(k)se k < 0.

Um ponto fixo f de G € determinado unicamente pelos inteiros nao negativos. Contudo, a f(-1)
pode ser atribuido qualquer valor em Z. Assim, G tem pontos fixos diferentes e demais! Nao
obstante, ele tem 0 menor ponto fixo: 0 mapa parcial que coincide com fat em N e indefinido

caso contrario. As aplicacdes de menor ponto fixo tém geralmente maior relevancia.

ALGEBRA DE KLEENE

E pertinente lembrar operacdes importantes com o operador estrela de Kleene (KOZEN,
D. C., 1997, p. 55). A élgebra de Kleene ¢ uma estrtura algébrica (K, +, ., *, 0, 1) que satisfaz os

axiomas como em Harel, Kozen e Tiuryn (2000, p. 419).

O*=1lel*=1

a < b — a* < b* (monotonicidade),

* a, < a* para todo ndmero natural n, tal que a,, € definido como a n-ésima multiplicacao de

a,

(a*)(a*) = a*,
o (a®)* = a*,
e l+a(a*)=a*=1+(a%)a,

e ar =xb — (a*)x = x(b*),
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* ((ab)*)a = a((ba)*),

* (a+b)* = a*(b(a*))*,

* pq=1=qp— q(@®*)p = (qap)*.
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