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RESUMO

Caos transiente devido a fraca dissipacao em sistemas dinamicos hamiltonianos vem sendo
estudado visando a compreensao de muitos sistemas naturais na fisica, biologia, economia e
astronomia. Nesta dissertacdo apresentaremos um estudo de osciladores acoplados na confi-
guracdo de péndulos com seus eixos fixos a uma estrutura rigida e livre para mover-se ho-
rizontalmente. Nomeamos este conjunto de osciladores de péndulos de Huygens, motivados
pelo sistema de relégios originalmente descrito por Christiaan Huygens no século XVII, onde
ele observou pela primeira vez o fendmeno de sincronizacdo. Avaliamos entdo a dindmica a
partir de condicdes iniciais com altas velocidades angulares nos péndulos, também considera-
mos os efeitos dissipativos de atrito. Ao realizar esta evolucdo no tempo percebemos que o
sistema apresenta instabilidades devido a tendéncia de sincronizacdo dos péndulos entre si. Es-
tas instabilidades apresentam-se na forma de bifurcacdes com regides de quasi-periodicidade
transiente assim como de caos transiente. Os calculos numéricos sdo realizados seguindo a
trajetéria do sistema para analisar o papel das dissipacdes nestas instabilidades, assim como
procuramos entender como o parametro de acoplamento dos péndulos afeta os comportamen-
tos observados. Calculamos numericamente o maximo expoente de Lyapunov de tempo finito
ao longo de trajetérias tipicas. Vemos que é possivel obter valores positivos para algumas das
regioes observadas, servindo de forte indicativo de caos nestas regides, em particular o tipo de
caos denominado de duplamente transiente. Nossas escolhas de parametros para as equacdes
tratadas numericamente foram feitas baseadas em observacoes qualitativas de um sistema

experimental montado em laboratério.

Palavras-chaves: caos transiente; caos hamiltoniano; péndulos de Huygens; Lyapunov; sin-

cronizacao.



ABSTRACT

Transient chaos due to weak dissipation in dynamical Hamiltonian systems have been studied
in the context of many natural systems in physics, biology, economy and astronomy. In this
dissertation, we present a study on coupled oscillators in a pendula configuration, with the
axis fixed to a rigid structure that is free to move horizontally. We named this set of coupled
oscillators "Huygens Pendula’, inspired by the coupled clocks system originally described by
Christiaan Huygens in XVII century, where he observed for the first time the synchroniza-
tion phenomenon. We assess the dynamics starting from a set of initial conditions with high
angular velocity pendula, we also consider the dissipative effects of friction. Analyzing the
time evolution, we notice that the system presents instabilities due to the pendula tendency
to synchronize. Those instabilities appear as transient quasiperiodic and transient chaos re-
gions. The numerical calculations are made following system trajectories to analyze the job
of dissipation on those instabilities, as well as varying the coupling parameter to understand
the effects on the observed behaviors. We numerically calculated the maximum finite time
Lyapunov exponent of typical trajectories. We see that it is possible to obtain a positive value
on some of the observed regions, serving as a strong indicator of chaos in those regions, in
particular the so called doubly transient chaos. Our parameters choices are motivated for the
numerical treatment are based on qualitative observations from an experimental system built

in the laboratory.

Keywords: transient chaos; hamiltonian chaos; Huygens' pendula; Lyapunov; synchronization.
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13

1 INTRODUCAO

Em 1665, enquanto buscava uma solucdo para o problema de medida das longitudes pro-
posto pela Royal Society, Christiaan Huygens tentou utilizar seus relégios de péndulo para
medir precisamente o tempo de viagem e com isso obter a longitude (BENNETT et al., 2002).
Por questao de seguranca, era comum levar mais de um de seus relégios por viagem, para
caso o primeiro apresentasse algum defeito houvesse uma redundancia. No entanto, ao armar
seus relégios como descrito na figura [I, Huygens observou que os péndulos entravam em
um aparente sincronismo apos certo tempo, onde apresentavam mesmo periodo, mas com
deslocamentos em direcGes opostas em relacdo aos seus respectivos pontos de repouso. Este
comportamento hoje é denominado sincronizagcdo em anti-fase dos relégios (WILLMS; KITANOV;
LANGFORD, [2017)). Ao estudar mais profundamente o caso ele foi capaz de determinar que
o fendbmeno ocorria devido a movimentos quase imperceptiveis da viga de ligacao entre os

relégios (PIKOVSKY; ROSEBLUM; KURTHS, 2001).

Figura 1 — Esquema de reldgios conectador por uma viga desenhado por Huygens para ilustrar seu aparato

Fonte: (PIKOVSKY; ROSEBLUM; KURTHS, 2001))

Uma explicacdo para a escolha do modo de sincronizacdo apresentada pelos péndulos veio
a ser dada, muitos anos depois, por Korteweg (1906 apud BENNETT et al., 2002), que explicou
a selecdo de movimento em anti-fase como uma consequéncia da acao do atrito. Deste modo
0 mecanismo presente no relégio ndo era capaz de dar energia suficiente para certos tipos
de movimento serem mantidos. Isto foi realizado através do estudo de um sistema de dois
péndulos conectados a uma barra rigida com movimento apenas unidimensional(BENNETT et

al., [2002). Um sistema parecido ao de Korteweg também é estudado em Blekhman| (1988)), no
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entanto, o autor ndo considera uma adicao de energia através de pulsos, mais similar a como
ocorre com o escapamento de um relégio, dando preferéncia a um sistema que se comporta
como dois osciladores de Van-der-Pol. Nesta nova configuracao, Blekhman conseguiu identifi-
car que tanto o estado de movimento dos osciladores em fase quanto em anti-fase poderiam ser
estaveis e coexistir (BENNETT et al., 2002). Um estudo bastante completo utilizando uma forca
continua também foi realizado por |Willms, Kitanov e Langford (2017)), observando vérios dos
comportamentos possiveis quando o sistema apresenta pequenas oscilaces, percebendo tam-
bém que a possibilidade de sincronizacdao em fase existe para certos valores de amortecimento
aplicado a viga que liga os péndulos.

Para nosso estudo nos baseamos, principalmente, no esquema proposto por|Fonsecal (2011)),
em que sao utilizados dois péndulos ao invés de reldgios, por sua vez, estes sao conectados a
um carro com a liberdade de movimentar-se em uma direcao. Portanto, nao ha mais forcas
que alimentam o sistema, se assemelhando mais ao aparato utilizado por Korteweg (BENNETT
et al), [2002)), podendo ser pensado como um carrinho que acopla ambos os péndulos, con-
forme proposto por [Fonseca| (2011]), ou uma barra como a presente na figura [3} desde que
desconsideramos a mola K e paredes laterais, além disso, os péndulos devem ter liberdade de
realizar voltas completas em seu eixos sem se encostarem. No estudo de [Fonsecal (2011) ao
considerar a acdo do atrito foi novamente observado a tendéncia do movimento dos péndulos
a sincronizacdo em anti-fase para movimentos de baixa energia. Verificamos este resultado e
realizamos entdo a andlise deste sistema para a regido menos abordada nos estudos mencio-
nados, considerando o comportamento quando a energia inicial do sistema é muito maior que

a energia potencial gravitacional dos péndulos
Ey > mgl, (1.1)

onde m é a massa de cada péndulo, [ seu comprimento e g a constante gravitacional. Com
isto observamos que o sistema exibe 4 principais regides de comportamento quando lancado
de uma condic3o inicial mais geral, apresentando uma atenuacdo inicial relacionada ao mo-
vimento em fase dos péndulos, seguido da exibicao de respiracoes do sistema que seguem
até o momento em que comecamos a observar um movimento erratico e aparentemente ale-
atério. Este movimento se mantém até o sistema perder energia suficiente para apresentar
comportamentos compativeis com as observacoes do regime de baixa energia. Realizamos, nu-
mericamente, a variacdo dos parametros de controle do sistema para analisar sua relacao com

cada uma das diferentes regides de comportamento. Em seguida, através de métodos numéri-
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cos, o calculo da evolucao do expoente de Lyapunov no decorrer do movimento para entender
a dependéncia do sistema em relacdo as suas condicGes iniciais e o caracterizar como cadtico
ou n3o. O comportamento do sistema, como proposto nesta dissertacdo, onde as simetria
de anti-fase dos péndulos apresenta baixa dissipacdo, enquanto a simetria de fase apresenta
uma alta dissipacdo devido ao acoplamento pela barra, pode ser tida como analogo com a
sub-radidncia e a super-radiancia proposta no modelo de Dicke (1954) de emissores acoplados

(DEVOE; BREWER, |1996)).

Figura 2 — Esquema de péndulos forcados presos a parede por uma mola utilizado por Blekhman para simular
os efeitos vistos por Huygens

J AU
f gz b\:? gc/r//.f/g/
v Bt
by !
i 1. d y ﬁ
K w/ 4 (cc

‘”]7;];'

FIG. 40.

Fonte: (BLEKHMAN| [1988)

Figura 3 — Esquema de péndulos forcados utilizado por Willms similar ao realizado por Blekhman
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2 O QUE E CAOQS?

A introducao da palavra “caos” no contexto de sistemas dindmicos é creditada a |Li e
Yorke (1975), onde é originalmente utilizada para descrever o comportamento n3o peri6-
dico e desordenado aparentemente apresentado por certos modelos deterministicos (LAYEK,
2015))(SMITH, |2007)). Entretanto, atualmente existem diversas definicGes possiveis para o que
constitui um comportamento cadtico, sem uma concordancia completa da comunidade (DEVA-
NEY, 1992)(LAYEK, 2015), apesar disso podemos apontar algumas caracteristicas com as quais
qualquer definicao deve concordar, sao elas: sensibilidade a escolha de condicdes iniciais, aperi-
odicidade e determinismo. Esta ultima caracteristica se deve ao fato de que o comportamento
cadtico deve ocorrer sempre como consequéncia de equacdes puramente deterministicas, sem

a necessidade de inclusdo de ruido ou varidveis aleatérias.

2.1 SENSIBILIDADE AS CONDICOES INICIAIS

A nocdo de que pequenas mudancas nas condicoes de um sistema pode causar resultados
completamente diferentes esteve presente no estudo de sistemas fisicos durante muito tempo,
sendo famosamente exposto nas maximas de James C. Maxwell de que a partir das mesmas
causas produziremos os mesmos efeitos, mas que ndo podemos afirmar sempre que de causas
parecidas obteremos efeitos parecidos (MAXWELL, |2010). No entanto, esta ideia, hoje central
no estudo de sistemas dinamicos, se manteve principalmente ligada a sistemas com muitos
graus de liberdade e despertava pouco interesse na comunidade cientifica.

O interesse moderno em tais sistemas surge com o artigo de |Lorenz (1963) em que ele,
no contexto do estudo do movimento atmosférico, reduziu a solucao de Saltzman para a

conveccao de Rayleigh-Bérnard a um sistema de 3 equacdes

X =o(Y - X), (2.1)
Y =X(r—2)-Y, (2.2)
7 =XY - bZ (2.3)

Observando que dentro deste sistema viviam trajetérias ndo periddicas circulando ao redor de
atratores, essas trajetérias eram todas instaveis e portanto qualquer pequena perturbacdo ¢

sobre elas mudava os resultados por um fator muito maior apés um curto tempo. Isso o levou
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a conclusdo de que n3o seria possivel realizar uma previsdo sobre as condicdes atmosféricas a

longo prazo sem conhecimento perfeito das condicdes iniciais.

Figura 4 — Projecdo no plano X-Z de uma orbita descrita pelas equacdes de Lorenz

29

—25 25
> - D

Fonte: (BROER; TAKENS, [2011))

2.2 CAOS TRANSIENTE

A visao de caos como um comportamento de longo tempo governado por um atrator
estranho é de certa forma muito restritiva, excluindo diversos outros sistemas de interesse
(TEL, [2015), em particular sistemas puramente dissipativos. Para lidar com isso introduzimos
a ideia de caos transiente.

Dizemos que um sistema apresenta caos transiente quando um comportamento, conforme
descrito anteriormente, é observado durante um periodo ¢ necessariamente muito maior que o

tempo caracteristico de nosso sistema, embora ainda menor que o tempo observacional total
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To(LAI; TEL, 2011))

t>T, (2-4)

t<Tp. (25)

Devido ao tempo finito de vida desse comportamento a nocdo de atrator com dinamica
cadtica no espaco de fase é substituida pela de um conjuntos n3o atrativos com dindmica caé-
tica, podendo ser selas estranhas ou repulsores estranhos, o primeiro comumente aparecendo
em sistemas dindmicos inversiveis, enquanto o segundo em ndo-inversiveis (LAI; TEL, 2011)).
Ainda dentro destes transientes existem infinitas trajetérias em que ¢t — 00, estas ocorrem
quando iniciamos na propria sela ou repulsor, no entanto, este conjunto tem medida de Lebes-
gue 0 e, portanto, em uma escolha aleatéria de condicGes iniciais a chance de escolher uma

destas trajetérias é 0 (LAI; TEL, 2011)).

2.3 QUASIPERIODICIDADE

A necessidade de exigir que o movimento cadtico seja aperiddico vem da existéncia de
outra categoria de comportamento que a primeira vista também aparenta ser aleatério e
erratico, mas que se trata de uma combinacdo finita de movimentos periddicos. A este tipo de
comportamento damos o nome de quasiperidédico. Uma funcao quasiperiddica de N frequéncias

pode ser representada como uma funcdo de N variaveis independentes
F(ty,to, ... tn), (2.6)

que seja peridédica em todas suas varidveis. Por sua vez, as frequéncias associadas aos periodos
de cada uma delas devem ser incomensuraveis, ou seja, nenhuma delas pode ser escrita como

uma combinac3o linear das outras
miwi + maws + ... + mywy = 0, (2.7)

onde m; sdo ndmeros inteiros (OTT, [2002).

Como funcdes do tipo [2.6, onde todas as varidveis sdo periddicas, podem ser pensadas
como existindo na superficie de um toro 7%V, podemos visualizar melhor a consequéncia da
incomensurabilidade. No caso em que as w; nao fossem incomensuraveis, apds um certo nimero
de voltas sobre o toro, a trajetéria voltaria a se repetir conforme a relacdo m;/m; como no

exemplo da figura 5]
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Figura 5 — Trajetoria de uma fungdo com um L = 3. O movimento se fecha em si apés realizar uma volta
ao redor to raio maior e 3 voltas ao redor do raio menor.

Fonte: (07T [2002)

Por consequéncia disso quando m;/m; é um nimero irracional ndo é possivel que a tra-
jetéria se feche, portanto, eventualmente preenche o toro completamente, nunca se repetindo
(HILBORN, [2000)). Isto tem implicacdes em nossa capacidade de predicdo do futuro destas
trajetérias como bem exposto por Broer e Takens (2011), que ao invocar a nocdo de um
“horizonte de previsibilidade”, ou seja, o conjunto de possibilidades para onde o sistema pode
evoluir, mostra que este horizonte contém apenas uma possibilidade para um sistema perié-
dico enquanto cresce linearmente para sistemas quasiperiddicos. Este comportamento ainda se
difere do que chamamos cadtico, pois para isso deve apresentar um crescimento exponencial
deste horizonte (BROER; TAKENS, 2011).

Quasiperiodicidade também demonstra ter uma relacdo com caos quando olhamos para
sistemas hamiltonianos devido ao chamado teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser)(OTT,
2002). Isso ocorre porque sistemas hamiltonianos integraveis sempre podem ser escritos na
forma descrita em por uma transformacdo candnica, portanto é natural falar da dinamica
desses sistemas como ocorrendo sob um toro. O teorema nos diz que se realizarmos uma

pequena perturbacdo

H(p,q) = Ho(p,q) + 0H. (P, 7), (2.8)

as trajetérias periddicas do sistema deixaram de existir para qualquer § > 0, mas as quasipe-
riddicas continuardo existindo sob um novo toro deformado. As regides do espaco de fase onde
antes viviam as trajetérias periddicas se tornam cadticas, além disso, conforme ¢ é aumentado

os toros quasiperiédicos também sdo destruidos(OTT), [2002).
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3 EXPOENTES DE LYAPUNOV

Ao falarmos de érbitas e sensibilidade a mudanca de condicdes iniciais é necessario quan-
tificar este comportamento, para isto introduzimos a nocao de expoente de Lyapunov para
caracterizar sistemas dinamicos. Por vezes, na literatura, o termo “expoente de Lyapunov”
é utilizado com significados levemente diferentes (CVITANOVIC et al, 2020), sendo, portanto,

importante entao definirmos bem a quantidade a qual nos referimos.

3.1 EM MAPAS

Comecamos definindo para um mapa unidimensional
Tpr1 = M(xy,). (3.1)

Para este mapa o quanto uma 6rbita iniciada na posicdo xy se move em relacdao a outra,

iniciada em xg 4 dp, apds uma aplicacao é dada por

01| = [M (o + d0) — M (z0)], (3.2)
~ |dol d]\fng) o (3.3)

onde assumimos J, pequeno para aplicar esta aproximacdo (OTT, 2002). Estendemos ent&o
essa nNocao ao usar essa relacdo para descrever o comportamento ao longo de uma trajetéria

inteira onde teremos

b, = by | 2L (3.4)

e como % é simplesmente a composicdo das aplicacbes M (x), temos pela regra da
cadeia que

ch(;)(x) = M'(x,) M (x(—1))...M' (o). (3.5)

Mas para dizer que o comportamento é cadtico esperamos que essa relacao tenha uma

caracteristica exponencial ao longo da trajetéria, portanto

e — %) — T 100G, (3.6)
() = > In(| M), (37)

Jj=0
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No limite n — oo obtemos o que chamamos expoente de Lyapunov, essa condicdo se faz
necessaria para que nossa quantidade descreva bem o comportamento em um tempo longo,
assim como ndo dependa da condicdo inicial (HOLDEN, |1986)). Estes resultados podem ser
generalizados para maiores dimensGes onde M'(x;) € substituido pela matriz jacobiana do sis-
tema, os expoentes de Lyapunov, por sua vez, terdo relacdo com seus autovalores (SCHUSTER;

JUST, 2005))(0TT), 2002).

3.2 EM FLUXOS

Como visto em Benettin et al.| (1980a)), é possivel, de maneira bem geral, escrever uma
quantidade

o 1 _
h(a;,§) = limsup — In(||a:g]|) < oo, (3.8)
t—oo U
em que a; € um mapeamento linear de um espaco vetorial n-dimensional Ey em outro E; e g
um vetor pertencente a Fy. Ainda podemos definir

h(a, §) = lim sup 1 In(Vol (a(U))) < oo, (3.9)

t—o00

no qual Vol representa o volume do paralelepipedo n-dimensional formado pelos vetores
J1, G2, -, Gn. Para estas quantidades, se a; for regular podemos substituir os lim sup,_,., por
limy o € h(Ep) = > I, h; (BENETTIN et al., 1980a).

Estamos interessados em particular na variacao infinitesimal no caso em que a; é um fluxo
T* em uma variedade diferencidvel n dimensional M dotada de uma produto escalar, ou seja

drt : T,M — Tr«, M. Portanto, para um ponto x temos

() = Jim ¢ In(ldT () (@) (3.10)
> hi(w) = Jim Ln(Vol™ (AT (2)(@), dT*(x)(§2), . AT*(x) ) (3.11)

i=1
Importante notar que o resultado do expoente ndo depende do produto escolhido (ECKMANN;
RUELLE, |1985)), além disso, o teorema de Oseledec nos diz que esses limites existem e sdo
0 mesmo para quase todo x escolhido na bacia do atrator (OTT, 2002). Também vem do
teorema que subespacos L; serdo tais que R" = Ly D Ly D ... D L, e que isso nos da

(BROER; TAKENS), 2011)(ECKMANN; RUELLE, 1985)(RUELLE, [1989)(BENETTIN et al., (1980a))

1
hi = lim —In(dT"(z)(w) <= w € Li — Lis. (3.12)
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E comum denotarmos esses expoentes ordenadamente com
hi > hy > ...> h, (3.13)

desta forma é comum definir um sistema como cadtico se ao menos h; > 0 (HILBORN,
2000)(0TT, 2002), no entanto, é necessario ter cuidado quando tratamos de sistemas transi-
entes e ter esta quantidade como um forte indicativo, mas ndo como taxativo da presenca de
caos (LAI; TEL, 2011). Para hierarquizar os comportamentos, sistemas com mais de um h; > 0

por vezes sao chamados hiper cadticos.
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4 PENDULOS DE HUYGENS

Figura 6 — Modelo do sistema de péndulos

V4
] |

Fonte: (FONSECA| [2011])

O sistema ao qual damos o nome de “péndulos de Huygens” consiste em um acoplamento
de dois péndulos de mesma massa através de um barra rigida que pode mover-se em apenas
uma dimens&o (FONSECA), [2011) conforme a figura[lj ou, como descrito no capitulo[l} por uma
barra superior ligando ambos os péndulos, mais similar a descricao feita por Willms, Kitanov
e Langford| (2017)) e Blekhman| (1988)), desde que a barra possa se movimentar livremente e
os péndulos possam realizar rotacdes completas sem encostarem um no outro. Para analisar

o comportamento deste sistema, recorremos entdo ao formalismo Lagrangiano
L=T-V. (4.1)

A lagrangiana para este sistema é simplesmente:

M
L="4240

St g (27 + 07) + = (23 + U3) — (mgys + mgys), (4.2)

2

em que M e m s3o as massas da barra e dos péndulos respectivamente. A posicdo horizontal
do centro de massa da barra é representado por ., enquanto x; e y; representam a posicdo
horizontal e vertical do primeiro péndulo e x5 e 32 do segundo. A dissipacdo, que aparecera na
forma dos coeficientes v; e 7. durante a solucdo da equacao de Euler-Lagrange do sistema,
sera discutida na secdo (4.3.1]

Podemos também escrever a energia total para este sistema como a soma da energia

cinética com a potencial:

M
E=—i?t+=

R (7 + 07) + — (&3 + 93) + (mgys + mgys). (4.3)

2
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4.1 ADIMENSIONALIZACAO DAS EQUACOES

Conforme visto em [Fonseca (2011)), a equacido pode ser tornada adimensional para a
utilizacdo de métodos numéricos, denotada agora como L:
1 ) 1 ) ) .. Lo
L= 5 + 1|4+ §(q1 + G5) + GeG1 COS @1 + (2 COS Go + €OS q1 + COs gz — 2 (4.4)

onde agora 3 é um pardmetro de proporc3o entre as massas (5 = %”) com este parametro
é que controlamos a forca do acoplamento de nosso sistema. Conforme aumentamos beta,
aumentando a massa m em relacdo a M, o acoplamento se torna mais forte e a transferéncia
de energia entre os péndulos se torna mais facil. Se, por outro lado, diminuirmos o parametro,
a energia passa a ser transferida através apenas de pequenos movimentos da barra, levando o
sistema para o que chamamos acoplamento fraco. No limite deste comportamento os péndulos
agem de forma completamente independente.

As variaveis q., q1, g2 sao coordenadas generalizadas para o problema que se relacionam

com as coordenadas anteriores através da descricdo do movimento a partir dos angulos formado

entre os péndulos de comprimento [ e o eixo vertical

Le

dc :7 (453)
q1 =bh (4.5b)
g2 =0 (4.5¢)
mais especificamente as relacSes se ddo por:
Te =g, (4.6a)
1 =1g. + ki + lsing (4.6b)
To = lq. + ko + [sin g (4.6¢)
y1 =1(1 —cosq) (4.6d)
Yo = I(1 — cos o), (4.6e)

sendo k1, ko a distdncia do centro de massa da barra até pivo dos respectivos péndulos.

Também definimos um wy que tem unidade de frequéncia como

wo = ﬁ (4.7)
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sendo essa a frequéncia de um péndulo simples, de comprimento [, em pequenas oscilacoes.

Com isso podemos definir um 7 adimensional na forma
T = th (48)

de modo que a derivada com respeito a esta nova variavel, se relaciona com a derivada em

relacdo ao tempo pela equacdo

d d
— =wy— 4.9
it ~ ar (4.92)
d? 5 d
como bem mostrado em |Fonsecal (2011).
Aplicando este conjunto de equacdes a energia obtemos
M, . m . . 2 .
E :?Zqu + 5(12(% + Gicosqr)? + 12} sin” qp)+
m (4.10)
+ 5@2(% + Gy o8 q2)° + 143 sin® gz) + mg(I(1 — cos q1) + (1 — cos g2))
reorganizamos a equacdo para obter
l2 .2 m., , .9. . 2 22 ;02
E :§(M +2m)q; + 5[ ((GZ¢1 cos q1 + ¢1 cos q1)” + 1°G1~ sin” q1 )+ (11)
4.11
m
+ E(lz(q'c + (2 cos g2)* + 12Gp” sin® qo) + mg(I1(1 — cos q1) + I(1 — cos ¢))

Dividimos entao a equacao toda por mgl, em nosso sistema corresponde a energia potencial

de um dos péndulos quando solto com angulo Z, ficamos com

E I M l l
= gl = 2 (m + 2) q§+@(q%+q§)+§(chl oS q1 + GeGa cOs @) + (2 — cos q1 — cos qo)
(4.12)
Aplicando entdo junto ao fato de que é = ﬁ simplificara 4.12| para
0
£ = (S 4 2) R+ 5 AR + AR+ (R cosay + i cosan)
= 04c 0d1 092 09c 09c
28 \m 2 “ (4.13)

+ (2 — cosq; — cos q2)
Onde agora o ponto acima da variavel denota uma derivada em relacdo ao 7 e nossa energia
estad adimensionalizada, valores inteiros de [4.13| correspondem a miiltiplos de mgl. Deste modo
é necessario ter ao menos £ = 2 para que um péndulo realize uma rotacao completa. As duas
quantidades adimensionais 7 e £ sdo fundamentais na analise do comportamento do sistema.

1 1
£ = (5 + 1) q'f + §(qf + qg) + GeG1 €OS q1 + oo COS g2 — COS g1 — COS Ga + 2. (4.14)
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Quando vamos a regido onde £ >> 1 entramos no regime ndo linear, nele observamos
um comportamento erratico de nosso sistema, sem nenhum periodo aparente se ndo impomos
condicoes iniciais simétricas. Conforme acompanhamos o movimento para 7 >> 1 é possivel
observar o efeito das forcas de atrito no sistema o levando de volta ao regime linear, onde os
péndulos tendem a assumir um movimento em anti-fase por ser o modo de movimento que
dispersa menos energia como observaremos na préxima secao.

Se 0 mesmo processo é feito utilizando o lagrangiano no lugar da energia a equacao [4.4] é
obtida.

Figura 7 — Movimento do centro de massa da barra que acopla os péndulos com condic3o inicial quase simé-

trica. Condicdes iniciais g. = 0, ¢1 = —¢2 = 7/2, ¢1 = 15—10,05, g2 = —15, ¢. = 0, 71 = 0.0001,
v.=0.004 e f=2/3

Movimento do centro de massa da barra, B=2/3

Posicao do centro de massa da barra g. ( metro/l )

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
T (wot)

Fonte: O Autor(2022)

4.2 PEQUENAS OSCILACOES

No regime de pequenas oscilacoes é possivel realizar a analise dos modos normais de

movimento deste sistema através da equacao

det[V — w*T] = 0, (4.15)
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onde w s3o as auto-frequéncias do movimento. Reproduzimos ent3o os resultados obtidos por

Fonseca| (2011) de que as auto-frequéncias sdo

wi=1 (4.16)
wy=1+8 (4.17)
w3 =0, (4.18)

sendo w3 correspondente ao movimento de translacao de todo o sistema, sem movimento dos
péndulos.

Vemos que o resultado de w; corresponde ao mesmo valor que demos para wy em nossas
unidades. Isto ocorre por este estado corresponder ao movimento em anti-fase dos péndulos,

com auto-vetor

1y (4.19)

>l
|

0

Onde as duas primeiras variadveis se referem a posicdo dos péndulos e a terceira a posicao da
barra. Neste estado os dois péndulos se comportam como péndulos simples e independentes,
nao gerando movimento na barra.

Por outro lado, wy é sempre maior que nossa frequéncia wy (wy = woy/1 + B) devido ao
movimento que ocorre da barra. Esta auto-frequéncia corresponde ao movimento em fase dos
péndulos, em que a barra se move na direcdo oposta aos péndulos devido a conservacao de

momentum, como exposto pelo auto-vetor:

(4.20)

>t
I
—
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Figura 8 — Em pequenas oscilagdes com péndulos oscilando em modo de anti-fase, os péndulos completam
uma oscilacdo em um tempo 7 = 27. Condi¢des iniciais ¢. = 0, ¢1 = g2 = 7/32, ¢1 = —¢2 = 0,
Gge =0, v1 =0.0001, v. =0.004 e 5 =2/3

Oscilacao de um péndulo em movimento de anti-fase

0.100
S 0.0751
©
€ 0.050
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T T

0 1 2 3 4 5
/21 (wot)

Fonte: O Autor(2022)

Figura 9 — Em pequenas oscilacdes com péndulos oscilando em modo de fase, os péndulos completam uma
oscilagdo em menos de um tempo 7 = 2. Condi¢des iniciais g. =0, ¢1 = g2 = 7/32, §1 = —g2 =
0, . =0, v =0.0001, 7. = 0.004 e 5 =2/3

Oscilacdo de um péndulo em movimento de fase
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Fonte: O Autor(2022)
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4.3 MOVIMENTOS DE SIMETRIA

Analisamos agora dois casos especiais do movimento do sistema. Estes movimentos se
relacionam com os modos normais em pequenas oscilacoes, sao eles o caso em que os péndulos
iniciam seu movimento com condicdes iniciais simétricas, relacionada ao modo de oscilacdo
em fase, e o caso com condicdes iniciais anti-simétricas que se relaciona ao modo de oscilacdo

em anti-fase.

4.3.1 Movimento dos péndulos em fase

Nesta situacdo os péndulos realizam o mesmo movimento, na mesma velocidade, isso

corresponde a aplicarmos as seguintes restricoes:

7= G2 (4.21a)

Deste modo, reduzimos nossa equacao se reduz a

1 <2 <2
L= ( +1> @+ D+ Dy g cos g+ udr cos g+ cos gy + cos gy — 2

B 22 (4.22)
1 .
- (5 T 1) G2+ G + 241 cos g1 + 2 cos g — 2.

Podemos entdo analisar as equacdes de movimento considerando uma forca dissipativa ndo

potencial através de equacao da Euler-Lagrange modificada

doL 0L OF

G 95 oa, + 0 (4.23)

sendo ¢ um indice que pode assumir os valores ¢,1 ou 2. A funcdo F atua modelando uma

forca de atrito em nosso sistema que serd dada por

1 .
Yid? (4.24)

N |

N
Foy
i=1

chamada de funcdo de Rayleigh (JOSE; SALETAN, 1998)(GOLDSTEIN, 1980)(LEMOS, [2013).
Os termos ~; correspondem aos coeficientes de atrito de cada parte de nosso sistema de

acordo com seu indice. Como nosso sistema esta adimensionalizado, nossos 7; também serao

adimensionais (erio)'
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Ao aplicar em nosso sistema temos as equacoes de movimento

G1 = —(sinq1 + Gecos 1) — G (4.25a)
2 . .2 2 . _ . .C
g = 2sa(cosar 1+ i) +2n Zos G141 — 7eq (4.25b)
2 ((5 + 1) — CoS ql)

Podemos ver que nesta circunstancia ha um acoplamento entre como os péndulos se movem

e 0 movimento da barra, isto é esperado devido a conservacao de momentum do conjunto.

Sua energia total sera:

B

que nao decresce monotonicamente como podemos ver na figura |11}

1
Er = ( + 1) G2 + @ + 2qu1 cos gy — 2cosqy + 2, (4.26)

Figura 10 — Energia total do sistema com os péndulos oscilando em modo de fase. Condicdes iniciais g. = 0,
G1=¢=m ¢ =d¢ =154 =0, =0.0001, . =0.004 e 5 =2/3

Energia total com os péndulos oscilando em fase
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0 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000
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Fonte: O Autor(2022)

4.3.2 Movimento dos péndulos em anti-fase

Neste caso, as condicdes a serem aplicadas sdo

@ = —q2, (4.27a)

le - —QQ, (427b)
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Figura 11 — Energia total do sistema com os péndulos oscilando em fase ndo decresce monotonamente

Energia total com os péndulos oscilando em fase
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Fonte: O Autor(2022)

com as quais é possivel obter novamente uma versdao mais simples para o lagrangiano

1 -2 -2
L= ( + 1) q'f + il + KA} ~+ ¢.(1 COS 1 — (.41 COS —@1 + cos g + cos —qp — 2

2 2
: o
= <5 + 1) @2+ ¢ +2cosq — 2.

Ao aplicar novamente temos as duas equacGes de movimento para este novo caso

¢1 = —sing1 —nqu, (4.29a)
Ge = — 74
c 1 c*
(5+1)

Percebemos que agora as equacdes ndo estdo acopladas. O movimento dos péndulos corres-

(4.29b)

ponde ao de péndulos simples sob a acdo de uma forca dissipativa. J4 a barra caso tenha
velocidade inicial apenas desacelerard no tempo e caso nao tenha velocidade inicial continuara
parada, o movimento dos péndulos ndo ird gerar um novo movimento nela.

A energia total se torna:

1
Eaf = (6 + 1) G2+ ¢? —2cosq + 2, (4.30)

que, ao contrario do caso anterior, decresce monotonamente como visto na figura
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Figura 12 — Energia total do sistema com péndulos oscilando em modo de anti-fase. CondicGes iniciais g. = 0,
G=q¢@=m ¢ =—¢ =15 ¢ =0,y =0.0001, 7. =0.004 e 5 =2/3

Energia total com os péndulos oscilando em anti-fase
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Fonte: O Autor(2022)

Figura 13 — Energia total do sistema com os péndulos oscilando em anti-fase decresce monotonamente
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Fonte: O Autor(2022)
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Figura 14 — Comparacado entre as curvas de energia total de ambos os modos de oscilacdo do sistema
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Fonte: O Autor(2022)

4.4 UMA VISAO ALTERNATIVA

Tendo em vista estes dois modos de movimento distintos observados, podemos buscar
reescrever nosso sistema em termos de varidveis que representem essa dinamica. Para isso

realizamos a mudanca de variaveis

%:%;% (4.31)

que nos leva ao lagrangiano

1
L= (5 + 1> G2 + G2+ 45 + 2G5 cOS qa €OS G5 — 2Gcq Sin G, Sin g + €08, cos ¢ — 2 (4.33)

Essa é uma transformacdo pontual do espaco de configuracdo e pode ser facilmente esten-
dida como para uma transformacdo candnica no espaco de fase (SUSSMAN; WISDOM, 2014),
preservando, portanto, toda a dinamica hamiltoniana do sistema. Essa transformacdo pode ser
gerada por uma funcdo geradora do tipo 2 (GOLDSTEIN, (1980)

Py = <Q1;CJ2> P+ <CJ1—2H]2)PS (4.34)
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em que P,, P, sao os momentos conjugados as suas respectivas varidveis e podem ser encon-

trados em funcdo dos momentos relativos a ¢; e ¢o.

aq. =1 +4c.Ccosq1 = qg +qs + QC(COS Ga COS s — S [, S1I qS)

1

oL ) ) ) ) ) ) )

Y = G2 + G CO8 @2 = Gs — Gu + Ge(COS gy COS g5 + Sin g, sin g;)
2

de modo que

Pa:PI_PQ (435)

P5:P1+P2. (436)

Buscamos ent3do tratar numericamente nossas novas equacoes. Para isto transformamos o

sistema de 3 equacGes de movimento de 22 ordem obtidos a partir de

(o =(.Sin q, sin gs — sin q, cos gs — Y14a

(s =(. COS ¢, COS (s — COS q SIN ¢s — Y15

o =[sin ¢s(sin® g4 €S g5 + 3 €08 ¢a) + €OS ga (O g5 8N go + ¢ sin g )+

e 1 _
— quc][(ﬁ + 1) — (cos g, cos qs)2 — (sin ¢, sin qs)Q] L

em um sistema de 6 equacOes de 12 ordem que serdo integradas numericamente

Ja =Va (4.37)
Gs =V (4.38)
Ge =V (4.39)
Uy =V, 8in q, sin g, — 8in ¢, o8 s — Y1V, (4.40)
Vs =1/, COS (y COS (s — COS (g SIN 5 — Y1 Vs (4.41)

V. =[sin g4 (sin” g, cos qs + 2 cos q) + cos g, (cos® gy sin g, + v2 sin g, )+
+ 2,1, 8in q, oS gs + 1 (Vs COS @y COS g5 — Vg Sin g, Sin gs) . (4.42)

. 1 ) . N
— ,;VCH(B 4+ 1) — (cos qq cos g5)* — (sin g, sin g,)?] ™!

Este conjunto de equacdes apresenta um desafio quando integramos numericamente. Ao uti-
lizar o método de Runge-Kutta explicito de 42 ordem, sendo este o método mais comum
encontrado na literatura, percebemos que apesar de ser um sistema dissipativo a energia do

sistema divergia apds alguns passos de integracdo. Este problema persistiu com alguns outros
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métodos utilizados. Para solucionar isto foi necessario utilizar um método de Runge-Kutta
implicito da familia Radau disponibilizado no pacote scipy para a linguagem python. Os dados
para as figuras expostas neste capitulo assim como nos préximos foram obtidos desta forma,
foi utilizado também um passo de integracdo dt = 0.0002.

Podemos agora observar que a velocidade da barra apresenta comportamento similar ao da
posicdo do centro de massa visto por |Fonseca (2011)), ao escolhermos condicGes iniciais mistas.
Isto é, vemos uma regido bem comportada, onde a barra oscila levemente, outra onde aparece
uma forte oscilacdo na varidvel, em um terceiro momento um movimento aparentemente

cadtico e por fim voltamos a ter uma regiao bem comportada.

Figura 15 — Velocidade do centro de massa da barra. Condicdes iniciais ¢. = 0, ¢, = 0, gs = 0 ¢, = 20
Gs = 0.5, ¢. = 0, v1 = 0.00005, 7. = 0.005 e 8 =2/3

Variagao da velocidade da barra, B=2/3
4 : :

Velocidade da Barra (metro/(slwg))
o

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
T (wg t)

Fonte: O Autor(2022)

A existéncia de uma velocidade inicial no modo simétrico gera uma velocidade no inicio
do movimento da barra levando a um movimento oscilatério atenuado devido ao atrito como
vemos melhor na figura [I6] O sistema passa entdo por uma regido em que estd com quase
toda sua energia no modo correspondente aos péndulos se movimentarem em anti-fase. Vemos
entao uma mudanca brusca no movimento, com o surgimento mais uma frequéncia de oscilacdo
em sua composicao, sendo este de maior amplitude. Este aparecimento seguido da diminuic3do

gradual da amplitude desta frequéncia é caracteristico de uma bifurcacdo de Hopf supercritica
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(STROGATZ, [1994)). Ao olharmos de maneira mais proxima esta regido na figura[l7} percebemos
que este comportamento ocorre como na forma de pulsos, sendo entdo denominado respiracdo
do sistema. Percebemos também, ao analisarmos a figura [18| que a distancia entre os picos

desses pulsos diminui gradualmente.

Figura 16 — Velocidade do centro de massa da barra em detalhe na regido inicial. Condices iniciais g. = 0,
o =0, ¢s =0 ¢, =20 g; = 0.5, ¢. = 0, 3 = 0.00005, v. = 0.005 e 5 =2/3

Variagao da velocidade da barra, B=2/3

Velocidade da Barra (metro/(slwg))

Fonte: O Autor(2022)
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Figura 17 — Velocidade do centro de massa da barra préoximo a regido onde é observada uma mudanca de
comportamento. Condic¢Ses iniciais g = 0, g4 = 0, ¢s = 0 g, = 20 g5 = 0.5, . = 0, 1 =
0.00005, 7. = 0.005 e 8 =2/3

Variacao da velocidade da barra, f=2/3

1.5 ¢

0.5 +

-0.5

Velocidade da Barra (metro/(slwg))
o

-1.5 ¢+

-2 I I I
19200 19250 19300 19350 19400

T (wgt)

Fonte: O Autor(2022)

Figura 18 — Aproximacdo entre os picos da oscilacdo. Condicdes iniciais ¢. = 0, ¢, = 0, gs = 0 ¢, = 20
gs = 0.5, ¢. = 0, gammay = 0.00005, gamma. = 0.005 e 8 =2/3

Variacao da velocidade da barra, f=2/3

Velocidade da Barra (metro/(slwg))
o

19000 19200 19400 19600 19800 20000
T (wot)

Fonte: O Autor(2022)
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5 EFEITOS DA VARIACAO DE PARAMETROS

Dado a forma que a equacao [4.33| se apresenta combinada com a funcdo de dissipacao
que introduzimos, percebemos que temos 3 parametros de controle no sistema, 71, 7. €
(. Realizamos entdo a variacdo destes parametros para melhor entender como o sistema se

comporta. Comecamos com a escolha de diferentes valores para a resisténcia sobre os péndulos.

5.1 VARIANDO O ATRITO NOS PENDULOS

Para valores mais altos de y; vemos que apenas um curto movimento devido aos péndulos,
seu movimento ent3o para e resta apenas o momentum transferido pelo modo simétrico a

barra que decai mais lentamente como observamos na figura [19]

Figura 19 — Velocidade do centro de massa da barra para y; = 0, 5. CondicGes iniciais g. =0, ¢, =0, gs =0
Ga =20 ¢s=0.5,G.=0,v =05, =0.005e §=2/3

Variacao da velocidade da barra,y=0.5, =2/3
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Fonte: O Autor(2022)

Nas figuras [20] e [2I] vemos que o movimento ja tem algumas das regides observadas
inicialmente de modo mais definida embora ainda em uma escala menor devido a perda de
energia. A regido de rapida perda de energia devido ao movimento simétrico ainda se confunde

com a regido em que constatamos a mudanca de comportamento.
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Figura 20 — Velocidade do centro de massa da barra para v; = 0,05. Condic¢des iniciais g. =0, g, =0, gs =0
Ga =20 s =0.5, g. =0, 17 = 0.05, 7. = 0.005 e 8 =2/3

velocidade da barra ( metro/(slwog)

Variacao da velocidade da barra,y = 0.05, =2/3

1 I
T

N “‘”W | ‘h‘H ) N‘ ‘

0 20 40 60 80 100 120 140
T (wot)

Figura 21 —

Fonte: O Autor(2022)

Velocidade do centro de massa da barra para 7; = 0,005. Condices iniciais ¢. = 0, g, = 0,
s =0 ¢, =20 ¢s =0.5, . =0, 17 = 0.005, 7. = 0.005 e 8 =2/3

velocidade da barra ( metro/(slwg)

Variacao da velocidade da barra,y = 0.005, B=2/3

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
T (wot)

Fonte: O Autor(2022)
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Ao fazermos v; = 0,0005, as regides entdao bem delimitadas ainda que curtas. O compor-
tamento é muito similar ao visto na figura[15] Para 7; = 0,000005 o comportamento também
é similar, mas as escalas em que os comportamentos ocorrem se tornam muito maiores, de
modo que se torna muito dificil evitar que a energia divirja numericamente como podemos
observar na figura 23} nela também podemos ver que além dos modos rapidos de oscilagio,

também esta presente uma frequéncia lenta de oscilacdo no movimento.

Figura 22 — Velocidade do centro de massa da barra para v; = 0,0005. Condi¢des iniciais ¢. = 0, g, = 0,
gs =0 ¢, =20 ¢s = 0.5, g. = 0, v1 = 0.0005, 7. = 0.005 e 5 =2/3

Variacao da velocidade da barra,y = 0.0005, =2/3
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Fonte: O Autor(2022)
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Figura 23 — Velocidade do centro de massa da barra para v; = 0,000005. Condicdes iniciais ¢. = 0, g, = 0,
qs =0 ¢, =20 ¢s = 0.5, g. = 0, y1 = 0.000005, 7. = 0.005 e 8 =2/3

Variacao da velocidade da barra,y = 0.000005, B=2/3
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Fonte: O Autor(2022)

5.2 VARIANDO O ATRITO NA BARRA

Verificamos que ao mudar os valores de 7. a dindmica encurta ou alarga as faixas de tempo
da regidao onde had o decaimento inicial, devido a velocidade no modo simétrico, tal modo é
o Unico que interage com a barra. Também interage na regido apds a bifurcacdo e onde o
movimento erratico devido ao ganho repentino de velocidade da barra.

A anélise da secdo e desta indica que a ocorréncia das diferentes regides de compor-
tamento estd ligado a presenca de condicdes iniciais que misturam os dois diferentes modos
de movimento e também a energia total do sistema, de modo que a alteracdo das forcas
dissipativas altera apenas os comprimentos das regidoes, mas ndo sua existéncia. Deste modo
temos que cada regido, para um [ fixo, esta ligada a um conjunto diferente de hiperficies, no
espaco de fase, de energia constante por onde a dindmica do sistema acontece. E possivel en-
t3o pensar na energia como um segundo parametro ao lado de 3, enquanto 7, e 7. controlam

indiretamente a evolucao deste parametro.
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Figura 24 — Velocidade do centro de massa da barra para 7. = 0,5. Condigdes iniciais ¢. =0, ¢, =0, gs =0
Ga =20 ¢s = 0.5, ¢ =0, v1 = 0.00005, 7. =0.5e 5 =2/3

Variacao da velocidade da barra,y. =0.5, B=2/3
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Fonte: O Autor(2022)

Figura 25 — Velocidade do centro de massa da barra para 7. = 0,05. Condicdes iniciais g. =0, g, =0, gs =0
Ga = 20 ¢s = 0.5, . = 0, 93 = 0.00005, 7. =0.05e 3 =2/3

Variacao da velocidade da barra,y. = 0.05, =2/3
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Figura 26 — Velocidade do centro de massa da barra para v, = 0,00005. CondicGes iniciais g. = 0, g, = 0,
gs =0 g, =20 ¢s = 0.5, g. = 0, y1 = 0.00005, 7. = 0.00005 e 8 =2/3

Variacao da velocidade da barra,y. = 0.0005, B=2/3
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Fonte: O Autor(2022)

5.3 VARIANDO O PARAMETRO DE ACOPLAMENTO (B)

Ao variar o ultimo parametro de nosso sistema percebemos que ele é capaz de alterar
algumas propriedades do sistema, em especial nas figuras [27| e 28| é facil notar mudancas na
regido em que observamos as respiracoes anteriormente. Ao aproximarmos levemente mais os
valores de m e M, fazendo 3 = 3/4, o sistema ainda parece apresentar a regido mais erratica,
no entanto, ndo tem mais as respiracoes, ficando, portanto, com apenas 3 regides. Por outro
lado, se diminuirmos um pouco essa relacdo, em comparacao com a que vinhamos usando
(B = 2/3), as 4 regides sdo mantidas, no entanto, a forma como entramos nas respiracdes
é alterada. Ao invés de observarmos o aparecimento de uma nova frequéncia que em seguida
diminui de amplitude, vemos que ela aumenta até a mudanca para a nova regidao. Portanto,
mudando do que antes era caracteristico de uma bifurcacdo de Hopf supercritica para uma
subcritica (STROGATZ, 1994). No limite 5 — 0 temos que os péndulos no estariam mais
acoplados, portanto, devem se comportar como péndulos simples, onde, mesmo no regime

n3o linear, caos ndo é observado.
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Figura 27 — Velocidade do centro de massa da barra para 8 = 3/4. Condi¢des iniciais g. = 0, g, =0, gs =0
Ga = 20 ¢s = 0.5, . = 0, 91 = 0.00005, 7. = 0.05e B =3/4

Variacao da velocidade da barra, =3/4
2 T T T
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Tempo T (wg t)

Fonte: O Autor(2022)

Figura 28 — Velocidade do centro de massa da barra para 8 = 1/2. Condicdes iniciais g. =0, g, =0, ¢s =0
Ga = 20 ¢s = 0.5, . = 0, 93 = 0.00005, 7. =0.05e B =1/2

Variacdo da velocidade da barra, p=1/2
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Figura 29 — Velocidade do centro de massa da barra para 8 = 4/900. Condi¢des iniciais g. = 0, g, = 0,
qs =0 g, =20 ¢s = 0.5, g. = 0, y1 = 0.00005, 7. = 0.05 e 8 = 4/900

Variagao da velocidade da barra, B=4/900
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6 CALCULO DO MAIOR EXPOENTES DE LYAPUNOV DO SISTEMA

6.1 O METODO

Tentamos entdo caracterizar nosso sistema e suas diferentes janelas de comportamento
em termos de seus expoentes de Lyapunov, no entanto, a analise numérica do limite [3.10
é dificil devido ao préprio crescimento exponencial das quantidades. Partimos ent3o para a
implementacdo do método numérico para o calculo do maior expoente de Lyapunov descrito
em Benettin et al.[(1980b) assim como em Sprott| (2001)), tirando proveito da possibilidade de
decomposicdo do fluxo em dT""5(x)(§) = dT"(x(s))(dT*(x)(g)). Partindo de um conjunto de
condicoes iniciais de certa energia, calculamos numericamente a evolucdo de duas trajetérias
separadas por uma perturbacio da ordem de d = 10~® em cada uma de suas coordenadas.
Este valor foi escolhido baseado na precisdo numérica da variavel double utilizada no processo.
Utilizando w; como as componentes de nossa trajetdria fiduciaria e w; as de sua pertubacdo,

AR, em [30] se relaciona com nosso d por

i=1

Figura 30 — Representacdo grafica do processo numérico de célculo do expoente maximo de Lyapunov

Fonte: (SPROTT, [2001))

Apds um passo (dr) analisamos a relacdo entre a distancia inicial (dy) e a evoluida (d;) é
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analisada
dq
o] = — 6.2
seu valor é entdo redefinido, ajustando a direcdo do vetor distancia para a que mais cresceu
utilizando
do
w; = w; + — (W) — w;). (6.3)
dy
Apds repetir esse processo n vezes temos:
hy = lim —— Zln a;). (6.4)

n~>oon 7—

6.2 RESULTADO

Escolhemos para esta computacdo condicdes iniciais sobre a trajetéria representada por[15]
como nosso sistema é dissipativo para que nossa érbita ndo passe por diversos niveis de energia,
diminuimos os atritos para y; = 0, 0000005 e . = 0,00005. Utilizamos passos de integracado
de tamanho dr = 0,0002 e calculamos 5.000.000 de iteracdes. Como apontando no capitulo
[3| o valor do expoente serd dependente da posicéo inicial escolhida, portanto pareamos o valor
obtido para hi(Z) com o valor de 7 correspondente as condicdes iniciais, formando ent3o a
figura [31]

Conforme apontado por Hilborn| (2000) esperamos que os valores para trajetérias periédicas
sejam proximos de zero, conforme esperdvamos isto ocorre no trecho [0,20000]. Em seguida,
ap6s o ponto em que observamos a bifurcacao de Hopf na figura |15 percebemos um aumento
na sensibilidade do sistema a escolha de condices iniciais. O valor entdo diminui gradualmente
até apresentar outro salto, em nossa terceira regidao de comportamento, passando um tempo
préximo a esse valor até decair novamente, desta vez com alguns saltos de menor amplitude.
Esse comportamento de alternancia entre janelas periddicas e cadticas é a marca do fenémeno
de caos intermitente (LAYEK, 2015)(SCHUSTER; JUST), 2005)).

Ainda baseado na mesma referéncia observamos para alguns pontos nessas regides se as
trajetérias de fato se afastam exponencialmente para confirmar nossa suposicao, para isso es-
colhemos um ponto nas regides influenciadas pelos aparentes conjuntos cadticos e construimos
as figuras [32] e 33] No caso da figura [33] é visivel o comportamento exponencial, no entanto,
a figura [32 ndo é t3o clara.

Como dito anteriormente, podemos pensar nossa dinamica como ocorrendo através da

variacdo de um parametro, neste caso a energia, e conforme variamos ele o sistema que
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Figura 31 — Variacao dos valores maximos para o expoente de Lyapunov ao longo da trajetédria
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Fonte: O Autor(2022)

Figura 32 — Ajuste linear parcial aplicado a distancia entre duas trajetérias inicialmente préximas, uma seguindo
a trajetdria determinada pelo ponto 7 = 22000 da figura[15} outra iniciada com um deslocamento
de d = 108 em cada coordenada.
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Fonte: O Autor(2022)
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Figura 33 — Ajuste linear aplicado a distancia entre duas trajetérias inicialmente préximas, uma seguindo a
trajetdria determinada pelo ponto 7 = 33000 da figura outra iniciada com um deslocamento
de d = 108 em cada coordenada
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Fonte: O Autor(2022)

apresentava inicialmente apenas um atrator, devido a dissipacdo, aparenta ganhar uma sela
cadtica por breves momentos. Esta sela entao desaparece e o sistema continua sua trajetéria
em direcao ao atrator, esta sela habitaria, portanto, apenas algumas hiperficies de energia

constante no espaco de fase. Tal comportamento se assemelha ao discutido por Motter et

(2013) e |Karolyi e Tell (2021), onde ganha o nome de caos duplamente transiente, pois

nao apenas possui um conjunto cadtico ndo atrator, mas tal conjunto é em si transiente. Em

particular, (Omel’ Chenko e Tél

(2022) aponta que ao acompanhar a evolucdo de um toro KAM

nesse tipo de sistema é comum ver ele se distorcer e em seguida sumir, tal distorcdao do toro
KAM estaria associado ao desaparecimento de trajetérias periddicas mantendo apenas as quasi-
périodicas, este comportamento explicaria a figura [32] seguido entdo da regido cadtica onde
o toro sumiria. No entanto, se faz necessario mais investigacdo, guiado por desenvolvimentos

recentes na area.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Apesar de se basear em um sistema inicialmente estudado em 1669, os péndulos de Huy-
gens ainda guardam muitas possibilidades fisicas escondidas em sua dinamica. Neste estudo
conseguimos mostrar que para certos trechos da evolucao do sistema dissipativo é possivel ob-
ter um expoente de Lyapunov positivo indicando separacao exponencial de érbitas préximas.
Essa quantidade tem um salto momentaneo seguido de um decaimento, tal comportamento foi
observado como caracteristico de um caos duplamente transiente por Karolyi e Tel (2021)) que
por sua vez é a forma de caos em sistemas puramente dissipativos como o nosso, pois devido
ao atrator criado pela dissipacdo todas as o6rbitas devem ir em direcao a ele, ndo podendo
haver um atrator cadtico nem selas cadticas permanentes por possuirem érbitas que passariam
um tempo infinito proximas a eles(MOTTER et al., [2013)). Em nosso sistema isso parece ocorrer
antes do sistema entrar em estado de sincronizacdo em anti-fase no regime linear observado
por [Fonseca| (2011)).

Este comportamento esta ligado as hiperficies de energia constante que folheiam nosso
sistema, onde ocorre a dinamica Hamiltoniana, portanto as escolhas de parametros de atrito
apenas alteram o quao rapido passamos por cada uma delas. Por sua vez, o pardmetro de
acoplamento [ é capaz de mudar propriedades destas hiperficies, como trocar a bifurcacdo
de hopf super-critica pela sub-critica, no limite em que 5 — 0 n3o ha mais acoplamento e
como n3o ha caos para péndulos simples mesmo no regime n3o linear(HILBORN, [2000)), j& que
é descrito por apenas duas equacoes autonomas de primeira ordem, n3o vemos mais regiao a
cadtica, que necessita de ao menos trés dimensdes para existir.

Devido a dificuldades ocasionadas pela pandemia de COVID-19 algumas ideias precisaram
ser deixadas para investigacdo futura. A exemplo disso temos a montagem de mapas de
Poincaré para analise da dindmica Hamiltoniana do sistema, onde serd possivel tirar proveito
de vantagens fornecidas pelo tratamento da chamada dindmica simbdlica como discutido por
McCauley| (1993), assim como a utilizacdo de medidas experimentais que podem ser obtidas
com o aparato ja presente no laboratério. Mais possibilidades também se abrem com o resultado
que obtivemos, entre elas a do calculo da func3o de energia livre do sistema para obtenc3o
do settling rate como forma de caracterizar completamente o comportamento duplamente
transiente (MOTTER et al., 2013). Outra possibilidade é anélise da bacia do conjunto cadtico e

seus limites (KAROLYI; TEL, 2021)). Também é possivel realizar a analise da evolucdo dos toros
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KAM (JOSE; SALETAN, |1998) em nossa dindmica, motivados pelo recente desenvolvimento
descrito por |Janosi e Tél (2019) que possibilitaria observar a deformacdo e desintegracdo

destes toros.
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