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RESUMO

A simulacdo computacional de reservatérios de petréleo impde vérios desafios
numéricos, devido aos reservatorios terem formas geométricas complexas, estarem submetidos
a mudancas bruscas de condic¢des de contorno, além de serem caracterizados por meios porosos
altamente heterogéneos e anisotrépicos. O presente trabalho consiste no desenvolvimento de
um protétipo de simulador de reservatorios de petrdleo, através da implementacdo de um
método para a solucdo numérica da equacdo de Darcy, que rege o escoamento de fluidos
incompressiveis em meios porosos. Com esse fim, foi implementado um Método de Elementos
Finitos de Galerkin descontinuo misto estabilizado para Darcy, utilizando a linguagem de
programacdo Python e a ferramenta computacional de FEniCS/DOLFIN. Inicialmente, é
apresentado um breve contexto da simulacdo de escoamentos em reservatérios de petroleo e 0s
Métodos de Elementos Finitos utilizados nesta aplicacdo. Posteriormente, apresenta-se a
modelagem matematica do problema e a formulacdo do Método de Galerkin Descontinuo Misto
Estabilizado, implementado neste trabalho. Além disso, é apresentado como este método foi
escrito na plataforma DOLFIN e como foi resolvido por FEniCS. Por fim, com o objetivo de se
validar o seu desempenho, o método foi analisado através de exemplos modelos. Os resultados
sdo discutidos, realizando-se comparagdes com solucgdes analiticas e referéncias da literatura.
Conclui-se que este método promove bons resultados para a simulacdo de escoamentos em

meios porosos, mesmo para casos heterogéneos e anisotropicos.

Palavras—chave: Equagdo de Darcy. Escoamentos em meios porosos. Métodos dos Elementos

Finitos. Reservatorios de petréleo. Simulacdo numérica.



ABSTRACT

The computational simulation of oil reservoirs imposes several numerical challenges
due to a series of factors such as complex geometric shapes, abrupt changes in boundary
conditions and the presence of point sources, but mainly it is because the reservoirs are
characterized by highly heterogeneous and anisotropic porous media. The present work consists
in the development of a prototype simulator of oil reservoirs through the implementation of a
method for the numerical solution of the Darcy’s equation, which governs the flow of
incompressible fluids in porous media. This work presents the implementation of a stabilized
mixed discontinuous Galerkin Finite Element Method for Darcy’s law using the Python
programming language and the FEniCS/DOLFIN computational tool. Initially, a brief context
of simulation of flow in oil reservoirs and Finite Element Methods used in this application are
presented. Subsequently, the mathematical modeling of problem and the discontinuous
Galerkin formulation are presented. In addition, it is presented how this method was written on
the DOLFIN platform and how it was solved by FEniCS. Finally, in order to validate its
performance, the method was analyzed through model examples. The results are discussed,
making comparisons with analytical solutions and literature references. It is concluded that this
method promotes good results for the flow simulation in porous media, even for heterogeneous

and anisotropic cases.

Keywords: Darcy’s equation. Finite Element Methods. Flow in porous media. Numerical

simulation. Oil reservoirs.
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1 INTRODUCAO

O setor petrolifero obteve um consideravel crescimento durante a industrializacdo da
economia ocidental, fazendo do petr6leo uma das principais fontes de energia huma escala
global. A industria petrolifera e caracterizada como uma atividade que esta relacionada a novas
tecnologias e novas perspectivas de inovacao aplicada a todos 0s seus processos, de extracéo,
refino e producéo de petroleo. Deste modo, esta € uma indUstria que exige projetos com grandes
investimentos. O processo de perfuracdo para producdo de 6leo de um reservatério, por
exemplo, pode custar varias centenas de milhdes de dolares. Este fato tem proporcionado uma
constante necessidade de desenvolvimentos de ferramentas confiaveis e precisas, que
proporcionem auxilio nas tomadas de decisdes das industrias do petréleo (NAVEIRA, 2007).

Nesta indUstria, a simulacdo numérica tem sido largamente utilizada em indmeras
aplicacdes, ja que permite obter dados qualitativos e quantitativos que podem proporcionar um
melhor entendimento dos processos fisicos e quimicos relacionados & suas atividades (NUNEZ,
2014). Em particular, uma das mais importantes aplicacdes dessas simulacdes € a otimizacao
de producdo de reservatorios de petrdleo, pois auxilia na compreensdo da geologia dos
reservatorios e do escoamento dos fluidos em seu interior, proporcionando uma previsdo do
desempenho destes e permitindo aplicar técnicas eficientes de recuperacdo de campos
petroliferos (THOMAS, 2001).

Desde a década de 50, quando computadores digitais comecaram a surgir, programas de
simulacdo numérica, denominados simuladores de reservatorio, tém sido utilizados para
premeditar, compreender e otimizar complexos processos fisicos de escoamento de fluidos em
reservatorios de petroleo, constituindo-se em uma ferramenta viavel para solucionar o0s
problemas de engenharia em questdo. Entretanto, gradativamente, procura-se analisar modelos
de reservatorios mais realistas, e consequentemente, mais complexos, tornando-se cada vez
mais necessario que os resultados obtidos nas simulagdes numéricas sejam acurados e
representem uma solucéo fisica real.

Os simuladores de reservatério, de modo geral, sdo baseados em métodos numéricos
inadequados para tratar casos de reservatdrios altamente heterogéneos e anisotropicos. Deste
modo, nas ultimas décadas, novos métodos numéricos tém sido propostos e testados para uma
precisa modelagem desse problema.

Diante disso, este trabalho contribui com o desenvolvimento de um programa para resolver
escoamentos monofasicos em meios porosos, governados pela equacao de Darcy, tendo como

base um método numeérico adequado para tratar o problema de escoamentos incompressiveis
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em meios porosos rigidos. Este programa pode ser futuramente estendido para incorporar outros
fendmenos fisicos, como o escoamento multifasico, tornando-o uma base confiavel para a

criagdo de um simulador de reservatorios.

1.1 DELIMITACAO DO PROBLEMA

Um reservatdrio de petroleo consiste em rochas porosas ou fraturadas impregnadas por
hidrocarbonetos, agua e outras substancias encontradas na subsuperficie.

No inicio do processo de extracdo, a produgdo de 6leo ocorre de forma natural, devido aos
altos gradientes de pressao aos quais estdo submetidos os reservatorios. Esta primeira etapa de
extracdo do Oleo € chamada de recuperacdo primaria. “Sdo trés os principais mecanismos
naturais de producdo de reservatorios: mecanismo de gas em solucdo, mecanismo de 0leo e
mecanismo de influxo de dgua” (ROSA, CARVALHO e XAVIER, 2006), sendo este ultimo o
mais utilizado. Porém, o gradiente de potencial hidraulico vai decaindo durante o decorrer desta
primeira fase, e a eficiéncia da recuperacdo do 6leo fica limitada a uma faixa de 10 a 30 % do
volume total, dependendo da natureza do reservatério, ja que um consideravel volume de 6leo
ainda fica retido na rocha (EWING, 1983).

A fim de se melhorar essa eficiéncia, 0 processo de extracdo passa a ser forcado, através de
mecanismos de recuperacdo secundaria. Durante este processo, agua ou gases podem ser
injetados em pocos (injetores), perfurados no reservatorio, com a finalidade de extrair o 6éleo
das no interior das rochas através de pocos produtores. A agua injetada também tem a funcéo
de manter a pressdo e taxas de fluxo no reservatério em niveis aceitaveis para a preservacao do
meio (CHEN, HUAN e MA, 2006). A Figura 1 ilustra, conceitualmente, alguns mecanismos de
producdo de reservatorios.

Neste ambito, as principais caracteristicas que influenciam no processo de producdo em
um reservatorio de petréleo sdo a natureza da rocha e os fluidos no seu interior (CHEN, HUAN
e MA, 2006), e um dos principais fendmenos fisicos influenciadores é o escoamento multifasico
de fluidos em meios porosos. Este fendbmeno é muito complexo, mas tem sido extensivamente
estudado, e modelos matematicos que o descrevem com adequada precisdo tém sido
desenvolvidos hd décadas. Estes modelos matematicos, porem, sdo formados por equacdes
diferenciais parciais nédo-lineares que s6 admitem solugbes analiticas para casos com
simplificacbes bem particulares. Desta forma, a aplicacdo de métodos numéricos, em

programas de computadores, torna-se uma ferramenta imprescindivel para a solucdo do
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problema e para a area da engenharia de reservatorios. Estas ferramentas computacionais séo

denominadas de simuladores de reservatoérios.

Figura 1 - Representacdo de mecanismos de produgdo de reservatorios.

Fonte: Lie (2015).

O primeiro método utilizado em larga escala para resolver Equacdes Diferenciais Parciais
(EDP) numericamente, e ainda muito aplicado em simuladores de reservatérios de interesse
comercial na industria do petroleo, foi o Método de Diferencas Finitas. Este método tém a
vantagem de requerer um baixo custo computacional, mas apresenta, como principal
desvantagem, a dificuldade para lidar com dominios complexos, condi¢fes de contorno gerais
e de incorporar adaptacgdes locais de malhas (CHEN, HUAN e MA, 2006).

Neste contexto, métodos mais robustos e capazes de lidar com geometrias complexas e
malhas ndo-estruturadas, como o Método dos Elementos Finitos e o Método dos Volumes
Finitos, tém sido implementados para problemas de escoamento de fluidos em meios porosos e
suas diversas aplicagoes.

A modelagem matematica do escoamento de um fluido incompressivel em um meio poroso
rigido é dada pela equacdo de Darcy, que consiste de um sistema composto pela lei de Darcy e
pela equacdo da conservacdo de massa. O objeto de estudo deste trabalho é a aplicacdo do
modelo de Darcy para escoamentos de fluidos em reservatorios de petréleo, considerando
apenas casos onde o fluido é monofasico.

A maneira mais usual de se formular o problema de escoamento monofasico em meios
porosos é pela introducdo da lei de Darcy na equacdo da conservacao de massa, resultando em
um problema de Poisson para a pressdo (IGREJA, 2015). Esse é um problema eliptico que tem
a pressao como Unica variavel e pode ser facilmente aproximado pelo método de Galerkin e
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elementos finitos lagrangeanos, conforme realizado em Ciarlet (1979). As velocidades sdo
obtidas com os resultados encontrados para 0 campo de pressao, inseridos diretamente na lei de
Darcy. Porém, segundo Nufiez (2014), tal alternativa tém as desvantagens de se obter uma perda
na ordem de convergéncia da pressao e de ndo garantir a continuidade das velocidades nas
interfaces dos elementos. Outras metodologias, como as técnicas de pOs-processamento
(Durlofsky, 1994; Loula et al., 1995; Malta et al., 2000), tém sido aplicadas para obtencdo de
campos de velocidades mais precisos. Ainda assim, Nufiez (2014) afirma que a escolha de
elementos finitos de Raviart-Thomas (RT) (Raviart e Thomas, 1977) e de Brezzi-Douglas-
Marini (BDM) (Brezzi et al., 1985) na aplicacdo destas técnicas, proporciona uma étima
solugdo numeérica, no entanto, alega que esses elementos ndo séo localmente conservativos.
Badia e Codina (2010) citam, ainda, que Arnold, Boffi e Falk (2005) demonstraram que 0s
espacos de elementos finitos de RT promovem uma perda de precisdo em algumas malhas.

Outra alternativa em destaque para a solu¢do da equagdo de Darcy sdo os Métodos de
Elementos Finitos Mistos (Raviart e Thomas, 1977; Brezzi et al., 1985; Brezzi e Fortin, 1991),
que realizam os célculos de forma simultanea para a velocidade e pressdo, utilizando espacos
de elementos finitos diferentes para cada variavel. Entretanto, para obter solucdes estaveis e
convergentes, uma formulacdo mista deve satisfazer a condi¢cdo de compatibilidade entre os
espacos de aproximacOes, dada por Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB), apresentada em
Brezzi (1974), e conhecida como condic¢do de inf-sup discreta. Desta forma, estes tipos de
formulagGes ficam muito restritas na construcao de aproximacdes para 0s campos de pressao e
velocidade.

Apesar disso, Raviart e Thomas (1977) e Brezzi et al. (1985) desenvolveram uma
aproximacéo de elementos finitos bem-sucedida para meios porosos, denominada formulagéo
dual mista, que se baseia na imposi¢do da continuidade da componente normal da velocidade
combinada com espacos lagrangeanos decontinuos para a pressao (IGREJA, 2015).

Uma outra metodologia é recorrer as formulagdes de elementos finitos mistos estabilizadas
propostas por Brezzi e Fortin (2001), Masud e Hughes (2002), Correa e Loula (2008) e
Ellingsrud (2015), que tratem o problema de tal maneira que a aproximacao de elementos finitos
possa violar a condigdo de inf-sup no contexto funcional do problema continuo (BADIA e
CODINA, 2010).

Em geral, estas formulagOes estabilizadas utilizam aproximagdes continuas de elementos
finitos lagrangeanos e tém comprovados éxitos na simulacdo de fluxos de Darcy em meios
porosos homogéneos. No entanto, essas interpolagdes continuas ndo sdo adequadas para meios

porosos heterogéneos, caracterizados por propriedades descontinuas (IGREJA, 2015). Hughes,


https://pt.wikipedia.org/wiki/Ivo_Babu%C5%A1ka
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Masud e Wan (2006) demonstraram que métodos continuos de elementos finitos para equacdo
de Darcy sdo insuficientes para capturar com precisdo os saltos nos campos da solugdo nos
locais das descontinuidades do meio. Igreja (2015) explica que nas interfaces das
descontinuidades a componente normal da velocidade de Darcy deve ser continua, de acordo
com a conservagdo de massa, mas a componente tangencial é descontinua, ndo sendo bem
representadas pelos elementos continuos, que produzem aproximacdes imprecisas e oscilagdes
espurias.

O presente trabalho tem como principal atividade a implementacdo de um protétipo de
simulador de reservatorios baseado na formulacéo de Galerkin descontinua proposta por Badia
e Codina (2010), além de avaliar o desempenho desta formulacdo em termos da qualidade e
robustez dos resultados.

Desta forma, pretende-se responder a seguinte pergunta: “Como desenvolver um simulador

de reservatorios de petroleo para uma precisa solugdo numérica da equacgdo de Darcy?”

1.2 JUSTIFICATIVA

Como ja mencionado anteriormente, simulagdes numéricas utilizando célculos acurados da
velocidade de Darcy séo essenciais para se obter uma descri¢cdo precisa do fenbmeno de
escoamentos de fluidos em reservatorios de petréleo. Entretanto, o principal problema tem sido
o fato desses meios porosos serem caracterizados por altas heterogeneidades em relagdo as suas
propriedades petrofisicas.

Nas ultimas décadas, dois principais novos Métodos de Elementos Finitos tém sido
implementados como interessantes ferramentas numéricas para tratar adequadamente esses
tipos de problemas: os Métodos Hibridos e os Métodos de Galerkin Descontinuos.

Os Meétodos Hibridos (MEFH) tém como ideia central a obtencdo da solucdo em
subdominios, obtidos a partir de uma decomposicao do dominio, enquanto que a continuidade
das aproximacgOes nas interfaces desses subdominios € imposta através da definicdo de
multiplicadores de Lagrange, visando a equivaléncia entre o problema original com o0s
problemas definidos em cada subdominio (chamados problemas locais) (NUNEZ, 2014). Duas
formulacbes de métodos de elementos finitos misto-hibrido, utilizando multiplicadores de
Lagrange descontinuos para a pressdo (Nufiez, 2014; Nufiez et al., 2017), e utilizando
multiplicadores de Lagrange descontinuos para a velocidade (Igreja, Loula e Faria, 2014; Igreja,

2015), tém sido utilizadas para resolver a equacdo de Darcy em meios porosos heterogéneos.
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Estas formulacdes foram denominadas de métodos de elementos finitos hibrido dual
estabilizado (referido por SDHM).

Os métodos hibridos tém uma relacdo natural com os métodos de Galerkin descontinuos.
Segundo Igreja (2015), utilizando a opgdo de multiplicadores de Lagrange descontinuos, 0s
métodos hibridos podem originar formulacdes de Galerkin descontinuas, e estes procedimentos
s&o explorados por Codina e Badia (2013), para diversos problemas elipticos. O préprio Igreja
(2015), derivou uma formulacdo de Galerkin descontinua a partir da formulacdo SDHM,
resultando em uma formulacdo bem similar a desenvolvida por Badia e Codina (2010).

Os Métodos de Galerkin Descontinuos (métodos DG) sdo naturalmente aptos para capturar
muito bem descontinuidades na solugdo e tratar malhas irregulares, devido a natureza dos seus
espacos de aproximacdes (KLIEBER e RIVIERE, 2006), que consistem de polindmios
descontinuos por partes. A Figura 2 ilustra os espacos de funcbes utilizados nos métodos de
Galerkin e nos métodos de Galerkin descontinuos. Outras vantagens sdo que estes métodos
permitem a utilizacdo de adaptatividade h-p (SUN, 2003) e também usufruem de uma alta
eficiéncia paralela devido ao padréo simples de interrelacdes entre os elementos (ADJERID et
al. 2002). Além disso, os efeitos das condi¢Bes de contorno nas distribui¢bes de campo interior
se propagam gradualmente através da conexdo elemento a elemento, consistindo em uma
importante caracteristica para calculos de fluxo de fluidos (LI, 2006). Todas essas vantagens
fazem desse método uma opc¢do bastante atrativa.

Originalmente, os métodos DG foram desenvolvidos por Reed e Hill (1973) para a solucao
da equacao de transportes de néutrons. Mais recentemente, estes métodos tém sido retomados
e implementados com sucesso para resolver diversos tipos de problemas, dentre eles, muitos
problemas governados por equacOes diferenciais elipticas (Arnold et al., 2002; Brezzi et al.,
2006; Riviére, 2008; Cockburn et al., 2009; Codina e Badia, 2013). No contexto de
escoamentos de fluidos em meios porosos, varios trabalhos também tém implementado os
métodos DG (Brezzi et al., 2005; Hughes, Masud e Wan, 2006; Nakshatrala et al., 2006; Badia
e Codina, 2010), para a solucdo da equacéo de Darcy.

Brezzi et al. (2005) e Hughes, Masud e Wan (2006) desenvolveram, a partir do MEF misto
estabilizado de Masud e Hughes (2002), uma formulacdo de Galerkin descontinua mista
estabilizada. Eles afirmaram que o método utilizando espagos continuos obteve sucesso para
casos homogéneos, mas alegaram que a aplicacdo da continuidade da componente tangencial
da velocidade impunha uma restricao técnica nas regides em que os parametros do meio eram
descontinuos. Posteriormente, Badia e Codina (2010) desenvolveram uma formulagéo similar,

acrescidas de alguns termos de estabilizacdo. E mais recentemente, estas formulacoes



16

estabilizadas foram implementadas por Joshaghani, Joodat e Nakshatrala (2018), para um
modelo de dupla porosidade/permeabilidade, que consiste de praticamente uma extensdo do
modelo de Darcy, que considera duas redes de poros distintas com possivel transferéncia de

massa entre elas.

Figura 2 - Func6es bases de elementos finitos continuas e descontinuas.

Fungdes bases continuas
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Fonte: Adaptada de Massing (2018).

Joshaghani, Joodat e Nakshatrala (2018) ressaltam que a formulacdo de Galerkin
descontinua mista estabilizada tem uma série de vantagens: (i) eliminam instabilidades espurias
e capturam muito bem saltos da solu¢cdo em meios porosos heterogéneos; (ii) permitem
interpolacdes de igual ordem para os campos das varidveis, 0 que é computacionalmente
preferivel; (iii) consiste de uma formulacdo matematicamente consistente estavel, e, entéo,
convergente; dentre outras vantagens.

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um prototipo de simulador de reservatorios,
utilizando a plataforma computacional de codigo aberto FEniCS/DOLFIN (Logg e Wells, 2010)
para a geracdo automatica de cddigo de baixo nivel em C++ aplicado na solu¢do numérica, a
partir de uma interface com um programa escrito em codigo de alto nivel (Python ou C++).

Este software foi escolhido para o desenvolvimento deste trabalho, devido a sua facilidade de
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se implementar formulagdes de elementos finitos, além de ser uma plataforma facilmente
adaptavel a sistemas de computacédo de alto desempenho.

Além da variedade de vantagens dos métodos DG, estes ja tém sido largamente
implementados na plataforma FEniCS/DOLFIN, enquanto que implementacdes de métodos
hibridos ainda tém sido muito pouco exploradas neste software. Sendo assim, formulagdes de
métodos de elementos finitos de Galerkin descontinuos foram preferiveis para consistir na base

da modelagem numérica deste trabalho.
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2 OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de um protétipo de simulador de
reservatorios de petroleo a partir da implementacdo de um método numeérico para a solucao do

problema de Darcy.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Escrever a formulacdo matematica para o escoamento monofasico em meios porosos
na forma variacional discreta utilizando o Método de Elementos Finitos de Galerkin
Descontinuo Misto Estabilizado (MDGME);

e Implementar esta formulacdo numérica proposta no software FEniCS/DOLFIN;

e Analisar a acuréacia e robustez deste método na solucdo de problemas modelos
encontrados na literatura;

e Contribuir em projetos realizados pelo grupo Processamento de Alto Desempenho na
Mecénica Computacional (PADMEC) da Universidade Federal de Pernambuco
(UFPE).
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA
3.1 MODELAGEM MATEMATICA

A lei de Darcy relaciona a velocidade média de um escoamento com o gradiente de pressao

em um meio poroso, que pode ser escrita na forma abaixo:

K
u= — " (Vp — pgVz) 1)

onde u é a velocidade média do fluido, K é o tensor permeabilidade, 4 é a viscosidade
relacionada a capacidade do fluido de suportar tensdes cisalhantes, Vp é o gradiente de pressao
hidrostatica aplicado no meio poroso, p é a massa especifica do fluido, g € a magnitude da
aceleracdo da gravidade e Vz € o gradiente da gravidade na dire¢do z (ao longo da profundidade
do meio poroso).

“A permeabilidade de um meio poroso ¢ uma medida de sua capacidade de se deixar
atravessar por fluidos. Em outras palavras, a permeabilidade é uma medida da condutividade
de fluidos de um material” (ROSA, CARVALHO e XAVIER, 2006, p. 104). A dimenséo da
permeabilidade é de area, e usualmente € expressa em mili-Darcy (1 mili-Darcy = 1 mD = 9,
869 x 10°° cm?). Por definicdo, a unidade ‘Darcy’ corresponde a permeabilidade de uma rocha
submetida a um gradiente de pressdo de 1atm/cm, promovendo a vazéo de 1cm®/s de um fluido
de viscosidade de 1 centi-Poise (1 cP = 1 mPa.s), através de uma area de 1cm?,

A permeabilidade é representada matematicamente por um tensor simétrico de segunda
ordem (BEAR, 1988):

Kxx ny sz
K=|Kyx Kyy Ky (2)
sz sz Kzz
sendo, K,y = Ky, K;x = Ky, €K,y = Ky

Os reservatorios de petroleo, em geral, sdo meios altamente heterogéneos em relacéo as
suas propriedades petrofisicas. Desta forma, a permeabilidade depende da posicéo espacial no
meio, ou seja, K = K(x,y, z).

A equacdo basica de conservacao de massa em um meio poroso é dada pela expressao:

0 .
5 () +V.(ow) = | ®)
onde ¢ ¢ a porosidade do meio, que corresponde a fragao entre o volume poroso de uma rocha

e seu volume total, e £ é um termo fonte massico por unidade de volume. Para aplicagdo da
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engenharia em reservatorios de petroleo, usualmente essa equacdo é reduzida a sua forma
permanente, visto que o fluido é considerado incompressivel e 0 meio poroso é assumido como
sendo rigido. Define-se, entdo, o termo fonte volumétrico f = f/p.

Assim, segundo Peaceman (1977) e Ewing (1983), o0 escoamento de um fluido newtoniano
incompressivel em um meio poroso rigido é governado por um sistema de equacdes diferenciais
parciais formado pela equacdo da conservagdo da massa fluida combinada com a lei de Darcy.
Esta combinacéo de equacdes, quando desprezados os efeitos gravitacionais no meio, pode ser
dada por:

K
u= . Vp em () 4)

Vu=f em Q (5)

Para que este sistema tenha solugdo, é necessario que sejam introduzidas condi¢des de
contorno, que podem ser do tipo Neumann, que corresponde a um fluxo conhecido na fronteira
do dominio (BEAR, 2018, p. 319), conforme a Equacao 6,

un=u,=0 sobre T’ (6)

e podem também ser do tipo Dirichlet, conforme a Equacéo 7, na qual a pressdo € prescrita em

algum trecho da fronteira.
P =D, sobrel’ (7)

Nas equacOes 4 a 7, Q é o dominio, I' = dQ € a sua fronteira, e n € o vetor unitario normal
exteriora I
A razdo K /u é denominada condutividade hidraulica, sendo que o tensor de permeabilidade

do meio é dependente da posicdo (x,y, z), e a viscosidade é tratada como sendo constante.
3.2 MODELAGEM NUMERICA

Neste trabalho, foi implementado em plataformas computacionais um Método de Elementos
Finitos para a solugcdo numérica da equacao de Darcy, aplicado a simula¢Ges em reservatorios
de petroleo. Portanto, nessa secdo, serdo apresentadas algumas formulacfes de elementos
finitos utilizadas para o tratamento desses problemas, em particular o Método de Elementos

Finitos de Galerkin descontinuo misto estabilizado adotado neste trabalho.
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3.2.1 Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um método numeérico para encontrar solugdes
aproximadas para equacdes diferenciais parciais (EDPs). A ideia basica de praticamente todos
0s métodos numéricos para essa solugdo aproximada é a discretizacdo de um problema continuo
com infinitos graus de liberdade em um modelo com um ndmero finito de incognitas,
transformando as equacdes diferenciais parciais em um sistema de equacOes algébricas, que
pode ser, normalmente, resolvido utilizando metodos bem conhecidos (CHEN, HUAN e MA,

2006). A discretizacdo de um dominio continuo Q para uma malha é ilustrada na Figura 3.

Figura 3 - Discretiza¢do de um dominio em uma malha.

00

Fonte: Adaptada de Queiroz.

Os dois principais constituintes do Método de Elementos Finitos para a solugdo numérica
de um problema sdo (HUGHES, 2000):

i. A forma fraca, ou variacional, da equacdo diferencial parcial (EDP) associada ao

problema;

ii. A solugdo aproximada da forma fraca por meio do uso de “fungdes de elementos

finitos”.

Com a aplicagdo desses dois componentes, o problema é reduzido a solugdo de um sistema
acoplado de equac0es algébricas.

O passo (i) do MEF serd mostrado a seguir, conforme procedimentos apresentados em
Langtangen e Mardal (2016) e Ellingsrud (2015), através de um problema modelo para EDPs,
a saber, o problema de Poisson, que é aplicavel a problemas de gravitacdo, eletroestatica,
mecanica dos solidos, mecéanica dos fluidos e muitos outros. Este problema é dado pela Equacéo
8, sujeito as condi¢bes de contorno mostradas nas Equacdes 9 e 10.
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-Vp=f em () (8)
P =D, sobre 0Qp 9)
Vp-n=u, sobre 0Qy (20)

Onde, p é a incdgnita do problema, f é o termo fonte, Q é o dominio, e 9 é o contorno do
dominio, sendo que o subscrito D esta relacionado a regido do contorno onde sdo inseridas as
condigdes de Dirichlet e N, as regides onde séo inseridas as condi¢cdes de Neumann.

Para obtencdo da forma fraca, a Equacdo 8 é multiplicada por uma funcéo q arbitraria

(normalmente chamada de funcdo peso) e integrada sobre o dominio Q:

—jﬂvzpqu=fﬂfqu (11)

E comum reescrever o termo a esquerda, para enfraquecer a exigéncia do espaco polinomial
usado para a funcdo peso, que como posto precisa ser duas vezes diferenciavel para que a
integral seja finita. Assim, este termo é reescrito em termos apenas da primeira derivada, por

meio do Teorema de Green, resultando na Equagao 12.

LVp-qux—faQ(Vp-n)quzqudx (12)

O ultimo passo para a obtengdo da forma fraca € a insercdo das condicBes de contorno. As
condicdes de Dirichlet, sdo impostas automaticamente atraves da hipotese de que a funcdo p
pertence a um espaco de fungdes Q, no qual todos os membros atendem a estas condi¢oes. As
funcdes pesos sdo tomadas como pertencentes a um espaco de funcdes Q, cujos membros se
anulam na fronteira onde sdo impostas as condi¢bes de Dirichlet. Assim, a integracdo dos
termos que contem a funcdo peso sobre esses contornos torna-se nula.

As condigdes de Neumann sdo tipicamente aplicadas na forma fraca. Assim, a condicao de
Neumann dada pela Equagéo 10, inserida na Equagéo 12, resulta na forma fraca, cujo enunciado

é dado na Equacéo 13.

Encontrar p € Q tal que

pr-qux=f fqu+f U, qds VgeQ (13)
Q Q a0y

onde p é chamado de funcdo tentativa e q é chamado fung&o peso.
A discretizacdo da forma fraca é feita através da escolha de espacos de fungdes de dimenséo

finita para as funces tentativa e peso, definidos em uma malha de elementos finitos.
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O conceito de elementos finitos pode ser dado por trés componentes (LANGTANGEN e
MARDAL, 2016):

e UmacelulaT de referéncia em um sistema de coordenadas referencial local;

e Umespaco Q, = span {¢4,..., dy}, que é um conjunto de funcdes base de dimensédo

finita definidas em T, de N dimensdes;

e Um conjunto de graus de liberdade associados aos elementos que sdo interpolados

pelas fungdes base e definem os valores da fungdo para cada ponto do dominio.

O conjunto de células, Ty, = {T4,..., T,,}, consiste em uma malha, como exemplificado na
Figura 3. O didmetro de um elemento (célula) T é denotado por h, sendo referido como
parametro da malha.

Uma técnica comum é escolher o espacgo Q;, de modo que cada funcéo base esteja associada
a cada nd, sendo igual a 1 nesse n6 e nula em qualquer outro no.

Uma escolha usual para o espago de fungdes, gera os chamados elementos de Lagrange,
que utilizam polindmios continuos por partes de um grau k > 1, sendo denotados por CGk. Outra
classe popular sdo os elementos de Galerkin descontinuos, cujas bases consistem de polinémios
descontinuos por partes com grau k£ > 0, sendo denotados por DGk (ELLINGSRUD, 2015).

O passo (ii) do MEF pode ser, entdo, convenientemente representado pela projecédo de

Galerkin de p em @, (LANGTANGEN e MARDAL, 2016):
N

pn= ) chix9,2) (14)

i=1

Onde c; séo os coeficientes a serem determinados (chamados de graus de liberdade) e
¢:(x,y,z) sdo as funcdes base contidas em Q.

A parte final do MEF é a discretizacdo da forma fraca no espago do elemento finito, ou
seja, quando a juncdo dos passos (i) e (ii) transforma a equacdo diferencial parcial em um
sistema de equacdes algébricas lineares. Desta forma, substituindo-se p por sua aproximacao
pr, dada pela Equacgdo 14, e g por uma funcdo peso arbitraria ¢; na formulagéo variacional
dada pela Equacéo 13, obtém-se a formulacdo variacional discreta, cujo enunciado é dado na
Equacdo 15.

Encontrar p,, € Q, tal que

Q Q 0Oy

A realizacdo das integrais da Equacdo 15 gera o sistema de equacdes algébricas lineares

mostrado na Equacéo 16.
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Ap = b (16)
onde p € um vetor com os coeficientes ¢; parai = 1,2,...,N, A € uma matriz N X N e b € um
vetor de tamanho N, sendo os componentes de A e b dados por:

AU:LV¢)LV¢]CZX B b]:Lf(]b]dX'*'L u0¢de (17)

Qn

Os procedimentos apresentados nesta se¢cdo para 0 coOmputo da presséo na equacdo de
Poisson, consistem na maneira mais usual e classica para se tratar o problema de escoamentos
monofasicos em meios porosos, através do método dos elementos finitos. Nesta metodologia,
a equivalente a equacdo de Poisson é obtida pela introducdo da lei de Darcy (4) na equagdo da
conservacdo de massa (5) para 0 meio poroso. A incognita p € a pressdo, e apds sua
determinacdo, atraves da solucdo do sistema de equacdes representado pela Equacdo 16, as
velocidades podem ser obtidas por meio de técnicas de pos-processamento da solucdo p
(Durlofsky, 1994; Loula et al., 1995; Malta et al., 2000).

3.2.2 Meétodos dos Elementos Finitos Mistos

Em uma formulacdo alternativa para o problema de escoamentos em meios porosos, tanto
a pressao quanto a velocidade sdo mantidos como variaveis independentes, como mostrado nas
Equacdes 4 e 5. Uma formulacdo de elementos finitos na qual se aproximam estas variaveis
com espagos de fungdes independentes é conhecida como um Método de Elementos Finitos
Misto (LANGTANGEN e MARDAL, 2016).

No problema de Darcy, as variaveis de interesse sdo o campo de velocidade u e o de pressédo
p. Define-se, V; como o espaco de elementos finitos para a velocidade e Q;,, 0 espaco de
elementos finitos para a pressdo. A formulacdo variacional mista é dada pela multiplicacdo da
Equacéo 4 pela fungo peso v, € V,, e da Equacéo 5 pela funcéo peso g, € Qj,, pela integracio
sobre um dominio Q, seguida por uma integragdo por partes, dando origem a forma fraca do
problema como mostrado nas Equacgdes 18.a e 18.b.

Encontrar (uy, pr) € (Vi Q) tal que

jK‘luh-vhdx=J phV.vhdx—f prn(vy-m)ds Vv, €V, (18.a)
Q Q 20

—f uh'Vthx:f fqndx —f qn(up-m) ds Yq, €0Q, (18.b)
Q Q 20
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O MEF misto requer um espac¢o de funcBes para cada uma das duas variaveis, mas estes
espacos ndo podem ser escolhidos arbitrariamente pois devem satisfazer a condi¢do de
compatibilidade de inf-sup entre eles para que a formulacéo seja estavel (Chen, Huan e Ma,
2006). A prova da existéncia e unicidade deste problema, com a requerida condi¢do de
compatibilidade decorre do teorema de Brezzi (Brezzi, 1974).

Um exemplo de MEF mistos estveis muito aplicado em problemas de escoamentos em
meios porosos é o que utiliza espacos de elementos finitos de Raviart e Thomas (1977), para
elementos quadrilaterais, em uma formulacdo denominada mista dual.

Outras formulacdes de elementos finitos mistos tém utilizado de termos de estabilizagéo
advindos de residuos de minimos quadrados, sendo denominados de métodos GLS (Brezzi e
Fortin, 2001; Masud e Hughes, 2002; 2007; Correa e Loula, 2008), e ditos incondicionalmente
estaveis (IGREJA, 2015).

3.2.3 Métodos de Galerkin Descontinuos

Os métodos dos elementos finitos de Galerkin descontinuos faz uso dos mesmos espagos
de fun¢Bes que o método continuo, mas com uma continuidade relaxada na conexdo entre 0s
seus elementos. A ideia essencial do método € derivada do fato de que as fun¢des bases podem
ser escolhidas de modo que a variavel de campo, ou suas derivadas, ou geralmente ambas, sejam
consideradas descontinuas nos limites dos elementos, enquanto que a continuidade do dominio
computacional é mantida (LI, 2006).

Uma das visdes que tém sido mais amplamente aceitas para tratar o conceito de
descontinuidade entre elementos é a baseada em fluxos numéricos. Arnold et al. (2002)
realizaram um importante trabalho que forneceu uma estrutura unificada para o
desenvolvimento de métodos DG em termos de fluxos numéricos, servindo de base para as
defini¢Oes e procedimentos aqui apresentados.

Primeiramente, define-se I" como o conjunto das fronteiras de todos os elementos da malha
(ou seja, a unido de todas as arestas interiores ou exteriores). Todo o contorno interior,
consistindo da uni&o de todas as arestas interiores, ¢ denotado como I''™, enquanto que, 0
contorno exterior é denotado por 9. Ainda, I, corresponde as regides de dQ onde sdo impostas

as condicdes de Dirichlet, e I}, corresponde as regides de condi¢do de Neumann.
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Considerando uma aresta e no interior de um dominio (e € I'™), os elementos que se
justapdem a ela sdo denotados por T* e T, enquanto que 0S Seus Vetores normais unitarios

externos sdo denotados por n,. e n_, respectivamente, apresentados na Figura 4.

Figura 4 - Aresta compartilhada por dois elementos adjacentes, com seus vetores normais.

------ Contorno Exterior (9¢2)
___ Contorno Interior(I™")

[ = 90 U vt

aT:

Fonte: Adaptada de Joshaghani. Joodat e Nakshatrala (2018).

Desta forma, os operadores de média {-} e salto [-] podem ser definidos para uma funcéo

escalar ¢ e para um campo vetorial 7, da seguinte maneira:
@)= 30" +9D)  [ol:=¢'na+on.  Veel™ (194

{t}:= %(1"L +77) [t]l:=t"n,+71 -n_ Veerl'™ (19.b)
onde @t e ¢~ sdo as restricdes de ¢ sobre os elementos T* e T, respectivamente, definidos

matematicamente por:

+

ot = @lar+ ®~ = @lor- Veerm™  (20)

Da mesma forma, T+ e T~ sdo as restricGes correspondentes a 7.

Os operadores sao definidos ainda nos contornos, como:

{p}= o [l = ¢n Ve € 00 (21.3)
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{ft}=1 [tl=1-n Ve € 0Q (21.b)

Utilizando as definicGes de salto e média, para todo T € T}, pode-se obter a seguinte
identidade (BADIA e CODINA, 2010):

2f p(t-n)ds = int[[(ﬂ]]-{r}d5+f [zl{p} ds
T oT r r (22)

- f lol (D} ds+ | [rl{e} ds

rint

No contexto dos métodos DG, é importante fazer algumas observagdes. O termo “aresta”,
utilizado nas definicGes anteriores, se referem a nés para os casos unidimensionais, a arestas
nos casos bidimensionais, e a faces nos casos tridimensionais. O pardmetro de malha, nas
arestas interiores ao dominio, é definido como uma medida para a média do tamanho de malha,

ou seja:
1 .
h= 5 (h* +h7) Veermnt (23)

sendo h*, o tamanho caracteristico do elemento T+, e h~, o tamanho caracteristico do elemento
T~. Além disso, neste trabalho, o tamanho caracteristico h de um determinado elemento é
definido como o didametro da circunferéncia que o circunscreve, assim como em @lgaard, Logg
e Wells (2007).

3.2.4 Meétodo de Galerkin Descontinuo Misto Estabilizado

Para resolucdo do problema de Darcy em meios porosos, Badia e Codina (2010)
desenvolveram um meétodo de Galerkin descontinuo misto estabilizado a partir de uma
formulacdo de Galerkin mista. Os procedimentos para obtencdo desse método, sdo aqui
realizados de forma similar a Joshaghani, Joodat e Nakshatrala (2018).

Inicialmente, é obtida uma formulacao de elementos finitos mistos, como nas Equaces 18,
para 0s campos da pressdo e velocidade, com a integracdo sobre um determinado elemento T:

fK‘lu-vdxzf pV.vdx—f p*(v-n)ds (24.3)
T T aT

_JT u-Vq dx = fT fqdx —faTq(u*-n)ds (24.b)
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onde p* e u* sdo chamados de fluxos numéricos das pressdes e das velocidades,
respectivamente.
Para uma formulacdo DG mista classica, que é baseada no formalismo de Galerkin, a

escolha destes fluxos numéricos é dada como a empregada por Bassi e Rebay (1997):
p'=7p u'=u (25)
Somando a Equacdo 24 sobre todos os elementos T € Ty, utilizando a identidade (22), e
substituindo as fungdes por suas correspondentes discretas, obtém-se a forma fraca, cujo

enunciado € dado pelas Equacdes 26.

Encontrar (uy, pr) € (Vi Q) tal que

[k rwevnax= [ vviax— [ il -wdds- [ mdwdds @
T r

h Th rint

_Lh

v ('Uh, qh) € (Vh' Qh)

int

up-Vandx = | fapdx — f nqhﬂ-{uh}ds—f [unl{gn} ds (26.0)
Th r r

Aqui, o espaco (Vj, Q) é um espaco de elementos finitos descontinuos, que abrange

fungdes descontinuas com suporte em um Unico elemento. Neste método, tanto (uy, py), quanto

(Vn, qn), pertencem a (V, Q).

Fisicamente, os saltos na pressdo e nas componentes normais das velocidades devem
desaparecer em qualquer aresta no interior do dominio. Desta forma, impde-se essas

continuidades, conforme Equacédo 27.
[ul] =0, [p] =0 Veeint (27)

Além disso, a condicdo de contorno de Neumann dada pela Equacéo 6 (por simplicidade,

somente condigdes deste tipo € imposta aqui), é inserida conforme Equacéao 28.

O problema variacional discreto para a formulacdo DG mista classica é, entdo, dado por:

Encontrar (uy, pr) € (Vy, Q) tal que

j K luy,-v,dx — J pr V.vp dx + f v l{pr}ds =0 (29.a)
T Th r

h
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- f up Vandx+ [ lgal - Qundds= [ fqndx— j Uo{qn} ds (29.)
T

h rint Th Iy

V(U qn) € (Vi Qr)

Entretanto, essa formulacdo nédo € estavel para todas as combinacfes de elementos finitos
para 0s campos das variaveis, ja que violam a condicdo de compatibilidade de inf-sup. Outra
instabilidade numérica decorre da escolha dos fluxos numéricos adotada nesta formulacédo
(JOSHAGHANI, JOODAT e NAKSHATRALA, 2018). As soluc6es obtidas, pelo uso destes
fluxos, podem causar o fendbmeno de Gibbs, caracterizado por oscilagbes nédo-fisicas na
vizinhanca das descontinuidades (SILVA, 2010).

Desta maneira, Badia e Codina (2010) propuseram uma técnica de estabilizacdo motivada
pela estrutura de multiescala variacional (VMS). Esta técnica adiciona termos de estabilizacao
do tipo adjunto (definidos sobre os elementos), associados aos residuos vindos da equacdo da
conservacao da massa e da lei de Darcy (IGREJA, 2015). Além disso, ela incorpora fluxos
numéricos apropriados ao longo das interfaces dos elementos.

A escolha dos fluxos numéricos € dada de forma muito similar a apresentada por Riviére
(2008, p. 61):

uple = {un} — (Bp/M{Amax}pr] Veern  (30.a)

Phle = {pn} — (Bu W {Kmax}[unl Veerm™  (30.b)

Uple = up — (Bp/M)(Amax) (Pn — Po) Ve€lp (30.a)

Prle = Po Ve€l, (30.b)

Uple = ug Ve€ly (30.a)

Prle = Pn = (Bu ) (Kinax) (U - 1) + (By h) (Kinax)tio Ve€ly (30.b)

onde, p, € u, sdo os valores prescritos da presséo e da velocidade normal, dados pelas condic¢des
de Dirichlet (5) e Neumann (6), respectivamente. 3, e 3, sdo os parametros de estabilidade,
enquanto h € o pardmetro da malha, dado em cada aresta pela relacdo (23). Além disso, K4 €
Anax denotam a norma do maximo (a maior soma absoluta das linhas) do tensor permeabilidade

K e dasuainversa A = K1, respectivamente.
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Aplicando esses fluxos numéricos e adicionando os termos do tipo adjunto, o problema
variacional discreto da formulagdo DG mista estabilizada (MDGME) de Badia e Codina (2010),

em sua forma bilinear-linear, é dado pela Equacéo 31.

Encontrar (up, pr) € (Vi, Q) tal que
Bypeme (Wn, Pr), Wh qn)) = Lupeme (Wh qn) (31)
V(W qn) € (Vi Qn)
Onde:
Bupeme((n pr), (Wn qn)) =
= j Auh-vhdx—f pn V.V, dx —f V.uy q, dx
T Th

h Th

=061 | (up+KVpp): (Avy, —Vqy) dx
Th

(31.9)
+ 6, f Apax V-up Voo, dx
T

h

+ j _ ({pn}lvnl + Tual{gn} — (Bu W{Amax}[unllval) ds
rintirny

+ f (ﬁp/h){Kmax}[[phIl ’ IIQhIl ds
I—-mt_H—-D
Lypeme (Wh, qn) =

= - fqhdx+62f Apax [ V.0, dx
T

Th h

- ( Po (vh ’ n) - (.Bp/h) (Kmax) pOQh) ds (31-b)

I'p

+ (Uoqn — (Bu ) (Amax) o (vh ' n)) ds

I'n

Para definir completamente a formulacdo, os termos de parametrizacdo devem ser
prescritos.

Os termos de estabilidade §, e 6, definidos sobre os elementos sdo bases residuais vindas
das equagdes que compBdem o problema de escoamentos monofasicos em meios porosos. Eles
permitem contornar a condigdo de estabilidade inf-sup LBB, sendo o método dito

incondicionalmente estavel, e flexivel na escolha dos elementos finitos. A formulagdo de
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Hughes, Masud e Wan (2006) ja havia apresentado o termo &,, sendo considerado como §; =
0,5. Além disso, nos estudos numéricos realizados por eles, foi considerado 6, = 0,0, valor
adotado para a realizacdo dos casos apresentados neste trabalho.

Os termos de estabilidade f,, e f,, definidos sobre as interfaces dos elementos, sdo oriundos
de uma escolha de fluxos nimericos apropriados e consistentes, que permitem evitar o
fendmeno de Gibbs e, a0 mesmo tempo, manter estabilidade. Joshaghani, Joodat e Nakshatrala
(2018) fizeram recomendacdes, que segundo eles sdo baseadas em andlises de convergéncia
teorica (citando Alnaes et al., 2015) e extensivas simulacdes nimericas (citando Alnaes et al.,
2014, Amestoy et al., 2001, Arnold et al., 2002): para aproximacdes conformes, os parametros

podem ser dados por B, = B, = 0, para aproximagdes ndo conformes, os parametros podem

ser dados por B, = B, = 10 ou 100.
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4 METODOLOGIA

O processo de uma simulacdo numérica computacional envolve 3 etapas:

e Pré-processamento: Consiste na modelagem computacional do problema fisico. Nesta
etapa, € definida a geometria que aproxime o dominio real do problema e € realizada a
discretizacdo ou geracdo da malha. Alem disso, sdo fornecidas as condi¢6es de contorno
e as propriedades dos materiais envolvidos no problema fisico. Sdo definidos, ainda, os
parametros da andlise.

e Processamento: Processo onde os calculos propriamente ditos sdo realizados para a
obtencdo das variaveis de interesse. Nesta etapa, é aplicado um método numérico
especifico que trate de forma adequada a descricdo matematica do problema.

e Pos-processamento: Visualizacdo e analise dos resultados obtidos na etapa de
processamento, através de interfaces graficas. As analises podem ser realizadas por
meio de célculos simples para obtencdo de varidveis secundérias, ou algum tipo de
indice de qualidade dos calculos numéricos, como erros e taxas de convergéncia.

Neste trabalho, o principal foco se manteve na etapa de processamento, onde foi
implementado o Método dos Elementos Finitos de DG misto estabilizado para a solucdo do
problema de Darcy, aplicado a reservatdrios de petréleo. As demais etapas foram realizadas no
decorrer deste trabalho, para a execucdo dos casos de estudos propostos, com o fim de analisar
os resultados obtidos pelo método numeérico aqui implementado.

Desta forma, o programa aqui desenvolvido consiste apenas de um submoddulo do
FENiCS/Dolfin, contendo a parte de processamento e algumas partes das demais etapas

descritas anteriormente. Esse programa sera referido como SIMEFres.

4.1 PRE-PROCESSAMENTO

Geometria e Malha
Inicialmente, nesta etapa, foram realizadas a modelagem geometrica dos reservatorios que
seriam analisados. Intrinsecamente relacionada a esta modelagem, est& o processo de definicdo
do dominio computacional, através da discretizacdo da geometria, ou seja, da geracdo da malha.
O programa FEniCS/Dolfin permite duas possibilidades para obtencéo da malha. A primeira
é através do seu gerador interno, e a segunda € a importacdo de malhas de outros softwares

geradores de malha.
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A primeira possibilidade € disponibilizada através de rotinas basicas de geracéo de malhas,
com a vantagem de ser um processo que independe da aplicacdo de qualquer programa externo.
No entanto, existe uma grande desvantagem relacionada a limitagcdo das geometrias disponiveis,
pois apenas formas primitivas podem ser confeccionadas utilizando esta ferramenta. Apesar
disso, como a maioria dos casos aqui analisados ndo consistiam de geometrias muito
complexas, esta ferramenta teve a importancia de proporcionar uma geracdo de malha, para
alguns casos, de forma mais pratica e automatizada.

A segunda opcéo consiste de se utilizar qualquer outro software com gerador de malhas, e
depois importa-las para o FEniCS/Dolfin. Neste trabalho, foi utilizado para a geragdo de malha,
o programa Gmsh (Geuzaine e Remacle, 2009), que apresenta a vantagem de se proporcionar
uma maior flexibilidade na definicdo da geometria, podendo criar formas mais complexas, e
disponibilizar de uma maior quantidade de ferramentas para a geracdo de malha. Além disso, 0
Gmsh € uma ferramenta que oferece simplicidade e automatizacao, por meio de uma interface
que permite a escrita de scripts com comandos para gerar a geometria e a malha. Apos a geragao
de malha no Gmsh, a importacdo para o FEniCS/Dolfin foi realizada por meio de um script
convert-malha configurado neste trabalho, adaptado do dolfin-convert (Logg e Wells, 2010).
Estes realizam a conversdo de malha no formato “.mesh” (do Gmsh) para o formato “.xml” (do
FEnNiCS/Dolfin).

Tradicionalmente, os simuladores de reservatérios utilizam malhas estruturadas
quadrilaterais (em 2D) ou hexaédricas (em 3D). Entretanto, FEniCS/Dolfin (versdo 2018.1.0)
ndo resolve formulagcdes que utilizam malhas quadrilaterais ou hexaédricas, para 0 caso
especifico de elementos finitos descontinuos. Desta maneira, 0 programa convert-malha foi
adaptado de dolfin-convert, com o intuito ndo s6 de converter malhas de Gmsh para
FENiCS/Dolfin, mas de permitir que malhas quadrilaterais ou hexaédricas, geradas no primeiro,

pudessem ser transformadas em malhas triangulares ou tetraédricas, respectivamente.

Propriedades do Material

Neste trabalho, a resolugdo da equacdo de Darcy esta relacionada a apenas uma propriedade
petrofisica das rochas dos reservatorios, a permeabilidade. Desta forma, a etapa de insercéo das
propriedades dos materiais para as simulacdes, se resume a inserir os valores de permeabilidade
no programa.

Como ja mencionado, a permeabilidade é fortemente dependente do espago, para a maioria
dos reservatorios. Em geral, na industria do petréleo, as propriedades de permeabilidade sédo

associadas as células do dominio. A ideia mais intuitiva, entdo, para o seu tratamento
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computacional, é armazenar 0s seus valores em uma matriz que esteja associada a malha, e
utiliza-1a nos processos dos calculos.

O SIMEFres apresenta uma funcdo, chamada permeabilidade, que permite a importacao de
dados relativos a permeabilidade do reservatdrio em questdo, e realiza calculos de alguns
parametros necessarios para a solucdo do problema. Esta funcdo, recebe os valores de
permeabilidade de duas maneiras: através da simples importagdo da “matriz permeabilidade”,
ou por meio de expressdes matematicas que a descrevem ao longo do dominio. E importante
ressaltar que no programa, a permeabilidade € tratada na sua forma tensorial.

A permeabilidade é atribuida no programa, de modo que cada célula da malha receba o seu
correspondente valor tensorial desta propriedade. Desta forma, a “matriz permeabilidade” ¢é
tratada, neste trabalho, como uma matriz de 3 dimensdes, em que a sua primeira dimensdo
contém nelms elementos, e as outras duas contém dim elementos, sendo nelms o nimero de
células (elementos) da malha e dim, a dimensdo geométrica do problema. A Figura 5 ilustra

uma matriz permeabilidade para um caso bidimensional.

Figura 5 - Matriz com valores da permeabilidade em um espaco bidimensional.

O 7.7164440%+02 4.95849859%e+02] _ Tensor permeabilidade
[ 4.95849859e+02 .20169182e+02]] ¥ da % okliia
[[ 9.26285263e+02 .12312476e+02]
[ 8.12312476e+02 .15266555e+02]]
[[ 7.90516230e+02 .78999327e+02]
[ 5.78999327e+02 .25945771e+02]]

~
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.00000000e-02
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.12262167e-15

.00000000e-02
.12262167e-15

.12262167e-15]
.00000000e+02] ]

.12262167e-15]
.00000000e+02] ]

.12262167e-15]
.00000000e+62]]] |

—

nelms células

Fonte: O Autor.

A primeira maneira, é realizada simplesmente pela leitura de um arquivo (como, por
exemplo, “.txt”), que contém os valores da permeabilidade para cada célula, ou pela simples
insercdo da propria matriz contendo os dados diretamente no corpo do programa, o que € Util
para pequenos testes.

Para os casos apresentados neste trabalho, as permeabilidades foram dadas pela segunda
opcao. Inicialmente, foram definidos subdominios, ou seja, regides do dominio que a

permeabilidade é dada por uma expressao tensorial matematica especifica (podendo ser esta,
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um simples tensor com valores constantes). Os subdominios foram definidos utilizando
ferramentas de funcdes de malhas (MeshFunction) do FEniCS/Dolfin. Ap6s as marcacdes
destas regides sobre o dominio, as “expressdes de permeabilidade” foram inseridas. Por fim,
com os valores e as regides, foram construidas as matrizes permeabilidades dos casos.

A funcdo permeabilidade, ap6s a obtencdo da matriz permeabilidade, associa esses valores
a malha, utilizando um espaco tensorial de fungdes de elementos de Galerkin descontinuos de
grau 0 (DGo). E depois realiza, os calculos dos inversos dos tensores da matriz permeabilidade
K, para a obtencdo de A, e executa os calculos das normas do maximo destas, para a obtencéo
de Koax © Apmax: Que serdo inseridos na formulacdo elementos finitos implementada

posteriormente.

Termos Fontes e Condigdes de Contorno

Os termos fontes foram definidos pela funcdo Expression do FEniCS/Dolfin, as condicfes
de contorno, por sua vez, sdo inseridas fracamente na formulacao implementada.

Desta forma, os unicos dados requeridos nesta etapa, foram, as regies do contorno na qual
cada condicdo € inserida, sendo representadas por um ndmero cond, e 0 tipo tipcond das
condi¢do, “D” para Dirichlet (pressdao) e “N” para Neumann (velocidade). Além disso, foram

definidos os valores (ou expressdes) para a condi¢des de contorno e termos fontes.

4.2 PROCESSAMENTO

Apos inseridos os dados no pré-processamento, tem inicio a etapa de processamento, onde
um método numérico apropriado é escolhido e utilizado para a solu¢do do problema. O método
que foi implementado e sera posteriormente analisado nos estudos de casos, nesse trabalho, foi
0 Método de Elementos Finitos de Galerkin descontinuo misto estabilizado para resolver a
equacao de Darcy, expresso em (31).

Como mencionado na se¢éo 3.2.1, os métodos dos elementos finitos constituem duas etapas:
a forma variacional do problema e a solugdo aproximada, utilizando uma determinada escolha
de elementos finitos. Diante disso, o programa FEniCS/DOLFIN consistiu de uma importante
plataforma para o desenvolvimento deste trabalho, ja que foi essencial para a implementacéao
destes dois passos.

O FEniCS é um projeto colaborativo em codigo aberto com o objetivo
de automatizar a solucdo de modelos matematicos baseados em equacdes diferenciais (Logg,
Mardal e Wells, 2011). O DOLFIN é uma biblioteca de FEnIiCS que, de um modo geral, €
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responsavel pela interface com o usuério via programas em C++ ou Python. O programa
SIMEFres, desenvolvido nesse trabalho, foi construido em DOLFIN, via linguagem Python.
Portanto, a etapa de processamento para a simulacdo numérica deste trabalho foi
desenvolvida da seguinte maneira:
e No SIMEFres, foi implementada a formulagdo DG mista estabilizada para Darcy, além
de serem escolhidos os espagos de elementos finitos para as varidveis da pressao e
velocidade.
e O programa SIMEFres entdo calcula a solucdo aproximada do problema, com os

elementos e rotinas pré-definidos no FENiCS.

Como o método utilizado consiste de um Método de Galerkin descontinuo, primeiramente,
no SIMEFres, foram escolhidos espacos de funces descontinuas. Para a maioria dos casos
analisados neste trabalho, utilizou-se polinémios com grau de ordem 2, para a velocidade, e de
ordem 1, para a pressao. A Figura 6 ilustra a escolha desses elementos para u e p através de um

espaco de elementos misto dado por W.

Figura 6 - Escolha de espacos de elementos finitos para a presséo e velocidade.

2Vh = VectorElement({"DC", mesh.ufl_cell(), 2}
ZQh = FiniteElement("0DC", mesh.ufl_cell(), 1)
4 element = MixedElement([Vh,Qh])
5W = FunctionSpace{mesh, element)

a

TrialFunctions(W)
TestFunctions(W)

u, p
v, q

Fonte: O Autor.

O importante passo da implementacdo do problema variacional também se deu pela
interface de DOLFIN, utilizando a Unified Form Language (UFL) (Logg, Mardal e Wells,
2011), que é a linguagem especifica de dominio para a declaracdo da discretizacdo via MEF de
formas variacionais e funcionais.

O DOLFIN dispde de operadores basicos e até de operacdes mais complexas para definicdo
das formas variacionais, permitindo que nele sejam configurados c6digos com uma notagéo
muito préxima da matematica. A Tabela 1 apresenta algumas operacdes matematicas, com a
simbologia utilizada em DOLFIN.

Alguns operadores na notacdo UFL ainda s&o fornecidos para a implementacdo de métodos

de Galerkin descontinuos. A restri¢cdo de uma funcao para o lado positivo e 0 negativo de uma
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aresta no interior do dominio é expressa simplesmente por u('+") e u('="), respectivamente.
Além disso, os operadores salto e média, sdo denotados por jump(u,n) e avg(u), sendo n o
vetor normal unitario. Esses operadores podem somente ser usados quando integrados sobre
aresta interiores, usando a denotacdo * dS (LOGG, MARDAL e WELLS, 2011).

Tabela 1 - Operac¢des matematicas na notacdo de DOLFIN.

Operagdes Simbolos
Adicgao (a+b)
Multiplicacéo (a*b)
Integragéo (a*dx)
Produto Interno dot()
Divergente div()
Gradiente grad()

Fonte: O Autor.

Assim, a implementacdo da formulacdo expressa na Equacdo 31 para a solucdo de Darcy,

no programa SIMEFres, é ilustrada na Figura 7.

Figura 7 - Formulagdo do MDGME implementado em SIMEFres.

FacetMormal({mesh)
CellDiameter (mesh)
g = (h{'+")+h({"-"))/2

6 b8 = dot(A*u,v)*dx - p*diviv)*dx - g*div(u)*dx

T - deltal*dot(u+K*grad{p), A*v-grad(q))*dx \

8 + deltaz*Amax*div{u)*div(v)*dx

15Ib1 = avg(p)*jump(v,n)*dSs + jump(u,n)*avg(qg)*ds \

11 - (betau*h_avag)*avg(Amax)*jump{u,n)*jump(v,n)*ds \

avi

12 + (betap/h_ava)*avg{kmax)*dot{jump(p,n), jump{g,n))*ds
13

14 b2 = p*dot(v,n)*ds(2) + dot{u,n)*q*ds(2) \

15 - (betau*h)*Amax*dot{u,n)*dot({v,n)*ds{2)

16 + (betap/h)*Kmax*dot(p*n, g*n)*ds{1)

17

15 B = b@+bi+b2

19

20L = - f*g*dx + delta2*Amax*fediv(v)*dx \

21 - pB*dot(v, n)*ds{1) + (betap/h)*Kmax*p@*qg*ds{1) \
22 + uB*q*ds(2) - (betau*h)*Amax*u@*dot(v, n)*ds(2)

Fonte: O Autor.
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Conforme ilustrado na Figura 7, primeiramente sdo obtidos os pardmetros de malha
requeridos, como os vetores n unitarios normais de cada aresta da malha e o pardmetro de malha
h. Alem disso, anteriormente, séo especificados os parametros de estabilidade &,, &,, B, € .
Os simbolos dx, ds(1), ds(2), e dS, representam a integracdo sobre os elementos, sobre 0s
contornos onde sdo impostas as condic¢des de Dirichlet, sobre os contornos onde sédo impostas
as condi¢fes de Neumann, e sobre os contornos dos elementos no interior da malha,
respectivamente.

Por fim, o sistema de equacdes é montado e resolvido no comando da linha 26 da Figura 8,
sendo w a representacdo do elemento misto, dado pela combinacéo dos elementos finitos para

velocidade u e para a pressao p.

Figura 8 - Solucdo do MDGME para os campos de pressdo e velocidade.

Sw = Function(W)
& solve(B == L, w)
(u, p) = w.split()

Fed B [od P
=y

=]

Fonte: O Autor.

O FENICS resolve o problema através da interacdo entre seus componentes (Figura 9). Apos
a implementacdo da forma variacional descrita em UFL, estas sdo compiladas utilizando o
FENiCS Form Compiler (FFC) (Logg, Mardal e Wells, 2011), responsavel pela real geragdo
automatica do cédigo otimizado em linguagem de baixo-nivel. Este c6digo se encontra no
formato padrdo do Unified Form-assembly Code (UFC), podendo ser acessado através de
classes de DOLFIN. Este, entdo, automatiza a montagem do sistema proveniente da
discretizacdo da forma fraca definida em SIMEFres. O DOLFIN possui interfaces com colecoes

de solucionadores de equac0es lineares, que sdo acessados para a solucdo do problema discreto.

Figura 9 - Interacdo entre os componentes de FEniCS para a solucdo do problema.

mathematical form UFC global matrix PDE
problem implementation  interface assembly solver

weak form > - - -

Fonte: Adaptada de Luna (2012).
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4.3 POS-PROCESSAMENTO

Apbs a solucdo de um determinado problema, os resultados sé&o visualizados na etapa de
pos-processamento. Neste trabalho, foram utilizadas duas ferramentas de visualizacdo, o
Matplotlib e o Paraview.

O Matplotlib ¢ uma biblioteca popular de plotagem em duas dimensdes em Python,
apresentando uma interacdo natural com o DOLFIN. Desta forma, ele foi utilizado para algumas
plotagens de resultados bidimensionais, por oferecer simplicidade e praticidade. O DOLFIN
permite também a visualizacdo rapida ndo sé através do Matplotlib, mas por sua ferramenta
prépria de visualizacdo, chamada Viper.

O Paraview (Henderson, 2007) é um software, de cddigo aberto, de visualizacdo e analise
de dados de multiplas plataformas. Ele contém inumeras ferramentas de visualizacdo de
resultados tridimensionais, que sdo acessadas por uma interface gréfica, utilizando técnicas
qualitativas e quantitativas. Para a visualizagdo com o Paraview, foram utilizadas fungdes de
impressdes do DOLFIN, para os dados armazenados e resultados obtidos no processo da
simulacdo. A Figura 10 ilustra a impressdo dos resultados para os campos da pressdo e

velocidade para serem visualizados em Paraview.

Figura 10 - Procedimento para salvar a solucdo do problema.

ufile_pvd = File("results?/velocidade.pvd™)
ufile_pvd <= u

pfile_pvd = File("results2/pressaoc.pvd"”)
pfile_pvd =< p

Fonte: O Autor.

Nesta etapa ainda foram computados os erros com o objetivo de se avaliar a acuracia da
solugdo numérica dada pelo método implementado. Para isso, foram calculados dois tipos de
erros: o erro da norma L e o erro da norma do maximo.

O erro da norma L é definido por:

E,, = fﬂ (pe — P)? dx (32)

onde p € a solugdo numérica obtida e p, € a solucéo analitica ou uma solugéo referéncia, de um

determinado problema.
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O erro da norma do méaximo € definido como o valor maximo do erro entre todos 0s veértices
da malha de elementos finitos.

Em SIMEFres, o erro da norma L foi computado através da fungéo errornorm do FEniCS.
Segundo Logg, Mardal e Wells (2010), o procedimento simples para se computar o erro,
conforme ilustrado na Figura 11, pode introduzir erros significativos de arredondamento. Desta
forma, a fungdo errornorm calcula o erro da norma L., interpolando as solucbes p e p,
(representadas por u e u_e nas Figuras 11 e 12, respectivamente) em um espaco de elementos
finitos de maior ordem, subtraindo os seus graus de liberdade e, em seguida, realizando a
integracdao do campo do erro. A funcdo errornorm do FEnICS ¢é ilustrada na Figura 12.

Figura 11 - Cémputo impreciso do erro da norma L..

error = (u_e - u)**2xdx
E = sqrt(abs(assemble(error)))

Fonte: Logg, Mardal e Wells (2011).

Figura 12 - Func¢do errornorm para o computo do erro da norma L.

def errornorm(u_e, u):
V = u.function_space()
mesh = V.mesh()
degree = V.ufl_element () .degree()
W = FunctionSpace(mesh, ’P’, degree + 3)
u_e_W = interpolate(u_e, W)
u_W = interpolate(u, W)
e W = Function(W)
e_W.vector()[:] = u_e_W.vector().array() - u_W.vector().array()
error = e_W*x*2xdx
return sqrt(abs(assemble(error)))

Fonte: Logg, Mardal e Wells (2011).

Para calcular o erro da norma do maximo, inicialmente sdo computados os valores de p € p,
em todos os veértices da malha, subtrai-se os resultados, e entdo encontra-se 0 maximo valor
absoluto da diferenca.

Por fim, sdo computadas as taxas de convergéncia em relacéo aos erros, que é definida como:

. In(E;_, /E;)
InCh;—1/h;)
onde E representa o erro, h € o parametro de malha, e i € um indice que representa que a

(33)

comparacdo dos erros estd sendo realizada entre duas malhas consecutivas, em relagdo a uma

escala de refinamento de malha.
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5 RESULTADOS

Nesta secdo sdo apresentados estudos de casos, onde foram desenvolvidos problemas
modelos regidos pela equacio de Darcy. E importante mencionar que na area da simulacéo de
escoamentos em reservatorios de petroleo, devido a perfuragbes de pogos, que, em geral, sdo
tratados como termos fontes pontuais, além de permeabilidade heterogenia e mudancas bruscas
nas condicdes de contorno, € comum o surgimento de singularidades ou elevados gradientes de
pressdo (LUNA, 2012).

Portanto, o principal objetivo desta secdo é a validacdo do desempenho do Método de
Elementos Finitos DG misto estabilizado implementado neste trabalho para a solucdo do
problema de Darcy.

A Tabela 2 apresenta os valores dos termos de estabilidade adotados para a maioria dos
exemplos numéricos realizados nesta se¢do, com base, principalmente, no trabalho de Hughes,
Masud e Wan (2006) e de Joshaghani, Joodat e Nakshatrala (2018).

Tabela 2 - Valores dos termos de estabilidade adotados para as analises.

Termos de
Estabilidade Valores
Bu 0,0
Bp 0,0
5, 0,5
5, 0,0

Fonte: O Autor.

5.1 MEIO HETEROGENEO E SUAVEMENTE ANISOTROPICO

Este problema consiste de um exemplo modelo, que foi originalmente proposto por
Crumpton et al. (1995), e tem sido analisado por diversos outros trabalhos, como Carvalho
(2005), Luna (2012) e Contreras (2012), utilizando diferentes métodos de elementos finitos e
volumes finitos para a sua solugdo numeérica.

O dominio é dado por um quadrado com dimensfes [—1,1] x [—1, 1], onde o tensor

permeabilidade do meio é dado por:
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(11 0
| [0 1 parax <0
K = 4 (34)
2 1
L‘P[l 2 parax >0

Na Equacdo 34, ¥ é a intensidade da descontinuidade em x = 0.
As condicdes de contorno séo do tipo Dirichlet, e consiste na solugédo analitica do problema,
sendo dadas por:

(2sen(y) + cos(y))¥x + sen(y) ; Vx<0

p = (35)
e* sen(y); Vx>0

O termo fonte é dado por:

(2sen(y) + cos(y))¥x + sen(y) ; Vx<0

fxy) = (36)
—2e* ¥ cos(y); Vx>0

Na resolucao deste problema foram consideradas malhas triangulares ndo-estruturadas, com
dimensGes aproximadas de (8x8), (16x16), (32x32), (64x64) e (128x128). Além disso, foram
utilizados elementos descontinuos de 12 ordem para a pressao, e de 22 ordem para a velocidade.
A Figura 13 apresenta a malha (8x8) utilizada neste caso, juntamente com a componente K,

do tensor de permeabilidade.

Figura 13 - Malha 8x8 do exemplo 5.1 com a componente K, da permeabilidade.

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fonte: O Autor.
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Na Figura 14, sdo apresentados os campos de pressdes obtidos neste trabalho para os

diferentes valores ¥, utilizando a malha 64x64.

Figura 14 - Resultados da presséo do problema 5.1.
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Fonte: O Autor.

Os erros da norma do méximo e da norma L relacionados a solugdo analitica para o campo
da pressao, juntamente com os obtidos por Luna (2012), estdo nas Tabelas 3, 4, 5 e 6, para 0s
casos de ¥ igual a 1, 10, 100 e 1000, respectivamente. O trabalho de Luna (2012) foi preferido
para a realizacdo dessa comparacgdo, devido a este autor ter utilizado exatamente 0 mesmo
procedimento para a obtengdo dos erros da norma L> e do maximo, ou seja, assim como neste
trabalho, os erros foram computados utilizando as ferramentas de FEnICS.

E possivel observar das tabelas, que Luna (2012) obteve resultados com uma ordem de

convergéncia maior do que os encontrados neste trabalho. O trabalho do Luna (2012), utilizou
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para este exemplo, um Meétodo de Elementos Finitos Misto Estabilizado e, em ambos os

trabalhos, foram adotadas interpolacdes lineares para a presséo.

Além disso, na Figura 15 é apresentado contornos de superficies para o caso ¥ =1,

utilizando a malha 16x16, com o objetivo de se analisar de melhor maneira se a solucao

numérica nao apresentou singularidades nao reais em nenhuma regido do dominio.

Fonte: O Autor.

Figura 15 - Contorno de superficie para a pressao, no caso ¥ = 1.

— 2.3e+00

— -2.3e+00

Tabela 3 - Erros da norma L e da norma do maximo para o problema5.1e ¥ = 1.

Malha ||[EL2|| ||Emax||
(w=1) ||EL2|| ||Emax|| (Luna, 2012) (Luna, 2012)
8x8 7.79E-03 1.06E-02 4.50E-02 5.40E-02
16x16 5.71E-03 6.08E-03 2.00E-02 2.70E-02
32x32 2.08E-03 3.38E-03 9.80E-03 1.30E-02
64x64 1.33E-03 1.81E-03 4.80E-03 6.60E-03

128x128 5.38E-04 7.45E-04 2.40E-03 3.20E-03

Fonte: O Autor.



Tabela 4 - Erros da norma L, e da norma do maximo para o problema 5.1 e ¥ = 10.

Malha
(¥ =10)
8x8
16x16
32x32
64x64
128x128

lIEv2||
7.92E-02
1.73E-02
5.16E-03
1.90E-03
8.27E-04

[[Emax||
2.73E-01
7.69E-02
1.90E-02
6.33E-03

1.46E-03
Fonte: O Autor.

IEL2|]
(Luna, 2012)
1.80E-01
5.20E-02
1.80E-02
7.70E-03
3.60E-03

[|Emax]|
(Luna, 2012)
9.20E-02
3.80E-02
1.90E-02
9.20E-03
4.60E-03

Tabela 5 - Erros da norma L, e da norma do maximo para o problema 5.1 e ¥ = 100.

Malha
(¥ =100)
8x8
16x16
32x32
64x64
128x128

[[EL2]
7.81E-01
1.61E-01
4.09E-02
1.08E-02
2.30E-03

[[Ema||
2.68E+00
8.35E-01
1.78E-01
5.40E-02

7.67E-03
Fonte: O Autor.

lIEL2||
(Luna, 2012)
1.70E+00
4.30E-01
1.10E-01
2.80E-02
7.90E-03

[|Emax|
(Luna, 2012)
8.60E-01
2.90E-01
8.80E-02
2.50E-02
7.20E-03

Tabela 6 - Erros da norma L, e da norma do maximo para o problema 5.1 e ¥ = 1000.

Malha
(¥ = 1000)
8x8
16x16
32x32
64x64
128x128

[[EL2]
7.82E+00
1.61E+00
4.07E-01
1.06E-01
2.13E-02

[[Emax]|
2.68E+01
8.42E+00
1.82E+00
5.57E-01
7.85E-02

Fonte: O Autor.

[[E2|
(Luna, 2012)
1.70E+01
4.30E+00
1.10E+00
2.70E-01
6.80E-02

[|[Emax]|
(Luna, 2012)
8.80E+00
2.90E+00
9.20E-01
2.70E-01
7.90E-02

45
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5.2 PROBLEMA 1/4 DE CINCO POCOS

Este caso consiste em um real problema de escoamento de éleo no processo de injecdo com
uma configuracao padrdo de cinco pogos (Figura 16, esquerda), sendo um pogo injetor e quatro
pocos produtores, alinhados na diagonal principal, conforme Peaceman (1977).

O problema é comumente analisado em trabalhos que estudam escoamentos em
reservatorios de petroleo. O trabalho presente se baseou nas condi¢Ges impostas em Hughes,
Masud e Wan (2006), Nunez (2014) e Nunez et al. (2017).

Figura 16 - Problema de cinco pogos e dominio computacional.

y.l\

1.0

p P )
I ﬁ’: Poco injetor

P . : Pogo produtor

I by

\J

Fonte: Adaptado de Nufiez (2014).

O dominio foi dado por um quadrado [0, 1] x [0, 1], representando apenas um quarto do
reservatorio. A injecdo do fluido, em geral a agua, no processo de extracdo de petréleo, foi
modelada pelo termo fonte, distribuido linearmente no elemento mais proximo a regido do poco
injetor, com f =100, e no elemento mais préximo do pog¢o produtor, com f =-100. A Figura 16
(direita), ilustra 0 dominio com uma representagdo de como o termo fonte é distribuido nas
regides do poco produtor do reservatorio. Para as condi¢fes de contorno, foram consideradas,
velocidades normais nulas em todo o contorno do dominio. Além disso, foi prescrita uma

presséo p, = 0, no ponto (1,0).
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Figura 17 - Dominio heterogéneo para o problema de 1/4 de cinco pogos.
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Fonte: Adaptado de Nufiez (2014).

Inicialmente, foi simulado um caso de reservatério homogéneo, com permeabilidade
isotropica K = 1, sendo | a matriz identidade bidimensional. Posteriormente, foi simulado um
caso, cujo dominio apresentava dois valores de permeabilidade, como ilustrado na Figura 17.

Estes dois subcasos, serviram unicamente para se ter uma noc¢éo preliminar do fenémeno
que rege esse problema. Os resultados qualitativos para as pressdes e velocidades dessas duas
configuracdes sdo apresentados nas Figuras 18 e 19.

Figura 18 - Resultados de pressdes e velocidades para 0 meio homogéneo.
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Fonte: O Autor.
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Figura 19 - Resultados de presses e velocidades para 0 meio heterogéneo.
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Fonte: O Autor.

Para uma andlise qualitativa deste problema, foi proposto um caso adaptado de Nufiez et al.
(2017). Neste, o termo fonte foi distribuido linearmente em uma regido préxima ao poco injetor,
dada por [0,1/4] x[0,1/4], sendo f = 100 no ponto (0,0), e distribuido em
[3/4,1] x [3/4,1], com o valor de f = -100 no ponto (1,1). As condi¢des de contorno
permaneceram as mesmas.

O tensor permeabilidade foi dado apenas por suas componentes K, e K,,,,, sendo K,,, =

yy:
Ky, = 0, consistindo de um problema ortotropico. Além disso, o dominio foi dividido em 16
diferentes regiGes de permeabilidade (como ilustrado na Figura 16), sendo os seus valores K,
e K,,,, definidos por fungGes random de Numpy (mddulo de Python que trabalha com matrizes),
ou seja, por valores gerados aleatoriamente, dentro de uma faixa de 0,001 a 2,0. A Figura 20
ilustra os valores de permeabilidade que foram utilizados para os resultados que serdo
apresentados nesta secao.

Para este problema foi realizado um estudo de convergéncia de malha, considerando como
referéncia o resultado obtido para uma malha triangular alinhada 100x100. Desta forma, foram
obtidos erros de norma do maximo e da norma L, para malhas triangulares alinhadas,
considerando elementos de 12 ordem para a pressao e 22 ordem para a velocidade. A Tabela 7

apresenta os erros resultantes e as taxas de convergéncia.
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Figura 20 - Dominio altamente heterogéneo para o problema 5.4.

— 19e+00

Fonte: O Autor.

Tabela 7 - Erros e taxas de convergéncia para o problema 5.2.

Malhas [|EL2]| ||Emax| re2 I max
4x4 1.48E+00 2.91E+00 - -
8x8 6.11E-01 1.29E+00 1,28 1,17

16x16 2.61E-01 5.82E-01 1,23 1,15

32x32 1.07E-01 2.49E-01 1,29 1,22

64x64 2.97E-02 8.87E-02 1,84 1,49
100x100 - - - -

Fonte: O Autor.

A Figura 21 apresenta o perfil da pressdo no dominio da malha 16x16. Este resultado condiz
com o esperado pelas conclusdes obtidas nos subcasos anteriores. Além disso, mesmo com a
presenca de varias transi¢Oes de valores de permeabilidade, ndo foram encontradas regides com
oscilacBes espurias de pressdo. A Figura 22 apresenta o perfil de velocidade em todo o dominio.

Um fato observado na Figura 22 é que as condi¢fes impostas para que as velocidades
normais sejam nulas em todo o contorno do dominio ndo foram satisfatoriamente atendidas.
Desta forma, na Figura 23 é apresentado os resultados das velocidades, na mesma malha 16x16,
com as mesmas condi¢fes, porém com o termo de estabilidade g, alterado. O novo valor de
B = 101° foi proposto com base em algumas consideracdes realizadas por Igreja (2015). Com
esse novo valor de 3, pode-se concluir que a condi¢do de Neumann foi melhor imposta,

resultando em valores de velocidades mais precisos.
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Figura 21 - Resultados para as pressdes do problema 5.4.

Fonte: O Autor.

Figura 22 - Resultados para as velocidades do problema 5.4.
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Fonte: O Autor.



Figura 23 - Resultados para as velocidades do problema 5.4, com 5, = 10°,
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Fonte: O Autor.

os dois casos simulados.

Tabela 8 - Resultados do fluxo resultante nas fronteiras.

Caso Fluxo Volumétrico (u.v./u.t.)
Bu=10 -0.1482
By = 1010 2.844E-13

Fonte: O Autor.

o1

Além disso, a fraca imposi¢do da condigdo de contorno de Neumann no caso apresentado
na Figura 22 (ou seja, com f,, = 0), resulta em uma consequéncia incoerente com o problema
fisico de reservatdrios de petroleo. Este resultado apresenta regides no contorno do dominio
onde estaria acontecendo vazamentos de fluidos no reservatorio, o que ndo ocorre na realidade.
Desta forma, uma maneira de avaliar o efeito do termo de estabilidade S,, nos resultados para
0 campo da velocidade € a realizacdo do computo do fluxo volumétrico normal a fronteira do

dominio. A Tabela 8 apresenta os resultados do fluxo resultante nas fronteiras do dominio, para
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5.2 MEIO HOMOGENEO E FORTEMENTE ANISOTROPICO

Este exemplo foi retirado de Contreras (2017), com o objetivo de se avaliar o principio do
méaximo discreto (DMP).

Segundo Contreras (2017), idealmente, os métodos numéricos utilizados para a solugéo do
campo da pressdo no problema de escoamentos monofasicos em meios porosos deveriam
preservar a positividade da solucdo numérica, ou, a0 menos, o principio do maximo discreto
(Discrete Maximum Principle, DMP). Ele ressalta que a ndo satisfacdo do DMP, no contexto
da simulacdo de reservatorios de petrdleo, implica em se obter solucbes nédo-fisicas para o
campo das pressoes.

O dominio consiste de um quadrado [0, 1] x [0, 1], com tensor anisotrépico dado por:

_[cos(8) —sen(6)]1100 0 cos(8) sen(8)
_[sen(e) cos(6) [O 0.01] [—sen(é)) cos(6)

O termo fonte € nulo em todo o dominio e as condi¢bes de contorno sdo do tipo Dirichlet,

com 8 =40° (37)

com a pressdo dada por uma funcéo linear continua por partes definida por:

1; sobre [0.0,0.2] X 0.0 U 0.0 x [0.0,0.2]
)0, sobre [0.81.0] X 1.0 U 1.0 x [0.8,1.0]
P=1 05; sobre 10.2,1.0] x 0.0 U 0.0 X]0.2,1.0]
0.5; sobre [0.0,0.8]x 1.0 U 1.0 x [0.0,0.8]

A condicdo de DMP para esse caso, entdo, é de que ndo se pode haver resultados de pressao

(38)

acima de 1 em todo o dominio, e somente valores positivos.
Para esta analise foram utilizadas 3 malhas triangulares alinhadas de 24x24, 50x50 e 90x90.
A Figura 24 apresenta a malha 24x24 utilizada.

Figura 24 - Malha 24x24 utilizada para o problema 5.3.

Fonte: O Autor.
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A Figura 25 apresenta o campo de presséo obtido na malha 24x24, obtendo um resultado
condizente com a fisica do problema. A Tabela 9 apresenta mais detalhadamente os resultados

encontrados para a pressdo maxima e minima no dominio computacional.

Figura 25 - Resultados do campo da pressao para o problema 5.3.
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Fonte: O Autor.

Tabela 9 - Pressdes minimas e méximas obtidas para o problema 5.3.

Malhas Pressdo minima Pressdo maxima
24x24 -0.00049 1.02426
50x50 -0.00028 1.04263
90x90 -0.00177 1.04998

Fonte: O Autor.

Esta tabela mostra que apesar dos resultados condizentes com a fisica do problema, ainda
ocorrem pequenas oscilagdes no perfil do campo da pressdo, ndo permitindo que o método
satisfaca 0 DMP.

Assim como realizado no problema anterior, este caso foi testado para um valor
relativamente grande do termo de estabilidade, considerando g, = 1000, mantendo-se 3, = 0.

Diferentemente do estudo anterior, o termo de estabilidade proposto para ser ndo nulo e igual a



54

1000, foi o termo f,,, ja que aqui foram impostas condicGes de Dirichlet. A Tabela 10 apresenta
os valores de pressdes maximas e minimas para esta nova situacdo, para as mesmas malhas
apresentadas anteriormente. No entanto, foi observado que os resultados se mostraram ainda

mais imprecisos em relagéo ao DMP.

Tabela 10 - PressGes minimas e maximas obtidas para o problema 5.3, com g, = 1000.

Malhas Pressdo minima Pressdo maxima
24x24 -0.14069 1.17011
50x50 -0.15965 1.18908
90x90 -0.16708 1.19651

Fonte: O Autor.

5.4 MEIO FORTEMENTE HETEROGENEO E ANISOTROPICO

Este exemplo foi retirado de Queiroz et al. (2014) e Contreras (2017), também com o
objetivo de se avaliar o principio do maximo discreto (DMP). Queiroz et al. (2014)
implementaram um Método de Volumes Finitos Nao-Linear (NFVL) que, dependendo da
estratégia de interpolacdo, apresentam resultados falhos na solucédo (conforme Figura 26.a) e
resultados que ndo sé representam bem o comportamento fisico, como mantém a positividade

(conforme Figura 26.b) do exemplo 5.4, aqui apresentado.

Figura 26 - Resultados do NFLV implementado em Queiroz et al. (2014).

(a) (b)

Fonte: Queiroz et al. (2014).

O dominio consiste de um quadrado [0, 1] x [0, 1] com um furo quadrado no seu centro
dado por [4/9,5/9] % [4/9,5/9]. O tensor permeabilidade foi dado por:
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cos(6) —sen(@)] 100 O [cos(@) sen(0)] .
[sen(@) cos(8) [ 0 0.01] —sen(8) cos(0)]’ sex 0.5
K= (39)
2 2 (1 _
I yit axi (12 a)y12x1 com a =103 ; sex > 0.5
—1 -y xi t ayi

onde os valores dos parametros 8 = /2,x;, = x + 1073,y; = y + 1073 foram retirados de
Queiroz et al. (2014).

As condic¢des de contorno sdo do tipo Dirichlet, sendo a pressdo no contorno externo do
dominio dada por p.,: = 0 e a presséo no contorno do furo dada por psy,, = 2. Além disso, o
termo fonte € nulo em todo o dominio.

A condicdo de DMP para esse caso, entdo, é de que ndo se pode haver resultados de pressao
acima de psyr, €m todo o dominio, da mesma forma que ndo sdo adequados resultados
negativos (ou seja, valores menores que Pext)-

Para esse problema foram utilizadas 3 malhas néo estruturadas triangulares com 894 e 3374
elementos, e outra (714 elementos) com um refinamento mais local na descontinuidade da
permeabilidade e nas proximidades do furo. A Figura 27 apresenta as malhas com 894 e 714
elementos, e os seus valores para a componente K,, do tensor permeabilidade. Foram

utilizados elementos de 12 ordem para a presséo e elementos de 22 para a velocidade.

Figura 27 - Malhas com 894 (esquerda) e 714 elementos (direita).
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Fonte: O Autor.
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Na Figura 28 pode-se observar que o método DG misto estabilizado representa bem a fisica
do problema. Ou seja, a pressdo aumenta do contorno externo do dominio para o furo, com
preferéncia a algumas direcdes.

Entretanto, ainda € possivel observar (Figura 28) que o método obteve pequenos valores

acima de 2.0, e também pequenos valores negativos, em algumas regides do dominio.

Figura 28 - Resultados obtidos para a presséo no problema 5.4.

Fonte: O Autor.

A Tabela 11 apresenta os valores de pressdes maximos € minimos para os resultados

obtidos nas trés malhas.

Tabela 11 - Pressdes minimas e maximas obtidas para o problema 5.4.

Malhas (n° elementos) Pressdo minima Pressdo maxima
714 -0.04306 2.04831
894 -0.11855 2.0359%4
3374 -0.08284 2.05885

Fonte: O Autor.
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Desta forma, pode-se concluir que realizando-se um refinamento condizente com o
dominio, os resultados apresentam erros na ordem da segunda casa decimal para os critérios de
DMP e positividade.

Além disso, a Tabela 12 apresenta estes mesmos indicadores de pressfes maximas e
minimas, para um caso onde 8, = 10000, apresentando resultados melhores em relagéo ao
critério de DMP.

Tabela 12 - PressGes minimas e maximas obtidas para o problema 5.4, com 8, = 10000.

Malhas (n° elementos) Pressdo minima Pressdo maxima
714 -0.04317 2.00018
894 -0.07444 2.00015
3374 -0.09300 2.00011

Fonte: O Autor.

E importante ressaltar que Contreras (2017) ainda menciona que Le Potier (2005), Lipnikov
et al. (2007) e Yuan e Sheng (2008) fundamentam que qualquer método linear é propenso a
promover resultados com oscila¢fes espurias, ndo atendendo a preservacdo do DMP e da
positividade. Desta forma, apesar do método de Galerkin descontinuo misto estabilizado nao
ter atendido a esses critérios, ele obteve valores de pressdes muito préximos destes limites nos
exemplos 5.3 e 5.4. Isto afirma que, em se tratando de um método linear, a formulacéo
implementada neste trabalho obteve resultados bastante satisfatorios.

5.5 PROBLEMA EM UM DOMINIO TRIDIMENSIONAL

O altimo caso, consistiu apenas de uma extensdo do problema 5.2 simulado em um dominio
tridimensional, apenas com o objetivo de demonstrar a capacidade das ferramentas
computacionais baseadas no FENiCS. Para isto, foram adotados 3, = 10°, enquanto S, = 0.

O caso simulado consistiu de um dominio com formato de paralelepipedo simples
[0,2] x [0,2] x [0, 1], representando um reservatorio com propriedade homogénea, onde o
tensor permeabilidade é dado pela matriz identidade tridimensional em todo dominio. A Figura

29 mostra a malha tetraédrica, contendo 3000 elementos e 726 nds, utilizada no exemplo.
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Figura 29 - Malha tetraédrica utilizada no problema tridimensional.

Fonte: O Autor.

A Figura 30 apresenta os resultados encontrados para a pressao e a velocidade no dominio
tridimensional. A Figura 31 apresenta estes resultados em uma secdo horizontal (z = 0,5) do

dominio.

Figura 30 - Resultados para a pressdo e velocidade no problema tridimensional.

Pressao

Velocidade
— 1.3e+01

— 8.2e+00

Fonte: O Autor.



Figura 31 - Resultados do problema tridimensional em uma secéo horizontal (z = 0,5).

Fonte: O Autor.
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6 CONCLUSAO

No presente trabalho, foi implementado o Método de Elementos Finitos de Galerkin
Descontinuo Misto Estabilizado para a equacgéo de Darcy, aplicado a problemas de reservatérios
de petréleo. Este método foi analisado através da sua aplicagdo em exemplos modelos.

Conforme analisado, 0 método obteve bons resultados numericos, condizentes com as
situacOes fisicas dos problemas, e com resultados prévios encontrados na literatura. Além disso,
no primeiro exemplo, foi observado que este método obteve taxas de convergéncia melhores
que as encontradas pelo método de elementos finitos misto estabilizado implementado por Luna
(2012). No segundo exemplo, concluiu-se que este método é convergente e robusto para
modelos altamente heterogéneos, ja que ndo apresentou oscilagcbes ndo fisicas nos seus
resultados. Nos exemplos 5.3 e 5.4, foram simulados casos onde além da heterogeneidade da
permeabilidade, os seus tensores eram caracterizados por forte anisotropia. Observou-se, para
estes casos, que 0 método ainda apresentou pequenas oscilacdes em relacdo aos critérios de
positividade e DMP.

Um fato interessante, foi levantado nos exemplos 5.2 a 5.4. A importancia de se definir
corretamente, e precisamente, os termos de estabilidade definidos sobre as interfaces dos
elementos. Isto, devido a concluséo de que estes termos estdo intrinsicamente relacionados com
as condicOes de contorno impostas nos problemas. Desta forma, a sua escolha inadequada pode
promover resultados imprecisos, tanto para a pressao, como para a velocidade. Foi notado, que
estes termos, em geral, impdem mais fortemente as condi¢bes de contorno na formulacéo.
Apesar disso, pode ser observado dos resultados que a defini¢do destes termos ndo é facil de
ser realizada. O ideal é que para cada caso especifico analisado os pardmetros sejam escolhidos
com base na sua influéncia na precisdo das aproximacdes da pressao ou da velocidade, através
de estudos numéricos do problema.

O método ainda se mostrou extensivel para casos tridimensionais. No entanto, ainda sao
necessarias analises mais rigorosas para a completa validacao desta extensdo, principalmente
para casos com situag0es mais complexas e reais.

Desta forma, este trabalho desempenhou bem o seu objetivo, de implementar e analisar o
desempenho do Método de Elementos de Finitos de Galerkin Descontinuo Misto Estabilizado
para a equacao de Darcy, concluindo que este método promove bons resultados para aplicaces
em reservatorios de petréleo, porém, com a ressalva de que este ainda deve ser melhor analisado

e explorado, principalmente em relagédo aos seus termos de estabilidade.
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