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RESUMO

Nesta dissertacdo descreve-se primeiramente o modelo dindmico do fluido relacionado as equa-
¢Oes do Fluxo Bioconvectivo e que estd fundamentado nas equacdes de Navier-Stokes; como
o fluido é viscoso e incompressivel o novo sistema de equacdes é complementado por certas
condicdes inicias e de contorno. Finalmente se apresentam resultados sobre a existéncia de
solucdes do problema estacionario e nao estacionario. A existéncia da solucdo do problema
estacionario, deve-se a escolha arbitraria da concentracao total de microrganismo estritamente
maior que zero. Como resultado da existéncia da solucdo do problema estacionario, estuda-se
a positividade pontual da concentracdao. Formula-se também o problema do decaimento para
as equacdes que regem as perturbacdes da solucdo estacionéria cuja concentracdo total é igual
a dos dados iniciais e mostra-se que se a solucdo estaciondria for suficientemente pequena,
entdo existe uma solucdo global fraca. Dita solucdo é obtida pelo método de Galerkin. Lembre
que para a existéncia e toma de dita base ortonormal completa no método de Galerkin, é

necessario que el operador simétrico seja auto-adjunto.

Palavras-chaves: equacoes de fluxo bioconvectivo; equacoes de Navier-Stokes; solucdes fra-

cas; método de Galerkin.



ABSTRACT

This dissertation first describes the fluid dynamic model related to the Bioconvective Flow
equations and which is based on the Navier-Stokes equations; as the fluid is viscous and
incompressible, the new system of equations is complemented by certain initial and boundary
conditions. Finally, results are presented on the existence of solutions for the stationary and
non-stationary problem. The existence of the solution to the stationary problem is due to
the arbitrary choice of the total concentration of microorganism strictly greater than zero..
As a result of the existence of a solution to the stationary problem, the point positivity of
the concentration is studied. The decay problem is also formulated for the equations that
govern the perturbations of the stationary solution whose total concentration is equal to the
initial data and it is shown that if the stationary solution is small enough, then a weak global
solution exists. This solution is obtained by Galerkin's method. Remember that for the existence
and taking of this complete orthonormal basis in Galerkin's method, it is necessary that the

symmetric operator be self-adjoint.

Keywords: bioconvective flow equations; Navier-Stokes equations; weak solutions; Galerkin's

method.
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1 INTRODUCAO

A dinamica dos fluidos é um dos ramos mais complexos da dindmica estudando o movi-
mento e suas propriedades. Em (LEVANDOWSKY et al., 1975) e (MORIBE, 1973), M. Levan-
dowsky e Y. Moribe (1973-1975) apresentaram um modelo, o qual descreve o movimento do
fluido da reproducao dos microrganismos Tetrahymena pyriformis e Crypthecodinium cohnii.
Este modelo esté relacionado com as equacdes do fluxo bioconvectivo e em ambos trabalhos
mencionados foram discutidas ideias bioldgicas e fisicas, mas a analise matematica formal sé
foi realizada em (KAN-ON; NARUKAWA; TERAMOTO, |1992)). A bioconveccdo é uma convecgdo
causada pela concentracdo e movimento de certos microrganismos numa cultura.

Nesta dissertacdo, apresentamos um modelo matematico baseado nas equacdes de Navier-
Stokes que descrevem o movimento do fluido (i.e. viscoso e incompressivel) acoplado com a

concentracao dos microrganismos:

0
a—?—VAu+(u-V)u+Vp:g(1+70)x+f r e t>0,
divu =0 reQ, t>0, (1.1)
@—GA + (u-V) +U@—O €N, t>0
5 c+ (u c T €, :

onde 2 C R? é um dominio limitado com fronteira regular, c(z,t) representa a concentracio
no ponto x € Q, u(x,t) = (uy(z,t), us(z,t),us(x,t)) e p = p(z,t) denotam a velocidade
e a pressdo do fluido da reproducdo do microrganismo, f = (fi, f2, f3) a forca externa, g a
gravidade, v a viscosidade, 6 a taxa de difusdo do microrganismo. A constante positiva U
denota a velocidade media de nado dos microrganismos e v a densidade do organismo no
fluido. A condicdo div u = 0 garante que modelo seja homogéneo e incompressivel (SOHR,
2001)).

O objetivo deste dissertacdo é estudar a existéncia de solucdes fracas do problema nao
estacionario (|1.1) e da sua versdo estacionaria. A solucdo do problema estacionario é obtida
via o principio de Leray-Schauder e no problema nZo estacionario usamos o Método de Galerkin.

Esta dissertacdo estd estruturada da seguinte maneira: no Capitulo 2, descrevemos as
notacdes que serao usadas, alguns resultados classicos da teoria dos espacos funcionais, dos
espacos de Sobolev, alguns resultados sobre a conservacdo de massa e um resumo das equacdes
de Navier-Stokes.

No Capitulo 3 descrevemos primeiro o modelo dinamico do fluido e depois mostramos que
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para um « > 0 arbitrério, existe uma soluc3o fraca do problema estacionario com concentracao
total igual a a. Em seguida, analisamos a positividade pontual da concentracao da solucao.
O Capitulo 4 é dedicado ao estudo do problema n3o estacionario. Para isso, formulamos o
problema do decaimento para as equacdes que governam a perturbacdo da solucdo estacionéria
cuja concentracdo total é igual a dos dados iniciais, e definimos uma solucao global fraca para
este problema usando o Método de Galerkin. Entdo concluimos que se a solucdo estacionaria
for pequena o suficiente, existe uma solucdo global fraca para o problema perturbado. Para
usar o método de Galerkin mostramos que o operador P (—#A) é auto-adjunto, o que nos

permite construir uma base apropriada.
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2 CONCEITO PRELIMINARES

Neste capitulo introduzimos alguns resultados Uteis para uma melhor compreensdo do

trabalho.

2.1 ESPACOS FUNCIONAIS

Definicdo 2.1.1. Se 2 é um subconjunto de RY e p € R com 1 < p < 00, define-se o espaco
L (Q) = {f :Q — R; f mensuravel e |f|" € L! (Q)},
com
1/p
£ ey = 1, = ( / |f(x)|pdx> .
9)
Definicdo 2.1.2. Se  é um subconjunto de R”, define-se o espaco
L>®(Q)={f:Q—=R;f mensurdvel e 3C € R/ |f(x)| < C ¢.t.p. em Q},

com

£l = Il = Inf{C5 [f(2)] < C q.t.p. em Q}.

Lembre que || f]|,, é uma norma.

O seguinte resultado permite relacionar alguns espacos L”.

Teorema 2.1.1 (Desigualdade de Hélder). Se 1 < p < oo, u € LP(Q) e v € L” (Q), onde
1/p+1/p =1, entdou-veE LY(Q) e

/W@WMMSMMMQ- (2.1)
)
Demonstracao. A funcao
1
fty=—+——t
(t) P

possui para t > 0, o minimo valor zero, e este minimo é atingido apenas em ¢t = 1. Definindo

!
_P , , ~ .
t = ab », concluimos, para niimeros nao negativos a € b, que

ab
ab < —+

R (2.2)

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, a” = b”. Se [ull, = 0 ou |v], = 0, entdo

u(z)v(x) = 0 em Q, logo a desigualdade ([2.1)) é satisfeita. Caso contrério, a desigualdade é
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obtida pondo a = [u(z) eb= [v(z)] na desigualdade 1} e integrando sobre 2. Por dltimo,

lull, ~ vl

note que a igualdade em 1} ocorre se, e somente se, |u(z)|” e |v(z)]

em (). [ |

/
P s30 proporcionais

Observacao 2.1.1. Consequéncia do Teorema [2.1.1] Sejam f1, fo, ..., fr funcdes tais que

1 1 1 1
fiel’ (), 1<i<k, com - =—+—+...+— <1
P P P2 Pk

Entdo o produto f = f1- fo-...- fr € LP(Q) e

1l e < WAl on - Ll

O conceito de produto escalar é definido a seguir.

Definicao 2.1.3. Seja H um espaco vetorial. Um produto escalar (u,v) é uma forma bilinear
de H x H com valores em R, (uma aplicacdo de H x H em R a qual é linear em cada uma

das variaveis) de modo que:
i) (u,v) = (v,u) paratodou,v € H,
i) (u,u) >0 para todo u € H,
i) (u,u) #0 para todo u # 0.

Definicao 2.1.4. Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial H, munido de um produto
escalar (-,-) tal que H é completo para a norma |u| = \/(u,u). Ser completo significa que

toda sequéncia de Cauchy é convergente em H.

Observacao 2.1.2. Todo produto escalar satisfaz a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
[(u,0)] < Jul o] 72,

para todo u,v € H.

Teorema 2.1.2 (Representacdo de Riesz-Fréchet). Seja H um espaco de Hilbert. Um

funcional linear ¢ pertence a H* se, e somente se, existe um unico f € H, tal que
(p,xy = (f,z), para todo = € H.

Além disso, verifica-se

1= llell e
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Demonstracdo. Seja M = ¢ ' (0). Entdo M é um subespaco fechado de H. Se M = H,
isto é, ¢ = 0, o resultado é valido tomando f = 0. Suponhamos que M # H. Mostraremos

que existe um elemento g € H tal que:

g¢ M, |gj=1¢e (g,2) =0, paratodoze M.

Com efeito, sejam gy € H com gy ¢ M, g1 = Py, € g = |g0_gl|. Como x € H admite
go — g1
uma decomposicdo da forma x = Ag+ zcom A € Re z € M, temos que:
x
)\:<(p’ ) e z=ux—M\g.
(¢, 9)
A B . (e
Entdo, 0 = (g,2) = (9,2 — A\g) isto &, (g,2) = A = 0.0 Portanto,
9

(p,x)y = (f,z), paratodoz € H,
onde f é definido por f = (¢, g) g. |

Teorema 2.1.3 (Principio de Leray-Schauder). Sejam H um espaco de Hilbert separavel
e A é um operador completamente continuo em H, o qual é em geral, n3o Iinear.E] Se todas

as solucdes possiveis das equacoes

r = Nz,

para A € [0, 1] estiverem dentro de alguma bola |z| < p. Entdo a equagdo x = Az, tem pelo

menos uma solucao dentro dessa bola.
Demonstracao. Veja J. Leray and J. Schauder. (LERAY; SCHAUDER, |1934) p. 45 —78. N

Observacao 2.1.3. O Principio de Leray-Schauder é particularmente notavel na medida que

pode ser usado para tratar problemas onde n3o existe unicidade.

Definicao 2.1.5. Uma norma num espaco vetorial £ (real ou complexo) é uma aplicacdo

Il : X — R que satisfaz
i) ||z|]| > 0, para todo z € X, e ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0.
i) [[Az|| = |A] ||x||, para todo x € X e qualquer A € K.

i) ||z +y|| < |lz|| + ||y||, para todos x,y € X (desigualdade triangular).

1 A é dito completamente continuo (ou compacto) em H, se ele aplica conjuntos limitados de H, em

conjuntos precompactos de H (o fecho é um conjunto compacto).
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O par (X, ||-||) é chamado de espaco normado.

Definicao 2.1.6. Se E é um espaco normado. Uma sequéncia (z,)n,en € E converge fraca-

mente a z € E se ,}L{{}OT(%) =T (z) para todo T' € E*, onde E* é o dual de E.

Definicdao 2.1.7. E, F s3o dois espacos normados, diz-se que um operador linear T : £ — F
é compacto se (T'x,) possui subsequéncia convergente em F' para toda sequéncia limitada

(xn)neN cr.

Proposicao 2.1.1. Sejam E um espaco de Banach reflexivo, F' um espaco normado e 7" um
operador em L(E, F) onde L(E,F) é o espaco de todos os operadores lineares. Entdo T é
compacto se, e somente se, toda sequéncia (x,) fracamente convergente em E admite uma
subsequéncia (z,, ) tal que (T'z,, ) é convergente em F'.

Note que esta caracterizacao vale também quando E é um espaco de Hilbert.

Definicao 2.1.8. A topologia fraca o (F, E*) em E é a topologia mais grosseira associada a

colegdo (i) ;¢ p. de funcionais lineares.
Proposicao 2.1.2. Seja (z,,) uma sequéncia em E. Entdo

Se z, — x fracamente em o (F,E"), entdo (||z,|]) é limitado e |z| <liminf ||z,||
Demonstracdo. Para a demonstracdo veja Haim Brezis (BREZIS; BREZIS, 2011) p. 58. W

Teorema 2.1.4. Seja £ um espaco de Banach reflexivo e seja (z,) uma sequéncia limitada

em E. Ent3o existe uma subsequéncia (z,, ) que converge na topologia fraca o (E, E*).

Demonstracdo. Para a demonstracdo veja Haim Brezis (BREZIS; BREZIS, 2011) p. 69. W

2.2 RESUMO DOS ESPACOS DE SOBOLEV

Definicdo 2.2.1. Seja Q2 C RY um conjunto abertoe 1 < p < co. Dizemos que u € W (),
se u € LP (Q) e existem funcdes g1, 9o, ..., gy € LP () tal que
0
/ua—@:— gip paratodo p € CX(Q), i=1,...,N,
T J
onde C° () (ou C5° (£2)) denota o conjunto das funcdes de classe C'™° com suporte compacto

B

2

Uma funcdo tem suporte compacto se a aderéncia do conjunto onde n3o é zero forma um conjunto fechado
e limitado.
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Quando p = 2, denotamos o espaco Sobolev H' (Q) = W2 (Q).

O espaco W'? () é munido com a norma

ou
8177;

)l

p

N
lullyrs = llullz + 2
i=1

ou com a norma equivalente

p

ou
8%

1/p
) se 1 <p<oo.

N
<||u|lip oy
=1

Lp

O espaco H' () é munido com o produto escalar

N o ou Ov N ou Qv
(nyU)Hl = (uav)L2+;<axi7axi>L2 _Q/UU +;Q/8[E2(9$17

9 \ 1/2
L2)

Observacdo 2.2.1. O espaco W' () é um espaco de Banach para 1 < p < oo, reflexivo

e a norma associada
ou
8@»

N

2
||U||H1 = (HUHL2 + Z
i=1

a qual é equivalente a norma W2 (Q).

para 1 < p < oo e separavel para 1 < p < co. Em particular H* (Q) é um espaco de Hilbert

separavel, veja (BREZIS; BREZIS, 2011)).
Para m € N,;m > 1 o espagco WP (2) é definido da seguinte maneira.
Definicao 2.2.2. Sejam m > 2 um inteiro e 1 < p < 0o. Define-se por inducdo

W (Q) = {u e W™ P (Q); g“
€

c WP (Q), para todoz’zl,...,N}.

Alternativamente, podemos dizer que u € W™P(Q2) se, u € LP(Q)) e existem funcdes g, de

LP(Q2), 0 < |a| < m tal que

/uDaSde = (1)l /gawd:r, para todo ¢ € C2°(Q).
QO Q

Lembre que usamos a notacdo multi-indice estandar, o = (aq,...,ayn) com o; > 0 um

ndmero inteiro,
«
ap = el
- a1 a9 an
0x{"'0x5? - - - Oxy

N
la|=> o e D
=1

Observacdo 2.2.2. As funcdes g, (ou melhor, as classes de funcdes equivalentes determinadas

por elas) sdo chamadas derivadas de distribuicdo ou derivadas fracas de u e escrevemos D*u =

Ja-
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O espaco W™P (Q2), munido com a norma

lallgmoiy = 3 1Dl ey

0<|ar|<m

é um espaco de Banach. Quando p = 2, 0 espago H™ (2) = W™ (), munido com o produto

escalar

(U, V) gm = Z (D%, D)2,

0<|ar|<m

é um espaco de Hilbert.
De maneira similar, podemos considerar o espaco W™ (1) das classes de funcdes vetoriais

com norma definida por

1/2

p/2
HuHWm,p(Q) = /[Z Z ] dz u = (ul,...,uN).

) 10<‘a|<m

Os espacos W7 (1) sdo também um espaco de Banach, e para p = 2 é um espaco de Hilbert

com o produto interno
N _—
u ’U = /Z Do‘uiDavi dx.
Teorema 2.2.1 (Friedrichs). Seja u € W' (Q) com 1 < p < oo. Entfo existe uma
sequéncia (u,) de C2° (]RN) tal que
i) uplo — u em LP(Q).
i) Viglo = Vule em LP (w)" paratodo w cC Q.

No caso em que 2 = RY e u € WH(RY) com 1 < p < oo, existe uma sequéncia (u,,) de

cr (RN) tal que
a) u, —u em LP (RN).

b) Vu, - Vu em L? (RV)"

Para a demonstracdo veja Haim Brezis (BREZIS; BREZIS, 2011) p. 265.

Teorema 2.2.2. Suponha que ) seja Lipschitziana. Entdo existem constantes C; (N, p, ) e

Co(N, p, 2, ) tal que

/|u|p dr < C’l/|Vu\pdx se U= |Q|_1/udx =0, (2.3)

Q Q Q
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/|u|p dr < 02/|vu|p dr se |S|>clQ| (> 0), (2.4)
Q Q

para cada u € W'P(Q). Aqui S é o conjunto onde u(x) = 0. No caso de 2 = B(zo, R), a

bola aberta de centro x( e raio R > 0, podemos escrever
01(V7p, Q) = Cl(yv p)Rp’ 02(Vap7 Qa C) = 02(Vap7 C)Rp'

Demonstracdo. Provaremos a desigualdade (2.4)). A validade é dada pela homogeneidade,
isto é, se ndo fosse verdadeiro, existird uma sequéncia (u,) tal que |||y, = 1, w, — ug

em LP(Q) e
/\un\pdx > n/\Vun|pd:c se |S,| > ¢l >0,
0 0

para cada n. Portanto, Vu,, — 0 em LP(Q), e u,, — ug em W'P(Q2) com uy = const. Logo,
pelo Teorema Uy # 0 ja que Vg = 0 e [Jugl|yy1, = 1. Além disso, como u,, = 0 em 5,

concluimos a partir da convergéncia que

0= lim [ |u, —uol" do = nh_{{.lo/ |t — uo|” do = lim_[tg]” - |5,
Q Sn

o que contradiz o fato de que |S,,| > ¢|€2| > 0 para todo n. [

Definicdo 2.2.3. Seja 1 < p < oo, O espaco Wy" (Q) denota o fecho de C!(Q) em
WP (Q). Quando p = 2 denotamos

Hp (Q) = Wy* (Q).

Observacio 2.2.3. O espaco W, (), munido com a norma de W (Q), é um espaco de
Banach e reflexivo se 1 < p < oo. Da mesma maneira, o espaco H (2), munido com o

produto escalar de H' (€2), é um espaco de Hilbert.

Teorema 2.2.3 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que 1 < p < oo e {2 um conjunto

aberto limitado. Ent3o existe uma constante C, dependendo de (2 e de p, tal que
1)
”uHLP(Q) <C HVUHLP(Q) para todo u € W, ().

Observacao 2.2.4. A desigualdade de Poincaré é também valida se €2 é de medida finita ou

se {2 é limitado em uma direcdo.

Observacao 2.2.5. Da desigualdade de Poincaré vemos que a expressdo ||Vul/;, é uma
1 , \ :
norma em W, ? () equivalente & norma usual ||ul|y;1,. Em particular, no espago Hj (€2) a

expressao /Vqu é um produto escalar que induz a norma ||Vul|;. equivalente & norma
Q

[l 1
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Teorema 2.2.4 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). Seja 1 < p < N. Entdo
whp (RN) c (RN> ., onde p*é dado por 1.1 —,
r p N
e existe uma constante C' = C' (p, N) tal que
ull - <||Vul,, paratodo u€ WP (RN) :

Para a demonstracdo, veja Haim Brezis (BREZIS; BREZIS, 2011)) p. 279.

Corolario 2.2.1. Seja 1 < p < N. Entao
whp (RN) C LY (RN) para todo ¢ € [p,p*].

Demonstracdo. Dado q € [p, p*] escrevemos

1 a l—«

q p p*

para algum a € [0,1].
Logo, pela Observacao e a desigualdade de Young, temos que

1—
lully < flelly Hlullpe™ < flull, + [l

p* -

Usando o Teorema [2.2.4] concluimos que

whr (RV) € L7 (RY).

Corolario 2.2.2. No caso limite p = N, temos que
wile (RN) C LY (RN) para todo ¢ € [N, +00).
Teorema 2.2.5 (Morrey). Seja p > N. Entédo
whr (RY) € £ (RV).
Este Teorema esta provado em Haim Brezis (BREZIS; BREZIS, 2011 p. 282.

Teorema 2.2.6 (Teoremas de imersdao de Sobolev). Sejam m > 1 um inteiro e p €
[1,4+00]. Temos que

a) Se;—z > (0 entdo WP (]RN) C L? (RN) onde ; :1_
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=0 entdo W™P (RN) C L (RN) para todo ¢ € [p,+0),

S e
=E

c) Se 219 — % < 0 entdo WP (RN) C L™ (]RN>.

Em todos os casos as injecOes sdao continuas.

Demonstracao. Todos os itens sao obtidos por aplicacoes repetidas do Teorema [2.2.4}

Corolario 2.2.2] e Teorema 2.2.5] [

1
Observacao 2.2.6. Do Teorema [2.2.6, se u € WP (]RN) e — — % =0, ent3o u pertence

p
a LY(Q) para qualquer conjunto limitado O e qualquer ¢, 1 < g < 0.

Teorema 2.2.7. Para u € WP (]RN) ,m>11<p< oo

1 m 1
a) Se ]; N 5 >0, |U|Lq(RN) <c(m,p,N) ||u||WmvP(RN)'
I m N
b) Se — — N 0, |u\Lq(O) <c(m,p,N,q,0O) HuHW,,L,p(RN) paratodo O, O CR", 1<
p
q <00,
1 m

c) Se — — N < 0, [uleooy < e(m, N, p, O) [|ullyympgny, para todo O, O C RY.
p
Para a demonstracdo, veja Roger Teman (TEMAM, [2001)) p. 159.

Observacdo 2.2.7. Seja € um subconjunto aberto de RY. Os resultados do Teorema
podem ser obtidos se () for suficientemente regular de modo que existe um operador de

prolongamento linear continuo
Pe L (wmr @), wmr (RV)). (2.5)

Observacdo 2.2.8. A existéncia do operador do prolongamento ((2.5)) é satisfeita para um
conjunto €2 localmente Lipschitziana. Neste caso, as propriedades do Teorema [2.2.7| aplicadas

ao operador de prolongamento P em W™P (), m > 1, 1 < p < co sdo as seguintes:

m 1

a) Se = 5 >0, |U|Lq(Q) < c(m,p,N,Q) ||u||Wm~,p(Q)v

1

p N
1 m _
b) Se — — N 0, |ulpoy < c(m,p, N,q,0,Q) [[ullyymsq) onde 1 < g <ooe O C L,
p
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1 m —
c) Se DTN <0, |u’c0(0) <c(m,p,N,qQ,0) HuHWm,p(Q) onde O C Q.

Observacdo 2.2.9. Quando u € Wy"” (€2), a funcdo @ que é igual a u em Q e a 0 em (Q,

pertence a W™?P (RN) e, portanto, as propriedades dadas na Observacdo [2.2.8| sdo validas

sem nenhuma hipotese sobre 2.
Um caso particular é quando p = 2 e m = 1, ou seja, o caso H& (Q). Sem qualquer

propriedade de regularidade exigida para (2, temos para u € H; () o seguinte:
a) N =2,[ulp.q) <clq,0,9) HuHHé(Q), para todo O C 2, 1 < g < o0,
b) N =3, |U|L6(Q) < c(Q2) HUHH(}(Q)a
c) N =4, ’u|L4(Q) <c(Q) HUHH(%(Q) )
d) N >3, |ufpen/v-2)q) < () ||U||H3(Q) :

Teorema 2.2.8. Seja Q qualquer conjunto aberto limitado de R tal que existe o operador

de prolongamento (2.5)). Ent3o a imers3o
Whr(Q) C L7 (Q),

é compacta para qualquer ¢; € [1,+00), se p > N, e para qualquer ¢; € [1,q), onde

1 1 1
qédadopor—— —=— sel <p<N.
p N ¢

Corolario 2.2.3. Para qualquer ¢; € [1,+00), se p > N, e para qualquer ¢; € [1,q), onde
1 1 1
q ¢ dado por — — — = —, se 1 <p < N, a imersao
p N ¢
Wo? (Q) € L™ (),

é compacta para qualquer conjunto aberto limitado (2.

Observacao 2.2.10. Como um caso particular do Corolario notamos que para qualquer
conjunto ilimitado €2, si u € W?(Q), entdo a restricio de u para O, O C O C Q, O

limitado, pertence a L (O) e esta restricdo
Whe(Q) — L9 (),

é compacta para os mesmos valores de p e q¢;.



21

2.3 EQUACOES DE NAVIER-STOKES

Definicdo 2.3.1. Seja 2 um conjunto aberto de R com fronteira 9. Diremos que € é

regular quando:

a fronteira 0€2 é uma variedade (N — 1) — dimensional da classe (26)
2.6
C* (k > 1) e Q esta localizado localmente em um lado de Of).

Um conjunto Q que satisfaz a propriedade (2.6]) é dita ser da classe C*.

Observacao 2.3.1. A hipétese na definicao (2.3.1]) as vezes é muito restritiva para situacoes
praticas (como o escoamento num quadrado). Por isso, todos os principais resultados serdo

provados sob uma condicdo mais fraca: a fronteira de €2 é localmente Lipschitziana.

Definicao 2.3.2 (As Equacées Homogéneas de Navier-Stokes). Seja 2 um conjunto
aberto limitado e lipschitziana em R” com fronteira 9. Seja f € L*(£2) uma func3o vetorial
dada. Procuramos uma fung3o vetorial u = (uq, ..., uy) e uma func3o escalar p, representando
a velocidade e a pressdo do fluido definidas em €2, verificando as seguintes equacoes e condicdes

de contorno:

N

—vAu+ > wDu+Vp=f em €, (2.7)
i=1

divu=20 em (2, (2.8)

u=0 em O12. (2.9)

Observacdo 2.3.2. Se f,u e p sdo funcBes suaves que satisfazem as equacdes (2.7))-(2.9),

entdo u € CF5, (Q)H g o para cada v € (5, ()

v ((u,v)) + b (u,u,v) = (f,v), (2.10)
onde
(u,v,w) Z /ul Dvj) wjdz. (2.11)

Lembremos que Cg5, (§2) € o espaco das fungdes C° (2), com divergente nulo e ((u,v)) =
Z Vu;, V).
=1

Observacao 2.3.3. Um argumento de continuidade mostra que a equacdo ([2.10) é satisfeita

[Nl 1

por qualquer v € (g%, (Q)|| 148 Por outro lado, se u é uma funcdo em Cg3, (€2)° ™o tal que

(2.10) vale para cada v € Cg7, (), entdo existe uma distribuicdo p tal que (2.7)) é satisfeita,
e as equacoes |H) sdo verificados pois u € C§5, (Q)”'HH(%.
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Definicdo 2.3.3. Denotamos por (5, (Q)”'”H(%”LN o fecho de CF%, (Q) em Hy () N LY (Q)

com a norma

HUHHl(Q) + ‘u|LN(Q) : (2.12)
0

Observacdo 2.3.4. Em geral, C35, (Q)H'”Hé“LN é um subespago de C§%, (Q)”'HHé diferente de

(Ofih (Q)H'”Hé. Por causa de (2.12), C¢5, (Q)”'HHS“LN = Cg%, (Q)H'”Hé para N =23 ou 4 e

limitado.

Definicdo 2.3.4. Denotamos por C§%, (Q)H'”Hé“m o fecho de ¢, (2) em Hy (Q)NH® (Q), (s > 1),

com a norma Hilbertiana
{IlellZ 0y + lullfe@ -

O espaco Cg5, (2) 7" est4 incluido em Cge, ()76

Lema 2.3.1. A forma b, dada por (2.11)), é trilinear e continua em Hy () x Hj () x
(Hgl QnLy (Q)) sendo ) limitado ou n3o limitado.

Demonstracdo. Se u, v € Cg5, (Q)H'”Hé ew e Cg (Q)H'”Hé“”, ent3o por causa da Obser-

vagdo[2.2.9
u; € LPNV=2(Q) - Djw; € L*(Q), w; € LV (Q), 1<i,5 < N.

Pela desigualdade de Holder, u; (D;v;) w; pertence a L' (2) e

< ’ui‘LQN/(N—Z)(Q) |DiUJ‘L2(Q) ’wj’LN(Q) g (2.13)

/ UiDin'lUjd$
Q

Entdo b (u,v,w) estd bem definido e

b (u,v,w)| < c(n) ||“||H5(Q) ||U||H3(Q) ||w||H3(Q)an(Q) : (2.14)

Portanto, é claro que a forma b é trilinear e a desigualdade (2.14]) assegura a continuidade de
b. |

Observacao 2.3.5. Quando N = 2, temos um resultado similar e, a estimativa (2.13)) deve

ser substituida por

< il paggy [ Divil g2 1wil 11y

/ UiDﬂ)jUde.f
Q
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Lema 2.3.2. Para qualquer conjunto aberto €2, b € uma forma continua trilinear em Cg<, (Q)”'HH(% X

(Ofit (Q)H.”Hé x g%, (Q)”'”Hé”m. Se Q) é limitado e N < 4, b é uma forma continua trilinear

Demonstracao. O argumento é similar a3 demonstraciao do Lema [2.3.1] |

Definicdo 2.3.5. Denotamos por B (u,v) com u, v € H; (), a forma linear continua em

WH.”H%LN, definida por
(B (u,v),w) =b(u,v,w), u,v€ Hy(Q), paratodow € W”'HH@W.

Para © = v escrevemos

B (u) = B (u,u), u€ Hy(Q). (2.15)
Lema 2.3.3. Seja Q um conjunto aberto em R" arbitrario. Ent3o
a) b(u,v,v) =0 para todo u € W”'”Hé, v e Hy (Q)N LY (Q).
b) b(u,v,w) = —b(u,w,v) para todo u € WH'HHQ v,w € H ()N LY (Q).

Demonstracdo. Provaremos somente o item a) pois o item b) é obtido de a) substituindo v
por v + w, e usando as propriedades multilineares de b.

E suficiente mostrar a igualdade para u € Cg%, () e v € C5° ().

2
/UiDinUjdl' = /uzDz (Ué) dx

Q Q
1
= —E/Dzuz (Uj)2 dl’,
Q

1 n
b(u,v,v)=—= div u (v;)* dz = 0
2 J

Jj=1g

Teorema 2.3.1. Seja 2 um conjunto limitado em R e seja f dado em H~'(). Ent3o

v ((u,v)) +b(u,u,v) = (f,v), paratodo v € M”HH(%OLN

tem pelo menos uma solugdo u € C¢5, (Q)H'”Hé e existe uma distribuicio p € L, () tal que

N

—I/Au+ZuiDiu+Vp =f em (2,
i=1

divu =0 em (2,

s30 satisfeitas.
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Demonstracao. Para a demonstracdo veja Roger Temam (TEMAM, 2001) |

Definicao 2.3.6 (A Equacao Navier-Stokes da Evolucdo). Seja a,b € R tal que —oo <
a,b < 00, e seja X um espaco de Banach. Para cada 1 < a < 400, definimos L (a, b; X)

que denota o espaco L“—funcdes integraveis de [a, b] em X que é um espaco de Banach com

b 1/a
( / ||f<t>||3z) -

Observacdo 2.3.6. a) O espaco L™ (a,b; X) é o espaco de funcdes essencialmente limi-

a norma

tados de [a,b] em X e é munido com a norma de Banach

Ess Sup || f(1))|lx -

a,b

b) O espaco C ([a, b]; X') é o espaco de funcdes continuas de [a, bl em X ese —oo < a,b <

400 € munido com a norma de Banach

Sup [ f(t)llx -

te(a,b]

Lema 2.3.4. Seja X um espaco de Banach com dual X™ e seja u e g dois funcdes pertencente

a L' (a,b; X). Entdo os trés seguintes condicdes sio equivalentes.

i) u é quase igual a uma func3o de g, isto é,

t
u(t) =¢e+ /g(s)ds, onde e € X, quase t € [a, b].
0

ii) Para qualquer funcdo teste ¢ € C5° ((a, b)),

iii) Para qualquer n € X~

no sentido de distribuicdo escalar em (a,b).

Se |i)Hiii)| forem satisfeitas u em particular é quase igual a uma funcdo continua de [a, b]

em X.
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Demonstracao. Para a demonstracdo veja Roger Temam (TEMAM, 2001) |

Definicdo 2.3.7 (Um teorema de existéncia em R" (N < 4)). Como a dimens3o é menor
ou igual a 4, pode-se definir em H; () e em particular em m”'uf’é; uma forma continua
trilinear b definido em ([2.11]) .

Para u,v € W”'HH&, denotamos por B (u, v) o elemento de (C’E,’ff,(&))""’t%)* definido
por

(B (u,v),w) =b(u,v,w) paratodow € m”'uf’é.

Também define-se
B(u) = Buw) € (T @), para todo w € Ty ()"

Em sua forma classica, o problema de valor de contorno inicial das equacdes de Navier-
Stokes é o seguinte:

Para encontrar um funcional vetorial
u:Qx[0,T] = RY,

e uma funcao escalar

p:Qx[0,7] — R,

tal que
gl;—yAung:uiDiu—l—Vp:f em @ =Qx[0,7], (2.16)
i=1
divu =0 em @, (2.17)
u=0 na 092 x [0,7], (2.18)
u(z,0) = up(x) em (2, (2.19)

onde @ é o cilindro e T > 0 é fixo. Da equacdo (2.16)) e (2.19) temos que f, ug s&do

dadas e definidas em () e () respectivamente. Entdo vamos a supor que u e p sao so-
lucdes classicas de (2.16)-(2.19), digamos que u € C? (@), peC! (@) Obviamnente

u € L? (O,T; C5S (Q)'IIH(%), e se v € um elemento de (g7, (€2) pode-se verificar que

d
& (u7v) +v ((U7 U)) +b (U, u, U) = <f> U> : (220)

(B[Pt .
Mo, Sugerimos a

Por continuidade, a equacdo (2.20)) sera valida para cada v € Cg5, (Q2)

seguinte Formulacdo Fraca do problema (22.16))-(2.20]).
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Proposicao 2.3.1. Para f e u dadas com
fer? (O,T; (033, (Q)”'Hé> ) (2.21)

u € Cg, (@)1 (2.22)

para encontrar u satisfazendo

we L’ (0, T3, (Q)”"Hé> (2.23)
jt (w,0) + v (u,0)) + b(u,u,0) = (f,0)  paratodo v € Cpg, (@) 11 (2.28)
u(0) = ug (2.25)

Se u pertence apenas a u € L* (O,T; e (Q)'llHt%), a condicdo ([2.25]) ndo precisa fazer

sentido. Mas pero se u € L? (O7T; (Ofit (Q)‘”Hé) e satisfaz (2.24]) ent3o usando o Lema[2.3.4

u é quase sempre igual a uma func&o continua de modo que ([2.25]) é significativo.

Lema 2.3.5. Assumimos que a dimens3o do espaco é N < 4eque u € L* <O, T:Css (Q)”'HHS
Entdo a funcdo Bu definida por (Bu(t),v) = b (u(t), u(t),v), para todo Cg%, (Q)”'“Hé' quase
em todas partes em ¢ € [0,7] pertence a u € L' <O,T; (Cg; (Q)'IIH5> ) :

Demonstracdo. Para a demonstracdo veja Roger Temam (TEMAM, 2001) [

Agora se u satisfaz (2.23)-(2.24]), entdo pelo Teorema de Representacdo de Riez temos
que
(f,u) = (f,u) paratodo f € mll'llw e uc MH'”H‘%,
(Au,v) = ((u,v)) para todo v € Cg5, ()5
e pelo Lema 2.3.5 (2.20) pode-se escrever como

d

e (u,v) = (f —vAu — Bu,v) para todov € Cg%, (Q)H'”Hé

Como Au € L? <0,T; <C’8§, (Q)”'I’%) ) entdo a funcdo
f—vAu— Bue L (0, T (ng, (Q)'”Hé) ) .

O Lema implica que

du 1 A Ao m \ " dﬁ_ B B
el (0,T,<CO,U(Q) )) e L= f-vAu-Bu,
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PR— | *
e que u é quase sempre igual a uma funcdo continua de [0,7] em (ngg, (Q)|| Hé) . Esta
observacdo diz-nos que u(0) = ug torna-se significativo.

Uma formulagdo alternativa do problema ([2.23)-(2.25)) é:

Proposicdo 2.3.2. Dado [ e ug satisfazendo (2.21))-(2.22), entdo para encontrar u que

satisfaz
N d SN
we L’ (O,T; o @) ”Hé> S en <O,T; (08,% @' Hé> ) . (2.26)
du
T +vAu+Bu=f em (0,7), (2.27)
u(0) = up, (2.28)

mostra-se que para qualquer solucdo da Proposicdo [2.3.1| é uma solucdo da Proposicdo [2.3.2

e inversamente também satisfaz-se, o qual esses Proposicoes sdo equivalentes.
A existéncia de solucdes para estas Proposicdes é assegurado pelo seguinte Teorema.

Teorema 2.3.2. Se a dimensdo é N < 4 e sejam [ e ug que satisfaz (2.21)-(2.22)). Entdo
existe pelo menos uma fungdo u que satisfaz ([2.26))-(2.27)).

Além disso
ue L™ <0,T; C6% (Q)”'ﬂ) 7

e u é fracamente continua de [0, 7] em CgY, (Q)H'”LQ.

Demonstracdo. A prova de existéncia de um u satisfazendo ([2.26))-([2.27]) é desenvolvido pelo

método de Galerkim para a demonstracdo veja Roger Temam (TEMAM, 2001) pag 283. W

2.4 REGULARIDADE DE SOLUCOES DO PROBLEMA DE STOKES

Proposicao 2.4.1. Seja 2 um conjunto aberto limitado de classe C", onde r = max {m + 2, 2}

e m inteiro maior que zero. Vamos a supor que
ueWh(Q), pel*() 1<a<oo,

sdo solucdes do problema generalizado de Stokes
—vAu+Vp=f em €,
divu =g em (2,

U= q na Of).
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Se f € W™(Q), g € W™HHQ) e ¢ € WmHD-Vea(50) . Ento
ue Wm(Q) e pe Wmthe(Q).

Se a dimensao n do espaco for menor ou igual a trés, podemos obter alguma informacao

sobre qualquer solucao u de

v ((u,v)) +b(u,u,v) = (f,v), paratodo ve CF (Q)”'”Hé“",

reiterando o seguinte procedimento simples: a informac3ao que temos de u nos da alguma

propriedade de regularidade do termo nao linear

i=1
Ent3o escrevemos ([2.7))-([2.10)
—vAu+Vp=f—-> wDu em €, (2.29)
i=1
divu=0 em €, (2.30)
w=0 em O, (2.31)

Usando as propriedades de regularidades disponiveis de f e a Proposicdo obtemos novas
informacGes sobre a regularidade de u. Se as propriedades de u assim obtidas forem melhores

do que antes, podemos reiterar o procedimento.

Proposicdo 2.4.2. Seja {2 um conjunto aberto de classe C™ em R? ou R?® e seja f dado em

o> (Q) Ent3o qualquer solucio u, p de ([2.29)-(2.31) pertence a C* (ﬁ) x O (ﬁ)

Demonstracdao. VVamos a considerar o caso em que €2 é limitado. O termo nao linear
iuiDiu = i D;(u;Dyu)  por divu =0
i=1 i=1
Se N = 2, sabemos pelo Teorema item [a)] e b)] que quando ar = 1,2
Whe(Q) C L ()

Temos que

u; € L% () para qualquer 1 < a < 400,

entao

wuy € L*(Q), Di(uwu,) € WH(Q), para qualquer «,
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o qual nos mostra que
u € Wh(Q) e pe L*Q) para qualquer a.
Para a > 2, sabemos pelo Teorema item [c)| que
W (Q) C L™ (Q).

o qual nos mostra

w;Dyu € L (§2) para qualquer «
Entao pela Proposicao [2.4.1] prova que
u€ W (Q), peWh(Q) paraqualquer a.

E facil verificar que u; D;u € Wh*(Q) tal que u € W (Q).

Repetindo este procedimento encontramos em particular que
ue H™(Q) , pe H™(QQ) para qualquer m > 1.

As mesmas propriedades valem para qualquer derivada de u ou p, o Teorema de Imersao de
Sobolev implica que qualquer derivada de u ou p pertence a C' (ﬁ)

Para n = 3 sabemos pelo Teorema item [a)] que u; € L° (Q)
Uleu] € L3/2 (Q) .

Pela Proposicio implica que u € W?%2(Q); e a Observacio item [b)| mostra-se
que parap=3/2, m=2e N =3,

u € L () para qualquer 1 < a < o0

Portanto

D; (Ul‘, U]’) S Wﬁl’a (Q) ,

para qualquer «, e neste ponto s6 precisa repetir a prova dada para N = 2. |

2.5 CONSERVACAO DA MASSA

Seja Q2 C R? um dominio que contém o fluxo e x = (z,y, z) um ponto em Q. Sabemos que

para uma particula do fluido que se move através de x no instante ¢, existem duas grandezas
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basicas que descrevem as propriedades do escoamento:

u (x,t) — campo de velocidade do fluido,
p (x,t) — densidade da massa.

e assumiremos que u e p s3o suficientemente suaves. Além disso, conhecemos os trés principios

dos quais é possivel derivar as equacdes do movimento:
a) A massa ndo é criada nem destruida.

b) A taxa de variacdo do momento de uma porcdo do fluido é igual a forca aplicada a ela

(segunda lei de Newton).
c) A energia n3o é criada nem destruida.

Considere W C €2 uma regido fixa. A massa total do fluido dentro de W é dado por
m(W,t) = [ p(x.t)av,
W

onde dV é o elemento de volume. A taxa de variacdo da massa em W é, portanto,

d

d dp
Zm(W,1) = dtvgp(x,t)dv—mlat(x,t)dv.

Denotando a fronteira de W por OW, o vetor unitario normal (exterior) por n e o elemento

da érea por dA temos que:

a) A taxa do fluxo de volume através de OW por unidade de area é u-n. Portanto, a taxa

do fluxo de massa por unidade de area é pu - n.

b) A taxa de aumento da massa em W é igual a taxa na qual a massa estd cruzando oW

na direcdo oposta (para o interior).

Lema 2.5.1 (Conservacdo de Massa, Forma Integral). Temos que:

d
a/pdV: - / pu-ndA. (2.32)
w 1214

Lembremos que o sinal negativo no lado direito da equacdo (2.32)) é devido a que a massa
se estd movendo para o interior de W.
Para transformar a integral de superficie (2.32)) em uma integral de volume precisamos do

Teorema da divergéncia que estabelecemos a seguir.
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Teorema 2.5.1 (Teorema da Divergéncia). Seja ; C R® uma regio limitada por uma
superficie fechada 02, e seja n o vetor unitario normal exterior a 92;. Se F' é uma funcdo

vetorial que tem primeiras derivadas parciais continuas em €2y, entao

Léme://lvwmz

Usando este teorema na forma integral de conservacdo da massa ([2.32)) temos

d
&/pdV:—/pu-ndA.
W o

W
:—/v«wmv
W
Teorema 2.5.2 (Conservacdao de massa). Temos que:

ap

' = 2.
at—i—dw(pu) 0 (2.33)

A equacao ([2.33) é também chamada equacao de continuidade na dindmica dos fluidos.

Se p e u nao forem suficientemente regulares, entdo a forma integral é a Unica a ser usada.
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3 O PROBLEMA ESTACIONARIO E A POSITIVIDADE DE CONCENTRACAO

Neste capitulo descrevemos primeiro o modelo dindmico do fluido e depois mostramos a
existéncia de uma solucdo do problema estacionario com concentracao total igual a a > 0.

Concluimos com a positividade pontual da concentracdo obtida.

3.1 MODELO DINAMICO DO FLUIDO

Seja Q2 um dominio limitado regular de R? com fronteira denotada por 9. Sejam c(x,t)
a concentracdo dos microrganismos no ponto = = (1, x2,x3) € {2 e instante t > 0, u(x,t) =
(ug(z,t), us(x,t), us(x,t)) e p=p(x,t) a velocidade e pressdo do fluido do cultivo em z € Q

e t. Estas funcdes, u, p e ¢, sao regidas pelo sistema de equacdes:

0

a—?—VAu+(u-V)u+Vp:g(1—l—70)x+f e, t>0, (3.1)
divu=0 x e t>0, (3.2)

@—GAc—l—(u V)c%—Uﬁ—O reN t>0 (3.3)

6t 813_ ’ ’ '

onde V = i i i e A = 23: i 2 denotam os operadores gradiente e lapla
~ \ Oz, Oxy Oxg N = ox; P & P

ciano respectivamente. As outras variaveis sdo as seguintes:

a) [ =(f1,f2, f3) é a forca externa dada, que por simplicidade sera considerado indepen-

dente de ¢.
b) g é a gravidade.
c) x é o vetor unitario na direcdo vertical, isto é, xy = (0,0, 1).
d) v é a viscosidade cinemética do fluido.
e) 0 (constante) é a taxa de difusdo do microrganismo.
f) A constante positiva U > 0, denota a velocidade media de nado do microrganismo.

g) A constante positiva 7 > 0 é dada por v = P 1, onde py e p,, sdo a densidade de

m

um organismo individual e do fluido do cultivo, respectivamente.
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Defina ¢ = km (gfy)fl, onde k& > 0 é uma constante especificada a seguir e p = ¢ — gus.

Ent3o, a partir do sistema ([3.1)) obtemos que:

0
a—l;—yAu+(u-V)u+Vp=—g(1+’YC)X+f,
O Aw+ (V) u+ ¥ ( ) L,
— — VAU U - U —gr3) = — —m
BN q— gTs g 797 X )
g::—yAu—i—(u-V)u—I—Vq—gVCUz:—gX—ka+f>
?Z—yAu—i—(wV)uvLVq:—ka-i‘f (V= x).

De (3.3) também obtemos que:
dc dc

a—&Ac—i—(u-V)c#—U@—m:O
0 0

0 0 k

om om k
B m+ (u V)WH—U&E3 0 <97%0>

Logo o sistema de equacdes fica regido por

?Z—yAu+(u-V)u+Vq:—kmx—l—f r e, t>0, (3.4)
divu =0 reQ t>0, (3.5)

om om
Z _HA . — = Q . .
5 0AM + (u V>m+U8x3 0 re t>0 (3.6)

Complementamos o sistema ((3.4)-(3.6)) com as seguintes condi¢cdes inicias e de contorno:

u(z,0) =wuo (z,0), m(x,0)=mg(z) x € Q, (3.7)
u(x,t) =0 x €0, t>0, (3.8)
6’(2:’;—Un3(x)m:0 r €0, t>0. (3.9)

L : 0
O vetor n (x) = (n1,n2, n3) denota o vetor unitario normal exterior no ponto z € JS, e o
n

denota a derivada normal.
Observacao 3.1.1. Sendo c¢(z,t) a concentracdo do microrganismo no ponto = € ) no

momento ¢ > 0 a equacdo ({3.3) significa o equilibrio de forcas de acordo com a lei de

Oc

Newton, isto é, a equacdo de conservacdo de massa. Com efeito, sabemos que
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é aceleracdo total do microrganismo no fluido (SOHR, |2001)), ent3o fazendo alguns célculos na

equacdo ((3.3) obtemos

Jc oc

& <;+(U-V)>c—Qdiv(Vc)—l—UV(c-X):O

& (8875 + (uV)) c — 0div(Ve) + Udiv(c-x) =0

0
& <8t+ (uV)) c+div(—6Ve+Uc-x) =0
& Ec +divJ =0
dt -
9 . . . . .
onde TR + (u-V) e J é o fluxo do microrganismo através do fluido, dado por J =
—0Ve+Uc- .

Observacao 3.1.2. A equacdo ([3.9)) estabelece que nao ha fluxo em cada ponto da fronteira

de Q).

3.2 PROBLEMA ESTACIONARIO

Definicdo 3.2.1. Sejam V' e H os fechos de (g7, (€2) em (Hl (Q))3 e (L2 (Q))3 respecti-

vamente, ou seja,

Vo— 000700’ (Q)||U||2+HVU||2, H o= WHUM?

onde C<, (§2) é o espago dos campos de vetores solenoides suaves com suporte compacto em
Q), isto &,

Coo () = {u € C5° ()" ; div u = 0}.

Denotamos por X o subespaco fechado de L? (2) formados pelas funces ortogonais as cons-

tantes ((u, k) = 0, k constante) e B = H'(Q) N X.

Da Definicao , vemos que V' C I/Vol’2 (Q). Entdo, para todo v € V, usando a desigual-
dade de Poincaré (Teorema [2.2.3)) temos que:

lv] < Cq |V|. (3.10)
Consequentemente, dado ¢ € B e devido a que ¢ € X vemos que satisfaz a propriedade

@)= [o-1=0.
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Além disso, como ¢ € H' (Q) e Q2 é um conjunto com fronteira Lipschtziana, pelo Teorema

temos que ¢ satisfaz a desigualdade ([2.3)), isto é,
6] < Co V). (3.11)

Lembremos que | - | denota a norma usual de L? () e Cg é independente de v e ¢.

Por definicdo, os espacos V' e H' () sio espacos de Hilbert. Entdo é possivel construir
uma forma bilinear [-, ] : (V X Hl) X (V X Hl) — R, definida da seguinte maneira: dado
(v,0), (w,¥) €V x H' (Q),

[(v, ), (w, ¥)] = v (Vo,Vw) + 6 (V$, V), (3.12)

onde (+,) é o produto interno de L? (Q2).
Devido as desigualdades (3.10), e H'(Q)NX C H' () a forma bilinear é um
produto escalar em V' x B. A norma em V' x B correspondente a (3.12)) é denotada por || - ||.
A seguir escrevemos

bo (u, v, w) = ((u- V) v,w) = Zgj Q/uj (gz’;) wydz,

7,k=1
3

b (w0v0) = (0 9)6.0) = 3 [y (52 ) v

jk=1

onde u,vew €V, e ¢, € H' (). A forma trilinear by definido acima pode ser estimada.

Para fazer isso, note que

e pela desigualdade de Holder

ov ov
Q/ U, (81‘?) W dxzﬂ/\ujwk\ &; dx
1/2 1/2
<(frme) (7]227)
7k Ox;
) QO
1/2 1/2\ 1/2 . 2 1/2
< ((/uﬂ dx) (/|wj|4dx> ) (/ Uk d:p) :
Ox;
o) )
Logo ,
v
DTS S Lo g A
k=1 Ljlp2
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ov
< |Vu|, obtemos que

Como Jus] < ul, Jux] < Ju] e |
Vi

|bo (u,v,w)| < ¢ ’u|L4 ’vv‘p |w|L4 )

onde c é constante.
Como (2 é limitado, temos que L” (©2) C L7 () e |[ull o(q) < 1 [|ull1p(gy, onde 1 é uma

constante e p > q. Portanto, para p = 6, ¢ = 4 temos que
b0 (w, v, w)| < e(fulpa [Vl [w]ge) < e (Julgs [Vol e [w] ) -

Além disso, pelo Teorema (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) e Observacdo [2.2.8, temos

que
|bo (u, v, w)| < |U|L4 ’vv‘p |7~U|L4 < Co ‘VU|L2 |VU’L2 ‘Vw|L2 . (3.13)

Da mesma forma, tomando ¢ € B, usando a desigualdade (3.11]) b; pode ser estimada,

seguindo os passos da estimativa de by, da seguinte maneira

161 (u, &, 9)| < [ul,a [V Y] 10 < Co|Vul Vo] [V (3.14)

Podemos supor que Cy = C’(lJ nas desigualdades (|3.13)) and 1) escolhendo o méaximo se
necessario.

Por outro lado, integrando por partes by e b; obtemos que
bo (u,v,w) = ((u-V)v,w)
= (105,01 + 202,01 + u303,v1 , U104, V2 + U0y, Vo + U0y, Vs
U102, V3 4 U202, V3 + U30,,v3) , (W1, wa, w3))

= /(ulﬁxlvlwl + 20, V1W1 + U3, V1WT + Uy Oyy VoWa+
Q

+ U0, VoWs + U30p VoWa + Uy Oy, V3W3 + U0y, VsWs+

+ u30y,v3w3)dx
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Sabemos que u € V/, entdo o traco de u = 0 na 0f2, assim

bo (u, v, w) = /[&clvl (u1w1) + Oy v1 (Ugw) + Opyv1 (uswy) + Oy, v2 (U w3) +
Q

Oy, V2 (UgW3) + Opy V2 (uswa) + Oy v3 (Ugw3) + O, vs (Ugws) +
Oy U3 (uzws)|dx

= — /(U1 (Opy urwy + Opyugwy + Opyuzwy) + v2(0y, uywo+
Q

Oy Uy + Opyuizwe) + v3 (g UrW3 + Oy o3 + Oy uzws) +
v1 (U102, w1 + U0z, w1 + U30z,w1 ) + Vo (g Op, wo+
U0, W + UgOps Wa) + V3 (U1 Opy w3 + U0, w3 + Uy, w3))dx

- —/(U1 (V- w) w1 + s (V- ) wy + v3 (V- 1) wy -+ 01 (110, w07+
Q

u20x2w1 + u3(3z3w1 ) + Vo (U18x1’[1)2 + Uzamwg + u38z3w2) +

+ vs3 (ulam w3 + U28:c2w3 + u38$3w3))dx.

Como div u = 0, entdo
bo (u,v,w) = — /v1 (u10p, w1 + U0, w1 + Uz0p,w) + Vo(+ug Oy, wat
Q

u28x2w2 + u38x3w2) + V3 (Ulaxl”LU3 + Uzaxzw;), + u38x3w3))dx

- / (v1 (u (Vwy)) + vz (u (Vwy)) + v3 (u (Vws))) do

= — (v1,v2,v3) ((u- V) (wy, wy, ws))

=—((u-V)w,v)
= —by (u,w,v).
Da mesma forma, podemos concluir que by (u, ¢, 1) = —by (u, 1), ¢). Portanto, temos que:
bO <u7 v, w) = _bO (U'7 w, 'U) € bl (U, ¢7 %U) = _bl (ua 1/)’ gb) : (315)

Conforme anunciado na introducdo deste capitulo, o problema a ser considerado é o se-

guinte: dado um « > 0 arbitrério, procuramos (u,m) tal que

/md:n = a. (3.16)
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—vAu+ (u-V)u+Vg=—kmyx + f em (2, (3.17)
divu=20 em €, (3.18)
—HAm—l—(u-V)m—l—Ua—m:O em €, (3.19)
8373
u=0 na 0f2, (3.20)
om
08771 — Ungm =0 na 897 (321)

3
Em outras palavras, existe u = u, € (HQ (Q)) NV, m=mg € H*(Q) e ¢=q, € H (Q)

que satisfaz ((3.16))-(3.21])?

Para a resposta dessa pergunta faremos alguns calculos preliminares que nos ajudardo na

resposta desejada.
2vU

1/2
613> € assumimos que
Q

Definimos k = (

< (2Co) 7", (3.22)

=S

__ U
Procuramos agora escrever m, na forma m, = m + E onde E (z) = C,exp (9:53). A

constante C,, é escolhida de modo que /E () dz = «. Fazendo alguns calculos temos que
Q

U? U OF U
—0AFE = —— — — = —
7 C.exp < 7 xg) , 98953 UC.exp ( 7 x3> ,
E 2 U
ngg = UQC’aexp <[9]:v3> , —UngFE = —UnzCuexp <9:B3) .
Somando as equacdes acima obtemos que
—9AE+U8—E:O em () e Ha—E—UngE:O em 0Of)
8x3 89[:3

U U
Também, temos o seguinte VE = (O , 0 ,gCaexp (9333)), isto é,

o WU'VE = (0 0 kCexp (gm3>>
& kOU'VE = kCyhexp (gxg) X

& kOU'VE = kEY.
Das equagdes ((3.16)), (3.17)), (3.19) e (3.21)) obtemos que

—vAu+ (u-V)u+Vg=—kmyx + f
& —vAu+ (u-V)u+Vg=—-k(m+E)x+ f
< —vAu+ (u-V)u+Vqg+ kEx = —kmx + f
& —vAu+ (u-V)u+V (qg+k0U ' E) = —kix + f,
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—GAma—F(u-V)ma—FUama =0
al’g
@—9A(”nﬁ+E)+(u-V)(m+E)+Uai(m+E) =0
3
oF om
— —0AE | —0Am . m+ E — =
& (U(%I33 0 ) OAM + (u- V) (m + )+U8:c3 0
& 0N+ (u-V) i+ B) + 02"
8333
Gama —Unsmy, =0
on
@Haﬁn(?ﬁ—l—E)—Ung(?ﬁ—l—E) =0
E
on on
e
/madx =«
Q
& [mde+ [ Bdr=a
Q Q
= /mdx ~ 0.
Q
Portanto, o problema para u,q e m torna-se
—vAu+ (u-V)u+V (q+ kU E) = —kimx + f em Q, (3.23)
divu =0 em €, (3.24)
N _ om
—0AMm+ (u-V)(m+ FE) + U% =0 em (, (3.25)
3
u=0 na 02, (3.26)
om _
06771 — Ungm =0 na 897 (327)
com
/m(:c) dr =0, (3.28)
Q

Como (Vq,v) = —(q,divv) =0e (Vk:QU_lE,v) = — (k;@U_lE,dz‘v v) = 0. Entdo da
equacio ([3.23) temos que
(—VAu +(u-V)u+V (q + kGU’lE) ,v) = (—kmx + f,v)
& v (=Au,v) + b (u,u,v) + (Vg,v) + (VkOU_lE,v) = (—kmyx,v) + (f,v)

< v((u,v)) — by (u,v,u) + k(m,x-v) = (f,v).
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Sabemos, por integracdo por partes, que ( ,gb) ( (b ) Entao da equacdo

(3.25)) temos

Oy
(—8A’7ﬁ+(u-V)(m+E)+U§x )
& 0(—Am, ) + by (u,m + E, ) + < gz )

B((.0) ~ i (i + B) = U (1 5% ) =0
Somando os resultados de acima obtemos
v ((u,v)) = bo (u,v.w) +k (m, x - v) + 0 ((m, 9)) — by (u,p,m + E) —
09
v (52 ) = (£
v (Vu, Vo) — by (u,v.u) +k (m, x - v) + 60 (Vm, Vo) — by (u,p,m + E) —
09
v (52 ) = (£
& [(u,m), (v,¢)] — by (u,v.u) +k (m, x -v) — by (u,p,m + E) —
__ 09
0 (52 ) = ()
Definicao 3.2.2. Seja f € H. Dizemos que (u,m) € V x B é uma solucdo fraca do sistema

(3.23) - ([3.28)) se, e somente se, a seguinte identidade é satisfeita

0
00 0] = ) = by G+ ) = U (1, 2
L3 (3.29)
"‘k(maXU) = (fav>7
para qualquer (v,¢) € V x B (x - v é o terceiro componente vz de v € V).
O seguinte resultado mostra a existéncia de uma solucdo fraca para o problema ([3.23)-

(3.29).
Proposicdo 3.2.1. Para cada f € H, existe uma solucdo fraca (u,m) de ([3.23))-(3.28)).

Demonstracdo. Seja (w,1)) € V x B. Ent3o definamos o operador T': V' x B — R por

T (v, 0) Ibo(w,v,w)+b1(w,¢,¢+E)+U<w,$’> _

k(wax'v)a

com (w, 1)) fixo. O operador T é linear y continuo.
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Para mostrar a linearidade, sejam (v1.¢1), (v2.¢2) €V x Be A €R
T (v1 + v, ¢1 + ¢2) =bo (w,v1 + v, w) + by (w, 1 + P, + E) +
0
U (W 87(@ + ¢2)> — k@, x - (v1+v2)) +
I3
(f,v1 + v2)

:bO (w,vl,w) + bl (w7¢17¢ + E) + U (1% a¢1> -

s

k (w, X - Ul) + (f, 1)1) + bo (w,vg,w) + bl (w, ¢2, @Z) + E)

+U<w,§j§) W) + (o)

=T (vl, gbl) +T (U27 ¢2) .

T (Av, A\@) =by (w, Av, w) + by (w, A\, ¥ + E) + U (w, M) -

61’3
k (i, x - Av) + (f, Av)
=T (v, @) .

Para mostrar a continuidade estimamos a parte direita, usando as desigualdades ([3.10]), (3.11)),

(3.13) e ([3.14)), junto com a desigualdade de Schwarz. Temos que
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b w00+ 166+ )+ 0 (4,5 ) < (w0
0
< I 0,00+ 00000+ o (0,6, )+ 0| (0 92 ) 4 K100

3

< Co [Vwl? Vo] + Co [Vl [Vo] [V + Clw| V| + U [¢] Vo] + k] |o]
< Co [Vwl* Vol + Co [Vl [Vl [V + C |w] [V + U [¢] Vo] + k [¢| [Vl
= (CoIVwl* + k[¢]) [Vo] + (Co |V V] + C |w| + U [¢]) [V 4|
< (CoIVwl + k[¢]) v [Vof* + (Co [Vw| [Ve] + C | + U [¢]) 0 [V [
+ Co [Vuwl” 0|V + (Co VY| V| + C |w]) v [V
= Co |[Vul* v |Vo* + (Co [V V| + C [w]) 6 [Vo|* + k[ v [Vo]*
+ U [0V + Co [Vul* 0|Ve|* + (Co VY| V| + C [w]) v Vol
= (Co|Vul* + Co [V [Vw| + Cwl) v [Vol® + (Co [Vu[* + Co [V [V
+C w0 Vo[> + (v|Vo]* + 0 |Ve[*) k |y
= (ColVul® + Co | V9| V| + C Jw]) (v Vo] +0]Ve[*) + (v |Vo]?
+ 0|V )k [y
= (Co|Vwl* + Co [V [Vw| + Clw| + k [¢]) (v [Vo]* + 0 [Vo[) .

Logo,
bo(U),U,’lU)‘i‘bl (w7¢a¢+E)+U <¢7§ZL‘3> _k(¢aXU)
< C(|Vwl* + VY| V| + [w] + [¢]) | (v, )|

Portanto,

T (v, )| < C (1Vel® + [V V| + Jwl + [¢]) [|(v, 6)]],
e T' é continua para (w, ) fixo.
Vemos que T (v, ¢) € (V x B)*. Entdo pelo Teorema [2.1.2(Teorema de Riez), existe um
elemento A (w, ) em V x B tal que
(A (w,9), (v,0)] = [(w, ¥) , (v, §)]
d¢

:bo(w,v,w)+b1(w,¢,1/1+E)+U<¢,axg> —k (1, x - v)

para qualquer (v,¢) € V x B.
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Como f € H, a aplicagdo ® : V x B — (f,v), definida por ® (v,¢) = (f,v) onde
(v,¢) € V x B define uma forma linear, e usando novamente o Teorema [2.1.2) existe um
elemento /' € V' x B tal que

[, (u,m)] = (f,0).
Assim, usando o operador ndo linear A (graca aos termos ndo lineares) e o elemento F,

reescrevemos a equacdo ((3.29) da maneira seguinte
~ — _ 0
[(u, 1) , (v, )] =bo (u, v, ) = by (u, 6,7 + E) = U (m aj> -
3

k(m>XU) o (fav) =0
[(u,m), (v, @)] = [A (u,m) , (v,0)] = [F, (v,9)] = 0
[(U,m) —A (U’u?ﬁ) — F, (U7¢)] = 0.
para todo (v, ¢) € V x B.
Portanto, nosso problema se resume a encontrar (u,m) € V x B tal que
(u,m) — A(u,m) — F =0.
Para isso definimos a aplicacdo

IT:VxB—=VxDB
(u,m) —Z(u,m) = A(u,m)+ F.
7 é ndo linear por causa de A.

A aplicacdo Z é completamente continuo em V' x B. De fato, provar que Z é completamente
continua, significa provar que Z é um operador compacto (graca a que V' e B s3o espacos
reflexivos), isto é, usando a Proposicdo[2.1.1] consideramos uma sequéncia (u,,, m,) € V x B
tal que (u,,m,) converge fraco a (u,m) e devemos mostrar que Z (u,, ,M,,) converge a
7 (u,m) (para alguma subsequéncia (u,, ) e (Mm,,)). Note que

a)
[Z (tn, M) 5 (0, 0)] = [A (un, M) + F, (v, 0)]

= bo (Up, v, Uy) + by (Uy, ¢, my, + E)+ U (’ﬁin, 0¢>>
8153

—k:(?rin,x-v)—i—(f,v).

[I (’LL, m) ) (Ua ¢)] = [A (u> m) + F, (Ua ¢)]

=bo (u,v,u) + by (u,p,m+ E) +U <ﬁ, &b)
8%3

—k(m,X"U)—i—(f,U).



Subtraindo b) de a) obtemos

[A (up, M) — A(u,m), (v,0)] = bo (tn, v, u,) + by (Up, d, My + E)

09 N
+U<mn’8x3> — k (M, x - v) — bo (u, v, u)

_bl(u7¢7m+E)_U<maa¢> ‘Hf(maXU)
(91:3

Faremos a seguir algumas estimativas na parte direita.
[A (up, my) — A(u,m), (v, )] = {bo (U, vy Up) — bo (w0, v, uy,)
+ bo (u, v, up) — bo (u, v, u) } + {61 (U, ¢, My, + E)
— by (u, ¢, my + E) 4 by (u, ¢, my, + E) — by (u,¢,’7ﬁ+E)}
__ 09

bo(tp — u,v,uy) + bo (u, v, Uy, —u) + by (uy — u, o, my, + E) +

0
bl(u,qﬁ,mn—m)—i—U(mn—?ﬁ,(b) +k(m —mp, x - v)
81‘3
<|bo (un — u, v, up)| + |bo(u, v, up — w)| + |by (wn — w, ¢, My, + E)| +
S 0 U
|b1 (u7¢7mn_m)|+‘U (mn_maaj>’+|k(m_mnaxv)|
3

< Co |(un = )| 14 V]2 [unl s + Co |ul s [V 2 Jun — uf 2 +
Co [(un — W[4 [V 2 [Mn| s + Co [tn — ul 2 [V 2 +
Co [ul s [Vl 2 [V (M — )| 2 + U [y — |12 [V 12 +
kmy, —m|p. [Vo] e

< Co |(un — )]s V]2 [unl s + Co |ul s [V 2 Jtn — uf 2 +
Co [(un — )6 [Vl 2 [Mn s + Co [t — ul 2 [VO| 2 +
Co lul s V@2 [V (0 = m)| 2 + U | — ] 12 [V 12 +

k |ﬁn - m|L2 |VU|L2

<Gy |V(un - U)|L2 |VU|L2 ’“n|L4 + Co |U|L4 |VU|L2 |Un - U|L2 +
Co |V (un — U)|L2 ‘V¢’L2 |mn|L4 + Co [ty — U|L2 |V¢’L2 +
Colulpa VO 2 [V (M — )| 2 + U [my, — M| 12 [V 12 +

k |m, — m|L2 |VU|L2
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Como (uy,, m,) converge fraco para (u,m), a sequéncia (u,,,m,,) é limitada. Usando os resul-

tados de imersao compacta do Teorema [2.2.8, conclui-se que
|Z (tn, M) = I (u,m) , (v,¢)] = 0
T (U, my) = L (u,m)

Portanto, o operador Z é um operador compacto.

Mostraremos que as normas de todas as solucdes possiveis (u”,m?) € V x B da equacio.

(u”,m?) — o {A(u’,m?)+ F} =0 para qualquer 0 <o <1, (3.30)

sdo uniformemente limitado. Tomando o produto escalar em V' x B de (3.30)) com (v, m? + E — a) €

V x B, obtemos que:
[(u”,m?), (u”,m°+ E—a)=[c (A, m°)+ F),(u",m’+ FE — «)]

< [(u?,m?), (W, m?)] + [(u”,m?), (u?, E)] = [(u”,m?), (u”, )] =

a{bo (u”,u’ u?) + by (u,m’ +FE—a,m’+FE)—k(m?,x -u’)+
(f,u")%—U(m",aiB(m"jLE—a)) }
And [(ua7 ma) ) (uaa ma)] + KU’U? ma) ) (uav E)] - [(uga ma) ) (uav a)} =

U{bo (u”,u’,u?) + by (u,m? + E,m° + E)—by (u”,a,m’ + E)+

0 (i XY (1, B )+ () |

8133 8Q33
Usando a definicdo da forma bilinear em ([3.12)) e as propriedades em ((3.15)), tem-se que
"+ F
[(w”,m?), (u”,m?)] + 6 (Vm”, VE) = U{U <mf’, ot + F) >> -
81’3
o)+ ) | 63

Por (3.10)), (3.11)), e pelo fato de que 0 < o < 1, pode-se deduzir de ((3.31]) que

U (m", d(m° + E)

v|Vu]? + 0|V’ =0 o
3

)—k(m",x-u")—l—

(f,u®) —0(Vm°,VE) ’

S v |Vu P +60|Vm?|? <UCq|Vm|> + UCq |Vm®| |[VE| + 0 |VE||[Vm?| +
kCG [Vm? | [Vu’| + Ca | ] [Vu?]

S V|V * + 0 |Vm|> <UCq |[Vm®|” + (UCq + 0) |[VE| |[Vm? | +
kCG [Vm? | [Vu’| + Ca | f] [Vu?] .
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20U 1/2
Além disso, de (|3.22]) sabemos que 0 < § —2UCq e k = ( )

&

Sv|Vu|? - g IVu?|? + (6 — 2UCQ) [Vm|? + UCq |Vm® | —

2 o o v |2 o o
kCg |[Vm?||Vu |+§|Vu I < (UCq + 0) |VE||Vm?| + Cq |f| [Vu7|
14 o2 o2 o2 kCQ o o

@E\Vu] + (0 —2UCQ) |Vm®|” + UCq| |Vm?| —7\Vm]|Vu|—|—

14

2UCq

\Vu"]2) < (UCq+0)|VE||Vm?| + Cq | f| VU]

kC.
@g IVu?|* + (0 — 2UCQ) [Vm° | + UCQ{ ( IVm?| — TUQ

v kzcgl o2 o o
— |Vu?|” p < (UCq +0)|VE||Vm?|+ Cq | f||Vu’].

2
|W|) ;

2UCq  4U?

1 2
Substituindo o valor de k e 0 < UC’g(\Vm"| — 26(’]9 |Vu”|> , obtemos

g IVu?|? + (0 — 2UCq) |Vm® > < (UCq + 0) [VE||[Vm®| + Ca | f] |VuC] .

Comou’ € V, m? € B, f € H entdo |[Vu’|,|Vm?|,|f| e [VE] sdo limitados. Logo a partir

desta desigualdade, podemos obter a limitacdo uniforme de (u”,m?) em V x B, isto é,
l(uw?,m?)|| < p para qualquer (u”,m?) €V x BepeR.
Finalmente temos o seguinte:
a) Z é completamente continuo em V' x B.
b) As normas de todas as solucdes (u”,m?) € V' x B sdo uniformemente limitado.

Portanto aplicando o Teorema O Principio de Leray-Schawder), encontramos um (u, m) €

V' x B que satisfaz a equacdo
(u,m) — A(u,m) — F =0.

Isso implica a existéncia de uma solucio fraca (u,m) de ([3.23))-([3.28) o que mostra a Propo-
sicdo [3.2.1] |

Teorema 3.2.1. Sejam U e 6 verificando a desigualdade ([3.22). Para cada f € H existem
Uq € (H2 (Q)>3 NV, mq € H*(Q) e q. € H' (Q) satisfazendo o sistema (3.16))-(3.21)).
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Demonstracdo. Seja (u,m), a solucdo fraca do sistema ([3.23))-(3.28)), obtida pela Proposicdo
3.2.1] Definimos u, = u e m, = m + E. Substituindo u,, m, junto com ¢ = 0 em ({3.29)

e usando ([3.15]), vemos que u,, satisfaz a identidade

[(ter, Ma) 5 (0,0)] =bo (Ua, U, Us) — b1 (Ua, 0,my) — U (ma —F, 5;) +
3

k(ma—E,X'U):(f,U>
< v (Vug, V) 4 by (Ua, Ua, V) + k (Ma, x - v) =k (E,x-v) — (f,v) =0

0
<:>I/(Vua,Vv)+bo(ua,ua,v)+k(ma,x-v)—E(VE,U)—(f,v) =0

& v (Vug, V) 4 by (Ua, Ua, V) + k (Mg, x - v) = (f,v).
para qualquer v € V. Assim, usando o resultados de regularidade Proposicdo [2.4.2 para
3
N = 3, é possivel concluir que u, € (H2 (Q)) nv.
Fazendo v = 0 em ([3.29)) temos que

[(te, M), (0, 0)] —bo (U, 0, us) — by (Ugy P, Me) — U <ma — F, E)qb) +
@(L’g

k(ma—E,x-0)—(f,0)=0
(T, 99) 41 e ) = (e 52 ) 0 (2,52 ) =0
3 3

Omeg,

<0 (vmcw ng) + bl (uonmm ¢) -U ((‘91‘3, ¢> - Uéé ma¢x3ds =0

para qualquer ¢ € H' (). Entdo m,, é uma solucdo generalizada da equac3o ([3.19)) verificando
. Aplicando resultados de regularidade Proposicao , podemos mostrar que m, €
H? (Q) e satisfaz a equacdo ((3.21)).

Observemos que a existéncia de q,, deve-se as equacdes e , isto €, se u, €
(H2 (Q))3 NV em, € H*(Q) tal que

é valido para cada v € V, entio existe ¢, € H' () de modo que

VQa = VAuoc - (ua 'v)ua _kmax+f
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3.3 POSITIVIDADE DE CONCENTRACAO

Primeiramente consideramos o problema linear auxiliar

Ooh Ooh

E—QA}L‘F(UOC V)h_l—Uaigjg 0 (x,t)GQX(0,00), (332)
egh CUngh =0 (2,) € 0 x (0, 00) (3.33)
h(z,0) = E (z) x € Q, (3.34)

onde h € C! ((O, o0); L? (Q)) ncC ([0, ool; H? (Q)) e FE(x)=Cuexp (gx3>

com /E(x) dx =

A existéncia de uma solucdo para o problema linear ((3.32))-((3.34)) pode ser mostrada usando

o método de Galerkin, usando a base dada na Observacao 4.2.1]

Lema 3.3.1. Para qualquer ¢t > 0, /h (x,t)dr = a.

Demonstracao. Derivando /h (x,t) dx com relacdo a t e usando a igualdade ([3.32)), temos

que:
d
4 / / oAb — UMY g — / V) hdx
dt 8x3
Q Q Q
oh 3 8
-/ (9% Uhn5> ds =3 [uighd
0 =
Oh 3 ou;
= (9871 Uhn3> ds — Z ( oz, h dx + /uihni ds)
90 90
oh 3
:/ 00— — Uhns ds+/dwu hdx—Z/uihnids
0 " Q =150
= 0.
Portanto, /h(x,t) dx :/ h(z,0)dx = a. |
Q
Q

Lema 3.3.2. Para qualquer (z,t) € Q x [0,00), h(z,t) >0

Demonstracdo. Para t =0, tém-se que h (z,0) = E (x) > 0.
Para t > (0 argumentamos por contradic3o, isto é, que h (x,t) < 0. Ent3o existe um y € ) =

oNUQ e T >0 tal que

h(y,T)=0 e h(z,T)>0 para (z,t) € Qx[0,T).
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Sabemos pelo Principio do Méaximo que a solucdo h de uma desigualdade parabdlica tem a
propriedade de que sua derivada normal a fronteira ndo pode desaparecer em um ponto onde
o maximo é atingido, entdo podemos dizer que y estd no limite da OS2, e além disso temos

oh
que -~ (y, T) < 0.

Isto gera uma contradicdo, ja que pela equacdo ([3.33)), temos que:

Teorema 3.3.1. Seja (uq,m,), a solugdo de sistema ([3.16])-(3.21]) dada pelo Teorema[3.2.1]
Entdo m, () > 0, para qualquer x € ().

Demonstracdo. Note que h (z,t) — m, (r) € BN H? (Q) para todo t > 0, e satisfaz

9 (h —ma) 0(h—ma) _
T—GA(h—ma)+(ua-V)(h—ma)thT—O
em Q x (0,00), (3.35)
d(h —my) B
GT—Ung(h—ma)—O
em 00 x [0,00). (3.36)

Entdo tomando o produto interno de ([3.35) com h — m,, temos

8(h—ma) a(h_ma) _
((%—QA(h—ma)—f—(ua-V)(h—ma)—FUax?),h—ma> =
(0,h —my)

o (a(h_ma),h—ma> —0(A(h=ma) b= ma) +b (e, h = Mo, b= ma)

ot
N (Umh—ma)’h - ma> o
6333

Por (3.15) temos que by (tg, h — ma, h — my) = 0. Integrando por partes e usando ((3.36))

obtemos que:

d 9 0 (h —my) B
@&|h—ma| —2(9A(h—ma),h—ma)+2<Uax3,h—ma>—0

d 2 2 a(h—ma>
(:)dt|h—ma| + 20|V (h —m4)| —2«964 (h —my) 5 dS—

2U/(h—ma) (W) dw+2U/n3(h—ma)(h—ma)dS:O
Q oN

i 2 2 9 (h —ma)
& < |h=mal + 20|V (h = ma) 2U!(h ma)< G dr

/ (29W —2Uny (h— ma)> (h—ma)dS =0
oN

d 9 9 0 (h—my)
o S h— + 20|V (h— —2U (h—my, ———— | = 0.
& |h — myg| 01V (h —ma)| (h My, ot 0
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Logo, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e ([3.11)), tém-se que:

3(h—ma)>

d 2 2
@&|h—ma| +20 |V (h —m4)| —2U<h Meys o

d
& T |h—ma|”> + 20|V (h—mga)|> < 2U |(h —ma)| |V (h — myg)|

d
r |h—ma)* 4+ 20 |(h — ma) | —2U |(h — ma)| |V (h — mg)| <
2U

d
7|h—ma|2+20|V(h—ma)|2 @ I(h —ma)]* <0
20 2U
G =l + g 1= ma) = Z | = ma)* <
a]h—mﬂ +20|(h —ma)|” — z |(h —mga)|* <0
De (3.22)) torna-se que C' = 2C5% (6 — UCq) > 0 de modo que

d 20 2U
= _ <
& gl (- 2 ) 0= ma)f <0

d
& <dt> B — ma|® + C |h — ma|? < 0.

ol
dt —

t t
@/%dtg—/cclt
Ou 0

—Clu, onde u = |h(x,t) — mqa|> > 0

< Inu(t)] —In|u(0)] < =Ct
& u(r,t) <u(0)e
Como la constante C' > 0, temos que

. 2
tlirg ’h(l’,t) - moz’ =0

Disto segue que |h — m,| tende a zero em L (€2), quando ¢t — oo.

Como h (x,t) > 0 para (x,t) € Q x (0,00) pelo Lema vemos que
me () >0 para x € Q.

Agora, assumimos que m, (y) = 0 para algum y € Q = Q U 9, entdo pelo Principio do
Maximo sabemos m,, assume um maximo em um ponto de 02, de modo que

omeg

Q
y €0 e o

Por outro lado, da equacdo ([3.21)), isto é,
(8871:La> (y) = (g) ng (y)mq (y) =0, para y € 0

o qual nos leva a uma contradicdo. Assim fica provado o teorema. ]

(y) <0.
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4 0 PROBLEMA NAO ESTACIONARIO E O OPERADOR AUTOADJUNTO
Pi(—0A)

Neste capitulo formulamos o problema de decaimento para as equacdes que governam a
perturbacao da solucdo estacionéria cuja concentracao total é igual a dos dados iniciais e defi-
nimos uma solucdo global fraca para este problema usando o Método de Galerkin. Concluimos

mostrando que o operador P;(—60A) é auto-adjunto.

4.1 REDUCAO A UM PROBLEMA DE DECAIMENTO

Consideremos o problema dado no capitulo anterior

9,
a—?—yAujL(u Viu+Vqg=—kmx+ f reQ, t>0, (3.4)
divu=0 r e, t>0, (3.5)
O gAm+ (- Vym+ 02" — 0 zeQ, t>0, [B.0)
ot 8:1:3

junto com as seguintes condicoes inicias e de contorno

u(z,0) =wug (2,0), m(x,0)=mg(x) z €, (3.7)
u(x,t) =0 r e, t>0, (3.8
0
eaﬂ—Un3() m =0 2 e, t>0, (3.9)
e com valor de concentracdo inicial m tal que /modx =a, a> 0.
Q
Sejam u,, po € M, a solucdo do problema estacionario
/mdm = Q. 3.16
—vAu+ (u-V)u+Vqg=—kmyx+ f em Q, (3.17)
divu =0 em Q, (3.18))
—0Am + (u - V)m—i—Ugm—O em Q, (3.19)
T3

u=0 na 09, (j3.20))
om

987 — Ungm =0 na 897 "

obtido no Teorema [3.2.1] Pelo mesmo argumento do Lema 1 podemos mostrar que se

houver uma solucdo uniforme de , sua concentracdo m satisfaz /m x,t)dr = a,
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para qualquer ¢ > 0. A partir de essa observaciao nos leva ao seguinte problema.

Definamos v = u — u, € p = m — m,, e substituido nas equacdes (3.4 e (3.6)), isto é,

a(v+ua)—vA(v+ua)+((v+ua)-V)(v+ua)+Vq=—k(u+ma)x+f

ot
‘:)gz " agta — VAU = VAt + (0 + Ua) - V) v+ (0 4 Ua) - V) tat

V(q—pa)+VPa:—k(#+ma)X+f
@gt_mw(v V)0 + Vo + (ta V) 0 + (0 V)t + (ta - V) -t
V(q—pa):_k(ﬂ+ma))<+f

0
@—v—VAU+(ua-V)v—l—(U-V)ua+(v~V)v+V(q—pa):—kux

ot
) 9 0
at(:u Ma) — 0A(p —mq) + (v +ua) - V) (1 —ma) + Uaig(ﬂ —mgy) =0
ou o Omyg,
@E—QA/L-F( V)u%—(umV)u—i—(v-V)mavLUa—xg—i— 5
omg
GAma—(u-V)ma+U8$3 =0
o o
<:>——9Au+( NV)p+ (ug - Vip+ (0-V)mg+U=—=0

ot 61’3

Portanto, consideremos as equacdes que governam as perturbacdes de (uq, M4 ) :

9,

a—;}—yAv—i—(ua V)v+ (v-V)u,+ (v-V)v+ V(g —ps) = —kux, (4.1)
divv =0, (4.2)
Ol gAp+ (- V) i+ (0 V) mat (0- V) 4+ U2 — 0 (4.3)
at /’L (e /’1’ « /’L ax3 ) .
v=0, (4.4)

op
Ha—n —Unzp =0, (4.5)
0(2,0) = a(z), p(z0)=b(),z€Q, (46)

onde (a,b) € H x X. As equacdes (4.1))-(4.3)) sdo definidas em Q x (0,7), e as equacdes

(4.4)-(4.5) definidas na 9 x (0,7).

Definicdo 4.1.1. Dizemos que (v, ) é uma solucdo fraca de (4.1)-(4.6) se as seguintes

condicBes sdo satisfeitas:

i) v L*(0,00; V)N L>(0,00; H), pu€ L*(0,00; B) N L*®(0,00; X).
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ii) A identidade

= [H@ @0 @)+ (), 6 O)dt+ [ 0@, 1 1), (w),

0

o (1))] dt—l—/{bo (e, v (T),w (7)) + by (v (T) , Ug, w (T)) +
bo (v (1), v (1), w (7)) + b1 (U, (7) @ (7)) + ba(v (7)1 (7)),
¢ (7)) + b1 (v (7)), My @ (7)) + k (pu(7), x - w(T)) -
0(u ) i - wowr 00 @)
é valida para qualquer (w, ) € L? (0,00;V x B) N H' (0,00; H x X)

iii) A desigualdade de Energia

0 () B0 bt < pl, @)

vale para quase todo t > 0.

Teorema 4.1.1. Seja (u,, m,) a solugdo do problema ([3.17)-(3.21)). Se |Vu,| e |[Vm,]| sdo

suficientemente pequeno de modo que

0 —2UCq v
it 9 =
. , |Vus| + |Vme| < o

onde Cy é a constante de (3.13))-(3.14)), entdo dado (a,b) € H x X arbitrérios, existe uma
solucdo fraca (v, u) de problema (4.1))-(4.6)).

|[Vmg| < 2 (4.9)

Demonstracao. O argumento usado na prova é a aproximacao usual de Galerkin.
. [e.e]
Assuma por enquanto que existe uma base ortonormal completa {(w;, ¢;)},~, em H x X

tal que w; € Cg,, () e ¢; € O (ﬁ) N X, e verificam a equa¢do

0%—(]713@:0 em 00, 7=1,2,....
on

A existéncia desta base serd mostrada na Secdo [4.2] veja Observacdo [4.2.1]
Dado um inteiro [ > 1 definimos as solu¢des aproximadas de (4.1) e (4.3) da seguinte

maneira:

l
(vr, pur) Z a(ws, &),
j=1
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l I
ou seja, vy = »_ hy(t)w; e w =Y _ hj(t)¢;. Tomando o produto interno com w; e substi-
=1 =1

Ji =
tuindo v por v; na equacdo (4.1 obtemos

ov
((%l,wJ) = - V((Uz,wj)) - bo(ua,vz,wj) - bo(Uz,Ua,wj)—
bo(vr, v, wy) — (k- x, wy)
= —v(Vu, Vw;) — bo(ua, vi, wj) — bo(vr, U, wj)—

bo(vr, v, wj) — K (- x5 wy) -
Fazemos o mesmo com equagdo (|4.3) tomando o produto interno com ¢, e substituindo

Hopor i

9]
(aﬂtl? ¢j> = — 0 ((u, ¢5)) — b1(va, pu, d5) — b1(vi, Ma, ¢5) — balvi, pu, ¢5)—
O
[v55)
=—0(Vu, Vo;) = bita, pur, ¢5) — bi(vr, ma, d5) — b1 (v, pu, d5)—
O
U (8%,@) .
Somando os resultados acima obtemos um sistema de equacdes diferenciais ordinarias

] 0+ 0,00 b = = ) 01 -

bo (Ue, V1, w;) — bo (V1 U, wj) — by (v, vy, w;) —

b1 (Ua, fr, @) — b1 (v, Ma, @5) — b1 (1, puy, @) —

O
k(:ulvx'wj)—'—U(/'Ll?aQS]) ) (410)
Z3
com condicdes iniciais
hia(0) = (a,wy) + (b, ¢5)  j=1,....1 (4.11)

A existéncia de uma solucdo local para o problema de Cauchy (4.10)-(4.11) é dada pelo

Teorema da existéncia de Peano.
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Multiplicando ambos resultados por h;(t) e aplicando somatéria em j tem-se que
l d l
> (owy) ha(t) = > { = v(Vu, Vw;)hj(t) = bo(ua, v, wy)hj(t)—
j=1
bo(vl, Ueys U}j)hjl(t) — bo(vl, v, wj)hjl(t)—

k(ﬂl‘Xawj)hjl(t)}

((iit (v, v1) = — v(Vu, Vo) — by (ta, vy, v;) — bo(vy, Ua, v7)—
bo(vr, v, vi) — K (- X, v1)
|vl| =2 Vv = bo(vr, e, v)) — k:(,ul,x-vl)>,
L g !
; 1 (tu, &5) h ;{ =0V, Vo) ha(t) — bi(uas pu, ¢5)ha(t)—

by (vi, M, &5) Mt (L) — b1 (v, g, d5) hj(t)—
o
U <am;=¢j> hjl(t)}
d
T (g, ) = — 0 (Vg, Vi) — by (e pus pu) — br (v, M, pu)—

0
bl(vlalulmul) -U (a,ul /’L>
I3

d 0
x ) = 2( — 0|V ul* = by (vi, ma, ) — U <85; 0 ) )

Somando obtemos o seguinte
d 2 2 2 2
O (lonf* + 1) +2 (v Vol + 0 |V iu?) = 2{ — by (v, U, vy) —

d
)= ) =0 (22 |

Estimando a parte direita, usando (3.13)-(3.14)), (3.10))-(3.11]) e a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, tem se
O
- b0<vl7umvl) —b (Uz,ma,ﬂz) —k (,ul,X : Uz) — U ( , 87 <
3

Co |Vug| |[Vui|* 4+ Co [Vma| [Vur| |V ] + kCE [V | |Vl + UCq |V .

Portanto

d
o (oo + 1) +2 (v [Vl + 0 |Viu*) < 2{00 Vol |V +

Co |Vma| |VU[| |Vm| + k’Cg) |Vﬂl‘ ‘VUZ‘ + UCq ‘V/Ll|2 }
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Logo, pela definicdo de k, (3.22)), (4.9) e a propriedade 22y < 2 +y? onde z,y € R, segue-se

que
d
E(IszQ + ml?) + (2” IVur® + 20 [Viul* = 2C |Vug| [Vur|* -
200 |Vma| |Vvl| |V,ul| — 2]{3052) |VM1| |VU[| — QUCQ |V[Ll|2> S 0
d
&(\vzf + [pul?) + ((QV —2Cy |Vua|) [V = 2(Co [Vma| + kC3) Vo] |V ]
+ (20 — 2UCq) \Vul]2> <0
d 2 2 2 2
ol +ll) + { (2 = 2G0 [Vua| = Co [Vima| = kC) [Vur|” +
(29 — 2UCQ — Co ]Vma\ — kC’é) |V,U/l|2> S 0
d v— Cy(2 + |Vm, v —kC3
ol + )+ (LD ) g ey (2R e 4
t v v
20 — (4UCq + Cy |Vmy, 2UCq — kC?
d v— Cy(2 + |[Vm, kC?
R e I (R PO
t v v
20 — (4UCq + Cy |Vmy, kC?2
2 2
Como < — kOQ) >0e (1 - kCQ) > (), tem-se
0 v
d v—Cy(2 + [Vm,
R e
20 — (4 o
Tomando
. Co 1
C = min {1 — 20 (2| V| +[Vimal) 2 = 5 (4UCa + Co ]Vma\)} >0,
Obtemos que
d
— (o + [ml?) + C (v, ) ||* < 0. (4.12)
dt

Integrando de 0 ate ¢ e substituindo os valores v (z,0) = a(x), p(z,0) = b(x), obtemos

que:

/(i (loe () + g (5)[7) ds + c/ (v (s), i (s))||*ds < 0
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t

(e OF + 1 @F) = (I O)F + 1 O)F) + € [l (s) pu ()] ds <0

0

t
o (O + | (1)) + C/ (vr () ()* ds < [af* + |bf*, (4.13)
0
Essa estimativa nos permite dizer que:

i) Para a norma |[|-||;, x temos que

S {loe OF + 1w (P} < laf* +1p]°
€|0,00

Portanto: a sequéncia (v;, 1) permanece em um conjunto limitado de L> (0, 00; H x X)

ii) Para a norma |-||,, 5 temos que:

sup {100 (0) g ()P} < laf* + [bf

te[0,00]

Portanto: a sequéncia (v, 11;) permanece em um conjunto limitado de L> (0, 00; V' x B)

Por outro lado de
t

C [ (), () ds < Jal* + P (4.14)
0
quando ¢t — oo temos que: a sequéncia (v, ;) permanece em um conjunto limitado de

L?(0,00; H x X).
De item [i)] e [ii)] concluimos que

(v (1), u(t)) € L? (0,00; V x B) N L*® (0, 00; H x X) (4.15)

sempre e quando (v; (t), i (t)) estejam definidose [ =1,2,... .
De equacdo ([4.15)) temos que a sequéncia {(v;, i) };~, forma uma sequéncia limitada em
L?(0,00;V x B)yN L™ (0,00; H x X). Ent3o pelo Teorema nos permite afirmar a exis-

téncia de um elemento (v, 1) € L7, (0,00;V x B) N L> (0,00; H x X) e uma subsequéncia
{ (o, pu, )}y tal que
(vr,,, ) — (v, 1) na topologia fraca de L? (0,7;V x B) e
na topologia fraca estrela de L (0,T; H X z); (4.16)
(vr,,, i, ) — (v, 1) em L*(0,T; H x X ) fortemente.

Além disso, (v, i) satisfaz a desigualdade de energia (4.8). Em efeito: substituindo v = v,
p = nas equacdes (4.1)-(4.6) e tomamos produto interno com v; e j1; opbtemos o seguinte
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d

! lul® + v (o, 00)) + bo(vi, ey v1) + (kg - X, v1) =0

d 0
(1t|Ml|2+9((/1/l7ul))+b1(v7ma7ul)+U( Ml? ) =0

8703#1

Somando ambos resultados de acima tem-se

d
o Aol =+ L} + 2 o, )1 +

0
2 {bo(vl, Uq, 1) + (K, v - X) + bi(v, M, ) + U <8§;’ Ml)} =0

integrando de 0 ate ¢t obtemos

[ g (0 + o)t [ o s e 42 Lo o)+
(), 1(6) 20 + ) a5 e) + U (S ) far =0
& () + lOF ++2 [ I(w(s), pls) | ds +2 [ {bo (), ta(s), un(s)+
(), 051 )+ (). ()60 + U (o)) s =l o

Multiplicando esta igualdade por ¥(t) € D ((0,00)) e integrando 0 ate co obtemos

[e.e]

/ { O 4 @ 2 106, 2 [ {5 o)

0

(), 115) ) + (), ()9 + U (2 o)) }ds}wt)dt -

[ (1ol +10?)
0

de (4.16): (v, , u,) — (v, ) em L*(0,T;V x B), entdo pela Proposicio obtém-se

o

/ { o0 + (o) +2 [ (o(s), )| ds +2 t{bo<v<s>,ua<s>,v<s>>+

0

(ku(s),0(5) - %) + ba(0(5), ma(s), () + U (5" u<s>) }ds}wt)dt <

o0

/(|a|2 + o) w(t)dt.

0
Logo temos que para todo W(t) € D((0,00)) e ¥ > 0 a desigualdade de energia

p@F +lu@F +2 [ o (), w(@)Pdr+2 [ {bo<v ()t v (7))

b 05050+ 8 () 0 00) = 0 (1) 250 Lar < 4
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para quase todo t > 0.
Finalmente, fazendo que h — oo em (4.13) com [ substituido por [}, vemos que (v, i) €

L*(0,00; V x B). Portanto (v, 1) é nossa solucdo fraca desejada.

42 O AUTO-ADJUNTO DO OPERADOR P;(—0A)

Sejam X o subespaco fechado de L?(f2) formado pelas funcdes ortogonais as constantes,
P, : L* () — X a projecdo ortogonal e A; a extensdo de Friedrichs do operador simétrico

Py (—0A) definido para ¢ € X N H? () verificando

9% —Unz¢p=0 em 0N.
8713

Proposicao 4.2.1. O operador A; definido em X com dominio

O

D(Al)z{¢eH2(Q)mX: Qan

—Unzyy =0 em GQ}
é um operador mondtomo, isto é, (A1¢,¢) > 0 para ¢ € D(A;).

Demonstracdo. Seja ¢ € D(A;). Pelo Teorema da divergéncia
0
(410.9) = 0|Vo[* =20 [ 6(x)5—o(x)dr.
Q 3
De ((3.11)) temos
0
<¢a¢)fq¢uvmf;Qﬂvw2
I3

e de (3.22)
(A1, ) > (0 — 2UCq) |[Ve(z)]> > 0.

Portanto temos a positividade de A. ]
Proposicao 4.2.2. O operador A; é auto-adjunto.

Demonstracdo. Mostramos primeiro que D(A;) = D(AJ).

Para mostrar que D(A;) C D(A]), seja i € D(A;). Entdo,
(b, 49) =~ [ v

__ Oy _ [ 49

B /QAqu_/aQ 8n¢ aawﬁn

%A¢¢+Z/@Qnsw¢[g/m¢n3¢
— [ Ave
Q
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para todo ¢ € D(A;). Logo, |(v, A19)| < [[AY||||¢|| para todo ¢ € D(A;), ou seja, ¢ €
D(A}).
Para mostrar que D(A7]) C D(A;), seja ¢ € D (A7), entdo pela definicdo de A7, existe

um elemento f € X tal que

(A16,0) = (6, f)  para qualquer ¢ € D (4). (4.17)

De modo que, no sentido das distribuicdes, temos que

(¢, f) = (Aig,v) = (P (=0A) ¢, )
= (—0Ag¢, )
— ¢ /Q Auidz
— ¢ /Q dAYdT

= (¢, —0AY),
para ¢ € Cg° (2) N X.

Coloquemos [¢] = /gzﬁdx, para ¢ € C5° () e Yy € C5° de modo que [1)] = /1/10dx = 1.

Entdo ¢ — [¢] ¢ € CE () N X temos que (¢ — (8] o, —6A%) = (6 — [6] o, /). Logo,

(6 — 9] Yo, —02¢ — f) = 0

(6, —6A — f) — (] w0, —6AY — ) = 0

(6, —0¢ — f) = {[6] w0, 00 — f)

(6, ~08w — f) = (o, ~020 - f) [ g, (4.18)
Q

para qualquer ¢ € C§°(Q2). De (4.18), no sentido das distribuicdes, temos que para ¢y €

Co ()
(o, =0AY — ) = (o, =0A¢ — f) []

—OAY — f = (s, —0AG — ) 1.

Como f € L*(Q) e o lado direito desta igualdade é uma funcdo constante, entdo —A

pertence a L*(Q). Portanto (v, A — f) pode ser reescrito da forma
(o, =0AY — f) = (o, =0AY — f).
-1
Nesta expressdo, aproximemos em L2(f2), a funcdo constante |Q| " = (/ 1dm) , por
)

o € O () com / bodz = 1. Ento
Q

0N — f= - |Q|—1/9A¢dx, em L2 (9). (4.19)
Q
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Fazendo o produto interno de (4.19) com ¢ € D(A;), e uma vez que ¢ € X, obtemos

que
(=04, ¢) = (f,¢) (4.20)

Usando a férmula de Green, podemos reescrever o lado esquerdo como

(=080.6) = (0, ~080) = (05,6 + (1,037, (421

onde o primeiro paréntese (,) denota a dualidade entre H=2/2 (92) e H*? (09), e o segundo
denota a dualidade entre /2 (9) e H'/?(9Q). Por outro lado, uma vez que ) € D (A%) C

X e ¢ e D(A), epor (4.17)

Além disso, usando a condi¢do de contorno de ¢, obtemos de ({4.20)) e (4.21))

<98w — Ung), ¢> — 0.
on

Para um ( € C* (09) arbitrario, podemos facilmente construir um ¢ € D(A;) tal que
¢laq = (. Portanto, 62;6 — Unsp = 0 em 09).

A partir da igualdade, e usando o resultado de regularidade em [6, Chapter 2],
vemos que ¢ € H? () N X e satisfaz a condicio de contorno, que afirma que ¢ € D (A;).

Finalmente, a igualdade A; = A] segue do fato que

Observacao 4.2.1. Usando o fato que A; é auto-adjunto, mondtono e A; é o laplaciano,
pode-se mostrar a existéncia de uma base {w; };’il formada por os autovetores de A;, os quais
formam um sistema ortonormal completo em X. Esta base junto com a base de autovetores

do operador de Stokes Aj sdo usadas na Secdo [4.1]
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