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RESUMO

O raciocinio combinatério desempenha um importante papel no desenvolvimento
cognitivo de criancas e adolescentes. O presente estudo, fundamentado na teoria dos campos
conceituais, investigou o efeito da explicitacdo dos invariantes nos erros empregados por
criancas na resolucdo de problemas de arranjo, permutagéo e combinacdo em duas condices:
com enunciados que explicitavam o0s invariantes ou com enunciados que deixavam 0s
invariantes implicitos. O estudo foi construido a partir do banco de dados de Silva e
colaboradores (2017), composto por 60 protocolos de criangas, de ambos 0s sexos, estudantes
do4°ano doensino fundamental de uma escola publica dacidade de Maceid-AL, as quais foram
divididas em trés grupos com vinte criancas. Cada grupo respondeu a quatro problemas de um
tipo de situacdo combinatdria, sendo dois com invariantes implicitos e dois com invariantes
explicitos. A analise qualitativa identificou cinco tipos de raciocinio envolvidos nas respostas
inadequadas e comuns as trés situacfes combinatdrias. De maneira geral, os resultados indicam
que a condicdo de explicitacdo dos invariantes denotou qualitativamente, respostas mais
elaboradas, em razdo da sofisticacdo cognitiva. A andlise estatistica confirmou as diferencas de
distribuicdo dos tipos de erros em fungdo da condigdo implicita e explicita. Esses resultados
trazem contribuicbes para o campo da psicologia cognitiva, relativas a compreensdo da
organizacdo intelectual de criangas dos anos iniciais no tocante aos mecanismos de aquisi¢ao

do conhecimento combinatdrio, como também para o campo da educacao matematica.

Palavras-chave: combinatéria; erro; invariantes; criangas.



ABSTRACT

Combinatorial reasoning plays an important role in the cognitive development of children and
adolescents. The present study, based on the theory of conceptual fields, investigated the effect
of making the invariants explicit on the errors employed by children in solving problems of
arrangement, permutation and combination in two conditions: with statements that made the
invariants explicit or with statements that left the invariants implied. The study was built from
the Silva et al. were divided into three groups with twenty children. Each group responded to
four problems of a type of combinatorial situation, two with implicit invariants and two with
explicit invariants. Qualitative analysis identified five types of reasoning involved in
inappropriate and common responses to the three combinatorial situations. In general, the
results indicate that the condition of explicitation of the invariants qualitatively denoted more
elaborate responses, due to the cognitive sophistication. Statistical analysis confirmed the
differences in the distribution of error types as a function of the implicit and explicit condition.
These results bring contributions to the field of cognitive psychology, related to the
understanding of the intellectual organization of children in the early years regarding the

mechanisms of acquisition of combinatorial knowledge, as well as to the field of mathematics
education.

Keywords: combinatorics; mistake; invariants; children.
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1 INTRODUCAO

O raciocinio combinatorio € um dominio especifico da matematica, que desempenha um
papel importante no desenvolvimento cognitivo de criancas e adolescentes, por ser considerado
um sistema operacional, ou seja, um modo de agir frente a situacfes cuja solucdo exige um
pensamento hipotético dedutivo INHELDER;PIAGET, 1976). A principal caracteristica deste
tipo de pensamento é a possibilidade de distinguir entre o que é real e o que é possivel; ou seja,
diante de uma determinada situacdo, considerar as possiveis relacGes pertinentes para aquela
circunstancia, por meio da combinacdo de procedimentos, experimentacdes e analise logica. O
desenvolvimento das operacBes combinatorias, descrito por Inhelder e Piaget (1976), aponta
que os adolescentes adquirem a capacidade de utilizar, por meios sistematicos, todas as

variagdes e combinacdes possiveis, no estagio das operacdes formais.

Arranjo, combinacdo e permutacdo serdo os tipos de problemas combinatorios
abordados neste estudo, cujo tratamento tem em comum a formacéo de subconjuntos a partir
de um conjunto. Ademais, relagbes quanto a escolha e & ordem dos elementos também sdo
consideradas na formacédo de novas possibilidades (BARRETO; BORBA, 2011). Tais relagdes,
como também propriedades distinguem e caracterizam cada tipo de problema combinatdrio,
possibilitando seu reconhecimento e representacdo do significado de cada conceito. Essas
relacOes e propriedades sdo denominadas invariantes operatorios, segundo a teoria dos campos
conceituais de Vergnaud (1990).

A teoria dos campos conceituais é considerada uma teoria cognitivista, cuja estrutura e
principios fundamentais atendem ao estudo do desenvolvimento e da aprendizagem de
competéncias complexas, bem como a fins didaticos. A teoria dos campos conceituais foi
constituidacom vistas ao entendimento dos processos de conceituacdo progressiva deestruturas
aditivas, multiplicativas, de relagcdes espaciais, numéricas e da algebra (VERGNAUD, 1990).

E no campo conceitual das estruturas multiplicativas que se encontram os problemas de
combinatoria.

Nesse sentido, é importante destacar a situacdo da educacdo matematica no pais;
avaliacBes nacionais e internacionais, bem como pesquisas na area, expressam dificuldades
relacionadas a matematica. Como exemplo de avaliacdo de larga escala internacional tem-se o

Program for Internacional Student Assessment (PISA), que apontou que o Brasil tem baixa
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proficiéncia em matematica se comparado com 0s outros 78 paises que participaram da
avaliagdo. A Gltima edicgdo, realizada em 2018, revelou que 68,1% dos estudantes brasileiros,
com 15 anos de idade, ndo possuem nivel basico em matematica, 0 minimo para o exercicio
pleno da cidadania (BRASIL, 2019). Na literatura brasileira, encontram-se varios estudos que
demonstram dificuldades relacionadas ao conhecimento matematico de criangas, especialmente
ao raciocinio combinatorio, considerado um problema complexo quando comparado com
outros problemas do campo multiplicativo (BRITO; CORREA, 2003; KOUBA, 1989; MELO;
SILVA; SPINILLO, 2016; MORO; SOARES, 2006; NUNES; BRYANT, 1997; PESSOA,;
BORBA, 2012; TAXA- AMARO, 2001; TAXA-AMARO, 2006).

A combinatéria, portanto, demonstra ser um conteudo complexo, sobretudo pela
estrutura implicita dos invariantes que os problemas possuem (NUNES; BRYANT, 1997;
SPINILLO et al., 2016). Na resolucdo de problemas de combinatéria, as criancas expressam
diferentes raciocinios que podem leva-las ao acerto ou ao erro. Neste estudo, destaca-se,
especialmente, o papel do erro no processo de aprendizagem e de desenvolvimento cognitivo.
O erro para a psicologia cognitiva esta associado a mecanismos de aquisicdo de conhecimentos
que expressam ldgicas da organizacdo intelectual dos individuos (SPINILLO et al., 2016).
Assim, torna-se importante compreender o erro como uma forma de conhecer o raciocinio dos
estudantes, considerando que essa € uma abordagem construtivista doerro. Os erros assim como
os acertos sdo formas de raciocinar que revelam o pensamento frente a um dado objeto de
conhecimento (SPINILLO et al., 2014; SPINILLO et al., 2016). Estudos anteriores
investigaram estratégias de resolucdo empregadas por criancas em problemas de combinatdria
(ANDRADE, 2020; BRAUNING, 2019; ENGLISH, 2005; 2007; HALANI,2012; HOVELER,
2018; MELO, 2012; MORO, SOARES, 2006; SANTOS; ANDRADE, 2020; SILVA, 2014;
SILVA, 2010), contudo, ndo foram encontrados estudos que enfoquem o erro em problemas de
arranjo, permutacdo e combinagdo, no que concerne a comparacdo da condicdo implicita ou

explicita no enunciado dos problemas.

Portanto, a presente dissertacdo analisou o raciocinio empregado por criancas na
resolucdo -incorreta - de problemas de combinat6ria em condigdes distintas: com invariantes
explicitos e com invariantes implicitos. Partiu-se da hipdtese de que a explicitacdo das
propriedades e relagdes invariantes, que regem as situacbes combinatorias, poderia auxiliar as
criancas em termos do raciocinio empregado. Poderia um erro demonstrar maior compreensao
conceitual do que outro? Nao obstante, a analise de erros pode expor a trajetoria cognitiva do
pensamento infantil.
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Busca-se, com isso, responder as seguintes questdes: ha diferencas no raciocinio
empregado em problemas que tém em seu enunciado invariantes implicitos e explicitos? E
possivel que exista diferencas qualitativas no(s) raciocinio(s) que levam ao erro? Como analisar
0 erro em problemas de combinatéria e identificar sua possivel natureza? Examina-se a
possibilidade de que os erros nos problemas da condicdo explicita possam ser de natureza
distinta e, ainda, refletirem diferentes niveis de compreensdo da combinatoria. Acredita-se que,
além darelevancia social de pesquisas sobre o conhecimento matematico decriangas, o presente

estudo traz contribui¢fes importantes para 0 campo da psicologia cognitiva, mais precisamente
para a psicologia da educacdo matematica, e também implicacdes educacionais.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

As consideracdes teoricas que fundamentam o presente estudo serdo apresentadas em
quatro secBes. A primeira se¢do aborda a analise combinatéria a partir da perspectiva
matematica, especialmente os problemas de arranjo simples, combinagdo simples e permutacéao
simples. A nomenclatura adotada a partir de agora para se referir a esses problemas sera:
arranjo, combinacdo e permutacdo. A segunda se¢do versa sobre o raciocinio combinatério na
perspectiva da Psicologia Cognitiva, trazendo a concep¢do piagetiana e, em seguida, a
concepcao da formacdo de conceitos matematicos presente nateoria dos campos conceituais de
Gérard Vergnaud. Na terceira secdo, discute-se 0 erro na resolucdo de problemas matematicos
por criancas a partir de uma concepg¢do cognitivista. A quarta e Gltima secdo apresenta revisao
de estudos da literatura, conduzidos com criangas, que investigam o raciocinio combinatério,

abordando, sobretudo, o(s) raciocinio(s)os que levam ao erro frente a esse tipo de raciocinio.

2.1 ANALISE COMBINATORIA NA PERSPECTIVA DO CONHECIMENTO
MATEMATICO

A analise combinatoria propde desenvolver métodos que permitam contar o nimero de
elementos de um conjunto agrupados sob certas condigdes (HAZZAN, 1977). Como método
de quantificacdo de elementos de um conjunto, Merayo (2015) aponta que ndo € necessario,
para tanto, lista-los ou enumeré-los. A combinatdria é destacada por Morgado et al (1991),
como um topico da matematica que analisa as estruturas e as relagdes discretas. A partir de
procedimentos contemplados por este método € possivel chegar aos resultados de forma mais

rapida, tendo como base o principio multiplicativo da contagem (PAIVA, 2009).

Os problemas de combinatéria se apresentam sob distintas condiges e propriedades,
estabelecendo relacdes que os diferenciam e que permitem que sejam classificados. Observadas
as construcdes classicas da analise combinatoria, Santos, Mello e Murari (1995) elencam trés
grupos de problemas: arranjo, combinacdo e permutacdo. Cada problema sera descrito e

exemplificado a seguir.
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2.1.1 Problemas de Arranjo

Os problemas de Arranjo partem de um grupo maior de elementos para a formagéo de
alguns subconjuntos, considerando a ordem dos elementos na composicdo de cada nova
possibilidade (PESSOA; BORBA, 2010). Destaca-se também, para a construgdo de cada

subconjuntos do grupo, ndo existir a repeticdo de elementos nos problemas de arranjo simples.

Paiva (2009) esclarece que dois arranjos simples quaisquer séo diferentes tanto pela
ordem, quanto pela natureza dos elementos que o compdem, vejamos: considerando 0s
elementos do conjunto I={a,b,c,d}, formar sequéncias de 3 elementos distintos (P), construindo
uma matriz de possibilidades, de onde sejam extraidos alguns dos subconjuntos para formacéo

do quadro abaixo, como exemplificagio:

Quadro 1 - Possibilidades de combinag¢édo porarranjo a partirdo conjunto I = {a,b,c,d}.

Subconjuntos Distin¢des

(a,b,c)# (b,c,a) Diferentes pela ordem dos elementos

(a,b,c)# (a,b,d) Diferentes pela natureza dos elementos, ou seja,
elementosdiferentes

Fonte: A autora (2022)

Nesse enquadre, o arranjo pode ser definido: “Arranjos simples de n elementos tomados
p ap, onden >1ep éumnumero natural tal que p < n, séo todos os grupos de p elementos
distintos, que diferem entre si pela ordem e pela natureza dos p elementos que compde cada
grupo” (SANTOS; MELLO; MURARI, 1995, p.42)

A formula matematica do Arranjo pode ser expressa da seguinte maneira:

Exemplo de problema de arranjo: o quadrangular final da Copa do Mundo sera
disputado pelas seguintes selecdes: Inglaterra, Brasil, Alemanha e Espanha. De quantas

maneiras distintas podemos ter os trés primeiros colocados?
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Figura 1- Problema de Arranjo

— 1° lugar
ki (4 possibilidades)

22 lugar

S
= 3 V_h II (3 possibilidades)
Z Z\ /s 3% lugar
S SEEEEE S EESEI

(2 possibilidades)

Fonte: A autora (2022).

Observa-se na Figura 1, que do grupo (Inglaterra, Brasil, Alemanha e Espanha), parte a
formacdo de subconjuntos, em que a ordem e a natureza dos elementos cria novas possibilidades
de combinacdo. No exemplo acima, pode-se constatar que € possivel encontrar 24 maneiras

distintas de ter os trés primeiros colocados.

2.1.2 Problemas de Combinacgéo

O tipo de problema Combinacao é caracterizado de forma semelhante aos problemas de
Arranjo, no sentido de que h& formacgdo de subconjuntos a partir dos elementos de um conjunto
maior, no entanto, a ordem dos elementos na combinacdo ndo cria novas possibilidades
(PESSOA; BORBA, 2010). Agrupar elementos pelo método da combinagdo simples é

constituir subconjuntos, estando atento a ndo haver elementos repetidos.

De acordo com Paiva (2009), dado um conjunto I= {a,b,c,d}, formando subconjuntos de

trés elementos, teremos, entdo, a combinacao simples dos 4 elementos do conjunto I, tomados
3 a3, vejamos: {a,b,c}; {a,b,d};{a,c,d}e {b,c,d}.

Quadro 2 - Possibilidades de combinagéo simples a partir do conjunto I={a,b,c,d}.

Subconjuntos Distin¢ao e Semelhanca

(a,b,c)# (a,b,d) Diferentes pela natureza dos elementos, ou seja,

elementosdiferentes.

(b,c,d) = (c,b,d) A ordem dos elementos ndo altera a combinagio

Fonte: A autora (2022)
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Paiva (2009) observa que em duas combinacfes simples quaisquer a diferenca se
apresenta apenas pela natureza e ndo pela ordem dos elementos. Segundo Santos, Mello e
Murari (1995, p. 46) a combinagédo ¢ assim definida: “A combinacéo de n elementos tomados p
a p, a qualquer agrupamento ndo ordenado dos p elementos distintos escolhidos dos n

elementos existentes”.

Para a combinacdo, temos a seguinte formula matematica:

p!(n-p)!

C.p =

Exemplo de problema de combinagao: “No pula-pula do parque podem entrar duas

criancas de cada vez. Amanda, Livia e Gisele estdo aguardando a vez. De quantas maneiras
diferentes elas podem formar grupos para brincar no pula -pula?” (BRASIL, 2014, p.40)

No problema, as criancas devem ser agrupadas em duplas, formando subconjuntos a partir
do grupo maior, composto por Amanda, Livia e Gisele, para entrarem no pula-pula, sendo,
portanto, duas meninas de cada vez. Assim a resposta ao problema seria as seguintes
possibilidades: Amanda e Livia, Livia e Gisele e Gisele e Amanda, apenas. Ressaltando que
subconjuntos como Livia e Amanda, Gisele e Livia, e Amanda e Gisele correspondem a
formacdo de subconjuntos repetitivos

2.1.3 Problemas de Permutacéo

Na permutacdo todos os elementos do conjunto serdo usados, mas apenas uma vez nos
casos especificos de permutacdo sem repeticdo. Afirmam Pessoa e Borba (2010) que a
caracteristica desse tipo de combinatdria é que todos os elementos do grupo sdo usados, mas

em ordens diferentes, gerando novas possibilidades de subconjuntos, formando as
permutagdes.

Paiva (2009, p. 278) exemplifica a permutagdo da seguinte forma: a partir dos
algarismos 2, 7 e 9, formarmos nimeros de 3 algarismos distintos e assim estaremos aqui
construindo arranjos simples deles, tomados 3 a 3. Forma-se as seguintes possibilidades
{279}, {2973}, {729}, {792}, {927}, {972}.
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Quadro 3 - Possibilidades de permutacéo a partirdo conjunto 1= {2, 7e 9}.

Subconjuntos Distin¢ao e Semelhancga
(279) # (297) Diferentes pela ordem dos elementos.
(729) e (972) Igual natureza doselementos, ou seja, mesmoselementos.

Fonte: A autora (2022)

A permutacdo pode ser definida da seguinte forma: “Dado um conjunto formado por n
elementos, chama-se permutacdo desses n elementos quaisquer agrupamento ordenado de
n elementos, no qual aparecam todos os elementos do conjunto” (SANTOS; MELLO;
MURARI, 1995, p. 32).

As Permutaces simples sdo representadas pela seguinte férmula:

P.=n!

Exemplo de problema de Permutacdo: Em uma prateleira pode-se arrumar uma bola,
um carro e uma boneca. De quantas maneiras diferentes podemos organizar esses objetos em

uma prateleira?

Figura 2 - Representacdo da resolucdo do problema de permutacéo

Fonte: A autora (2022).

No exemplo de permutacdo acima, temos trés objetos que podem ser dispostos numa
prateleira, de modo que a ordem do agrupamento dos elementos forma diferentes
possibilidades de organizacéo, temos, assim, seis maneiras de organizar os trés brinquedos

na prateleira.

E importante destacar que as formulas utilizadas no ensino da combinat6ria devem ser
uma consequéncia do raciocinio que os alunos desenvolvem, tendo elas a funcao de simplificar
os célculos, diante de problemas que tenham grande nimero de dados (BRASIL, 2002).



21

Portanto é fundamental para a aprendizagem de combinatéria que a analise e o entendimento

do problema sejam anteriores & aplicagdo de férmulas.

Como integrante fundamental da matematica discreta, a combinatéria tem um
importante papel na matematica escolar; bem como no desenvolvimento do raciocinio de
probabilidade (NAVARRO, BATANERO; GODINO, 1996). Os métodos combinatorios
podem ser encontrados na estatistica, na programacao linear, na logica, nas confeccGes de
horarios, assim como na matematica pura, na teoria dosgrupos e representacdes e na geometria,
sendo considerada um componente fundamental do pensamento formal. A respeito desse
aspecto, na proxima sessdo sera apresentada a importancia do raciocinio combinatério para a

Psicologia.

2.2 A COMBINATORIAPARA A PSICOLOGIA
2.2.1 Piaget: a combinatoria e o desenvolvimento cognitivo

Para a teoria piagetiana, a estrutura da analise combinatdria constitui um dos modelos
I6gico-matematico caracteristico das opera¢fes formais, desempenhando um importante papel
no desenvolvimento cognitivo de criancas, adolescentes e adultos (INHELDER; PIAGET,
1976).

As operac¢des formais, segundo Piaget e Inhelder (1976), surgem por volta dos11-12 anos
até 14-15 anos de idade com o pensamento operatorio formal, estabelecendo o estado final de
equilibrio no desenvolvimento intelectual. A principal caracteristica deste tipo de pensamento
é a possibilidade de distinguir entre o real e o possivel. Assim, o adolescente tenta imaginar,
diante de um problema, as possiveis relagdes pertinentes para aquela circunstancia, tentando
em seguida alcangar quais sdo realmente verdadeiras, através da combinacéo de procedimentos,
experimentacdes e analise l0gica. Nessa perspectiva, o sujeito vai além do que lhe chega aos
sentidos, para desenvolver a aptiddo imaginativa de alternativas apropriadas, 0 que seria 0
pensamento l6gico-formal.

Essencialmente o pensamento formal é considerado hipotético-dedutivo, considerando
que para encontrar o real dentro do possivel, é necessario que se considere o possivel como um

conjunto de hipdteses a serem testadas no intuito de confirma-las ou rejeita-las.
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Consequentemente o pensamento formal é um recurso para encontrar a realidade dentro do
contexto de possibilidades (INHELDER; PIAGET, 1976).

A capacidade de manipular e raciocinar sobre dados da realidade é também uma
caracteristica do pensamento formal, na medida em que transforma esses dados em
afirmacOes/proposicOes, razdo pela qual o pensamento formal é chamado inclusive de
pensamento proposicional. Essa capacidade permite que o sujeito realize operagdes concretas e
as transforme em proposi¢cfes com as quais pode continuar operando por meio de relagdes
I6gicas. Este fenémeno foi chamado por Piaget de combinatoria das proposicées, porque é uma

l6gica das combinagfes possiveis de pensamento (SILVA, 2010).

Inhelder e Piaget (1976) conseguiram relacionar o pensamento operacional formal com a
orientacdo para o possivel e o hipotético. De acordo com os autores, 0 possivel pode ser
investigado através do método da analise combinatéria. A partir destatécnica, o individuo pode
isolar todas as variaveis envolvidas no problema e determinar as possiveis relacdes dessas
variaveis, observando se todas as combinagdes possiveis foram notadas, proporcionando
encontrar um namero elevado de combinacGes, mesmo diante de poucas variaveis, portanto, o

método combinatorio € considerado uma atividade complexa.

Portanto, é através das operacBes combinatérias que o raciocinio hipotético-dedutivo
atua, pela possibilidade de relacionar entre si, objetos, fatores e ideias, de todas as maneiras,
(INHELDER;PIAGET, 1976). Nesta perspectiva, o raciocinio combinatorio representa mais
gue um esquema matematico, uma organizacao operacional, uma maneira de proceder ou um
método, adotado de maneira espontanea ou intencional, para solucionar situaces que requerem
este tipo de pensamento. A combinatéria € um pré-requisito estrutural importante para o

desenvolvimento do pensamento l6gico (SILVA, 2010).

O desenvolvimento psicogenetico das operacfes combinatorias foi descrito por Piaget e
Inhelder (1976) a partir de experimentos com criangas e adolescentes por meio de observagdes,
entrevistas e tarefas de combinatéria. Os autores perceberam que as criangas utilizavam de
métodos elementares de calculo, como ensaio e erro e que nao conseguiam completar todas as
possibilidades de formacéo de pares, seguindo um meétodo sistematico para contemplar todas
as combinagBGes possiveis. Sendo certo ainda que, as combinagdes eram mais bem
desempenhadas, quanto menor fosse o nimero de elementos a se combinar, do contrario, 0

desempenho nas tarefas diminuia. 1sso levou os pesquisadores a concluirem que apenas no
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estagio das operagdes formais se adquire a capacidade de utilizar, por meios sistematicos, todas

as variacdes e combinagdes possiveis de um determinado conjunto.

Como resultado dos experimentos foram encontradas diferentesabordagens entre sujeitos
do nivel operacional concreto e os do nivel operacional formal. As criangas do operacional
concreto apresentaram um comportamento assistematico e desorganizado, sem hipdtese em
relagdo ao problema, usando de associagdes causais, sem perceber o que essas associagOes
permitem provar. No entanto, os sujeitos do operacional formal pensam em todas as possiveis
combinacdes e demonstram ter um método ordenado e sistematico para produzir as

combinacBes. Este nivel surge como uma etapa de equilibrio, em relacdo ao nivel anterior
(INHELDER; PIAGET, 1976).

Através desse estudo foi possivel perceber que ha uma correlacdo estreita entre a
construcdo de conjuntos das operagdes combinatorias e as opera¢bes formais. (INHELDER;
PIAGET, 1976). Essencial para o raciocinio hipotético-dedutivo, o pensamento combinatorio é
considerado um modo sofisticado de pensar e que se faz presente na solucdo de problemas
praticos complexos, como também na compreensdo de varios conceitos matematicos
(VERGNAUD, 2009). A préxima secdo apresentara a concep¢do de Vergnaud acerca da
formacdo de conceitos matematicos, destacando em especial 0 conceito de combinatéria.

2.2.2 Vergnaud: Teoria dos Campos Conceituais

Gerard Vergnaud, psicologo francés, desenvolveu inimeras pesquisas sobre o ensino da
matematica, destacando a formula¢do de principios da didatica e a Teoria dos Campos
Conceituais, que se fundamenta em pressupostos de Piaget e contribuigdes de Vygotsky
(MORO, 2020). Dentre as proposi¢des de Piaget para a constru¢do da referida teoria, Moro
(2020) destaca a atividade do sujeito na constru¢do do conhecimento; a caracterizagdo dos
invariantes operatorios; o modelo de equilibragdo na dialética da interagdo e o lugar no processo
de tomada de consciéncia da acdo. Vergnaud (2017) ante as contribuicdes de Piaget, apresenta
o conceito de esquema como fundamental para a Teoria dos Campos Conceituais, tendo como
pedra angular para a investigagdo em didatica das ciéncias e da matematica. No tocante as
contribuicdes de Vygotsky, destaca-se a importancia dispensada a interagdo social, a linguagem
e a simbolizacdo (representacdes) no dominio progressivo de um campo conceitual

(VERGNAUD, 2017).
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Trata-se de uma teoria cognitivista, considerada por fornecer além de uma estrutura
coerente alguns principios fundamentais para o estudo do desenvolvimento e da aprendizagem
de competéncias complexas, especialmente no campo da ciéncia e da tecnologia. Atende
também a fins didaticos por fornecer uma estrutura de aprendizagem, permitindo compreender
as afiliacdes e rupturas entre os saberes de criangas e de adolescentes, cujos efeitos da
aprendizagem e do desenvolvimento cognitivo intervém conjuntamente. Embora ndo seja
especifica da matematica, a teoria dos campos conceituais foi constituida com fulcro no
entendimento dos processos de conceituacao progressiva de estruturas aditivas, multiplicativas,

bem como, de relagdes espaciais, numéricas e da algebra (VERGNAUD, 1990).

J4

Para a Teoria dos campos conceituais, a conceitualizacdo ¢ o aspecto essencial do
desenvolvimento cognitivo, representando a evolucdo dos conceitos cotidianos para os
conceitos cientificos. A conceitualizagdo vai além da definicdo ou mesmo descricdo das
propriedades de um conceito; ela trata de interrelagdes com outros conceitos, que foram
estabelecidas progressivamente diante de diversas situagdes e representagdes simbolicas ou

linguisticas (VERGNAUD, 1990).

Nessa perspectiva teodrica, o conhecimento € concebido em campos conceituais € o seu
dominio ocorre durante um longo periodo, levando em conta as experiéncias, a maturidade e a
aprendizagem do sujeito. Sendo certo que, por campos conceituais entende-se um conjunto de
situacdes cujo dominio requer o manejo simultineo de conceitos e o uso de representagdes

simbolicas, que podem operar de forma integrada no processo de aquisigdo (VERGNAUD,

2009).

A constru¢do de um conceito, segundo Vergnaud (2009), ocorre quando o sujeito domina
o conjunto de situagdes (S), que da sentido ao conceito € o torna significativo; bem como,
domina o conjunto de invariantes operatorios (I), que significa as propriedades que se
preservam, permitindo o reconhecimento do conceito em diferentes situacdes e representam o
significado do conceito; e domina suas representacdes (R), que permitem retratar os invariantes,
as situacdes e os procedimentos, sendo identificado como o significante de um conceito. Temos

assim, a formacao das trés instancias estruturais de um conceito.

Entende-se, portanto, se tratar de uma complexa teoria, cuja formacdo de um conceito
fala do dominio gradual de situacdes; de invariantes operatorios necessarios para
operacionalizagdo eficaz das situagdes, e dos simbolos linguisticos que representam os

conceitos e operagdes, de acordo com o desenvolvimento cognitivo do sujeito.
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Consideramos Situag¢ao (S) como tarefa ou problema e que pode ser tomada por classes
de situagdes. Para Vergnaud (1990), os tipos de situagdo relacionam-se com o conceito de
“esquema”, que funciona de forma distinta. Em um primeiro caso, em que o sujeito dispde de
competéncia necessaria para resolucao da situagdo em seu repertorio, encontramos organizados
em um unico esquema os comportamentos automatizados para a mesma classe de situagdes. No
segundo caso, sera observado o esbogo sucessivo de varios esquemas, que podem entrar em
competi¢do e que devem ser acomodados, separados e recombinados, para alcancar a solu¢ao;
este processo ¢ seguido por descobertas. A relacdo entre as situagdes € 0s esquemas para o autor
¢ a fonte da representagdo, em consequéncia, da conceitualizacdo. Os esquemas representam a
organizagdo invariavel do comportamento, diante de determinada classe de situacdes € podem
fornecer os elementos cognitivos, que permitem que a agdo do sujeito seja operatoria, portanto,

¢ nele que deve ser investigado o conhecimento em a¢do do sujeito (VERGNAUD, 1990).

A relagdo entre uma situagdo e um conceito ¢ considerada complexa, posto que a
aquisi¢do de um determinado conceito ou conhecimento ndo pode estar atrelada a uma tnica
situacdo, bem como uma mesma situagcdo pode ter ligacdo com diversos outros conceitos. Essa
perspectiva conduz ao entendimento de que o desenvolvimento do conhecimento se faz (&
concebido) em rede e ndo em progressao linear (SPINILLO; LAUTERT,2006),0 que seria uma
quebra de paradigma. Ademais, tais constatacdes justificam a exposicao de criangas, pelo
professor, as diversas situacdes que proporcionem conexdes entre 0s conceitos € que permitam

a percep¢ao e compreensao do conhecimento apropriado.

Os conhecimentos contidos nos esquemas sao os chamados Invariantes Operatorios (1),
formados por uma relag¢do dialética entre os designados ‘conceito em a¢do’ e ‘teorema em acao’.
Observamos a dialética entre o ‘conceito em a¢do’ ¢ ‘teorema em agdo’, em razao dos conceitos
serem considerados os ingredientes dos teoremas e estes serem propriedades que fornecem aos
conceitos seus contetidos, eles expressam uma teoria intuitiva das agdes e operagdes realizadas
pelo individuo. Também sdo considerados a base conceitual implicita dos individuos para a
resolu¢do de problemas em alguma situagdo, cujo conhecimento a ser utilizado necessita ser
explicitado. Os ‘conceitos em agdo’ e ‘teoremas em ac¢do’ designados por Vergnaud ndo sdo
cientificos, porém podem ser considerados a medida que sdao explicitados, comunicados e
discutidos (VERGNAUD, 1990). Como ja dito anteriormente, as situa¢des de combinagdo,
arranjo € permutagdo apresentam em comum a formagdo de subconjuntos a partir de um
conjunto, no entanto, observamos algumas peculiaridades que as distinguem e caracterizam,

dando significado a cada uma. Nos casos de arranjo e combinagdo, os subconjuntos serao
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formados por alguns dos elementos do conjunto, ja na permutagdo todos os elementos serdao
usados no agrupamento dos subconjuntos. Ademais, relacdes quanto a ordem e a escolha de
elementos sdo também consideradas na formacao de novas possibilidades (BARRETO;
BORBA, 2011). Tendo como base a teoria dos campos conceituais de Vergnaud (2009),
observamos os conjuntos de invariantes que formam os conceitos de combinacdo, arranjo e
permutacdo, dando sentido a cada tipo de combinatdria. A explicitagdo dessas propriedades
invariantes, que regem as situacdes combinatorias, poderia auxiliar as criangas a raciocinar
melhor sobre os problemas? Nao obstante, a andlise das respostas das criangas, por meio das
representagdes graficas e verbais, proporcionaria a analise do raciocinio, sobretudo os erros
cometidos? Essas sdo questdes levantadas na presente investigagdo. O sujeito tem dificuldade
de expressar o conhecimento por esse ser implicito, no entanto, isto pode ocorrer através dos
invariantes operatorios que possibilitam que os esquemas gerem acoes, inclusive intelectuais, e
formam, os invariantes, o niicleo da reapresentagdo, podendo ser explicitados. E nos Invariantes

Operatdrios que encontramos a articulacao da teoria com a pratica (VERGNAUD, 1985).

No tocante as representagdes (R), para Vergnaud (1985) sua fun¢do principal ¢ a de
conceitualizar o real para agir eficazmente, para isso € preciso considerar em seu contetido, os
conhecimentos que a alimentam. E na interagdo do sujeito com o real, que ele forma e testa suas
concepgoes e representacdes, que sao responsaveis pela forma que o sujeito age e regula sua
acdo. O autor diz que o conceito de representagdo ¢ essencial para a analise da formagdo de
conhecimentos operatorios € dos processos de transmissao dos conhecimentos. Vergnaud
(1985) atribui relevancia as representagdes, para as pesquisas em psicologia cognitiva, em razao
de considera-las funcionais e indispensaveis ao tratamento de vérias situagdes pelo sujeito. A
representacdo importa a formagdo da experiéncia social ou privada, em seu conjunto,
organizada ou aberta, discursiva ou ndo; havendo ainda a necessidade de dispor de elementos
tedricos de andlise, que possam ndo confundir ou ndo distinguir elementos que permitam
compreender o funcionamento e os disfuncionamentos da representagdo (VERGNAUD, 1985).
Elas podem nem ser corretas, vagas ou precisas, no entanto, as representagdes terdo sempre a
funcdo de substitutos da realidade. Por seus diferentes sistemas de significantes, as
representagdes podem ser entendidas como ferramentas, signos, gestos e materiais concretos,
bem como, por recursos graficos, como desenhos, listagens, formulas e tabelas, geralmente
usados na resolugdo de problemas. Pessoa e Borba (2010) destacam entre as formas de
representacdo utilizados na resolugdo de situagdes combinatdrias, o desenho, a listagem,

tabelas, formulas, arvore de possibilidades, dentre outras. Além disso, 0 uso de material
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manipulativo também é uma forma de representacdo, adequadaao ensino e aprendizagem de
criancas. O uso de diferentes formas de representacdo auxilia o estudante a melhor expressar
seus pensamentos relativos a resolucdo de problemas de combinatoria. Neste cerne,
representacdes desenvolvidas pela propria crianca, de maneira espontanea, também sdo
proveitosas, inclusive quando utilizadas na elaboracdo de intervencgdes de ensino, possibilitando

que o conteudo matematico seja trabalhado através de estratégias infantis (BRASIL,2014).

Na area da aritmética, Vergnaud (1990) considera dois grandes campos conceituais: o
campo conceitual das estruturas aditivas e o campo conceitual das estruturas multiplicativas. O
campo conceitual das estruturas aditivas ¢ formado por um conjunto de situagdes cujo dominio
requer a adi¢do, a subtracdo, ou a combinagdo destas operagdes; além do tratamento de um
conjunto de conceitos e teoremas que possibilitam a andlise dessas situacdes como tarefas
matematicas.

Do mesmo modo, o campo conceitual das estruturas multiplicativas ¢ constituido tanto
pelo conjunto de situagdes, cujo tratamento envolve a multiplicacdo, a divisdao, ou a combinagao
dessas duas operagdes, quanto pelo conjunto de conceitos e teoremas que analisam essas
situacdes: propor¢do multipla e simples, funcdo linear e ndo linear, razdo escalar direta e
inversa, quociente e produto de dimensdes, fragdo, entre outros (VERGNAUD, 1990). Segundo
Nunes e Bryant (1997), embora a adi¢dao repetida seja um esquema utilizado para resolver
algumas questdes multiplicativas, pensar a multiplicacdo por este meio ¢ parcialmente correto,
porque entre esses dois tipos de operacdo ha bases de raciocinio distintas. A adigdo repetida
pode ser usada em alguns célculos multiplicativos, pelo fato de a multiplicagdo ser distributiva
em relacdo a adigao.

Diante dos problemas do tipo multiplicativo, Vergnaud (2009) apresenta trés classes de
problemas que envolvem relacdes ternarias e quaterndrias, quais sejam: (1) isomorfismo de
medidas, (2) produto de medidas e (3) propor¢des multiplas; cada uma dessas classes apresenta
subclasses de problemas. Cada tipo de problema apresenta niveis distintos de complexidade,
determinado por sua estrutura e serdo solucionados pela multiplicacdo ou divisdo, ou ainda pela
combinagdo de ambos.

A classe de Isomorfismo de medidas cuida de uma relagdo quaternaria entre as 4 medidas,
sendo duas delas medidas de um tipo e as outras duas de outro tipo (A x B=C x D) compondo
entre esses dois tipos, uma proposicdo direta simples. Para a resolugdo destes tipos de
problemas, diversos procedimentos podem utilizados, como isso diferentes niveis de

dificuldade podem ser enfrentados. Nesta classe de problemas encontram-se a multiplicagao
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simples, a divisdo por cotas e por parti¢do e a regra de trés.

Os problemas de produto de medidas implicam uma rela¢do ternaria, isto €, entre trés
variaveis, onde uma delas ¢ o produto das outras duas (A x B = C), isto para o plano numérico
e dimensional. Sua estrutura representativa comum ¢ a tabela cartesiana, que compde a duas
medidas de forma cartesiana, para compor a terceira e resultante medida. Isto ocorre em
situacdes de area, volume e na combinatdria. Vergnaud considera este tipo de problema de
dificil compreensdo para criancas, em razao de serem complexos seus conceitos e relagdes
funcionais.

No que diz respeito aos problemas de propor¢des multiplas, estes compreendem também
uma relagdo terndria entre as medidas, sendo esta a razdo da confusdo que ha entre esse tipo de
problemas com os produtos de medida. Contudo, os problemas de propor¢des multiplas nado
podem ser resolvidos através do produto das outras medidas, ja4 que envolvem uma relagdo
intrinseca de significados, sendo, portanto, mais complexos do que os problemas de produto de
medidas.

E no campo conceitual das estruturas multiplicativas que encontramos os problemas de
combinatoria, mais especificamente nos problemas de produto de medidas. Por terem uma
estrutura mais complexa, sdo de dificil compreensdo para criangas dos anos iniciais do ensino
fundamental, o que as leva a cometer muitos erros. A seguir, serd apresentada a compreensao

do raciocinio envolvido no erro para a psicologia cognitiva.

2.3 DIFERENTES CONCEPCOES SOBRE O ERRO NO RACIOCINIO INFANTIL

Vergnaud (2009) defende que mesmo nao sendo exitosa a resposta da crianca a resolucao
de problemas, esta ndo deve ser rejeitada, pois, nela existem elementos que possibilitam ver a
compreensdo ou ndo da questdo; assim, o raciocinio empregado por elas, servird de subsidio
(fundamento) para que o professor possa fornecer as explicagdes necessarias. O entendimento
de Vergnaud (2009), fala de uma das diferentes concepcdes sobre a forma de tratar do erro,
especificamente diante do ensino e aprendizagem da matematica. Segundo Spinillo et al (2014)
o erro ¢ inevitdvel no processo educacional e passivel de ser produtivo didaticamente.
Concordando com esse posicionamento, passamos a entender melhor a questdo, observando e
analisando as diferentes concepgdes acerca do tratamento do erro no processo educacional,
além de sua possivel funcdo e utilizagdo enquanto recurso didatico no processo de

aprendizagem.
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Para tal, foram identificadas sete concepcdes sobre o papel e a fungdo do erro na pratica

escolar, que serdo apresentadas e detalhadas a seguir.

2.3.1 O erro como algo a ser corrigido

Acertar significa ter sucesso e esse € o resultado esperado pela escola, sendo assim, o
erro, representaria o fracasso do aluno e um problema a ser revertido. Carraher, Carraher e
Schiliemann (1991) pontuam que esse entendimento, correspondente ao sucesso escolar,
independe de ter havido a compreensdo dos conceitos ou mesmo a aplicacdo do que foi
aprendido em situa¢des da vida cotidiana. Abordar o erro como um resultado a ser revertido
pela correcdo € uma pratica didatica infelizmente comum no ensino da matematica, motivada
na ideia de que apontar os erros e corrigi-los seria a pratica pedagdgica adequada. Além disso,
ha a crenca equivocada de que a corre¢do do erro levaria a corre¢do do raciocinio; ideia esta
que se vé replicada muitas vezes pelos proprios alunos. Esta concep¢do apoia suas agdes
didaticas, fazendo da correcao do erro sua principal e talvez Unica alternativa, o que se traduz

para Alro e Skovsmose (2018) em um absolutismo pedagdgico.

Esta pratica pedagogica, que considera a substituicdo de um procedimento inadequado
por um apropriado, embora seja comum de acordo com Pacheco e Medeiros (2009), também
desconsidera a forma de pensar do aluno; assim como julga corretos os procedimentos usuais
de resolucdes de problemas, em oposicao a diferentes formas de operar. Assumir a posi¢ao
didatica que estabelece o que ¢ certo e errado, expressa agdes consideradas por Alro e
Skovsmose (2018) como absolutismo pedagogico, que moldam a comunicacao em sala de aula

em que o professor tem como principal fun¢do a de corrigir erros.

Nesta concepgao, o erro sinaliza a falta de conhecimento matematico e o fracasso diante
dos problemas, devendo, portanto, ser eliminado. De acordo com Spinillo e colaboradores
(2014) tal entendimento pouco contribui para a aprendizagem e se apoia em formagdo de
habitos, através de reforco ao comportamento, na pretensdo de estabelecer acertos e diminuir o

aparecimento de erros, ndo favorecendo assim, a aquisicdo de conhecimentos matematicos.

Além disso, ¢ equivocado pensar que o erro ndo pode ser corrigido (SPINILLO, 1995). A
nao correcao das atividades em sala de aula, de acordo com Pinto (2000) legitima o fracasso
escolar de forma sutil e afasta o professor deste cendrio. Portanto, o erro precisa ser trabalhado

em sala de aula, o que se discute € como fazer isso.
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2.3.2 O erro como forma de conhecer o raciocinio dos alunos

Para Casavola et a/ (1988) os erros cometidos por criangas na aquisicio de novos
conhecimentos ¢ tanto uma questao pedagdgica, diante da postura do professor e a forma de
corrigi-los; quanto psicologica, no sentido de saber se os erros sdo aleatorios a aprendizagem
ou consequentes dos mecanismos de aquisicdo do conhecimento. Esta concepcdo esta
fundamentada na psicologia cognitiva, posto que aqui o erro estd associado a mecanismos de

aquisicao de conhecimento, que especificam e revelam uma légica na organizacgao intelectual.

Numa abordagem construtivista, segundo ressaltam Spinillo e colaboradores (2014), os
erros, assim como os acertos, sdo formas de raciocinar que revelam os limites e as
possibilidades do pensamento frente a um dado objeto de conhecimento. Nesta linha, Radatz,
(1979), defende que o erro, como resultado do conhecimento matematico, precisa ser
interpretado. Ao admitirmos que os erros indicam formas de raciocinar, interpreta-los torna-se
essencial para a compreensdo de como o aluno pensou em determinada situagdo; buscar a
origem daquele entendimento, que algumas vezes surge pela interferéncia de conhecimentos
anteriores, como salientam Spinillo et al (2014), servindo também de suporte para
planejamentos didaticos que levem o aluno ao raciocinio mais préximo do correto ou que os

afaste do entendimento equivocado.

2.3.3 O erro como recurso didatico

O erro pode ser tomado como algo produtivo para a aprendizagem matematica quando
utilizado como uma “estratégia didatica” (PINTO, 2000). Considerado por Borasi (1996) um
“trampolim para a aprendizagem”, esta concepg¢do sobre o erro ¢ compartilhada por alguns

autores, que entendem, teoricamente ou por dados empiricos que o erro pode estar a servigo da
aprendizagem matematica (ASTOLFI, 1999; TORRE, 2007, GOMEZ, 1995 MOREN,
DAVID, MACHADO, 1992). Como proposito de servir a aprendizagem, o erro deve assumir

um papel de destaque no planejamento das aulas e na dindmica da sala.

A respeito da dindmica de sala de aula, Borasi (1996) propde que determinado tipo de
erro poderia ser usado para a reflexdo de outras formas apropriadas de resolu¢do junto aos
estudantes. Neste intuito, prevendo a frequéncia de certos equivocos, comumente ocorrido
diante de certos conteudos matematicos, o professor poderia criar um banco de dados e
apresenta-los para a reflexdo ou provocar situacdes em que os erros fossem emersos,

principalmente os advindos de conhecimentos prévios, posto que sdo obstaculos a aquisi¢do de
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novos conceitos matematicos (SPINILLO et al, 2014).

Erros advindos de conhecimentos anteriores sdo citados por Brousseau (2006) como
obstaculos didaticos, cujas origens interferem ou impedem o conhecimento matematico. Para
Vergnaud (1990) o conhecimento prévio pode funcionar como obstaculo epistemolédgico,
portanto, nesses casos a agao mediadora do professor ¢ fundamental, posto que certos conceitos

apenas poderdo ser construidos mediante o abandono de prévias concepgdes.

Ao admitirmos o erro como ferramenta didatica, assumimos também a necessidade de
conhecer o raciocinio do aluno e isto incide sobre o significado do erro para o professor. Neste
ponto, a psicologia e a educa¢do se comunicam, buscando compreender a natureza do erro e
padrdes no modo de errar, favorecendo repercussoes sobre propostas educacionais que levem a
superacdo de dificuldades, reorganizando o pensamento do aluno sobre certos conceitos ou

conteudos matematicos (SPINILLO ef al, 2014).

Com respaldo na teoria de Piaget, essa perspectiva construtiva do erro como ferramenta
do ensino e aprendizagem matematica, conduz o aluno a tomada de consciéncia através da
reflexdo proporcionada, servindo de base para mudancas quanto ao entendimento dos

individuos.

2.3.4 O erro como instrumento de reflexio e analise

Nao obstante ao uso do erro como ferramenta didatica, suas consequéncias podem
proporcionar a reflexao e analise do proprio raciocinio e a forma de proceder do aluno, frente a
determinada situag@o. Spinillo et al (2014) apresentam duas situagdes que permitem observar
essa ocorréncia, quais sejam: através da explicitagdo verbal de como o aluno pensou ao resolver
um problema e o retorno dado pelo professor no tocante a este entendimento; sendo este tipo
de abordagem adotado pelo método clinico Piagetiano, em investigacdes de psicologia

cognitiva. As autoras pontuam que adotar este posicionamento € levar o erro a teorizagao.

Promover atividades que questionem, e levem o aluno a refletir e analisar sobre o proprio
raciocinio € essencial para a tomada de consciéncia; bem como, segundo Flavel (1987) para
desenvolver a capacidade de resolver problemas, sejam da matematica ou da vida cotidiana.
Convergindo com esta linha de pensamento, Ribeiro (2003) e Spinillo (1999) acrescentam

como consequente ao entendimento pela tomada de consciéncia, a aprendizagem do aluno.

Procedimentos que levem o individuo a refletir, analisar e tomar consciéncia de sua forma
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de raciocinar s3o considerados metacognitivos e representam grandes mudangas no
desenvolvimento cognitivo, ndo apenas no tocante ao conhecimento matematico, sobre o qual

0 erro recai, mas, sobretudo potencializando ouso das capacidades cognitivas de forma ampla.

A pratica didatica sustentada na constru¢do do conhecimento e no desenvolvimento
cognitivo, abrange a discussdo e compreensdo sobre os erros, como também concede aos alunos
a oportunidade de rever sua forma de raciocinar e de proceder, podendo conduzi-lo as possiveis

fontes de dificuldades, a superacao do erro e de acordo com Rosso e Berti, (2010) a autonomia.

2.3.5 O erro como forma promover autonomia dos alunos

Ao compreender a propria forma de raciocinar, poder rever e corrigir seu entendimento,
o aluno exerce uma atitude autdbnoma, que se desenvolve pelas praticas educacionais e pela
interacdo do sujeito com suas estruturas internas, com outras pessoas € com objetos de
conhecimento (ROSSO; BERTI, 2010). Ainda de acordo com os autores, a relagdo existente
entre a autonomia e a conscientizacdo do proprio raciocinio, encontra-se no processo de
operagdo e de cooperagdo, fundantes na constru¢do do conhecimento e no desenvolvimento
cognitivo, numa perspectiva piagetiana. A operagdo se refere a processos individuais do
pensamento; que para Rosso, Becker e Taglieber (1998) incorpora e modifica significados de
forma mais abrangente e profunda, sendo, portanto, transformadora. Partindo dos processos
operacionais concretos, observa-se a um progresso quanto a ocorréncia da cooperagdo, da
socializagdo, como a troca e coordenagdo de entendimentos distintos, que se passa por meio da
acdo e do pensamento. A cooperacdo esta relacionada aos processos de interacdo entre os
alunos, e entre estes e o professor, favorecendo argumentacdo, debates e entendimento do

raciocinio implicado.

A autonomia, conforme Kamii e Declark, (2003), estd associada a aspectos morais e
intelectuais. E possivel favorecer a autonomia do aluno, quando ele demonstra sua forma de
raciocinar, ou seja, seu erro pode ser corrigido na cooperagdo entre seu professor e colegas.
Neste contexto La Taille, Souza e Vizioli (2004) percebem o sentido de complementaridade
entre a autonomia intelectual, encontrada no pensar e no conhecer do aluno e a autonomia

moral, prevista no decidir bem por si.

O erro pode ser considerado, portanto, uma expressdo histérica do conhecimento e da
l6gica humana, em progressiva construcao, que encontra em circunstancias didaticas um campo

de manifestagdo onde o sujeito pode expressar sua autonomia. No ambito do conhecimento
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logico matematico, investir em agdes pedagogicas que incidam sobre o pensamento ¢ a
interagdo do aluno diante de problemas, faz com que ele possa analisar e buscar supera-los por
meio de processos operativos e cooperativos, favorecendo que ele se aventure rumo ao

desconhecido, pensando e operando sobre as questdes dispostas.

2.3.6 O erro como expressao da criatividade

Entender o erro como uma demonstracdo da forma de raciocinar do sujeito em construgao
permanente, ¢ estimar que esse pode ser moldado progressivamente. Para De La Torre (2009)
tomar o erro como uma estratégia de mudanga e inovagdo, que se inscreve numa perspectiva
cognitiva da educacdo, ¢ conceber o erro como uma expressdao de criatividade. Para tanto, o
autor propde uma visdo didatica e pedagdgica do erro pautada ndo apenas na descricdo de
processos cognitivos, mas numa agdo orientada, que leva a mudancas em relagdo ao
conhecimento, as habilidades e atitudes; sendo estas de alcance multidisciplinar, incluindo a

matematica.

Vislumbrando as mudangas que o erro pode proporcionar e tendo em vista seus efeitos
construtivos e criativos, De La Torre (2009) o associa as descobertas cientificas, as criagdes
artisticas e literarias, e como estratégia didatica da ideacdo, aliando-o ao acaso. Demonstra, o
autor, que o erro tem um potencial transformador que pode ser revelado, valendo-se da falha ou
do efeito como um instrumento produtivo, resultado que pode ser convertido em processo,
adquirindo uma dimensao construtiva € criativa, que se insere numa perspectiva didatica, mas

também filoso6fica e epistemoldgica.

O argumento do avango da ciéncia mediante processos de tentativa e erro, assim como o
das criagdes literarias e artisticas ¢ posto de maneira a considerar o erro como expressao
construtiva do conhecimento; uma vez que este ocorre de forma nao linear, entre entendimentos
aparentemente consolidados, que se tornam inconsistentes em outro momento € que podem
assim, ser reconstruidos. Inclusive nesta linha, quando assim admitimos em procedimentos

didaticos, permitimos que o aluno recrie contetdos culturais a partir de suas possibilidades.

2.3.7 O erro como objeto de analise

Como visto, o erro no processo de ensino e aprendizagem ¢ abordado frequentemente no

processo didatico, seja no intuito de corrigir aquilo que estd inadequado, procurando
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simplesmente substituir pelo certo, seja como uma ferramenta didatica ou como método de
ensino e pesquisa. Observa-se que ele € revelador para o entendimento das formas de raciocinar
dos estudantes; permitindo explorar a capacidade criativa e estimular a autonomia, reflexdo e
capacidade de analise do aluno. Pode ser, entdo, abordado em diversas areas do conhecimento
e para além da sala de aula, servindo como objeto de estudo na pesquisa, inclusive em psicologia

cognitiva.

Diante das distintas perspectivas acerca do erro, sobretudo no processo de ensino e
aprendizagem matematica, acreditamos que € fundamental analisar os erros cometidos por

criangas, com vistas a entender o raciocinio por elas empregado diante dos problemas.

Curry (2007) argumenta que o erro pode se prestar tanto como uma abordagem de
pesquisa, quanto uma metodologia de ensino, se empregada com o objetivo de levar os alunos,

em sala de aula, a questionarem suas proprias solucdes.

Investigacdes voltadas para a abordagem dos erros cometidos por alunos, em questoes de
matematica, iniciaram na primeira metade do século XX. Aspectos técnicos dos erros, teorias
psicologicas de ensino e aprendizagem que faziam parte da teoria educacional da época,
conduziram pesquisadores nesse campo de estudo; a exemplo de Bruner (1966) que se voltou
para os resultados da aprendizagem. Essas pesquisas, segundo Barichelo (2008), também
partiram com énfase na proposi¢do de sistemas de classificacdo para erros em diversos niveis.
Ainda de acordo com o autor, esse tipo de investigacdo tem como destaque as maneiras com as
quais classificam os erros cometidos, elas promovem discussdes sobre a natureza deles e

destacam aspectos gerais do erro e do pensamento matematico do aluno.

Adotar a analise de erros cometidos por criangas na resolucao de problemas matematicos
do tipo combinatdrio, no intuito de entender o desenvolvimento do raciocinio combinatério

empregado por elas, pode expor a trajetdria cognitiva do pensamento infantil.

2.4  ESTUDOS COM CRIANGCASACERCADO RACIOCINIO COMBINATORIO

Inhelder e Piaget (1976) realizaram um estudo classico, descrito no livro “da logica da
crian¢a a logica do adolescente”. Nos experimentos realizados, os pesquisadores observaram
que entre os 11-12 anos até os 14-15 anos iniciava uma transicdo na légica que rege o
pensamento da crianca, anteriormente considerado operat6rio concreto, para o0 operatorio

formal. Ao contrario do pensamento operatorio concreto, em que a crianga se preocupa
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predominantemente com o que Ihe toca os sentidos, no pensamento formal, o adolescente por
meio de experimentacdes e de uma combinagédo de procedimentos desenvolve a capacidade de
pensar sobre as possibilidades apropriadas frente aos problemas, caracterizando assim um
raciocinio essencialmente hipotético dedutivo.

Relacionado, assim, o pensamento operacional formal com a orientacdo ao possivel e
hipotético, Inhelder e Piaget (1976) apontaram a analise combinatéria como um método que
garante que o possivel seja investigado de maneira exaustiva. O desenvolvimento psicogenético
das operacGes combinatorias foi descrito por Inhelder e Piaget (1976), através de observagdes
e entrevistas, onde tarefas de combinatoria realizadas com uso de material concreto eram
propostas as criangcas participantes. A partir dos experimentos, foi observado que criangas
menores de 12 anos ndo tentam identificar (descobrir) uma maneira de alcancar as possiveis
combinacbes de forma exaustiva. As criangas ndo chegavam a esgotar as possibilidades de
combinacdes, ou seja, ndo contemplavam todos os pares possiveis, por meio de um método
sistematico; ao invés disso, elas faziam uso de procedimentos elementares de calculo, como
ensaio e erro, para formar pares de objetos entre si. Outra observagdo importante foi quanto ao
numero de elementos a serem combinados e o0 desempenho da crianga, sendo assim, quando o
namero de elementos a ser combinado era pequeno, as tarefas eram mais bem realizadas, do
contrario, quando o nimero de elementos aumentava o desempenho diminuia. A partir desses
dados, Inhelder e Piaget (1976) concluiram que a crianga sé € capaz de usar de procedimentos
sistematicos, para realizar todas as variacfes e combinacdes de um conjunto determinado de
elementos, no estagio das operacdes formais, quando a compreensdo das operagdes
combinatdrias ocorre.

Assim, Inhelder e Piaget (1976) evidenciaram existir uma estreita correlagdo entre a
construcdo das operagdes combinatérias e a estrutura das operagdes formais, uma vez que a
crianca combina elementos em um contexto experimental (fisico) ao mesmo tempo em que
relaciona enunciados proposicionais (mentais).

Desde entdo, varios estudos foram realizados com intuito de compreender o
desenvolvimento do raciocinio combinatério na infancia até niveis mais elaborados na
adolescéncia. Serdo apresentadas, inicialmente, pesquisas que abordam o raciocinio
combinatorio infantil, suas limitacdes e possibilidades de desenvolvimento (PESSOA;
BORBA, 2007; 2008; 2009; SANTANA; OLIVEIRA, 2015; SANTOS; DINIZ
MONTENEGRO, 2019; VEGA; BORBA, 2014); em seguida, estudos que contemplam de

maneira mais especifica a explicitacdo dos invariantes combinat6rios em problemas resolvidos
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por criangas (BORBA; LAUTERT; SILVA, 2021; MELO, 2012; MELO; SILVA; SPINILLO,
2016; SILVA, 2014; SILVA; SPINILLO, 2010; SILVA etal, 2017).

2.4.1 O raciocinio combinatério em criancas: limites e possibilidades

O estudo realizado por Vega e Borba (2014), fundamentado na teoria dos Campos
conceituais de Gérard Vergnaud, analisou a influéncia do nimero de etapas de escolha na
resolucdo de problemas de combinatéria (arranjo, permutacdo, combinacdo e produto de
medidas) por estudantes do 6° ano do ensino fundamental. Os resultados encontrados foram
categorizados conforme o desempenho dos alunos, com respostas que partiam do erro até o
acerto total, com pontuacdes de zero a quatro, sendo estas: (0) erro - o aluno deixava a questao
em branco ou ndo conseguia apresentar nenhuma possibilidade valida, o que indicava néo
haver ter compreendido a relacdo combinatéria da situacédo; (1) Acerto parcial 1 - O aluno
respondia com apenas uma possibilidade de situacdo combinatéria; (2) Acerto parcial 2 — O
aluno respondia com duas situacdes combinatorias ou mais, podendo chegar até a metade das
possibilidades; (3) Acerto parcial 3 - O aluno respondia com mais da metade das
possibilidades, indicando perceber a necessidade de esgotar o todo, embora ndo conseguisse
ainda sistematicamente apresentar todas as possibilidades; (4) Acerto total - Todas as
possibilidades corretas eram apresentadas. Os resultados evidenciaram que problemas com
quatro etapas sdo mais dificeis do que os com duas e trés etapas. Das diferentes situacoes,
verificou-se que ade permutacdo com quatro etapas de escolha foi a que apresentou um melhor
nivel de facilidade, comparado, inclusive, aos problemas de produto cartesiano. As autoras
destacam que nas investigacOes, em geral, os problemas de produto cartesiano envolvem apenas
duas etapas de escolha, enquanto as outras situacdes combinatorias que eram a eles comparados
eram de trés ou quatro etapas. Além disso, ha indicios de que, o tipo de situacdo combinatdria
é um fator que também influencia o desempenho dos alunos, em razéo de seus invariantes, que

influenciam na compreensdo dasituacao e no procedimento usado na resolucao.

Santana e Oliveira (2015) procuraram identificar e classificar os raciocinios apresentados
por estudantes do ensino fundamental ao resolverem problemas de combinatéria. A pesquisa
foi realizada com criancas do 3° e do 5 ° ano do ensino fundamental. Os resultados
demonstraram a existéncia de trés niveis de raciocinio combinatorio, a saber: (R1) auséncia de
raciocinio combinatorio, respostas como adi¢do ou subtracdo de dados contidos na situacéo;

repeticdo de dados como resposta; desenhos das informacdes da situagdo sem sistematizacao
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com as mesmas, e desenhos os quais 0s pesquisadores ndo conseguiram identificar a relacéo
com a situacdo proposta. (R2) indicio de raciocinio combinatdrio esquemas apresentados, com
possibilidade de determinado evento combinatorio ocorrer, sem esgotamento das possibilidades
e tendo como tipo de representacdo a listagem e a arvores de possibilidades, e (R3) presenca
de raciocinio combinatdrio, respostas em que os esquemas explicitavam todasas possibilidades
de ocorréncia de um evento; esquemas que apresentavam alguma operagao, especificamente
multiplicacdo e divisdo. As autoras observaram que ha relacdo entre o nivel de escolaridade e
o nivel de raciocinio combinatério, isto porque os estudantes do 5° ano apresentaram maior
frequéncia derespostas que demonstravam todas as possibilidades de ocorréncia (combinacdes)

de um evento.

Santos, Diniz e Montenegro (2019) verificaram em estudo de intervencdo as
contribuicdes do livro de literatura infantil Problematizando Poemas para a compreensao de
problemas de Combinatéria do tipo produto cartesiano, arranjo, combinagdo e permutacéo. O
estudo foi realizado com estudantes do 4° ano do ensino fundamental. A andlise quantitativa
ocorreu por meio da verificagdo de acertos e erros, que foram assim categorizados: AT (Acerto
Total) Acerta esgotando todas as possibilidades; AP1 (Acerto Parcial 1) Enumera alguns
casos, ou seja, percebe que pode haver mais de um caso sem se limitar ao nimero de elementos
dados no enunciado, mas ndo consegue esgotar todas as possibilidades; AP2 (Acerto Parcial
2) Escolhe apenas um caso, ou se limita ao nimero de elementos citados no problema, indica
ndo perceber a existéncia de outras possibilidades; E (Erro) N&o apresenta relacdo com a
Combinatoria, ou seja, na sua resolu¢cdo nao aponta indicios de compreensdo do problema
proposto. Os resultados apontam para um melhor desempenho no pos-teste, sendo os problemas
de produto cartesiano aqueles que obtiveram maior quantidade de acertos. Em relagcdo as
estratégias, a listagem foi a mais utilizada, provavelmente em razdo de seu uso durante a
intervencdo, sendo certo ainda que essa estratégia foi mais sistematizada no pds-teste, o que
facilitou o esgotamento de possibilidades na resolucdo das questdes combinatorias. As autoras
concluem que a as intervengdes com o uso dalliteratura infantil foram importantes para obtencédo
dos resultados, agregando & organizacdo do pensamento combinatério, auxiliando os alunos na
identificacdo dos elementos que compdem os conjuntos e das possibilidades geradas a partir
deles. Destacam, ainda, o lidico como uma forma de despertar o interesse e auxilio na resolucéo
dos problemas de combinatéria junto as criancas.

Estudosdesenvolvidos por Pessoa e Borba (2007; 2008; 2009) investigaram as estratégias

empregadas por criangas do 2° ao 5° ano do Ensino Fundamental. Os resultados indicaram que
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o0s alunos das séries mais avancadas apresentaram um desempenho melhor do que os alunos das
séries iniciais, bem como, que os problemas do tipo produto cartesiano foram os que tiveram
mais acertos. As autoras identificaram os tipos de respostas mais frequentes: 1. Em branco:
nesse caso, ndo e possivel saber o motivo do aluno ndo ter respondido ao problema (se foi falta
de interesse, ou por ndo saber responder, por considerar o problema de dificil resolucdo ou
simplesmente porque ndo quis fazer); 2. Apenas resposta incorreta: o aluno fornece apenas a
resposta incorreta ao problema proposto, embora, algumas vezes, fosse possivel inferir a
operacdo por ele adotada; 3. Apenas resposta correta, sem explicitacdo da estratégia: a crianca
fornece apenas a resposta correta ao problema proposto, embora, algumas vezes, fosse possivel
inferir a operag&o por ele realizada; 4. Resposta incorreta, sem o estabelecimento de relagéo: o
aluno apresenta uma resposta incorreta e na sua resolu¢cdo ndo héa indicios com a questdo
proposta; 5. Resposta incorreta, com o estabelecimento de relagdo: o aluno erra a resposta,
porém mantéem uma relacdo com a logica do problema. Na maioria das vezes, 0 aluno néao
consegue esgotar todas as possibilidades para o problema proposto; 6. Resposta correta com
explicitacdo de estratégia: o aluno é capaz de compreender a l6gica do problema e chegar a
resposta correta. Foram identificadas também as formas de resolucdo que os alunos
apresentaram: a. Realiza adicdo, subtragcdo ou diviséo utilizando os valores apresentados no
enunciado e a resposta, geralmente, € incorreta sem relacdo. b. Desenha ou escreve
possibilidades, podendo a resposta ser correta ou incorreta, havendo, ou ndo, o esgotamento de
todas as possibilidades. c. Relaciona o problema a um produto, podendo a multiplicacdo ser
adequadaou ndo. A identificagdo dos tipos de respostas mais frequentes dos alunos em relagéo
as tarefas propostas, desde respostas em branco, chegando a compreensdo da logica do
problema e a resposta correta, assim como de formas de resolucdo apresentadas pelos alunos,
sdo outras contribuicdes deste estudo; indicando que criancas das séries iniciais sdo capazes de
desenvolver estratégias e compreensdes sobre os problemas de raciocinio combinatério,

influenciadas tanto pela escola como pelas experiéncias extra escolares.

Observa-se, portanto, que problemas de raciocinio combinatorio sao considerados dificeis
por alunos de diferentes idades e niveis escolares. Compreender as relagdes e resolver 0s
problemas de maneira adequada parece ser uma tarefa bastante complexa para crianca. Embora
haja indicios de raciocinio combinat6rio em criangas pequenas, da educacdo infantil, este ainda
é um grande desafio, especialmente quando se trata de problemas mais complexos, combinacéo,
arranjo e permutacdo. Estudos apontam que a explicitagdo dos invariantes pode gerar maior

compreensdo das propriedades que regem a combinatoria, como também, que o uso de recursos
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variados, em especial, recursos ludicos, podembeneficiar a aprendizagem de criangas. A seguir,
discutiremos alguns estudos que tiverem como objeto de andlise a explicitacdo dos invariantes

e seu efeito no desempenho e raciocinio das criangas.

2.4.2 Estudos que abordam a explicitacdo dos invariantes em problemas de combinatéria

resolvidos por criancgas

Silva e Spinillo (2010) investigaram o efeito da explicitagdo dos principios invariantes na
resolucdo de problemas de produto cartesiano direto (resolvidos atraves da multiplicacdo) por
criancas do 3° ano do ensino fundamental. No estudo, as criangas resolveram problemas na
condicdo de enunciados com invariantes implicitos, usualmente encontradosem livros didaticos
e avaliagbes, e na condigdo de enunciados com invariantes explicitos. Os resultados
demonstraram diferencgas significativas no desempenho das criangas, evidenciando que a
condicdo explicita se tornou mais facilmente compreendida e resolvida pelas criangas, ou seja,
a condicdo explicita apresentava maior nimero de acertos e alto desempenho infantil quando
comparada com a condicdo implicita. Outro dado relevante, neste estudo, diz respeito ao efeito
de ordem; quando os problemas da condigdo explicita eram apresentados primeiramente,
auxiliavam a compreenséo e resolucdo dos problemas na condicdo implicita. O mesmo efeito
ndo foi observado na ordem inversa, uma vez que ao apresentar os problemas implicitos
primeiramente, o desempenho das criancas era consideravelmente baixo em ambas as
condicoes.

Em outro estudo, Silva (2014) examinou se o efeito facilitador observado nos problemas
de produto cartesiano diretos também poderia ser alcancado pela explicitacdo dos invariantes
nos enunciados dosproblemas de produto cartesiano inverso (resolvidos pela divisao). O estudo
foi realizado com criangas do 3° ano do ensino fundamental, e os resultados mostraram que 0s
problemas diretos sdo mais facilmente resolvidos do que os inversos. Indicaram também que o
invariante da correspondéncia um para muitos e o invariante da néo repeticéo

Melo (2012) por sua vez, examinou o efeito da explicitacdo dos principios invariantes
sobre o desempenho e as estratégias adotadas por criancas na resolucdo de problemas de
combinacdo. O estudo foi realizado com criancas do 3° 4 ° e 5°ano do ensino fundamental e
os resultados mostraram que problemas de produto cartesiano sdo mais facilmente resolvidos
do que os problemas de combinacdo. Além disso, a explicitacdo dos principios invariantes nos

problemas de combinacdo ndo favoreceu o desempenho das criangas, como observado no
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estudo de Silva e Spinillo (2010). Observou-se também que 0s problemas com pares numéricos
gue geravam grupos de tamanho pequeno eram mais facilmente resolvidos e promoviam 0 uso
de estratégias mais elaboradas.

Melo, Silva e Spinillo (2016) discutem a influéncia da explicitagdo dos principios
invariantes nos enunciados de problemas combinatérios de produto cartesiano e de combinacéo.
Através de diferentes estudos realizados pelas autoras foi possivel perceber que a explicitacdo
dos invariantes nos problemas de combinacao ndo é suficiente para promover a compreensao e
boa resolucdo deste tipo de problema. As autoras apontam que uma possivel razdo para este
dado seja a escassa presenca de problemas de combinacdo nos livros didaticos, além do fato de
que os invariantes dos problemas de combinacdo seriam mais complexos e de natureza distinta
dos invariantes dos problemas de produto cartesiano. Apesar de pertencerem ao campo das
estruturas multiplicativas e compor as situacdes de raciocinio combinatério, parece haver uma
hierarquia em relacdo aos esquemas necessarios para a compreensdo adequada deste conceito,
refletindo niveis distintos de dificuldade nas diferentes situacdes.

Na mesma diregéo, Silva et al (2017) analisaram o efeito da explicitacdo dos invariantes
no enunciado de problemas de combinacdo, arranjo e permutacdo em criangas do 4° ano do
ensino fundamental. Corroborando com os resultados de Melo (2012), os resultados deste
estudo demonstraram baixo desempenho tanto na condicdo implicita como na condigédo
explicita. Segundo os autores, a explicitacdo ndo foi capaz de promover um efeito sobre o
desempenho das criancas em problemas mais complexos como observado em problemas mais
simples, que podem ser resolvidos pelo principio da contagem. Analisando as trés situacoes,
combinacdo demonstrou ser mais facil para as criancas do que arranjo e permutacédo, sendo este

altimo o mais dificil.

Pessoa e Borba (2012) realizaram entrevistas clinicas com criangas da educagdo infantil,
com idades entre 5 e 6 anos, por meio de uso de figuras. As criancas eram questionadas sobre
quatro situagdes, uma de cada tipo de problema combinatorio. As autoras observaram que
algumas criangas ja entendem o invariante da escolha de elementos, sendo os invariantes de
ordem e de esgotamento de possibilidades, os que apresentam maior desafio. O estudo,
portanto, aponta na dire¢do de um desenvolvimento conceitual no qual o invariante de escolha
parece ser primeiramente compreendido pelas criancas. As autoras incentivam que situagdes

combinatorias sejam trabalhadas de modo concreto ainda na educagdo infantil.

Borba, Lautert e Silva (2021) realizaram um estudo de intervencdo e investigaram como

criancas da educacdo infantil refletem sobre as relacbes envolvidas nos problemas de
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combinatoria, por meio da manipulacdo de cartdes ilustrativos e producdo de desenhos. O
estudo analisou se as criancas percebiam os invariantes de escolha, ordem e esgotamento de
possibilidades nas situacbes de arranjo, combinacdo e permutacdo, através de duas
representacdes simbolicas, a manipulacdo de cartdes ilustrativos e a producgdo de desenhos. Os
resultados foram categorizados conforme o nimero de possibilidades enumeradas pelas
criancas, variando de 0 (zero) a 5 (cinco) pontos, ou seja, sem possibilidades enumeradas até
esgotamento de possibilidades, sem considerar possibilidades repetidas. Os resultados também
apontaram que dada as variadas situacdes e seus invariantes, a maioria dascriangas percebeu,
apos a intervencdo, as maneiras diferentes de escolher os elementos de forma adequadae o
namero correto de elementos. Algumas criangas, no entanto, ao invés de considerar 0s
conjuntos de elementos que formavam cada possibilidade, contavam cada elemento como se
fosse ele uma possibilidade, ou seja um subconjunto, equivoco que foi superado com a sesséo
de intervencdo, ndo sendo mais observado no teste final. Ja a ordem de elementos, também
identificada como uma dificuldade inicial, por ndo terem a certeza de quando a ordem dos
elementos constituia diferentes possibilidades, presentes nos problemas de arranjo e
permutacdo, ndo foi superada por todas as criangas apds uma Unica sessdo de intervencao.
Quanto ao esgotamento de possibilidades, este invariante permaneceu como uma dificuldade
para a maioria das crian¢as, mesmo com O impacto da intervencdo que promoveu que as
criangas listassem mais da metade das possibilidades solicitadas nos problemas e com menos
repeticdes. Essa melhora foi atribuida, pelas pesquisadoras, pela sistematizacdo alcancada
através dos questionamentos do entrevistador, levando as criangas a perceberem como
poderiam chegar a todasas possibilidades, a partir daescolha deum dos elementos, depois com

um segundo elemento e assim por diante.

Observa-se, portanto, que a explicitacdo dos invariantes no enunciado dos problemas €
um recurso eficiente para gerar compreensdo e adequada resolugdo em problemas de produto
cartesiano, especialmente nos problemas diretos com estrutura simples — duas etapas.
Entretanto, em problemas mais complexos, e também naqueles que dispdem de vérias etapas
em sua resolucdo, a condicdo explicita ndo demonstrou facilitar a compreensao e o desempenho
de criangas.

Na literatura sdo encontrados estudos que investigam erros na resolucéo de problemas de
combinatéria em adultos (VIDOTTI; KATO, 2016; USRY; ROSLI; MAAT, 2016), contudo,
apesar dos baixos desempenhos descritos, ndo se encontram estudos que enfoquem a analise de

erros cometidos por criangas. A presente investigacdo tem esse objetivo.
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3 METODO

3.1. OBJETIVOS E HIPOTESE

Tomando como base a teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud (1990) a
respeito da formacdo de conceitos matematicos € possivel considerar o quanto os principios
invariantes sdo importantes para a compreensdo e desenvolvimento de competéncias que
permitam a resolucdo adequadade problemas. Partindo deste fundamento, estudos anteriores,
Silva e Spinillo (2010) e Silva (2016) indicam que a explicitagdo dos invariantes no enunciado
da situacdo combinatoria de produto cartesiano melhora o desempenho e a elaboracdo de
estratégias usadas pelas criangas. Por outro lado, os estudos realizados por Melo (2012) e por
Silva et al (2017) demonstraram que a explicitacdo dos invariantes no enunciado dosproblemas
ndo melhorou o desempenho das criangas na resolucdo de situagdes de combinacdo, arranjo e
permutacéo.

A presente investigacdo parte dobanco dedadosdoestudorealizado por Silva et al (2017)
e busca responder as seguintes questdes: ha diferencas no raciocinio empregado em problemas
que tém em seu enunciado invariantes implicitos e explicitos? E possivel que exista diferencas
qualitativas no(s) raciocinio(s) que levam ao erro? Como analisar o erro em problemas de
combinatoria e identificar sua possivel natureza? Ha relacdo entre o raciocinio empregado pela
crianga e a situacdo combinatdria (combinagdo, arranjo e permutagao)?

Os questionamentos levantados conduziram o presente estudo aos seguintes objetivos:

Objetivo Geral
v" Investigar o efeito da explicitacdo dos invariantes nos erros empregados pelas

criangas na resolucdo de problemas combinatérios.

Objetivos Especificos
v Analisar o raciocinio empregado em fung¢do da situagdo: arranjo, combinacédo e
permutacao.
v" Compreender se ha diferencas qualitativas no raciocinio infantil em funcédo da

condicdo implicita ou explicita dos invariantes.
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Hipotese

Parte-se da hipOtese de que os erros cometidos pelas criangas na resolucdo dos
problemas na condicdo implicita serdo diferentes dos erros cometidos na condicdo explicita.
Acredita-se que a explicitacdo das propriedades e relagfes invariantes no enunciado dos

problemas poderia auxiliar o raciocinio empregado.

Relevancia do estudo

O valor do presente estudo estd em contribuir para a literatura da area, fornecendo
conhecimentos sobre o desenvolvimento cognitivo matematico de criancas na aprendizagem
conceitual da combinatéria. Acredita-se que é possivel trazer contribuicbes para 0 campo da
psicologia cognitiva, quando da compreensdo da légica da organizacao intelectual das criancas
nos anos iniciais, como também, contribuicbes para 0 campo da educacdo matematica,
fomentando propostas mais adequadas para 0 ensino e a aprendizagem da combinatéria. Por
fim, espera-se que este estudo proporcione reflexdes e questionamentos, e consequentemente

novas investigacdes a respeito.

3.2 METODO

Em razdo da Pandemia COVID- 19 e da necessidade de isolamento social, optou-se no
presente estudo por fazer uso de um banco de dados,! constituido em pesquisa anterior,
composto por 60 protocolos de criancas, de ambos 0s sexos, estudantes do 4° ano do ensino

fundamental de uma escola publica da cidade de Maceid- AL.

3.2.1 Participantes

60 criancas de ambos 0s sexos, entre 8 e 10 anos de idade, estudantes do 4° ano do
Ensino Fundamental de uma escola publica da cidade de Maceid — Alagoas. N&o participaram
do estudo criangas com alguma limitagdo sensorial ou intelectual. As criancas foram divididas

em trés grupos em fungédo dos problemas resolvidos, a saber:

1 O projeto foi submetido e aprovado pelo Comité de Etica em Pesquisa da Universidade Federal de Alagoas e
seguiu suas devidas recomendacdes (CAAE: 55091116.4.0000.5013). Os pais/responsaveis assinaram termo de
consentimento e as criangastermo de assentimento, antesda participacdo na coleta de dados.



44

Grupo A: 20 criangas que resolveram problemas de arranjo, sendo duas das questdes sem
a explicitacdo dos invariantes conceituais em seus enunciados e as duas Ultimas questdes

com a explicitagdo dos invariantes em seus enunciados.

Grupo B: 20 criangas que resolveram problemas de permutacéo, sendo duas das questdes sem
a explicitacdo dos invariantes conceituais em seus enunciados e as duas Ultimas questdes com

a explicitacdo dos invariantes em seus enunciados.

Grupo C: 20 criangas que resolveram problemas de combinagdo, sendo duas das questdes sem
a explicitagcdo dos invariantes conceituais em seus enunciados e as duas Ultimas questdes com

a explicitagéo dos invariantes em seus enunciados.

3.2.2 Procedimentos adotados na coleta dos dados

A coleta de dados ocorreu na prépria escola, a qual as criancas participantes eram
alunas, e foi conduzidano segundo semestre doano de2016. Foi disponibilizada uma sala onde
a examinadora pbde realizar todas as entrevistas sem que houvesse interrupcdes. As criangas
foram entrevistadas individualmente, em uma Unica sessdo, onde cada crianca era solicitada a
resolver quatro problemas de combinatoria, a dependerdo grupo ao qual a crianga pertencia.
Dentre os quatro problemas propostos, os dois primeiros eram na condicdo implicita, isto &,
problemas prototipicos nos quais as propriedades ndo estdo claramente apresentadas no
enunciado, o0s outros dois problemas eram na condicdo explicita, ou seja, apresentavam em seu
enunciado os invariantes de escolha e ordem. Cada problema foi apresentado por escrito em
uma cartela, um por vez, e lido em voz alta pela examinadora. Apos a leitura, a cartela ficou
disponivel para ser consultada caso a crianca achasse necessario. A examinadora solicitou que
a crianca resolvesse o problema da maneira que desejasse, indicando ndo haver resposta certa
ou errada, e por meio do modelo de entrevista clinica piagetiana, solicitou que apo6s cada
resolucdo, a crianga explicasse as acOes realizadas para chegar ao resultado apresentado. As
criangas tiveram tempo livre para resolver os problemas. As entrevistas foram gravadas em
audio e posteriormente transcritas, o que originou os protocolos individuais que compdem o

banco de dados utilizado em nossa andlise.
Problemas apresentados as criancas
Grupo A: Problemas de Arranjo

Problema de Arranjo 1, condi¢dao implicita (PA0I): Trés alunos (Rafael, Nicole e Vinicius)
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participam da elei¢do para representante e vice representante de turma. De quantas maneiras
diferentes podemos ter o resultado dessa eleicdo? (Resposta: 6)

Problema de Arranjo 2, condicao implicita (PA02): Quatro criangas (Fernanda, Antdnio, Jodo
e Bianca) estdo disputando a corrida da Escola Pontual. De quantas maneiras diferentes
podemos ter a distribuicdo das medalhes de ouro, prata e bronze? (Resposta: 24)

Problema de Arranjo 3, condi¢do explicita (PA03): Trés criangas (Julio, Ana e Paulo) estao
participando do concurso de poesia da escola. O primeiro lugar e o segundo lugar ganhardo um
prémio. Ou seja, das trés criangas que estdo participando, apenas duas serdo premiadas com o
primeiro e o segundo lugar. Por exemplo, Julio pode ficar com o primeiro lugar € Ana com o
segundo. Outra opg¢do diferente seria trocar a ordem: Ana ficar com o primeiro lugar e Julio
com o segundo. Esse ja seria um resultado diferente, ndo ¢? De quantas maneiras diferentes
pode-se ter o primeiro e o segundo lugar nesse concurso de poesia? (Resposta: 6)

Problema de Arranjo 4, condicdo explicita (PA04): A semifinal da Copa do Mundo sera
disputada pelas seguintes selegdes: Portugal, Estados Unidos, Alemanha e Argentina, mas
apenas trés selecdes subirdo ao podio para ganhar o primeiro, o segundo e o terceiro lugar. O
resultado final pode ser, por exemplo: Brasil — primeiro lugar; Estados Unidos — segundo lugar;
e Alemanha — terceiro lugar. Outra op¢ao diferente de resultado seria mudar a ordem da
classificagdo: Estados Unidos — primeiro lugar; Alemanha — segundo lugar e Brasil — terceiro
lugar. Esse ja seria um resultado diferente, ndo ¢? De quantas maneiras diferentes pode-se ter o
primeiro, o segundo e o terceiro lugar na semifinal da Copa? (Resposta: 24)

Grupo B: Problemas de Permutacéo

Problema de Permutagdo 1, condi¢dao implicita (PP01): Bia precisa levar o caderno, a agenda
e o livro para a escola. Ela comprou uma mochila com trés divisorias para colocar seu material.
De quantas maneiras diferentes ele pode organizar o material nas divisérias da mochila?
(Resposta: 6)

Problema de Permutacdo 2, condi¢dao implicita (PP02): Elis, Pedro, Fran e Juliana adoram
tomar sorvete. Eles ficaram sabendo que a sorveteria da cidade esta com uma grande promogao
aos sdbados. De quantas maneiras diferentes podemos organizar as criangas (Elis, Pedro, Fran
e Juliana) na fila da sorveteria? (Resposta: 24)

Problema de Permutagdo 3, condicdo explicita (PP03): Mateus quer arrumar as fotos da mée,
do pai e dairmad na estante, de modo que elas fiquem lado a lado. Ele percebeu que pode fazer
essa arrumacdo de varias maneiras. Por exemplo, ele pode colocar as fotos na ordem: mae, pai
e irmd. Outra maneira diferente seria ele trocar a ordem das fotos e colocar, por exemplo: pai,
mae e irmad. Essa ja seria uma arrumacao diferente, ndo é? De quantas maneiras diferentes
Mateus pode arrumar as fotos? (Resposta: 6)

Problema de Permutagdo 4, condi¢cdo explicita (PP04): Quatro criancas (Amanda, Vinicius,
Luan e Gabi) precisardo formar uma fila para receber lembrancinhas do dia das criangas. Elas
podem fazer isso de varias maneiras. Por exemplo, a ordem da fila pode ser: Amanda, Vinicius,
Luan e Gabi. Outra opgéo diferente seria trocar a ordem das criangas e colocar por exemplo:
Vinicius, Luan, Amanda e Gabi. Essa ja seria uma fila diferente, ndo é? De quantas maneiras
diferentes essas quatro criangas podem posicionar-se na fila? (Resposta: 24)
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Grupo C: Problemas de Combinacao

Problema de Combinacéol, condi¢do implicita (PC0O1): Na gincana da escola, a equipe
amarela é formada por trés alunos: Clara, Ivoe Ana. Cadaequipe deve escolher duas criancas
para participar da competicdo. De quantas maneiras diferentes podemos escolher as duas
criangas? (Resposta: 3)

Problema de Combinacao 2, condicdo implicita (PC02): A lanchonete da cidade vende quatro
opcdes de lanche: pizza, sanduiche, coxinha e pastel. De quantas maneiras diferentes podemos
escolher duas opcdes de lanche? (Resposta: 6)

Problema de Combinacéo 3, condicéo explicita (PC03): A loja de animais vende trés animais
diferentes (gato, cachorro e coelho). Igor adora animais e seus pais 0 deixaram comprar dois
animais na loja. Entdo, existem trés animais, mas Igor ndo podera levar todos porque ele so
pode levar dois, ndo é? Ele pode formar varias combinagdes de dois animais, por exemplo, ele
pode escolher o gato e o cachorro. Outra combinacdo diferente seria o gato e o coelho, ndo é
mesmo? Com todos esses animais, quantas combinacdes diferentes de dois animais Igor pode
formar? (Resposta: 3)

Problema de Combinacéo 4, condicdo explicita (PC04): Julia quer fazer uma sobremesa com
duas frutas. Em sua casa, ela tem banana, abacaxi, macé e uva. Nem todasas frutasserdo usad as
para fazer a sobremesa, por que ela tem quatro tipos de frutas e s6 quer usar dois tipos nao é
mesmo? Mas podem ser formadas varias combinacgdes diferentes de duas frutas, por exemplo,
ela pode escolher banana e abacaxi. Outraopcao diferente seria escolher banana e maca, ndo é
mesmo? Com todas essas frutas quantas combinagdes diferentes de duas frutas Julia pode
formar? (Resposta: 6)

E importante destacar que, como dito anteriormente, o presente estudo foi realizado a
partir de um banco de dados, o que trouxe algumas limitagdes, por exemplo, constatamos que
nem todos os invariantes estdo presentes em todos os enunciados. O invariante de escolha e
ordem é mais facilmente explicitado enquanto o invariante de esgotamento de possibilidades
ndo pode ser explicitado ou se revelaria acrianca o resultado do problema. Buscou-se equilibrar
a quantidade de possibilidades em cada grupo, isso foi possivel nos problemas de arranjo e
permutacdo, contudo ndo ocorreu com os problemas de combinagdo. Como o foco da presente
investigacdo ndo € o desempenho, esse dado se torna irrelevante, uma vez que as analises serdo

conduzidas exclusivamente com as resolugdes inadequadas.

3.2.3 Material

O material utilizado constou de 12 cartelas, contendo em cada, um Unico problema de
combinatoria, sendo quatro preenchidas por problemas de arranjo, quatro por problemas de
combinagdo e mais quatro por problemas de permutacdo. Foram utilizados também gravador

de audio para registro das entrevistas, lapis, borracha, folhas de papel.
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E importante ressaltar que nem todas as criangas utilizaram a folha de papel e o lapis,
apesar de terem esse material a sua disposicdo; por esta razdo ndo houve analise especifica de
representagdes. Os registros escritos no papel serviram de auxilio a analise do material

transcrito, auxiliando na compreensdao do raciocinio empregado pelas criangas.

O préximo capitulo apresenta o sistema de analise construido no decorrer deste estudo a

partir daanalise dos protocolos pertencentes aos trés grupos de participantes.
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4 SISTEMA DE ANALISE DORACIOCINIO COMBINATORIO

No presente estudo, a andlise dos dados ocorre exclusivamente com as respostas
inadequadas, ou seja, respostas que levaram a criancga a errar a resolugéo do problema. Embora
o0 indice de respostas erradas tenha sido alto, algumas criangas conseguiram acertar a resolucéo
do(s) problema(s) e, por esse motivo, suas respostas foram desconsideradas na analise. Partindo
do banco de dados construido na pesquisa de Silva et al (2017), tivemos 60 criancas
respondendo a quatro problemas, sendo 20 criangas pertencentes a cada grupo. Logo, em cada
situacdo — arranjo, combinacdo e permutacdo — o total de respostas foi de 80 (20 criangas x 4
problemas), sendo 40 respostas na condicao implicita e 40 respostas na condicao explicita, em
cada grupo. Além de desconsiderar as respostas corretas, também foram desconsiderados os
casos Nos quais a crianga nao respondeu (“nao sei responder”, “posso pular esse?”, “ndo entendi

J% ¢

e ndo sei responder”,

AN 1Y

ah, de qualquer maneira”, “ndo sei explicar”) uma vez que o objetivo da
pesquisa e investigar o raciocinio infantil envolvido nas resolugdes inadequadas de situacdes
combinatorias e tais respostas ndo expressam nenhum raciocinio. Assim, o Quadro 4 apresenta
a quantidade de acertos e a quantidade de “auséncia de respostas” em funcdo dasituacao e da
condicdo dos invariantes no enunciado dos problemas. Ambas foram desconsideradas na

anélise do presente estudo.

Quadro 4 - Respostas desconsideradas—acertos e auséncia de resposta -em funcéo da situacéo e da condi¢dodos
invariantesno enunciado dosproblemas.

ARRANJO COMBINACAO PERMUTACAO
Implicito Explicito Implicito Explicito Implicito Explicito
Acerto | Auséncia | Acerto | Auséncia | Acerto | Auséncia | Acerto | Auséncia | Acerto | Auséncia | Acerto | Auséncia
de de de de de de
resposta resposta resposta resposta resposta resposta
1 7 1 1 0 7 8 0 0 7 0 5

Fonte: A autora (2022)

O Quadro 5 apresenta, portanto, a quantidade de respostas efetivamente analisadas em

funcdo do grupo — arranjo, combinacdo e permutacdo — e em funcdo dos invariantes no

enunciado: condicdo implicita ou condicdo explicita.
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Quadro 5 - Quantidade de respostasinadequadasavaliadasem funcdo da situacdo e da condic¢do dos invarian tes
no enunciado dosproblemas.

ARRANJO COMBINACAO PERMUTACAO
Implicito Explicito Implicito Explicito Implicito Explicito
32 38 33 32 33 35

Fonte: A autora (2022)

Os protocolos transcritos foram analisados em conjunto com o material escrito pelas
criancas na folha de papel disponibilizada. Um nimero pequeno de criangas optou por usar 0
papel como apoio para resolucdo dos problemas, a maioria resolveu as questdes mentalmente.
A partir dessa analise inicial foi possivel observar padrbes de respostas que constituiram as
categorias abaixo descritas. Como o estudo estd fundamentado na Teoria dos Campos
Conceituais de Vergnaud, as categorias de analise tiveram os invariantes conceituais deescolha
de elementos, ordem e esgotamento de possibilidades como foco. Assim, observamos dois
blocos de categorias que variavam em funcdo da sofisticacao cognitiva, expressando niveis de
maior ou menor elaboracdo. O primeiro bloco é relativo as respostas que expressam
distanciamento de uma solugdo combinatoria que considera 0s principios invariantes. O
segundo bloco refere-se aos primeiros indicios de solugdes que consideram os invariantes da
combinatoria, nas quais a crianga demonstra compreender um pouco mais sobre a natureza dos
problemas e os aspectos que precisam ser considerados em sua resolugdo. Abaixo encontra-se

0 Quadro 6 que sintetiza as estratégias identificadas.

Quadro 6 - Sintese das estratégias identificadas no presente estudo.
Repostas que expressam distanciamento Primeiros indicios de solucGes que

de solugdo combinatéria

consideram os invariantes da combinatoria

Resposta baseada nos dados do enunciado
do problema

Resposta baseada em repertorio de escolha
davida cotidiana

Resposta baseada na quantidade de
elementos escolhidos

Consideragdo de UM invariante (escolha de
elementos ou ordem)
Consideracdo de DOIS invariantes: escolha
de elementos e ordem

Fonte: A autora (2022)

A classificacdo das respostas foi realizada por dois juizes independentes e os casos de

discordancia foram analisados por discussao entre os juizes. Percentual de concordancia entre
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juizes nos problemas de arranjo (85,2%), combinagdo (91,25%) e permutacdo (90%). As
categorias de respostas serdo descritas e exemplificadas a seguir a partir dos protocolos da

situacdo de combinacao.

41 RESPOSTAS QUE EXPRESSAM DISTANCIAMENTO DE SOLUCAO
COMBINATORIA

As respostas categorizadas neste grupo possuem a caracteristica de revelar limites,
maiores ou menores, de compreensdo ou interpretacdo acerca da natureza do problema
matematico. Esses limites resultam em repeticdo de dados do enunciado do problema, uso de
calculos aritméticos sem relacdo com a combinatéria ou com a formagdo de combinagdes e,
ainda, respostas baseadas em situacbes do cotidiano que podem estar atreladas a algum

conhecimento matemaético ou néo.

Tipo 1 — Resposta baseada nos dados do enunciado do problema. A crianca realiza alguma
operacao (adicdo, subtracdo ou multiplicacdo) com os nameros presentes no enunciado do
problema, demonstrando que reconhece que se trata de um problema matematico, que deve ser
respondido com procedimentos matematicos, mas sem expressar entendimento sobre a
formacdo de combinagBes. Em geral, a resposta € dada através de um namero, sem relaciona-
lo com combinagdes formadas a partir dos elementos fornecidos. Quando solicitada a
exemplificar quais seriam as combinagOes, a crianca responde que ndo sabe ou repete o valor

numeérico encontrado.

Ex. Na gincana da escola, a equipe amarela é formada por trés alunos: Clara, Ivo e Ana. Cada
equipe deve escolher duas criangas para participar da competicdo. De quantas maneiras

diferentes podemos escolher as duas criangas? (Resposta: 3)

Cr08: “Cinco. Porque trés mais dois é cinco. Tem trés né, trés é: duas mogas e Ivo, dai ele

escolhe mais duas pessoas, ai vai ficar com quatro mais uma que €é cinco.

Cr01: A crianca escreve no papel as continhas “3 x 2” e “3 x 3”, mas nao as resolve. Quando
questionada sobre de quantas maneiras diferentes podemos escolher as duascriancas, ela aponta

para o papel.
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Tipo 2 — Resposta baseada em repertdrio de escolha da vida cotidiana. A crianca adota um
critério baseado nas suas experiéncias sociais em situacdes de escolha. Por exemplo, escolhe a
partir de ‘zerinho ou um’, ‘par ou impar’, ‘pelo tamanho’, ‘por quem ¢ mais inteligente’, ‘por
quem chegar primeiro’. As respostas expressam uma solu¢ao que se afasta da compreensdo de

que € necessario formar combinacgdes entre os elementos dispostos no enunciado.

Ex. Na gincana da escola, a equipe amarela é formada por trés alunos: Clara, Ivo e Ana. Cada
equipe deve escolher duas criangas para participar da competicdo. De quantas maneiras

diferentes podemos escolher as duas criangas? (Resposta: 3)

Cr13pc01: “Sorteando. E s6 colocar o nome das trés criangas dentro de alguma coisa e ai vocé
puxa. Outro jeito € tirando zerinho ou um”.

’

Cr01pcOl: “Euso conhego duas que é o par ou impar ou pedra, papel e tesoura.’

Tipo 3 — Resposta baseada na quantidade de elementos escolhidos. A crianga confunde a
quantidade de elementos escolhidos com a quantidade de combinagdes possiveis. Assim, sem
demonstrar compreensao dos invariantes de escolha ou de ordem, responde citando os

elementos e associando a resposta a quantidade de elementos citados.
Ex. A lanchonete da cidade vende quatro opg¢des de lanche: pizza, sanduiche, coxinha e pastel.
De quantas maneiras diferentes podemos escolher duas op¢des de lanche? (Resposta: 6)

Cr08pc02: “Umamaneira: a pizza ou trés maneiras: coxinha, pizza e sanduiche”.

Crl4pc02: “Quatro maneiras: pizza, coxinha, sanduiche e pastel”.

4.2 SOLUCOES QUE CONSIDERAM OS INVARIANTES DA COMBINATORIA

As respostas categorizadas neste grupo possuem a caracteristica de revelar a
compreensdo da natureza do problema matematico em questdo, uma vez que expressam a
consideracdo dos invariantes na formacdo de combinagGes. Em todas as respostas temos a
formacdo de combinagbes com os elementos indicados no enunciado, contudo, sdo

combinagbes sem consideragdo do invariante de esgotamento das possibilidades.
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Tipo 4 — Consideracdo de apenas UM invariante: escolha ou ordem. A crianga demonstra
indicios de solu¢do combinatoria ao considerar um dos invariantes na resolu¢do do problema,
contudo, comete erros que expressam a fragil compreensdo conceitual que possuli, isto &, erros

por ndo considerar os demais invariantes.

Ex. A loja de animais vende trés animais diferentes (gato, cachorro e coelho). Igor adora
animais e seus pais o deixaram comprar dois animais na loja. Entao, existem trés animais, mas
Igor ndo podera levar todos porque ele s6 pode levar dois, ndo é? Ele pode formar varias
combinacbes de dois animais, por exemplo, ele pode escolher o gato e o cachorro. Outra
combinacdo diferente seria 0 gato e o coelho, ndo é mesmo? Com todos esses animais, quantas
combinacdes diferentes de doisanimais Igor pode formar? (Resposta: 3)

Cr03pc03: “cachorro e o gato. O cachorro e o coelho. Agora coelho e gato. Coelho e cachorro.
Agora coelho ficou faltando, né?”

Ex. Na gincana da escola, a equipe amarela é formada por trés alunos: Clara, Ivo e Ana. Cada
equipe deve escolher duas criancas para participar da competicdo. De quantas maneiras
diferentes podemos escolher as duas criancas? (Resposta: 3)

Crl9pc01: “Clarae Ana. Clarae Ivo. Anae Ivo. Ivo e Ana. Clara e Ana.”

Tipo 5— Consideracdo de DOIS invariantes: escolha e ordem. A crianca demonstra indicios
de solugdo combinatoria ao considerar dois invariantes na resolu¢do do problema; escolha de

elementos e ordem.

Ex. Julia quer fazer uma sobremesa com duas frutas. Em sua casa, ela tem banana, abacaxi,
maca e uva. Nem todas as frutas serdo usadas para fazer a sobremesa, por que ela tem quatro
tipos de frutas e s6 quer usar dois tipos ndo € mesmo? Mas podem ser formadas varias
combinacOes diferentes de duas frutas, por exemplo, ela pode escolher banana e abacaxi. Outra
opcao diferente seria escolher banana e macad, ndao é mesmo? Com todas essas frutas quantas
combinac@es diferentes de duas frutas Julia pode formar? (Resposta: 6)

Crl9: “uva e Banana. Abacaxi e mac¢d. Banana e mac¢a. Banana e abacaxi. Abacaxi e uva.”

Ex. A lanchonete dacidade vende quatro opcdes de lanche: pizza, sanduiche, coxinha e pastel.
De quantas maneiras diferentes podemos escolher duas opgdes de lanche? (Resposta: 6)

Crl2: “pizza com o pastel, coxinha com o pastel, o sanduiche com a coxinha, a pizza com o
sanduiche e o pastel com o sanduiche”

Um dado interessante, observado na classificacdo e analise das respostas, foi a falta de
sistematizacdo na formacdo das combinacBes. As criangas ndo utilizavam a estratégia de

escolher um elemento e fazer tantas combinagfes quanto possivel até o seu esgotamento; para,
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em seguida, escolher outro elemento e repetir o mesmo processo. O fato da maioria das criancas
responderem mentalmente, sem uso do material oferecido (lapis e papel), pode ter influenciado

neste aspecto.

O proximo capitulo apresenta os principais resultados deste estudo.
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5 PRINCIPAIS RESULTADOS DO ESTUDO

Conforme mencionado no Capitulo 2, que trata do método, em virtude da Pandemia
COVID- 19 e da necessidade de isolamento social, o presente estudo fez uso de um banco de
dadosde pesquisa anterior de Silva e colaboradores (2017), constituido por 60 protocolos de
criancas que resolveram quatro problemas de combinatéria (grupo A — problemas de arranjo,
grupo B — problemas de permutacéo e grupo C — problemas de combinacéo) em duas condicées
distintas: com invariantes implicitos e com invariantes explicitos no enunciado dos problemas.

A analise de desempenho foi realizada por Silva e colaborados (2017) que verificou que
a explicitacdo dos invariantes nao obteve efeito facilitador sobre o desempenho em nenhuma
das situacOes. Esse resultado é semelhante ao encontrado por Melo (2012), que investigou
problemas de combinacdo nas duas condigdes, néo identificando efeito facilitador na condicao
explicita. Assim, diante dos resultados encontrados nos estudos anteriores, optou-se por
realizar, neste estudo, uma analise qualitativa dos erros considerando o raciocinio empregado
pelas criancas. Acredita-se que a analise mais detalhadados diferentesraciocinios nas respostas
inadequadas podera auxiliar a compreensdo acerca do desenvolvimento combinatéria em
criancgas.

Os resultados serdo apresentados a seguir em tabelas acompanhadas de discussoes.

5.1 RESULTADO POR GRUPO EM FUNCAO DAS CONDICOES IMPLICITAE
EXPLICITA

5.1.1 Resultados do Grupo A: situacdo de Arranjo

A Tabela 1 apresenta os resultados referentes ao Grupo A — criangas que responderam

problemas de arranjo nas duas condigdes.

Tabela 1 - Percentual de respostasem func¢do da condi¢ao implicita e explicita nos problemas de arranjo.

Tipo de respostas Condicao Implicita Condicao Explicita
T1 3% 3%
T2 28% 0
T3 3% 0
T4 38% 18%

TS 28% 79%
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Nota 1: Tipo 1 — Resposta baseadanos dados do enunciado do problema; Tipo2 — Resposta baseada em repertorio
de escolha da vida cotidiana; T3 — resposta baseada na quantidade de elementos escolhidos; T4 - Resposta que
consideraapenas um invariante; TS5 — Resposta que considera dois invariantes: escolha e ordem.

Nota 2: maximo de 32 respostas erradas nos problemas implicitos e de 38 respostas erradas nos problemas
explicitos.

Como pode ser observado, a resposta do tipo T4 foi a mais frequente (38%) na condigdo
implicita. Esse tipo de raciocinio evidencia o entendimento da necessidade de formar
subconjuntos levando em consideragdo apenas um dos invariantes. Os tipos T2 e TS5 (ambos
com 28%) representaram a segunda maior frequéncia nos problemas implicitos. Os
pensamentos que se enquadram em T2 retratam solu¢cdes embasadas em experiéncias cotidianas
das criangas, mas que ndo demonstram ainda esquemas combinatorios, nem articulagdo com a
formagdo de subconjuntos ou quantificacdo de elementos. Quanto as respostas TS5, estas tratam
de solucdes fundamentadas em pensamento combinatério, levando em conta dois invariantes
conceituais, o de escolha e o de ordem, sendo, portanto, um tipo de resolucao mais elaborada.

Ao analisarmos as respostas nos problemas com invariantes explicitos, notamos a
auséncia de resolucdes classificadas em T2 (0%) e T3 (0%). O que € um dado interessante, visto
que a resposta T2 corresponde a segunda maior frequéncia na condi¢do implicita. Nota-se
também que o raciocinio expresso na categoria T1, resposta baseada nos dados do enunciado
do problema, ¢ pouco frequente tanto nos problemas implicitos (3%) quanto nos problemas
explicitos (3%).

O raciocinio de maior expressdo nos problemas explicitos ¢ o T5 (79%) que denota a
formacdo de combinacdes, a partir do entendimento dos invariantes de escolha e de ordem em
suas constituigdes, porém sem esgotamento das possibilidades. Comparando a frequéncia de
T4 nos problemas implicitos (28%), primeiramente aplicados, com a frequéncia nos problemas
explicitos (18%), € possivel pensar na ocorréncia de uma migracao de respostas T4, da condicdo
implicita, para respostas TS5, na condi¢do explicita.

Para avaliar a distribuigdo das respostas nas duas condi¢des foi aplicado o teste Qui-
guadrado de independéncia, que identificou diferencas significativas entre as condicdes
implicita e explicita (X? = 22,27; p <0,00). A analise dos residuos padronizados ajustados
mostrou que ha mais casos de erro T2 no arranjo implicito e menos erros T2 no arranjo explicito,

como, também, menos erros T5 em arranjo implicito e mais erros T5 em arranjo explicito.
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5.1.2 Resultados do Grupo B: situacdo de Permutacio

A Tabela 2, a seguir, apresenta os resultados referentes ao grupo B — criangas que

responderam problemas de permutacdo nas duas condigdes.

Tabela 2 - Percentual de respostas em fungdo da condigdo implicita e explicita nos problemas de
permutacao.

Tipo de resposta Condi¢ao Implicita Condicao Explicita
T1 7% 6%
T2 30% 3%
T3 15% 3%
T4 24% 6%
TS5 24% 82%

Nota 1: Tipo 1 — Resposta baseadanos dados do enunciado do problema; Tipo2 — Resposta baseada em repertorio
de escolha da vida cotidiana; T3 — resposta baseada na quantidade de elementos escolhidos; T4 - Resposta que
considera apenas um invariante (escolha ou ordem); T5— Resposta que considera dois invariantes (escolha e
ordem).

Nota 2: Méaximo de 33 respostas erradas na condi¢@o implicitae de 35 respostas erradas na condigdo explicita.

Observando os percentuais da condigdo implicita, observa-se que a maior frequéncia se
encontra nas respostas T2 (30%), que denotam um raciocinio embasado em experiéncias
culturais cotidianas da crianca nas quais se depara com a necessidade de fazer escolhas. Ja na
condi¢do explicita, a resposta com maior frequéncia foi a TS (82%), enquanto a resposta T2
configura a menor frequéncia (3%) neste grupo de problemas. A resposta T2 faz parte do grupo
de erros que se distancia do pensamento combinatorio, enquanto as respostas TS5 configuram
tipos de raciocinios mais elaborados e préximos da solugdo combinatdria. Foi aplicado o teste
Qui-quadrado de independéncia que demonstrou haver uma associacdo entre o tipo de erro e a
condicdo dosinvariantes nos problemas de permutacéo (X2 = 26,28; p <0,00). A analise mostrou
diferenca significativa entre a distribuicdo dos erros T2 e T5 nas condigdes investigadas. Um
dado interessante é que diferente das outras duas situacfes, na situacdo de permutacdo, ndo
tivemos ocorréncia deacerto, ou seja, resposta que considera os trés invariantes (escolha, ordem
e esgotamento de possibilidades). As respostas desconsideradas da analise foram pelo critério
de ‘auséncia de resposta’. Os demais tipos de erros ndo tiveram diferenca de distribuicao

expressiva entre as condicdes.
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5.1.3 Resultados do Grupo C: situacio de Combinacio

A Tabela 3 apresenta os resultados referentes ao grupo C — criangas que responderam

problemas de combinag@o nas duas condigoes.

Tabela 3 - Percentual de respostas em fungdo da condigdo implicita e explicita nos problemas de
combinacio.

Tipo de resposta Condi¢ao Implicita Condicao Explicita
T1 9% 16%
T2 46% 0
T3 12% 12%
T4 21% 22%
TS5 12% 50%

Nota 1: Tipo | — Resposta baseadanos dados do enunciado do problema; Tipo2 — Resposta baseada em repertorio
de escolha da vida cotidiana; T3 — resposta baseada na quantidade de elementos escolhidos; T4- Resposta que
consideraapenas um invariante; TS — Resposta que considera dois invariantes: escolha e ordem.

Nota 2: Maximo de 33 respostas erradas nos problemas implicitos e 32 respostas erradas nos problemas explicitos.

Embora sejam grupos de criancas diferentes, o grupo C (combinagdo) teve um resultado
semelhante ao do grupo B (permutacdo). Na situacdo de combinacdo implicita, o tipo de
resposta com maior frequéncia foi o T2 (46%), expressando solucdes baseadas em experiéncias
cotidianas nas quais a crianga precisa fazer escolhas ou organizar elementos de acordo com
algum critério; sao respostas que nao demonstram a associacao do problema com o pensamento
combinatdrio. Embora na situagdo implicita o percentual tenha sido alto, esse tipo de resposta
ndo teve nenhuma ocorréncia na condicdo explicita. O raciocinio do TS5, que expressa a
consideracdo de dois invariantes na formacao das combinagdes, foi o mais empregado (50%)
na condigdo explicita. Assim, observamos certa inversdo entre as condi¢cdes investigadas, isto
¢, aresposta T2 tem a maior frequéncia na condi¢do implicita e a menor frequéncia na condi¢ao
explicita, enquanto o oposto ocorre com T5, que tem maior frequéncia na condigdo explicita e
menor na implicita. Foi aplicado o teste Qui-quadrado de independéncia, que mostrou que ha
relacdo significativa entre o tipo de erro e a condicdo (X2=22,69; p <0,00). A analise mostrou
que ha diferenca na distribui¢do entre os casos de erro T2 e T5 nas duas condi¢des. Os demais

tipos de erro tém distribuicdo mais equilibrada na situacdo de combinacéo.
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5.2 RESULTADO COMPARATIVO ENTRE GRUPOS EM FUNCAO DAS CONDICOES
IMPLICITA E EXPLICITA

Comparar os tipos de erros cometidos pelas criancas nas situagdes de arranjo, permutacao
e combinacdo € um dos objetivos do presente estudo. Ha diferenca no raciocinio em razdo das
situacBes? Ha diferenca entre as situacdes no tocante a dificuldades? H& diferencas qualitativas
entre os erros quando se compara as condigcdes implicita e explicita de apresentacdo dos
invariantes? Algum invariante se fez mais presente nos resultados? Algum invariante denotou

maior dificuldade de compreensdo?

A Tabela 4 permite refletir sobre tais questdes, apresentando os resultados de forma

comparativa.

Tabela 4 - Percentual de respostas nos grupos em fungo da condi¢do implicita e explicita.

Tipo de respostas Grupo A Grupo B Grupo C
Arranjo Permutacio Combinacio

Implicita  Explicita  Implicita  Explicita Implicita  Explicita

T1 3% 3% 7% 5% 9% 16%
T2 28% 0 30% 3% 46% 0

T3 3% 0 15% 3% 12% 12%
T4 38% 18% 24% 5% 21% 22%
TS 28% 79% 24% 84% 12% 50%

Nota 1: Tipo 1 — Resposta baseadanos dadosdo enunciado do problema; Tipo2 — Resposta baseada em repertorio
de escolha da vida cotidiana; T3 — resposta baseada na quantidade de elementos escolhidos; T4 - Resposta que
consideraapenas um invariante; T5 — Resposta que considera dois invariantes: escolha e ordem.

Nota 2: Maximo de respostas: Arranjo-implicita 32; Arranjo-explicita 38; Permutagdo-implicita 33; Permutacdo-
explicita35; Combinacdo-implicita 33; Combinagdo-explicita 32.

De modo geral, observa-se que, na condi¢do implicita, a resposta T2 foi mais
frequentemente utilizada pelas criangas nos trés grupos (arranjo — 28%; permutacdo — 30%;
combinacdo — 46%). O que demonstra que as criangas do 4° ano, participantes do presente
estudo, tiveram a tendéncia inicial de responder a um problema matematico multiplicativo
através de estratégias advindas de experiéncias culturais, ndo necessariamente relacionadas com
a matematica. Diferente das respostas T1 (baseada em dados do enunciado do problema) e das
respostas T3 (baseada na quantidade de elementos escolhidos), nas quais a crianga reconhece o
problema como matematico e busca através de célculos ou de elementos do enunciado fornecer
a resposta e indicar a quantidade de combinacdes; na categoria T2, a crianca sai da esfera da
matematica e trata o problema como algo do seu cotidiano, sem fornecer uma resposta

matematica no sentido de nimero de combinagdes. Como os problemas na condigao implicita
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foram os primeiros a serem apresentados, esse tipo de raciocinio se destaca no presente estudo,
especialmente por ndo ter sido relatado em outros estudos da drea com criangas nesta idade.

Ainda na condi¢do implicita, comparando os grupos, outro dado observado ¢ que a
variacdo entre as frequéncias de um mesmo tipo de resposta foi pequena. A diferenca maior fica
por conta da resposta T2 na situacdo de combinagdo, em comparacdo com as situagdes de
arranjo e permutacdo. Entretanto, ndo chega a ser uma diferenca expressiva.

Avaliando a condi¢do explicita, de modo geral, observa-se que a maior frequéncia de
respostas, para as trés situagdes combinatorias, encontra-se no raciocinio do tipo T5 (arranjo —
79%; permutagdo — 84%; combinag¢do — 50%). Esse ¢ um dado bem interessante, visto que o
presente estudo ndo se trata de uma intervengao, revelando que a mudanga no enunciado dos
problemas influencia na maneira como a crianga compreende e responde as situagdes propostas.
O raciocinio expresso no T5 revela a consideracdo de dois invariantes do conceito: escolha e
ordem. Comparando a condi¢do implicita com a condi¢do explicita, vemos uma mudang¢a na
tendéncia de resposta das criangas; de umraciocinio distante da solu¢do combinatoria (T2) para
um raciocinio mais sofisticado (T5). Porém, essas criangas ndo chegam ao acerto por nao
esgotarem as combinagdes possiveis para a situagdo. Outro dado de destaque ¢ o (quase)
desaparecimento do raciocinio T2 nas trés situagdes (arranjo — 0%, permutagdo — 3% e
combinagdo — 0%) nos problemas da condicdo explicita; ou seja, o raciocinio de maior
expressividade em termos de frequéncia na condicdo implicita desaparece quando se
apresentam problemas que contém informagdes sobre invariantes conceituais. As referidas
considera¢des demonstram uma aparente tendéncia a determinado nivel de raciocinio em razao
da condi¢do implicita ou explicita, questdo importante e posta como objetivo do presente
estudo. Sendoassim, os resultados confirmam a hip6tese de que a explicitagdo daspropriedades

e relacdes invariantes no enunciado dos problemas poderia auxiliar o raciocinio empregado.

5.3 AVALIANDO OS TIPOS DE RESPOSTA EM FUNCAO DOS BLOCOS: SOLUCOES
COMBINATORIAS E SOLUCOES NAO COMBINATORIAS

Seguimos agora, para a comparagdo entre os dois blocos de respostas, descritos no
capitulo do sistema de andlise, a saber: (1). Bloco das solugdes ndo combinatdrias, composto
por respostas T1 — baseada nos dados do enunciado do problema; T2 — baseada em repertorio

de escolha da vida cotidiana e T3 — baseada na quantidade de elementos escolhidos; e (2). Bloco
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das solugdes combinatérias, composto por respostas T4 — considera apenas um invariante:
escolha ou ordem e T5 — considera dois invariantes: escolha e ordem.
A Tabela 5 apresenta a frequéncia em cada bloco de respostas em funcdo da situacao

(arranjo, permutacdo e combinacgdo) e da condigdo implicita e explicita.

Tabela 5 - Percentual de respostas por bloco em func¢éo dasituacdo e da condicdo implicita e explicita.

Arranjo Permutacio Combinacao
Blocos de respostas Implicito  Explicito Implicito  Explicito Implicito Explicito
Bloco 1 (T1; T2e T3) 34% 3% 52% 11% 67% 28%
Bloco 2 (T4 e TS) 66% 97% 48% 89% 33% 72%

Fonte: A autora (2022)
Nota 1: Tipo 1 — Resposta baseadanos dados do enunciado do problema; Tipo2 — Resposta baseada em repertorio
de escolha da vida cotidiana; T3 — resposta baseada na quantidade de elementos escolhidos; T4 - Resposta que
consideraapenas um invariante: escolha ou ordem; T5 — Resposta que considera dois invariantes: escolha e ordem.

Verifica-se na Tabela 5, que a situagdo de arranjo foi a que apresentou mais respostas
categorizadas no Bloco 2 e isso ocorreu tanto na condi¢do implicita (66%) como na condigdo
explicita (97%). Esta ¢ uma tendéncia diferente da observada nas situacdes de permutacdo e de
combinagdo que tiveram maior frequéncia de respostas categorizadas no Bloco 1 na condigio
implicita (permutagdo: 52%; combinacdo 67%). Pode ser entendido, diante de tal configuracao,
que na condi¢do implicita a maior frequéncia de raciocinios empregados ¢ de natureza mais
elementar, ou seja, correspondente a raciocinios mais distantes do combinatdrio, nas situacdes
de permutacdo e combinagao.

Algumas questdes podem ser pensadas diante desses dados. A primeira ¢ que a situacao
de arranjo levou a raciocinios mais sofisticados em ambas as condigdes, evidenciando que
mesmo nos problemas implicitos, as crian¢as conseguiram empregar respostas que
considerassem ao menos um dos invariantes da combinatéria. Teria, portanto, a situacdo de
arranjo maior potencialidade de reconhecimento enquanto problema de natureza combinatoria?
A quantidade de combinagdes totais nos dois problemas de arranjo ¢ a mesma dos dois
problemas de permutagdo (6 combinagdes e 24 combinagdes) de modo que esse aspecto foi
descartado enquanto possivel influenciador neste resultado. De modo semelhante, os dois
problemas de combinagdo tiveram quantidade total de combinagdes menor (3 combinagdes e 6
combinagdes) € isso nao interferiu no uso de raciocinio que expressasse maior compreensao
dos invariantes da combinatoria na condi¢ao implicita. A segunda questdo constatada ¢ que nas
trés situagdes, as criangas tiveram uma mudanga expressiva no uso de estratégias combinatorias

T4 e TS5 (Bloco 2) na condi¢do de explicitacdo dos invariantes no enunciado dos problemas.
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Esta constatagdo foi confirmada pelo teste Qui-quadrado de independéncia, que demonstrou
haver diferenga de distribuicdo significativa entre os dois blocos de respostas (Bloco 1 e 2) em
fun¢do da condi¢do implicita e explicita (X2 = 47,04; p <0,00). O aumento consideravel do
Bloco 2 possivelmente ocorre pela modificagdo do raciocinio infantil ao se deparar com o0s
invariantes conceituais presentes no enunciado dos problemas. Esse dado responde mais uma
questdo levantada nesse estudo. A discusséo desses resultados, levando em consideracdo a

fundamentacéo tedrica e os estudos anteriores sera realizada no préximo capitulo.
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6 DISCUSSAO

Os resultados serdo discutidos nesta se¢do seguindo a mesma ordem dos objetivos que
guiam o presente estudo. Inicialmente serdo explorados os achados concernentes ao efeito da
explicitacdo dos invariantes nos erros cometidos pelas criangas. Ja a discussdo em torno do
raciocinio adotado em funcdo das situagdes combinatérias serd feita logo em seguida. As
diferencas qualitativas no raciocinio infantil em funcdo da condicéo implicita ou explicita dos
invariantes sera alvo de reflexdes. Pontos relevantes como possiveis implicagdes educacionais

e pesquisas futuras também serdo desenvolvidos ao fim.

6.1 O EFEITO DA EXPLICITACAO DOS INVARIANTES NOS ERROS COMETIDOS
PELAS CRIANCAS

Os invariantes correspondem, segundo Vergnaud (1990), as relacdes e propriedades de
um conceito, que se preservam, permitindo seu reconhecimento em diferentes situagdes.
Usualmente em livros didaticos e avaliagdes, os problemas de combinatoria sdo apresentados
sem a explicitacdo dos invariantes conceituais em seus enunciados. Quando se compara o
desempenho de criangas e adolescentes em diferentes situacdes do campo multiplicativo, as
situacBes combinatorias se destacam pela complexidade e dificuldade na resolucdo. Esse ponto
dereflexdo levou algumas pesquisas a questionar aimportancia dacompreensao dos invariantes
na resolugéo correta dos problemas. Silva e Spinillo (2010) constataram que a explicitacdo dos
invariantes no enunciado de problemas de produto cartesiano facilitou de maneira significativa
a resolucdo de tais problemas, provocando ndo s6 um melhor desempenho, mas o uso de
estratégias mais sofisticadas. Melo (2012), na mesma direcdo, investigou o efeito da
explicitacdo dos invariantes no enunciado de problemas de combinacdo, constatando que néo
houve melhora no desempenho das criancas, sendo reforcada a dificuldade presente neste tipo
de situacdo combinatoria. Diante dos resultados anteriores, Silva e colaboradores (2017)
analisaram se a dificuldade enfrentada pelas criangas, na condicéo explicita, era algo particular
a situacdo de combinacdo ou se também atingia as situaces de arranjo e de permutacdo. Para
tal, realizaram um estudo com criancas do quarto ano do ensino fundamental que resolveram
problemas das trés situacBes combinatdrias nas duas condicdes de enunciado. Os dados
confirmaram o resultado de Melo (2012) referente aos problemas de combinagdo e
demonstraram que a dificuldade também é enfrentada nos problemas de arranjo e permutagéo.

Assim, com resultados de desempenho muito baixos, a pesquisa de Silva e colaboradores (2017)
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indicou ndo haver mudanga significativa entre apresentar os invariantes no enunciado ou
apresentar problemas prototipicos, com invariantes implicitos.

O presente estudo levantou a hipotese de que embora ndo se tenham observado mudancgas
de desempenho entre as duas condigdes, a alta frequéncia de erros poderia ser analisada de
maneira mais qualitativa, a fim de compreender melhor o raciocinio empregado pelas criancas
nessas distintas condigdes. Partindo de uma compreensao cognitivista do erro, acredita-se que
as respostas, embora erradas, possam expressar raciocinios qualitativamente diferentes com
relacdo a formacdo do conceito. Portanto, a concepgdo que se adotou é de que 0 erro esta
associado a mecanismos deaquisicdo de conhecimentos, que expressam légicas da organizacao
intelectual do individuo. Assim, torna-se importante compreender o erro como uma forma de
conhecer o raciocinio dos estudantes.

Refletindo sobre formacdo de conceitos com base na teoria de Vergnaud, é importante
esclarecer que a presente pesquisa considerou apenas 0s invariantes como varidvel de
investigacdo, além das situacdes combinatérias que foram avaliadas em funcdo destes. As
representacdes infantis ndo foram objeto de estudo, sendo usadas apenas como auxiliar na

compreensdo do raciocinio empregado pela crianga durante a resolucdo do problema.

Assim, o invariante de escolha dos elementos, relativo a sele¢cdo da quantidade de
elementos adequada foi trazido no enunciado dos problemas de arranjo (PA03: trés criancas
estdo participando, mas apenas duas serdo premiadas em primeiro e segundo lugar), de
permutacdo (PP03: Mateus quer arrumar as fotos da mae, do pai e da irma, ele percebeu que
pode arrumar na ordem: pai, mée e irmd) e combinacdo (PC04: Nem todas as frutas seréo
usadas porque ela tem quatro frutas, mas so quer usar duas frutas); o invariante de ordem foi
apresentado nos problemas de arranjo (PAO03: outra opcédo diferente seria trocar a ordem) e
nos problemas de permutacdo (PP03: ele poderia trocar a ordem das fotos). Observamos que
esse invariante ndo ficou claro no enunciado dos problemas de combinacdo. Esta, sem dulvida,
é uma limitacdo deste estudo. E por fim, o invariante de esgotamento de possibilidades, nos
problemas de arranjo (PAO3: de quantas maneiras diferentes), nos de permutacdo (de quantas
maneiras diferentes) e de combinacdo (quantas combinagdes diferentes). Diferente dos outros
invariantes, escolha e ordem, que podem ser explicitados através de um exemplo, o invariante

de esgotamento ndo pode ser explicitado, uma vez que ja seria a resposta do problema.

Diante do exposto, retomamos o objetivo “qual o efeito da explicitacdo dos invariantes

nos erros empregados pelas criancas na resolucéo de problemas combinatorios?”
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Apos essas consideracdes, podemos trazer que no presente estudo a explicitacdo dos
invariantes no enunciado dos problemas teve efeito sobre os erros cometidos, uma vez que 0s
dados mostram que na condicao explicita ha maior indice de respostas T4 e T5, que expressam
maior compreensao acerca do conceito, bem como a consideragcdo de um ou dois invariantes na
resolucdo dos problemas. Qualitativamente, uma pequena modificacdo relativa a estrutura da
questdo influencia no raciocinio das criangas, no sentido de aproximar do raciocinio esperado
para a situacdo. Numa recente investigacao, Borba, Lautert e Silva (2021) analisaram como as
criangas do jardim de infancia refletiam sobre os invariantes conceituais, de escolha de
elementos, ordenacdo e esgotamento de possibilidades, em problemas de produto cartesiano,
combinacdo, arranjo e permutacdo, a partir de um estudo de intervencdo. De acordo com as
autoras, o invariante de escolha foi melhor entendido depois da intervencdo, o de ordem foi
compreendido por algumas das criangas e o de esgotamento foi a maior dificuldade pela falta
de sistematizacdo na formacdo das combinacdes. Os dados do presente estudo também
identificaram o invariante de escolha como sendomais facilmente reconhecido e utilizado pelas
criancas e de maneira semelhante, ocorreu, em alguns casos, da crianga confundir a quantidade
de elementos escolhidos com a quantidade de combinagdes (T3). O invariante de ordem,
especialmente dosproblemas dearranjo, foi evidenciadona condicao de explicitagdo na maioria
doscasos. Umdado interessante, é a quantidade de erros na combinacéo pela repeticdo de pares,
seja por falha na memodria, seja por contabilizar o mesmo par na ordem inversa, o0 que pode ser
explicado pelo fato desse invariante ndo ficar tdo claro no enunciado dos problemas de
combinagdo, como exposto anteriormente. Corroborando o que posto por Borba, Lautert e Silva
(2021), a falta desistematizacdo pode ser um grande obstaculo para o esgotamento. No presente
estudo, além disso, as criangas usaram poucas representacdes escritas, 0 que poderia ter
facilitado a memoria e compreensdo do problema. Portanto, apesar de constatar uma melhora
qualitativa no raciocinio infantil a partir da condicéo explicita dos invariantes, ndo podemos
inferir que houve aprendizado dos conceitos combinatérios em questdo, sem considerarmos o
tripé conceitual que dispde a fundante teoria. N&o obstante, o proprio Vergnaud trata de pontuar

gue o dominio do conhecimento é um processo que ocorre ao longo do tempo, levando em conta
as experiéncias, a maturidade e a aprendizagem do sujeito.

6.2 0 RACIOCINIO ADOTADO NAS DIFERENTES SITUACOES COMBINATORIAS

Outro ponto levantado na presente investigacdo diz respeito ao raciocinio utilizado pelas
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criancas diante das diferentes situacdes combinatérias. Lembrando que o raciocinio aqui
analisado é exclusivamente aquele que leva a respostas inadequadas na resolu¢do do problema.
Assim, questionou-se se o raciocinio adotado em uma determinada situacdo combinatoria seria
semelhante ou diferente as demais situagdes, a saber: “analisar o raciocinio empregado pelas
criancas em funcao da situacédo: arranjo, permutacdo e combinacdo”.

Como ja antecipado no Capitulo 3, sistema de analise, foram identificados e classificados
0s mesmos tipos de raciocinio nos problemas de arranjo, permutacdo e combinacao,
independente da condigdo implicita ou explicita. Este resultado também foi encontrado em
pesquisas anteriores, a exemplo de Fischbein e Gazit (1988) e de Batanero, Navarro-Pelayo e
Godino (1997), que ao examinarem o efeito da instrucdo especifica sobre a resolucdo de
problemas combinatdrios, contemplaram erros em comum entre os problemas de combinacéo,
arranjo e permutacdo, cometidos por criancas e adolescentes. Outro estudo mais recente,
realizado por Borba, Lautert e Silva (2021) também confirmou esse dado, indicando que as
diferentes situacfes combinatdrias ndo impactam no tipo de erro cometido pelas criangas. A
distincdo desses resultados para o resultado do presente estudo é que verificamos que isso
acontece independente da explicitacdo, ou seja, o raciocinio envolvido no erro é exatamente o
mesmo. O que iré diferir de uma situacéo para a outra é a frequéncia de distribuicdo de respostas
por tipo de erro. Com isso, foram identificados cinco tipos de raciocinio, os quais serdo alvo de
reflexdo e discusséo, levando em considera¢do o que trazem outros estudos.

O primeiro erro (T1) trata de uma resposta baseada em dados do enunciado do problema,
com os quais a crianca realiza operagdes aritméticas, sendo muito frequente, em nossa amostra,
o0 uso da multiplicacdo. Isso pode ocorrer pelo fato de ja terem sido apresentadas, na escola, a
multiplicagdo ou por experiéncias extraescolares que conduzem ao entendimento de que se trata
de um problema do campo multiplicativo. Esse tipo de resolucdo também foi percebido por
Fischbein e Gazit (1988), Silva e Spinillo (2010) e Melo (2012). Pondera-se que 0s esquemas
utilizados pelas criancas demonstram gue ela entende tratar-se de um problema matematico do
campo multiplicativo, supostamente resolvido por esta operagdo. No entanto, as respostas
parecem ainda distante doraciocinio ou conceito combinatdrio, o que as torna insuficientes para
corresponder corretamente a situacao.

O segundo erro (T2) trata de respostas baseadas em repertorio de escolha da vida
cotidiana, indicam raciocinios fundamentados em experiéncias sociais, em contextos de
escolha, onde as criangas apontam um método ou forma de proceder para chegar a uma solucéo,

sem formac&o de subconjuntos. Neste tipo de erro, as criangas indicam maneiras de atender a
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questdo contextual, como por exemplo, através do “zerinho ouum” ou “par ou impar”, e ou por
critérios como, 0 “merecimento”, a “beleza”, a “inteligéncia”, a “altura”, entre outros, através
do qual torna-se possivel solucionar o cenario apresentado, por exemplo: “distribui¢ao de
medalhas”, “resultado da eleicdo” e “organizar o material nas trés divisorias da mochila”. Esse
tipo de erro correspondeu a maior parte das respostas dos problemas em condicdes implicitas.
A palavra “maneiras” pareceu objeto de reflexdo ou ancora para justificar as respostas do tipo:
“Eu s6 conhego duas que é o par ou impar ou a pedra, papel e tesoura” (Cr.01pc01). “Quantas
maneiras? Eita! De qualquer maneira” (Cr. 07pc01); “Fazendo um teste” (Cr.15pc01). Na
condicdo implicita, a compreensdo demonstrada € de um sentido pratico de resolucdo de
problemas. Segundo Vergnaud (1990), o sentido € construido na relacdo entre a situacdo
colocada, o sujeito e as representacfes envolvidas. Portanto, as criancas entendem o problema
a partir do sentido préatico, evocando esquemas que assim o respondem. Os esquemas, para 0
autor, representam a formac&o dialética entre uma hipdtese (teorema em acdo) levantada pela
crianga, diante de uma situacéo e uma categoria de pensamento (conceito em acao) tidacomo
importante. A partir deles, 0s esquemas geram ac0es, neste caso intelectuais, sendo estas as
respostas construidas pelas criangas. Lembrando que os livros de matematica e as avaliagdes
apresentam comumente situagGes combinatérias em condic6es implicitas, o que pode favorecer
um raciocinio do tipo T2. Importante pensar que as criangas ao responderem sobre a proposta
de escolha e organizacdo de elementos, parecem indicar a operagédo de seriacdo de elementos,
mas ainda sem correspondéncia a situacdo combinatoOria, observadas em respostas como:
“Ficar na fila..um atrdas do outro” (Cr.04pp01). Para Inhelder e Piaget (1976) € necessario
coordenar as operacdes de seriacdo e de correspondéncia em uma Unica operacdo para gque se

possa construir o sistema combinatério.

O terceiro erro (T3) versa sobre respostas que sdo baseadas na quantidade de elementos
escolhidos, a crianca confunde a quantidade de combinagdes com a quantidade de elementos.
A crianga demonstra ndo entender a formacao de subconjuntos, apontando elementos seriados
de forma aleatdria, sem corresponder aqueles elementos a agrupamentos, ou seja, entende que
é necessario apontar elementos juntos, de forma seriada, mas ndo se da conta de que isto
corresponde a combinacdes e que a quantificacdo solicitada corresponde a esse agrupamento e
ndo a quantidade de elementos. As respostas indicam esquemas ainda basilares na formacéo de

combinacdes, sem correspondéncia necessaria a situacdo. Esse tipo de raciocinio também foi
encontrado por Borba, Lautert e Silva (2021) em criancas do jardim da infancia.
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O quarto erro (T4) ocorre quando a crianga leva em conta apenas um dos invariantes,
escolha ou ordem. Percebe-se a seriagdo de elementos, na quantidade de elementos indicada no
problema, porém as resolugdes ocorrem de forma assistematica e desorganizada, muitas vezes
por tentativa e erro ou de maneira aleatdria. Por exemplo, a crianga pode levar em consideracao
o invariante de escolha, selecionando a quantidade correta de elementos para formagdo dos
subconjuntos, contudo ndo demonstra ter entendido o critério de ordem, nem tampouco o de
esgotamento de possibilidades. Batanero, Navarro-Pelayo e Gondino (1997) também
identificaram um tipo de erro semelhante a este raciocinio, o qual chamaram erro de ordem,
que consiste em distinguir a ordem dos elementos quando for irrelevante ou, ao contrario, ndo
considerar a ordem quando for essencial. 1sso ocorreu na presente pesquisa. Por exemplo, a

crianca tratar uma situacdo de combinacdo como sendo de arranjo.

O quinto erro (T5) consiste no raciocinio mais sofisticado dentre aqueles relacionados a
resolugdes inadequadas. Aqui, a crianga demonstra compreender tanto o invariante de escolha
como o de ordem. Aparentemente a crianga recorre a esquemas de seriacao e a correspondéncia
entre os elementos, contudo, ndo chega a formar todas as combinacfes possiveis. Este tipo de
raciocinio foi o de maior frequéncia nas condi¢cfes explicitas. A falta de esgotamento de
possibilidades foi uma das dificuldades identificadas por Borba, Lautert e Silva (2021), que
permaneceu para a maioria das criangas, mesmo ap0s sessdo de intervencdo. Embora as
respostas T5 representem um erro, especialmente pela falta de sistematizacdo e esgotamento,
elas apontam um raciocinio mais elaborado que 0 expresso no tipo T4 e mais proximo ao
combinatério. Afinal, o raciocinio empregado em T5 requer articular esquemas distintos: o de
selecionar elementos na quantidade correspondente ao enunciado do problema; ordena-los
conforme a situacdo combinatdria, além disso controlar a possibilidade ou ndo de repeticdo dos
subconjuntos, necessitando de recursividade e sistematizacdo, para poder se chegar ao numero

total de possibilidades.

Para as trés situacbes, o invariante de esgotamento foi o de maior dificuldade de
compreensdo ou operacionalizagdo. Erros desse tipo podem refletir uma dificuldade maior em
coordenar esquemas mais complexos que necessitam ser recrutados para se chegar ao numero
total de combinagbes. Seguindo uma escala crescente, o invariante de escolha pode ser
percebido deforma isolada e independente de qualquer outro invariante. O de ordem, na maioria
dos casos, foi considerado quando a crianga j& tinha consciéncia do invariante de escolha.

Salientando que as diferentes situagdes combinatérias requerem ordenacdes distintas dos
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elementos escolhidos, o que pode significar um maior requinte. O esgotamento demonstrou ser

0 Gltimo invariante, numa escala hierarquica, da construcdo combinatoria.

Nessa linha, € vidvel questionar se o esgotamento € uma consequéncia das articulaces
aludidas ou de fato um invariante? Entendendo o esgotamento como invariante, sera que antes
de se chegar ao esgotamento haveria outro(s) invariantes a serem incorporados na trajetoria de

construgdo do conceito combinatorio? Seria a sistematizacdo um invariante a ser considerado?

Considerando o desenvolvimento psicogenético descrito por Inhelder e Piaget (1976),
criancas menores de 12 anos ndo esgotavam as possibilidades de combinacfes, ou seja, ndo
contemplavam todos os pares possiveis por meio de um método sistematico. Os autores
concluiram que a crianga sO conseguiria usar de métodos sistematicos para realizar todas as
variagdes e combinacbes possiveis no estagio das operacdes formais, quando ocorreria a
compreensao das opera¢fes combinatorias. Julgamos importante levantar tais consideracdes,
uma vez que a nossa amostra de participantes foi composta por criangcas do 4° ano do ensino
fundamental, que nesses termos estariam no estagio operatorio concreto em possivel transicéo

para o estagio formal.

6.3 DIFERENCAS QUALITATIVAS DE RACIOCINIO EM RAZAO DA CONDICAO
IMPLICITA EEXPLICITA

Como ja exposto no Capitulo 3, sistema de analise, o0s cinco tipos de erros foram
agrupados em dois blocos a partir da natureza do tipo de raciocinio, a saber: (i) solugdes que
indicam recursos de natureza mais elementar em termos de raciocinio combinatério, composto
por T1, T2 e T3; e (ii) solucBes que assinalam esquemas mais elaborados e préximos do
raciocinio combinatdrio, composto por T4 e T5. Esse tipo de divisdo indica uma ordem entre
as categorias de andlise, e expressam também, diferentes niveis de desenvolvimento cognitivo
quanto a este conceito.

A categorizacdo dos erros por natureza, mais distantes e mais proximas do raciocinio
combinatorio, segue de maneira semelhante ao entendimento posto por Moro e Soares (2006),
Silva e Spinillo (2010), Silva (2010, 2014) e Melo (2012). Embora os trés primeiros versem
apenas sobre situacdes de produto cartesiano e o estudo de Melo (2012) aborde a situagdo de
combinacdo. Moro e Soares (2006) categorizaram as respostas em cinco niveis de construgdo
do raciocinio combinatério, que vao desde o nivel 0, relativo a respostas alheia ao contexto;

passando pelo nivel |, de resposta contextualizada sem indicio de combinacéo, até a presenca
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do nivel 1V, Da presenca de solu¢cdo combinatoria, quando estdo presentes todos 0s casos
possiveis de combinacéo entre os valores das varidveis. Entre os mencionados niveis, também
foram descritos subniveis, numa construcdo légica do raciocinio combinatério. Ja os estudos de
Silva e Spinillo (2010), Silva (2010, 2014) e Melo (2012), versam sobre o efeito da explicitagéo
dos invariantes sobre o desempenho e as estratégias utilizadas pelas criancas na resolucdo dos
problemas; sendo possivel distinguir entre as estratégias dos trés blocos de naturezas distintas,
quais sejam: o relativo as estratégias de resolu¢do ndo combinatorias; o dos primeiros indicios

de solugdes combinatdrias e o das estratégias combinatorias.

Portanto, diante do objetivo “compreender se ha diferencas qualitativas no raciocinio
infantil em funcdo da condigdo implicita ou explicita dos invariantes” observou-se que
partimos de raciocinios mais elementares até os mais sofisticados, indicando uma progressdo
qualitativa. Tal constatacdo denota haver uma organizacdo da elaboracdo do raciocinio

combinatorio, como trazido pelos estudos citados acima.

Além disso, os resultados do presente estudo indicam que essa diferenga qualitativa é
marcada pelas condicGes implicita e explicita, sendo a Gltima propiciadora de raciocinios mais

elaborados.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Diante do exposto, o0 projeto de pesquisa desenvolvido ao longo deste mestrado trouxe
contribuicBes para area da psicologia cognitiva, especialmente a psicologia da educagdo
matematica no que concerne ao raciocinio combinatorio infantil, como também teceu algumas
implicacGes educacionais. Resgataremos aqui os principais pontos de contribuicao deste estudo.

Os resultados revelaram de certo que a explicitagdo dos invariantes no enunciado de
problemas dearranjo, permutagdo e combinacdo nao levou as criangas ao acerto, mas repercutiu
qualitativamente sobre o raciocinio das criangas que demonstraram um pensamento mais

elaborado, relacionado aos invariantes.

Foi constatado que os erros eram de natureza distinta, sendo reveladas duas classes de
solucBes, uma mais distante e outra mais proxima da combinatoria. A primeira classe revela
pensamentos mais elementares, sem articulagdo ou constru¢cdo de combinacfes, enquanto a
segunda demonstra um raciocinio mais elaborado, com constru¢bes de combinacgdes parciais,

que levavam em conta um ou dois invariantes, o de escolha e ordem.

A andlise indicou haver cinco tipos de erros comuns entre as diferentes situacdes
combinatdrias investigadas, com frequéncias e distribuicdes distintas tanto em relacdo a
situacdo combinatoria quanto a condicao de explicitacdo ou ndo dosinvariantes. A classificacao
doerro permitiu visualizar ou constatar uma progressao cognitiva do raciocinio combinatério,
levando em consideracdo esquemas evocados para resolucdo das situaces e invariantes
conceituais. Optar por analisar 0s erros cometidos por criangas ao tentarem resolver problemas
combinatorios, proporcionou conhecer o raciocinio por elas empregado. Essa postura em
relacdo aos erros € fundamentada na psicologia cognitiva, por entender que 0 erro esta
relacionado a mecanismos de aquisicdo do conhecimento. Sendo assim, esses resultados sdo de

interesse tanto da psicologia daeducagdo matematica quanto da pedagogia.

7.1 POSSIVEIS IMPLICACOES EDUCACIONAIS

Um dos aspectos relevantes acerca dos erros identificados no presente estudo é a propria
consideracdo que estes devem ter para a psicologia e para a educagdo, enquanto forma de
raciocinio infantil. As discussdes trazidas nesta investigacdo podem levar a reflexfes sobre a

abordagem do erro no ensino e na pesquisa, apontando para um olhar cuidadoso no processo de
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construcdo do conhecimento, que pode ser determinante numa avaliacdo sobre 0 sucesso e o

fracasso escolar.

Especificamente sobre o raciocinio combinatério em criangas do quarto ano do ensino
fundamental, os resultados deste estudo reforgcam o que outras pesquisas na area indicam, a de
que elas sdo capazes de raciocinar sobre os principios combinatérios. Portanto, considera-se
importante trabalhar as diferentes situagBes combinatérias nos anos iniciais do ensino
fundamental, sendo indicada a explicitacdo dos invariantes conceituais no enunciado dos

problemas a fim de auxiliar a compreensdo do conceito.

Pensar sobre os invariantes conceituais nas distintas situacbes combinatorias também é
essencial para o entendimento das diferencas e semelhancas entre cada situacdo, observando
suas propriedades e relacbes. Além dos invariantes, importante que a este se somem as
representacOes acerca do conceito e as diversas situacfes em que eles sdo encontrados,

formando o tripé conceitual.

Refletir junto as criangas sobre seus erros € uma estratégia didatica indicada, que auxilia
a compreensdao dos esquemas que guiam suas agdes. Atitudes como questionamento e retorno
qguanto ao seu entendimento, levam a conscientizacdo da crianca, sendo consideradas agdes
metacognitivas, que convergem para a aprendizagem, ndo apenas da matematica, mais em
diversos aspectos. Nessa linha, Vergnaud (2003) trata do saber fazer e do saber explicar, isso
requer entender que, para o0 ensino é preciso desenvolver de maneira simultanea a forma
operatoria, que € o saber fazer e a forma predicativa do conhecimento, que é saber explicar ou

enunciar sobre relagdes entre objetos e propriedades envolvidas.

Tomar os erros como objeto de analise € validar a maneira de pensar do sujeito,
entendendo o erro como um passo na trajetoria do conhecimento. E uma atitude que pode ser
tomada para motivar descobertas e direcionar a compreensdo da crianca para o entendimento
cada vez mais préximo do esperado. Cury (2019) pontua que ndo basta analisar o0s erros dos
alunos, mas fazer com eles percebam e a partir deles possam crescer. Esse olhar aponta para
uma construcdo do conhecimento, ou seja, para um processo que leva em conta o raciocinio

empregado, mesmo o considerado errado, sem o objetivo de apenas elimina-lo.

Podemos salientar que ha erros pontuais na trajetéria de construcdo dos conceitos
combinatorios, que podem servir como ferramentas para a reflexdo do aluno e de professores.

Estes podem constituir um banco de dados, mas com intuito de empregar tais raciocinios a
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situacOes e formas de representacdo, que facam sentido para as criangas, contribuindo com a

diferenciacdo e o reconhecimento dos invariantes combinatorios envolvidos, de forma pratica.

Buscar entender a trajetoria cognitiva na construcao do pensamento combinatorio, para o
campo educacional, se faz importante no sentido de elaborar estratégias pedagogicas com base
no desenvolvimento desse raciocinio, favorecendo a formacdo de tal conceito matematico,
ainda nas séries iniciais do ensino fundamental, avancando assim na compreensao desses tipos
de problemas, no intuito de minimizar dificuldades e promover o desenvolvimento do

raciocinio légico, precursor de outros conceitos como o de probabilidade.

7.2 PESQUISAS FUTURAS

Acreditamos que os resultados e conclusdes, aqui apresentados, possam também motivar
pesquisas futuras. Um ponto importante a ser investigado é quanto ao invariante de esgotamento
de possibilidades, identificado como a maior dificuldade apresentada pelas criangas para
resolucdo completa das situagcbes combinatdrias. Seria importante entender o que poderia
contribuir para se chegar a solugdes completas. Aspectos ndo abordados nesta pesquisa podem
ser explorados, como o entendimento e uso da sistematizacdo, inclusive como meio de se

alcancar o esgotamento de possibilidades.

Outro aspecto que poderia ser investigado, seria observar os raciocinios empregados
diante dos invariantes explicitados nos problemas e de representacdes simbolicas de forma
conjunta, uma vez que as representaces ndo foram varidveis observadas nesta investigacao,

mas em que pese sdo consideradas na teoria dos campos conceituais de Vergnaud.

Da mesma forma, poderia ser explorada a investigacdo sobre os tipos de raciocinios
empregados por criangas com desenvolvimento atipico, diante das situagcbes combinatérias e
das condicbes implicita e explicita. Entender os esquemas que possam ser recrutados por
criangas com, por exemplo, deficiéncia de ordem sensorial, sindrome de Down ou Transtorno
do espectro Autista, para levantar possiveis obstaculos e novos caminhos ao entendimento do

conhecimento combinatdrio.

Um outro ponto seria estudar os erros cometidos por adultos da Educacéo de Jovens e
Adultos (EJA), de classe equivalente a das criancas desta pesquisa, ou seja, do quarto ano do

ensino fundamental, para avaliar se pertencem a erros de mesma natureza e dos mesmos tipos.
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Espera-se, ao final, que esta investigacdo favoreca a compreensdo da construcdo do
conceito matematico combinatério de forma a refletir novas praticas pedagogicas, propostas

tedricas e o desenvolvimento de pesquisas futuras.
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