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Simulagdo numeérica de reservatorios de petroleo via métodos de volumes finitos

utilizando diferentes estratégias de interpolacdo

Numerical simulation of oil reservoirs using finite volume methods with different
interpolation strategies
Matheus Aradjo Chavest

RESUMO

A simulacdo do escoamento de fluidos em reservatorios de petrdleo compreende um
conjunto de fenémenos fisicos e quimicos bastante complexos e de dificil modelagem fisica e
matematica, assim como numérico-computacional. Para o analista numérico existem diversos
fatores que fazem parte das formulagGes dos métodos numéricos existentes. Dentre esses
fatores, ao se tratar de métodos de volumes finitos (MVF), as variaveis primarias sdo
localizadas nos centros das células, enquanto as variaveis auxiliares podem estar situadas nos
veértices e/ou nas faces da malha computacional. No MVF, comumente, as variaveis auxiliares
sdo interpoladas em funcdo das variaveis primarias. A escolha da estratégia de interpolacao
afeta fortemente a acurdcia do método numérico utilizado na discretizacdo do operador
eliptico de pressdo. De qualquer modo, sabe-se que a escolha do melhor método de
interpolacdo depende fortemente do problema a ser tratado. Para o escopo deste trabalho,
utiliza-se uma formulagéo via volumes finitos para equacgédo de pressédo, onde 0 meio poroso
tem caracteristicas geol6gicas complexas. Nesse contexto, detém-se interesse nos processos
de interpolacdo pois percebe-se que influem diretamente tanto no esténcil quanto na
construcdo do sistema matricial da simulacdo. Assim, através de experimentos numéricos
conduzidos em meios altamente heterogéneos e anisotropicos, adotando malhas poligonais
distorcidas, € possivel realizar uma analise categorica quanto a robustez e acuracia das
solucBes numéricas para a equacao de pressao e como essas sdo influenciadas pelas diferentes

estratégias de interpolacéo.

Palavras-chave: simulacdo de reservatorios de petroleo; escoamento monofésico; métodos

interpoladores; métodos de volumes finitos.
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ABSTRACT

The fluid flow simulation in oil reservoirs comprises a set of very complex physical and
chemical phenomena that are difficult to model physically and mathematically, as well as
numerically and computationally. For the numerical analyst there are several factors that are
part of the formulations of the existing numerical methods. Among these factors, when
dealing with finite volume methods (FVM), the primary variables are located at the centers of
the cells, while the auxiliary variables can be located at the vertices and/or faces of the
computational mesh. In FVM, commonly, auxiliary variables are interpolated as functions of
primary variables. The choice of the interpolation strategy strongly affects the accuracy of the
numerical method used in the elliptical pressure operator discretization. In any case, it is
known that the choice of the best interpolation method strongly depends on the problem to be
addressed. For the scope of this work, a finite volume formulation is used for the pressure
equation, where the porous media has complex geologic characteristics. In this context,
interest in the interpolation processes is held because it is noted that influences both the
stencil and the construction of the matrix system of the simulation. The methods presented
demonstrate a great numerical performance capability of the presented schemes in distorted
meshes with strong anisotropy. Then, through numerical experiments conducted in highly
heterogeneous and anisotropic media, adopting distorted polygonal meshes, it is possible to
perform a categorical analysis regarding the robustness and accuracy of numerical solutions
for the pressure equation and how these are influenced by the different interpolation
strategies.

Keywords: oil resevoir simulation; mophasic flow; interpolation methods; finite volumes

mehtods.
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1 INTRODUCAO

Os processos de difusdo baseados em leis de conservacdo estdo presentes em diversas
aplicacBes da engenharia: a propagacéo de calor, o escoamento de fluidos em reservatérios de
petroleo ou ainda a simulacdo de &guas subterrdneas em aquiferos. Esses fendmenos fisicos
sdo matematicamente descritos por equacfes que possuem um operador eliptico com um
chamado coeficiente de difusdo ou tensor de difusdo, que pode ser, em geral, descontinuo e
representado por um tensor que geralmente pode apresentar uma alta razdo de anisotropia.

A solucdo analitica destas equac¢Ges muitas vezes pode ndo existir, devido a complexidade
das equacdes governantes. Nesse sentido, a empregabilidade dos métodos numéricos nas
solucdes das equacbes € plausivelmente justificada. Assim, a modelagem numérica dos
processos de difusdo requer métodos numéricos cada vez mais sofisticados e robustos que
sejam capazes de representar adequadamente os fenémenos fisicos naturais estudados. Neste
caso, modela-se numericamente a distribuicdo dos campos de pressdo de reservatorios de
petréleo ou aquiferos.

No método de volumes finitos, as variaveis primérias (incégnitas ou a solucdo numeérica)
sdo localizadas nos centros das células ou nos vértices, enquanto as varidveis auxiliares
podem estar situadas nos vértices e/ou nas faces da malha computacional ou no centro da
célula. Nota-se que a escolha da localizacdo dos pontos de interpolacdo vai influenciar no
esténcil do método numeérico e, portanto, na acuracia e robustez.

Idealmente, deseja-se que o esténcil seja compacto, ou seja, que o fluxo discreto somente
dependa de variaveis centradas nas células proximas a face em questdo. As varidveis
auxiliares devem ser interpoladas em funcédo das variaveis primarias centradas na célula. Esse
processo de interpolacdo sera objeto de estudo no presente trabalho. Entdo, pretende-se
explorar algumas das diferentes estratégias de interpolagédo existentes e a partir delas propor
novas metodologias que ajudem a melhorar a robustez dos métodos numéricos propostos por
Contreras (2016) e Contreras et al. (2019).

Nas ultimas décadas, varios autores buscaram desenvolver diferentes técnicas para
interpolar as variaveis auxiliares, como por exemplo: a interpolacdo da inversa distancia
proposta por Lipnikov et al. (2007); as metodologias baseadas em expansées em serie de
Taylor em Yuang e Sheng (2008); e as interpolacdes utilizadas nos métodos baseados no
MPFA (Multipoint Flux Approximation Method) em Aavatsmark (2002) e Wu e Gao (2014).

Pensando nos trabalhos anteriores e suas limitacGes, Agélas et al. (2009) introduziu uma

nova estratégia de interpolacdo bastante versatil baseada em pontos harmdnicos. Para este
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caso, o0s pontos de interpolagdo s&o localizados nas interfaces da malha computacional e séo
obtidos mediante uma ponderagdo que leva em conta as propriedades fisico-geométricas. Esta
estratégia fornece solucdes exatas para problemas lineares, preserva a positividade dos pesos e
ndo necessita do uso de matrizes locais. Porém, tem como limitacdo o fato de que os pontos
harmonicos podem cair fora das interfaces quando analisados em meios porosos altamente
heterogéneos e com tensores de permeabilidade anisotropicos e de alta distor¢do de malha.

Em Gao e Wu (2011) dois métodos para interpolacdo dos vértices que preservam a
linearidade foram propostos. O segundo deles, o chamado LPEW?2 (Linearity Preserving
Explicit Weights 2), tem certas vantagens, quando comparado com o LPEW1 (Linearity
Preserving Explicit Weights 1), pelo fato de ser livre de parametros dinamicos. Esta
abordagem é bastante robusta mesmo para meios anisotropicos e malhas ligeiramente
distorcidas e tem sido bastante aplicado na simulacdo numérica do escoamento de fluidos em
reservatorios de petroleo por Contreras et al. (2016), onde os autores nomearam essa
metodologia como MPFA-D (Multipoint Flux Approximation Method with a Diamond
Stencil). Entretanto, é dificil para o LPEW2 ser estendido para condi¢bes 3D ja que sua
derivacdo depende do fato de que células que compartilham o mesmo vértice interior possam
ser ordenadas pela sua vizinhanca como um loop fechado, uma propriedade que ndo é
compartilhada por malhas poliédricas (LIRA FILHO et al., 2021). Além disso, a presenca de
funcdes trigonométricas na derivacdo ndo permite a vetorizacdo no célculo dos pesos de
interpolacdo. Um novo algoritmo interpolador que preserva linearidade foi proposto por Miao
e Wu (2022), intitulado eLPEW2 (enriched LPEW2). Este novo algoritmo melhora o
desempenho computacional do tempo de interacdes do método numérico MPFA-D e sua
derivacéo revela que ele tem a possibilidade de ser estendido facilmente para o caso 3D e
pode ser facilmente vetorizado.

Outro método de interpolagdo frequentemente utilizado € o proposto em Coudiére et al.
(1999) atraves de uma aproximacgdo linear via minimos quadrados, nomeada como LSW
(Least Square Weights). Uma generalizacdo dessa estratégia para uma reconstru¢cdo mais
precisa das incdognitas localizadas nos vértices do contorno de Neumann foi desenvolvida em
Manzini e Putti (2007). Esse método é de simples implementagdo e pode ser facilmente
estendido para os casos 3D, entretanto ele ndo leva em consideracdo o efeito do tensor de
difusdo, o que causa certa perda de precisdo quando o tensor é descontinuo e altamente
anisotrépico. Os casos onde se existe necessidade de andlise de tensores com
descontinuidades podem ser abordados atraveés do método intitulado eLSW (enriched LSW)
(MIAO e WU, 2022).



Hé& ainda métodos que ndo utilizem variaveis auxiliares, por exemplo, 0 método de fluxo
de dois pontos (Two-Point Flux Aproximation — TPFA) é um exemplo tipico dessa
caracteristica. No entanto, se determinada condi¢do de ortogonalidade ndo for satisfeita, o
esquema TPFA produzira resultados completamente errados (AAVATSMARK, 2002). Em
Lipnikov, Svyatskiy e Vassilevski (2009) foi proposto um método mondtono livre de
interpolacdo para problemas de difusdo 2D, que é o primeiro esquema ndo linear livre de
interpolacdo de aproximacdo de fluxo de dois pontos (NTPFA). Em seguida, foi estendido
para o problema de difusdo 3D em Danilov e Vassilevski (2009) e para a equacdo de difusao
por advecgdo. Os algoritmos de aceleracdo iterativa ndo linear foram estudados em Vidovic
et al. (2011). Contudo, esses métodos sdo ndo lineares, podem ocasionar um custo
computacional extra, pois o célculo das solu¢cdes numéricas é obtido mediante um processo
iterativo. Entretanto, eles podem entregar solugbes com certas propriedades numéricas
relevantes para a aplicacdo na engenharia.

Portanto, a maioria dos métodos de volumes finitos lineares ou nao lineares tém incognitas
auxiliares de certos tipos. Assim, a interpolacdo relacionada e a analise tedrica sdo duas
questdes importantes e que devem ser estudadas pois influem diretamente tanto no esténcil
quanto na construgdo do sistema matricial do método numérico. Almeja-se implementar
métodos numéricos baseados em métodos de volumes finitos e analisar categoricamente

certos tipos de interpolagéo.

2 METODOLOGIA

No presente trabalho sdo utilizadas formulacGes de volumes finitos afim de modelar e
discretizar o comportamento de processos de difusdo baseados na equacdo da pressdo para
problemas de escoamento monofasico. Assim, primeiro construimos os fluxos unilaterais em
cada superficie de controle e, em seguida, uma expressdo de fluxo Unico é obtida por uma
combinacdo convexa. As pressdes nas faces sdo interpoladas utilizando diversas estratégias de

interpolagéo.
2.1 Modelo Matematico
Nesta secdo, descreve-se brevemente a equacao que rege o problema de escoamento de

fluidos monofasicos no interior de reservatorios de petréleo no estado estacionario,

considerando meios porosos heterogéneos e anisotropicos. Esse fenémeno pode ser descrito
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pela seguinte equacao de difusdo, ou equacédo de pressao:
V-F=Q®com F=—-AE@Vp em %= (x,y) €QcR? (1)

Onde Q é um subconjunto limitado e aberto de R* com 9Q sendo seu limite, p refere-se ao
campo de pressdo. O fluxo F representa o fluxo de Darcy. O termo Q(x) representa o termo

fonte (ou sumidouro). Em coordenadas cartesianas, 0 tensor de difusdo, ou tensor de

permeabilidade, é geralmente representado na forma:

> Kyxx kxy
AG) = (k . ) @

yx vy

Esta ultima sendo uma matriz simétrica positiva definida de forma que pode ser
descontinua em todo o dominio aberto de Q. O problema descrito na equacdo (1) apenas é
completamente definido quando se utilizam as condicdes de contorno apropriadas. Condicdes
de contorno tipicamente utilizadas sdo:

{P =gpem I 3)

F-#i=gy em Ty

Onde 0Q =T, UTy, Iy ely representam 0s contornos de Dirichlet e Neumann,
respectivamente. A funcéo escalar g, (varidvel escalar prescrita) é definida em T, e gy

(fluxos prescritos) é definido em T,. Além disso, 71 é o vetor normal externo unitario.
2.2 Método de discretizacdo da equacgdo de pressdo

Ao longo deste trabalho, utilizam-se as seguintes notacOes para representacOes de
variaveis:

e M = {K}é o conjunto de células poligonais em forma de estrela e ndo

sobrepostas, de tal forma que Q@ = Ugem K - A medida da célula genérica K é

denotada por |K|. Seja h = maxgephg 0 tamanho da malha, onde é o didmetro de

K. O volume de K € M é representado por V.
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e &= {0} é 0 conjunto de arestas (bordas) disjuntas de Q. A medida da borda
genérica ¢ ¢ denotada por |[o]. Sejam E,; =ENQ e E,py =ENIN aS
representacdes dos conjuntos de bordas interiores e externas, respectivamente.
Assume-se que para todo K € M, existe um subconjunto £€; de £ de forma que
0K = Ugeg, 0. Para o € &, ng, denota o vetor unitario normal a o que aponta
para fora de K.

e xyx € K é o centro da célula K, também representando o vetor posi¢cdo do centro
celular. Para o € &g, denota-se por dg , a distancia ortogonal entre x, e o. Seja
de =dgs+d,, Sec=E¢NE ed, =dg, Se 0 =EgNEyy. A aproximagao
da solucdo u no centro da celula xg é expressa como ug e Ak representa A(xg).

e 7V é o conjunto de todos os vértices e V,,; denota 0 conjunto de vértices no
contorno 9.

e =~ ¢ utilizado para indicar que a aproximacdo relevante satisfaz o critério de
preservacao da linearidade, ou seja, quando a solucdo p é linear por partes e o

tensor de difusdo e constante em relacdo a malha, tem-se uma aproximag&o precisa.

Figura 1 — Caracterizagdo dos parametros fisico-geométricos

Ki(o)

A e *Li()
Fonte: Adaptado de Contreras et al. (2021).

Integrando a Eq. (1) sob todo o dominio de interesse e seguindo manipulagdes algébricas
com a aplicacdo do teorema da divergéncia, considerando uma aproximacédo para cada volume
de controle em que K € M é uma malha poligonal, podemos representar a equacgédo de balanco

de fluxo como:

—

Z F,-N,=0x, VKEM (4)
[¢(255%
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Onde
fﬁ-ﬁds=2ﬁc-ﬁce=deV=QK (5)
0K o€k K

Onde 136 e Qx representam a densidade média de fluxo e o termo fonte ou sumidouro na
borda o, respectivamente. Sabendo que o fluxo numérico pode ser aproximado de diversas
formas dentre esquemas lineares e ndo lineares de volumes finitos, a partir da Eq. (5), o fluxo

unilateral através de o em relacdo ao volume de controle genérico K pode ser expresso como:

jﬁ'ﬁcds=_j/\KVp'ﬁcds=_jVp'/\%ﬁcds, VO-E(C:K (6)
(o)

o o

Sendo AL o transposto do tensor de permeabilidade. Aproxima-se o termo V, - Ak7i, a
partir da regido triangular auxiliar ilustrada na Fig. 1. Considerando o triangulo A

XkXk i(0)Xk, j(c) Para uma decomposicdo da co-normal Ag7, que é escrita como uma

combinagcdo linear dos segmentos Xxx Xy () & Xx Xk, (o). ASSIM, podemos expressar:

Nills = g i(6)XKk XK 1(0) + Xk j(0)XKXK, (o) (7)

Onde podemos definir os parametros ay ;) € g, j() COMO:

|AT7is| sin(6}5)
|xlxl,r(0)| Sin(gil,c + 9'20) ,

L

QA r(c) = i=K,Lyr=1ij, i+]j (8)

Ak i(s) € Ak j(s) SA0 parametros positivos pois sdo sujeitos as restrigdes ag ) > 0,
ag jo) >0 € akiw) + ak i) >0 que devem ser aplicadas sob as condigbes 0 <

Ox.io) Ok j(o) <T €0k = Ok io) T Ok, j(o)

2.3 Construcéo do fluxo numérico

Aplicando a Eq. (7) na Eq. (6), é possivel obter a seguinte expressao:
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fF Mgds = — f(aK,i(o) Vp - Xk Xk (o) T @k, j(o)Vp xKxK,j(G)) ds €))
(o2

o

Para construcdo do fluxo unilateral relacionado as superficies de controle o dos volumes de

controle K e L utiliza-se um esquema de diferencas finitas local para aproximar as derivadas

parciais de V, ao longo das dire¢des de XxXk ,(5),: Xk Xk, (o) € XLXL.1(0)XLXL, (o). EXPressa-se

sua forma compacta como:

- —

FO'K Ny = |0'|(lp1(,0p1< - Z

ﬁcfl : ﬁc = |0_|(1/)L,GPL - Z

y=i,j K ,y(0)PK y(c)) (10)

y=i,j ALy (@)PLY(o) (11)

Onde Y s = akis) T @k j(s) € Yk > 0. De forma analoga, ¥, s = ap i) + o) €
Y. s > 0. Agora, para construgéo de um fluxo unico atuante sob o, construindo um esquema a
partir da seguinte combinacédo néo linear:

- —

Fs-Ng = ﬂK,GﬁO'K : ﬁc = _ﬁL,GﬁGL : ﬁo (12)

Onde Yk, € I, sdo dois coeficientes positivos que dependem da variavel de presséo.
Substituindo a Eq. (10) e Eq. (11) na Eq. (12) e apds algumas manipulac@es, obtém-se o fluxo

unico na superficie de controle o:
Fs+Ng = |G|(19K,G¢K,Gpl( - 19L,0¢L,GPL) + |0-|(19L,0'aL,0' - 191(,6(11(,0) (13)

Onde axq = 2 _;  @ky@PKy@) € Ao = 2 _;  ¥Ly(@)PLy(- A fim de se obter um

esquema de volumes finitos ndo linear mondtono com uma aproximacdo de fluxo de dois
pontos (NL-TPFA), os coeficientes ndo lineares 9 , € 9, , devem ser escolhidos satisfazendo

0S seguintes requisitos:

19L,craL,cr - 19K,craK,cr =0
U6 = Vko =1 (14)
V620, 020
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Seguindo o apresentado em Queiroz et al. (2014), sabe-se que 0 uso de estratégias de
interpolacdo de segunda ordem em esquemas ndo lineares pode produzir campos de presséo
oscilantes. Para a simulacdo de reservatorios de petroleo, isso pode ser considerado um fator
prejudicial, possibilitando calculo de velocidades de Darcy nao fisicas. Portanto, para garantir
a positividade dos coeficientes mesmo quando os pesos de interpolacdo sdo negativos,

podemos expressar:

lak.o|+e

akg oscte
= —_— > () [ e— T S
19L,cr aK,o‘+aL,cr+25’ aK,O'aL,G = 0' 19L,G |aK,c|+|aL,c|+2€' aK,O'aL,O' <0 (15)
191{,0- = 1 - 19L,0' (16)

Utiliza-se o fator e = 107*€ para evitar divisdes por zero. Quando ak a, , < 0, 0s valores
de 9, , € Uk dados nas Eq. (15) e (16) ndo satisfazem o primeiro critério proposto na Eq.
(15). Sendo assim, baseado em Wu e Gao (2014), introduzimos o seguinte termo na borda o €

Ex N &, C Eipye

Bs = 19L,0'aL,0' - 19K,craK,cr (17)

COI’]Sidel’ando ﬂ;— = |Ba|—+ﬁa' e ﬁo—_ — |ﬁd|2_ﬁa'1

. a Eq. (13) pode ser reescrita como:

ﬁc . No = |0|(19K,01/JK,0P1< —9,6YLoPL + (Bs — ﬁ;)) (18)

Ap0s algumas manipulac@es algébricas, podemos expressar:

L Bse Bse
Fcr ' NO' = WK,O’(p)pK - WL,O'(p)pL + |G| (pKU_I_ e - pL:' e (19)
Onde
Wea®) = 101 (Seatbio + L2}, wio) = ol (B0000 + L) 20)
,0 ,0 ,0 pK + e ) ,0 ,0 ,O pL + e

Como e é um namero muito pequeno, o ultimo termo na Eq. (19) é insignificante. Dessa

forma, podemos reescrever essa equagao na seguinte forma compacta:
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Fy - Ny = Wi (0)pg — Wi (®@)DL (21)

Finalmente, como os parametros 9 o, 91, 5, Wi .0 Y100 Ba» B tratados sdo positivos, entéo

Wy +(p) € w »(p) também sdo positivos.

Assim, para uma borda genérica o, o fluxo dado pela Eq. (21) é Gnico, satisfazendo assim a

equacdo de conservacéo local I?‘(y . IVG + ﬁ_c . IV_G =0
2.4 Tratamento das condicOes de contorno

A partir das condi¢des na Eq. (3) e das Eq. (10) e (11), uma expressdo para o fluxo para as

bordas o contidas no contorno de Dirichlet I, € e N &,,;, cOM pressdes prescritas, é definida

por:

By Ny = 1ol @bk = ) Uy@Togyio) (22)
y=ij

Onde as pressdes nodais gp sdo prescritas.

Agora, também a partir da Eq. (3), para bordas o contidas no contorno de Neumann Iy c

€k N Eq,¢, COM fluxos prescritos, podemos expressar:

ﬁc'ﬁc =g—N(I (23)

Onde o fluxo normal em Iy dado pelo valor médio gy,

2.5 Sistema discreto

Utilizando uma aproximacéo de fluxo para todas as células do dominio discreto, em que 0s
fluxos sdo computados a partir do obtido pela Eq. (10), podemos obter um sistema ndo linear,

na forma matricial que pode ser escrito como:

T(P)P = B(P) (24)



16

_ WK,a(p) _WL,a(p) '
To(P) = <_WK,O'(p) wy (D) >’ 7 € Eme (25)
To(P) = lolpis () o) o€

Onde T € chamada matriz de transmissibilidade, P é o vetor de pressdo associado as
células na malha computacional e B é o vetor que depende do termo fonte e das condicGes de
contorno. A construcdo da matriz T depende da varidvel pressdo, dos parametros fisico-
geométricos e dos pesos de interpolagdo. O sistema nao-linear é resolvido utilizando o método
interativo de Picard juntamente ao acelerador de Anderson, pois quando se trata de meios
altamente heterogéneos e anisotropicos, utilizando malhas cada vez mais refinadas e

distorcidas, as interacdes podem se tornar lentas e muito caras computacionalmente.
2.6 Estratégias de interpolacdo das incdgnitas nos vértices

A partir de agora, descreveremos brevemente a l6gica da metodologia de interpolacdo a ser
formulada. Como j& mencionado em secBes anteriores, as variaveis auxiliares situadas nos
veértices interiores precisam ser interpoladas em funcgéo de variaveis centradas nos volumes de
controle.

Seja M,, o conjunto de células que compartilham o vértice interior x,, onde uma variavel
auxiliar p,, é definida. O algoritmo de interpolacdo que procuramos configura-se da seguinte

forma:

= ) wg (26)

KeM,

Onde w; séo os devidos pesos de interpolacdo necessarios para o célculo de u,. Essa

férmula de interpolacdo tem uma atribuicéo de preservagéo da linearidade, desde que:

uw) = ) ol 27)

KEM,,

A partir desse requisito, é possivel observar que isso implica em:

Z W, =1 (28)

KeM,
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Para o caso de calculo de varidveis de pressdo, podemos reescrever a equacdo (26) na

forma:

Dy = Z WPk (29)

KEM,,
2.6.1 Linearity Preserving Explicit Weights 2 (LPEW?2)

Para essa estratégia de interpolacdo, escreve-se a pressdo dos vértices como combinacdo de
outras pressdes centradas na sua vizinhanca, onde os pesos de interpolacdo sdo obtidos de
maneira explicita. Estes pesos sdo chamados de “explicitos” para indicar que sao calculados
sem a necessidade de resolver um sistema local de equacBes, como em outros métodos
classicos (AAVATSMARK, 2002).

Figura 2 — Representagdo do esténcil da estratégia LPEW2

Jit1

Qo fk+1

Sk

Fonte: O autor (2022).

O calculo dos pesos explicitos para a equacdo (29) e formulado utilizando a equacéo da
continuidade atraves das regies auxiliares construidas na vizinhanga de cada vértice em

questdo. Seguindo Gao e Wu (2011), os pesos explicitos podem ser calculados como:

wg =% —, @ = NIk 1{(K) + Aok 28 (K) (30)

YkeM, OK

Os parametros {(K), Nk 1, Mk 2, /\ﬁni e /\§?1 séo dados pelas seguintes expressoes:
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@) +—@®) | —m) —(®)
{(K) _ /\ Kn COt(ﬁK,Z) - /\ K + /\ Kn_l COt(ﬁK—l,l) —_ /\ K—1 (31)
A, cot(Bx_12) + A 0 cot(B1) —A G+ A &,

QoM QoM
Nk1 = th K” € MNk2= —”h; K+1” (32)
QoJk QoJK+1

Onde M é ponto médio da face em questioea = K +j — 1; j = 1,2.

[Ngow o NeNogity] ) NG w1, MNeQoMal
/\g’l]) — -~ QoMq — onMo.' e /\5{3 — QOMa_ - (33)
| 2ot 2ot
Para esse caso, os coeficientes sédo dados por:
_ Nag, 57, . - MeNag 57, . ] N N LT
/\Egj) — MMyt M1, /\8 — MMy (34)

— 2 I 2
”MkMk+1 ” ||MkMk+1 ”

2.6.2 Enriched Linearity Preserving Explicit Weights 2 (eLPEW2)

Para essa estratégia de interpolacdo, escreve-se a pressdo dos vértices como combinacao de
outras pressoes centradas na sua vizinhanga.

Para uma célula K € M,, , onde M,, representa o conjunto de células, define-se o,7 € €
como sendo as duas arestas que compartilham um certo centro x,, pertencente a célula K,, .
Considerando x, como um ponto na aresta ¢ e x, COMO um ponto na aresta 7, pode-se

definir:
Xy =X, +€t,, a=oao,r1. (35)

Onde t, é o vetor tangencial ao longo de @ com x,, e comprimento |a|. Onde € € (0,1).

Primeiramente, define-se no dominio triangular x,, x, x, 0 tensor de difusdo, que é um dos
principais ingredientes da nova metodologia de interpolacdo. Em segunda instancia, de posse
da regido triangular, obtém-se um dominio poligonal em torno do centro x,, , nomeado como
Q,, conforme ilustrado na Figura 3. A partir disso, a derivacdo das formulagdes esta sujeita
ao critério de preservacao da linearidade, ou seja, cada passo da derivagdo é exato sempre que

a solucdo é linear por partes e o tensor de difusdo é constante por partes.
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Figura 3 — Representacdo do esténcil da estratégia eLPEW2
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Fonte: O autor (2022).
Neste contexto, para derivar o0 eLPEW?2, basta resolver a equacdo do problema de difusédo
em Q,, por meio de uma abordagem via método dos volumes finitos. Expressa-se por ng, 0
vetor normal a aresta definida por x, x, com comprimento |x, x, | € em direcdo externa de

Q, . Considera-se F ,, como sendo uma aproximagao que preserva a linearidade da expresséo:

- nK,U
(—/\(x)Vp)-(Ix : l)ds (36)
Dado por:
Feo = (CADIP) Ty, Pry = ) Pad (37)

Onde p, é uma incognita definida em x,, enquanto ¢, é a funcdo de base nodal de

elemento finito padrdo P1 no triangulo x, x, x, em respeito a x, . Sendo assim, integrando
em os lados da expressédo V - F =0 e utilizando o teorema da divergéncia e aproximando a

integral de linha por Fy ,,, € possivel obter a sequinte equagdo de volume finito:

> Fey =0 (38)

KeM,

Sabendo que:

_ Mg tElolng s _ ngy +ElTing, (39)

== 1, V )
z Pa P 25k » ’ 25k »

a=v,0,T
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Onde Sk ,, expressa a area da regido triangular x,, x, x, . Entéo:

Mgy t elolng o

gy + €lting
VpK,v - (pa— pv) + z u

ZSK,U ZSK,U

(Pe-Pv) (40)

Entdo, baseado na simetria do tensor e das equacdes (37) e (38), tem-se que:

Z [771(,0 (pcr— pv) + Nk x (2 )] =0 (41)

KeM,

Onde define-se o parametro nk s como sendo:

_ (/\K,v nK,v) : (nK,v +€lp |n1<,ﬁ)
s = 25k ’

p=o,r. (42)

Agora, trabalhando para eliminar p, e p, na equagédo (41). Seja K, € M,, e K, € M,, as
células que compartilham as arestas o, 7 , respectivamente, com K,,. De forma semelhante a
equacdo (37), constroi-se 2 fluxos discretos através das arestas x, x, € x, x,, com base na
aproximacdo linear de p nos triangulos x, x,xxe x,x; xg, respectivamente. Entdo,

reforcando a continuidade do fluxo nas arestas o, T e através de alguns calculos, tem-se que:

E&Kﬁ EfKﬁ,ﬁ
pp-tv = == py_p,)+7=———— \pg._p,), B=o0r1 (43)
B-Pv gK,,B +‘fKB,,8 ( K ) SzK,B +‘fKB,,8 ( Kg )
Onde
Ny Rtz ) - Rt - Ny, Rtg ) R(x, —x
50(,[?:( av dﬁ) ﬁ, wp =( av B)d (X v),a=K,KB,,3=O',T.(44)
a,p a,p

Substituindo a equacdo (43) na equacdo (41) e rearranjando o somatorio resultante, tem-se:

(UK,U + nKﬁ,a)EK,a (771(,1 + nKB,T)EK,T
2, f vt T iae |Pep)=0 (45)
KeM, K,o Kp,o KT KT
O que leva a seguinte formula de interpolagéo:
Wk (ko T NMkpo)éce  (Mkr +Mkg)Ske
(0)74 , Wy = + (46)

Y kemy Tk ko + é:z(,;,a ko + f_KT,r
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Seguindo o apresentado em Coudiere et al. (1999), nessa estratégia de interpolacéo,
assumindo que as células que compartilham o vértice interior x,, sdo K;(1 <i <n),

ordenadas no sentido anti-horario, em que o; é a borda comum a K; e K;,,, conforme
ilustrado na Figura (4).

Figura 4 — Representagdo do esténcil da estratégia LSW
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Fonte: O autor (2022).
E possivel construir uma aproximacao linear para a presso da forma:

Pr(x) = py + gi - (x — xp),

XEki

i

(47)

Onde g; = (9i1,9:2)T expressa o gradiente constante de p,,. Definindo x = Xk, € yi =
xg, — x, = (x;, y;)T configura-se a Eq. (47) como

pr(xk,) = po + (911, 9:2)™ - (e, y)T

(48)

Desenvolvendo a expressdo, chegamos na forma:

pr(xk,) = Do + ginXi + Gi2¥i

(49)
A interpolagdo LSW consiste em escolher p,, gi1 g;» de forma a minimizar a seguinte
expressao quadratica:

n

Lp(pn) = Z (pKi - ph(xKi))z

i=1

(50)
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Ou seja:
" d

Z- ) (px, = Pr() ) o= pn () = 0, @ = pyy 9ir, 912 (51)
i=

Dessa forma ¥, ;.. 4. p0n(xk,) =[1 x ;" , produzindo assim:

n R, Ry Dy n n n T
Ry Lix Iy (91'1,) = [Z Pk; Z X; Dk, Zyl Pk; (52)
R, I, I,/ \Giz i=1 i=1 i=1

Onde expressa-se:

n

n
R, = Z?:lxi: Ry = 2?=1yi' Ly = Zizlxiz' Ixy = Z?:lxiyi' Iyy = Zi=13’i2

Resolvendo o indicado na Eq. (52) pode-se configurar os pesos de interpolacdo como:

n

1+ Axxi + Ayyi
P Z Wi Pk R ARy + 4R, (53)
i=1

Os parametros A,, 4, sdo dados pelas seguintes expressoes:

_lyRy—hyRe LR LuRy g

X D , y D ’ D= xxlyy Xy (54)
2.7. Modelo Numérico

A modelagem do sistema e compatibilizacdo do método apresentado foi feita através de
algoritmos computacionais interligados ao simulador matematico MATLAB (MATrix
LABoratory). Sua escolha se deu gracas a ele ser um simulador interativo de alta performance
voltado para o célculo numérico, bem como pelo fato de ser compativel com outras
ferramentas computacionais amplamente aceitas pela comunidade internacional.

O MATLAB integra analise numérica, calculo com matrizes, processamento de sinais e

construcdo de graficos em ambiente de facil utilizacdo, onde problemas e solugbes podem ser
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expressos de forma muito similar & como sdo escritos matematicamente, ao contrario de
certos tipos de programacéo mais tradicionais.
A partir dos algoritmos trabalhados é possivel se verificar e testar diversas situagdes

caracteristicas no gerenciamento de reservatdrios de petroleo.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Ao longo dessa secédo serdo abordados os resultados das simulagdes de campos de pressédo
de reservatorios de petroleo com caracteristicas geoldgicas adversas, utilizando malhas
poligonais em geral, e suas respectivas analises em funcdo do objetivo de categorizar a
influéncia das estratégias de interpolacdo para as devidas metodologias de volumes finitos

utilizadas.
3.1 Esquemas comparativos

A fim de realizar uma andlise comparativa quanto a robustez e acuracia da abordagem
numérica utilizada, adota-se a metodologia linear MPFA-D (Multipoint Flux Approximation
with Diamond Stencil) proposta por Contreras et al. (2016). Associado a isso, iremos
comparar também simulacdes utilizando a metodologia MPFA-QL (Multipoint Flux
Approximation with Quasi-Local Stencil) proposta por Contreras et al. (2019). Os
interpoladores ilustrados em sec¢Bes anteriores serdo utilizados nas multiplas estratégias de

volumes finitos dentre lineares e ndo lineares para uma analise categdrica e comparativa.
3.2 Experimentos numéricos

Para o calculo dos erros adotamos a norma discreta L2. Para o caso de solugdo de campos

de presséo, adotamos a seguinte norma:

1

(gp — <2KEM(P(DCK)—PK)2 VK)E (55)

YkemVk

Onde p(xg) configura a solucdo obtida no baricentro xx do volume de controle K,

enquanto que para o fluxo, adotamos:
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1
Cp = (Z"EE((F”(X")‘F")'”G)ZAc)z (56)

ZO’ES AO’

Sendo, na SC (Superficie de Controle) ou face o, o fluxo analitico no ponto médio x,
definido por F,(xs;) = —AVp(x,) e A, uma area representativa como a soma das areas dos
CVs que compartilnam o. As taxas de convergéncia numérica R,,, onde y = p, F representam

a pressdo e o fluxo, respectivamente, sdo obtidas pela seguinte expressao:

_1og(ey(n2) /gy (h1)
V' log(ha/hy)

(57)

onde h; e h, representam o tamanho de duas malhas sucessivas e g,(h;) e &,(hy) as
respectivas normas L2 correspondentes dos erros. Os valores madximo e minimo do campo de
pressdo sao calculados usando as seguintes relacdes pqr = max{pg} € Pmin = min{pg}

VK € M, respectivamente.
3.3 Teste de Acuracia: preservacao da linearidade em dreno obliquo

Este problema foi adaptado a partir de Herbin e Hubert (2008) e é utilizado para mostrar
como 0s métodos produzem solugdes lineares por partes em meios heterogéneos e
anisotrépicos. Esse problema representa uma situacdo encontrada na engenharia de fluxo
subterraneo, onde um dreno obliquo consistindo em uma camada muito permeavel concentra

a maior parte do fluxo. O dominio do problema é definido como:

0, ={Xxeq P;(X) <0}
Q={Xx€e P;(X)>0,P,(¥) <0}, Q=0,UQ,UQ; (58)
‘QB = {f €, IIJZ(-’_C)) < 0}

Onde y,(¥) =y —0,2(x — 0,5) — 0,475; P, (%) = Y, (X) — 0,05 e ¥ = (x,y) € Q. Para
esse problema, utiliza-se uma malha obliqua e a solucdo analitica pode ser representada como

p(X) = 2 —x — 0,2y e o tensor de permeabilidade é dado por:

A(X) = Ry (g 2) R_g, 0 =arctan(0,2) (59)
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Onde a=100,=10emQ,ea=1,8 =0,1emQ; U Q3. A Tabela 1 ilustra a

preservacgdo da linearidade através dos resultados obtidos ao longo das simulagdes.

Tabela 1 — Erros encontrados sobre malha obliqua

NL-TPFA MPFA-QL MPFA-D
Malha mxn 10x21 10x21 10x21
CVs 210 210 210
€y 1,90E-12 8,31E-16 7,09E-16

LPEW2
€f 1,20E-11 8,18E-14 5,91E-14
LSW €y 16912 1,45E-14 1,45E-14
€f 1,55E-11 1,03E-11 1,03E-11
€y 1,90E-12 1,13E-16 5,46E-16
elLPEW2

€f 1,20E-11 1,59E-13 5,68E-14

Fonte: O autor (2022).

Figura 5 — (a) Malha obliqua. (b) Dominio do problema. ¢c) Campo de pressao obtido com método NL-TPFA
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Fonte: O autor (2022).

3.4 Teste de Acuracia: preservacao da linearidade em meio homogéneo e heterogéneo

Este problema detém o enfoque em analisar como as estratégias LPEW2 e eLPEW2 se
comportam em uma regido Q = [0, 1] x [0, 1] mediante malhas genéricas em meios
diferenciados com diferentes graus de refinamento e como o determinado tempo de interagédo

t é afetado.
3.4.1 Caso I: meio homogéneo

Considera-se um determinado tensor de permeabilidade definido como:

-G 0
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Para 0 meio homogéneo considerado, pode-se definir a solucdo analitica como p(X) = x.

3.4.2 Caso I1: meio heterogéneo

Para 0 meio heterogéneo, definimos um tensor de permeabilidade e uma solucdo analitica

por partes, respectivamente, na forma:

1 (1)), x <05
AX) = 2 0 (61)
(0 2), x> 0,5
p(:?)zfx+l , x<0,5
3 3 (62)

p(£)=§x+§ , x>0,5

Figura 6 — (a) Malha estruturada quadrilateral. (b) Malha ndo estruturada quadrilateral

@ | (b)
Fonte: O autor (2022).

Tabela 2 — Erros e tempos de interacdo para 0 método NL-TPFA

Homogéneo Heterogéneo
Malha mxn 8x8 16x16 32x32  64x64 Malha mxn 8x8 16x16 32x32 64x64
h 1,25E-01 6,25E-02 3,13E-02 1,56E-02 h 1,25E-01 6,25E-02 3,13E-02 1,56E-02
CVs 64 256 1.024 4.096 CVs 64 256 1.024 4.096
Eyp 7,43E-14 2,88E-12 3,72E-10 1,34E-11 Eyp 2,01E-13 3,42E-12 4,18E-10 2,73E-11
LPEW2 Ef 5,14E-13 1,64E-11 1,75E-09 9,84E-11] LPEW2 Cf 1,29E-12 2,22E-11 2,56E-09 4,08E-10
tempo(s) 0,36 0,41 0,64 2,02 tempo(s) 0,49 0,65 0,89 2,91
€y  746E-14 2,88E-12 3,72E-10 1,34E-11 €y  2,00E-13 3,42E-12 4,18E-10 2,73E-11
eLPEW2 &t 5,14E-13 1,64E-11 1,75E-09 9,84E-11| eLPEW2 &t 1,29E-12 2,22E-11 2,56E-09 4,08E-10
tempo (s) 0,33 0,39 0,61 1,94 tempo (s) 0,38 0,37 0,78 1,88

Fonte: O autor (2022).
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Figura 7 — Comportamento das interacGes no método NL-TPFA

Meio Homogéneo Meio Heterogéneo
2,10 3,00

1,90 ——LPEW2 2,70 —— | PEW2
1,70 elPEW2 2,40 elPEW2
1,50 2,10

1,30 1,80

tempo (s)
tempo (s)

1,10 1,50

0,90 1,20

0,70 0,90

0,50 0,60

0,30 0,30

1 2 3 4 1 2 3 4
Nivel de refinamento da malha Nivel de refinamento da malha

Fonte: O autor (2022).

A partir desta analise gréfica para os tempos de interacdo, nota-se que para 0s casos mais
simples em meio homogéneo, o método eLPEW2 demonstra ter um comportamento de
resultados muito semelhantes ao método LPEW?2. Isso se deve ao fato de em que em meios
homogéneos, o tensor de permeabilidade A(X) € constante por partes em relacdo a malha,
entdo o chamado termo Ay, reduz-se a Ag . Assim, comprova-se, Como ja esperado, que para
esses casos 0 método eLPEW2 se reduz ao LPEW?2 tradicional. Em meios heterogéneos, a
proximidade entre resultados comprova uma melhor eficiéncia perceptivel em relacdo ao

comportamento dos métodos durante as simulacdes para casos distorcidos mais refinados.
3.5 Teste de Convergéncia: meio poroso heterogéneo e anisotrdpico

Este problema, adaptado de Sheng e Yuan (2016), consiste em um dominio quadrado de
dimensdo Q = [0,1]* com um tensor de permeabilidade que varia em funcdo da posicéo,

definido por:

1+ 2x?% 4+ y? 0

0 1422+ 2y2>R‘9’ 0 =5n/12 (63)

AG) = Ry (

A solucdo analitica para esse problema é expressa por: p(X) = sin(mx) sin(mwy). As
condicBes de contorno sdo obtidas diretamente da solucéo analitica. Para avaliar a robustez e a
precisdo do método, atraves das taxas de convergéncia, consideramos um conjunto de malhas
triangulares e quadrilaterais distorcidas sucessivamente refinadas. A partir dos resultados,
ilustrados na Tabela 3, é possivel observar como os métodos associados aos diferentes

interpoladores obtém uma acurécia aproximada de segunda ordem para a solucgéo.



Tabela 3 — Erros e taxas de convergéncia sobre malhas simuladas
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Malha triangular levemente distorcida

Malha quadrilateral de Kershaw

NL-TPFA NL-TPFA
Malha mxn 10x10 20x20 40x40 80x80  160x160 | Malha mxn 12x12 24x24 48x48 96x96  192x192
h 0,1 0,05 0,025 1,25E-02 6,25E-03 h 0,08333 0,04167 0,02083 0,01042 5,21E-03
CVs 200 800 3.200 12.800 51.200 CVs 144 576 2.304 9.216 36.864
Eyp 0,0137 0,0039 0,0011 3,20E-04 8,74E-05 &Ep 0,0326  0,0209 0,0095 3,20E-03 8,96E-04
LPEW2 Rp - 1,81 1,83 1,78 1,87 LPEW2 Rp - 0,64 1,14 1,57 1,84
€t 0,1125 0,0400 0,040 0,0049 0,0017 &f 0,5195 0,2998 0,1341 0,0484 0,0159
Rf - 1,49 1,51 1,51 1,53 Rf - 0,79 1,16 1,47 1,61
Ep 0,0132 0,0038 0,0011 3,27E-04 4,65E-05 Ep 0,0335 0,0197 0,0087 0,0028 7,91E-04
LSW Rp - 1,80 1,79 1,75 2,81 LSW Rp - 0,77 1,18 1,64 1,82
&f 0,1134  0,0413 0,0146 0,0052 0,0019 &f 0,4746  0,2684 0,1193 0,0433  0,0145
Rf - 1,46 1,50 1,49 1,45 Rf - 0,82 1,17 1,46 1,58
Eyp 0,0137 0,0039 0,0011 3,20E-04 8,74E-05 Ep 0,0326  0,0209 0,0095 0,0032 896E-04
epEwz  RP - 1,81 1,83 1,78 187 | oewa2  RP - 0,64 1,14 1,57 1,84
cf 0,1125 0,0400 0,0140 0,0049 0,0017 &f 0,5195 0,2998 0,1341 0,0484 0,0159
Rf - 1,49 1,51 1,51 1,53 Rf - 0,79 1,16 1,47 1,61
MPFA-QL MPFA-QL
Malha mxn 10x10 20x20 40x40  80x80 160x160 |Malha mxn 12x12 24x24 48x48 96x96  192x192
h 0,1 0,05 0,025 1,25E-02 6,25E-03 h 0,083333 0,041667 0,020833 0,010417 5,21E-03
CVs 200 800 3.200 12.800 51.200 |CVs 144 576 2.304 9.216 36.864
Ep 0,0093  0,0022 5,52E-04 1,38E-04 3,77E-05 Ep 0,0495 0,0291 0,0126 0,0042 1,20E-03
LPEW?2 Rp - 2,08 1,99 2,00 1,87 LPEW2 Rp - 0,77 1,21 1,58 1,81
&f 0,0694 0,0188 0,0049 0,0013  3,43E-04 &f 0,7275 0,3983 0,171 0,0607 1,97E-02
Rf - 1,88 1,94 1,91 1,92 Rf - 0,87 1,22 1,49 1,62
Ep 0,0091 0,0022 5,39E-04 1,38E-04 4,02E-05 &Ep 0,0489 0,027 0,0112  0,0036 1,09E-03
LSW Rp - 2,05 2,03 1,97 1,78 LSW Rp - 0,86 1,27 1,64 1,73
&t 0,0758  0,0218 0,006 0,0017 5,45E-04 &t 0,6698 0,3508 0,1482 0,0526 1,73E-02
Rf - 1,80 1,86 1,82 1,64 Rf - 0,93 1,24 1,49 1,60
ECyp 0,0093  0,0022 5,52E-04 1,38E-04 3,77E-05 &Ep 0,0495 0,0291 0,0126 0,0042 1,20E-03
R - 2,08 1,99 2,00 1,87 R - 0,77 1,21 1,58 1,81
eLPEW2 @’pf 0,0694 0,018 0,0049 0,0013 3,43E-04 eLPEW2 e,,:i 0,7275  0,3983 0,171 0,0607 1,97E-02
Rf - 1,88 1,94 1,91 1,92 Rf - 0,87 1,22 1,49 1,62
MPFA-D MPFA-D
Malha mxn 10x10 20x20 40x40  80x80 160x160 | Malha mxn 12x12 24x24 48x48 96x96  192x192
h 0,1 0,05 0,025 1,25E-02 6,25E-03 h 0,08333 0,04167 0,02083 0,01042 5,21E-03
CVs 200 800 3.200 12.800 51.200 CVs 144 576 2.304 9.216 36.864
Ep 0,0093 0,0022 5,52E-04 1,38E-04 3,77E-05 Ep 0,032 0,0156 0,0055 0,0016 4,21E-04
LPEW2 Rp - 2,08 1,99 2,00 1,87 LPEW2 Rp - 1,04 1,50 1,78 1,93
&f 0,0694 0,0188 0,0049 0,0013 3,44E-04 &f 0,4076  0,1872  0,0702 0,0223 6,80E-03
Rf - 1,88 1,94 1,91 1,92 Rf - 1,12 1,42 1,65 1,71
Ep 0,0091 0,0022 5,39e-04 1,38E-04 4,02E-05 Ep 0,0309 0,013 0,0042 0,0012 3,16E-04
LS Rp - 2,05 2,03 1,97 1,78 LSW Rp - 1,25 1,63 1,81 1,93
Cf 0,0759  0,0218 0,006 0,0017 5,45E-04 &f 0,3817 0,1686 0,0648 0,0222 7,40E-03
Rf - 1,80 1,86 1,82 1,64 Rf - 1,18 1,38 1,55 1,58
Ep 0,0093  0,0022 5,52E-04 1,38E-04 3,77E-05 Ep 0,032 0,0156 0,0055 0,0016 4,21E-04
Rp - 2,08 1,99 2,00 1,87 Rp - 1,04 1,50 1,78 1,93
eLPEW2 eLPEW2
&f 0,0694 0,0188 0,0049 0,0013  3,43E-04 &f 0,4076 0,1872 0,0702 0,0223  6,80E-03
Rf - 1,88 1,94 1,91 1,92 Rf - 1,12 1,42 1,65 1,71

Fonte: O autor. (2022)
Figura 8 — (a) Malha triangular levemente distorcida. (b) Campo de pressdo obtido pelo NL-TPFA

Fonte: O autor (2022).
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Figura 9 — (a) Malha quadrangular de Kershaw. (b) Campo de pressao obtido pelo NL-TPFA
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Fonte: O autor (2022).

Ainda é possivel analisar o0 comportamento da convergéncia da solugdo de forma isolada
para cada interpolador. Para a malhas mais simples, como o caso da triangular levemente
distorcida, é possivel observar uma similaridade dos resultados nos métodos de aproximacéo
por maltiplos pontos, enquanto que para a malha quadrilateral de Kershaw é possivel ver uma
tendéncia no comportamento dos métodos para todos os interpoladores adotados.

Figura 10 — Comportamento na convergéncia dos métodos analisados
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Fonte: O autor (2022).
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3.6 Teste de monoticidade: meio poroso heterogéneo e anisotrdpico

Esse problema foi adaptado de Gao e Wu (2013) e tem objetivo de verificar a positividade
dos metodos utilizados. Consideramos um dominio quadrado unitario com pressao prescrita

p = 0 nas bordas e termo fonte dado por:

L 2]2
@ =1t M (64)
0, ¢ [ 5]
O tensor de permeabilidade é dado por:
o ky 0
A®) _Rg(o kz)gz_e (65)

O dominio computacional para o problema é particionado em quatro subdominios

quadrados, conforme ilustrado na Figura 11:

Figura 11 — Subdominios com (a) Caso | - Principais direcdes do tensor de permeabilidade com autovalores

fixos. (b) Caso Il — Padréo chessboard.
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Fonte: Contreras et al. (2021).

O caso | consiste detém a seguinte configuracdo: k; = 1000 e k, =1 com o angulo 6
sendo modificado em cada subdominio. Para o caso Il, existe uma distribuicdo chessboard
para k, e k, com diferentes &ngulos de rotacdo, conforme ilustrado na Figura 11.b. A
discretizacdo do dominio computacional é realizada utilizando duas malhas 72x72
aleatoriamente perturbadas ilustradas na Figuras 12.a e 12.a, que sdo construidas a partir de
malhas uniformes estruturadas triangulares e quadrangulares com uma distor¢éo aleatoria das

coordenadas (x, y) na forma:
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x=x+03%h y=y+03§h &, €[-11] (66)
Onde representa h 0 espagamento original da malha. A partir dos resultados dispostos nas

Tabelas 4 e 5, € possivel observar que o método NL-TPFA garante a positividade, ou

monoticidade, da solugdo, enquanto os métodos MPFA-QL e MPFA-D, ndo conseguem

manter a monoticidade.

Tabela 4 — Comparativo para valores de pressédo para o Caso |

Método NL-TPFA MPFA-QL MPFA-D
Malha 72x72 Triangular| Quadrilateral Triangular| Quadrilateral Triangularl Quadrilateral
CVs 10.368 5.184 10.368 5.184 10.368 5.184

LPEW2  pmin | 1,93E-11  1,476-11 |-2,71E-05 -2,74E-05 |-2,72E-05  -2,60E-05
pmax | 9,50E-03  9,30E-03 | 9,50E-03  9,30E-03 | 9,60E-03  9,40E-03
LSW pmin | 1,526-11  1,36E-10 |-2,91E-05 -6,46E-05 | -2,49E-05  -8,18E-05
pmax | 9,50E-03  9,50E-03 | 9,50E-03  9,50E-03 | 9,60E-03  9,50E-03
elPEW2  pmin | 1,936-11  1,476-11 |-2,71E-05 -2,74E-05 |-2,726-05  -2,60E-05
pmax | 9,50E-03  9,30E-03 | 9,50E-03  9,30E-03 | 9,60E-03  9,40E-03

Fonte: O autor (2022).

Tabela 5 — Comparativo para valores de pressdo para o Caso Il

Método NL-TPFA MPFA-QL MPFA-D
Malha 72x72 Triangularl Quadrilateral Triangularl Quadrilateral Triangularl Quadrilateral
CVs 10.368 5.184 10.368 5.184 10.368 5.184

LPEW2 pmin 8,59E-14 1,36E-12 | -1,95E-05  -2,38E-95 |[-1,94E-05  -2,66E-05
pmax 1,10E-03 9,94E-04 1,10E-03 1,00E-03 1,10E-03 1,10E-03
LSwW pmin 7,64E-14 4,10E-15 | -2,02E-05  -2,60E-05 |-2,39E-05 -3,21E-05
pmax 1,10E-03 1,00E-03 1,10E-03 1,00E-03 1,10E-03 1,10E-03
elPEW2 pmin 8,59E-14 1,36E-12 | -1,95E-05  -2,38E-95 |[-1,94E-05 -2,66E-05
pmax 1,10E-03 9,94E-04 1,10E-03 1,00E-03 1,10E-03 1,10E-03

Fonte: O autor (2022).
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Figura 13 — (a) Malha quadrilateral utilizada. Campos de pressao obtidos via NL-TPFA para casos (b) 1 e (c) Il
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Fonte: O autor (2022).

Entdo, é possivel concluir que o NL-TPFA pode lidar com fortes descontinuidades no
tensor de permeabilidade através das bordas da malha, como mostrado neste experimento

numérico.
3.6 Teste de DMP: meio poroso extremamente heterogéneo e anisotropico

Esse teste tem o proposito de verificar possiveis violacdes para o DMP (Discrete
Maximum Principle) nas solucdes numéricas obtidas. Para isso, utilizando um problema
adaptado de Queiroz et al. (2014), consideramos um dominio computacional quadrado
unitario com um furo no interior, definido como Q = [0,1]%/[4/9,5/9]? tal que o limite é a
unido disjunta de I'o e I'1. Além disso, ¢é definido gp = 0emT'1e gp =2 emToe Q(¥) = 0.

O tensor de permeabilidade € dado por:

AX) = Ry (180 0_%1) R_g, XEQN;, x<0.5

R 103x,2 4+ v,2 —(1-10%x
AR) = ( 1 : Y1 (2 3) 12}’1
—(1-10%)x.y,1 xf +10°y,

(67)
), X €Q, x>05

Onde 6 = g x;,=x+10"% e y, =y+ 1073, Nesse teste, utilizamos trés niveis de

refinamento para ilustrar o comparativo de solugdes simuladas. Os resultados obtidos séo
expressos na Tabela 6 e é possivel observar que 0 MPFA-QL e MPFA-D, assim como em
outros métodos lineares, falha em satisfazer o DMP com todas as estratégias de interpolacéo

verificadas, enquanto que ao se utilizar o NL-TPFA associado ao eLPEW?2, é possivel
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verificar resultados proximos a solucdo de referéncia, conforme ilustrado na Fig. 15. Podemos

ainda representar o dominio do problema como:

Figura 14 — (a) Dominio computacional. (b) Malha triangular ndo estruturada

i r(; Q, I

@ o
Fonte: O autor (2022).

Ainda é possivel avaliar e comparar o0 comportamento dos campos de pressao obtidos por
métodos lineares e ndo lineares com a solucéo de referéncia obtida pelo método SSEPS.

Tabela 6 — Comparativo para valores de pressdo

NL-TPFA MPFA-QL MPFA-D
Malha mxn 18x18 36x36 72x72 |Malha mxn 18x18 36x36 72x72 |Malha mxn 18x18 36x36 72x72
CVs 734 2.730 12.008 |CVs 734 2.730 12.008 |CVs 734 2.730 12.008
LPEW2 pmin  1,86E-13 2,11E-21 6,89E-30 |LPEW2  pmin  -0,2462 -0,0944 -0,0674 |LPEW2 pmin  -1,0556 -0,4923 -1,0822
pmax  2,1776  2,4419  2,1748 pmax  2,0067 2,176 2,1072 pmax  2,2814  2,4133  2,2914
Lsw pmin  2,15e-12 3,18E-14 5,33E-18 [LSW pmin  -0,3055 -1,948 -0,0913 |LSW pmin  -0,4238 -2,2823 -0,1070
pmax  2,2535 2,553 2,141 pmax  2,0316  3,5286  2,0746 pmax  2,2333  3,8789  2,2806
elPEW2 pmin  1,86E-13 2,11E-21 6,89E-30 |eLPEW2 pmin  -0,2462 -0,0944 -0,0674 |eLPEW2 pmin  -1,0556 -0,4923 -1,0822
pmax  2,1776  2,4419  2,1748 pmax  2,0067 2,1796  2,1072 pmax  2,2814  2,4133  2,2914

Fonte: O autor (2022).

Figura 15 — (a) Solugdo de referéncia obtida com o método SSPES. Campos de pressédo obtidos pelo (b) NL-
TPFA e (c) MPFA-QL associados ao interpolador eLPEW?2
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4 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho detém uma apresentacdo tedrica, de maneira concisa e objetiva de
métodos interpoladores que sdo utilizados para simulacdo da dindmica dos fluidos em
reservatorios de petroleo. Esses métodos utilizam metodologias baseadas nos métodos de
volumes finitos centrados nas células. Os problemas abordados caracterizam situacGes de
difusdo dos fluidos em meios com caracteristicas fortemente heterogéneas e com alto grau de
anisotropia sobre malhas distorcidas. Para essa aproximacdo numérica da equacao eliptica da
pressao, propomos o uso de métodos que utilizam o procedimento de iteracdo de Picard, cuja
eficiéncia computacional é melhorada através o0 método de aceleracdo de Anderson. Alguns
exemplos representativos de modelos monofasicos foram resolvidos para ilustrar a acuracia e
robustez dos métodos estudados para lidar com diversos problemas. Destaca-se a versdo
enriquecida do LPEW2, que para casos de malhas distorcidas combinadas com tensores de
difusdo fortemente anisotrépicos e heterogéneos, prova ser levemente mais robusto do que seu
antecessor. Através de simulaces e experimentos numericos foi possivel avaliar situactes
pertinentes para contribuicdo e validacdo das formulagbes propostas, fornecendo resultados
que possibilitam analisar e facilitar a tomada de decisdo adequada diante de varias situacGes
existentes. Destaca-se que a estratégia de interpolacdo eLPEW2 demonstrou uma taxa de
convergéncia relativamente maior quando comparada ao LSW. Esse fato deve-se a tendéncia
do LSW de possuir perca de precisdo em casos de tensores anisotrépicos e descontinuos. Ao
comparar o eLPEW2 com o LPEW2, mesmo com resultados consistentes e similares nos
métodos analisados, a concepcdo e simplicidade de implementacdo computacional do
eLPEW2, bem como o fato de que sua derivacdo nao depende de fungdes trigonométricas,
contribuiu na eficiéncia computacional dos resultados. Para contribuicdes futuras, almeja-se
buscar entender e desenvolver métodos né&o lineares livres de interpoladores, bem como
continuar aperfeicoando as estratégias de interpolacdo para que sejam cada vez mais robustos

para a constru¢do de métodos néo lineares.
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