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RESUMO

A algebra é considerada pelos alunos uma das areas mais dificeis da Matematica devido ao
uso das letras e, se ndo for trabalhada de maneira construtiva ao longo dos anos, tal discurso
se perpetua durante a vida escolar. Assim, nos suscitou o interesse em utilizar a Resolucéo
de Problemas como metodologia para nossa pesquisa a partir do seguinte questionamento:
Quais indicios do desenvolvimento do pensamento algébrico apresenta um grupo de alunos
do 7° ano do Ensino Fundamental a partir da resolucao de problemas relacionados a equagdes
com balangas? Como base tedrica, discorremos sobre algumas concepgdes acerca do
desenvolvimento do pensamento algebrico, praticas e estudos nessa area, Resolucdo de
Problemas e generalizacdes operatdrias Uteis para a apreensdo de conceitos relacionados a
algebra. A fim de responder ao nosso problema de pesquisa, realizamos um estudo
exploratério com abordagem qualitativa, a partir de uma sequéncia de problemas. Os
participantes sdo estudantes de uma escola da rede privada de Lajedo — PE que ainda nédo
tinham estudado os procedimentos formais da algebra. Com o nosso estudo, percebemos que
muitos dos procedimentos utilizados nas resolucdes se assemelharam com esses métodos,
além de utilizar os conceitos de incognitas e variaveis expressos nos problemas por meio de
solidos geométricos.

Palavras-chave: Algebra. Pensamento algébrico. Resolucdo de problemas. Balancas.
Equacdes.



ABSTRACT

Algebra is considered by students as one of the most difficult areas of mathematics due to
the use of letters and, if not worked in a constructive manner over the years, such discourse
Is perpetuated during school life. Thus, we became interested in using Problem Solving as a
methodology for our research based on the following question: What are the indications of
the development of algebraic thinking in a group of 7th grade students from the resolution of
problems related to equations with scales? As a theoretical basis, we discussed some
conceptions about the development of algebraic thinking, practices and studies in this area,
Problem Solving and operational generalizations useful for the apprehension of concepts
related to algebra. In order to answer our research problem, we conducted an exploratory
study with a qualitative approach, based on a sequence of problems. The participants are
students from a private school in Lajedo - PE who had not yet studied the formal procedures
of algebra. With our study, we noticed that many of the procedures used in the resolutions
resembled these methods, besides using the concepts of unknowns and variables expressed
in the problems by means of geometric solids.

Keywords: Algebra. Algebraic thinking. Problem solving. Scales. Equations.
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1 INTRODUCAO

A matematica é uma disciplina temida por muitos alunos, seja pela dificuldade em
aprendé-la ou por considera-la abstrata, repleta de regras e sem sentido. Tal discurso ¢ ainda
mais enfatizado quando o aluno tem seu primeiro contato com a algebra, uma area importante
para a aprendizagem de diversos conteudos posteriores ¢ “[...] parte da Matematica que
trabalha a generalizacdo e abstragdo, representando quantidades através de simbolos” (GIL,
2008, p. 11).

De acordo com Souza (2020, p. 18), “[...] a algebra é conteddo chave para a
compreensdo de diversas estruturas na Matematica escolar. Dada sua importancia, ndo é
aceitavel que haja tantos estudantes desfavorecidos desse tema”. Ademais, é importante que
0 aluno possa se apropriar dos conceitos, para que sirva de aliada também na compreensdo
de diversas situacdes cotidianas (GIL, 2008).

Segundo a Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018), a algebra
passa a ser vista desde o 1° ano do Ensino Fundamental, por meio de padrdes com figuras,
objetos ou numeros naturais. Dessa forma, entendemos que o desenvolvimento de
pensamento algébrico precisa ser construido desde muito cedo, pois a brusca passagem da
aritmética para a algebra geralmente causa dificuldades de compreenséo e aversao aos alunos,
que por vezes ja apresentavam dificuldades em aritmética. Assim, considerando que até entdo
realizavam manipula¢des com algo que para eles era concreto, lidar com incognitas e
varidveis sem associa-las a um significado torna este conteudo abstrato.

Considerando gue um dos primeiros conteddos a ser ensinado em algebra é equacéo
do 1° grau, para Van de Walle (2009), além dos diferentes papéis assumidos pelas letras
(incAgnitas ou variaveis), uma outra razdo para as dificuldades pode estar relacionada com o
significado do sinal de igualdade, pois nos anos iniciais do ensino fundamental, os alunos
entendem que o sinal separa o problema da resposta e nos anos finais, se deparam com
problemas nos dois lados da igualdade.

E comum ouvir de muitos alunos que a matematica tornou-se dificil desde o
aparecimento de letras entre 0s nimeros. Motivada por esse discurso, com a intengdo de
melhorar esse cenario, nos suscitou o interesse em realizar esta pesquisa e analisar o
pensamento algébrico de alunos que ainda ndo tiveram contato com a algebra formal.

Considerando a importancia desse contetdo para a vida escolar e cotidiana, e ainda, que o
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desenvolvimento do pensamento algébrico pode ser trabalhado desde muito cedo,
percebemos a relevancia deste trabalho.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL, 1998), é
necessario desvencilhar-se do ensino da Matematica centrado em métodos automaticos, no
intuito de proporcionar ao aluno a compreensdo do meio em que Vvive e 0 desenvolvimento
de sua capacidade cognitiva.

Nesse contexto, € notorio o carecimento de metodologias a serem utilizadas nas aulas
de matematica, que objetivem a construcdo do conhecimento, proporcionando ao aluno o
pensamento critico, tornando-o um sujeito ativo no seu processo de aprendizagem. E
necessario que o professor promova momentos de troca de conhecimento, compartilhamento
de ideias e formas de raciocinio para que o conhecimento seja construido, ou seja, que se
torne um mediador do processo de aprendizagem.

Dessa forma, discutimos a Resolugdo de Problemas como metodologia a ser utilizada
na sala de aula para contribuir com o desenvolvimento do pensamento algébrico, a partir do
ambiente de ensino proposto por Van de Walle (2009). Tal proposta consiste no
desenvolvimento de tarefas! em trés etapas: antes — momento em que o docente explica como
sera a dindmica para a solucdo das situacfes problemas e esclarece os objetivos de maneira
introdutéria; durante — trata-se da resolucdo dos problemas pelos alunos e o depois —
corresponde ao momento de socializacdo e discussao coletiva das estratégias utilizadas para
chegar ao resultado final.

Segundo o autor supracitado, esta forma de ensino é centrada no aluno, pois a
aprendizagem se constrai a partir dos conhecimentos prévios dos mesmos, com a convicgao
de que podem aprender matematica, fazendo matematica.

Considerando as dificuldades na aprendizagem de algebra, a resolucdo de problemas
envolvendo a nocao de equivaléncia para a introducdo de equacdo pode se mostrar eficiente.
Segundo Van de Walle (2009), atividades como sentencas abertas ou esquema de equilibrio
de uma balanca de dois pratos podem fazer com que os alunos desenvolvam procedimentos
que lhes permitam compreender 0s conceitos necessarios para a apreensdo da algebra formal,
uma vez que podem ser utilizados diversos tipos de figuras ou expressdes numericas antes

de envolver incognitas ou variaveis, assim como também aborda Usiskin (1995). Desta

1 Conjunto de agdes — exercicios, problemas, situacdes-problematicas, estratégias de ensino — organizadas
pelo professor, visando que conceitos da Matematica sejam compreendidos e desenvolvidos pelos alunos
(CHRISTIANSEN; WALTER, 1986).
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forma, acreditamos que os alunos podem desenvolver habilidades que sO seriam vistas
posteriormente.

Diante das consideracOes citadas, a fim de buscarmos responder a seguinte questao
problema de nossa pesquisa: Quais indicios de desenvolvimento do pensamento algébrico
apresenta um grupo de alunos do 7° ano do Ensino Fundamental a partir da resolucdo de
problemas relacionados a equacGes com balangas? Para tanto, realizamos uma pesquisa de
natureza basica do tipo exploratéria. Para a investigacéo e coleta de dados, organizamos uma
sequéncia de problemas envolvendo equagdes com balancas que foi destinada a alunos do 7°
ano do Ensino Fundamental Anos de Finais de uma escola da rede privada de Lajedo — PE.
Ao final de nossa pesquisa, os dados foram analisados qualitativamente.

Em suma, organizamos nosso trabalho em seis capitulos, sendo que neste primeiro
apresentamos a tematica, bem como expressamos as inquietagdes/motivacGes que nos
levaram a seguir essa linha de estudo. No segundo capitulo, apresentamos os objetivos geral
e especificos pautados no intuito de responder ao problema de pesquisa.

O capitulo trés aborda a base tedrica organizada em quatro topicos, onde discorremos
sobre algumas concepces acerca do desenvolvimento do pensamento algébrico, préaticas e
estudos nessa area, Resolu¢do de Problemas como metodologia e generalizacdes operatorias
Uteis para a apreensdo de conceitos relacionados a algebra. No quarto capitulo apresentamos
a metodologia, mostrando a natureza da pesquisa, o contexto na qual esta inserida, 0 método
e os procedimentos realizados para a coleta de dados.

No capitulo cinco, trazemos a analise e discussdo desses dados atrelados as teorias
versadas em nossa base tedrica. Por fim, o sexto capitulo apresenta nossas consideragdes
finais a partir do trabalho realizado, reiterando nossa aspiragdo na continuidade e surgimento

de novas pesquisas que objetivem melhorias na educa¢do matematica.
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2 OBJETIVOS

2.1 GERAL

Analisar indicios do desenvolvimento do pensamento algébrico de um grupo de
alunos do 7° ano do Ensino Fundamental a partir da resolucdo de problemas relacionados a

equacOes com balancas.

2.2 ESPECIFICOS

e ldentificar as estratégias utilizadas por estudantes do 7° ano na resolucdo de
problemas relacionados a equac¢Bes com balancas;

e Compreender os processos de conjecturas e argumentacdo da manifestacdo do
pensamento algébrico a partir de uma sequéncia de problemas;

e Analisar as possiveis contribuicdes dos problemas propostos para a manifestacao e

desenvolvimento do pensamento algébrico.
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3 PENSAMENTO ALGEBRICO E RESOLUCAO DE PROBLEMAS: ALGUMAS
CONSIDERACOES

Nesta secdo, iniciamos uma reflexdo sobre o desenvolvimento do pensamento
algébrico de alunos do Ensino Fundamental com base nas ideias iniciais de algebra.
Posteriormente, discorremos sobre experiéncias vivenciadas por pesquisadores em sala de
aula, desde a Educacéo Infantil até o Ensino Médio, bem como, diversos tipos de atividades
relacionadas ao pensamento algébrico.

Em seguida, apresentamos a resolucdo de problemas como metodologia de ensino,
suas possiveis contribuicdes para o ensino-aprendizagem de Matematica e desenvolvimento
do pensamento algébrico. Por fim, trazemos algumas discussdes sobre como o pensamento
relacional pode auxiliar na compreensdo de importantes propriedades aritméticas e conceitos
necessarios para a aprendizagem de algebra por meio da relacdo de equivaléncia também

existente em equacdes com balancas.

3.1 O DESENVOLVIMENTO DO PENSAMENTO ALGEBRICO

A élgebra esta presente em diversos contetidos do curriculo escolar. Segundo a BNCC
(BRASIL, 2018), suas nocbes basicas comegam a partir do 1° ano do Ensino Fundamental,
por meio de padrdes e sequéncias de objetos com figuras ou nimeros naturais. No 2° ano, 0s
alunos passam a desenvolver a habilidade de construir sequéncias, identificar regularidades
e determinar elementos ausentes.

No ano seguinte, comecam os estudos envolvendo a relagdo de igualdade com
sentencas de adicdo e subtracdo e, no 4° ano, os alunos comecam a identificar sequéncias
formadas por multiplos de nameros naturais, relacbes entre multiplicacdo e divisdo e
propriedades da igualdade. No 5° ano inicia-se a nogdo de equivaléncia, grandezas
diretamente proporcionais e problemas de partilha, se estendendo também para o 6° ano.
Somente no 7° ano que a linguagem algébrica formal é apresentada aos alunos, por meio das
expressoes algébricas e equagdo polinomial do 1° grau. Nos demais anos o estudo discorre
sobre outros tipos de equagdes, como representacdes no plano cartesiano, fungdes, fatoracao,

entre outros.
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Deste modo, pode-se notar que o pensamento algébrico pode ser desenvolvido desde
0s anos iniciais do Ensino Fundamental, trazendo uma base para a consolidacao dos conceitos
da algebra.

[...] o dominio da algebra eleva ao nivel superior o pensamento matematico,
permitindo entender qualquer operagdo matematica como caso particular
de operacdo de algebra, facultando uma visdo mais livre, mais abstrata e
generalizada e, assim, mais profunda e rica das opera¢fes com nimeros
concretos (VIGOTSKI, 2001, p. 267).

Partindo desta premissa, cabe a indagacgdo: o que seria pensamento algébrico, e qual
a diferenca do pensamento aritmético? Segundo Kieran (1996, apud ALMEIDA; CAMARA,
2014), o pensamento algébrico pode ser representado como a forma de lidar com diversas
situacOes quantitativas de forma relacional, ndo necessariamente por meio de letras. A ideia
de que uma variavel é sempre uma letra, é equivocada, pois um traco ou um desenho sdo
equivalentes ao “x” comumente usado nas equagdes (USISKIN, 1995). J& o pensamento
aritmético esta relacionado ao dominio de célculos numéricos a procura de um resultado
(KIERAN, 1992, apud ALMEIDA; CAMARA, 2014).

Pensar algebricamente ndo pode ser considerado apenas como a manipulagdo de
expressdes algébricas em um processo mecanico, pois proporciona ao individuo a habilidade
de representar, analisar e resolver problemas ndo apenas no ambiente escolar, mas também

no meio em que vive, promovendo aprendizagem e reflexao.

[...] o pensamento algébrico ndo é uma ideia singular, mas é composto de

diferentes formas de pensamento e de compreensdo do simbolismo. [...]
devemos comecar 0 desenvolvimento dessas formas de pensar desde o
inicio escolar de modo que os estudantes aprendam a pensar
produtivamente com as poderosas ideias da matematica, ou seja, que eles
possam pensar matematicamente (VAN DE WALLE, 2009, p. 288).

Vigotski (2001) destaca a dificuldade da transicdo da aritmética para a algebra ao
afirmar que:

[...] a algebra é mais dificil do que a aritmética para a crian¢a [...] a
apreensdo da lgebra ndo repete o estudo da aritmética mas representa um
plano novo e superior de desenvolvimento do pensamento matematico
abstrato, que reconstroi e projeta para o nivel superior o pensamento
aritmético anteriormente constituido [...] (p. 314).

Até chegarem ao 7° ano do Ensino Fundamental, foco deste trabalho, os alunos

efetuam apenas calculos numéricos e repentinamente comegam a se deparar com letras entre
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0s numeros, fazendo-os pensar que a matematica esta mais dificil e até mesmo
incompreensivel. Essa ideia pode estar atrelada ao fato de ndo se trabalhar a compreenséo da
simbologia formal o suficiente e, abusando do seu uso, pode afastar o aluno dificultando o
processo de aprendizagem. Percebemos que ha um processo de maturacdo do
desenvolvimento do pensamento algébrico, logo, se o0 estudante apresenta dificuldades de
compreensdo durante esse processo, é possivel que ndo tenha desenvolvido as habilidades
necessarias para a compressao de conceitos desejaveis no 7° ano.

E através da linguagem matematica que podemos representar e resolver uma série de
problemas do cotidiano, portanto, é fundamental que o professor faca uso de métodos de
ensino que possibilitem uma construcdo significativa do conhecimento. O processo de
aprendizagem n&o depende tdo somente do esforgo do aluno, para Vale (2012, p. 183), “[...]
a aprendizagem matematica durante uma aula de matematica depende grandemente do
professor e das tarefas que se propdem aos estudantes”.

Dessa forma, entende-se que o processo de aprendizagem é um conjunto, que pode
ser potencializado pelas praticas dos professores em sala de aula. Desta maneira, pode-se
considerar que as metodologias utilizadas podem contribuir positiva e negativamente para o
aprendizado, o ambiente precisa ser propicio para a investigacdo, com conteudos abordados

de formas diversificadas e contextualizadas que promovam experiéncias ricas e desafiadoras.

3.2 PRATICAS E ESTUDOS SOBRE PENSAMENTO ALGEBRICO

Segundo a BNCC (BRASIL, 2018), a algebra pode ser desenvolvida desde o 1° ano
do Ensino Fundamental, mas na Educacdo Infantil, o pensamento algébrico pode ser
trabalhado por meio da ludicidade, se encaixando nos campos de aprendizagem, 0s quais
organizam o curriculo dessa etapa de ensino. Bagne e Bolognani (2020), pesquisadoras do
Grupo Colaborativo em Matematica (Grucomat), trazem uma narrativa de aula e reflexdes
sobre o desenvolvimento do pensamento algébrico na Educagdo Infantil, com criangas de 3
e 4 anos de idade, por meio da construcdo e percepcao de regularidades e padrdes, que para
as autoras, € a base do pensamento algebrico e pode subsidiar os trabalhos do 1° ano.

Bagne e Bolognani (2020) propuseram tarefas com o objetivo de observar a
percepcdo de regularidades com as criangas dispostas em filas brincando com o proprio
corpo, realizando diversas posi¢cdes. A professora da turma organizou-as realizando um

determinado padrdo, repetindo-o trés vezes e chamou as demais criancas da turma,
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questionando-as sobre como continuar a fila. Segundo as autoras, os alunos identificaram a
sequéncia, mas do meio para o final da fila comecaram a se desorganizar para brincar com
0s colegas. As propostas de regularidade seguintes ocorreram de maneira semelhante e pelos
didlogos registrados, foi possivel notar que os alunos identificaram os padrdes mas estavam
cansados de permanecer no mesmo lugar e comecaram a se dispersar. Assim, as criancas
foram convidadas a desenhar sobre a brincadeira realizada e os padrdes descobertos.

Houve desenhos aleatérios como bichos e personagens de desenho animado, alguns
alunos desenharam colegas em determinada posi¢do, 0 que mostra que estavam associando
a imagem que lembravam e algumas criancas desenharam o padrdo realizado na primeira
proposta da atividade, mas sem uma preocupacdo quanto a ordem da sequéncia da fila.

Mediante a analise dos registros e discussdes do Grucomat, Bagne e Bolognani (2020)
relataram algumas consideragdes sobre a atividade realizada. O envolvimento das criangas
diante da proposta pode néo ter sido o esperado porque a fila tem um outro sentido para elas,
organizam-se dessa maneira com o intuito de se deslocarem de maneira organizada pela
escola ou para esperarem a vez. Dessa forma, ndo identificaram um objetivo para estarem
posicionadas de certa maneira na fila, o que ocasionou ansiedade e desorganizagao do padrao
proposto pela atividade. Assim, a tarefa escolhida ndo poderia ser caracterizada como uma
brincadeira, pois ndo desenvolveu o imaginario das criancas segundo as autoras.

Para Bagne e Bolognani (2020), uma sugestdo para melhorar o envolvimento das
criangas e consequentemente, ter um melhor resultado, seria apresentar uma histéria virtual
com uma situacdo problematizadora onde o desejo de resolucdo poderia ser despertado.
Nessa perspectiva, Camargo (2020), também pesquisadora do Grucomat, traz a narrativa de
uma proposta chamada “Na floresta tem lobo?”. A tarefa foi realizada com alunos de 4 e 5
anos de idade. Antes da sua realizacdo, alguns ambientes da escola foram decorados com
pedacos de TNT para simbolizar os elementos da floresta pelos quais as criangas iriam passar
(caverna, rio e montanha), ao final da realizacdo de todas as etapas, encontravam-se
chocolates como tesouro. Segundo Camargo (2020), tais elementos foram pensados com o
intuito de tornar a atividade mais ludica e atraente para as criangas.

Foi explicado para as criangas que a brincadeira seria passear na floresta, mas que
teriam que sequir dicas deixadas por uma fada em forma de foto, para que o lobo mau néo as
vissem e assim, ndo corressem perigo. Para a autora, esse momento inicial da atividade ja
despertou a curiosidade e a fantasia nos alunos, que se mostraram animados gritando e

batendo palmas. A turma teria que seguir pelo percurso disposta em fila, formando padrdes
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com diferentes posi¢Oes corporais em cada etapa. No decorrer da brincadeira, os alunos iam
sendo questionados sobre suas posicdes e rapidamente se organizaram seguindo a dica da
foto. Para Camargo (2020), a atividade trouxe a sensagédo de coletividade, pois as criangas
ndo analisavam apenas as suas posi¢fes, mas também a de outros colegas de modo a
alcancarem o objetivo que era descobrir o tesouro.

Ap0s a tarefa, os alunos fizeram a representacdo por meio de desenhos. Segundo a
autora, nesses registros foi possivel notar tanto os elementos da histéria, quanto os padrdes
realizados, 0 que representa a participacdo e o envolvimento das criangas. Assim, considera-
se gue o objetivo de estabelecer o contato com regularidades e padrdes foi atingido. Camargo
(2020) traz ainda que ndo € obrigatoriamente necessario que todas as atividades sejam
trabalhadas de forma ladica, mas € importante para um novo conceito pois traz um
significado para o aprendizado.

Segundo a BNCC (BRASIL, 2018), nos anos iniciais do Ensino Fundamental, os
alunos sdo capazes de desenvolver a identificacdo de regularidades, padrdes numéricos e nao
numéricos estabelecendo leis matematicas. Mescouto, Lucena e Barbosa (2021), trazem um
estudo elaborado no 4° ano, fruto de uma dissertacao desenvolvida em um projeto de pesquisa
chamado Ensino-aprendizagem-avaliacdo em Matematica nos Anos Iniciais do Ensino
Fundamental: atividades exploratorio-investigativas e formacéo docente, produzido entre a
Universidade Federal do Para e o Centro Universitario Univates, do Rio Grande do Sul.

Com o intuito de investigar a manifestacdo do desenvolvimento do pensamento
algébrico dos estudantes, foram elaboradas tarefas com tipos de objetos em sequéncia. Na
tarefa 1, havia duas frutas formando um padrdo de maneira alternada e na 2, azulejos iguais
que duplicavam no decorrer das posi¢Oes; ambas tarefas possuiam questdes discursivas
questionando os proximos termos da sequéncia, termos mais distantes, lei de formacéo e
justificativas.

De acordo com os registros das autoras, alguns alunos conseguiram identificar o
padrdo e estabelecer uma regra geral na tarefa 1, associando as posi¢Oes das frutas com
numeros pares e impares. Dessa forma, possibilitou que eles encontrassem quaisquer termos
distantes na sequéncia. Na tarefa 2, as conclusdes foram semelhantes, primeiramente os
estudantes reconheceram que o0s azulejos aumentavam de dois em dois e, com 0
questionamento da professora sobre a relacdo entre a quantidade de azulejos e suas posigoes,
chegaram a conclusédo de que dobrando o valor posicional, encontrava-se 0 nimero de

azulejos. Assim, a regra geral foi encontrada e a atividade p6de ser concluida.

21



As propostas apresentadas até aqui, evidenciam a capacidade de generalizacéo,
exploracdo de padrdes e pensamento relacional, oportunizadas por tarefas problematizadoras
que estimulam os alunos a discutir, refletir e verificar suas ideias. Tais competéncias irdo se
solidificando para alcangar niveis mais avancados de abstracdo em cada etapa de ensino.

Avancando para os anos finais do Ensino Fundamental, Braga (2012) traz em sua
pesquisa de conclusao de curso, atividades para o desenvolvimento do pensamento algébrico
que foram realizadas com alunos do 7° ano. Segundo o autor, as atividades foram elaboradas
com o objetivo de aproximar os estudantes da linguagem matematica e assim, contribuir para
a aprendizagem de equacdes.

Uma das atividades aplicadas chama-se “balanca das equagdes”. Para realiza-la os
alunos receberam os problemas impressos e com imagens de balangas com os pratos em
equilibrio. Em cada prato havia nimeros e expressdes algébricas para que os estudantes
descobrissem os valores das incognitas de modo a ndo desequilibrar a balanca. Desta
maneira, os alunos podem pensar em estratégias de resolucdo para que possam ser
adicionados ou retirados pesos iguais dos pratos, associando as relages de igualdade mas
sem decorar regras para a solucdo das equacdes.

Havia questdes com diversos niveis de dificuldade e segundo o autor, os alunos
conseguiram resolvé-las. No entanto, quando se tratava de operaces com fracGes e contendo
parénteses para aplicar a propriedade distributiva da multiplicacdo, apresentaram mais
dificuldades sobre a aritmética, do que com a algebra. Assim, em alguns momentos
necessitaram de ajuda para conseguir compreender e solucionar o problema. O pesquisador
também estimulava os alunos a fazer a verificacdo da solucdo encontrada substituindo as
incdgnitas.

Com o intuito de analisar o que os alunos entenderam, além da resolucdo dos
problemas, os alunos foram convidados a criar sua préopria equacdo com balanca e resolver.
Segundo o autor, também ocorreram mais equivocos relacionados a aritmética.

Braga (2012) relata uma limitacdo da atividade relatada, que em um dos pratos da
balanga ndo poderia haver um peso negativo, pois isso ndo se aplica a realidade e poderia
confundir os alunos. Assim, na elaboracéo se atentou a criar equagdes com solugdes positivas
para que a situagdo corresponda a balanca.

Prosseguindo para o Ensino Médio, os alunos nesta etapa de ensino devem ser capazes
de fazer generalizagdes com um nivel maior de abstracdo, compativel com o conhecimento

construido até o0 momento. Nesta perspectiva, Frare (2020), pesquisadora do Grucomat, traz
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uma narrativa de aula sobre duas tarefas aplicadas no 2° ano do Ensino Médio com o objetivo
de verificar se os alunos conseguiam identificar regularidades e generalizar utilizando a
algebra, mais especificamente a Progressdo Aritmética (PA) e Progressdo Geométrica (PG),
visto que séo conteudos estudados geralmente no 1° ano.

A primeira tratava-se de uma situacdo problema onde uma minhoca andando sempre
em linha reta, avancava 5 metros e recuava 3 metros todos os dias. Partindo dessa premissa,
os alunos foram organizados em grupos e teriam que responder a alguns gquestionamentos
como a distancia percorrida em uma determinada quantidade de dias, a existéncia de
regularidades na sequéncia formada pelas distancias ou como eles fariam para descobrir
guantos metros a formiga teria percorrido em qualquer quantidade de dias.

Segundo a autora, de inicio ja houve um estranhamento por parte dos alunos quanto
ao tipo de tarefa, pois ndo identificaram de maneira imediata as operagdes que deveriam
realizar para conclui-la. Esse momento os incentivou a registrar suas ideias e estratégias de
resolucdo, além de mediar e estimular a problematizacdo com o intuito de leva-los a refletir,
investigar e verificar suas hipdteses e ndo se prenderem a um resultado final.

De acordo com Frare (2020), alguns alunos logo identificaram que o problema se
tratava de uma PA de razdo 2 e aplicaram a formula para determinar a distancia solicitada na
tarefa. Outros grupos resolveram de maneiras diferentes, escrevendo a sequéncia até
encontrar o termo desejado, usando razao e proporc¢éo e identificando a quantidade de metros
percorridos por dia e multiplicando pela quantidade de dias. Como a maioria dos estudantes
apenas descreviam os procedimentos a serem feitos, foram desafiados a criar uma expressao
matematica para representar a situacdo problema. Dessa forma, foram levados a desenvolver
0 pensamento algébrico e diversas leis de formacdo foram criadas, estas, associadas a PA,
equacéo e funcéo.

Na segunda tarefa, havia imagens representando muros com pontas. Este muro era
representado por cubos posicionados em linha reta e acima da linha havia as pontas, ou seja,
cubos posicionados de maneira alternada. As perguntas as quais os alunos teriam que
responder também eram problematizadoras e possiveis de associar a uma PA, pois a
quantidade de cubos necessarios para aumentar 0 muro horizontalmente seguia um padrao.
Segundo Frare (2020), diversas estratégias de resolugdo foram apresentadas, dentre elas,
desenhos representando a sequéncia, tabelas relacionando o nimero da figura com a

quantidade de cubos, pontas e diferentes leis de formacao.
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Ao término das tarefas foi realizado um momento de socializacdo, a fim de verificar
as validades das generalizacbes encontradas e fazer com que os alunos notassem a
equivaléncia das mesmas. Por meio dos dialogos entre a pesquisadora e a turma € possivel
notar a mediacdo realizada para que os alunos chegassem em uma lei de formacdo
equivalente fazendo manipulacGes algébricas para reagrupar termos, mas sem interferir nas
respostas dos mesmos. Para Frare (2020), o momento de socializacdo é essencial, pois
possibilita ao estudante fazer reflexdes antes ndo pensadas e ajudar também aqueles que nédo
conseguiram atingir o objetivo.

As vivéncias apresentadas nesta secdo, mostram o qudo é possivel trabalhar o
desenvolvimento do pensamento algébrico em qualquer etapa de ensino por meio de tarefas
problematizadoras de acordo com seu nivel de conhecimento, que levem o aluno a pensar e
desenvolver diferentes estratégias, ndo se resumindo apenas a operacao de algoritmos. Deste
modo, a resolucdo de problemas pode ser tornar uma boa aliada como metodologia de ensino,

para contribuir com a aprendizagem da algebra.

3.3 ARESOLUCAO DE PROBLEMAS

Segundo Zuffi e Onuchic (2007), um problema é qualquer situacdo que possa
interessar ao aluno, que o estimule a pensar, seja desafiador e que ndo tenha um método
memorizado de resolucdo. Van de Walle (2009) contribui com esta ideia quando apresenta

algumas caracteristicas de um problema voltado para a matematica:

¢ O problema deve comecar onde os alunos estdo. O projeto ou selecdo de
tarefas deve levar em consideracdo a compreensao atual dos estudantes.
Eles devem ter as ideias apropriadas para se envolver e resolver o
problema e, ainda assim, considera-lo desafiante e interessante. Os
estudantes devem considerar a tarefa algo que faga sentido.

¢O aspecto problematico ou envolvente do problema deve estar
relacionado a matematica que os alunos vao aprender. Ao resolver o
problema ou fazer a atividade, os alunos devem estar preocupados
principalmente em dar significado a matematica envolvida e, assim,
desenvolver sua compreensdo sobre essas ideias. Embora seja aceitavel e
até mesmo desejavel ter contextos para os problemas que os tornem
interessantes, esses aspectos ndo devem ser o foco da atividade. Nem as
atividades “ndo matematicas” (cortar e colar, colorir graficos, etc.) devem
distrair os estudantes da matematica envolvida.

e A aprendizagem matematica deve requerer justificativas e explicagbes
para as respostas e os métodos. Os estudantes devem compreender que a
responsabilidade para determinar se as respostas estdo corretas e por que
elas estdo corretas também € deles. A justificativa deve ser uma parte
integrante de suas solugdes (p. 57-58, grifos do autor).
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Para Polya (1995), é necessario passar por quatro fases para se encontrar a solugéo de
um problema, séo elas: compreenséo, estabelecimento de um plano, execucao e retrospecto.

Na compreenséo do problema, o aluno precisa entender o enunciado, identificar os
principais dados e a incdgnita. Para o estabelecimento de um plano é necessario pensar em
calculos e teoremas estudados que podem ser utilizados na resolucéo e ainda, em problemas
semelhantes que ja tenham sido resolvidos. Em seguida, executar o plano tragado verificando
cada passo para atingir o objetivo, ao final, é de extrema importancia fazer o retrospecto de
todo o caminho percorrido, ndo apenas para verificar a solugédo e a existéncia de erros, mas
também para consolidar o conhecimento e aperfeicoar sua habilidade de resolver problemas
(POLYA, 1995).

O aluno pode encontrar diversas maneiras de solucionar o problema, ndo se
prendendo a regras e a um método ensinado pelo professor. Assim, entende-se que 0 ensino
nesta perspectiva esta centrado no aluno, pois ele busca de sua propria maneira, construir as
estratégias de resolucdo baseado em conhecimentos ja existentes, atribuindo significado a
todo o processo e desenvolvendo a convic¢do de que a matematica faz sentido.

Para que a metodologia apresentada cumpra com o seu papel, é importante que o
professor planeje e selecione o0s problemas de acordo com o conhecimento dos seus alunos e
as necessidades curriculares. Também é importante que promova um ambiente dinamico,
passivel de discussdes e reflexBes, para que a aprendizagem seja compartilhada. Zuffi e
Onuchic (2007) trazem alguns aspectos a serem considerados pelo professor ao utilizar os

problemas na sala de aula:

Compreender os dados de um problema, tomar decisfes para resolvé-lo,
estabelecer relagdes, saber comunicar resultados e ser capaz de usar
técnicas conhecidas sdo aspectos que devem ser estimulados em um
processo de aprendizagem através da resolucdo de problemas. No decorrer
desse processo, a formalizacdo, o simbolismo e as técnicas precisas sao
introduzidas depois da resolucdo trabalhada, dando-se liberdade aos alunos,
evitando-se direciona-los para "o que pensar" ou "o que fazer", conduzindo-
0s somente em casos de maiores dificuldades, ou seja, quando eles ndo
sabem como agir (p. 83, grifos das autoras).

Ainda sob a oOtica da resolucdo de problemas, Van de Walle (2009) propGe uma
dindmica de trés fases a fim de organizar os objetivos a serem alcancgados pelos alunos e as

acOes a serem realizadas pelo professor. A dinamica é organizada em: antes, durante e depois.
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Na primeira fase é a introducéo, o professor se certifica de que os alunos se familiarizaram
com o problema, se possuem 0s conhecimentos prévios necessarios e esclarece suas
expectativas que vao além de uma resposta. Na segunda fase, durante o desenvolvimento das
atividades, os alunos desenvolvem suas proprias estratégias de resolucdo enquanto o
professor ouvi as indagacdes e ideias dos alunos e interage com perguntas, dicas ou sugestdes
cuidadosas que contribuam na construcdo de conceitos mais elaborados, além de estimular a
verificacdo dos resultados encontrados. Na terceira fase, depois da atividade, professor e
alunos debatem sobre os resultados encontrados e os caminhos utilizados, a fim de validar os
conceitos matematicos. Esta é uma fase muito importante para a aprendizagem, pois faz com
que os alunos reflitam individual e coletivamente sobre o que investigaram (VAN DE
WALLE, 2009). Assim, para compreender os conceitos de algebra, essa metodologia se
mostra muito eficiente.

Para Van de Walle (2009), é necessario ainda, que haja a justificativa na resolugédo
dos problemas, pois € com a argumentacdo e verificacdo das conjecturas estabelecidas pelos
alunos, que o professor conseguird compreender e investigar os diversos modos de pensar.
Assim, em virtude do que foi discutido acima, a proposta de ensino a partir da resolugéo de
problemas pode se tornar potencializadora para o ensino-aprendizagem, bem como, para o
desenvolvimento do pensamento algébrico.

Van de Walle (2009) apresenta uma sequéncia de atividades que pode ser aplicada
com alunos em diversos niveis de ensino visando explorar o desenvolvimento do pensamento
algébrico. Dentre as quais, sentencas abertas para investigar o conceito de igualdade,
pensamento relacional em relacdes numéricas nos dois lados da igualdade, uso das incdgnitas
e variaveis, e resolucdo de equagdes do 1° grau utilizando o esquema da balanga com dois

pratos em equilibrio.

3.4 GENERALIZACOES OPERATORIAS

Autores como Carpenter, Franke e Levi (2003), Ponte, Branco e Matos (2009) e Van
de Walle (2009) compartilham do pensamento de que o sinal de igualdade é importante tanto
para a aprendizagem da aritmética, quanto da algebra, mas que seu significado é mal
compreendido.

Carpenter, Franke e Levi (2003) afirmam que entender o significado da igualdade é

0 primeiro passo para a realizacdo de generalizacbes operatorias, bem como, conseguir
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justificar afirmac6es matematicas por meio da discusséo entre contrastes de ideias. Segundo
Van de Walle (2009), algumas situac@es levam os estudantes a acreditar que tal sinal apenas
separa o problema da resposta, onde geralmente opera-se no lado esquerdo e da-se a resposta
no lado direito. Um exemplo esta no uso da calculadora, onde a tecla “="tem apenas a fungao
de fornecer um resultado. Este pensamento impede que os alunos se apropriem de
propriedades numéricas e operatorias que sao importantes para a aprendizagem da algebra.

Para Ponte, Branco e Matos (2009), é importante que ao longo dos anos os alunos
reconhegam a igualdade saindo do modo habitual, ou seja, da forma 2 4+ 3 = 5 por exemplo,
para5=24+3,14+4=5,3+ 2 =4+ 1. Deste modo, sera possivel observar igualdades
numeéricas e decomposi¢do de nimeros que podem evoluir para situacdes analogas com
subtracéo, multiplicacéo e divis&o.

Ponte, Branco e Matos (2009) atribuem trés significados ao sinal de igualdade:
operacional, equivalente e relacional. O primeiro indica uma operacdo a ser realizada para
encontrar um resultado, surgindo em situagfes aritméticas, como 3+ 6 =9 ou na
simplificacdo de expressdes algébricas, 2a+ 1 —a+ 3 =a + 4. O segundo, pode ser
expresso na forma de numeros e expressdes numéricas, como 1 + 6 = 5 + 2, ou algébricas
(x + 2)% = x2 + 4x + 4 (vélido para qualquer valor de x) e 2b + 1 = 13 (equivalente para

um determinado valor de b). Outro exemplo de equivaléncia se faz presente na figura abaixo.

Figura 1 - Balanca representando a ideia de equivaléncia
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Fonte: Van de Walle (2009).

Os quadrados em branco representam uma incognita, tendo em vista que podem ser
substituidos por outros simbolos, a depender do nivel dos alunos. Com este tipo de atividade
0s estudantes podem, por tentativa e erro, encontrar um sé valor que mantenha o equilibrio
da balanca, ou seja, que satisfaca a igualdade.

O terceiro e ultimo significado permite fazer uma relacdo funcional, que pode ser
expressa pela relagdo de dependéncia em equagdes com duas variaveis, como y = 3x + 5,
ou ainda em expressdes do tipo 7 + ____ = 8 + 1. Se tratando de situagdes como neste ultimo

exemplo, Van de Walle (2009) caracteriza como pensamento relacional, uma vez o aluno
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pode observar as relacbes numéricas nos dois lados da igualdade e ndo precisa
necessariamente efetuar um célculo para chegar ao resultado. Esse mesmo pensamento pode
ser utilizado em situacBes envolvendo variaveis, ndo se limitando apenas aos numeros. Para
o autor, “[...] 0 pensamento relacional vai além do célculo e em vez disso se concentra em
como uma operacgdo ou serie de operacoes se relaciona com as outras” (VAN DE WALLE,
2009, p. 289-290).

Segundo Van de Walle (2009), o pensamento relacional também pode ser utilizado
na resolucdo de equacBes com balancas como na Figura 2. Cada forma geométrica representa
uma incognita e o professor pode elaborar diversas situacdes que facam com que os alunos

comparem e encontrem valores que mantenham o equilibrio da balanca.

Figura 2 - Equacdo com balanga

Fonte: Van de Walle (2009).

Como exemplo, atribuir ao cilindro o valor de 12 gramas e questionar a massa das
esferas. O aluno pode resolver o problema mentalmente, sem fazer uso dos procedimentos
formais da algebra, considerando que as esferas juntas também devem pesar 12 gramas, visto
que a igualdade deve ser mantida. Além da proposta de resolucéo, o professor pode ainda
estimular a passagem da linguagem corrente para a simbolizacdo algébrica, solicitando uma
representacdo para esse problema (a depender do nivel da turma), resultando na equagéo
2x = 12. Pois, é importante que o aluno ndo sé consiga determinar resultados, como também

aprenda a reconhecer e representar situaces por meio da algebra.
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4 METODOLOGIA

Nesta secdo apresentamos a metodologia que buscou atender ao objetivo principal
desta pesquisa: analisar indicios do desenvolvimento do pensamento algébrico de um grupo
de alunos do 7° ano do Ensino Fundamental a partir da resolucéo de problemas relacionados
a equacdes com balancas.

Iniciamos pelos aspectos referentes a natureza da pesquisa, em seguida, trazemos
algumas informacdes sobre o campo e seus participantes, bem como, os fatores sociais e
culturais que podem influenciar nos resultados. Na sequéncia, relatamos os procedimentos
metodoldgicos que deram inicio e desenvolvimento a investigacdo e, por fim, apresentamos
0s seis problemas propostos que exploram o significado da igualdade e pensamento
relacional utilizados visando atender o objetivo principal desta pesquisa.

4.1 NATUREZA DA PESQUISA

Considerando a importancia da construcdo e desenvolvimento do pensamento
algébrico, este trabalho é de natureza basica e possui uma abordagem qualitativa, visto que
nosso objetivo foi analisar de forma reflexiva os dados coletados. Segundo Zanella (2006, p.
99), esse método “[...] ndo emprega a teoria estatistica para medir ou enumerar os fatos
estudados. Preocupa-se em conhecer a realidade segundo a perspectiva dos sujeitos
participantes da pesquisa, sem medir ou utilizar elementos estatisticos para analise dos
dados”. Para Gerhardt e Silveira (2009, p. 32) “[...] preocupa-se, portanto, com aspectos da
realidade que ndo podem ser quantificados [...]”. Segundo Minayo, (1993, p. 21). “[...]
trabalha com o universo dos significados, dos motivos, das aspiracfes, das crencas, dos
valores e das atitudes”.

Nesse sentido, o presente estudo caracteriza-se metodologicamente como
exploratdrio, pois “[...] tem como objetivo proporcionar maior familiaridade com o problema,
com vistas a torna-lo mais explicito ou a construir hipoteses. [...] tem como objetivo principal
0 aprimoramento de ideias ou a descoberta de intui¢bes” (GIL, 2002, p. 41).

De acordo com o exposto, os dados da pesquisa foram produzidos por meio de um
questionario com tarefas envolvendo equacdes com balangas, seguindo uma abordagem de

resolucdo de problemas, que foram significativas para analisar a construcdo do
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desenvolvimento do pensamento algébrico considerando o ambiente de ensino proposto por
Van de Walle (2009).

4.2 CONTEXTO DA PESQUISA

A escola escolhida para o desenvolvimento deste trabalho foi uma instituicdo da rede
privada da cidade de Lajedo — PE. Inicialmente, como etapas de ensino, eram ofertados na
escola (campo da pesquisa) apenas a Educacdo Infantil e Ensino Fundamental Anos Iniciais.
O Ensino Fundamental Anos Finais foi implementado em 2017 e atualmente, ainda conta
com apenas uma sala para cada turma (6°, 7°, 8° e 9° anos) com uma média de 9 alunos cada
uma.

Os participantes da pesquisa foram estudantes do 7° ano, com idades entre 11 e 13
anos, formando um quantitativo de 10 alunos, 3 meninos e 7 meninas. Foram organizados
em cinco duplas, pois consideramos que as discussdes entre si S40 muito proveitosas e podem
contribuir para a nossa investigacdo. Para preservar suas identidades, nomeamos as cinco
duplas como: D1, D2, D3, D4 e D5.

Como professora/pesquisadora?, tenho® consciéncia da facilidade e das dificuldades
gue os alunos tém na disciplina de Matematica e do rendimento mediante 0s conceitos
trabalhados. Considero uma turma participativa e quase sempre autbnoma no
desenvolvimento de atividades em sala de aula, um fator que contribuiu para a escolha como
participantes da pesquisa.

No periodo em que a pesquisa foi realizada os alunos estavam aprendendo sobre as
operagfes com nUmeros racionais, conteudo que ndo apresentavam muitas dificuldades,
portanto, ainda nao tinham tido o contato com os procedimentos formais da algebra, outro

fator determinante para a escolha da referida turma.

4.3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A pesquisa foi realizada durante quatro aulas de matematica distribuidas entre os dias

27 e 28 de junho de 2022, com duracdo de 50 minutos cada. Os dados foram coletados por

2 Usaremos este termo quando a pesquisadora também desempenhar de forma concomitante a fungéo de
professora.

3Em alguns momentos apresentamos o texto na primeira pessoa do singular, por se tratar de relatos especificos
da aluna do curso de Licenciatura em Matematica que desenvolveu a pesquisa de campo.
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meio dos registros escritos nos questionarios, gravagdes de audio e diario de campo. Para ter
acesso as discussdes realizadas pelas duplas, foi solicitado aos alunos para que levassem seus
aparelhos celulares para utilizarem a ferramenta de gravacgéo de audio.

Conforme mencionado anteriormente, a dinamica do ambiente de ensino de Van de
Walle (2009) foi utilizada e o Quadro 1 apresenta a organizacdo das etapas realizadas e a

descricdo dos problemas.

Quadro 1 — Etapas de realizacéo da dindmica

Etapas Fases Descricao
1° Antes Apresentacdo de forma coletiva da sequéncia de problemas.
2° Durante Resolucdo dos problemas 1 e 2.
3° Depois Socializacao dos problemas 1 e 2.
4° Durante Resolucdo do problema 3.
5° Durante Resolucdo dos problemas 4 e 5.
6° Depois Socializac¢ao dos problemas 4 e 5.
7° Durante Resolucdo do problema 6.

Fonte: As autoras (2022).

A fase do antes foi realizada apenas no inicio da sequéncia de tarefas com algumas
orientagdes sobre a organizagdo da sala e o trabalho a ser realizado. Posteriormente, na “fase
do durante” foi entregue o Problema 1 e conforme as duplas finalizavam, o Problema 2 foi
sendo distribuido. Ao final dessa etapa, realizamos a socializacdo dos dois problemas
retomando no quadro as respostas obtidas e abrindo espaco para que os alunos discutissem e
tentassem chegar a um resultado geral.

Novamente na “fase do durante”, iniciou-se a resolugdo do Problema 3 que foi
entregue junto com as figuras representando os solidos geométricos ja recortados em um
envelope para ndo haver atrasos, no entanto, ndo houve tempo para a socializa¢do. Mas como
os alunos estavam gravando os dialogos, ndo deixamos de ficar a par das ideias e discussdes
que os levaram as respectivas criagoes.

No dia seguinte, também na “fase do durante”, foi entregue o Problema 4 ¢ conforme
finalizavam, o Problema 5 ja foi sendo resolvido. Ao término dessa fase, iniciamos a
socializagéo dos dois problemas, semelhante a anterior. Concluindo as resolugdes, as duplas

resolveram o Problema 6 que também n&o houve tempo para socializagao.
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4.4 OS PROBLEMAS

Com o intuito de gerar discussdes enriquecedoras e contribuir para a constru¢do do
pensamento algébrico, montamos uma sequéncia com seis problemas (Quadro 2)
relacionados a equacfes que envolvem a nocdo de igualdade, pensamento relacional e
generalizacGes operatorias, com balangas equilibradas. Dois deles tratam da elaboracdo de
problemas semelhantes aos resolvidos, com o objetivo de analisar a criatividade dos alunos,
bem como o entendimento dos conceitos trabalhados nos problemas anteriores.

As tarefas foram elaboradas e adaptadas a partir das atividades de Greenes, Findell e
Cavanagh (2008), seguindo uma sequéncia com relacdo ao nivel de dificuldade. Todos 0s
problemas contemplam a relagdo de equilibrio entre pratos de balancas que contém sélidos
geomeétricos representando as varidveis, pois como traz Usiskin (1995), essas formas sdo

€,

equivalentes ao “x” comumente usados nas equacoes.

Quadro 2 — Problemas e objetivos

Problemas Objetivos
Problema 1 - Explorar o conceito de
igualdade;
Considerando que os objetos de mesma forma na figura | -Analisar a
abaixo tém a mesma massa, responda: proporcionalidade  dos
objetos;

- Relacionar a massa dos
objetos de um prato para 0
outro;

(= ) - Descobrir o valor da
massa de um objeto a
partir do valor de outro.

a) Uma esfera equilibra quantos cilindros? Explique como | Observagdo: O problema

chegou no resultado. 2 é semelhante ao 1, mas
b) Quantos cilindros sdo necessarios para equilibrar 6 | o primeiro os alunos se
esferas? Como vocé descobriu? depararam apenas com
¢) Se um cilindro pesa 5 gramas, qual é o peso* de uma | himeros inteiros,
esfera? Justifique a sua resposta. enquanto no segundo,
pertencente ao campo dos
Problema 2 nameros racionais.

4 Reconhecemos que o termo “peso” e “massa” representam grandezas diferentes, no entanto, optamos por
ndo entrar nessa discussdo, uma vez que o livro ao qual nos baseamos para elaboracdo dos problemas utiliza
“peso” e € um termo comumente usado pelos alunos.
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Considerando que os objetos de mesma forma na figura
abaixo tém a mesma massa, responda:

2
1
CX X
TANERYAY
]

Y

8)

a) Se vocé adicionar mais 3 cubos no primeiro prato,
quantas esferas precisard adicionar para que a balanca
continue em equilibrio? Expligue como chegou no
resultado.

b) Se uma esfera pesa 9 gramas, qual é o peso de um cubo?
Justifique sua resposta.

c) Um cubo equivale a quantas esferas? Como vocé
descobriu?

Problema 3

Crie um problema semelhante aos anteriores colando os
objetos nos pratos da balanca. Em seguida, elabore duas
perguntas.

- Desenvolver o conceito
de proporcionalidade;

- Desenvolver o conceito
de variavel;

- Criar estratégias para
relacionar os objetos;

- Determinar o equilibrio

. i_ X ) entre os pratos a partir da
2 disposicao escolhida para
0s objetos.
Problema 4

Considerando que os objetos de mesma forma na figura
abaixo tém a mesma massa, responda:

@ (P X D) 2
o [ +— T N
. - o b
AN c - 1 K|
o

| 1
® 0

a) Um cilindro equilibra quantas esferas? Explique como
voceé descobriu.

b) Quantas esferas sdo necessarias para equilibrar 4 cubos?
Justifique a sua resposta.

- Explorar o conceito de

igualdade em  cada
balanga;

-Analisar a
proporcionalidade  dos

objetos entre os pratos e
entre as balancas;

- Relacionar as massas de
objetos em  balancas
diferentes;

- Descobrir o valor da
massa de um objeto a
partir de um valor dado
em outra balanca.
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c) Se 1 cilindro pesa 12 gramas, qual € o peso de 1 esfera?
Como vocé descobriu?

Problema 5

Considerando que os objetos de mesma forma na figura
abaixo tém a mesma massa, responda:

a) Um cilindro equilibra quantas esferas? Como vocé
descobriu?

b) Quatro cilindros equilibram quantos cubos? Explique
como voceé chegou ao resultado.

c) Se 1 cilindro pesa 9 gramas, qual é o peso de 1 cubo?
Como vocé descobriu?

Observagédo: O problema
5 é bem semelhante ao 4,
mas no quarto os alunos
se depararam apenas com
numeros inteiros,
enquanto que no quinto,
com 0s nimeros
racionais.

Problema 6

Crie um problema semelhante aos anteriores colando os
objetos nos pratos da balanca. Em seguida, elabore duas
perguntas.

- Desenvolver o conceito
de proporcionalidade;

- Desenvolver o conceito
de variavel;

- Criar estratégias para
relacionar os objetos;

- Determinar o equilibrio
entre os pratos das duas
balancas a partir da
disposicao escolhida para
0s objetos.

Fonte: As autoras (2022).
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Nas folhas com impressas com os problemas foram deixados espacos em branco para
que as duplas de alunos explicitassem o raciocinio e/ou caminho que os levaram a chegar em
uma resposta.

A seguir, apresentamos a andlise e discussao dos dados.



5 ANALISE E DISCUSSAO DOS DADOS

Nesta secdo, apresentamos a analise dos resultados de nossa investigagdo organizada
em blocos. Nos quais apresentamos 0s registros e as discussdes de acordo com as fases
propostas por Van de Walle (2009). Como ja citado, os dados analisados foram produzidos
por meio de um estudo de caso realizado pela professora/pesquisadora durante aulas de
matematica. Para haver uma melhor compreensdo, organizamos a anélise em cinco blocos e
elaboramos quadros no segundo e no quarto para registrar as respostas dos alunos, bem como
cada respectiva justificativa. As respostas iguais e justificativas semelhantes foram colocadas

apenas uma vez.

5.1 BLOCO 1: FASE DO ANTES

Trazemos no quadro abaixo o registro do diario de campo da professora/pesquisadora

durante a primeira fase da dinamica.

Quadro 3 — Fase do antes

Pedi que os alunos escolhessem suas proprias duplas para que ndo houvesse
nenhum tipo de atrito que viesse atrapalhar o desenvolvimento da atividade.

Apbs a organizacdo da sala, expliquei que iriam resolver uma sequéncia de
problemas envolvendo conceitos que ja tinham estudado no ano anterior e que em todos
os problemas precisaria haver a justificativa do resultado encontrado. Rapidamente surgiu
a pergunta: “E se eu fizer ‘de cabeca’?”, respondi que ndo havia problema, contanto que
explicasse o pensamento utilizado para chegar a resposta.

Como ha solidos geométricos nos problemas, para ndo haver davidas sobre as
nomenclaturas, questionei sobre o que seriam esferas, cubos e cilindros. Prontamente,
comecaram a fazer gestos e citar exemplos como bola, cubo magico e lata de refrigerante,
0 que deixou claro que ndo havia problemas de compreensédo nesse aspecto. Em seguida,
0 Problema 1 foi entregue para cada dupla.

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Essa fase foi importante para a compreenséo das atividades a serem desenvolvidas e
para o esclarecimento de possiveis questionamentos que poderiam vir a ocorrer. Dessa forma,
serviu como um preparo para que 0s alunos pudessem ser mais autbnomos no

desenvolvimento das fases posteriores.
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5.2 BLOCO 2: PROBLEMAS 1 E 2

Apresentamos no quadro abaixo os problemas, respostas e respectivas justificativas

referentes aos problemas 1 e 2 na fase do durante.

Quadro 4 — Respostas e justificativas para os Problemas 1 e 2

cilindros? Explique como
chegou no resultado.

(Todas as duplas)

A SEE Respostas Justificativas
- (D1 e D2) 6+3=2;
P1L - a) Uma esfera . ( ST .
equilibra quantos 2 cilindros - (D3 e D4) Pois 2 cilindros s&o iguais

a 1 esfera;
- (D5) Dividindo 3 esferas por 6
cilindros, cada uma fica com 2.

P1 - b) Quantos cilindros
s80  necessarios  para
equilibrar 6 esferas? Como
vocé descobriu?

12 cilindros
(Todas as duplas)

- (D1, D4 e D5) Porque para cada
esfera sdo 2 cilindros, e 6x2 ¢ igual a
12;

- (D2 e D3) Pois se multiplicarmos a
balanga por 2, as esferas se
transformariam em 6 e
consequentemente os cilindros seriam
12.

- (D1, D2, D4 e D5) Porque a esfera é

que a balanca continue em
equilibrio? Explique como
chegou no resultado.

10 gramas 0 dobro de um cilindro, se um cilindro
P1-c) Se umcilindro pesa | (Quatro duplas) | corresponde a 5g, multiplicado por 2 é
5 gramas, qual é o peso de igual a 10g.
uma esfera? Justifique a 25
sua resposta. (ijgrglrjnall;) - (D3) Dividimos o peso do cilindro
P por 2, chegando no resultado 2,5.
- (D3 e D4) Fizemos as esferas e 0s
cubos vezes 2, assim, as esferas se
A tornam 8 e os cubos 6, entéo retirei 0
P2 - a) Se vocé adicionar - .
. o que ja estava e ficou 3 cubos e 4
mais 3 cubos no primeiro esferas:
B;:f:ci)éaréqu:gitcaisonarengzri?; 4 esferas - (D5) Somando as esferas da 36,
(Quatro duplas) dividindo da 12, adicionando mais 3

cubos, da 72 e adicionando mais 4
esferas da 72;

- (D2) Porque se o total pesa 12 e
adicionarmos o dobro, ficaria 24 nas
duas partes.




8 esferas
(Uma dupla)

- (D1) Porque 3x2=6 cubos e 4x2=8
esferas, pois se adicionarmos 3 cubos
seria 0 dobro de 3, e isso se aplica as
esferas, sendo o resultado final 8.

P2 —b) Se uma esfera pesa
9 gramas, qual é o peso de
um cubo? Justifique sua
resposta.

12 gramas
(Todas as duplas)

- (D1, D2, D3 e D5) Porque se uma
esfera pesa 9, as outras também
pesardo 9 sendo o resultado 36. Cada
cubo pesa 12, pois 12x3=36;

- (D4) Porque 4x9 é igual 36 e 36+3
¢ igual a 12. Ainda, 36—27 é igual a 9
e dividindo para 3 cubos é 3, depois
somamos 9 e 3 que é 12,

P2 - ¢) Um cubo equivale a
quantas esferas? Como
vocé descobriu?

Aproximadamente
1,3 esferas
(Trés duplas)

- (D1 e D3) Porque 12+9=1,333..,;

- (D2) Corresponde a 1 mais 0,333...,
pois 1-+3=0,333 e
0,333+1=1,333...x3=4.

1,3 esferas
(Duas duplas)

- (D4 e D5) Porque colocamos 1 parte
inteira e 1 parte de 3. Deu 3 porque
dividimos 9g por 3 cubos.

Para analisar cada alternativa, optamos por ndo seguir a ordem de resolugéo de cada
problema, pois dada a semelhanca entre algumas questdes, consideramos analisa-las

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

préximas umas das outras de modo a facilitar a compreenséo do leitor.

Na alternativa a do Problema 1, notamos que a justificativa da D5 ndo esta de acordo

com a discussao da dupla na fase do durante.

Quadro 5 - Didlogo da dupla D5: alternativa a do Problema 1

D5°.15: — E dois, eu acho.
D5.2: — Por que € dois?

com dois.

explicamos?

D5.1: Foi dividindo, s6 ndo sei como colocar.
D5.2: Dividimos as trés esferas pelos seis cilindros e cada uma ficou com dois.

D5.1: — Porque essa aqui [esfera] fica com dois [cilindros], essa aqui com dois e essa aqui

D5.2: E mesmo, entendi. Mas temos que dizer como chegamos ao resultado, como

S |dentificacéo da dupla.
® |dentificacéo do participante.

Fonte: Dados da pesquisa (2022).
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Ao iniciar a resolucdo, a dupla rapidamente chegou na solucdo do problema
agrupando os objetos na figura, mas apresentou dificuldade para formalizar o pensamento
por meio de uma operagao, entdo pensou na divisdo, mas inverteu a ordem dos valores sem
perceber que o resultado numérico seria diferente. Esse fato ndo indica incompreenséo quanto
a equivaléncia entre os objetos, mas do procedimento aritmético. Talvez pensem, assim como
é mencionado na multiplicacdo e divisdo, que a ordem de divisor e dividendo néo altere o
resultado.

A dupla D2, além de usar a diviséo para justificar sua resposta, fez um registro para

ilustrar seu pensamento, mostrando que dois cilindros equivalem a uma esfera (Figura 3).

Figura 3 - Registro da dupla D2: alternativa b do Problema 1
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Para resolver o item c do Problema 2, os alunos utilizaram uma estratégia semelhante
a alternativa citada anteriormente, a operacdo de divisdo. Nesse item, foi utilizado o calculo,
pois a relacdo de equilibrio ndo estava tdo perceptivel quanto no primeiro problema. Por se
tratar de um resultado decimal, a mera observacdo nao foi suficiente para algumas duplas.

A dupla D2 utilizou a estratégia de agrupar as figuras, distribuindo uma esfera para
cada cubo, e como sobrou uma, dividiu para os trés cubos, obtendo como resultado 0,333...,
no fim, somou com a esfera inteira. Além de fazer o calculo e chegar a resposta adequada, a
dupla ainda realizou uma verificacdo - a fase do retrospecto, como traz Polya (1995) - ao
multiplicar 1,333... pela quantidade de cubos, mostrando que o resultado seriam as 4 esferas
presentes no problema.

Ainda sobre a resolucdo do item ¢ do Problema 2, observamos que duas duplas
utilizaram a informagéo do peso da esfera presente na alternativa b de forma diferente das
demais. As duplas D4 e D5, deram a seguinte resposta “Porgque colocamos 1 parte inteirae 1
parte de 3. Deu 3 porque dividimos 9g por 3 cubos”. Entendemos que esse resultado nao é
uma aproximacao da dizima periddica “1,333...” como apontado pelas outras duplas, mas um
equivoco, pois atribuiu ao namero 1 a quantidade de esferas e ao 0,3 a quantidade de gramas

proporcional referente a parte da esfera. Isso nos faz refletir o quéo importante é a justificativa
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na solucéo de um problema e consequentemente, para a aprendizagem matematica, como cita
Van de Walle (2009), sem compreender o caminho percorrido até chegar a resposta,
poderiamos té-la interpretado como uma aproximag&o para a dizima periodica.

Pelas justificativas da alternativa b do Problema 1, inferimos que todas as duplas
compreenderam o conceito de manter o equilibrio da balanca quando multiplicaram ambos
0s pratos pelo mesmo valor. O que se relaciona com a resolucdo de uma equagdo com 0s
métodos formais da algebra, realizando operagdes nos dois lados da igualdade. A dupla D4
também utilizou a relagdo encontrada no item a para resolver o item b e fizeram o seguinte

registro.

Figura 4 — Registro da dupla D4: alternativa b do Problema 1

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

O conceito de manter o equilibrio da balanga ao realizar as multiplicaces observado
no item anterior, também esta presente nas resolucdes da alternativa a do Problema 2, mas a
questdo nao se refere ao total de figuras no prato, e sim, a quantidade que precisa ser
adicionada para manter o equilibrio da balanca. Nesse ponto, a dupla D1 se equivocou e
registrou como resultado o total de esferas, mas pela justificativa apresentada ndo houve
nenhuma dificuldade de interpretacdo do problema, pois o fato foi esclarecido durante a
socializagdo, onde relataram falta de atencdo no momento de escrever o resultado final.

Ainda com relagédo ao item a do Problema 2, a dupla D5 utilizou a informacao do
peso da esfera dado na alternativa b e conseguiu encontrar a resposta adequada, ja a dupla

D2 estipulou um valor para representar a massa dos pratos (Quadro 6).

Quadro 6 — Dialogo da dupla D2: alternativa a do Problema 2

D2.1: — E se a gente pegar um valor que dé para dividir os dois? VVamos tentar 12.
D2.2: —E, 12 ¢ o total.
D2.1: — Entdo 12 dividido para 3 é 4, cada cubo vale 4 e 12 dividido para 4 é 3, cada
esfera vale 3. A gente precisa adicionar mais 3 cubos.
D2.2: — Entdo vai ficar 24, ndo é?
D2.1: — Entdo vamos precisar de mais 4 esferas, para dar 24 também.
Fonte: Dados da pesquisa (2022).
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Para as duplas, ainda ha grande necessidade de atribuir valores as incognitas, pois
como as manipulacdes algebricas ndo Ihes foram apresentadas, tendem a resolver grande
parte dos problemas utilizando o pensamento aritmético e chegar a um resultado numérico,
como traz Kieran (1992, apud, ALMEIDA,; CAMARA, 2014).

O dialogo apresentado no Quadro 6, indica que a dupla pensou no nimero 12 como
um namero divisivel pela quantidade de cubos e de esferas simultaneamente, mas sabia que
outros valores também poderiam ser utilizados para chegar ao resultado. 1sso mostra que o
conceito de variavel foi utilizado, mesmo sem té-lo visto formalmente. Esse fato nos indica
que o pensamento algébrico se faz presente nas estratégias utilizados pela dupla, pois ao
substituir uma variavel por um valor arbitrario, encontrou o valor de outra pela relacdo de
igualdade.

Na resolucéo da alternativa ¢ do Problema 1, apenas a dupla D3 respondeu de forma
diferente das demais. Ao invés de utilizar a relacdo obtida no item a, repetiu 0 processo de
dividir o contedo do segundo prato pelo primeiro, sem fazer a interpretacdo do problema.
Quando questionada sobre isso durante a socializacao, relatou que tinha invertido, porque na
verdade, as esferas pesam mais que os cilindros, visto que estdo em menor quantidade. 1sso
evidencia ainda mais a importancia da realizacdo da fase do retrospecto (POLYA, 1995).

Semelhante a esse item, temos a alternativa b do Problema 2, onde todos os alunos
chegaram ao resultado adequado. A dupla D4 trouxe duas justificativas diferentes para
explicar seu resultado, a primeira, como as demais duplas, calculou o valor total em cada
prato, e dividiu-o pela quantidade de cubos, o que pela linguagem algébrica, poderiamos
responder utilizando 3x = 4x9. Entdo, notamos que as duplas fizeram uso das mesmas
estratégias comumente usadas na resolucdo de equacdes do 1° grau, mesmo sem nunca terem
sido apresentados, assim como traz Van de Walle (2009). Na segunda justificativa da dupla
D4, descobriu o valor total no prato das esferas, retirou o equivalente a trés, o que
corresponde a uma esfera para cada cubo, assim cada cubo ja corresponderia a 9g. A esfera
que sobrou foi dividida em 3 partes, uma parte para cada cubo, consequentemente, 3g para
cada cubo que ja estava com 9g, totalizando 12g. Dessa forma, a dupla mostrou que ndo ha
um metodo memorizado de resolugdo, o que € uma das caracteristicas de um problema,
segundo Zuffi e Onuchic (2007).

Nas resolugdes e estratégias apresentadas, observamos que o pensamento algébrico
se faz presente na fase de desenvolvimento dos problemas entre as duplas. Os alunos

realizaram conjecturas que indicam o reconhecimento de incdognitas e variaveis por meio dos
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solidos geomeétricos utilizados nos problemas, que segundo Usiskin (1995), os objetos séo
equivalentes as letras. Ademais, percebemos que houve a compreensao do significado da
igualdade pois por meio do pensamento relacional realizaram procedimentos que mantiveram

0 equilibrio da balanca.

5.2.1 Socializacdo dos Problemas 1 e 2

Seguindo na dindmica das trés fases de Van de Walle (2009), damos continuidade a
este bloco trazendo algumas consideracdes sobre a ultima fase, a “fase do depois”. Apds
todas as turmas finalizarem as resolucdes, as respostas foram escritas no quadro para que
pudéssemos discuti-las a fim de chegarmos a uma resposta/conclusdo coletiva. Durante a
discussdo do Problema 1 algumas duplas apresentaram suas justificativas para as respostas,
algumas falas pertinentes surgiram referentes a alternativa b, referentes ao significado da

igualdade através do equilibrio das balancas.

Quadro 7 — Dialogo da socializacdo: alternativa b do Problema 1

Professora/pesquisadora: — Por que vocés acham que sdo 12 cilindros?
D3: — E s0 fazer vezes 2.
Professora/pesquisadora: — Por que multiplicar por 2?
D2: — Porque vao ficar 6 esferas, que € o dobro de 3, consequentemente, o outro lado
também vai dobrar, entdo vai dar 12.
Professora/pesquisadora: — E por que tem que dobrar o outro lado também?
D3: — Se ndo fica um lado maior que o outro.
D1:. — la ficar desigual e ndo pode.
Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Na socializagdo do Problema 2, houve alguns questionamentos sobre o porqué de
todos os alunos terem colocado a mesma resposta na alternativa c, mas o seu significado ndo
condiz com o resultado adequado (1,333... ou = 1,3). Entdo, comegaram a perguntar se
mesmo colocando o resultado final igual ao das outras duplas, ainda estaria errado. Diante
disso, notamos que os alunos se preocupam muito com o resultado final, se esta certo ou
errado, independente do caminho percorrido para chegar a resposta. Esse é um aspecto que
precisa ser trabalhado em sala de aula, pois sabemos que todo o processo é fundamental para
a aprendizagem, nédo apenas o resultado final.

O momento de socializacdo foi importante para estimular a participacao coletiva e

juntos discutirem caminhos, estratégias e conjecturas para a resolucdo dos problemas. Além
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de esclarecer alguns equivocos ocorridos durante as resolucdes e solidificar os conceitos que
foram sendo descobertos ao longo de cada problema, bem como, o pensamento algébrico que
foi sendo desenvolvido.

A seguir, apresentamos o segundo bloco de nossa anélise.

5.3 BLOCO 3: PROBLEMA 3

Neste bloco, trazemos a analise do primeiro problema abordando a elaboracéo de
questdes. Consideramos importante a inclusdo desse tipo de atividade ao nosso questionario,
pois objetivadvamos analisar a criatividade dos alunos e também a relacdo com os problemas
resolvidos anteriormente. A seguir, apresentamos alguns registros e considerages das
elaboracdes do problema 3.

A dupla D1, de forma diferente das demais duplas, utilizou sélidos geométricos
diferentes em um mesmo prato, algo que nao lhes foi apresentado em nenhum dos problemas

propostos.

Figura 5 — Resolucgéo da dupla D1: Problema 3

B\ S LOOATAD LADS Vs LRILITHOR AN wed) L.

U gpvarccovs

B0 ° ce v cunding ©
Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Para a elaboracao das perguntas, a dupla dispds os solidos nos pratos sem um critério
especifico, com a ideia de atribuir valores a alguma figura e perguntar o peso de outras,
ajustando e modificando sempre que necessario. No item a, notamos que quando a dupla diz
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“as balancas”, esté se referindo aos pratos, ou poderia ser “a balang¢a” para manter o sentido,
e cada prato tem um peso de 47g. O Quadro 8 traz o dialogo do inicio da discussdo do

problema durante a resolucéo.

Quadro 8 - Dialogo da dupla D1: Problema 3

D1.1: — Aqui [primeiro prato] a gente coloca dois quadradinhos e duas bolinhas, e aqui
[segundo prato] trés quadradinhos e dois cilindros.
D1.2: — Aqui [segundo prato] né&o vai ficar mais pesado?
D1.1: — Calma, é s a bolinha ser mais pesada. Vamos pensar nas medidas de cada um
para depois fazer as perguntas.
D1.2: — Um namero para podermos dividir depois, que seja maior que vinte para ndo ficar
tdo facil. E a bolinha ser mais pesada.
D1.1: — Talvez 52, sera que da certo?
D1.2: — O peso total dos dois pratos?
D1.1: — Néo, de um so.
D1.2: — E o outro?
D1.1: — E igual, ndo esta em equilibrio?
Fonte: Dados da pesquisa (2022).

A partir desse didlogo, notamos primeiramente a forma como os solidos foram
chamados, o que posteriormente foi corrigido pela prépria dupla no momento da escrita
(Figura 5). O participante D1.1 notou que o segundo prato poderia ficar mais pesado por ter
mais figuras, mas a relacdo de equilibrio foi lembrada pelo colega, afirmando que a esfera
poderia ter um peso maior.

Desse modo, a dupla pensou em atribuir 12g para a esfera, e efetuando os calculos,
notou que a esfera ndo teria 0 maior valor. Entdo, concluiu que o valor de 52g estipulado para
cada prato, ndo daria certo. Ao diminuir o valor para 479 e adotar 12,59 como o0 peso da
esfera, cada cubo ficou com 11g e o cilindro, 7g. Atingindo assim, 0 objetivo de manter a
esfera como o s6lido mais pesado.

Se a dupla tivesse utilizado o pensamento relacional, teria notado que ndo haveria
necessidade de modificar a massa total de cada prato, pois conforme o valor de cada esfera
aumenta automaticamente o valor dos outros sélidos diminui. Segundo Van de Walle (2009),
operando a partir desse conceito, uma operagéo se relaciona com as outras visto que estdo na
relacdo de equilibrio.

Para resolver ambas as questOes criadas pela dupla, poderiamos representa-las

algebricamente por 2x + 25 = 47, utilizando o x para representar a massa do cubo, e ao
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descobri-lo, montar a equacgéo para a segunda questdo, 2y + 33 = 47 utilizando o y para a
massa do cilindro.

Assim como no dialogo da dupla D1 (Quadro 8), observamos que nas questdes da
dupla D2 (Figura 6) também houve uma preocupacao em elaborar questdes com um nivel

maior de dificuldade, como mostra o Quadro 9.

Figura 6 - Resolucdo da dupla D2: Problema 3
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Quadro 9 - Dialogo da dupla D2: Problema 3

D2.1: — Vamos supor que cada esfera vale 3 e cada cubo, 5.

D2.2: — Entdo aqui [primeiro prato] ja tem 14, mas 14 fica muito facil. Vamos colocar
um cilindro, valendo 2,25.

D2.1: — Entéo ficamos com 16,25kg em cada prato. A gente pode colocar no enunciado

0 peso da balanca toda e para responder ainda vai ter que dividir por 2.
Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Observamos que quando a dupla cita “o peso total da balanga”, esta se referindo a
soma da massa nos dois pratos, o que poderia ser interpretado de maneira diferente, pois
teoricamente, o suporte da balanga também tem uma massa. A dupla criou trés questbes
(Figura 6), onde o item b depende do valor encontrado no a, mas pede que seja dado o valor



da metade da esfera, adicionando assim, a necessidade de mais atencdo ao respondé-lo. No
item c observa-se que a dupla pensou em explorar o conceito de equilibrio, associando a
necessidade de dobrar a massa dos sélidos, visto que o valor total nos pratos também dobra,
0 que nos remete aos métodos formais de resolucao de uma equacéo.

A dupla D4 foi a Unica que elaborou uma questdo (Figura 7) sem atribuir valores as
variaveis. Notamos apenas um equivoco na escrita, pois trocou a palavra “equilibram” por
“pesam”, mostrando uma falta de familiaridade com o termo correto, mas que ndo impediu a
compreensdo do problema. Ambas as questbes criadas se assemelham com o problema
resolvido anteriormente, o que nos remete a uma das fases de resolucdo, segundo Polya
(1995), o estabelecimento de um plano, que diante de um problema, o aluno pensa em

procedimentos utilizados em outros ja resolvidos.

Figura 7 - Resolucdo da dupla D4: Problema 3
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Na primeira questao temos uma relacéo de equilibrio que pode ser resolvida por meio
do agrupamento das figuras ou pela divisao, assim como o Problema 1. Na segunda questéo,
é possivel encontrar a massa total de cada prato e descobrir que cada cubo possui 1g ou
resolver a equacao 4 = 4a, utilizando por exemplo a letra a para representar a massa do cubo.

Por fim, a solugdo da dupla D5 (Figura 8), no item a traz os trés solidos e d& apenas
o0 valor de um deles e pergunta o peso dos restantes, o que resulta em uma equacdo com duas
variaveis, que possibilita mais de uma Unica resposta. Pelo didlogo da dupla no momento da

resolucéo, o valor 19 foi atribuido ao cubo, 5 aos cilindros e 9 a esfera, mantendo assim o
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equilibrio. Portanto, poderiamos pensar em uma infinidade de valores para que a igualdade
fosse satisfeita, utilizando o pensamento relacional, como trazem Ponte, Branco e Matos

(2009) ao se referirem as equagcbes com duas variaveis.

Figura 8 — Resolucdo da dupla D5: Problema 3
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Ainda referindo ao item a criado pela dupla D5, segundo Van de Walle (2009) esse
tipo de questdo pode contribuir ndo sé para a consolidacdo do conceito de variavel e equacéo,
mas também como um precursor para a aprendizagem de fungdes. Talvez a dupla tenha
pensado em apenas uma combinacdo de valores, mas em um problema como esse, pode ser
explorado o pensamento algébrico e a generalizacdo. No item b, a relacdo de igualdade
também foi explorada, visto que para resolvé-lo, basta dobrar a quantidade de cada variavel,
adicionando mais dois cilindros e uma esfera.

De maneira geral, observamos que todas as duplas criaram questdes substituindo as
variaveis por valores numeéricos e perguntando o valor de outra, 0 que nos traz novamente ao
pensamento aritmético citado por Kieran (1992, apud, ALMEIDA; CAMARA, 2014).
Podemos notar que neste bloco os alunos ndo sé resolveram equacfes sem 0s métodos
formais da algebra, como também as criaram, usando desenhos como representacdes que Sao
equivalente ao “x” comumente usado, assim como aborda Usiskin (1995). Desta forma, o
Problema 3 trouxe indicios do pensamento algébrico dos alunos.

A seguir, apresentamos o terceiro bloco de nossa analise.
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5.4 BLOCO 4: PROBLEMAS 4 E 5

Trazemos no quadro abaixo os problemas, respostas e respectivas justificativas.

Quadro 10 — Respostas e justificativas para os Problemas 4 e 5

Explique VOCé

descobriu.

como

(Todas as duplas)

Problemas Respostas Justificativas
P4 - a) Um cilindro
equilibra quantas esferas? 2 esferas - (D1, D2, D3 e D4) 4+2=2;

- (D5) Porque 6+6 ¢ 12.

P4 - b) Quantas esferas
Sd0  necessdrias  para
equilibrar 4  cubos?
Justifique a sua resposta.

6 esferas . A
(Uma dupla) - (D3) Pois a balanca esta equilibrada.
- (D5) Contando os 6 pois 6+6 é 12, entdo
9 esferas contamos todos 0s 6 que tém em todos 0s
(Uma dupla) 12.
- (D1, D2 e D4) Porque os cilindros
12 esferas foram triplicados, consequentemente, as

(Trés duplas)

esferas também serdo triplicadas, e as
esferas sdo o dobro dos cilindros.

P4 - ¢) Se 1 cilindro pesa
12 gramas, qual é o peso
de 1 esfera? Como vocé
descobriu?

6 gramas
(Todas as duplas)

- (D1, D2, D3, D4 e D5) Porque se as
esferas sdo a metade dos cilindros,
12+2=6.

cubos? Explique como
vocé chegou ao resultado.

(Todas as duplas)

1,3 esferas - (D5) Porque dividindo uma esfera e
P5 - a Um cilindro (Uma dupla) pegando outra inteira, da 9g.
equilibra quantas esferas?
Como voce descobriu? 15esferas | - (D1, D3 e D4) Pois 6+4=15;
(Quatro duplas) | - (D2) Porque 1+2+4=1,5 ¢ 1,5x4=6.
- (D5) Porque 12+12+12 da 36;
P5 — b) Quatro cilindros - (D2, D3, ¢ D4) Se um cubo equw_ale a2
- esferas, € so tirar um cubo que ficam 6
equilibram quantos 3 cubos

esferas;

- (D1) Porque 4 cubos equivalem a 8
esferas, sendo o dobro de cubos. Entéo 6
esferas equivalem a 3 cubos.

P5 —¢) Se 1 cilindro pesa
9 gramas, qual é o peso de
1 cubo? Como vocé
descobriu?

12 gramas
(Todas as duplas)

- (D5) Porque dividindo 48 por 4 da 12;
- (D3 e D4) Porque 9x4=36 e 12x3=36;
- (D1 e D2) Porque 9%x4=36 e 36+3=12.

Fonte: Dados da pesquisa (2022).
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Os itens a dos Problemas 4 e 5 foram resolvidos de maneira semelhante pois quatro
das cinco duplas utilizaram a operacdo de divisao ou o agrupamento dos solidos para chegar
ao resultado. Nesses itens, as relagOes solicitadas necessitam de observagdo apenas na
primeira balanca, mas nos proximos, requerem que os alunos relacionem as duas balancas.

Assim como em alguns problemas anteriores, alguns alunos tendem a atribuir valores
as variaveis e resolver de forma aritmética. Para fazer a verificacdo do resultado encontrado
por meio da divisdo no item a do Problema 4, caracterizada também pela fase do retrospecto
(POLYA, 1995), a dupla D2 fez o seguinte registro:

Figura 9 — Resolucdo da dupla D2: alternativa a do Problema 4

a) Um cilindro equilibra quantas esferas? Explique como vocé descobriu.
B\ 20048 s 0x3°20 o OXxy=3

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

A dupla atribuiu ao cilindro o nimero 1 e para a esfera, 0,5 e com as multiplicacdes,
buscaram provar que ambos 0s pratos resultaram em massas iguais, mantendo o equilibrio
da balanca.

Entendemos que a referida resolucdo foi um método utilizado para confirmar o
resultado encontrado anteriormente, o que nos remete a fala de Zuffi e Onuchic (2007),
quando discorrem sobre a necessidade de deixar o aluno livre para pensar nas conjecturas e
formalizacdes, sem que o professor faga intervencdes, salvo nos casos em que o aluno nao
consegue achar nenhum caminho para seguir.

Ainda nos referindo ao item a do Problema 4, a dupla D5 foi a Unica que ndo realizou
a divisao para encontrar a relacdo solicitada. Substituiu a variavel representada pelo cilindro
por 12g, informacéo que foi dada no item c. Dessa forma, a dupla constatou que cada prato
equivalia a 24g, assim, concluiram que cada esfera corresponde a 6g e consequentemente,
sd0 necessarias duas para equilibrar um cilindro, como mostram os valores escritos no

préprio desenho do problema (Figura 10).
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Figura 10 — Registro da dupla D5: Problema 4

CTETESET Y

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Novamente temos a atribuicdo de valores para as varidveis. Tal acdo talvez possa
trazer mais seguranca para os alunos, pois a aritmética é algo mais comum nas aulas de
Matematica. Vale destacar que o pensamento algébrico também foi manifestado, pois a dupla
D5 resolveu uma equacao utilizando pensamento relacional (VAN DE WALLE, 2009), pois
pelos métodos formais, seria equivalente a 4y = 24 resultando em y = 6, utilizando uma
incdgnita qualquer para representar a massa de uma esfera, por exemplo.

Para haver uma melhor compreensao do pensamento utilizado no item a do Problema
5, trouxemos o didlogo da dupla D5 no Quadro 11.

Quadro 11 - Dialogo da dupla D5: alternativa a do Problema 5

D5.1: — Se cada cilindro pesa 9, entdo aqui [segundo prato] ja tém 36.
D5.2: — Entdo aqui [primeiro prato] também tém 36.
D5.1: — Cada esfera vale 6, porque 6x6 € 36.
D5.2: — E agora como vamos fazer?
D5.1: — Na minha cabeca deu 1,3.
D5.2: — Como?
D5.1: — Fazendo a mesma coisa que fizemos naquele outro [item ¢ do Problema 2].
Repartindo uma esfera para cada cilindro, cada um ja fica com 6, as que sobram repartimos
pelos cilindros. Se tirarmos 3g de cada esfera, e colocarmos nos cilindros, eles véo ficar
com 9.
D5.2: — Entdo da 1,3 mesmo.
Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Observamos que inicialmente a dupla atribuiu 9g ao cilindro, informagdo dada no
item c e por meio do pensamento relacional (VAN DE WALLE, 2009) chegou ao resultado
“1,3 esferas”, como no Problema 4, citado anteriormente. Posteriormente, fazendo relacéo
com uma solucao realizada anteriormente, estabeleceram a relacdo de uma esfera para cada

cilindro. Partindo desse pensamento, sobraram duas esferas que totalizam 12g, entdo
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repartindo em quatro partes, visto que sdo quatro cilindros, a cada um seriam adicionados 3g,
totalizando assim, 9g.

A partir do dialogo apresentado no Quadro 11, observamos que a dupla cometeu um
equivoco semelhante ao da dupla D4 no Bloco 2, pois 0 numero “1” se refere a quantidade
de esferas e “0,3 a” quantidade de gramas proporcional, portanto, o resultado adequado
adicionado a esfera inteira seria meia esfera, ou seja, “0,5”. Assim, reiteramos a importancia
do processo na resolugéo de um problema.

Outro ponto importante que destacamos no didlogo da dupla D5, é a estratégia
utilizada para encontrar um caminho para a resolucdo, relacionando com problemas
resolvidos anteriormente. Esta pode ser caracterizada como uma das fases das quais Polya
(1995) traz para solucionar um problema, o estabelecimento de um plano a partir de
informagdes obtidas em situagOes anteriores.

Ao analisar os itens b dos Problemas 4 e 5, observamos que tém um nivel maior de
dificuldade devido a necessidade de relacionar as duas balancas. No Problema 4, trés das
cinco duplas utilizaram a resposta encontrada no item anterior para resolver este item, pois
se um cilindro equivale a duas esferas e como seis cilindros equilibram os quatro cubos,
entdo, poderiam multiplica-los por 2. A dupla D1 também fez uso dessa informacdo, mas
primeiro encontrou uma relacdo entre a quantidade de cilindros da primeira balanca e da
segunda, descobrindo que triplicou, entdo para manter o equilibrio, triplicaram também as
esferas. Para confirmar seu raciocinio, realizando o retrospecto (POLYA, 1995) ao reiterar
que as esferas sdo o dobro dos cilindros.

A dupla D5 ndo conseguia encontrar uma estratégia para a solucdo, entdo foi

necessario a intervencgdo da professora/pesquisadora.

Quadro 12 - Diélogo da dupla D5: alternativa b do Problema 4

D5.2: — Né&o estamos conseguindo entender esse.
Professora/pesquisadora: — Certo, vamos pensar. Para equilibrar dois cilindros,
precisamos de quantas esferas?
D5.1: — Quatro.
Professora/pesquisadora: — Entao se aqui [primeiro prato da segunda balanga] vocés tém
seis cilindros, quantas esferas serdo necessarias para equilibrar estes quatro cubos?
D5.2: — Ah, agora eu entendi! Se sabemos que cada cubo equivale a duas esferas, entdo
é s6 contarmos quantos 6 tém em cada 12.
D5.1: — Entendi, entéo tém 9.

Fonte: Dados da pesquisa (2022).
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O dialogo indica que apds a intervencdo a dupla utilizou a informacéo do item a para
resolver o item b. Talvez com a realizacdo do retrospecto (POLYA,1995) a dupla teria
reavaliado sua resposta. Mas reiteramos a importéancia de valorizar o processo na resolucao
de um problema, algo que sem a justificativa apresentada, ndo teriamos tomado
conhecimento. Segundo Van de Walle (2009, p. 58) “[...] a justificativa deve ser uma parte
integrante de suas solucoes”.

A dupla D3 trouxe como resposta 6 esferas e uma justificativa que a principio nos fez
pensar que ela foi escrita apenas porque ndo sabia explicar de outra forma ou até mesmo para
ndo deixar em branco, mas ao ouvir o audio gravado pela dupla na fase do durante,
percebemos que na verdade confundiu “esferas” com “cilindros”, fato que foi esclarecido
durante a socializacdo, entdo a justificativa realmente estd de acordo com a resposta dada.

No item b do Problema 5 todas as duplas chegaram ao mesmo resultado. Para
confirmar, a dupla D2 realizou o registro representado na Figura 11, onde desenhou uma
balanca equilibrando 4 cilindros e 3 cubos. Cada cilindro correspondendo a 1,5 esferas
(relacdo encontrada no item a), e cada cubo correspondendo a 2 esferas, ambos os pratos
totalizando 6, mantendo o equilibrio da balanca.

Figura 11 - Registro da dupla D2: Problema 5

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Ainda com relacdo ao mesmo item, a dupla D5 o resolveu a partir da informagéo
encontrada no item a, onde cada esfera e cilindro correspondem a 6 e 9g, respectivamente.
Entdo cada prato da primeira balanga possuia 48g e dividindo pelos quatro cubos, cada um
ficou com 12g. Portanto, para equilibrar os 4 cilindros que totalizam 369 sdo necessarios 3
cubos. Para encontrar os resultados, a dupla utilizou o pensamento relacional (VAN DE
WALLE, 2009).

No item ¢ do Problema 4 todas as duplas chegaram rapidamente a resposta, visto que
a relagdo entre os cilindros e as esferas j& havia sido encontrada no item a. No ¢ problema 5,
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as duplas D1, D2, D3 e D4 multiplicaram os quatro cilindros por 9 para chegar ao valor total
de cada prato da segunda balanca e assim, fazer relagdo com as equivaléncias encontradas
nos itens anteriores. A dupla D2, que ja sabia que quatro cilindros equilibram trés cubos,
dividiu 36g (valor total do prato) pelos trés cubos, chegando a 12 como resultado. No caso
da dupla D5, esse resultado ja havia sido encontrado no item b.

Em sintese, apesar dos Problemas 4 e 5 terem um nivel de dificuldade maior
comparados aos 1 e 2, percebemos que as duplas desenvolveram estratégias baseadas nos
problemas resolvidos anteriormente e apresentaram um pensamento mais consistente no
tocante ao significado da igualdade e na forma como as operacGes se relacionam.

Procedimentos importantes para o desenvolvimento do pensamento algébrico.

5.4.1 Socializagédo dos Problemas 4 e 5

Seguindo com o ambiente de ensino proposto por Van de Walle (2009) trazemos
algumas consideragdes sobre a ultima fase, a “fase do depois” apds as resolugdes dos
Problemas 4 e 5. Com a intencdo de consolidar os conceitos vistos nos problemas e esclarecer
possiveis equivocos cometidos por falta de compreensdo ou atencdo, a
professora/pesquisadora colocou os problemas e as respostas de todas as duplas no quadro e
iniciou a discusséo.

O Quadro 13 traz o dialogo da discussao do item b do Problema 4.

Quadro 13 - Dialogo da socializagdo: alternativa b do Problema 4

Professora/pesquisadora: — Tivemos trés respostas diferentes para este item, 9, 6 e 12. Por
gue vocés acham que a resposta seria 9? A dupla D5 poderia nos explicar?
D5: — Acho que nos erramos. Mas ndo lembramos mais como fizemos.
Professora/pesquisadora: — O que vocés acham, pessoal?
D3: — Nos confundimos esferas com cilindros, entdo achamos que eram 6.
D4: — Colocamos 12, porque se 2 cilindros equilibram 4 esferas, é s6 multiplicar tudo por
3, entdo vao ser 12 esferas.
D2: — Nos também fizemos assim.

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Observamos com o dialogo, que a dupla D5 ndo se sentiu a vontade para tentar
esclarecer sua resposta por achar que estava errada. Outra discussdo pertinente se

desenvolveu no item a do Problema 5, como exibe o Quadro 14.
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Quadro 14 - Dialogo da socializagdo: alternativa a do Problema 5

Professora/pesquisadora: — Tivemos aqui duas respostas, uma esfera e meia, e 1,3. O que
vocés acham?
D2: — 1,5. Porque se colocar uma bolinha para cada cilindro, vao sobrar duas, entéo 2
dividido para quatro da 0,5 e se somar com 1 vai dar 1,5.
D4: — Dividimos 6 por 4.
D1: — Foi, nés também.
Professora/pesquisadora: Também é uma forma de fazer. A dupla que colocou 1,3 quer
compartilhar?
D5: — Néo, professora, acho que erramos na divisao.

Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Novamente a dupla D5 optou por ndo se explicar, geralmente quando uma dupla
comeca a demonstrar suas hipdteses e outras comecam a concordar, quem colocou uma
resposta diferente acaba se reprimindo, pois a ideia do certo ou errado por vezes é imposta,
e mostrar que errou pode ser sinbnimo de vergonha para os alunos mais timidos.

Apesar dos equivocos terem ocorrido pela mesma dupla nos dois itens citados, ndo
podemos concluir que a dupla ndo evoluiu seu pensamento algébrico, pois notamos que 0s
erros ocorreram na parte aritmética por falta de atencao no calculo, sem prejuizo algum nos
raciocinios e nas conjecturas estabelecidas diante da interpretacao dos problemas.

Pelas estratégias das duplas em ambos os problemas entendemos que o conceito de
equilibrio foi sendo consolidado a cada problema resolvido e os procedimentos foram se
aperfeicoando e se assemelhando com os procedimentos formais da algebra.

A seguir, apresentamos 0 quinto e Gltimo bloco da nossa analise.

5.5BLOCO 5: PROBLEMA 6

Neste bloco, apresentamos a analise do Gltimo problema de nossa sequéncia, que se
trata da elaboracdo de duas perguntas relacionando duas balangas simultaneamente. Assim
como no Problema 3, apenas uma dupla elaborou questdes sem a atribuicdo de valores as
variaveis, mas percebemos que todas compreenderam bem o conceito de equilibrio e
respeitaram a igualdade entre os valores dos pratos das balancas. A seguir, trazemos as
consideracOes das resolucdes das duplas que mais nos chamaram a atencao.

A dupla D1 elaborou duas perguntas (Figura 12) que relacionam as duas balancas.
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Figura 12 - Resolucdo da dupla D1: Problema 6
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).
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Assim como no Problema 3, a dupla escolheu que a esfera seria 0 s6lido mais pesado,
e manteve essa ideia também nesse problema. Ao posicionar os sélidos nas balancas, iniciou-

se o didlogo que apresentamos no Quadro 15.

Quadro 15 - Dialogo da dupla D1: Problema 6

D1.2: — E se dissermos que o cubo pesa 7g? Entdo, um cilindro sozinho ja ia ser bem
pesado, e na outra balanca as bolinhas iam ser mais pesadas ainda, porque esta em
equilibrio.

D1.1: — As bolinhas, ndo. Cuidado para ndo colocar errado.

D1.2: — E mesmo. Veja aqui, os cubos juntos ja vdo pesar 28g, entdo cada cilindro vai
pesar 28 também.

D1.1: — Entdo € s6 fazer 28x3 que descobrimos as duas esferas.

D1.2: — As duas esferas vao pesar 84g.
Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Primeiramente notamos que a dupla passou a se referir a esfera com a nomenclatura
correta no proprio didlogo e também nas perguntas elaboradas. Tendo os valores de cada
solido, a dupla teve o cuidado de relacionar as duas balancas em ambas as questdes. Na
primeira, podemos descobrir o valor de cada cilindro resolvendo a equacdo da segunda
balanga, equivalente a 3a = 84, encontrando 28g para cada cilindro representado pela letra
a. Posteriormente, indo para a primeira balanca e resolvendo 4b = 28, encontramos o valor

7, para o cubo, assim como a dupla estipulou no Quadro 15.
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Na segunda questdo, ja sabendo o valor correspondente de cada solido, poderiam
multiplicar a massa das esferas por 3 totalizando 1269 e resolver a equagdo 7x = 126,
descobrindo a quantidade de cubos que equilibram as trés esferas.

Dando continuidade a nossa anélise, trazemos a resolugdo da dupla D2 na Figura 13.

Figura 13 - Resolucdo da dupla D2: Problema 6
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Fonte: Dados da pesquisa (2022).

Semelhante & resolugdo do Problema 3 pela dupla, também foram adicionadas
informacdes que exigem mais atengdo de quem for responder ao problema. Na primeira
balanca, a dupla traz a informacg@o como sendo o dobro da massa da balanca e na segunda, a
metade. Novamente, nos atentamos que o peso total da balanca corresponde a soma da massa
dos dois pratos.

A dupla D2 ndo elaborou as perguntas relacionando as duas balangas
simultaneamente, como fez a dupla D1, indicando ainda, a qual balanca se refere cada

questdo. No item a, foi dado o valor correspondente a uma esfera e sabendo que a massa dos



dois pratos juntos € 20, pelo enunciado, temos que em cada prato tem 10g, assim, concluimos
que cada cubo tem 2g por meio do pensamento relacional (VAN DE WALLE, 2009) ou
resolvendo as equacdes 2b + 6=10, 5b = 10 e 2b + 6 = 5b, que podem ser expressas por meio
do primeiro prato, do segundo e dos dois simultaneamente. Apds descobrir o valor do cubo,
é possivel concluir que sdo necessarios trés para equilibrar uma esfera.

No item b, sabendo que cada prato esta com 13g, visto que equivale a metade da
massa da balanga como disse a dupla no enunciado, e ainda, com os valores encontrados no
item anterior, também é possivel resolver por meio do pensamento relacional (VAN DE
WALLE, 2009) ou por equacgdes. Notamos que o que difere os dois pratos, € que em um
contém uma esfera e no outro, trés cubos a substitui, portanto, pela relacdo encontrada no
item a concluimos que as equacdes nos dois pratos sdo equivalente a 2a + 8 = 13, e cada
cilindro pesa 2,59.

Observamos que ambas as duplas além de resolver equacBes sem os procedimentos
formais da &lgebra, elaboraram equacgdes que podem ser resolvidas por meio do pensamento
relacional (VAN DE WALLE, 2009), visto que por meio da compreensao do significado da
igualdade, as generalizacOes operatorias justificam os procedimentos realizados, como bem
abordam, Carpenter, Franke e Levi (2003).

Para finalizarmos este bloco, trazemos a resolucéo da dupla D4 (Figura 14) que criou
perguntas sem a atribuicdo de valores as variaveis, apenas explorando a relacdo de

equivaléncia.

Figura 14 - Resolucéo da dupla D4: Problema 6
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De forma semelhante aos problemas anteriores, a dupla traz na primeira questao a
necessidade de dobrar a massa dos dois pratos da balanca, visto que 12 esferas sdo o dobro
de 6, sendo assim, como resposta temos 4 cilindros. Essa pergunta nos mostra que a dupla
compreendeu o conceito de igualdade e a necessidade de multiplicar ambos os lados para
manter o equilibrio, um procedimento que realizamos ao resolver equagdes. Ainda, podemos
usar a divisdo para encontrar que um cilindro equivale a quatro esferas, algo que varias duplas
fizeram para resolver outros problemas.

Na segunda questdo, agora relacionando as duas balangas simultaneamente, temos
que 12 esferas equilibram 4 cubos. Podemos notar que isso resulta na igualdade entre os
cubos e os cilindros, pois como no item anterior, um cilindro equivale a trés esferas e neste,
um cubo também equivale a trés esferas.

Neste bloco, identificamos de maneira geral que o conceito de igualdade ja estd bem
consolidado pelas duplas e, considerando que € o ultimo problema da sequéncia, vemos uma
facilidade na associacdo das figuras em outros pratos, no ato de multiplicar, dividir e
descobrir os valores correspondentes de cada s6lido. Consequentemente, observamos uma

evolucdo quanto ao desenvolvimento do pensamento algébrico de cada dupla.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Para atingir o objetivo geral da nossa pesquisa - analisar indicios do desenvolvimento
do pensamento algébrico de um grupo de alunos do 7° ano do Ensino Fundamental a partir
da resolucdo de problemas relacionados a equacGes com balangas - preparamos uma
sequéncia de problemas relacionados a equacdes com balancas que foram resolvidos por
alunos do 7° ano do Ensino Fundamental Anos Finais, 0s quais ainda ndo tinham tido contato
com os métodos formais de resolucdo de equacgdes. Notamos diversas estratégias utilizadas
pelas duplas, na resolucdo de problemas sem um método discutido a priori. Tal fato, nos
auxilia a constatar que a metodologia utilizada se caracteriza como Resolu¢édo de Problemas.

A partir das resolugdes dos alunos, compreendemos diversos processos de conjecturas
estabelecidos, bem como o desenvolvimento algébrico que foi sendo construido. As duplas
como um todo realizaram manipulages, tanto aritméticas quanto algébricas, semelhantes aos
métodos utilizados nas resolucdes de equacdes, como por exemplo, a realizacao de operacdes
em ambos os pratos das balancas. Diversas vezes trabalharam com os conceitos de incdgnita
e variavel ao realizarem manipulacbes e, mesmo chegando a uma sé resposta, diferentes
caminhos foram apresentados.

Reiterando o que trouxemos em nossas discussdes, parte da dificuldade relacionada
as equacdes esta atrelada ao significado da igualdade. Assim, acreditamos que a sequéncia
de problemas proposta envolvendo balancas em equilibrio possibilitou a compreensédo de
conceitos algébricos, pois trata-se de uma situacao pratica que pode ser vista no cotidiano.
Além disso, acreditamos que as figuras usadas podem evitar uma possivel aversdo que as
letras utilizadas nas equacg0es, visto que com elas, o discurso de que a matematica fica mais
dificil j& esta bem enraizado.

A proposta motivou os alunos a resolver os problemas, uma vez que ndo havia
elementos que lhes causassem estranheza. Seus conhecimentos relacionados a aritmética 0s
levaram a desenvolver o pensamento algébrico e resolver equagdes com habilidades que so
seriam apresentadas em aulas posteriores.

Uma limitacao para os problemas escolhidos esta no fato de néo ser possivel atribuir
valores negativos as varaveis, uma vez que fugiriamos da realidade existente no contexto,
pois ndo se representa massa com numeros negativos. Em contrapartida, esquemas com

balancas podem ser explorados também para o ensino e aprendizagem de inequacdes ao
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representa-las em desequilibrio, ficando aqui uma sugestdo para o estudo do
desenvolvimento do pensamento algébrico com base nas relacdes de desigualdade.

Considerando o cenério onde buscamos a participacdo ativa do aluno para que o
mesmo seja protagonista de sua aprendizagem, tendo o professor como mediador desse
processo, ndo defendemos apenas a Resolucdo de Problemas como metodologia, pois
existem diversas tendéncias de ensino que podem ser utilizadas na sala de aula para este fim.
E necessario que esse tema esteja presente nas formagdes de professores e nos cursos de
licenciatura para que atuais e futuros professores possam se capacitar e buscar melhorias para
a educacao do nosso pais.

Perfazendo o nosso trabalho, destacamos que a pesquisa ndo se finda aqui. Aspiramos
que esta Monografia possa contribuir e vir a proporcionar reflexdo e suscitar novas
inquietagcBes daqueles que também almejam melhorias na educagdo e acreditam em um

ensino de matematica significativo.
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APENDICE A - LISTA DE PROBLEMAS

Alunos (as):

Problema 1

Considerando que os objetos de mesma forma na figura abaixo tém a mesma massa,
responda:

a) Uma esfera equilibra quantos cilindros? Explique como chegou no resultado.

b) Quantos cilindros sdo necessarios para equilibrar 6 esferas? Como vocé descobriu?

c) Se um cilindro pesa 5 gramas, qual € o peso de uma esfera? Justifique a sua resposta.




Alunos (as):

Problema 2

Considerando que 0s objetos de mesma forma na figura abaixo tém a mesma massa,
responda:

a) Se vocé adicionar mais 3 cubos no primeiro prato, quantas esferas precisara adicionar para
gue a balanca continue em equilibrio? Explique como chegou no resultado.

b) Se uma esfera pesa 9 gramas, qual é o peso de um cubo? Justifique sua resposta.

¢) Um cubo equivale a quantas esferas? Como vocé descobriu?
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Alunos (as):

Problema 3
Crie um problema semelhante aos anteriores colando os objetos nos pratos da balanca. Em

seguida, elabore duas perguntas.

rl.lllll.'l

65



Alunos (as):

Problema 4

Considerando que 0s objetos de mesma forma na figura abaixo tém a mesma massa,
responda:

a) Um cilindro equilibra quantas esferas? Explique como vocé descobriu.

b) Quantas esferas sdo necessarias para equilibrar 4 cubos? Justifique a sua resposta.

c) Se 1 cilindro pesa 12 gramas, qual é o peso de 1 esfera? Como vocé descobriu?
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Alunos (as):

Problema 5

Considerando que 0s objetos de mesma forma na figura abaixo tém a mesma massa,
responda:

o

a) Um cilindro equilibra quantas esferas? Como vocé descobriu?

b) Quatro cilindros equilibram quantos cubos? Explique como vocé chegou ao resultado.

c) Se 1 cilindro pesa 9 gramas, qual é o peso de 1 cubo? Como vocé descobriu?
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Alunos (as):

Problema 6
Crie um problema semelhante aos anteriores colando os objetos nos pratos das balancas. Em

seguida, elabore duas perguntas.
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