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RESUMO

Os modelos de regressão com erros autorregressivos considerando dados incompletos, isto é,

quando a variável de interesse não está completamente disponível, seja pelo fato de ser censurada

ou ausente, comumente denotada por missing data, tem se tornado um grande desafio para

muitos pesquisadores. Existem técnicas de análise específicas para que a inferência com dados

incompletos seja confiável, porém, apesar do crescente desenvolvimento de métodos nesta área,

é recorrente encontrar o uso de inadequadas metodologias para a análise de dados incompletos.

Uma suposição rotineira nestes tipos de modelos é considerar que as inovações seguem uma

distribuição normal, no entanto, ao considerar a natureza sequencial dos dados analisados por este

tipo de modelo, é conhecido que esta suposição pode não ser apropriada na presença de dados

incompletos, assim este trabalho tem como objetivo principal apresentar uma abordagem Bayesi-

ana dos modelos de regressão com erros autorregressivos, de ordem p, para dados incompletos

(censurados ou missing data) supondo que as inovações seguem distribuições mais flexíveis, que

possui como casos particulares as distribuições t de Student, slash, normal contaminada e normal.

Palavras-chave: modelo de regressão autoregressivo; distribuições misturas de escala nor-

mal; dados incompletos; algoritmo MCMC.



ABSTRACT

Regression models with autoregressive errors considering incomplete data, that is, when the

variable of interest is not completely available, either due to being censored or absent, commonly

denoted by missing data, has become a major challenge for many researchers. There are specific

analysis techniques so that the inference with incomplete data is reliable, however, despite

the growing development of methods in this area, it is recurrent to find the use of inadequate

methodologies for the analysis of incomplete data. A routine assumption in these types of models

is considering innovations following a normal distribution, however, when considering the nature

sequence of the data analyzed by this type of model, it is known that this assumption may not be

appropriate in the presence of incomplete data, so this work has as main objective to present a

Bayesian approach to regression models with autoregressive errors, of order p, for incomplete

data (censored or missingdata) assuming that the innovations follow more flexible distributions,

which have the Student t, slash, contaminated normal and normal distributions as particular cases.

Keywords: Regression models with autoregressive errors; scale mixtures of normal distributions;

incomplete data; algorithm MCMC.
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1 INTRODUÇÃO

É comum em qualquer tipo de pesquisa a ocorrência de valores faltantes (missing

data) e/ou valores censurados nas bases de dados. Nesse sentido, estes conjuntos de dados que

estão incompletos, sejam com valores totalmente desconhecidos ou conhecidos parcialmente,

podem ter diferentes efeitos na estatística inferencial. Segundo Wood, White e Thompson (2004),

um conjunto de observações incompletas pode acarretar consequências, como por exemplo,

viés substancial nas respostas, tendências, erros de má interpretação e redução na precisão de

resultados.

Dados coletados ao longo do tempo vêm sendo estudados por meio da composição de

dois modelos ou mais, tais como, os modelos de regressão linear com erros autoregressivos (OH-

TANI, 1990; CHIB, 1993; MCKNIGHT; MCKEAN; HUITEMA, 2000; ROSADI; FILZMOSER,

2019). Algumas características importantes deste tipo de dados é que as observações sequenciais

em regra são dependentes, devendo ser levada em consideração sua ordem cronológica, frequên-

cia e variação, condições que geralmente devem ser examinadas concomitantemente. Além

disso, nestas séries devido a natureza sequencial é complexo trabalhar com dados incompletos

(EHLERS, 2007).

Existem pesquisas realizadas com conjunto de dados incompletos no intuito de

enfrentar os problemas inerentes à presença de missing data e valores censurados na variável

resposta em modelos de regressão linear com erros autoregressivos. Nesse contexto, vale ressaltar

que metodologias para analisar esses impasses foram sugeridas, a exemplo dos estudos de Zeger e

Brookmeyer (1986), Shin e Sarkar (1994), Thomson, Hossain e Ghahramani (2015), Schumacher,

Lachos e Dey (2017) e Wang e Chan (2018).

Uma suposição rotineira em modelos de regressão com erros autoregressivos é

considerar as inovações seguindo distribuição normal, no entanto, é conhecido que esta suposição

pode não ser apropriada em especial na presença de outliers e/ou dados incompletos. Alguns

autores estenderam para conjunto de dados completos modelos autoregressivos (AR) com

inovações gaussianas para modelos AR com inovações seguindo uma distribuição de cauda

pesada como a distribuição t de Student (TIKU et al., 2000; TARAMI; POURAHMADI, 2003;

CHRISTMAS; EVERSON, 2010; HAGHBIN; NEMATOLLAHI, 2013; NDUKA, 2018).

A partir de então, estudos considerando modelos de regressão linear com erros AR

com inovações seguindo uma distribuição t de Student para dados incompletos na variável

resposta foram realizados, como os estudos de Liu, Kumar e Palomar (2019), Zhou et al. (2021)
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e Valeriano et al. (2021).

Liu, Kumar e Palomar (2019) observando os estudos de Tiku et al. (2000), Ch-

ristmas e Everson (2010), afirmam que as metodologias para a estimativa de parâmetros para

séries temporais AR de cauda pesada requerem dados completos. Dessa forma, portanto, não

apresentam-se como as mais adequadas a serem utilizadas em cenários com dados faltantes e/ou

censurados.

Uma classe de distribuições de cauda pesadas existentes para estimativas robustas

é a classe de misturas da escala de distribuições normais (MEN) apresentadas por Andrews e

Mallows (1974). Como essas distribuições têm caudas mais pesadas que a normal, em regra elas

demonstram ser uma escolha mais interessante para análise inferencial com resultados robustos,

visto que incluem, como casos especiais, muitas distribuições simétricas, como a normal, t de

Student, slash e normal contaminada. Garay et al. (2015) e Garay et al. (2017) mostraram que

os modelos MEN tanto em abordagens frequentistas, quanto Bayesianas, apresentam melhores

resultados do que a distribuição normal na presença de valores censurados.

Pesquisas considerando modelos AR com inovações seguindo classes de distribuições

de cauda pesada foram elaboradas como é o caso dos estudos de Maleki e Nematollahi (2017),

Maleki et al. (2017), Ghasami, Khodadadi e Maleki (2020) e Ghasami, Maleki e Khodadadi

(2020).

Existem técnicas de análise específicas para que a inferência com dados incompletos

seja confiável, porém, apesar do crescente desenvolvimento de métodos nesta área, é recorrente

encontrar o uso de inadequadas metodologias para a análise de dados incompletos. Como visto,

embora existam trabalhos considerando modelos AR com inovações gaussianas ou inovações

com distribuições de cauda pesada para dados incompletos, não há modelos de regressão linear

com erros autoregressivos com inovações seguindo classes de distribuições de cauda pesada,

uma vez que a estimativa de parâmetros nesse caso a princípio seria de difícil solução.

Ademais, constatamos que inexistem estudos que analisem, simultaneamente, tanto

respostas censuradas quanto valores faltantes modelados pela classe de distribuição mistura de

escala da normal, sendo esta considerada uma das famílias mais importante de distribuições.

O objetivo do presente trabalho é abordar esse desafio e estudar o modelo de regressão linear

autoregressivo de ordem p com inovações seguindo uma distribuição mistura da escala normal

para dados incompletos (RL-AR(p)-MEN-DI) sob uma abordagem Bayesiana.

Esta dissertação está organizada em seis capítulos. No Capítulo 2, apresentamos

o marco teórico que contém as concepções que nortearam o trabalho, baseada nos estudos de
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diversos autores e temas; no Capítulo 3 apresentamos o modelo proposto neste trabalho, o

modelo de regressão autoregressivo com inovação mistura de escala da distribuição normal para

dados incompletos. Em seguida, abordamos um estudo de inferência Bayesiano por meio da

elaboração do amostrador de Gibbs para a estimação dos parâmetros do modelo; no Capítulo 4,

apresentamos três estudos de simulação conduzidos com a finalidade de avaliar o desempenho

das estimativas dos parâmetros do modelo, analisar a performance do modelo de regressão

autoregressivo com inovação mistura de escala da distribuição normal para dados incompletos

e verificar a vantagem de se trabalhar com uma distribuição de caudas pesadas, quando um

conjunto de dados é incompleto; no Capítulo 5, apresentamos a aplicação do modelo proposto a

dados reais e realizamos uma análise comparativa entre os modelos. Finalmente, no Capítulo 6,

apresentamos as considerações finais e as perspectivas de trabalhos futuros.
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2 MARCO TEÓRICO

2.1 NOTAÇÕES BÁSICAS

Nesta seção serão apresentadas algumas notações que serão utilizadas no presente

trabalho. Denotamos um vetor aleatório por uma letra maiúscula e sua realização pela correspon-

dente minúscula – como Y e y, por exemplo. A transposta de uma matriz A denotamos por A>.

Seja X ∼ N(µ,σ2) uma variável aleatória seguindo uma distribuição normal com média µ e

variância σ2, ω(·|µ,σ2) denota a sua função de densidade de probabilidade (fdp) e Ω(·) denota

a função de distribuição acumulada (fda) da normal padrão, isto é, quando µ = 0 e σ2 = 1.

Para dois vetores aleatórios arbitrários X e Y, X d
= Y denota que X tem a mesma

distribuição que Y e X ⊥ Y representa que eles são independentes. Se Yi, i = 1, . . . ,n são

vetores aleatórios, então Yi
iid.∼ K caracteriza que todos os Y′is são independentes e têm a mesma

distribuição K.

Em seguida, definimos a distribuição truncada, seja Y um vetor aleatório e B ⊂ R

um conjunto de Borel, a distribuição condicional de Y|{Y ∈B} é chamada de distribuição de Y

truncada em B. Assumindo que Y tem densidade g(·) e que P{Y ∈B}> 0, a função densidade

de Y|{Y ∈B} é dada por

f (y) =
1

P{Y ∈B}
g(y)IB(y), (2.1)

em que IB(·) denota a função indicadora, na qual, IB(y) = 1 se y ∈ B e IB(y) = 0, caso

contrário.

2.2 DADOS INCOMPLETOS

O problema com dados faltantes é relativamente comum em qualquer tipo de banco de

dados, seja no âmbito acadêmico, empresarial ou industrial. Como informações não disponíveis,

em um determinado banco de dados, tais dados ausentes poderiam afetar negativamente as

conclusões extraíveis daquele conjunto de dados. Segundo Little e Rubin (2019, p.4) "dados

ausentes são valores não observados que seriam significativos para análise se observados; em

outras palavras, um valor ausente esconde um valor significativo".

Na visão de McKnight et al. (2007) pode-se dizer que os dados faltantes representam

um obstáculo à segurança das análises científicas. Neste contexto, é presumível que, caso as

informações acerca da natureza de um determinado evento sejam prejudicadas por quaisquer
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dados faltantes, os pesquisadores buscariam a resolução desse problema. Para o mesmo autor,

o mais preocupante, contudo, é constatar que há indícios práticos de que na verdade isso não

ocorre. Assim, preocupa que a preponderância de dados faltantes e a insuficiente preocupação

com eles afetem negativamente todo estudo científico realizado, isso porque indicam um efeito

previsível na eficácia e interpretação dos resultados das pesquisas.

É interessante, aliás, destacar também a ocorrência dos chamados dados censurados,

variáveis que não foram completamente observadas, os quais podem decorrer por várias razões,

em alguns casos a censura ocorre quando a variável de interesse é o tempo até a ocorrência de um

evento, nestes casos as censuras correspondem aos indivíduos que não experimentaram o evento

de interesse antes do término do estudo, em outros, por exemplo, caso que utilizaremos neste

trabalho, ocorre quando um instrumento de medição tem uma capacidade máxima fixa e que não

fornece a quantia de interesse quando esta é ultrapassada, entre outros. Na opinião de Koul e

Deshpande (1995), pode-se dizer que esses dados censurados manifestam-se espontaneamente

em testes de vida, confiabilidade, trabalhos da área médica e experimentos clínicos.

Para Koul e Deshpande (1995), o exame de informações censuradas tem sido uma

das prevalentes considerações dos estatísticos em seus estudos, como no caso dos estudos de

Garay et al. (2015) e Garay et al. (2017). Mesmo assim, não parece haver razão para que a

questão dos dados censurados seja tida como superada. Dessa forma, quaisquer tipos de dados

incompletos, sejam ausentes ou censurados, em uma determinada análise estatística, devem ser

tratados com muita parcimônia e atenção. Sendo, portanto, valiosos os esforços empregados

para a mitigação dos efeitos adversos da falta desses dados.

2.3 MODELO AUTOREGRESSIVO DE ORDEM p

Seja o processo estocástico {xt}, em que t ∈ Z. O modelo autoregressivo é um

modelo no qual a observação xt pode ser explicada como uma função das p observações passadas.

Assim, a estrutura autoregressiva é expressa por:

Xt =
p

∑
j=1

φ jxt− j +ηt , (2.2)

sendo chamado modelo autoregressivo de ordem p, ou AR(p), em que Xt é estacionário,

φ = (φ1, . . . ,φp)
> é o vetor de coeficientes autoregressivos e ηt são variáveis aleatórias não

correlacionadas e identicamente distribuídas com média 0 e variância σ2
η , definidas como ruído
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branco (SHUMWAY; STOFFER, 2000).

Seja B o operador backward definido por B jxt = xt− j. O modelo AR(p) pode ser

escrito por meio do operador autoregressivo de ordem p, φ(B) = 1−φ1B−φ2B2− . . .−φpBp

da seguinte forma

φ(B)xt = ηt , (2.3)

Considerando um processo estacionário, o processo pode ser escrito da forma

xt = ψ(B)ηt ,

em que ψ(B) = ∑
∞
j=0 ψB j e φ(B)ψ(B) = 1, ou seja,

(1−φB−φ2B2−·· ·−φpBp)(1+ψ1B+ψ2B2 + · · ·+ψ jB j + . . .) = 1. (2.4)

Assim, para diferentes valores de p, é possível obter os valores dos coeficientes ψ ′js

por meio da solução da Equação (2.4), tal que:

• Para p = 1

ψ j = φ
j

1 (2.5)

• Para p≥ 2, quando j ≥ p

ψ j = ψ j−1φ1 +ψ j−2φ2 + · · ·+ψ j−pφp, (2.6)

com ψ0 = 1.

2.4 DISTRIBUIÇÕES MISTURAS DA ESCALA NORMAL

Andrews e Mallows (1974) apresentaram uma família de distribuições simétricas

chamada “distribuições de mistura de escala normal”. A vantagem desta classe é incorporar

um parâmetro de forma (relacionado à curtose e não à assimetria) à densidade normal e, dessa

forma, obter distribuições mais flexiveis e com caudas mais pesadas do que a distribuição normal,

bastante úteis em inferência robusta para dados simétricos.

Assim, uma variável aleatória Y tem uma distribuição mistura da escala normal, com

parâmetro de locação µ e parâmetro de escala σ2 > 0, a qual denotamos por Y ∼MEN(µ,σ2,ν),

se tem a seguinte representação estocástica:

Y = µ +U−
1
2 Z; Z ∼ N(0,σ2); Z ⊥U, (2.7)
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em que U é uma variável aleatória positiva, conhecida como fator escala, com fda H(·|ν), o

qual é chamada de função de distribuição de mistura e ν é um escalar ou vetor de parâmetros

indexado à distribuição de U.

Quando µ = 0 e σ2 = 1 temos a distribuição MEN padronizada. Nesse caso,

denotamos a função de distribuição por FMEN(·). A variável aleatória U pode ser discreta ou

contínua e a forma da distribuição MEN é determinada pela distribuição do fator escala U . Desse

modo, apresentamos os casos utilizados neste trabalho:

• Distribuição Normal: neste caso o fator de escala U é uma variável aleatória degenerada

em 1, isto é, P(U = 1) = 1.

• Distribuição t de Student: neste caso, U ∼ Gamma(ν/2,ν/2), com ν > 0, em que

Gamma(a,b) denota a distribuição Gama com média a/b. A fdp da variável aleatória Y ,

definida na Equação (2.7) é dada por

fTS(y|ν) =
1

B(ν/2,1/2)
√

ν

(
1+

y2

ν

)−(ν+1)/2

,

em que ν > 0 é parâmetro de forma e B(a,b) representa a função beta. Utilizamos a

notação Y ∼ TS(µ,σ2;ν).

A distribuição t de Student converge ao caso normal quando ν → ∞.

• Distribuição Slash: neste caso, a distribuição do fator de escala U é Beta(ν ,1), com ν > 0.

A função de densidade da variável aleatória Y , definida na Equação (2.7), é dada por

fSL(y|ν) = ν

∫ 1

0
uν−1

ω(y
√

u)du, y ∈ R.

Utilizamos a notação Y ∼ SL(µ,σ2;ν).

• Distribuição Normal Contaminada: neste caso, U é uma variável aleatória discreta que

pode assumir dois valores, 1 ou δ . Dessa forma, a função de probabilidade de U é dada

por

h(u|ν ,δ ) = νI{δ}(u)+(1−ν)I{1}(u)ν , δ ∈ (0,1).

Segue imediatamente que a densidade da variável aleatória Y , definida na Equação (2.7), é

dada por

fNC(y|ν ,δ ) = νω(y|0,δ−1)+(1−ν)ω(y).

Utilizamos a notação Y ∼ NC(µ,σ2;ν).
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Considere uma variável aleatória Y com uma distribuição MEN truncada no intervalo

ba,bc, para b > a, ou seja, Y d
= X |(X ∈ ba,bc), em que X ∼ MEN(µ,σ2,ν). Neste caso,

−∞ 6 a < b 6 ∞ e a notação ba,bc denota que o intervalo pode ser aberto, fechado ou semi-

aberto. Neste caso, de acordo com a Equação (2.1), a variável aleatória Y tem função de

densidade

fMENT(y|µ,σ2,ν ;ba,bc) = fMEN(y|µ,σ2,ν)[
FMEN

(
b−µ

σ

)
−FMEN

(
a−µ

σ

)]Iba,bc(y),
em que FMEN é a fda da distribuição MEN padronizada. Utilizamos a notação Y ∼MENT(µ,σ2,

ν ;ba,bc).

2.5 INFERÊNCIA BAYESIANA

Na abordagem Bayesiana assume-se que os parâmetros possuem uma distribuição de

probabilidade, este tipo de abordagem é desenvolvida na presença de um conjunto de observações

y = (y1, . . . ,yn), cujo valores são descritos por uma densidade ou função de probabilidade f (y|θ),

onde θ são os parâmetros da distribuição. Para mais detalhes, ver os livros utilizados neste

trabalho (BOX; TIAO, 1992; ALBERT, 2007; RIZZO, 2007; NTZOUFRAS, 2009; CASELLA;

BERGER, 2010).

2.5.1 Distribuição a priori e a posteriori

Quando se estuda uma população, é possível que o pesquisador tenha algum co-

nhecimento sobre o parâmetro de interesse θ . A abordagem Bayesiana considera que este

conhecimento possa ser formalmente incorporado na análise. Esta informação prévia pode ser

inserida na análise por meio de uma densidade ou função de probabilidade π(θ), chamada de

distribuição a priori.

Na inferência Bayesiana, temos dois componentes para estimar os parâmetros: a

distribuição da amostra f (y|θ) e a distribuição π(θ). A distribuição amostral fornece a função de

verossimilhança L(θ |y) = f (y1|θ) · · · f (yn|θ). Com base nisso, pode-se encontrar a distribuição

de θ após observar y. Esta distribuição é chamada de distribuição a posteriori π(θ |y), tal que

π(θ |y) = f (y|θ)π(θ)∫
f (y|θ)π(θ)dθ

,

em que o denominador é uma constante em relação a θ . A distribuição a posteriori pode ser

reescrita como
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π(θ |y) = L(θ |y)π(θ)
h(y)

,

em que h(y) é denominada constante normalizadora e representa a densidade marginal de y,

podendo ser obtida da seguinte forma

h(y) =
∫

π(y,θ)dθ =
∫

L(θ |y)π(θ)dθ .

2.5.2 Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC)

Em inferência Bayesiana, haja vista ser rotineiro que a forma de distribuição a

posteriori não resulte em uma distribuição de probabilidade conhecida, sói utilizar-se uma

técnica chamada Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). Em regra, esse evento se

dá quando há apenas um único parâmetro, sendo mais observado quando θ é um vetor de k

parâmetros. O ponto chave é obter estimativas dos parâmetros desta distribuição com base na

distribuição a posteriori, para detalhes, veja Gilks, Richardson e Spiegelhalter (1996).

As técnicas de MCMC baseiam-se na construção de uma cadeia de Markov, do qual

resulta uma distribuição alvo (chamada estacionária ou de equilíbrio) que, no nosso caso, é a

distribuição a posteriori π(θ |y).

Uma cadeia de Markov de tempo discreto que evoluem em espaços de estados finitos,

por exemplo, é um processo estocástico {θ (1),θ (2), . . . ,θ (T )} tal que

f (θ (t+1)|θ (t), . . . ,θ (1)) = f (θ (t+1)|θ (t))

isto é, θ (t+1) depende apenas do valor de θ (t). Assim, quando a cadeia de Markov é recorrente

positiva, ou seja, partindo de um estado t, o tempo esperado para o processo visitar novamente

este estado é finito, irredutível, no qual todos os estados do processo se comunicam e aperiódica,

apresentando intervalos irregulares para alcançar o estado, com t → ∞, a distribuição de θ (t)

converge para sua distribuição de equilíbrio, o qual é independente dos valores iniciais da cadeia

θ (0); para detalhes, veja Gilks, Richardson e Spiegelhalter (1996).

Os métodos MCMC incorporam a noção de um procedimento iterativo (razão pela

qual eles são frequentemente chamados de métodos iterativos), uma vez que em cada etapa eles

produzem valores dependendo do anterior. Os algoritmos mais aplicados são o algoritmo de

Metropolis-Hastings e o amostrador de Gibbs.
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2.5.2.1 O algoritmo de Metropolis-Hastings

A origem desse algoritmo se deu com Metropolis et al. (1953) que apresentando os

métodos de simulação baseados em cadeias de Markov empregados na ciência, formularam o

algoritmo Metropolis. Anos depois Hastings (1970) generalizou o método original no que é

conhecido como algoritmo de Metropolis-Hastings. Nestes algoritmos, um valor é gerado de

uma distribuição conhecida, sendo este valor aceito também como um ponto da distribuição a

posteriori π(θ |y) com uma probabilidade α . Este mecanismo de correção garante a convergência

da cadeia para a distribuição de equilíbrio.

Suponha que a cadeia esteja no estado θ e um valor θ ′ é gerado de uma distribuição

conhecida q(·|θ). Esta distribuição é conhecida como distribuição proposta e ela geralmente

depende do estado atual da cadeia. O novo valor θ ′ é aceito com probabilidade

α(θ ,θ ′) = min
{

π(θ ′|y)q(θ |θ ′)
π(θ |y)q(θ ′|θ)

,1
}
.

Em termos práticos, o algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser descrito pelos

seguintes passos:

1. Especifique o valor inicial θ 0;

2. Gere um novo valor θ ′ da distribuição q(·|θ);

3. Calcule a probabilidade de aceitação α(θ ,θ ′) e gere u∼ U(0,1);

4. Se u ≤ α então aceite o novo valor e faça θ (t+1) = θ ′. Caso contrário rejeite e faça

θ (t+1) = θ (t);

5. Volte ao passo 2.

Uma característica importante do algoritmo é que não precisamos avaliar a constante

normalizadora h(y) envolvida em π(θ |y), uma vez que em α a constante é cancelada. Após a

sequência de amostras retornadas, uma prática comum e bastante eficiente é realizar o burn-in,

que consiste em eliminar os valores resultantes das primeiras iterações do algoritmo, realizadas

antes de a convergência ser atingida. Além disso, existe uma dependência entre observações

sucessivas, para eliminar ou minimizar esta correlação, o que se faz é guardar as observações

espaçadas utilizando um passo constante, processo conhecido como thinning. Para mais detalhes

ver Gilks, Richardson e Spiegelhalter (1996), Gamerman e Lopes (2006).
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2.5.2.2 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs foi introduzido por Geman e Geman (1984) e é um caso

especial da versão “componente-a-componente” do algoritmo de Metropolis-Hastings. Embora

o amostrador de Gibbs seja um caso especial do algoritmo Metropolis-Hasting, é geralmente

citada como uma técnica de simulação separada devido à sua popularidade e conveniência.

Considere θ = (θ1,θ2, . . . ,θd) um vetor com d dimensões. Este algoritmo consiste

em amostrar um parâmetro por vez, baseado na sua distribuição condicional completa π(θ |θ−i),

onde θ−i = (θ1,θ2, . . . ,θi−1,θi+1, . . . ,θd). Para obter a distribuição condicional completa de θi,

determina-se os termos da distribuição conjunta a posteriori, apenas os termos que dependem de

θi e verifica-se a proporcional a esta distribuição, observando se possui uma densidade conhecida

que pode ser gerada facilmente.

O algoritmo do amostrador de Gibbs é dado da seguinte maneira:

1. Inicializar θ = (θ
(0)
1 , . . . ,θ

(0)
d );

2. Simular θ
(1)
1 da condicional θ1|θ

(0)
2 , . . . ,θ

(0)
d ;

3. Simular θ
(1)
2 da condicional θ2|θ

(1)
1 ,θ

(0)
3 , . . . ,θ

(0)
d ;

4. Simular θ
(1)
d da condicional θd|θ

(1)
1 , . . . ,θ

(0)
d−1;

5. Voltar ao passo 2.

Assim, após um período de burn-in, (θ (k)
1 , . . . ,θ

(k)
d ), . . . ,(θ

(n)
1 , . . . ,θ

(n)
d ) são realiza-

ções da distribuição de interesse.

Além destes algoritmos, outras variações podem ser propostas no MCMC. Por

exemplo, fazer o algoritmo de Gibbs por passos de Metropolis, em que a distribuição condicional

completa de cada parâmetro é a distribuição π(y) do algoritmo de Metropolis-Hastings, e

Metropolis por blocos, onde blocos (θ1, . . . ,θk1), . . . ,(θkp−1, . . . ,θkp) são amostrados um por

vez pelo algoritmo de Metropolis-Hastings.

No capítulo seguinte, descreveremos o modelo de regressão autoregressivo com

inovações que seguem uma distribuição mistura de escala da distribuição normal a partir de uma

abordagem Bayesiana, utilizando as definições e ferramentas descritas neste capítulo.
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3 MODELO DE REGRESSÃO AUTOREGRESSIVO COM INOVAÇÕES MEN

3.1 DESCRIÇÃO DO MODELO

Considere um modelo de regressão linear autoregressivo de ordem p com inovação

seguindo uma distribuição mistura de escala normal (RL-AR(p)-MEN). Assim, a representação

deste modelo de regressão para as respostas observadas no tempo t pode ser descrita como

Yt = x>t β + εt , t = 1,2, . . . ,T,

εt =
p

∑
i=1

φiεt−i +ηt , ηt ∼MEN(0,σ2,ν).
(3.1)

Uma maneira alternativa de escrever o modelo (3.1) é dada por

Yt = x>t β +
p

∑
i=1

φi(Yt−i−x>t−iβ )+ηt . (3.2)

Para facilitar adotamos que µ∗t = x>t β +∑
p
i=1 φi(Yt−i−x>t−iβ ).

Seguindo Garay et al. (2015) assumimos que a resposta Yt não é totalmente observada

para todas as t observações e consideramos censura à esquerda, no entanto, os resultados são

facilmente estendíveis para outros tipos de censura. Sejam os t dados observados, em que Vt

representa o valor da censura ou o valor sem censura e Ct são os indicadores de censura, essas

observações são expressas de tal forma que

Yt 6Vt se Ct = 1 e Yt =Vt se Ct = 0. (3.3)

Por outro lado, seguindo Liu, Kumar e Palomar (2019) e Zhou et al. (2021), também

consideramos que alguns Yt’s são desconhecidos devido a várias razões, os quais são indicados

por NA (missing values). Estes valores faltantes aparecem dispostos no conjunto de dados de

forma consecutiva ou sendo um único valor faltante entre duas observações, e, portanto, definidos

como bloco de NAs.

No sentido de adquirir critérios suficientes para que a verossimilhança exata e

inferências Bayesianas sejam válidas, eximindo a necessidade de modelar o mecanismo gerador

de ausência de dados, assim como em Liu, Kumar e Palomar (2019) e Zhou et al. (2021), também

assumimos que o mecanismo de dados faltantes é ignorável, para mais detalhes, ver Little e

Rubin (2019).

Vamos supor que temos um conjunto de dados com D blocos faltantes, conforme

Figura 1, em que no d-ésimo bloco faltante, existem nd observações faltantes ytd+1, . . . ,ytd+nd ,
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y1, . . . ,yt1,

n1︷ ︸︸ ︷
NA, . . . ,NA,yt1+n1+1, . . . ,ytd ,

nd︷ ︸︸ ︷
NA, . . . ,NA,

ytd+nd+1, . . . ,ytD,NA, . . . ,NA︸ ︷︷ ︸
nD

,ytD+nD+1, . . . ,yT .

Figura 1 – Conjunto de dados com valores faltantes.

que são limitados na esquerda e na direita por dois dados observados ytd e ytd+nd+1, respectiva-

mente. Denotamos o conjunto dos índices dos valores observados por Co, o conjunto dos índices

dos valores censurados por Cc e o conjunto dos índices dos valores faltantes por Cm. Também

denotamos y = (yt , p+1 6 t 6 T ), yo = (yt , t ∈Co), yc = (yt , t ∈Cc) e ym = (yt , t ∈Cm).

Portanto, seja θ = (β>,φ ,σ2,ν)> o vetor dos parâmetros do modelo de regressão

linear autoregressivo com inovação misturas de escala normal para dados incompletos, denotado

como RL-AR(p)-MEN-DI e seja x = (x>1 , . . . ,x
>
T+p) as covariáveis, a função de verossimilhança

de θ será definida mais adiante.

O modelo RL-AR(p)-MEN-DI por se tratar de uma classe de distribuições simétricas,

devido a família de distribuições de mistura de escala normal, daremos atenção especial a alguns

de seus casos particulares como a distribuição normal, a t de Student, a slash e a normal

contaminada, descritas na Seção (2.4) e denotadas como RL-AR(p)-N-DI, RL-AR(p)-T-DI,

RL-AR(p)-SL-DI e RL-AR(p)-NC-DI, respectivamente, ao assumirem a inovação do modelo.

3.2 FUNÇÃO DE VEROSSIMILHANÇA

Como pode ser visto em Hamilton (1994) e Prado e West (2010), a função de verossi-

milhança exata requer o conhecimento da distribuição conjunta das primeiras p observações e o

procedimento de maximização pode resultar em um sistema de equações em θ e (y1, . . . ,yT+p),

para o qual não há solução para θ . Assim, considerando a presença de valores faltantes ym, uma

alternativa para a maximização da função de verossimilhança exata é considerar a função de

verossimilhança do dados observados yobs = (yo,yc) condicionada as primeiras p observações,

dada por:

L(θ |yobs)∝
∫

f (yo,yc,ym|θ)dym

∝

{∫ p+T

∏
t=p+1

f (yt |yt−1, . . . ,yt−p,θ)

}
dym

∝

{∫ p+T

∏
t=p+1

fMEN
(
yt |µ∗t ,σ2;ν

)1−Iyc(yt)FMEN

(
Vt−µ∗t

σ

)Iyc(yt)
}

dym,

(3.4)
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em que
{

Yt |yt−1, . . . ,yt−p,θ
}

segue uma distribuição MEN, com parâmetro de locação µ∗t =

x>t β +∑
p
i=1 φiεt−i e parâmetro de escala σ2, em que εt−i = yt−i−x>t−iβ para i = 1, . . . , p. IB(·)

denota a função indicadora, na qual, IB(y) = 1 se y ∈B e IB(y) = 0, caso contrário e FMEN(·)

denota a fda da distribuição MEN padronizada, MEN(0,1;ν).

A seguir, apresentamos dois resultados importantes que foram desenvolvidos por

Liu, Kumar e Palomar (2019, Lemas 1-2) relacionados ao conjunto de M blocos de valores

faltantes (B) ym = (yB1, . . . ,yBM), com yBk =
{

ysk+1, . . . ,ysk+mk

}
, no contexto do modelo RL-

AR(p)-N-DI, que será crucial para desenvolver nosso algoritmo MCMC.

(1) Dado (yobs,θ), os blocos de valores faltantes ym, são independentes, ou seja,

f (ym|yobs,θ) =
M

∏
k=1

f (yBk|yobs,θ).

(2) A distribuição do k-ésimo bloco de valores faltantes yBk, dado (yobs,θ), depende apenas

das p observações anteriores ao bloco y(sk−p) =
{

ysk−1, . . . ,ysk−p
}

e das p observações

posteriores ao bloco y(sk+mk+p) =
{

ysk+mk+1, . . . ,ysk+mk+p
}

.

Embora este último resultado tenha sido obtido anteriormente por Liu, Kumar e

Palomar (2019), fornecemos uma prova alternativa e, em seguida, apresentamos uma forma

fechada para o modelo autoregressivo de ordem p ∈ {1,2,3}.

Para obter a distribuição de yBk dado
(
y(sk−p),y(sk+mk+p)

)
, denotado por f

(
yBk|y(sk−p),

y(sk+mk+p),θ
)
, é necessário analisar a distribuição conjunta de yBk e y(sk+mk+p), dado

(
y(sk−p),θ

)
.

Sob condições de estacionariedade, cada observação do vetor ykp =
(
yBk,y(sk+mk+p)

)
pode ser

escrita usando iterações de retrogressão j vezes, para j = 1,2, . . . ,mk,mk +1, . . . ,mk + p, com

Ysk+ j = µsk+ j +
j−1

∑
r=0

ψrηsk+ j−r,

em que µsk+ j são funções de ε(sk−p) =
{

εsk−1, . . . ,εsk−p
}

, x>sk+ jβ e εsk = Ysk− x>sk
β . Os coefici-

entes ψr são funções de φ = (φ1, . . . ,φp)
>. Observe que µsk+ j e ψr dependem da p-ésima ordem

do modelo autoregressivo, ou seja:

• Para p = 1:

µsk+ j = x>sk+ jβ +ψ jεsk ,

ψr = φ r.

• Para p = 2:

µsk+ j = x>sk+ jβ +ψ jεsk +φ2ψ j−1εsk−1,

ψ0 = 1; ψ1 = φ1,

ψr = φ1ψr−1 +φ2ψr−2, para todo r ≥ 2.
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• Para p = 3:

µsk+ j = x>sk+ jβ +ψ jεsk +(φ2ψ j−1 +φ3ψ j−2)εsk−1 +φ3ψ j−1εsk−2,

ψ0 = 1; ψ1 = φ1;ψ2 = φ 2
1 +φ2,

ψr = φ1ψr−1 +φ2ψr−2 +φ3ψr−3, para todo r ≥ 3.

Dessa forma, Ysk+ j, para todo j, pode ser representado como a soma das constantes

µsk+ j e do processo linear ∑
j−1
r=0 ψrηsk+ j−r, com ηt

iid.∼ N(0,σ2). Como consequência, dado as

observações anteriores y(sk−p), nós temos que:

ykp|y(sk−p),θ ∼ Nmk+p(µkp,Σkp), (3.5)

em que µkp( j)
= µsk+ j e

Σkp(i, j) =Cov

{
µsk+i +

i−1

∑
r=0

ψrηsk+i−r,µsk+ j +
j−1

∑
r=0

ψrηsk+ j−r

}
=

min{i−1, j−1}

∑
r=0

ψiψ|i− j|+rσ
2.

3.3 INFERÊNCIA BAYESIANA PARA O MODELO RL-AR(p)-MEN-DI

3.3.1 Distribuições a priori

Seja θ = (β ,φ ,σ2,ν)> o vetor dos parâmetros do modelo RL-AR(p)-MEN-DI,

propomos as seguintes distribuições prioris:

(i) β ∼ Nq(µβ ,Σβ ), em que µβ é o vetor q×1 de hiperparâmetros fixados e Σβ é uma matriz

positiva definida conhecida, de ordem q×q.

(ii) σ−2 ∼ Gamma(a/2,b/2), em que a > 0 e b > 0 são conhecidos.

(iii) Seguindo Lin e Lee (2007), com o intuito de facilitar o procedimento de estimativa e

atingir o objetivo de garantir a admissibilidade de φ , visto que à medida que a ordem de

um modelo AR(p) aumenta, a abordagem sob as restrições de estacionariedade torna-se

mais difícil na ausência de restrições explícitas em cada componente autoregressivo, desse

modo realizamos uma reparametrização de φ como em Barndorff-Nielsen e Schou (1973):

φ
(k)
k = γk, φ

(k)
i = φ

(k−1)
i − γkφ

(k−1)
k−i , i = 1,2, . . . ,k−1, (3.6)

em que φ
(p)
i é o i-ésimo coeficiente de um processo AR(p), sendo φ

(p)
i = φi = φ

(i)
i −

φ
(i+1)
i+1 φ

(i)
1 −φ

(i+2)
i+2 φ

(i+1)
2 −·· ·−φ

(p)
p φ

(p−1)
p−i , para i = 1, . . . , p−1. Observe que a Equação

(3.6) é uma transformação um-para-um que reparametriza φ = (φ1, . . . ,φp)
> em termos

das autocorrelações parciais γ = (γ1, . . . ,γp)
> ∈ Rp, em que R = [−1,1]. Tratamos γ

como os parâmetros reparametrizados e toda geração aleatória foi realizada em γ , depois
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calculamos φ a partir dos γ obtidos, invertendo a equação 3.6. Assim, a distribuição a

priori corresponde a γ ∼ U(−1,1).

(iv) Para a escolha da distribuição a priori do parâmetro ν dentro da classse de distribui-

ções MEN, leva-se em consideração a especificidade inerente ao fator de escala de cada

distribuição. Para o caso t de Student existem muitas sugestões na literatura quanto a

distribuição a priori mais apropriada, essas discussões são apresentadas em Geweke (1993),

Fonseca, Ferreira e Migon (2008), Cabral, Lachos e Madruga (2012), Garay et al. (2015),

entre outros.

No caso da distribuição t de Student e Slash será utilizada a sugestão dada por Congdon

(2007), que consiste em ν ∼ Exp(λ ) com um segundo nível de hierarquia para λ , dada por

λ ∼ U(c,d), em que Exp(λ ) denota a distribuição exponencial com média 1/λ (λ > 0) e

U(c,d) denota a distribuição Uniforme definida no intervalo (c,d).

Consideramos para a distribuição normal contaminada como distribuição a priori ν ∼

Beta(ν0,ν1) e δ ∼ Beta(δ0,δ1), em que ν0,ν1,δ0,δ1 são valores positivos conhecidos.

3.3.2 Algoritmo MCMC

No contexto Bayesiano, os estimadores são obtidos a partir de medidas resumo

da distribuição a posteriori como, por exemplo, esperança, moda, variância, etc. No entanto,

devido a sua forma complexa, não é fácil aproximar estes momentos utilizando técnicas de

integração numérica. Atualmente, uma forma eficiente e muito utilizada para aproximar estas

integrais é por meio da geração de amostras da distribuição a posteriori, via algoritmo tipo

MCMC (GAMERMAN; LOPES, 2006).

O nosso algoritmo MCMC desenvolvido para o modelo RL-AR(p)-MEN-DI utiliza

o método de supor que o vetor de variáveis latentes V L = {ym,yc,u}, em que u = (u1, . . . ,uT )
>,

podem ser completamente observados, dessa forma, é suficiente a obtenção da distribuição

condicional completa para cada parâmetro do modelo, ou seja, determinar a distribuição de cada

um dos parâmetros dado os dados observados e os parâmetros restantes, para então, extrairmos

amostras dessas distribuições condicionais completas.

Seja Y = (Y1, . . . ,YT )
> realizações do modelo RL-AR(p)-MEN sem censura e va-

lores faltantes, e y(t−p) = {yt−1, . . . ,yt−p}. A partir da definição da Equação (3.2), temos que

a variável aleatória {Yt |y(t−p),θ} para t = p + 1, . . . ,T , segue uma distribuição MEN com
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representação hierárquica dada por:

Yt |y(t−p),Ut = ut ∼ N(µ∗t ;u−1
t σ

2),

Ut ∼ H(·|ν).

Considerando o vetor de valores faltantes ym e o vetor de valores censurados yc,

existe então ym+yc valores não observados da característica de interesse. Assim, yt é a realização

da variável latente não observada Yt ∼MEN (µ∗t ,σ
2,ν), t ∈ {Cm,Cc}. Como já mencionado, o

procedimento chave de nosso algoritmo tipo MCMC consiste em considerar os dados "aumenta-

dos", acrescentando as variáveis latentes {yo,ym,yc,u}, isto é, tratar o problema como se ym, yc

e u fossem de fato observados.

Os passos do nosso algoritmo são os seguintes:

Passo 1. Para cada um dos M blocos de valores faltantes (B) ym = (yB1, . . . ,yBM), com yBk ={
ysk+1, . . . ,ysk+mk

}
e y(sk+mk+p) =

{
ysk+mk+1, . . . ,ysk+mk+p

}
em que mk e sk representam

o número de observações faltantes e sua posição no conjunto de dados, respectivamente,

para o k-ésimo bloco de valores faltantes. Devemos gerar yB∗k, para k = 1,2, . . . ,M,

independentemente da distribuição condicional completa π(yBk|y(sk−p),y(sk+mK+p),u,θ),

que é obtida da seguinte forma:

• Considerando a representação estocástica da distribuição MEN, Equação (3.2), e o

resultado obtido na Equação (3.5), temos:

(
yBk,y(sk+mK+p)

)
|
(
y(sk−p),u,θ

)
∼ Nmk+p(µkp,Σkp).

Em que µkp = (µmk ,µp)
> e Σkp =

Σmk×mk Σmk×p

Σp×mk Σp×p

,

com µmk =
(
µsk+1, . . . ,µsk+mk

)> e µp =
(
µsk+mk+1, . . . ,µsk+mk+p

)>, em que:

µkp( j)
= µsk+ j

Σkp(i, j) =
min{i−1, j−1}

∑
r=0

ψiψ|i− j|+rσ
2

µsk+min{i, j}−r
, para i, j = 1, . . . ,mk + p.

• Utilizando a decomposição condicional-marginal da distribuição normal multivariada,

a distribuição de yBk|
(
y(sk−p),y(sk+mK+p),u,θ

)
é dada por:

Nmk

(
µ
∗
mk
,Σ∗mk

)
,
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em que µ∗mk
= µmk +Σmk×p (Σp×p)

−1 (y(sk+mK+p)−µp
)

e

Σ∗mk
= Σmk×mk−Σmk×p (Σp×p)

−1
Σp×mk .

Portanto, nesse primeiro passo é gerado observações para os m valores faltantes.

Passo 2. Quando t ∈Cc, gerar observações de Yt , a partir da distribuição condicional completa

π(yt |yo,ut ,β ,φ ,σ
2,ν), que é uma distribuição normal truncada dada por

NT(µ∗t ,u
−1
t σ

2;b−∞,Vtc),

Assim, nesse segundo passo construimos um novo vetor y∗ = (y∗1, . . . ,y
∗
T ) composto pelo

vetor de valores observados yo e pelas observações geradas para os casos censurados e os

casos faltantes.

Passo 3. Para t = p+1, . . . ,T , gerar observações de Ut da distribuição condicional completa

π(ut |y∗t ,β ,φ ,σ2,ν), conforme as diferentes distribuições MEN, seguindo Garay et al.

(2015):

(a) para a distribuição Normal, definir ut = 1 para t = 1,2, . . . ,T ;

(b) para a distribuição t de Student,

Gamma
(

ν +1
2

,
(y∗t −µ∗t )

2

2σ2 +
ν

2

)
;

(c) para a distribuição slash,

TGamma
(

ν +
1
2
,
(y∗t −µ∗t )

2

2σ2 +
ν

2
; [0,1]

)
,

em que TGamma representa a distribuição gamma truncada;

(d) para a distribuição normal contaminada, temos a distribuição discreta que assume os

valores de δ (definido na Subseção 3.3.1) com probabilidade pb∗ e 1 com probabili-

dade 1− pb∗, em que

pb∗ = νδ
(1/2)exp

(
− δ

2

(
y∗t −µ∗t

σ

)2)
e

1− pb∗ = (1−ν)exp
(
− 1

2

(
y∗t −µ∗t

σ

)2)
.

Passo 4. Gerar observações de β a partir da distribuição condicional completa π(β |y∗t ,ut ,φ ,σ
2,ν),

que é definida por

Nq(DA−1,A−1),
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em que A =
T

∑
t=p+1

Ut

σ2

(
x>t −

p

∑
k=1

φkx>t−k

)2

+Σ
−1
β

e D =
T

∑
t=p+1

ZtUt

σ2

(
x>t −

p

∑
k=1

φkx>t−k

)
+Σ

−1
β

µ
>
β
, em que Zt =

(
y∗t −∑

p
k=1 φky∗t−k

)
.

Passo 5. Gerar observações de σ−2 a partir da distribuição condicional completa π(σ−2|y∗t ,ut ,β ,φ ,ν),

que é definida por

Gamma
(

T +a
2

,
b+∑

T
p+1Ut(y∗t −µ∗t )

2

2

)
.

Passo 6. Gerar observações de φ , usando o método Metropolis-Hastings, a partir da distribuição

condicional completa π(γ|y∗t ,ut ,β ,σ
2,ν), como sugerido por Lin e Lee (2007), da seguinte

forma:

(i) transformar γ = (γ1, . . . ,γp)
> para γ∗ = (γ∗1 , . . . ,γ

∗
p)
> ∈ Rp,R = (−∞,∞), em que

γ∗i = log((1+ γi)/(1− γi)), com i = 1, . . . , p

(ii) utilizando o método Metropolis-Hastings, gerar observações de γ∗ a partir da distri-

buição condicional marginal

π(γ∗|y∗,u,β,σ2,ν) = π(γ|y∗,u,β,σ2,ν)Jγ∗

em que π(γ|y∗,u,β,σ2,ν)=∏
T
t=p+1 fMEN(y∗t |µ∗t ,σ2,ν) e Jγ∗ =∏

p
i=1{2 exp(γ∗i )/[1+

exp(γ∗i )]
2} é o jacobiano da transformação de γ para γ∗.

A distribuição proposta escolhida foi uma distribuição normal multivariada p-dimensional.

Assim, seja uma observação γ∗( j−1) obtida na fase j−1, gerar uma observação can-

didata γ∗∗ a partir da distribuição

Np

(
γ
∗( j−1)

,r2
Σ
( j−1)
γ∗

)
em que a escala r ≈ 2,4/

√
p, como sugerido por Gelman et al. (2004). A matriz de

covariância Σ
( j−1)
γ∗ pode ser estimada invertendo a matriz de informação da amostra

dado γ∗
( j−1)

.

A nova observação γ∗∗ é aceita com probabilidade

min
{

π(γ∗∗| · · ·)γ∗∗

π(γ∗( j−1)| · · ·)γ∗( j−1)
,1
}
.

As amostras são obtidas a partir das distribuições parcialmente marginais, integrando

as variáveis latentes u1, . . . ,uT .
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(iii) tendo obtido γ∗ do algoritmo Metropolis-Hastings, o transformamos de volta para γ

calculando γi = [exp(γ∗i )−1]/ [exp(γ∗i )+1], com i = 1, . . . , p.

(iv) transformar γ de volta para φ invertendo a Equação (3.6).

Passo 7. Gerar observações de ν a partir da distribuição condicional completa π(ν |y∗t ,β ,φ ,σ2,λ ).

Este procedimento de geração depende da distribuição MEN, e em alguns casos é necessá-

rio introduzir um passo Metropolis-Hastings.

Assim, por exemplo, conforme sugerido por Garay et al. (2015)

(a) para a distribuição t de Student,

(i) gerar observações de λ a partir da distribuição condicional π(λ |ν), a qual é

TGamma(2,ν ,bc,dc).

(ii) utilizando o método Metropolis-Hastings, gerar observações de ν a partir da

distribuição condicional marginal

π(ν |y∗,β,φ,σ2,λ)∝ exp (−λν)

exp

[
T

∑
t=p+1

log FTS

(
Vt−µ∗t

σ

)Iyc(yt)

+
T

∑
t=p+1

log fTS
(
y∗t |µ∗t ,σ2)1−Iyc(yt)

]
.

(3.7)

As propostas são obtidas da seguinte forma: Dada uma observação ν( j−1) obtida

na fase j−1, geramos uma observação candidata ν∗ da distribuição Log-normal

LN(logν
( j−1),ξ 2

ν ),

cuja fdp é definida por:

q(ν∗|ν( j−1)) =
1

ν∗ξν

√
2π

exp
(
(logν∗−ν( j−1))2

2ξ 2
ν

)
.

A nova observação ν∗ é aceita com probabilidade

min
{

π(ν∗| · · ·)ν∗

π(ν( j−1)| · · ·)ν( j−1)
,1
}

em que π(ν∗| · · ·) representa a Equação (3.7), avaliada usando os valores atuais

de β ,φ ,σ2,λ e y∗. Neste caso, as amostras são obtidas a partir das distribuições

parcialmente marginais, integrando as variáveis latentes u1, . . . ,uT . Este método,

conhecido como princípio colapsing, geralmente é mais eficiente do que a

amostragem da distribuição condicional completa. Para uma discussão mais

detalhada veja Liu (1994) e Massuia et al. (2017).

(b) para a distribuição slash,
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(i) gerar observações de λ a partir da distribuição condicional π(λ |ν), a qual é

TGamma(2,ν ,bc,dc).

(ii) gerar observações de ν a partir da distribuição condicional π(ν |u) que é definida

por

Gamma
(

T − p+1,λ −
T

∑
t=p+1

log(ut)

)

(c) para a distribuição normal contaminada,

(i) gerar uma amostra de ν a partir da distribuição condicional π(ν |u,δ ), definida

como Beta(ν0 + zδ ;ν1 +T − p− zδ ), em que zδ = (T − p−∑
T
p+1 St)/(1−δ ) e

St =

 1 se ut = δ

0 se ut 6= δ .

(ii) considere a distribuição condicional marginal de δ |y∗,β ,φ ,σ2,ν , definida por

π
(
δ |y∗,β,φ,σ2,ν

)
∝ δ

δ0−1(1−δ )δ1−1

exp

[
T

∑
t=p+1

log FNC

(
Vt−µ∗t

σ
,ν ,δ

)Iyc(yt)

+
T

∑
t=p+1

log fNC
(
y∗t |µ∗t ,σ2)1−Iyc(yt)

]
,

em que FNC é a fda da normal contaminada. Dada a parametrização δr = δ/1−δ ,

gerar observações δr da distribuição

π
(
δr|y∗,β,φ,σ2,ν

)
=

1
(1+δr)2 π

(
δr

1+δr

∣∣∣∣y∗,β,φ,σ2,ν

)
,

utilizando o método de Metropolis-Hastings com a distribuição Log-normal,

como densidade proposta. Assim, seja uma observação δ
( j−1)
r obtida na fase

j−1, gerar uma observação candidata δ ∗r a partir da distribuição

LN(δ
( j−1)
r ,ξ 2

δr
).

A nova observação δ ∗ é aceita com probabilidade

min
{

π(δ ∗| · · ·)δ ∗

π(δ ( j−1)| · · ·)δ ( j−1)
,1
}
.

Neste caso, as amostras são obtidas a partir de distribuições parcialmente margi-

nais, integrando as variáveis latentes u1, . . . ,uT .
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3.4 CRITÉRIOS DE COMPARAÇÃO DOS MODELOS

Quando é preciso escolher entre modelos distintos para o mesmo conjunto de dados,

existem várias propostas de critérios de comparação de modelos Bayesianos. Um dos critérios

utilizados em trabalhos aplicados é o fator de Bayes, definido como

FB(Mi,M j) =
f (y|Mi)

f (y|M j)
,

em que Mi e M j representam o i-ésimo e o j-ésimo modelo, respectivamente, f (y|Mi) e f (y|M j)

são as verossimilhanças marginais do i-ésimo e do j-ésimo modelo, respectivamente.

As verossimilhanças marginais são definidas como

f (y|Mk) =
∫

f (y|θk,Mk)π(θk|Mk)dθk,

em que f (y|θk,Mk) é a função de verossimilhança para o modelo MK , π(θk|Mk) a distribuição a

priori e θk é o vetor de parâmetros do modelo MK .

Como discutido em Garay et al. (2020) e Lin e Lee (2007) consideraremos a densi-

dade a posteriori, a partir da qual pode ser calculada a verossimilhança marginal, para aproximar

f (y|θ), ou seja,

f (y|Mk)≈

{
1
L

L

∑
l=1

1

f (y|θ(l)k ,Mk)

}−1

,

em que θ
(l)
k representa a amostra gerada da distribuição a posteriori de θk obtida na l-ésima

iteração do algoritmo MCMC.

Para a comparação dos modelos, realiza-se o fator de Bayes, uma interpretação para

o fator de Bayes é dada em Jeffreys (1998), em que: FB(Mi,M j) < 1 demonstra evidência a favor de

M j; 1 6 FB(Mi,M j) < 3,2 demonstra evidência muito fraca a favor de Mi; 3,2 6 FB(Mi,M j) < 10

demonstra evidência fraca a favor de Mi; 10 6 FB(Mi,M j) < 100 demonstra evidência forte a

favor de Mi e FB(Mi,M j) > 100 demonstra evidência muito forte a favor de Mi.

No próximo capítulo, abordaremos os resultados de três estudos de simulação,

realizados em condições específicas, para avaliar e comparar os modelos propostos neste capítulo.
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4 ESTUDOS DE SIMULAÇÃO

Elaboramos três estudos de simulação com o intuito de avaliar o desempenho das

estimativas Bayesianas obtidas para os parâmetros β1,β2,φ1,φ2 e σ2 do modelo RL-AR(p)-

MEN-DI, definido na Equação (3.2). Apesar de termos avaliado o parâmetro ν , não o incluimos

nos resultados tendo em vista que a comparação desse parâmetro entre todos os casos é inviável.

Todos os procedimentos computacionais foram implementados utilizando o software R (R CORE

TEAM, 2021).

Em todos os cenários de simulação geramos amostras artificiais R=500 de tamanho

T ∈ {150,300} a partir do modelo RL-AR(p)-MEN-DI com p ∈ {1,2}, considerando os casos

normal (N), t-Student (T), slash (SL) e normal contaminada (NC), conforme definidos na Seção

(2.4), com x>t = (1,xt), para t = 1,2, . . . ,T . Os valores xt foram fixados e obtidos a partir de

amostras aleatórias da distribuição U(0, 1).

Os valores dos parâmetros foram β = (1,4)>, φ= (φ1,φ2)
> = (0,656,−0,207)> e

σ2 = 1,5.

Para cada réplica, foram realizadas 100.000 iterações do amostrador de Gibbs, tal

que as primeiras 20.000 (20%) iterações foram descartadas como amostras burn-in e para

eliminar potenciais problemas devido a autocorrelação, as amostras subsequentes sorteadas

com espaçamento igual a 5 foram mantidas, de modo que o tamanho de cada cadeia final de

observações resultou em 16.000.

A partir das 16.000 observações que formaram a cadeia final, foi calculado para

cada parâmetro a média a posteriori, o desvio padrão a posteriori, o percentil 2,5 a posteriori e o

percentil 97,5 a posteriori.

4.1 CENÁRIO 1

Tem como propósito verificar as consequências no comportamento das estimativas

Bayesianas dos parâmetros no contexto de existência de censura no conjunto de dados. Os dados

simulados seguem um modelo RL-AR(p)-MEN-DI com p ∈ {1,2}. Para realizar esse estudo,

criamos dados censurados à esquerda, da seguinte forma: (i) ordenamos os dados em ordem

crescente; (ii) determinamos o valor da censura pelo nível de censura escolhido para a amostra,

assim, todos os valores que estavam à esquerda do valor da censura foram substituídos pelo valor

da censura; (iii) retornamos os dados a sua ordem original. Foram considerados diferentes níveis

de censura NCens ∈ {0%,5%,15%, 30%} e diferentes tamanhos de amostras T ∈ {150,300}.
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Comparando os resultados das estimativas Bayesianas dos modelos RL-AR(p)-MEN-

DI, com p ∈ {1,2}, a partir das Tabelas 1 e 2 verificamos que o algoritmo MCMC proposto

produz estimativas aproximadas ao valor verdadeiro em quase todas as proporções de censura e

que há uma sensibilidade nas variações das estimativas com o aumento da censura, neste sentido,

o parâmetro φ1 apresenta-se com maior sensibilidade ao percentual de censura de 30%, seguido

por σ2 que também aponta certa sensibilidade.

Figura 2 – Estimativas Bayesianas médias de β1, β2 e φ1 para os modelos RL-AR(1)-MEN-DI, com
T = 300 e diferente níveis de censura.

β1

β2

φ1

RL-AR(1)-N-DI RL-AR(1)-T-DI RL-AR(1)-SL-DI RL-AR(1)-NC-DI

●●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0% 5% 15% 30%
% de Censura

β 1

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●●●

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0% 5% 15% 30%
% de Censura

β 1

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0% 5% 15% 30%
% de Censura

β 1
●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0% 5% 15% 30%
% de Censura

β 1

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

3.5

4.0

4.5

5.0

0% 5% 15% 30%
% de Censura

β 2

●

●
●●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

3.5

4.0

4.5

5.0

0% 5% 15% 30%
% de Censura

β 2

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

3.5

4.0

4.5

5.0

0% 5% 15% 30%
% de Censura

β 2

●●

●● ●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

3.5

4.0

4.5

5.0

0% 5% 15% 30%
% de Censura

β 2

●

●

●

●

●

●

●

0.5

0.6

0.7

0.8

0% 5% 15% 30%
% de Censura

φ 1

●

●

●

●

●

●
●●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
0.5

0.6

0.7

0.8

0% 5% 15% 30%
% de Censura

φ 1

●
●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

●

●

●
●

●

●

0.5

0.6

0.7

0.8

0% 5% 15% 30%
% de Censura

φ 1

●

●

●

●

●

●

●
●●

●●

●

0.5

0.6

0.7

0.8

0% 5% 15% 30%
% de Censura

φ 1

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Nas Figuras 2 e 3, cuja linha vermelha representa o valor verdadeiro dos parâmetros,

podemos observar como estão distribuídos as estimativas Bayesianas dos parâmetros em cada

modelo, assim como aqueles que mais se afastam do valor verdadeiro, identificando um maior

afastamento quando o nível de censura é de 30%. Os resultados para o caso T = 150 são

semelhantes e são apresentados no apêndice A. Contudo, é possível perceber que com o aumento

da amostra o descréscimo do percentual de cobertura dos intervalos de credibilidade a posteriori

de 95% torna-se evidente com uma censura ao nível de 30%, uma vez que ao aumentar a amostra,

também aumenta-se a quantidade de valores censurados.
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Figura 3 – Estimativas Bayesianas médias de β1, β2, φ1 e φ2 para os modelos RL-AR(2)-MEN-DI,
com T = 300 e diferente níveis de censura.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

4.2 CENÁRIO 2

O objetivo deste cenário é comparar o desempenho das estimativas Bayesianas dos

parâmetros para o modelo RL-AR(p)-MEN-DI com p ∈ {1,2} na presença de missing values

(NA) na variável resposta. Neste cenário, construimos blocos de NAs (B) em posições diferentes

para cada réplica, para isso (i) sorteamos valores aleatórios da amostra de forma que cada valor

sorteado corresponderia ao primeiro dado ausente do bloco de NAs, formado por 5 valores

ausentes consecutivos por bloco; (ii) quando B > 1, os blocos construídos, assim como os

seus p valores anteriores e os seus p valores posteriores, não participavam do próximo sorteio.

Então, assumimos diferentes quantidades de blocos de NAs B ∈ {1,3,5} e o tamanho de amostra
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T = 300, que representam 1,6%, 5% e 8% da amostra.

As Tabelas 3 e 4 apresentam as estimativas Bayesianas dos parâmetros para os

modelos RL-AR(p)-MEN-DI, com p ∈ {1,2}. Observamos que há certa similaridade nos

resultados das médias das estimativas Bayesianas apesar da distinção no número de blocos de

dados ausentes, bem como para o percentual de cobertura dos intervalos de credibilidade de

95%, nos quais os resultados também são semelhantes, com as coberturas em torno 95%.

Os boxplots, apresentados nas Figuras 4 e 5, indicam que, em geral, o nosso algoritmo

proposto produziu as estimativas bayesinas mais próximas dos valores verdadeiros para todos os

parâmetros, demonstrando, assim, evidências de que o algoritmo produz estimativas precisas

mesmo na presença de valores ausentes.

Figura 4 – Estimativas Bayesianas médias de β1, β2 e φ1 para os modelos RL-AR(1)-MEN-DI, com
T = 300 e diferente número de blocos de valores ausentes.
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Figura 5 – Estimativas Bayesianas médias de β1, β2, φ1 e φ2 para os modelos RL-AR(2)-MEN-DI,
com T = 300 e diferente número de blocos de valores ausentes.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

4.3 CENÁRIO 3

O intuito do cenário 3 é avaliar as estimativas Bayesianas dos parâmetros do modelo

RL-AR(2)-MEN-DI na presença de censura e missing values (NA) na variável resposta, simul-

taneamente. Os blocos de valores ausentes foram produzidos utilizando método semelhante

ao informado no cenário 2, neste caso, envolvendo os dados censurados, de forma a garantir

que a posição dos valores ausentes não coincidissem com a posição dos valores censurados.

Consideramos diferentes níveis de censura NCens ∈ {5%, 15%}, diferentes quantidades de

blocos B ∈ {1, 3} e o tamanho de amostra T = 300.

O resultado demonstrado na Tabela 5 e na Figura 6 mostram que o algoritmo funciona
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muito bem diante de dados censurados e valores ausentes, apresentando resultados semelhantes

nas estimativas Bayesianas e no percentual de cobertura dos intervalos de credibilidade de 95%

em todos os níveis de censura e número de blocos com valores ausentes.

Figura 6 – Estimativas Bayesianas médias de β1, β2, φ1 e φ2 para os modelos RL-AR(2)-MEN-DI,
com T = 300, diferente níveis de censura e diferente número de blocos de valores ausentes.
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A partir dos três cenários avaliados, percebemos que embora os resultados conside-

rando o nosso algoritmo proposto sejam satisfatórios, quando o nível de censura é alto (30%), os

resultados perdem a precisão, em especial nos parâmetros σ2 e φ1.

Além disso, constatamos que não há, na literatura acadêmica, estudos com modelos

de regressão linear com erros autoregressivos com inovações seguindo classes de distribuições

de cauda pesada, considerando dados censurados e/ou dados ausentes.
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5 APLICAÇÃO A DADOS REAIS

Para avaliar o algoritmo MCMC proposto na seção (3.3) e estimar os parâmetros do

modelo RL-AR-AR(p)-MEN-DI utilizamos o conjunto de dados relativo à concentração total de

fósforo na água do rio Iowa, EUA, analisado previamente nos estudos de Wang e Chan (2018) e

Schumacher, Lachos e Dey (2017), desde um ponto de vista frequentista.

Existe hoje por parte dos ambientalistas e da população em geral, uma maior cons-

cientização no que se refere a preservação e qualidade da água, o líquido mais precioso do

planeta e componente vital no sistema de sustentação da vida. Alguns fatores, como a poluição,

contribuem para o aumento de nutrientes na água. O fósforo excessivo na água do rio pode

resultar em eutrofização, a multiplicação demasiada de algas, resultando em diversos problemas

ambientais, sendo, portanto, um dos nutrientes de maior preocupação na água do rio Iowa como

sugerido por Wang e Chan (2018).

Uma das causas do aumento da quantidade de fósforo total (P) na água também está

relacionada com a vazão de água (Q), obtida do site do Serviço Geológico dos EUA. Como

apontado por Libra, Wolter e Langel (2004) a concentração de fósforo na água do rio tem sido

monitorada de perto no âmbito do programa de qualidade da água, conduzido pelo Departamento

de Recursos Naturais de Iowa.

A série de concentrações mensais de fósforo (P) em mg/L, foram coletadas no

período de outubro 1998 a outubro de 2013, nas águas do rio Iowa, localizado em Whitebreast

Creek perto de Knoxville, Iowa, EUA. Os dados apresentados na Figura 7 contêm 15,5% de

observações censuradas à esquerda, representadas pela linha vermelha, ou seja, quando log(P)

encontra-se abaixo de certos limites de detecção que variam ao longo do tempo e 7 (3,9%)

observações faltantes, retratada pela lacuna de dados devido a interrupção do programa por falta

de financiamento.

Seguindo Wang e Chan (2018), assim como Schumacher, Lachos e Dey (2017)

consideramos a transformação logarítmica para P e Q, e as interações com o log da vazão de

água (Qt), resultando no seguinte modelo:

log(Pt) =
4

∑
j=1

[β1, jS j,t +β2, jS j,t log(Qt)]+ εt

em que S j é a variável indicadora de trimestre, com j = 1,2,3 e 4, tal que S j,t = 1 se a t-ésima

observação pertencer ao j-ésimo trimestre e S j,t = 0 caso contrário, com o primeiro trimestre

compreendendo janeiro a março, o segundo trimestre de abril a junho, etc; e εt é a inovação do
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Figura 7 – Série temporal do logaritmo da concentração de fósforo (linha preta) e limites de
detecção da censura (linha vermelha tracejada).
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modelo.

É importante ressaltar que nos estudos de Wang e Chan (2018) e Schumacher, Lachos

e Dey (2017) εt foi considerado como uma inovação normal de um modelo de regressão linear

autoregressivo, ambos trabalharam com dados censurados e dados faltantes. No caso dos dados

faltantes, Wang e Chan (2018) considerou as respostas ausentes como resultantes da censura à

esquerda com um limite de censura infinito, Schumacher, Lachos e Dey (2017), considerou as

respostas faltantes como resultantes de censura intervalar (−∞,∞).

Neste trabalho consideramos εt como uma inovação seguindo uma distribuição

mistura de escala da normal definido na Equação (3.1) e substituimos o bloco de valores

ausentes por meio de uma distribuição conjunta condicional como descrito na Seção (3.3).

Consideramos todos os casos, apresentados na Seção (2.4), para o modelo RL-AR(p)-MEN-DI,

com p ∈ {1,2,3} para análise comparativa e preditiva. Para cada modelo, geramos L = 150.000

iterações do amostrador de Gibbs, descartamos as primeiras 30.000 iterações como amostras

de burn-in e escolhemos a amostra final com um espaçamento de tamanho 5, com o intuito de

reduzir a autocorrelação, resultando em 24.000 realizações finais.

O critério do fator de Bayes é uma ferramenta para comparar modelos em diversos

contextos, como descrito na Seção (3.4), é um recurso que envolve o cálculo das densidades

marginais f (y|θk) para cada modelo (MK). Nesta aplicação, obtemos para cada caso do modelo
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MEN-AR(p) as f (y|Mk), os resultados estão apresentados na tabela 6.

Tabela 6 – Estimativa das densidades marginais para os modelos RL-AR(p)-MEN-DI.

Modelo (Mk) f (y|Mk)

RL-AR(1)-N-DI 8,1636× e−63

RL-AR(2)-N-DI 3,1168× e−63

RL-AR(3)-N-DI 9,0565× e−64

RL-AR(1)-T-DI 7,3787× e−64

RL-AR(2)-T-DI 1,5810× e−62

RL-AR(3)-T-DI 1,2164× e−61

RL-AR(1)-SL-DI 3,4479× e−64

RL-AR(2)-SL-DI 5,6672× e−62

RL-AR(3)-SL-DI 2,1892× e−62

RL-AR(1)-NC-DI 2,8059× e−71

RL-AR(2)-NC-DI 3,0997× e−63

RL-AR(3)-NC-DI 4,4727× e−69

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Selecionando o modelo RL-AR(3)-SL-DI para realizar o fator de Bayes (FB(Mi,M j))

com os demais modelos, obtivemos os seguintes resultados em relação aos modelos RL-AR(1)-

N-DI, RL-AR(2)-N-DI, RL-AR(3)-N-DI, RL-AR(1)-T-DI, RL-AR(2)-T-DI, RL-AR(3)-T-DI,

RL-AR(1)-SL-DI, RL-AR(2)-SL-DI, RL-AR(1)-NC-DI, RL-AR(2)-NC-DI e RL-AR(3)-NC-DI:

2,681623, 7,023905, 24,1724, 29,66908, 1,384647, 0,17997, 63,49285, 0,3862925, 7,8019×108,

7,062574 e 4,894577×106, respectivamente. Observamos evidências a favor do modelo RL-

AR(3)-SL-DI, aparentemente mais adequado do que os modelos RL-AR(1)-N-DI, RL-AR(2)-N-

DI, RL-AR(3)-N-DI, RL-AR(1)-T-DI, RL-AR(2)-T-DI, RL-AR(1)-SL-DI, RL-AR(1)-NC-DI,

RL-AR(2)-NC-DI e RL-AR(3)-NC-DI. Verificando o fator de Bayes do modelo RL-AR(3)-

T-DI com relação aos modelos RL-AR(2)-SL-DI e RL-AR(3)-SL-DI, os resultados 2,146427

e 5,55648, indicam que o modelos mais satisfatórios foram os modelos RL-AR(3)-T-DI, RL-

AR(2)-SL-DI, RL-AR(3)-SL-DI, RL-AR(2)-T-DI e RL-AR(1)-N-DI exatamente nesta ordem.

Com o intuito de realizar a análise preditiva, determinamos as estimativas Bayesianas

dos parâmetros para os 5 modelos RL-AR(p)-MEN-DI com os melhores resultados considerando

o fator de Bayes, preservando as 12 últimas observações para fins de comparação de previsão

e calculamos o erro de previsão quadrático médio (MSPE), também efetuado por Schumacher,

Lachos e Dey (2017) e definido como

MSPEMk =
1
12

181

∑
t=170

(
log(Pt)− ̂log(Pt)Mk

)2
,
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em que ̂log(Pt)Mk denota a predição do t-ésimo valor do modelo (Mk), com t = 170, . . . ,181, dos

casos RL-AR(p)-MEN-DI, definido pela Equação (3.2). Outra medida empregada para mensurar

a acurácia do modelo e utilizada como critério para comparação de modelos para previsão é o

MAE (Erro Absoluto Médio), calculado a partir do módulo de cada erro para as 12 previsões,

como segue:

MAE =
1

12

181

∑
t=170

|log(Pt)− ̂log(Pt)Mk |.

Tabela 7 – MPSE e MAE para os modelos RL-AR(p)-MEN-DI.

N. ° de valores Modelo (Mk) MSPEMk MAEMk

6

LR-AR(1)-N-DI 0,19139 0,32673
LR-AR(2)-T-DI 0,13639 0,29796
LR-AR(3)-T-DI 0,14914 0,31108
LR-AR(2)-SL-DI 0,14830 0,30504
LR-AR(3)-SL-DI 0,15987 0,31743

9

LR-AR(1)-N-DI 0,13469 0,26576
LR-AR(2)-T-DI 0,09644 0,23852
LR-AR(3)-T-DI 0,10486 0,24538
LR-AR(2)-SL-DI 0,10481 0,23959
LR-AR(3)-SL-DI 0,11201 0,24668

12

LR-AR(1)-N-DI 0,12074 0,25326
LR-AR(2)-T-DI 0,09260 0,23798
LR-AR(3)-T-DI 0,09893 0,24155
LR-AR(2)-SL-DI 0,09946 0,23820
LR-AR(3)-SL-DI 0,10523 0,24189

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Considerando as medidas comparativas MSPE e MAE para os {6,9,12} passos à

frente dos últimos valores para a previsão, apresentados na Tabela 7, os resultados sugerem que

o melhor modelo para a previsão é o RL-AR(2)-T-DI, com os menores MPSE e MAE.

Para verificar esse ajuste, apresentamos na Figura 8 a série temporal do logaritmo da

concentração de fósforo, com as previsões dos 12 últimos valores para o modelo LR-AR(2)-T-DI,

indicado como o melhor modelo de previsão, bem como também para os modelos LR-AR(3)-

SL-DI e LR-AR(1)-N-DI, os quais mostraram-se menos satisfatórios para as previsões (Tabela

7), pelo que a observação da figura 8 confirma a consistência e acurácia das previsões.

Conforme visto nos resultados da análise preditiva, percebemos que o modelo RL-

AR(2)-T-DI encontra-se nas primeiras posições na Tabela 7 e com melhor ajuste na Figura 8.
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Figura 8 – Série do logaritmo da concentração de fósforo com as previsões sob alguns modelos
RL-AR(p)-MEN-DI.
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Neste sentido, como o modelo do caso t de student, com p = 2 foi o de maior destaque nas

análises, um resumo de medidas das estimativas a posteriori dos parâmetros para o modelo

RL-AR(2)-T-DI estão apresentados na Tabela 8.

Tabela 8 – Estimativas Bayesianas dos parâmetros para o modelo RL-AR(2)-T-DI.

Parâmetro Média Desvio Padrão Percentil 2,5% Percentil 97,5%
β1,1 -4,35457 0,49799 -5,36437 -3,40324
β1,2 -2,77692 0,74789 -4,30027 -1,37201
β1,3 -4,25773 0,41818 -5,09446 -3,44319
β1,4 -5,00528 0,49410 -5,98946 -4,04309
β2,1 0,28681 0,08906 0,11826 0,46723
β2,2 0,14259 0,10386 -0,05289 0,35482
β2,3 0,38395 0,06905 0,24887 0,52156
β2,4 0,41735 0,09182 0,23898 0,60076
φ1 -0,05351 0,08202 -0,18801 0,24155
φ2 0,11753 0,07450 -0,02525 0,26671
σ2 0,15622 0,03367 0,09752 0,23001
ν 3,82777 1,36467 2,05225 7,18662

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

A partir da observação da Tabela 8, verificamos, em geral, que a maioria dos

parâmetros foram significativos, notamos também a influência das variáveis regressoras no

modelo, aquelas que auxiliariam na redução ou no aumento do logaritmo da concentração de

fósforo. Os parâmetros β1,2 e β2,2 foram os que apresentaram as menores influências, enquanto
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que os parâmetros β1,4 e β2,4 foram os que apresentaram as maiores influências.

De forma a complementar os resultados dos parâmetros sob o modelo RL-AR(2)-T-

DI, apresentamos o histograma da cadeia final, com a ideia de demonstrar a forma aproximada

da densidade marginal a posteriori e histórico da cadeia de alguns parâmetros, conforme exposto

na Figura 9 . Caso haja interesse na visualização dos demais resultados, estes estão disponíveis

com os autores deste trabalho.
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Figura 9 – Histograma e histórico da cadeia final dos parâmetros β2,3,φ2 e σ2 sob o modelo
RL-AR(2)-T-DI.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, propomos um modelo de regressão autoregressivo de ordem p com

inovações seguindo uma distribuição na classe misturas da escala normal para dados incompletos,

denotado por RL-AR(p)-MEN-DI, devido a presença de censura (à esquerda, à direita ou

intervalar) e/ou missing data na variável resposta.

Desenvolvemos um algoritmo MCMC e ajustamos ao modelo proposto, afim de

verificar o comportamento da estimação Bayesiana, que foi analisado por meio de três estudos

de simulação e pela aplicação a dados reais.

Comparamos os modelos com dados censurados e/ou dados faltantes nas simulações

realizadas. Constatamos que o modelo proposto pode fornecer estimativas confiáveis a partir de

um conjunto de dados incompletos, com diferentes porcentagens de valores com censura e de

valores faltantes, mostrando ainda que as diferenças de inferência entre as abordagens podem ser

sutis, sendo, no entanto, perceptível a melhora de ajuste do modelo ao conjunto de dados com

valores faltantes.

A eficácia do algoritmo proposto foi avaliado a partir da análise de um conjunto de

dados reais, com uma análise comparativa e preditiva dos modelos, indicando que o modelo do

caso t de student foi aquele que melhor se ajustou aos dados e o mais adequado na realização das

previsões.

Por fim, acreditamos que a partir dos resultados deste trabalho outras pesquisas

derivadas podem ser propostas, podendo seus resultados ser estendidos tanto ao modelo AR

multivariado ou a modelos ARMA, assim como também a outros tipos de modelos.
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APÊNDICE A - RESULTADOS COMPLEMENTARES DO CENÁRIO 1 DOS ESTUDOS

DE SIMULAÇÃO

Neste apêndice apresentamos os resultados do Cenário 1 dos Estudos de Simulação

para T = 150 e diferentes níveis de censura NCens ∈ {0%,5%,15%, 30%}.

Figura A.1 – Estimativas bayesianas médias de β1, β2 e φ1 para os modelos RL-AR(1)-MEN-DI,
com T = 150 e diferente níveis de censura.
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Figura A.2 – Estimativas bayesianas médias de β1, β2, φ1 e φ2 para os modelos RL-AR(2)-MEN-DI,
com T = 150 e diferente níveis de censura.
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