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Um método de volumes finitos niio linear com correcio de pontos harmonicos para si-
mulacio de escoamento monofasicos em reservatorios de petroleo.

A nonlinear finite volume method with harmonic point correction for simulating single-
phase flow in oil reservoirs.

Alvaro Cordeiro dos Santos'

RESUMO

Este trabalho busca apresentar um método ndo linear de volumes finitos baseados em pontos
harmonicos (NLTPFA-H) para simulagao de campos de pressdo de reservatorios de petroleo
com caracteristicas geologicas adversas, onde as equacgdes governantes sdo discretizadas uti-
lizando malhas poligonais em geral. Este método usa um esténcil compacto para aproximar
o fluxo sobre a superficie de controle, sendo capaz de reproduzir solugdes lineares por partes
e ¢ muito robusto quando se lida com meios heterogéneos, altamente anisotropicos e malhas
distorcidas. Na construgdo deste método, primeiro construimos os fluxos unilaterais em cada
superficie de controle independentemente e, em seguida, uma expressao de fluxo Unica ¢ obtida
por uma combinagdo convexa dos fluxos unilaterais. As pressdes (ou varidveis auxiliares) nas
faces sdo interpolados utilizando uma estratégia baseado em pontos harmonicos. Atualmente o
campo de pressao de um reservatdrio com geologias complexas podem sofrer oscilagdes quando
se utiliza a aproximagao classica dos pontos harmonicos, devido as caracteristicas geoldgicas
complexas, gerando resultados que sofrem variagdes em relagdo as propriedades e parametros
reais dos reservatorios. Entdo, serd feita uma corre¢do desses pontos harmonicos, a fim de ga-
rantir resultados mais acurados e robustos. Para mostrar o potencial do método desenvolvido,
resolver-se-a alguns problemas da literatura usando malhas triangulares e quadrilaterais distor-
cidas.

Palavras-chave: engenharia de petroleo; NLTPFA-H; simulagdo numérica; método de volumes
finitos.

ABSTRACT

This work seeks to present a nonlinear method of finite volumes based on harmonic points
(NLTPFA-H) for simulating pressure fields of oil reservoirs with adverse geological characte-
ristics, where what I believe are controlled are discretized polygonal meshes in general. This
method uses a compact stencil to approximate the flow over the control surface, being able to
reproduce piecewise linear solutions and is very robust when dealing with heterogeneous me-
dia, highly anisotropic and distorted meshes. In constructing this, we first build the one-sided
flows on each control surface independently, and then a single-flow expression is satisfied by a
convex combination of the one-sided flows. The pressures (or auxiliary variables) on the faces
are interpolated using a strategy based on harmonic points. Currently, the pressure field of a
complex of reservoirs with geologies can suffer oscillations when using the classical approxi-
mation of the harmonic points, due to the complex geological characteristics, generating results
that suffer variations in relation to the real properties and parameters of the reservoirs. Then, a
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correction of these harmonic points will be made, in order to guarantee more accurate and robust
results. To show the potential of the developed method, some problems from the literature will
be solved using triangular meshes and distorted quadrilaterals.

Keywords: petroleum engineering; NLTPFA-H; numerical simulation; finite volume method.
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1 INTRODUCAO

Durante os ultimos anos diferentes estratégias de interpolagdo foram propostas no ambito
da simulag@o numérica, buscando compreender o comportamento de fluidos ed reservatorios de
petroleo. Por exemplo, (LIPNIKOV, K. et al., 2007), propuseram um método de interpolacao
chamado Distancia Invera. Este método ¢ conhecido por preservar a positividade dos pesos de
interpolagdo e alcancar uma acuracia de primeira ordem, onde uma das limitagdes € ndo preser-
var a linearidade. Para lidar com meios descontinuos os autores fazem alguns procedimentos
que muitas vezes podem tornar o método numérico caro computacionalmente e a acuracia do
método pode ser comprometida por se ter um interpolador de primeira ordem.

Em seguida, (YUANG, G. e SHENG, Z., 2008), propuseram uma interpolacao de segunda
ordem. Esta técnica de interpolacao lida com meios descontinuos e o processo de interpolagao
estd sujeito a solucdo de sistemas lineares locais e ndo satisfaz o critério de linearidade nem a
preservacio da positividade dos pesos de interpolagdo. Nesse contexto, os autores (AGELAS,
L. et al., 2009) introduzem uma nova estratégia de interpolagdo bastante versatil baseada em
pontos harmodnicos, onde esses pontos sao localizados nas faces da malha computacional e sao
obtidos mediante uma ponderacao que leva em conta as propriedades fisicas-geométricas. Esta
estratégia, fornece solugdes exatas para problemas lineares, preserva a positividade dos pesos
de interpolagdo e ndo precisa dispor matrizes locais.

Em 2013, os autores (GAO, Z. e WU, J., 2013) conseguem uma generalizagao deste método,
utilizando a continuidade de fluxo nas superficies de controle (faces ou interfaces). Uma limita-
¢do dessa estratégia € que os pontos harmonicos podem situarem-se fora das interfaces quando
submetidos a meios altamente anisotrépicos com malhas distorcidas. Este fato pode afetar a
acuracia e/ou robustez do método numérico. Diversos esfor¢os tém-se proposto para superar
essa limitagdo, como recalcular os pontos harmdnicos, mas, segundo resultados observados na
literatura, essa estratégia ainda ndo lida adequadamente com malhas distorcidas e/ou tensores
de permeabilidade altamente anisotropicos, mesmo que os pontos de interpolagao sejam locali-
zados nas faces.

Este fato foi analisado na tese de (CONTRERAS, F.R.L., 2016), pagina 68. Diante desse
contexto, também serdo analisadas essas oscilagdes na posicao dos pontos harmdnicos e propor-
se solugdes que ajudem a melhorar a robustez e acuracia do método. Tem-se pensado que um
processo de otimizagdo pode ajudar a superar de maneira definitiva tais problemas. Em alter-
nativa, (GAO, Z. ¢ WU, J., 2011), formularam um tipo de interpolagdo capaz de preservar a
linearidade, além disso, ndo se precisa resolver sistema lineares locais para o calculo e possui
uma taxa de convergéncia de segunda ordem. Este método de interpolacdo ¢ bastante robusto
mesmo para meios anisotropicos e malhas ligeiramente distorcidas. Uma das desvantagens desta
estratégia € que os pesos de interpolagao podem ser negativos e a generalizacao para dimensao
3 (3-D) ndo ¢ recomendavel, ja que os pesos de interpolagdo dependem muito de fungdes trigo-



nomeétricas.

Nesse sentido, busca-se reformular as estratégias de interpolagao propostas por (GAO, Z. e
WU, J., 2011) evitando a utilizagdo de fungdes trigonométricas e facilitando a implementagao
em 3-D, seguindo esse contexto, pretende-se investir na preservagdo da positividade dos pesos
de interpolacdo que sdo cruciais quando se pretende formular métodos que preservem monotoni-
cidade ou satisfazem o Principio do Maximo Discreto (PMD). Por outro lado, (GAO, Z. e WU,
J., 2013) utilizam uma estratégia de interpolagcdo de segunda ordem baseado em minimos qua-
drados, a qual foi inicialmente formulada por (COUDIERE, Y.et al., 1999). Esse procedimento
de interpolagdo produz solu¢des numéricas robustas mesmo para meio heterogéneos e aniso-
tropicos utilizando malhas ndo estruturadas. Uma das limitacdes da interpolacdo poroposta por
(GAO, Z. e WU, J., 2013) é que a mesma ndo preserva linearidade e os pesos de interpolagdo
podem ser negativos quando se trata de meios altamente anisotropicos e/ou malhas distorcidas,
algo que prentende-se resolver com o método trabalhado nesse artigo.

Na simulagdo de reservatorio de petroleo, por exemplo, a previsdo confiavel da dinamica
dos fluidos no interior do reservatorio requer um simulador que pode lidar rigorosamente com
meios porosos altamente heterogéneos e tensores de permeabilidade anisotropica em malhas
ndo ortogonais ditados pela complexa geologia do reservatorio, destaca (ZHANG, W. e KO-
BAISI, M., 2019). As falhas geologicas, comuns nos reservatorios de petroleo, podem gerar
descontinuidades em propriedades fisicas de interesse, tais como porosidade e permeabilidade,
aponta (CONTRERAS, F.R.L., 2016). Essas caracteristicas impactam diretamente no célculo
dos campos de pressao e velocidade dos fluidos nas rochas, que sdo informagdes imprescin-
diveis na determinacao da direcao do fluxo e das melhores posi¢des para se perfurar pogos e
obter o dleo ou gas, e também injetar-se dgua, afim de empurra-los, ou simplesmente aumentar
a pressao no interior da rocha.

Conforme aborda (ZHANG, W. e KOBAISI, M., 2019), o fator chave para obten¢ao de um
método mais robusto e preciso consiste na corre¢ao dos pontos harmonicos, que sdo pontos es-
colhidos para interpolacdo da pressdo de cada um dos volumes de controle. Ao se deparar com
problemas de permeabilidade heterogénea e altamente anisotropicos em malhas ndo ortogonais
gerais, o ponto harmonico pode estar em qualquer lugar do plano que contenha sua face asso-
ciada. Contudo, por conta dessas caracteristicas ¢ do tensor de permeabilidade, muitas vezes,
esses pontos estdo significativamente deslocados em relagdo a face do elemento em andlise, o
que causa dificuldade da decomposi¢ao dos vetores conormais e, consequentemente, oscilagdes
e imprecisodes nos resultados para problemas em meios complexos. Assim, no presente projeto
serd implementado computacionalmente uma corre¢cdo dos pontos harménicos afim de melhorar
a robustez e acuracia dos métodos existentes.

1.1 Objetivos
1.1.1 Objetivo Geral

Desenvolver e implementar computacionalmente um método de volumes finitos ndo-linear
com uma corre¢do dos pontos harmonicos para simulagdo de reservatérios petrdleo altamente

heterogéneo e anisotropico.

1.1.2 Objetivos Especificos

* Desenvolver um algoritmo no Matlab corrigindo a posi¢ao dos pontos harmonicos e aco-
plar a um cédigo fonte de um método nao linear existente;



* aplicar e comparar o método desenvolvido com problemas presentes na literatura;
« realizar teste de motonicidade incluindo malhas distorcidas;
* realizar teste de convergéncia;

* verificar o comportamento do método desenvolvido em meios altamente anisotrdpicos e
heterogéneos.

2 METODOLOGIA

A equagdo de pressdo para um reservatorio de petroleo altamente heterogéneo e anisotropico
¢ definida pela seguinte equagao diferencial:

V- -7=Q(x)com7=—K(x)Vp emx = (z,9) € Q2 CR? (1)

onde €2 ¢ um subconjunto aberto limitado de R? com 9€2 sendo seu limite. p representa a variavel
escalar pressdo, o fluxo ¥/ representa a velocidade de Darcy para fluxo em meios porosos. ((x)
o termo de fonte ou sumidouro. Em coordenadas cartesianas, o tensor de permeabilidade ¢
geralmente representado por:
2\ kxx kxy)

K@= (7 1 @
que ¢ uma matriz simétrica definida positiva que pode ser descontinua em todo o dominio 2.
Os indices ’x”e "’y ’representam as linhas e colunas da matriz. O problema descrito pela Eq. (1)
s0 ¢ completamente definido quando usa-se condi¢des de contorno apropriadas, dadas por:

p=gpemIp (3)

H-ﬁ:gNemFN (4)

onde 02 = I'p UT'y UT'p e I'y representam os contornos de Dirichlet ¢ Neumann, respecti-
vamente. A pressao gp € definida sobre I'p e o fluxo prescrito g € definido sobre I'y . Além
disso, 77 € o vetor normal unitario. A discretiza¢cdo do dominio continuo ¢ realizada por um
conjunto aberto poligonal 2 C R? com contorno denotado por 92 = Q \ 2 (o fechamento de
) é denotado por €2). Uma discretizagdo pelo método de volumes finitos envolve a composigio
de trés superconjuntos denotados por D = (M, E,O) , onde:

« M = {L} é uma familia finita de volumes de controle, tais que: U L = Q) onde cada
Lem

volume de controle ¢ considerado uma forma poligonal de inicio em relagdo ao baricentro.

O volume (4rea em 2D) de L € M ¢ denotado por V; e o cardenal de M ¢ dado por a,

que representa o numero de volumes de controle.

« E = {IJ} é uma familia finita de faces em (2, geralmente chamadas de superficies de
controle Paracada L € M, existe um subconjunto de faces do elemento L denotado como
E; de tal modo que: ”UM] J = OL. Além disso, assume-se que para todos IJ € E ,

Je

ttm-se IJ C 0 oulJ CLNR, para alguns (i, f?) € M x M. O conjunto de faces
internas e externas sio denotados, respectivamente, por £ = EN0Q e Bt = ENON.
Finalmente, o comprimento da borda I.J é dado pela norma euclidiana || 1.7 .



* O = {2}y € uma familia de pontos (baricentros dos volumes de controle) de (2 tal
que,Vﬁ €M, x; € L.

Depois de descrever os componentes que definem o dominio discreto, integra-se a equagao
de pressao Eq.(1) sobre um volume de controle genérico L e aplicando o Teorema da Divergéncia
de Gauss, ele pode ser escrito como:

/Mﬁ-ﬁds_/iQdV (5)

onde 77 denota o vetor normal unitario a L. Assim, utilizando o teorema de valor médio pode-se
aproximar ambos os lados da Eq. (5) da seguinte maneira:

. _ 1
/Aﬁ-ﬁds% > G Ny, /degQﬁvi e viy=— | ¥ds (6
oL L

— )
1J€E; |IJ| Joi
Esse método de volume finito é conservativo e satisfaz a seguinte equagao:

Ty - Npj+ 0 -Nyy=0 (7

Na Eq. (7), os fluxos numéricos podem ser aproximados de varias maneiras, cada uma
levando a métodos de volumes finitos lineares ou ndo lineares diferentes (EDWARDS et al.,
1998; AAVATSMARK et al., 2002; LE POTIER, 2005; LIPNIKOYV, K. et al., 2007; YUANG,
G.e SHENG, Z., 2008; GAO, Z.e WU, J., 2011). O fluxo sobre uma face do volume de controle

A

L, € expresso como:

/ 17~ﬁ1st:—/KAVp#_iUds:—/Vp'ff?~ﬁ”ds, ]JEEﬁ (8)
1J L L

onde K representa a matriz transposta de K . Na Eq. (8), aproximou-se o termo Vp-K* - i1,

L L L

usando uma expansdao em Série de Taylor (YUANG, G. e SHENG, Z., 2008). Desde que

TiZj 1) © TiTi (1) Sa0 bordas do tridngulo Az} ;75 (1), O termo KT . ii;; pode ser
k) % ’ 2. L

escrito como uma combinagao linear dessas faces como:

T — —_— —_—
Kﬁ “N1r = QT T QL TiT L) )

onde x; ;) €T ;1) S0 08 pontos mostrados na Figura 1 exibida em seguida. Os coeficientes
fisico-geométricos o i) © @) S0 dados por:

HK; ~ripg||sin(0; ) HK; ~Tipg||sin(0; )

s, pry - = 10
S T (0, 0ry) WD T il 107, 1o

Na Eq. (10), os coeficientes existem quando os dngulos formados por segmentos ;7 ; A1)

_ 5 T . o~
(resp. ;77 ;1)) €a co-normal lgi, satisfaz as condi¢des 0 < 0; |,0; , <meb;  +0;, <.
E importante notar que os coeficientes a; ;; ;) € «j ;) sd0 ndo negativos, esta propriedade ¢

essencial em métodos nao lineares para garantir as propriedades de preservacdo monotona ou
Principio do Maximo Discreto (LE POTIER 2005; LIPNIKOV, K. et al., 2007; YUANG, G. e
SHENG, Z., 2008; GAO, Z. e WU, J., 2013). Ao substituir-se a Eq. (9) na Eq. (10), obtendo-se
a seguinte equagao:



Figura 1 - Representacdo dos pardmetros fisicos e geométricos para o método NLTPFA-H.

Fonte: CONTRERAS, F.R.L. et al. (2016).

/ ~KVp-npjds = —/ (aL,i(IJ)VP CTETE sy T L) VP $L$L,j(u)) ds (11
7 17

Utilizando um método de diferenga finita local para aproximar as derivadas parciais ao longo
das diregdes x; ;; yTj € T;%; ;5 (YUANG, G. e SHENG, Z., 2008):

. o Piir — Pi Ppjan —PL 77
—KVpngyds = —|[IJ|| | @ ;0o + ot | e | 1| = [ ds
1 Ol L | 1]
(12)

A representagdo dos prametros fisicos e geométricos para o método NLTPFA-H pode ser
conferida na Figura 1, onde os circulos azuis representam os centroides ou baricentros dos vo-
lumes de controle, e os circulos pretos representam os pontos de interpolagdo, chamam-se de
pontos harmonicos.

A Eq. (12) € equivalente a

7?} “Npy=|1J] <5E,¢(1J) <pji,z‘(u) - p/i) + Si,j(u) (pi,j(u) - pi)) (13)
onde
QF (1) QF (1)
Eh i = s € &gy = e (14)
Lty ||xi$£,i(u) | Lad (1) ||xﬁxf,,j(IJ) |

De maneira analoga, pode-se escrever o fluxo unilateral em relagdo a um volume de controle
R, como:

Vi Ny = |1J]| (&%,i(ﬂ) (pR,i(IJ) - pR) + &0 (pR,j(IJ) - pfz)) (15)

opde TRi(17) © Thyj(r) S30 08 pontos harmdnicos em relacdo ao volume de controle R (ver
Figura 1) e os coeficientes sdo dados por:



QRi(1)) QR
fAi =) e gA . = (16)
R,i(1J) ||$R951%,¢(1J)|| Rj(17) ||;prR7j(U)||

2.1 Construciao do fluxo unilateral

Para tornar o NLTPFA-H conservativo, usou-se os fluxos unilaterais para definir o fluxo
unico na face /J (FUHRMANN J.; ROHDE, 2014). Logo,

V1 - Nog = w3075 Nog— prpp 01 - Nor, (17)
onde /i;;; € ;5 f, s&0 dois pardmetros positivos que devem satisfazer:

Prgi T irpe=1 (13)

Vale salient_ag que o método de volumes finitos ¢ localmente conservativo, uma vez que para
qualquer face IJ separando L e R, retorna-se:

15 Niy+ 01 Nyp =0 (19)

Aplicando-se as Equacdes (17) e (18) em (19), chega-se em:

vy Nig = Hrii <f£,¢(u) + fﬁ,j(U)> Pi = Kk <5R,i(u) + fR,;(u)) Pr
gk (fR,i(IJ)pR,i(U) + £R,j(]J)pR,j(1J)>
“HrgL <€ﬁ,i(IJ)pﬁ,i(IJ) + fi,j(u)pi,j(u)> (20)

onde os coeficientes u e £ sdo coeficientes que recebem parametros fisico-geométricos. Buscando-
se obter um método de volumes finitos ndo linear baseado na aproximagao de fluxo de dois
pontos, o terceiro e quarto termos da Eq. (19) deve desaparecer, entao:

Hrig <5R,i(u)p1%,z'(u) + gﬁ,j(IJ)pR,j(IJ)> — Mg <§ﬁ,i(lj)pli,i(IJ) + fi,j(u)pﬁ,j(u)> =0
Prpg T 0yp=1 (21)

Apos a manipulagdo algébrica do sistema de Eqs. (20), os pardmetros ji;; ; € fiy; ; s@o dados
por:

|aﬁ,|+€ |G%J|+5

; ; Hrik = T A i
aly |+ | af; | +2¢ | afy | + | af; | +2¢

Hrypi = | (22)

Onde ¢ representa o erro de interpolagdo. O fluxo Unico na face 17 pode ser obtido ao se
considerar as Egs. (19) e (18), resultando:

1) - Nij = Al ()p; — AR (0)pa (23)
Onde,

A%J(p> = M5 <5Li(u) + 51i,j(1J)> € A?J(p> =HKriR (fR,i(IJ) + 5R,j(u)> (24)
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Lembrando que os coeficientes { na Eq. (24) e os pardmetros 4, i, fir; z na Eq. (22) s@o

numeros reais ndo negativos, entao Alé (p) > 0e A?J (p) > 0. Essa condigdo é fundamental
para garantir que o método seja monétono ou preserve o Principio de Maximo Discreto.

Sempre que, IJ € 0N E, i.e., a face fica sobre o contorno, o fluxo pode ser calculado
diretamente através da seguinte equagao:

vr) - Ny = A%J(P)pﬁ - G%J (25)

onde,

L L
Apy(p) = ML (gﬁ,i(u) + gﬁ,j([J)) ¢ ap; = (5£,i(1J)p£,z‘(1J) + gi,j(u)pﬁ,j(u)) (26)

2.2 Sistema Discreto

Para cada volume de controle genérico L,a equacao de pressao discreta (1) ¢ dada por:

> Ny =QV;, Vieq (27)
1J€dL

A Eq. (27) pode ser escrita para todos os volumes de controle da malha computacional na
seguinte forma matricial:

T(p)p = Q(p) (28)

Onde T'(p) ¢ a matriz de transmissibilidade, a qual é obtidade pela montagem das seguintes
matrizes que estdo associadas a superficie de controle internas, ou seja, das faces em 2D.

[ ALy —AR(p)
e = (—Af%(z») A?J?m) 29

E por matrizes na forma (1 x 1):

T(p)1s = AL, (30)

para contornos de Dirichlet. O vetor do lado direito ) é gerado pelo termo de fonte ou sumi-
douro e os dados do contorno. O sistema nao linear da Eq.(30) pode ser resolvido por métodos
diferentes iterativos. Seguindo o trabalho de (LIPNIKOYV, K. et al., 2007; LE POTIER, 2005;
YUANG, G. e SHENG, Z., 2008; YUANG, G. e SHENG, Z., 2011; GAO, Z. e WU, J., 2013;
GAO, Z. e WU, J., 2013; GAO, Z. ¢ WU, J., 2015), usou-se o Método de Iteracao de Picard
junto com o acelerador de Anderson para poder melhorar a eficiéncia computacional, que pode
ser descrito resumidamente a seguir. O Método de Iteragdo de Picard foi escolhido para resolver
o sistema matricial ndo linear, pois dessa forma, a positividade da solugdo sera preservada apos
cada iteracdo. O acelerador de Anderson foi usado para otmizar o algoritmo e as verificagdes
das varidveis da matriz trabalhada. Escolha um pequeno &, > 0 € um vetor inicial p° positivo
e repita até que a convergéncia seja alcancada para a tolerancia prescrita ,,,,,, 1.€.:

Resolver T'(pF)p" = QF (31)
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Parese  ||M(p")pttt — F(p" )| < enonl| M (p°)p" — F(p")l] (32)

2.3 Tratamento de fluxos de fronteira

Quando a superficie de controle (1.J) pertence ao contorno I' I'p, C E; N E*, as pressdes
sdo prescritas (condi¢des de contorno de Dirichlet) e a Eq. (15), resulta em:

—>

vry - Npy = UJLJ “Npj = ||IJ|’~@£,1JP£ — 95,17 (33)

Onde, &; ;; = i) ‘ffﬁ,j(u) € 9i1~ fi,i(fj)pi,i(u) +§£,j(fj)p1i,j(u)a sendo Di i1
€ Pj 1.y as pressdes definidas em I'p.

Quando a superficie de controle (I.J) pertence ao contorno I'y C E; N E***, os fluxos
sdao impostos (condigdes de contorno de Neumann) e novamente, a partir da Eq. (4), pode-se
escrever:

1y Ny = —gn || TJ| (34)

onde gy ¢ o fluxo dado sobre o contorno I'y.
2.4 Calculo dos Pontos Harmoénicos

A interpolagdo da pressao em pontos auxiliares representados pelas Eq. (13) e (15) desem-
penha um papel crucial na robustez e precisdo do método trabalhado NLTPFA-H. Os vértices da
malha sdo escolhas naturais, mas a interpolacao da pressao nos vértices da malha com coeficien-
tes ndo negativos podem ser uma tarefa dificil. Comparado aos vértices da malha como pontos
de interpolagdo, o ponto harmoénico associado a malha € mais atraente principalmente porque
a interpolagao da pressdao envolve pressdo em apenas dois elementos vizinhos e a ponderagao
coeficientes sdo sempre ndo negativas. A localizagdo de um ponto harmdnico y,, associado a
uma face o compartilhada por dois elementos L, e L, ¢ dado pela seguinte equagao:

~ Aidayr + Aadiys + dida(y1 — 2)
Yds + Y2dy
No presente trabalho , a Eq. (35) representa o calculo dos pontos harmdnicos sem corregdo.
O grafico a esquerda da Figura 2 mostra todas as quantidades relevantes envolvidas na de-
rivacdo de y, .n, € o vetor normal unitario para definir 0. Para I = 1,2, x; € o centroide do
elemento L; (volume de controle a esquerda), A\, = n, - Kin,, v = Kiny, — A\n,, d; € a dis-
tancia de x; ao plano contendo a face o, e y; € a projecao de x; no plano. A pressao p, no ponto
harmonico pode ser interpolada usando a pressdo nos centroides de L; e Lo:

g

(35)

_ Aidapr + Aadipe
Y1da + Y2ds
onde p; e py sdo pressdes nos centrdides L e Lo, respectivamente. Para a derivagao das Egs. (35)
e (36), os leitores sdo encaminhados para (AGELAS, L. etal., 2009). Parauma faceo € 'y , 0
centrdide de o € escolhido como o ponto de interpolacao na literatura. Se a condig¢do de contorno
de Dirichlet ¢ aplicado na face, a pressao no centroide da face pode ser calculada diretamente a
partir da condicao de contorno fornecida. No entanto, se a condi¢ao de contorno de Neumann

(36)

(e
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Figura 2 - Ponto harmonico y,; face interna(esquerda) e face de controrno(direita).

nO'
Xp

X4

1%a 1vs

o (o)

Fonte: ZHANG, W. e KOBAISI, M. (2019).

Figura 3 - Representacdo das conormais para faces de contorno.

Fonte: ZHANG, W. e KOBAISI, M. (2019).

¢ aplicada ao contorno, parece ndo haver uma maneira direta de reconstruir a pressdo no cen-
troide consistentemente (SCHNEIDER et al. 2017b). Para contornar este problema, usa-se uma
estratégia simples e define-se um ponto de interpolagdo diferente para face o € — .

O grafico a direita da Figura 2 mostra uma face contorno ¢ € — . 7, € o vetor normal
unitario apontando para fora de €21, e z; € o centrdide da célula L;. O raio originado de x; ao
longo da dire¢dao de K7, cruzara o plano de suporte o em um ponto y,, , € este sera tomado
como novo ponto de interpolacdo para a face . Como o tensor de permeabilidade ¢ definido
positivamente, este ponto pode sempre ser encontrado desde que (x; —x,)-7i, < 0 para qualquer
ponto x,, situado no plano. Dependendo da geometria da malha e do tensor de permeabilidade,
este novo ponto de interpolagdo pode estar dentro das faces o ou fora, como ¢ o caso das faces
internas. O fluxo fora da face o pode entdo ser aproximado por:

Kin,
fo=—Vp-Kinylo| = |a\u (37)
1Yo — 21|
Da Eq. (26), a pressao em y,, é:
e — T _
pe—p1 — el (39)
[[E1me |

Nota-se que embora este tratamento simples das faces no contorno de Neumann forneca uma
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Figura 4 - Esquerda: pontos harmdnicos (pontos azuis sdo pontos harmonicos situados dentro
da face e pontos vermelhos sdao pontos situados fora dela), direita: zoom na parte circulada em
vermelho do gréafico a esquerda.

09} o 0.15

0.1

0.05

L Y AR 04 045 05 055 06 065
0 0102 03 05 06 07708 09 1
Fonte: ZHANG, W. e KOBAISI, M. (2019).

formula consistente para recuperar a pressao no ponto de interse¢do y,,, pode ndo ser robusto,
por exemplo, quando o ponto de intersegdo fica bem fora da face 0. O vetor conormal pode ser
decomposto conforme a Figura 3.

Como mencionado anteriormente, a principal desvantagem do ponto harmonico ¢ que para
tensores de permeabilidade heterogénea e anisotropia em uma malha ndo ortogonal, alguns pon-
tos harmonicos podem estar muito fora de sua face de malha associada. Como resultado, a
decomposicao de vetores conormais com coeficientes ndo negativos pode ser dificil. Por exem-
plo, o gréafico a esquerda da Figura 4 representa as localiza¢des dos pontos harmdnicos para uma
malha quadrilateral 8 x 8 distorcida aleatoriamente preenchida por um campo de permeabili-
dade anisotrdpica rotativa. O tensor de permeabilidade de cada elemento ¢ representado pela
elipse cujos semieixos sdo escalados pela raiz quadrada das permeabilidades maxima e minima,
respectivamente.

Embora a maioria dos pontos harmdnicos esteja dentro da face (indicados pelos pontos azuis
na Figura 4), existem alguns pontos fora da face (indicados pelos pontos vermelhos). O grafico
a direita da Figura 4 mostra uma ampliagdo dos pontos harmonicos deslocados da face (circulo
vermelho do grafico esquerdo). As quatro setas tracejadas em preto denotam os vetores come-
cando no centrdide da célula e terminando nos quatro pontos harmonicos associados as quatro
faces da célula quadrilateral. O vetor conormal K77 associado a face mais a direita ¢ denotado
pela seta solida em preto. Pode-se ver facilmente na figura que decompor K7 com coeficientes
positivo usando pontos harmonicos s6 € impossivel porque o centroide estd fora da superficie
convexa dos quatro pontos harmdnicos associados a este elemento.

Novas formula¢des de NTPFA foram propostas em (GAO, Z. e WU, J., 2014) e (GAO, Z. e
WU, J., 2015) que apenas exigem que a soma dos coeficientes de decomposicao seja positiva.
Embora este requisito seja menos restritivo do que o usual requisito de que cada coeficiente de
decomposicao seja ndo negativo, ele ainda pode ser violado, especialmente para malhas distor-
cidas. A dificuldade pode ser contornada pelo algoritmo de busca proposto em (SCHNEIDER
et al., 2018), mas ao custo de aumentar potencialmente o esténcil do fluxo unilateral. Além
disso, o NTPFA-H ainda exige que cada um dos coeficientes ser nao negativos. O exemplo tam-
bém mostra que alguns pontos hamonicos que estao situados muito fora de suas faces associadas
podem causar dificuldade para a decomposicao de vetores conormais. Se todos os pontos harmo-
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nicos estiverem proximos aos centroides de suas faces associadas, a decomposicao de vetores
conormais nado terd problemas na maioria das vezes, exceto em alguns casos extremos.

Serao apresentadas aqui algumas corre¢des dos pontos harmonicos com objetivo de garantir
a positividade dos coeficientes fisico geométricos o da Eq. (10).

2.5 Correcao dos Pontos Harmonicos Tipo 1

A versdo original do calculo dos pontos harménicos foi proposta por (AGELAS, L. et al.,
2009) na seguinte forma:

T - T .
hiJJTLIJKlTL[JZBl + hQ,IJn[JKzn]J:CQ
;=

39)
R —T — R —T — (
hl,fJ”IJKlnlJ + hQ,IJnIJKQHIJ

onde hj ;; representa as alturas relativas ao elemento L; sobre a face o ou IJ e hs ;; representa
as alturas relativas ao elemento L, sobre a face o ou 1.J.

2.6 Correcao dos Pontos Harmonicos Tipo 2

A corregdo a seguir ¢ utilizada por alguns autores, porém esta corre¢do pode afetar a acu-
racia do método proposto, pois em malhas muitos distorcidas, os pontos harmdnicos podem se
localizar ainda muito distante da face, como mostram os experimentos numeéricos.

Yo = Tty (40)
2
onde z; e x; sdo vértices da face I.J.

2.7 Correcao dos Pontos Harménicos Tipo 3

Esta correcao foi formulada inicialmente por (ZHANG, W. e KOBAISI, M., 2019), onde a
Eq. (35) mostra que se os dois tensores de permeabilidade K; e K, forem iguais ou isotropicos,
o ponto harmoénico y, sera limitado entre os dois pontos de projecao y; € y». Sabe-se que a
localizagdo do ponto harmonico para tensores de permeabilidade heterogénea e anisotrdpica
gerais K| e K5, da-se uma derivagdo diferente. Considerando a face o compartilhada por dois
elementos mostrados na Figura 2. Primeiro, busca-se o ponto = 4 que esta no plano que contém a
face o tal que o vetor x 4 — z; é paralelo a K1n, . Da mesma forma, podemos encontrar o ponto
x g de forma que o vetor x g — x5 seja paralelo a Kon,. Assumindo que a pressao desconhecida p
¢ por partes a fim, o fluxo para fora da célula L; e L, pode ser expresso individualmente como:

Kin, w
== Kang ol = lol P ) = o ) @)
Kong, w
12 = (- Eany -Jol = lo 2o, ) =02 -p) @)
Hya - $2H l2
onde w; = || Kin,||, i=1,2; i =|lza—z1|] e lo=|lzp—a3] e |o|¢éaareada

face. Assuindo que a pressao e o tangencial que parte do gradiente de pressao g, sdo continuos
na face 0. Tomando um ponto arbitrario y no plano contendo a face o, as pressdes nos pontos
x4 € xp podem ser escritas em termos de g, € a pressdo em y como:

pa=py)+ go- (va—y) (43)
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P =pY) + 9o - (x5 —Y) (44)
Substituindo a Eq. (44) na Eq. (42) e imponto a condi¢do de continuidade de fluxo fél) +

ff) = 0, pode-se resolver a expressdo para p(y) como:

_ ot g — go - [ (@a —y) + 2 (es — )]

wi 4wy
n T 5

p(y) (45)

A Eq. (45) mostra que a pressdo em qualquer ponto do plano que contenha a face o ¢ uma
combinacao convexa linear de pressao nos centroides de dois elementos vizinhos somado a um
termo responsavel pela variagdo de pressao ao longo da direcdo tangente. Se for escolhido um
determinado ponto y de modo que o ultimo termo no numerador desaparece independentemente
do gradiente tangente g,,, a pressdo neste ponto dependera da pressdao nos centroides de apenas
dois elementos_ vizinhos. Igualando [7*(z4 — y) + 2(x5 — y)] a zero, pode-se resolver para
este ponto particular y denotado como .,

w1 _’_ﬂ
ya:M (46)

w1 | wy
hTh
A pressao nesse ponto ¢ entdo dada por:

w wa
T+ D2

wy 4wy
n T 5

p(Ys) = (47)
A partir dos triangulos semelhantes na Figura 1, pode-se mostrar que as seguintes relagoes
se mantém:

w A1 W2 A2

S 48
Lo d b dy %)

Lo —Y1 =737, Y2 —TB= 72 (49)

Substituindo a Eq. (36) nas Eqgs. (34) e (35), as Egs. (27) e (28) podem ser recuperados
com algumas manipulagdes algébricas. A Eq. (46) mostra claramente que o ponto harmonico €
limitado entre os dois pontos x4 € x 3.

Lembre-se que a dificuldade de decompor vetores conormais com coeficientes ndo negativos
¢ geralmente causada por aqueles pontos harmonicos que ficam fora de suas faces associadas;
propoe-se melhorar a robustez da decomposicao da conormal restringindo a posi¢ao do ponto de
interpolagdo para que esteja dentro de uma distancia prescrita do centroide da face. Para cada
ponto harmonico, foi definida uma razao r, para quantificar a extensao em que se desvia do
centroide da face x:

e = Yo —4ll/ R (50)

onde R ¢ um raio equivalente da face definida como R = 0,5A em duas dimensdes ¢ A € o
comprimento da face em duas dimensdes. Agora, deseja-se restringir o ponto de interpolagdo
para uma distancia R’ do centréide x; da face f (ver Figura 5).

Se ||y, — x¢|| < R’ o ponto harménico original y, pode ser usado diretamente.
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Figura - 5 O ponto harmoénico y,, estd longe do centroide x ¢ de sua face associada. Um ponto
diferente y, dentro do raio especificado R’ é escolhido como o novo ponto de interpolagéo.

Fonte: ZHANG, W. e KOBAISI, M. (2019).

Se ||y, — z¢|| > R', um ponto y,, diferente é escolhido como o novo ponto de interpolagao.

A partir da derivacdo do ponto hamdnico, sabe-se que a pressdo de um ponto arbitrario y
que se encontra no plano que contém a face ¢ dada pela Eq. (33). No entanto, o gradiente de
pressao g, ao longo do plano contendo o ¢ desconhecido e ndo se pode calcular a pressao em
y,s diretamente. Para superar esse problema, escolheu-se o ponto y, que minimizara o valor
absoluto do Ultimo termo no numerador da Eq. (33). A pressdo ys ¢ entdo interpolada pela
mesma equagdo exata da Eq. (35):

Tt PP — o - [T (ma — ) + 2 (zs —ys)]  Tion+ e

lo

wi | wa T w . owe
ll+l2 l1+12

p(ys) = (5D

Como esta sendo usado a mesma interpolagdo de pressao para ¥, € ys, y pode ser visto como
uma correcao para a localizagdo de y,. Quando o ultimo termo corre o risco de perder a precisao,
um problema de minimizagao ¢ resolvido para manter o efeito da correcdo o menor possivel.
Como g, ¢ desconhecido e observando que g, € paralelo ao plano que contém a face, toma-se
ys como a solucao para o seguinte problema de otimizagao:

C. . w w
Minimizar F(y) = ||l—1(xA —ys) + Z—Q(IB — ) || (52)
1 2

Sujeitoa ||y — z/|| < R’ (53)
f

Ao resolver o problema de otimizagdo acima, y sera o novo ponto de interpolagdo para a
face o e a interpolagdo de pressao em y, € dada pela Eq. (38). Paraa face o € 'y, 0 novo ponto
de interpolagdo introduzido na subse¢ao anterior também pode desviar-se muito do centrdide
da face e, portanto, precisar de corre¢do também. Para faces o € I'p, o centrdide da face ¢é
considerado o ponto de interpolagdo e nenhuma correcao € necessaria.

Quando se lida com problemas com grande anisotropia ou malhas muito distorcidas, os
seguintes casos podem acontecer:

Caso 1: Alguns pontos harmonicos podem ficar fora das bordas da malha e a soma dos
angulos 0}  + 07 (ver Figura 6.a) ¢ maior que 180°. Neste caso, os pontos harménicos sdo
calculados7pela seguinte equagao:
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Figura - 6 Representacdo de casos problematicos: (a) pontos médios harmonicos que estao
localizados fora da borda e (b) pontos harmdnicos sobre bordas, mas a soma dos angulos ¢
maior que 180°.
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Fonte: CONTRERAS, F.R.L. et al. (2016).
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Caso 2: Os pontos harmonicos ainda pertencem a aresta, mesmo que a soma dos angulos

Hli T 9% ;; Seja maior que 180° (ver Figura 6.b). Neste caso, o ponto medio substitui o ponto

harmonico

3 RESULTADOS NUMERICOS
3.1 Considera¢cdoes Matematicas

Nesta se¢do, apresentar-se-a alguns exemplos numéricos para mostrar a robustez e acuracia
do método NLTPFA-H. Primeiro, serd definida brevemente a seguinte norma para avaliar os
erros de interpolacdo. Por exemplo, para a pressdo p, usa-se a seguinte norma para o erro do
referido campo:

> 0@E) —p)Vi )
g = LeMm (55)

> Vi

LeM

onde p(Z; ) € a solugdo analitica avaliada no baricentro (Z; ) do volume de controle L e para o
erro no campo do fluxo, usa-se:

S (Fu(@1y) — Fi)ing)? A\ °

- LeE (56)
> A
LeE
onde o fluxo analitico no ponto médio (Z;,) da borda I.J é definido por F,(Z;;) = —KV(Z;;)

e A;y é uma area representativa associada a borda I.J, mais precisamente, ¢ a soma das areas
dos curriculos que compartilham a borda [ .J.
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Agora as taxas de convergéncia numérica R, (v = p, F) sdo obtidas pela seguinte expressao:

_log(e4(hg)/e4(N1))
R7 B lOg(hz/’h)

Onde h; e hy denotam os tamanhos de malha de duas malhas sucessivas, por exemplo, €, (h1)
e, por exemplo, €., (h2) , as correspondentes normas dos erros.

Os valores méaximo e minimo do campo escalar sdo calculados usando a seguinte relacdo:
Pmaz = mar {pj} € DPmin = min {p;}, respectivamente.

LeM LeM

As malhas sdo discretizadas e subdivididas de diferentes formas. Cada parte possui para-
metros e propriedades. Essas pequenas partes sao chamadas de Volumes de Controle (CVs). A
quantidade de CVs passa a informagao de em quantos elementos aquela malha foi subdividida.

(57)

3.2 Verificacio de preservacio de linearidade: drenagem obliqua

Para verificagao do método NLTPFA-H, com intuito de verificar se 0 mesmo reproduz solu-
¢oes lineares exatas por partes em meios heterogéneos e anisotropicos, foi utilizado o problema
de (HERBIN, R. e HUBERT, F., 2008), presente na literatura. O dominio ¢ definido como:

0 ={7 e Qtalque I, (7) < 0} (58)
Qy={ZeQtalque I, () > 0,0, (%) <0}ell=10,UL,Ul]; (59)
Q3 = {7 € Qtal que 11, (7) > 0}, (60)

Onde,
0U(T) =y — 0.2(x — 0.5) — 0.475 61)
[2(?) = D](%) —0.05 (62)
7= (r,y) €Q (63)

Neste problema, considerou-se uma configuragdo para qual a solugdo analitica ¢ dada por:

p(Z)=2—-x—0.2y, (64)

e o perfil da solucao ¢ representado na Figura 7.
As condigdes de contorno de Dirichlet ndo homogéneo sdo dadas por:

gp(Z) =2—2—0.2y (65)

para 7 = (z,y) € 02 e o tensor de difusdo heterogéneo e anisotropico ¢ dado por:

K= %R (8‘ g) R e = arctan(0.2) (66)

onde R é matriz de rotacdo,ao = 100, 3 =10em Qrea=1,6=0:1em ; U 5.
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Conforme (HERBIN, R. ¢ HUBERT, F., 2008), o referido problema retrata uma situacao
presente na engenharia de fluxo subterraneo. Discretizou-se o dominio usando uma malha obli-
qua ver a Figura 7, e obteve-se os seguintes erros: ¢, = 1.8043 - 10713 e ep = 6.3265 - 10713,
mostrando que o método NLTPFA-H preserva linearidade. Na Tabela 1 observa-se que ndo ¢
necessaria nenhuma corregao, ja que nenhum ponto harmonico cai fora da face.

Como esse ¢ um problema que possui um pequeno custo computacional, a tolerancia para o
erro ndo linear adotada foi na ordem de 10~'°. Nao é necessario o calculo de taxas de convergén-
cias, por se tratar de solugdes exatas. As pressdes maximas e minimas foram, respectivamente,
1.9461 e 0.8538. Os resultados podem ser conferidos logo abaixo através da Tabela 1.

Figura 7 - (a) Malha obliqua (b) campo de pressdo obtido pelo método NLTPFA-H.
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Fonte:(a) Adaptado de HERBIN, R. e HUBERT, F. (2008); (b) Autor (2022).

Tabela 1 - Teste de preservagao de linearidade usando o NLTPFA-H.

M¢étodo CVs=210

Eu 1.1135 .10~

SEM CORRECAO € 7.0287 - 10~
Iteracoes 32

Eu 1.1135 .10~

CORRECOES TIPOS 1,2 E 3 oF 7.0287 - 10"
Iteracoes 32
Faces corrigidas 0

Fonte: Autor (2022).

Conforme notado na Tabela 1, ndo se fez nenhuma corregao, gerando o mesmo resultado
numérico para os erros nos campos de pressdo e de velocidade. Por a solugdo ser exata, ndo
houve taxa de convergéncia.

3.3 Teste de convergéncia: meio poroso altamente heterogéneo e anisotropico

Este problema foi adaptado de (YUANG, G. e SHENG, Z., 2016) e consiste em um dominio
quadrado de dimensdes [0; 1]> com um tensor de permeabilidade que varia em fungdo da posi¢do
e ¢ definido por:

K(Z) = Ry (kléf) (k;Sf)) R\ e =>51/12 (67)

A malha utilizada para o teste de convergéncia nesse problema ¢ exibida na Figura 8.
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Figura 8 - Malha quadrilateral Kershaw com 576 CVs.

//v“—;_,_ 1
//ﬁ:\\_\\» L4
1 \:\\\\\ 1

B
\ [~
aN
N
q
N
LN
LN
%% d ‘\5_\§\ =
2 -]
TR

Fonte: Adaptado de YUANG, G. e SHENG, Z. (2016).

Onde ki (Z) = 1+ 222 +y* e ko(%) = 1 + 2% + 2y°. A solugdo analitica do problema ¢
dada por:

p(Z) = sin(mx)sin(my) (68)

e as condi¢des de contorno de Dirichlet sdo obtidas diretamente pela imposi¢ao da solu¢ao ana-
litica sobre a borda da malha.

Por se tratar de um método ndo linear, o NLTPFA-H exige uma demanda computacional
consideravel, principalmente ao trabalhar com as malhas mais refinadas. Apesar disso, busca-se
resultados satisfatorios e com uma boa ordem de precisao. Visto isso, foi utilizada uma tolerancia
para o erro ndo linear na ordem de 1071, para a malha da Figura 8, afim de se realizar o teste
de convergéncia.

Os resultados dos erros e taxas de convergéncia para a malha quadrilateral levemente dis-
torcida podem ser observados na Tabela 2.

Figura 9 - Campo de pressdo para a malha de Kershaw com 36864 CVs.

0.9990 l

0.7493 -

0.4995 I

0.2498 -

2.737e-005

Fonte: Autor 2022.

O campo de pressdo para a malha da Figura 8 pode ser visto através da Figura 9. E de
conhecimento que o método NLTPFA-H resolve, geralmente, problemas de difusdo em meios
heterogéneos e altamente anisotropicos. Para poder analisar a robustez e acuracia do método
proposto, foram tomados alguns exemplos da literatura. As malhas usadas no presente trabalho
foram desenvolvidas no pré-processador chamado Gmsh. Apo6s isso, 0 método € implementado
através de um algoritmo baseado nas faces das malhas (CONTRERAS, F.R.L. et al., 2016),
desenvolvido em Matlab. Logo obtém-se o campo pressdo e usando-se um poés-processador
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Tabela 2 - Erros e taxas de convergéncia usando o método NLTPFA-H.

CVs 144 576 2314 9216 36 864
Ep 0.0254 0.0138 0.0054 0.0016 4.5039-107%

R, - 0.8802 1.3536 1.8073 1.8288

SEM CORRECAO Ep 0.3920 0.1860 0.0742 0.0256 0.0083

Rp - 1.0755 1.3258 1.5352 1.6249
Iteracdes 29 43 69 74 97

E€p 0.0253 0.0138 0.0053 0.0016 4.5001-107%

R, - 0.8744 1.3806 1.7279 1.8300

Ep 0.3964 0.1871 0.0744 0.0257 0.0083

COR-TIPO I Ry _ 1.0831 1.3304 15335  1.6305
Iteragdes 29 43 69 75 82
Faces corrig. 11 23 43 85 171

Ep 0.0749 0.0399 0.0198 0.0090 0.0043

R, - 0.9085 1.0108 1.1375 1.0655

Ep 0.8457 0.5201 0.3298 0.2236 0.1630

COR.TIPO2 Rp - 0.7013 0.6571 0.5606 0.4560
Iteragdes 25 42 47 61 71
Faces corrig. 11 23 43 85 171

Ep 0.0475 0.0338 0.0167 0.0075 0.0035

R, - 0.4909 1.0171 1.1548 1.0995

Ep 0.6040 0.4326 0.2635 0.1736 0.1253

COR. TIPO 3 Rp - 0.4815 0.7152 0.6020 0.4704
Iteragdes 26 39 20 64 73
Faces corrig. 11 23 43 85 171

Fonte: Autor (2022).

chamado Visit, plota-se essa pressao, como pode ser visto na Figura 9, onde tém-se o campo
de pressdo obtido pelo (AUTOR, 2022), adaptando uma malha de (YUANG, G. e SHENG, Z.,
2016).

Perceba que ha um grande nivel de anisotropia da malha de Kershaw (Figura 8). Valores
para os resultados e erros dos campos de pressao e velocidade, taxas de convergéncia de ambos
os campos, quantidade de iteragdes necessarias para tolerancia do erro podem ser acompanhados
através da Tabela 2.

Note que para o teste sem corre¢do dos pontos e utilizando a 1* corregdo, a precisdo utili-
zando a malha mais refinada e o método NLTPFA-H teve ordem superior a 1, 8 para o campo
de pressdo. Deve-se salientar que os pontos harmonicos sem correcao ainda conseguiram repre-
sentar adequadamente o campo de pressao, isto porque, esses pontos ndo cairam muito longe
da face. Ja para o campo de velocidades, foi obtida uma taxa de convergéncia superior a 1, 6.
Usando as corregdes tipo 2 e 3, os erros para ambos os campos foram maiores e as taxas de
convergéncia relativamente menor.

A malha quadrilateral estruturada altamente distorcida (Kershaw), possui regides distorci-
das, o que exige maior esfor¢o computacional e torna a matriz levemente mal condicionada,
devendo ser condicionado utilizando algum pré-condicionador. Devido ao seu formato, sua
taxa de convergéncia demora um pouco mais para atingir valores satisfatorios, o que s ocorre
a partir de 9216 CVs, conforme observado na Tabela 2. A correcao tipo 1 foi a que apresentou
melhores resultados para os erros dos campos de pressdo e velocidade, e as taxas de conver-
géncia, se comportando bem para esses casos de alta anisotropia e heterogeneidade, garantindo
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resultados satisfatorios, dentro do esperado para esses problemas.
3.4 Teste de Principio de Maximo Discreto (PMD)

A finalidade do problema a seguir ¢ verificar as possiveis violagdes do Principio Maximo
Discreto (PMD).

3.4.1 Meio altamente heterogéneo e anisotropico

O problema trabalhado nesse topico foi adaptado de (QUEIROZ, L. et al., 2014) e, no-
vamente, foi testado o método NLTPFA-H para um meio heterogéneo e extremamente aniso-
tropico. Para este exemplo, considera-se um dominio quadrado unitario com um furo interno
definido como: Q = [0,1]?/[4/9,5/9]* (ver Fig. 10.a), e tal que o limite é a unido disjunta de
'y e I';. Além disso, defini-se gp = 2 em I'y, gp = 0 em I'; e o tensor de difusao ¢ dado por:

K(Z)= Ry (180 ().(())1) R," para x=(x,y) €, x<0.5 (69)

L 10322 + —(1-10%x L
K (%) = (_(1 B 1103)31% (x% N mgy%lyl para = (z,y) €y, x>05 (70)
onde =7/2, 1 =x+103 ey =y+ 1073

Figura 10 - (a) Esbo¢o do dominio computacional e (b) malha triangular nao estruturada com
2730 CVs.
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(a) (b)
Fonte: Adaptado de CONTRERAS, F.R.L. et al. (2019).

O resultado para o campo de pressdo obtido com o método NLTPFA-H pode ser conferido
através da Figura 11.b, e na Figura 11.a, tem-se um resultado de referéncia obtido pelo método
SSEPS (Small Stencil and Extremum-Preserving Scheme) proposto por (GAO, Z. e WU, J.,
2013), que também aplicaram o SSEPS ao problema de Queiroz. Note que este método res-
peita os valores extremos, ou seja, satisfaz o critério de PMD (Principio do Méaximo Discreto).
Enquanto na Figura 11.b, apresenta-se o campo de pressdo obtido pelo método NLTPFA-H,
nota-se que este método produz solugdes positivas como esperado, enquanto o extremo superior
foi violado (métodos ndo lineares mono6tonos violam o PMD), isso acontece porque a matriz
de coeficientes nao ¢ simétrica. Para o teste de monotonicidade, note que a tolerancia foi na
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Figura 11 - Meio altamente heterogéneo e anisotropico: (a) a solugdo de referéncia foi obtida
com o método SSEPS e (b) foi obtida com o método NLTPFA-H, usando uma malha de 5184
CVs.

2,133 I

1.600

1.996
| |

1.497 -
0.9982

1.066 -

0.4991 -

1.414e-011 .

0.5332 -

1 ‘536e-029l

(a) (b)
Fonte: (a) GAO, Z. ¢ WU, J. (2013); (b) Autor (2022).

Tabela 3 - Teste de monotonicidade usando o método NLTPFA-H.

CVs 324 1296 5184

Phax 1.9491 2.1637 2.1304

. Phin - 0.000  0.000
CORRECAQ TIPO 1 Iteragdes 50 7 87
Faces corrigidas 24 42 22

Phax 1.9491 2.1637 2.1304

RRECA Phin 3.4273e21  0.000  0.000
€O CAOTIPO 2 Iteragdes 46 75 85
Faces corrigidas 24 42 22

Phax 1.9491 2.1637 2.1304

x Phin 2.5935¢=21  0.000  0.000
CORRECAQTIPO 3 Iteragdes 78 68 87
Faces corrigidas 24 42 22

Fonte: Autor (2022).

ordem de 107!, Resultados mostrando os valores maximos e minimos e niimero de iteragdes
para uma sequéncia de malhas refinadas ¢ apresentado na Tabela 3. Nesta tabela pode-se ob-
servar que o método NLTPFA-H ultrapassa os valores limites superiores, isto também acontece
porque malhas mais refinadas apresentam anisotropia de malha além da anisotropia do meio, o
que compromete a constru¢do da matriz ndo linear. Por outro lado, na mesma tabela, observa-se
que o os pontos harmonicos sem corre¢ao ndo foram contabilizados ja que eles ndo consegui-
ram entregar os parametros dados na Eq. (10) sujeito as suas restri¢des, isso aconteceu porque
os pontos harmonicos cairam muito distante da face. As corre¢des conseguiram representar o
campo de pressdo com certas oscilagdes na parte superior, violando o limite da pressao definida
através do dominio.

4 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho busca obter a implementagdo da correcdo ao se fazer a interpolagdo
da pressao nos pontos harmodnicos, buscando garantir a positividade dos resultados numéricos,
assegurando a robustez e acuracia na simulagdo numérica em meios altamente heterogéneos e
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anisotropicos. Ao utilizar-se os métodos existentes, notou-se que o método se comportava muito
bem em meios anisotropicos e heterogéneos mantendo a positividade do campo de pressao, con-
tudo, submetido a malhas com anisotropia elevada, viola o PMD. Nos resultados, observou-se
que o método, utilizando pontos harmodnicos sem correcdo ndo consegue calcular os parametros
necessarios para construir o método NLTPFA-H, isso acontece, porque os pontos harmonicos
situam-se distante da face. Esta ultima desvantagem ¢ usual em métodos ndo lineares baseado
na aproximacao do fluxo por dois pontos. Baseado nisso foi implementado um limitador para
a distancia desse ponto hamonico até o centro da célula, toda vez que o mesmo for locado fora
dela. Para abrangir ainda mais os testes, foram utilizadas 3 tipos de corregdes diferentes. Nos
3 problemas simulados, ndo houve alteracdo nos resultados para o teste de preservagao linear,
porque o calculo do campo de pressdo naquele ponto utiliza a mesma aproximagdo, o que era
esperado devido ao seu resultado exato. No teste de convergéncia, obteve-se resultados mais
robustos utilizando a primeira corre¢ao, a simplificada. Se tratando do teste de monotonici-
dade, todas as corregdes apresentaram resultados mais robustos comparados a simulagao sem
a correcao dos pontos hamonicos. Como esperado, o ajuste nos pontos harmonicos melhorou
a robustez do método ndo linear trabalhado, contudo, o PMD ainda ndo foi atendido, gerando
umm desafio que pretende-se estudar futuramente.
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