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RESUMO

Neste trabalho elencaremos alguns resultados da teoria de Morse em dimensao finita e
infinita para funcionais f duas vezes diferenciavel, com derivadas até segunda ordem continuas,
definidos em uma variedade diferencidvel M, modelada em um espaco de Hilbert H. Em
determinados casos, tais resultados quando aliados a teoremas de deformacao, nos possibilitam
descrever grupos criticos de certos pontos criticos e, por conseguinte, a aquisicao de teoremas
de pontos criticos, que garantem sob quais condicdes f admite um ou mais pontos criticos ndo
triviais. Como aplicacdo estudaremos a existéncia e multiplicidade de solucdes para uma classe
de problemas envolvendo o operador Laplaciano. Para tal, utilizaremos ferramentas do calculo
variacional e a Teoria de Morse aplicados a um funcional I, associado ao problema proposto.
Para este feito utilizaremos técnicas envolvendo os autovalores do Laplaciano, com objetivo
de descrever os grupos criticos dos pontos criticos dessa classe de problemas com base nestes
autovalores. Essa analise permitira que possamos encontrar pelo menos quatro pontos criticos

n3o triviais e distintos.

Palavras-chaves: teoria de Morse; grupos criticos; problema eliptico semilinear; métodos

variacionais.



ABSTRACT

In this work we will list some results of the Morse theory in finite and infinite dimensions
for functionals f twice differentiable with derivatives up to second order continuous, defined
on a differentiable manifold M, modeled on a Hilbert space H. In certain cases, such results,
when combined with deformation theorems, allow us to describe critical groups of certain
critical points and, therefore, the acquisition of critical point theorems, which guarantee under
which conditions f admits one or more critical points non-trivial. As an application we will
study the existence and multiplicity of solutions for a class of problems involving the Laplacian
operator. To do so, we will use variational calculus tools and Morse Theory applied to the
functional I, associated with the proposed problem. For this purpose, we use the results of the
Laplacian eigenvalues, with the objective of describe the critical clusters of the critical points
of this class of problems based on these eigenvalues. This analysis, which allowed us to find

at least four critical points non-trivial and distinct.

Keywords: Morse theory; critical groups; semilinear elliptic problem; variational methods.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, utilizaremos mecanismos da Topologia Algébrica e Analise com objetivo
de empregar as ferramentas da Teoria de Morse introduzida por Gromoll-Meyer (GROMOLL;
MEYER, 1969) para garantir a existéncia e multiplicidade de pontos criticos ndo triviais para
uma classe de funcdes I : H — R definidas em um espaco de Hilbert H, e como aplicacao
obtemos a existéncia e multiplicidade de solu¢des para uma classe de problemas elipticos
envolvendo o operador Laplaciano.

A motivacao principal para utilizar as ferramentas citadas acima, deve-se ao fato de que ao
analisarmos valores criticos, a topologia dos conjuntos de nivel I* = {z € H |I(x) < a}, sofre
modificacOes. Desta forma, em espacos de dimens3o finita é possivel estudar a topologia destes
espacos sem recorrer a artificios da Topologia Algébrica. Porém, ao consideramos espacos de
dimensao infinita, perdemos a intuicao geométrica e topoldgica dos mesmos, assim, recorremos
aos grupos de homologia em vizinhancas de pontos criticos, denominados de grupos criticos,
visando estabelecer agora a estrutura destes grupos abelianos e suas modificacdes na presenca
de pontos criticos, garantindo a existéncia ou n3o de novos pontos criticos.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos, o primeiro capitulo aborda resultados gerais
da teoria dos espacos de Lebesgue e Sobolev, bem como Teoremas importantes envolvendo
estes espacos, conceito e propriedades basicas dos grupos de Homologia e teoremas de
deformacdo, que foram utilizados ao longo deste trabalho, além de uma breve introducao
as variedades diferenciaveis.

No segundo capitulo, utilizando como referencias principais (MAWHIN; WILLEM, 1989),
(CHANG, |1993) e (DAMASCELLI; PACELLA, 2010) abordamos aspectos da Teoria de Morse
para pontos criticos de funcionais I : M — R de classe C? definidos em variedades de
dimens3o finita ou infinita modeladas em um espaco de Hilbert H, definindo ponto critico ndo
degenerado, indice de Morse e nulidade de um ponto critico. Neste contexto, apresentamos
um resultado que descreve os grupos criticos de um ponto critico u, no caso em que este é
ndo degenerado ou um ponto de minimo local isolado. Ainda neste capitulo, apresentamos
o Lema de Morse em dimensdo infinita, bem como o Lema de Morse generalizado, para
funcionais I definidos em espacos de Hilbert, também conhecido como Teorema de Splitting,
que permitem expressar I de forma conveniente na vizinhanca de pontos criticos quando

I"(u) é um operador de Fredholm, isto é, possua niicleo e conticleo de dimensao finita. Estes
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resultados sdo importantes em nosso trabalho pois, nos auxiliam na descricio dos grupos
criticos de pontos criticos u degenerados, quando I”(u) é um operador de Fredholm, visto
que, geralmente ndo é uma tarefa simples computar grupos de Homologia e grupos criticos
utilizando apenas a definicdo destes.

Vale ressaltar que é imediato da definicao, que um espaco de Hilbert H é uma variedade
de Hilbert modelada em si mesmo, portanto os mesmos resultados em dimens3o infinita
sao validos no caso em que o dominio é apenas um espaco de Hilbert. A justificativa para
consideramos I definido desta forma, deve-se principalmente ao fato da teoria de Morse possuir
aplicacdes em outras areas da matematica e portanto, em casos em que o dominio ndo é um
espaco de Hilbert.

No terceiro capitulo, seguindo os passos de (SILVA| 1996), apresentamos alguns resultados
abstratos que asseguram sob quais condicdes uma determinada classe de funcionais I : H —
R, pertencentes a C? admite pelo menos um e em seguida quatro pontos criticos no triviais,
utilizando os resultados de computacao de grupos criticos pré-estabelecidos.

Por fim, no quarto capitulo, seguindo novamente os passos de (SILVA, [1996),
apresentaremos resultados sobre existéncia e multiplicidade de solu¢des nao triviais para a

seguinte classe de problemas

—Au = f(x,u), x €,

u(z) =0, x € 09,

em que f: QxR — R, é uma aplicacdo de classe C!, que satisfaz algumas condicdes gerais
e  é um dominio suave e limitado em R”. Para tal, consideramos um funcional de classe
C?, associado ao problema acima, no qual denotaremos por I definido no espaco de Sobolev
H}(Q), e utilizamos técnicas variacionais para garantir que tal funcional satisfaz as condicdes

de multiplicidade de pontos criticos impostas no capitulo trés.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos os principais resultados que serdao utilizados ao longo do

nosso trabalho.

2.1 TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL
2.1.1 Espacos LP()

Nesta secdo, introduziremos o conceito de espacos LP(2) bem como alguns resultados

importantes que serao utilizados ao longo deste trabalho.

Definicao 2.1. Sejam €2 um conjunto mensuravel e 1 < p < 4o00. Definimos o espaco LP(f2)
como sendo o espaco das (classes de equivaléncia de) funcdes reais p-integraveis no sentido

de Lebesgue, isto &,
LP(Q):{f:Q—>R| /ny|p<oo}.

Tal espaco, assim definido, é um espaco normado quando munido da norma

i = ([ 1rv)". 1)

Observe que a definicdo acima foi proposta para o caso em que p é um expoente finito.

Definicdo 2.2. Quando p = oo, definimos o espaco L*>°(£2) como sendo o espaco das (classes

de equivaléncia) funcdes reais mensuraveis e limitadas, isto é,

L>(Q) = {f:Q—>]R|Sup|f| < 0 }
Q
Assim como no caso em que p é finito, podemos definir uma norma em L*°(2), a qual é

dada por

[/ lloe = sup [f],
Q

onde sup |f| = inf{c € R | |f(z)| < ¢,q.t.p em Q}.

Obgerve que LP(£2), assim definido, é um espaco de Banach, isto é, é um espaco vetorial
normado e completo com a norma definida acima. Além disso, no caso em que p = 2, temos
que L*(2) é um espaco de Hilbert.

Os resultados abaixo sdo teoremas classicos e importantes da teoria dos espacos LP(£2),

que serao aplicados neste trabalho.



16

Teorema 2.3 ((BREZIS, 2010), p.94). Sejam (f,)nen uma sequéncia em LP(Q2) e f € LP(Q).

Suponha que
[fn = fllp = 0, n = o0.

Entao, existe uma subsequéncia ( f,,);en de (fn)nen, tal que

i) fo;(x) = f(2), q.t.p em
ii) |fn;(x)| < hy(z), q.t.p em Q para todo j € N, com h, € LP(Q2).

Teorema 2.4 (Lema de Fatou - (BREZIS, 2010), p. 90). Seja f,, : 2 — R uma sequéncia de

funcbes mensuraveis tais que f, > 0, para todo n € N. Entdo, temos que

/ liminf f,, dr < liminf / fn dx.
Q Q

n—oo n—oo

Teorema 2.5 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue - (BREZIS, [2010), p. 90).
Seja f,, : @ — R uma sequéncia de funcées mensuraveis tais que f,(x) — f(x), q.t.p em Q
e existe uma funcdo mensurével g : Q) — R, tal que |f,(z)| < g(x), para todo x € Q). Entdo,

f:Q— R é mensuravel e

lim /an(x) dac:/Qf(x) dx.

n—oo

Teorema 2.6 (Desigualdade de Holder - (BREZIS, 2010), p. 92). Suponha que f € LP(Q)) e
/ 1 1
g € LP(Q), onde p' é o expoente conjugado de p, isto €, — + — =1el <p< +o0. Entdo,
p D
fge L'(Q) e

gl < N F1pllgller

Teorema 2.7 (Teorema da Representacdo de Riesz - (BREZIS, 2010), p.135). Seja H um

espaco de Hilbert. Dado f € H', temos que existe um tnico u € H de forma que

f(v) = (u,v), para todov € H.

Além disso, |f|m = ||ullm-

2.1.2 Espacos de Sobolev

Nesta secdo, vamos introduzir os espacos de Sobolev de maneira geral, bem como alguns

resultados mais importantes validos nestes espacos, que serao utilizados em nossas aplicacdes.
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Estes espacos, sao os espacos naturais para buscarmos a existéncia de alguns tipos de Equacoes
diferenciais parciais, inclusive a que iremos abordar neste trabalho. Assumiremos 2 C RV
um conjunto aberto. Mas, antes de introduzirmos os espacos de Sobolev, se faz necessario
apresentar o conceito de derivada fraca. Do estudo do célculo sabemos que o conjunto das
funcoes diferenciaveis é um conjunto muito pequeno do ponto de vista topoldgico, desta forma
o conceito de derivada fraca estende o conceito de derivada classica para uma classe maior
de funcdes de forma que a féormula de integracdo por partes ainda seja valida, como veremos
a seguir. Para discussao mais completa acerca deste tema, indicamos ao leitor que consulte

(BREZIS| 2010) e (EVANS, |1998).

1

1.(2) é a derivada parcial

Definicdo 2.8. Seja u € L} (). Dizemos que uma funco v; € L

loc

fraca de u em relacdo a x;, se

/Qu(&«p) = —/Qvi%

para toda ¢ € C3°. Nesta situacdo, escrevemos v; = O;u.

De posse do conceito de derivada fraca, podemos apresentar os espacos de Sobolev.
Observe que estes espacos, s3o uma extensio dos espacos C¥({2) para funcdes fracamente
diferenciaveis, isto é, dos espacos das funcdes que admitem derivada continua até k—ésima

ordem.

Definicdo 2.9. Fixado 1 < p < co. Definimos o espaco de Sobolev W'*(2) como

Whe(Q) = {u € LP(Q) | cujas derivadas a@u existem no sentido fraco e gu € LP(Q)} :

€X; €
O espaco W1P(Q), como definido acima, é um espaco vetorial normado quando munido

com a norma definida por

. (2.2)

N
ou
[ullwre) = llull, + ; G

p

Quando p = 2, denotamos o espaco de Sobolev W'2#(Q) por H'(Q).

Definicao 2.10. Seja 1 < p < +00. Definimos o espaco Wol’p(Q), como sendo
Wy () = C2()

. 1 . A s
em W1P(Q). Isto nos diz que u € WyP(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia

(U )men C C°(9), tal que u,, — u, quando m — +oo em WhP((Q).
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No caso em que p = 2, denotamos
H(Q) = WH3(Q). (23)

Nosso objetivo em introduzir o espaco H}(2) deve-se ao fato que, em nossas aplicacdes, estes
espacos tornam-se o ambiente natural para buscarmos solucdes no sentido fraco. Os espacos
de Sobolev possuem algumas propriedades que serdo importantes no desenvolvimento deste

trabalho, como seguem abaixo.

Teorema 2.11 ((EVANS| 1998) - p. 262). Para todo 1 < p < +00, temos que o espaco de
Sobolev WP (Q) é um espaco de Banach.

Observe que definimos W, (2) como sendo o fecho de C2°(€2) no espaco W'?(Q). Isto
nos diz que Wy () é um subconjunto fechado de W'?(Q), e sendo este um espaco de
Banach, temos que por Wol’p(Q) ser fechado, este também é um espaco de Banach quando
munido da norma induzida de W'?(2). Em particular, H}(Q2) é um espaco de Banach.

Os préximos resultados estabelecem uma relacdo entre os espacos de Sobolev W'P(Q)) e
os espacos LP(£2) que foram definidos na secdo anterior. Para tal, precisamos definir o conceito

de imersao continua e imersdao compacta, como segue

Definicao 2.12. Sejam X C Y espacos de Banach. Dizemos que X estd imerso

continuamente em Y, e denotamos por X — Y, quando existe uma constante C' > 0, tal que
|lully < C||lu||x, para todou € X. (2.4)

Definicao 2.13. Sejam X C Y espacos de Banach. Dizemos que X estd compactamente
imerso em Y quando X estd continuamente imerso em Y e dada (u,)men C X uma sequéncia

limitada, temos que esta admite uma subsequéncia convergente em Y.

Teorema 2.14 (Imersdes continuas - (BREZIS, [2010)), p. 284-285). Se 2 C RY é um aberto

limitado e 1 < p < +00, entdo as seguintes imersoées sao continuas:

i) Se 1 < p < N entdo, W'P(Q) — LI(Q), para todo q € [1,p*], onde p* = ——,

denota o expoente critico de Sobolev;
ii) Sep = N entdo WHP(Q) < L4(Q), para todo q € [1,+00);

iii) Sep > N, entio W'P(Q) — L>®(Q).
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Teorema 2.15 (Imersdes compactas - (BREZIS, [2010), p. 285). Seja @ C RY um aberto

limitado de classe C'. As seguintes imersdes sdo compactas:
i) Sel <p < N entdo, W'P(Q) < L%(Q), para todo q € [1,p*);
ii) Se p= N entdo WP (Q) < L4(Q), para todo q € [1,+00);
iii) Sep > N, entdo W'P(Q) = C(Q).

Dada u € W'?(Q), podemos definir a parte positiva de u, por u™ = max{u,0} e a
parte negativa como sendo u~ = u — u™. O préximo resultado estabelece que as funcdes

ut um € WHP(Q).

Teorema 2.16 ((EVANS, [1998)). Sejam Q C RY aberto e limitado e 1 < p < +oo. Se

u € WP (Q) entdo, ut,u~ € Whr(Q). Além disso,

Vu, qt.p sobre{u> 0},

Vu" =
0, qtp sobre{u <0},
Vu, qt.p sobre{u <0},

Vu~ =
0, q.tp sobre{u>0}.

Consequentemente Vu = 0, sobre o conjunto {u = 0} e |u| € W'P(Q).

Teorema 2.17 ((BREZIS| 2010) - p. 69). Seja (u,,)men uma sequéncia em WP(Q2). Se existe
C > 0 tal que ||ty |lwir) < C, entdo existe uma subsequéncia de (U )men que converge na

topologia fraca de W'?(Q).

Observacao 2.18. Na realidade, o resultado acima é enunciado de forma mais geral, onde E

é apenas um espaco de Banach reflexivo.

2.1.3 Problema do autovalor do Laplaciano

O problema do autovalor do Laplaciano com condicdo de Dirichlet consiste em encontrar

os valores de A € R, tais que o problema
—Au = lu, x €,

u =0, x € 08,
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admite solucdes ndo triviais. Na literatura atual, muito ja fora desenvolvido no que se refere
a existéncia de solucao para esse tipo de problema, bem como a caracterizacdo variacional
dos autovalores. Desta forma, aqui abordaremos alguns destes resultados, que podem ser

encontrados em (FIGUEIREDO, 1982) e (CHANG, (1993).

Teorema 2.19 (Decomposico espectral do Laplaciano - (FIGUEIREDO, [1982)). Seja Q2 € RY
um dominio limitado. Entdo o problema (2.5)), possui uma sequéncia de solucées (i, Pr)nen,

tais que
i) 0</\1§)\2§)\3§---§)\k§---,comT}LrgloAk:+oo;
i) ¢n € C(Q);

iii) A1 é simples e a autofuncdo correspondente ¢, pode ser escolhida de forma que

é1(x) > 0, para todo z € Q) e ||| = 1;

2
i) A = inf 2 VUl d2

1(O)-
e wrdr com u € Hy(§2);

v) Sewu € H} é solucdo fraca de (2.5) com A\ = )\, ent3o existe c € R tal que u = c¢;.

De maneira geral, o préximo resultado em sua demonstracdo nos dd uma caracterizacdo

variacional para todo )\ que é autovalor de ([2.5]).

Teorema 2.20 ((FIGUEIREDO, [1982)). Seja 2 um aberto limitado de RY. Ento, o problema
de autovalor (2.5)) possui um nidmero infinito e enumerdvel de autovalores {\}ren que

satisfazem
D<M < A< < o< <

tais que \, — —+oo, quando k — +o00. Além disso, as autofuncées {¢x} constituem um

sistema ortonormal completo para L*(XQ), isto é, dada v € L*(Q), temos que

oo
V= Z C(Z¢Z
i=1
Em particular,

o

2

[oll2 =D (v, ¢i)3-
i=1

Desta forma, se A\, é um autovalor do problema ([2.5)) entdo

2
Ao = inf JalVelde

u€Hy, fﬂ u2 dl’ ’
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onde Hj, é o subespaco ortogonal ao subespaco de dimensao finita gerado pelas autofuncdes
associadas aos primeiros (k — 1) autovalores.

Uma variacdo natural do problema descrito acima, também conhecido como problema de
autovalor do Laplaciano com peso, consiste em determinar as solucdes da seguinte classe de

problemas

—Au = Im(x)u, x €,
(2.6)

u =0, x € 011,
onde m : Q — R, é uma funcdo chamada de peso. Note que o problema ([2.5), nada mais
é que um caso particular do problema (2.6) com m = 1. Observe que embora sejam de
naturezas semelhantes, os problemas carregam em si particularidades no que se refere a
existéncia de solucdes, uma vez que em é possivel determinar de forma explicita quem
sao os autovalores e as caracteristicas das autofuncdes associadas, porém no caso do problema
de autovalor com peso, podem existir autovalores negativos e autofuncoes negativas, o que
influenciara neste fato serd o sinal de m. Denotaremos os autovalores de um problema com

peso, por \x(m).

Teorema 2.21 (Manes-Michelleti - (MANES; MICHELETTI, (1973)). Seja m : Q@ — R, uma

funcdo pertencente a L" (1), com r > & Suponha que m > 0 em um subconjunto de )

2
com medida positiva. Entdo, o primeiro autovalor A\;(m) de ([2.6)) € simples e sua autofuncio

associada € tal que ¢y > 0 em €.

O préximo resultado, devido a Hess-Kato, é uma variacdo do Teorema de Manes-Michelleti,
que nos fornece informacdes melhores para o autovalor principal de (2.6]), quando m é continua

em €.

Teorema 2.22. (Hess-Kato - (HESS; KATO, |1980)) Suponha que m € C({2), e existe x, tal
que m(xq) > 0. Entdo, o problema (2.6)) admite um autovalor principal \;(m), caracterizado
por ser o tnico autovalor positivo associado a uma autofuncdo positiva. Além disso, Ai(m)

possui as seguintes propriedades:
i) Se A € C é outro autovalor com Re(\) > 0, entdo Re(\) > A (m);
i1) dim(—A — A\ym) = 1.

Observe que, no Teorema [2.22] temos que m é continua e m(xzy) > 0, para algum zy € Q.

Por definicdo de continuidade, temos que existe r > 0, tal que se x € B(zy, ) entdo m(x) > 0.
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Isto nos diz que a condicdao m ser continua e positiva em apenas um ponto implica em m > 0

em um subconjunto de medida positiva.

2.2 HOMOTOPIAS E LEMAS DE DEFORMACAO

2.2.1 Homotopias

Nesta secao, vamos introduzir o conceito de homotopias entre aplicacoes e entre espacos
topolégicos. De maneira intuitiva, o conceito de homotopia formaliza a nocdo intuitiva de
deformac3o entre espacos e entre aplicacdes continuas. Para um estudo mais aprofundado,

sugerimos (SPANIER, 2012).

Definicao 2.23. Sejam X e Y espacos topoldégicos Uma homotopia é uma familia de
aplicacdes, f; : X — Y , t € [0,1], onde a aplicacdo F' : X x [0,1] — Y dada por

F(z,t) = fi(x) é continua.

Definicao 2.24. Sejam X,Y espacos topoldgicos e f,g : X — Y aplicacdes continuas.
Dizemos que as aplicacdes f e g sdo homotdpicas se existir uma aplicacdo F': X x[0,1] = Y

continua, de forma que F(z,0) = f(x) e F(x,1) = g(x), para todo = € X.

Definicao 2.25. Seja f : X — Y uma aplicacio continua entre espacos topoldgicos. Dizemos
que f é uma equivaléncia homotdpica quando existir uma aplicacao continua g : ¥ — X tal
que fog~Idy e go f ~ Idx. Neste caso, g é a inversa homotdpica de f e os espacos X e

Y s3ao homotopicamente equivalentes.

Definicao 2.26. Um espaco topoldgico X é dito homotopicamente nulo, quando este é

homotopicamente equivalente a um ponto.

Definicao 2.27. Um espaco topoldgico X é dito contratil se a funcdo identidade Id : X — X

é homotopica a uma funcao constante.

Exemplo 2.28. Seja X um espaco conexo. Entdo X é contratil. Para ver isto, seja ug
um ponto fixado de X e considere a aplicacdo F' : X x [0,1] — X, definida por
F(z,t) = tuy + (1 — t)z. Observe que F' estd bem definida e é continua, pois sendo X
conexo, temos que F'(z,t) é o segmento ligando os pontos u e x, e este pertence a X. Além
disso, F'(xz,0) =z e F(1,x) = ug. Logo a aplicacdo identidade Id : X — X é homotdpica a

aplicacdo constante h(z) = g, para todo x € X.
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A proposicao abaixo sera (til na demonstracao de alguns resultados ao longo deste trabalho,

uma vez que a tarefa de garantir que um espaco é contratil é relativamente mais simples.

Proposicdao 2.29 ((SPANIER, [2012)) - p. 26). Um espaco topoldgico X é contrétil se, e

somente se, este é homotopicamente equivalente a um ponto.

Definicao 2.30. Sejam X um espaco topoldgico e A C X um subespaco. Um retrato de
deformacdo de A em X é uma familia de aplicacdes continuas f; : X — X, com t € [0, 1] tal

que
i) fo=1d;
1) fu(X) = 4;
i) fila = Id.
Definicao 2.31. Seja Y C X um subconjunto. Diremos que Y é um retrato de deformacao
forte de X se existe F' € C'([0,1] x X, X), tal que
F(t,u) = u, seue Xetel1]

FO,u) = u, e F(l,u) €Y, sempre que u € X.

2.3 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos da teoria das variedades diferenciaveis.
O nosso objetivo em introduzir esta secdo deve-se ao fato de que, na Teoria de Morse
em dimens3o finita, trabalharemos com funcdes definidas em variedades diferenciaveis e ao
trabalharmos com algumas ferramentas dessa teoria, tencionamos que o leitor conheca tais

ferramentas. Para maiores detalhes, sugerimos que consulte (TU, [2010)).

Definicao 2.32. Um espaco topoldgico M ¢é dito localmente euclidiano de dimensdo N,
quando para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p e um homeomorfismo ¢ : U — R¥
em um subconjunto do RY. Ao par (U, ¢) damos o nome de carta, U chamamos de vizinhanca
coordenada e ¢ um sistema coordenado de U. Dizemos que a carta ¢ : U — R" é centrada

se ¢(p) = 0 sempre que p € U.
Definicdo 2.33. Duas cartas (U, : U — RY) e (V¢ : V — RY), de uma variedade
topoldgica sdo ditas C®— compativeis se as aplicacdes po ™1 : (U NV) = o(UNV) e

sua inversa (o ¢~!) ™t =1 0 7! sdo de classe C™.
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Definicao 2.34. Um atlas em um espaco localmente euclidiano é uma colecio U =

{(Uq, ¢a)} de pares de cartas C*°— compativeis que cobre M, isto é, M = U,

Definicao 2.35. Um atlas M em um espaco localmente euclidiano é dito um atlas maximal

se para todo atlas ¢/ contendo M, implicar que U = M.

Definicao 2.36. Uma variedade diferenciavel é uma variedade topoldgica M munida com um

atlas maximal.

Exemplo 2.37. O espaco euclidiano R é uma variedade diferenciavel quando munida do

atlas identidade.

Assim como no R”, vamos definir o germe de uma funcio de classe C>* em p € M como
sendo a classe de equivaléncia das funcdes C*> definidas em uma vizinhanca de p em M. Duas
funcoes sdo equivalentes se elas coincidem em alguma vizinhanca de p € M.

O conjunto de todos os germes da funcdo real C** em p € M é denotado por C;°(M).
A adicdo e multiplicagdo de fungbes fazem C>°(M) um anel. A multiplicacdo por escalar real
tornam C;°(M) uma lgebra sobre R.

Generalizando a noc3o de derivada em um ponto de RY, definimos a derivada em um

ponto da variedade M, como sendo o mapa linear D : C° — R, tal que D(fg) =
(Df)g(p) + f(p)Dy.

Definicao 2.38. O vetor tangente em um ponto p de uma variedade diferenciavel M é a
derivacio em p. Assim como em R, os vetores tangentes em p formam um espaco vetorial

T,(M), chamado espaco tangente de M em p, o qual podemos denotar também por 7, M.

Definicao 2.39. Seja H um espaco de Hilbert. Um espaco topolégico M é dito uma variedade
de Hilbert C* modelado em H se existe uma cobertura aberta {U,};cr de M, indexada por
um conjunto de indices Z e uma familia v; : U; — X de mapas satisfazendo as seguintes

condicoes:
i) Vi =¢(U;) é aberto em X e 1); ¢ um homeomorfismo de U; em V;;
i) ¥ 0 (U NU;) — ;(U; N U;) é de classe CF.

Convém observar que, se tomarmos M = H, isto é, considerarmos todo o espaco de Hilbert, é
imediato que H é uma variedade de Hilbert modelada em si mesmo, para ver isto basta tomar

uma cobertura aberta de H e considerar ¢; como sendo a aplicacdo identidade. Isto nos diz
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que toda teoria apresentada neste trabalho, no caso em que M é uma variedade modelada em
um espaco de Hilbert H, pode ser aplicada no caso em que estamos trabalhando apenas um

espaco de Hilbert.

Nosso objetivo agora € introduzir o conceito de variedade Riemanniana. Para tal iniciaremos

apresentando o conceito de métrica Riemanniana, como segue abaixo.

Definicdo 2.40. Seja M uma variedade de Hilbert C*, modelada em um espaco de Hilbert
H. Uma métrica Riemanniana de classe C*~! em M é um mapa que associa a cada par (p, ¢),
onde p € M e ¢ é uma carta de p, um operador positivo definido, simétrico e invertivel

M,(p) : H — H, satisfazendo as seguintes propriedades:
i) O mapa p — M,(p) é de classe C*~!;

i1) Se p e ¢ sdo duas cartas de p € M, entdo
[(c oo™ (p(w)]" Mc(p)[(s 0 07") (2(p)] = Mo (p).

Sejam agora v, w € M. A condicdo ii) acima, nos permite definir um produto interno em

T, M, dado por

<[p> 907 U]a [pa 907 w]> = <M<,0(p)vﬁ w)
Desta forma, podemos entdo definir o que vem a ser uma variedade Riemanniana.

Definicdo 2.41. Uma variedade Riemanniana de classe C* é um par (M, M,(p)), onde M é
uma variedade de Hilbert modelada em H de classe C* e M, (p) é uma métrica Riemanniana

em M de classe CF~1.

2.3.1 Lemas de deformacao

Definicao 2.42. Dizemos que uma aplicacdo f satisfaz a condicdo de Palais-Smale a qual

denotaremos por (PS) em um conjunto S se toda sequéncia (u,)men C S, tal que
i) (f(tum))men € limitada;
i) f(um) — 0,

possui uma subsequéncia convergente.
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Teorema 2.43 (Primeiro teorema de deformagdo sob a condi¢do (PS) - (MAWHIN; WILLEM,
1989)) p. 131). Se f € C*(X,R) satisfaz a condicdo (PS) em X e U é uma vizinhanca aberta

de K., ent3o para todo € > 0, existe ¢ € (0,2) en € C([0, 1] x X, X) tal que
n(L, fENU) C f
além disso,
nt,u) =u, seud fc—e c+e]).

A partir de agora, nosso objetivo sera introduzir mais dois resultados de deformacdo que

serdo utilizados ao longo deste trabalho. Para tal, precisaremos enunciar o seguinte problema:
u'(t) = VE(t,u(t)) em[0,T]
onde F: [0,T] x RY — R é uma funcdo que satisfaz a seguinte condic3o:

(A) F(x,t) é mensuravel em t para todo x € RY, continuamente diferenciavel em x, q.t.p

t €10,7T], e existem a € C(RT,RT) e b € L'([0,T],R"), tal que
|F(z,t)] < a(lz])b(t), [VF(z,t)] < a(|lz])b(t),
para todo z € RN e q.t.pt € [0,7].
Vamos entdo assumir algumas condicoes gerais:
i) M é uma variedade Riemanniana de Classe C? e f € C*(M,R);

i1) X é positivamente invariante com relacdo ao fluxo definido por:

o'(t) ==Vf(a(t)),

isto é, o(t,u) € X sempre que u € X et € (0, wy(u));

i11) a < b s3o nimeros reais tais que os pontos criticos de f em f~!([a, b]) N X sdo isolados

e est3o contidos no interior de f~*([a, b]) N X;
iv) A condicdo de Palais-Smale é satisfeita em f~*([a,b]) N X.

Além disso, para ¢ € [a,b], podemos definir X¢ = {z € X | f(z) < ¢} e K. = {u €
X | f(u) = ce f'(u) = 0}. De posse das condigdes acima, podemos enunciar o segundo

teorema de deformacdo desta secao.
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Teorema 2.44 (Segundo teorema de deformacgdo sob a condigdo (PS) - (MAWHIN; WILLEM,
1989))). Suponha que a condicdo (A) € satisfeita e sejam a < a < [ < b tais que
fH(a,B)) N X é livre de pontos criticos. Entdo X* é um retrato de deformac3o forte

de Xﬂ \ Kﬁ.

Nosso objetivo agora sera enunciar o terceiro lema de deformacdo que fora utilizado neste

trabalho. Para tal, precisamos do seguinte conceito:
Definicao 2.45. Seja c € R.

a) Dizemos que I € C'(H,R) satisfaz a condicio de Cerami no nivel ¢, a qual denotaremos

por (Ce),, se para toda sequéncia (u,,)meny C H, tal que
i) I(um) — ¢

i) |[1" (un)[[ (L + [Jul[) =0,
possuir uma subsequéncia convergente.

b) Se I satisfaz (Ce),, para todo ¢ € R, diremos simplesmente que [ satisfaz a condi¢do

(Ce).

Teorema 2.46 (Teorema de deformacdo para condicdo (Ce) - (SILVA, 1994)). Seja H um
espaco de Hilbert e f € C'(H,R) satisfazendo a condicio (C'e). Vamos assumir que c é o
tnico valor critico de f no intervalo [c,b), com K. = {u;}},. Entdo, f¢ é um retrato de

deformacao forte de f\ K.

Observacao 2.47. Se b = oo, no Teorema anterior, entdo I¢ é um retrato de deformacdo

forte de H.

De maneira intuitiva, a observacdo acima nos diz que se ndo houver outro valor critico
de f no intervalo (¢, +o0) entdo f¢ é um retrato de deformacdo do espaco todo. Outra
observacdo importante a ser feita a respeito dos resultados apresentados acima é que, embora
estes possuam hipéteses relativamente distintas, eles nos levam a conclusGes semelhantes.
Estas conclusGes nos permitirdo garantir que alguns resultados que valem para funcdes que
satisfazem (PS) também sejam validos quando f satisfaca (Ce), como veremos no decorrer
deste trabalho.

Para finalizarmos esta secdo, apresentaremos o seguinte resultado que serd utilizado ao

longo do nosso trabalho:
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Lema 2.48 ((MAWHIN; WILLEM, [1989))). Seja M uma variedade Riemanniana de classe C* e
seja u um ponto critico isolado de f € C?*(M,R). Se a condicdo de Palais-Smale é satisfeita
em toda vizinhanca fechada A de u, entdo existe ¢ > 0 e uma vizinhanca B de u tal que

se u € B, entdo o(t,u) estd em A para 0 < t < wy(u), ou o(t,u) pertence a A quando

flo(t,u)) < f(u) —e
2.4 GRUPOS DE HOMOLOGIA

Uma das principais ferramentas ao se estudar Teoria de Morse sdo os grupos criticos, que
em linhas gerais, sao definidos a partir do grupo de homologia de uma funcdo e seus pontos
criticos isolados. Para a boa estruturacido deste trabalho, dedicaremos esse tépico as principais
definicGes e resultados no que tange ao estudo dos grupos de homologia, a fim de que no

préximo capitulo possamos introduzir o conceito de grupos criticos.

Definicao 2.49. Um grupo diferencidvel C' consiste de um grupo abeliano e um endomorfismo
0:C — (C'tal que 90 = 0. O endomorfismo 0 : C' — C' é chamado de diferencial ou operador

de fronteira de C.

Ha uma categoria cujos objetos sdo grupos diferenciais e cujos morfismos sdo os
homeomorfismos que comutam com os diferenciais.

Para um grupo diferencidvel C' hd um subgrupo ciclico Z(C) = ker(d) e um subgrupo
de limites B(C) = im(0). Queremos definir o grupo de homologia como sendo um grupo
quociente, isto é, Z(0) /[5(0). Para boa definicdo do mesmo, se faz necesséario o resultado

abaixo.
Proposicao 2.50. B(C) C Z(C)

Demonstracao: Seja o € B(C), isto é, o = J(u) para algum u € C. Para mostrarmos que
a € Z(C), devemos mostrar que d(«) = 0, mas d(a) = 9(d(u)) = 0, pois 0 = 0. Portanto,

segue o resultado. [ |
Definicao 2.51. O grupo de homologia H(C') é definido como o grupo quociente
H(C) = Z(C) /p(c).

Os elementos de H(C') sdo chamados de classes de homologia. Acima, definimos o que s3o

os grupos de homologia de um grupo abeliano. Nosso objetivo agora, serad definir os grupos
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de homologia de um par (A, B), onde A e B s3o espacos topoldgicos. Para finalizarmos esta

secdo, definiremos o que vem a ser uma sequéncia exata.

Definicdo 2.52. Seja {G;} uma sequéncia de grupos abelianos e («;) uma sequéncia de

homomorfismos. Dizemos que a sequéncia
Q41 o
e — Gy — G — G — -

é exata em G, se ker(a;) = im(a;_1). Além disso, a sequéncia é dita exata, se for exata para

todo G;.

2.4.1 Homologia Singular

Nesta secdo, vamos introduzir o conceito de homologia singular de um par (A, B) de
espacos topoldgicos. A teoria de homologia a ser considerada aqui, consiste em associar a
cada par de espacos topoldgicos (A, B) uma sequéncia de grupo abeliano. Esta associacdo
permite estudarmos mais detalhadamente a topologia e caracterizacdo destes espacos em
subniveis de pontos criticos, como veremos mais a frente. Para compreendermos a definicao
desses grupos, necessitamos de alguns resultados basicos da topologia algébrica, que serdo

abordados como segue.

Definicao 2.53. Definimos o simplexo padrao como sendo o conjunto

q q
Aq: Z)\jej\)\jz(),z}\jzl s
7=0 7=0

onde para cada ¢ =0,1,2,--- tem-se que
€y = (Oa 07 a0707 )
€1 = (1a07 a0707 )
€2 = (07 17 70707 )
6q - (Oa 07 a1707 )

sao vetores em R°°.
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De maneira intuitiva, um simplexo padrao representa o menor conjunto convexo contido
em R*>. O que faremos nesta secdo é partir de um conjunto convexo, abordar alguns conceitos

importantes da topologia algébrica para concluir a construcao dos grupos de homologia.

Definicao 2.54. Seja A um espaco topolédgico. Um g—simplexo singular é definido como um
mapa continuo ¢ : A, — A. Vamos denotar por }°, o conjunto de todos os g— simplexos

singulares.

Definicao 2.55. Seja G um grupo abeliano, vamos definir a combinacdo formal linear como
sendo

oc=> gio;, talqueg;eG e o€ .

g

Esta soma é chamada de ¢q—cadeia singular. O conjunto de todas as g—cadeias singulares sera

denotado por C, (A4, G).

Definicao 2.56. Seja A um espaco topoldgico. Definimos o operador de fronteira ou de bordo

como sendo
q
0(0) = 3 (~1Y 0¥,
5=0
onde o) = pleg, -+ ,&;, - ,e,]. A notacdo [eg, -+ 8, ,e,] indica o (¢ — 1)—simplexo
gerado pelos vetores e, - - - , ¢, exceto ¢;. Este operador satisfaz as seguintes propriedades:

i) 0:Cy(A,G) — Cy_1(A, G) é um homomorfismo;
i) 9%(c) = 9(9(c)) = 0, para todo ¢ € C, (A, G).

Seja (A, B) um par de espacos topolégicos com B C A, o qual chamaremos par topolégico.

Uma vez que

0:Cy(A,G) = Cii(A,G)
restringindo a aplicacao 0 a B, temos que

0:Cy(B,G) — Cyi(B,G)

O homomorfismo de fronteira @ induz um homomorfismo 0, que faz o seguinte diagrama

comutar:

Cy(A,G)

Gl fe,(B,6)
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Observe que 90 = 0.
Definicao 2.57. O espaco quociente
Cy(A, B; Q) = ColA.G) /o (B, G)
recebe o nome de cadeia de médulo q—relativa.
Com base na construcdo acima, podemos definir os seguintes espacos:
Definicdo 2.58. Z,(A, B,G) = ker(0).
Definicdo 2.59. B,(A, B,G) = im(0).

Definicao 2.60. Desta forma, para cada q inteiro, definimos o g—ésimo grupo de homologia

singular como sendo
HQ(A7B7G) = Zq(A’ B’G) /Bq(A,B,G)a (27)

ou simplesmente, H,(A, B). Observe que se ¢ < 0, entdo H,(A, B,G) = {0}. Além disso, se

B = @, usamos a a notagdo H,(A, &) ou simplesmente H,(A).

2.4.2 Axiomas de Eilenberg-Steenrod para homologia singular

Nesta secdo, vamos introduzir alguns axiomas e exemplos referentes a homologia singular.
Para mais detalhes, sugerimos que o leitor consulte (CHANG,|1993) e (MAWHIN; WILLEM), 1989).
Seja entdo (A, B) um par topoldgico. Uma aplicacio entre pares é uma aplicacdo
f: (A B) —» (A,B), de modo que f : A — A’ é continua e f(B) C B'. Para cada

aplicacdo entre pares, temos um homomorfismo:
fo: Hy(A,B) — H, (A", B')
chamado de homomorfismo induzido. Seja C' C B, o homomorfismo
0, Hy(A,B) - H,1(B,C)

é chamado de homomorfismo de fronteira. E frequente denotarmos apenas por f, e O os

homomorfismos acima, omitindo o subindice. Os seguintes axiomas sdo satisfeitos:

Axioma 2.61. Seja Id : X — X, a aplicacdo identidade e Id, : H,(X,A) — H, (X, A), a

aplicacdo induzida. Entao Id, = Id.



32

Axioma 2.62. (go f). = g. o f..
Axioma 2.63. Se A é um espaco topoldgico. Entdo,

Axioma 2.64. Se A é conexo por caminhos, entdo

Axioma 2.65. O seguinte diagrama comuta

f*

Hy(A, B) —L~ (4. B)

la
Hy1(A,B) 2 H, (B, )

isto é, o f. = (f|B)« 0 0.

Axioma 2.66 (Exatiddo). Seja i : (B,C) — (A,C) e j: (A,C) — (A, B) as aplicagdes

inclusdo. Ent3do, a sequéncia
co—H,1 (A, B) -2 H,(B,C) -5 Hy(A,C) 2 Hy(A,B) — - --
é exata.
Axioma 2.67 (Invariancia por homotopia). Se f e g sdo homotdpicas, entdo f. = g..

Axioma 2.68 (Excisdo). Suponha que C' é um subconjunto aberto de A tal que C C

int(B). Sejai : (A\C,B\ C) — (A, B), o mapa inclusdo. Entdo, a aplicagdo induzida

i : H(A\ C,B\ C) — H,(A, B) é um isomorfismo. Em outras palavras, temos que
H,(A\C,B\C)~ H,A,B).

Axioma 2.69 (Decomposicdo). Se (A, B) = LJJ(Ai, B;), com A; fechado e disjuntos, entdo
i=1
J

H,(A, B) = €D H,(A;, By).

=1
Axioma 2.70 (Retrato de deformacdo). Se A é um retrato de deformac3o forte de A’ entdo
H,(A,C)~ H,/(A,C).
O mesmo vale para C. Em particular, se C = A’, temos que

H,(A,C) ~ H,(A', A') ~ {0}.
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Proposicdo 2.71 ((MAWHIN; WILLEM, 1989) - p. 171). Seja A C RY um subconjunto

contendo {0} e B* uma k—bola. Entdo, para todo k < 1, temos que

H,(B* x A, (B* x A)\ {0}) = H, (A, A\ {0}).

2.4.2.1 Exemplos de grupos de homologia
Nesta secdo, apresentaremos alguns exemplos de grupos de homologia que s3o
frequentemente utilizados e que utilizaremos no decorrer deste trabalho.

Exemplo 2.72. Se o espaco X consta de apenas 1 ponto, entdo:

G, ¢=0,

0, q#0.

112

H,(X, o)

Exemplo 2.73. Seja S* a esfera de dimens3o k + 1. Ent3o,

Hy(S* @)= G g=k<leq=0k>1,

0, g#kcomgqgk>1.
Exemplo 2.74. Seja B* uma k—bola e 9B* = S*~! sua esfera. Ent3o,
G, q=k,

0, g#k.

H,(B* 541) =

Exemplo 2.75. Seja T? = S! x S, o Toro bidimensional. Ent3o,

G, ¢=0,2,

Hy(T? @) = GxG, q=1,

0, ¢#0,1,2.

Observacdo 2.76. Note que, se A = {0}, na Proposicdo temos que
H,y(B*, B¥\ {0}) = Hy(B" x {0}, (B* x {0})\ {0}) = H,({0}, @) = 6,,G,
No exemplo [2.74} vimos que H,(B*, S¥~1) = §,,G. Portanto, podemos concluir que

H,(B", B*\ {0}) = H,y(B*, $").
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2.5 OPERADORES DE FREDHOLM

Nesta secao apresentaremos os principais conceitos e propriedades acerca dos operadores
de Fredholm. Essa classe de operadores desempenham um papel fundamental em nosso
trabalho, pois para esta classe adicionada algumas hipdteses, poderemos garantir a existéncia

e multiplicidade de pontos criticos.

Definicao 2.77. Seja L : V — V' uma aplicac3o linear. Definimos o niicleo de L como sendo

o subespaco de V' dado por ker(V) = {v € V | L(v) = 0}.

Definicao 2.78. Seja L : V' — V' uma aplicacdo linear. Definimos o conticleo de L como o

b .
subespaco im(L)

Definicao 2.79. Um operador L : V' — V' é dito um operador de Fredholm se este tiver

nicleo e condcleo de dimens3o finita.

Definicao 2.80. Sejam V e V' espacos de Banach e L : V' — V' um operador linear. Dizemos

que L é um operador compacto se dado H um conjunto limitado em V' entdo L(H) é um

conjunto pré-compacto em V" isto é, se para todo H C V' limitado implicar que L(H) C V"’ for
compacto. De forma equivalente, L é uma aplicacdo compacta se para toda sequéncia limitada

(Um)men, possuir uma subsequéncia tal que (L(uy,;))jen for uma sequéncia convergente.

No caso em que V = V’, os operadores da forma Id — L, onde L um operador compacto,

sao operadores de Fredholm.

Proposicao 2.81 (Alternativa de Fredholm - (BREZIS, 2010), p. 160). Sejam V' um espaco

de Banach e L : V — V' um operador compacto. Entdo
i) ker(Id — L) tem dimens3o finita;
ii) im(Id — L) é fechado em V e im(Id — T) = ker(Id — T*)*;
ii) ker(Id —T) = {0} se, e somente se, im(Ild —T) = E;

iv) dim(ker(Id —T)) = dim(ker(Id — T™)).
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3 TEORIA DE MORSE

Neste capitulo, abordaremos resultados gerais da Teoria de Morse em espacos de dimensao
finita e infinita, buscando relacionar a topologia do espaco com a existéncia de pontos criticos.
Para tal, utilizamos como referéncia principalmente (MAWHIN; WILLEM, (1989)), (CHANG, 1993)

e (DAMASCELLI; PACELLA, 2010).

3.1 TEORIA DE MORSE EM DIMENSAO FINITA

A Teoria de Morse a qual apresentaremos nessa secdo visa estabelecer a relacdo entre
os pontos criticos de uma funcdo f : M — R e a topologia da variedade diferenciavel M.
Embora nosso trabalho e suas aplicacdes estejam consolidados na Teoria de Morse em dimensao
infinita, apresentaremos este primeiro tépico com objetivo de promover uma ideia intuitiva dos
conceitos abordados no caso de dimens3o infinita. Desta forma, os primeiros conceitos a serem
apresentados a seguir, buscam elencar os primeiros tépicos da Teoria de Morse em dimensao

finita.

Definicao 3.1. Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensio N e f : M — R um

funcional C*°. Um ponto T € M é dito ponto critico de f se existe um sistema de coordenadas

(1,-++ ,xN) em uma vizinhanca U de T tal que
of
—() =0
o, P
para todo ¢ € {1,---, N}. Em outras palavras, isto significa que o mapa derivada

do espaco tangente no ponto T é zero.

Associada a definicdo de ponto critico, podemos apresentar abaixo a definicdo de valor

critico e valor regular da funcdo f: M — R.

Definicdo 3.2. Um nimero ¢ € R é dito um valor critico de f se f~*(c) contém ao menos

um ponto critico. Caso contrario, dizemos que ¢ é um valor regular.

Exemplo 3.3. Como exemplo dos conceitos apresentados acima, considere M = R? e

f: R? - R, dada por f(z,y) = 2? + y*. Note que gf(:c,y) = 2r e gf(:c,y) = 2y, 0
v y



36

que implica dizer que (0,0) € R? é o Gnico ponto critico de f. Além disso, para cada ¢ € R,

temos que f'(c) = {(z,y) € R? | 2* + y? = c}. Portanto,
» Se ¢ < 0 temos que f~1(c) = ;

» Se c =0, temos que f~!(c) = {(0,0)}, o que implica dizer que ¢ = 0 é valor critico de

g

= Sec>0, ffl(c) é o circulo de raio ¢ centrado na origem, além disso, neste caso temos

que ¢ é um valor regular de f.

Abaixo, apresentaremos alguns exemplos de como os pontos criticos influenciam na

topologia do espaco M.

Exemplo 3.4. Considere M = R e f : R — R uma funcdo diferencidvel com apenas
dois valores criticos, digamos a; < ag, correspondentes a um minimo e um maximo local,

respectivamente.

Figura 1 — Representacdo grafica de uma funcdo com dois pontos criticos.

a

aq

Fonte: (DAMASCELLI; PACELLA|[2010)

Considere o subnivel:
ff={z eR| f(z) <a}

Note que,
» Se a < aq, entdo f* é uma semirreta;

» Se a € (a1, as), entdo f* é a unido de segmentos e é uma semirreta;
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= Se a > ay, entdo f* também é uma semirreta.
Isto quer dizer que a topologia de f* muda ao cruzarmos valores criticos.
Outro exemplo mais explicito da mudanca de topologia, ocorrerd abaixo.

Exemplo 3.5. Seja f : R? — R, definida por f(x,y) = y* — 2. Note que a—f(:c,y) = 2

ox
0
e af(x,y) = 2y, isto implica dizer que P = (0,0) é o Gnico ponto critico de f, associado ao
Y

valor critico f(P) = 0. Seja entdo € > 0, consideremos entdo os subniveis

Jo=A(zy) eR? | y* —a® < —¢}

fe=A(z,y) € R? | y? — <e}
A representacdo geométrica destes conjuntos em R?, é dada por
Figura 2 — Subnivel f~¢ de fz,y) = Y2 — 22

Y

Fonte: (DAMASCELLI; PACELLA||2010))
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Figura 3 — Subnivel f¢ de f(x,y) = y* — 2?

fe

Fonte: (DAMASCELLI; PACELLA|[2010)

Observe que estes subniveis possuem diferentes propriedades topoldgicas, uma vez que f~—¢
ndo é conexo, enquanto f¢ é conexo. Neste caso, o valor critico 0 = f(0,0) é tal que 0 € f*
e 0 ¢ f~¢. O que mais uma vez destaca a diferenca nas propriedades topolégicas que ocorre

nos subniveis sob a presenca ou nao de valores criticos.

Exemplo 3.6. Seja 7' C R3 o Toro sobre plano (x,y), usando (z,y,z) como sistema de
coordenadas. Consideremos a funcdo f : T — R definida por f(z,y,z) = z, que possui 4

pontos criticos Py, P», P; e P, correspondente aos valores criticos 0 = 21 < 29 < 23 < 24.

Figura 4 — Pontos criticos de f(z,y,2) = z, no Toro

Py

Fonte: (DAMASCELLI; PACELLA|[2010)
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Consideremos ent3o os subniveis

fi={(r,y,2) €T |2<a<z,i=12734}

f5 = {(.T,y,Z) eT ’ z<a,a> 2’4},
descritos nas figuras abaixo

Figura 5 — Subniveis no Toro

=
0

(a) f1 (b) f2 (©) f3

Py
Pl -Pl
(d) fa (e) f5

Fonte: (DAMASCELLI; PACELLA|[2010)

E claro que estes conjuntos n3o possuem o mesmo tipo de homotopia. De fato, f' é o
conjunto vazio, f2 € homeomorfo a um disco, 3 é homeomorfo a um cilindro, f* é homeomorfo
a uma variedade compacta possuindo um circulo como fronteira e, por fim, f°> é o toro
completo. Isto ressalta mais uma vez que, a topologia dos subniveis muda a depender dos

pontos criticos da funcdo f.

3.1.1 Lema de Morse e teoremas de deformacao

Nesta secdo introduziremos os primeiros resultados da Teoria de Morse neste trabalho que

sdo: o Lema de Morse e teoremas de deformacdo. Para boa compreens3o do leitor acerca dos
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resultados a serem apresentados, se faz necessario elencar os conceitos preliminares abaixo.

Definicao 3.7. Um ponto critico T de f em uma variedade M ¢é dito ndo degenerado se a

matriz Hessiana
52
Hess(z) = (c%ing) ,j=1,---,N

em um sistema local de coordenadas é n3o singular (isto é, det(Hess(T)) # 0). Esta definicdo

ndo depende do sistema de coordenadas, e portanto podemos definir o Hessiano da funcao f

como a seguinte forma bilinear:

*f
: _ 9
para todos v, w € 1M e o sistema de coordenadas v = Zaiﬁ—(x), w = ija—(x).
€T; Z;

Associada a definicao da forma bilinear acima, podemos apresentar o seguinte conceito

Definicao 3.8. Seja T um ponto critico da funcdo f. O indice de Morse de T é a dimensdo
do subespaco de TzM tal que a forma bilinear f,, é negativa definida, isto é, o nimero de

autovalores negativos da matriz Hess(T).

O préximo resultado, conhecido como Lema de Morse, busca descrever f como um
polindmio quadratico em uma vizinhanca de um ponto critico ndo degenerado 7, através

do seu indice de Morse.

Lema 3.9. (Lema de Morse) Seja M uma variedade diferencidvel de dimensido N e seja T
um ponto critico ndo degenerado de f : M — R, funcional diferencidvel. Se k é o indice de
Morse de T, entdo existe um sistema de coordenadas local (y1,- -+ ,yn) em uma vizinhanca

U de T, isto é uma carta local o : U — V, onde V' é uma vizinhanca de 0 € R, tal que

e H0) =T
k N
fle™ oy, un) = f@) = S i+ X v
=1 i=k+1

Demonstracdo: Sem perda de generalidade vamos assumir que f(Z) = 0, pois do contrério
poderiamos definir h(Z) = f(Z)—p = 0. Considere agora a func¢do 7 : [0, 1] — M definida por
v(t) = (txq,- -+ ,txy), onde (zq,--- ,xy) é fixado. Pelo Teorema Fundamental do Calculo,

temos que

J(ror®ydt = (fo3(1) = flar, -+ ).
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Além disso, note que

of
85177;

(fory®) =df(y(t)) - '(t) = >0 5 (txr, -+ s tan)ws. (3.1)

: I of :
Aplicando essa mesma ideia as funcoes Iy seguem as igualdades
T

f(f) = /Z(z?i(txla >t$N)-Ti
0

11 (92
= Z [//8xzéfx1 (8tl’>$il’j] T
0 0
Sh

Coo— 1
Supondo que h;; = hj;, pois do contrario basta definir h;; = §[h” + h;i], temos que Usando a
2

8:171-8:16]-

é ndo degenerado, vamos construir um novo sistema de coordenadas nado singular que satisfaca

diagonalizacao da forma quadratica e o fato da matriz ( > (0) ser ndo singular, pois T

o resultado desejado. Diagonalizando a matriz Hess(0), sendo esta ndo degenerada, vamos

assumir que hq1(0) # 0, de forma que em uma vizinhanga da origem, tenhamos

f(x) =hn

hij

(6,5)#(1,1)

Vamos ent3o introduzir as coordenadas,

Y1 =/ |h11‘

Pelo Teorema da Funcdo Inversa, este é um sistema regular de coordenadas e

$1+Z

r
r#l hll

hi,
lx], Yyr = x, parar # 1.

F=v+ > vy H (g, yn)-
2,7>1

Repetindo o processo indutivamente, chegamos ao resultado desejado. [ ]

Como consequéncia do Lema de Morse, temos que os pontos criticos ndo degenerados de

uma funcdo f de classe C2, s3o isolados, como segue o resultado abaixo

Corolario 3.10. Os pontos criticos ndo degenerados de uma funcio f € C*(M) s3o isolados

no conjunto K = {T € M | T é ponto critico de f}.

Demonstracao: Seja T um ponto critico ndo degenerado. Para mostrarmos que T é isolado

em K, devemos mostrar que existe uma vizinhanca X de 7 tal que X N K = {T}.
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Pelo Lema de Morse, sabemos que existe uma carta local ¢ : U — V| de forma que
k N
(foe ™)y un) = @) =Dyl + > vl
i=1 i=k+1
Observe que, sendo f = fop toyp, pela regra da cadeia, temos que df |z = d(fop~1)dep.
Desta forma, como ¢! : V — U é um difeomorfismo, basta determinarmos os pontos criticos

de f o' Sejaentioy = (y1,--- ,yn) € V. Note que

9 —1
Nfow™) _ o se1<i<k
0Yi
B -1
M = 2y, sek+1<i<N.
dyi
Assim, se y é ponto critico de f o ¢!, devemos ter que y; = 0, para todo i € {1,---, N},

isto é, y = 0. A condicdo ¢ '(0) = 7, nos diz que p~'(V) N K = {Z}, como queriamos

demonstrar. [

Definicdo 3.11. As funcdes de classe C*(M) que possuem apenas pontos criticos n3o
degenerados sdo chamadas de funcbes de Morse.
Pode-se mostrar ainda que o conjunto das funcdes de Morse forma um conjunto aberto e

denso em C?*(M) com respeito a topologia induzida pela métrica.

Agora, vamos introduzir dois teoremas de deformacdo cujo objetivo é estudarmos as
propriedades dos subniveis de uma funcdo f : M — R. Para tal, vamos apresentar a seguinte

definicao:

Definicao 3.12. Um grupo de difeomorfismo 1-pardmetro em uma variedade M é um mapa

p:R x M — M tal que

i) Para todo t € M, o mapa ¢; : M — M dado por ¢(z) = ¢(t,z) é um difeomorfismo

de M em si mesmo;
1) Prrs = P 0 P, para todos ¢, s € R.

Lembremos que um campo vetorial em M é um campo v : M — TM tal que
mowv : M — M é a identidade, onde 7w : TM — M é a projecao do fibrado tangente
TM.

Para um dado campo v em M, considere a seguinte equacdo diferencial

9~ () (32)
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com a condic3o inicial n(0) = z, para todo z € M. Aplicando a teoria de equa¢des diferenciais

ordinarias, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.13. Um campo vetorial de classe C' que se anula fora de um compacto contido
em M, gera um dnico grupo de difeomorfismo 1-pardmetro ¢,(x) em M, tal que o (z) é

solucdo de (3.2)) com a condicdo inicial n(0) = x, para todo x € M, no tempo t.

A demonstracdo do resultado acima serd omitida no corpo deste trabalho por se tratar que
algo que foge o objetivo do mesmo. Porém, este serd necessario para demonstrar o Primeiro

Teorema de Deformacao a seguir.

Teorema 3.14. [Primeiro Teorema de Deformacido| Seja f uma funcdo diferenciavel f : M —
R ea,b€R coma <b. Se f~([a,b]) C M é compacto e ndo contém nenhum ponto critico

de f, entdo o subnivel f* é um retrato de deformacao de f°.

Demonstracdo: Primeiramente, note que f® C f*, pois como a < b temos que se € f¢
entdo f(z) < a < b o que implica dizer que x € f°. Portanto, faz sentido considerar a
aplicacdo inclusdo i : f¢ — f°. Além disso, sabemos que usando uma particio de unidade
é possivel construir em cada variedade diferencidvel compacta uma métrica Riemanniana, ou
seja, uma forma bilinear simétrica positiva definida diferenciavel nos vetores tangentes. Isto
introduz a no¢do de produto escalar em T, M. Para todo x € M vamos usar a notacdo (v, w)
para dois vetores tangentes v e w.

Vamos considerar o campo vetorial grad(f) em M caracterizado pela identidade:

(v, grad(f)),

isto é, a derivada direcional na direcao do vetor v. E 6bvio que este campo vetorial é nulo

apenas nos pontos criticos de f. Vamos entdo definir o mapa p: M — R, dado por

1 o
p=1{ (grad(f),grad(f))’ em f~([a, b)),

0, fora de f~*([a,b]).

Observe que este mapa estd bem definido, pois f~!([a, b]) n3o contém pontos criticos de f.
Vamos definir entdo o campo v = p - grad(f). Note que v satisfaz as hipdteses do Teorema
3.14] pois v se anula fora do compacto f~*([a,b]), pela definicio de p e portanto, gera um

grupo de difeomorfismos 1-pardmetro ¢; : M — M. Como ¢, é solucdo da equacdo ((3.2)),

d(¢:)
dt

temos que = v(py)-
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Seja entdo f oy, : M — R. Note que f(¢i(x)) = f(p(t,x)). Portanto, temos que

{grad(f), grad(f))

(grad(f). grad(f))

o) = (" grad() = lo(e (o) grad() =

d
em f~!([a,D]). Dai, o mapa t — f(p:(x)) é linear, pois integrando sz:((pt) = 1, obtemos

f(pi(x)) = t+c. Além disso, o difeomorfismo ¢y, : M — M leva f* em f°. Assim, a familia

de mapas 7, : f® — £ definidos por

x, se f(z) < a,
ri(z) =
Pra—f(2)(T), se f(z) € [a,b],
é um retrato de deformacdo de f® em f¢ uma vez que ry é a identidade e 7, = f. |

Nosso objetivo agora é elencar os pré-requisitos necessarios para compreensao do segundo
Teorema de deformacdo, como segue abaixo.

Vamos denotar por By a bola k—dimensional centrada na origem, isto é, By = {x €
RN | Zk:l:cf <1lexp1 = - =xy =0}, e no contexto dessa secdo iremos chamar By, de

i=

k—célula. A operacao de anexar a k—célula a um espaco topoldgico Y serd descrita abaixo:
Vamos considerar a funcdo g : 9B, — X que é um homeomorfismo em sua imagem. O espaco
topolégico obtido pela unido de Y com a k—célula fechada B, é uma relacdo de equivaléncia
identificada da seguinte forma: para cada x € OB sua imagem g(z) € Y e vamos denotar
por Y U, By (Y estd anexada a k—célula By).

O préximo teorema descreve a topologia dos subniveis de f enquanto atravessa um ponto

critico nao degenerado.

Teorema 3.15. Seja f : M — R um funcional diferencidvel e T um ponto critico ndo
degenerado correspondente ao valor critico c = f(T). Se existe e > 0 tal que f~'([c—e¢, c+¢])
é compacto e ndo tem pontos criticos além de T, entdo f°T¢ tem o mesmo tipo de homotopia

que f°¢ com uma k—célula anexada.

Demonstracao: Pelo Lema de Morse, temos que existe uma vizinhanca U de T e um sistema
de coordenadas local (y,- - ,yn) tal que
k N
f)=Ff@ -3 v+ > v (3.3)
i=1 i=k+1
para todo x € U, e y1(T) = --- = yn(T) = 0. Por hipdtese, temos que existe ¢ > 0, tal

que f~([c —&,c+¢]) é compacto e contém apenas o ponto critico . Observe também, que
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e > 0, pode ser tomado de forma que U é difeomorfo a uma vizinhanca de 0 em R" e contém
k

a bola B[0,¢] = {(yl, coyn) | Ly <eeypir = yn = O} . Para tal, basta tomar este
i=1

¢ > (0, como sendo o menor entre o £ > 0 da hip6tese e o do Lema de Morse. A ilustracao

desta situacao é dada por:

Figura 6 — K-célula

"
v =(yp g Yn ) /

v =(y1,ug)

Fonte: (DAMASCELLI; PACELLA||2010))

Observe entdo que a intersecao By N f¢~¢ é justamente 0B, de forma que f“°° é uma
k—célula atratora.

Gostariamos de provar que f“°° U, By, onde g € o mapa de colagem, é um retrato de
deformacio de f¢*¢. Para isto, vamos construir uma nova funcdo F' : M — R que coincida

com f na vizinhanca de U e fora de U é definida por
k N
F=f—p(>v+2> v, (3:4)
i=1 i=k+1

onde p: R — [0, 4+00) é uma funcdo diferenciavel, tal que
u(0) >e€, u(r)=0, se r>2 e —1<p/(r) <0, paratodor € R.

Vamos mostrar ent3o que os subniveis e f°t¢ e F“"¢ s3o os mesmos. Para tal, observe que

k N
fora do elipsoide £ = {Z vP+2 Y yr < 25}, temos que F' = f, pois u(r) = 0, para
=1 i=k+1

todo r > 2¢. Basta analisarmos ent3o dentro do elipsoide E, neste caso observe que, como p
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é positiva, segue que F' < f, além disso, pelo Lema de Morse, sendo ¢ = f(Z), temos que

F < —c—Zyﬂr Z y;

i=k+1
< ¢4z Zyﬂr Z yi
i=k+1
< c+He

Isto nos diz que, dentro do elipsoide E, tanto a f quanto a F' s3o limitadas superiormente por
c+e,ousea, F°*NE = f“**N E. Como fora do elipsoide E, as funcdes F' e f coincidem,
temos que F°t° N E¢ = f°* N E°, desta forma, temos que F°t = fete,

k
Além disso, a func3o f e I’ possui os mesmos pontos criticos. De fato, tomando £ = 3 y?
=1

N
en= Y y? temosque f =c— &+ . Derivando F' com relacdo a £, obtemos

i=k+1
oF of ou
875 ~ 2 o (3.5)
Porém, note que
of 9c—=&+n)
o€~ —85 =-1 (3.6)
E, pela regra da cadeia
ow _ O(E+2n) _ % _
Por, (3.5)), e (3.7)), e sendo 1/ (r) <0, para todo r € R, temos que
OF ,
a—g——l—u(§+2n)<0. (3.8)

Sendo p/(r) > —1, temos que —24/(r) < 2, para todo r € R. Desta forma, um argumento

analogo ao utilizado acima, nos diz que

OF

" =1-2u'(+2n) > 1, (3.9)

ou seja, as derivadas parciais de F' com relacao a £ e a 1 nunca se anulam. Mas, pela regra

da cadeia, observe que

A 8§d£ a—Fdn (3.10)

Isto nos diz que dF' = 0, quando d¢ = dn = 0, o que s6 acontece na origem. Logo, temos que F'

n3o contém pontos criticos em U diferentes de 7. Além disso, sabemos que f¢¢ = F°*€ e que
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F < f, portanto F~!([c—¢,c+¢]) C f([c—e, c+¢]). Consequentemente, F'~!([c—e, c+¢])
é fechado, por ser imagem inversa de um conjunto fechado por uma funcdo continua, dentro
de um compacto, logo este é compacto. Ainda, note que F(T) = ¢ — u(0) < ¢ — &, portanto
T & F~([c—¢, c+¢]). Concluimos entdo que F'~*([c—¢, c+¢|) é um compacto que n3o contém
pontos criticos de F, logo pelo Teorema [3.14] temos que F°~° & um retrato de deformac3o
de Fete = fote,

De forma intuitiva, observe que ndo poderiamos aplicar o Teorema diretamente a f,
pois f~!([c — &,c + €]) contém o ponto critico Z. Assim, o que fizemos foi construir uma
funcdo F' de modo que ela tenha os mesmos pontos criticos de f, f¢t¢ = F“* e, além disso,
a funcdo atende as hipdteses do Teorema (3.14]

Para finalizar, vamos mostrar que F'“°° tem o mesmo tipo de homotopia que f“° U, Bj.
Para tal, observe que, F° ¢ = f"*U H, onde H = ]76*57\]”‘3*E Esta situacdo esta ilustrada

na figura abaixo:

Figura 7 — Anexando uma K-célula ao subnivel

Fonte: (DAMASCELLI; PACELLA||2010))
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Vamos definir entdo a retracdo r; de f“°° U H em f“° U, B;, da seguinte forma:

i) re(y, -y yn) = (Y1, Yk, tUks1, - tyn), se & < e. Dai, observe que se t = 1,

entdo r = Id, ro mapeia o conjunto {£ < e} em By e 1y (F° ) C F°°¢

ZZ) Tt(y17"' ayN) = (yla"' s Yky StYk+1, " " * 7StyN)1 se¢ S 5 S 77+€a onde

se=t+(1—1t) (5_€>2.

n

Dai, observe que se t = 1, entdo s; = 1, portanto r; = Id. Além disso, o mapeia o
conjunto {¢ < & <17+ ¢} no conjunto f1(c—¢), e para € = &, basta definir r;, como

em 17);

i) re(y1,- - ,yn) = (Y1, ,Yn), se £ < n+e. Além disso, se £ = n + ¢, temos que r; é

como em ii).

Assim, por definicao, temos que r, mapeia o conjunto ' ¢ = f“"*UH em f°°U, By, como

queriamos demonstrar. |

3.1.2 Polindmio de Morse

Nesta secdo, introduziremos o polinémio de Morse e as desigualdades de Morse.

Definicao 3.16. Seja (A, B) um par topoldgico. Definimos o nimero de Betti de (A, B)

como
B,(A,B) =rankH,(A,B), ¢=0,1,2,---

Dado um par topoldgico (A, B) podemos associar a este par um polinémio, conhecido

como polinémio de Poincaré como vemos abaixo.
Definicao 3.17. O polinémio de Poincaré do par (A, B) é definido como

Pi(A, B) = i Bi(A,B) - t'.
=0
Vamos considerar agora a série formal dada por:
wW(X,Y,Z) = di(X,Y,Z) - t;,
i>1
onde d;(X,Y, Z) denota o rank da imagem do operador de fronteira 0;. Podemos relacionar

estes polindmios da seguinte forma:
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Lema 3.18. Seja Xy C X; C --- C X, uma sequéncia de n + 1 espacos topolégicos

compactos. Entao,

S PUX;, Xyo1) = PilXa Xo) + (1 + Q0.

n
onde Q¢ = Y. q(X;, X;_1,Xo), € um polinbmio com coeficientes inteiros ndo negativos.
i=2

Demonstracdo: Para fixarmos as ideias, consideremos o caso em que n = 2. Seja entdo
Xo C X; C X,. Vamos considerar as aplicagdes inclusdo i : (Xo, Xs) — (X1,X3) e
J : (Xo, X1) = (Xo, X2), bem como suas aplicacdes induzidas i, e j.. Seja d,(Xo, X1, X2) o
rank da imagem de 0,. Pela propriedade da exatiddo , temos que

By(Xo,X1) = rank(im(jg)) + do(Xo, X1, Xo)
Bq(Xth) = dq+1(X0,X1,X2)+7“ank(im(z'q*))

B,(Xo, X2) = rank(im(j,)) + rank(im(i,)).
Desta forma, temos que
B,(Xo, X1) + By(X1, X3) = By(Xo, X2) + dy(Xo, X1, Xo) + dyg1(Xo, X1, Xo).  (3.11)
Multiplicando a equacdo por t" e somando para todo 7, obtemos que
Pi(Xo, X1) + Pu( X1, Xo) = P(Xo, Xo) + (1 +8)Q, (3.12)

uma vez que do(Xo, X1, X3) = 0.

Para o caso geral, consideremos uma tripla da forma (X, X;_1, Xj), j > 2. Desta forma,

temos que
Pu(Xj, Xj—1) + Pu(Xj-1, Xo) = Pu(Xj, Xo) + (1 + 1) qe(X;, Xj-1, Xo). (3.13)
Somando para j > 2, obtemos o resultado. ]

Para o préximo resultado, precisamos de uma propriedade de homologia do par (X,Y") que
o relaciona com a homologia do espaco quociente X /y~ obtido identificando Y apenas com

um ponto yo € Y. Mais precisamente
Proposicao 3.19. Assuma que o par (X,Y) satisfaz:

i) X é um espaco de Hausdorff
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i1) Y é fechado em X;

iii) Para todo v € X |y existem conjuntos abertos disjuntos U e V tais que v € U e

Y CcV;

iv) Existe uma vizinhanca aberta I de Y tal que Y € um retrato de deformacdo de I e

[£Y.

Entdo Hy(X,Y) ~ H, (X /y) = H, (X /y,@) para todo g > 0 e Hy(X,Y) = Hf (X,Y),

onde:

{0}  seX /y é conexo;

H(X,Y) =14 E um grupo abeliano livre com (r — 1) geradores de X |y

se este tem r componentes conexas.

Exemplo 3.20. Como exemplo de um par topoldgico satisfazendo as condicBes ) —iv) temos
o par (By, dBy,), onde By, = {x € R* | ||z|| < 1}. Para ver isto, note primeiramente que By, é
um espaco de Hausdorff pois é um espaco métrico. Agora, observe que 0By, é fechado em B;
pois (0By)¢ em By, é a bola aberta B(0, 1), portanto a condicdo ii) é satisfeita. Para vermos
iii), seja x € Bl /aBk, isto quer dizer que = € int(By) = B(0,1), e sendo este um conjunto
aberto, existe 0 < r < 1, tal que B(z,r) C B(0,1). Tome entdo ¢, tal que, 0 < r < < 1
e observe que B(z,8) D B(x,r). Considere entdo V = (B(x,0))¢, sendo B = B[z, ] C R*,

temos que B é fechada e, além disso, V N B(z,r) = &. O item iv) é imediato da definicdo.

Vamos considerar agora uma funcdo f : M — R, onde M é uma variedade compacta.
Sejam ag < a; < -+ < a,, nimeros reais de forma que f% = @, f% = M e f*% contenha
exatamente ¢ pontos criticos, cada um sendo o Unico no conjunto f% \ f%-1. Pelo Teorema

3.15| e pela observacdo 2.76] temos que
Hq(faiafai71> =H (faz ! U B)\ 7f¢11) =H (B)\ 783)\) —5q,)\iZ7

onde \; é o indice de Morse do dnico ponto critico em f® \ f*-!. Portanto, temos que o

polindmio de Poincaré do par (f%, f*-1) é dado por

Po(fo, fo) =D Bi(fo, fu )t = th, (3.14)
=0
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pois B;(f¢, f* ') = rank H,(f* f**) =0, se i # \; e B;(f* f* ') =1, quando i = \,.

Aplicando o Lema [3.18| a sequéncia @ = f% C --- C f% = M, obtemos que

S = SRS, ) = P, 2) + (14 Q.

Generalizando este processo para o caso de mais de um ponto critico correspondente ao mesmo

valor critico, obtemos que

Pi(M) = iaiti = iBZ-(M)ti + (14 1)Qy,

i=0 i=0
onde a; é o nimero de pontos criticos de f com indice de Morse 1.
Definicao 3.21. O polindmio
Py(M) = f: a;t!
=0

é chamado de polinbmio de Morse de f.

Além disso, observemos que «; > B;(M), isto é, em uma variedade compacta M, a funcio

f possui pelo menos B;(M) pontos criticos. O que estabelece a desigualdade de Morse.

3.2 TEORIA DE MORSE EM DIMENSAO INFINITA

Nesta secdo, iremos introduzir alguns conceitos e ferramentas da Teoria de Morse em
variedades de dimensao infinita. Alguns dos resultados e definicoes aqui apresentadas, nada
mais s3o, que generalizacdes de certos resultados vistos no caso de dimensao finita, outros sdo
novidades que dimensdes infinitas podem nos proporcionar. Desta forma, vamos iniciar nossa

trajetéria abordando o conceito de indice de Morse e grupos criticos, como segue abaixo.

3.2.1 indice de Morse e Grupos criticos
A Teoria de Morse béasica para uma funcdo f : M — R de classe C?, onde M é uma
variedade de Hilbert C?, estd baseada em duas vertentes:

i) Um estudo local do comportamento da funcdo f em uma vizinhanca de seus pontos

criticos, através dos grupos criticos;
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i) Um estudo global que se concentra na relacdo entre alguns ndmeros (nimeros de
Morse) relacionados ao nimero de pontos criticos de f e as propriedades topolégicas da

variedade subjacente.

O que faremos ent3o, sera abordar um pouco dessas duas vertentes no decorrer deste capitulo.

Em analogia ao caso de dimensao finita, temos a seguinte definicdo para o indice de Morse:

Definicao 3.22. O indice de Morse de um ponto critico u de f é a dimensdo maxima do

subespaco V' de H tal que a forma bilinear
B(v,w) = (foa™")"(x(u))(v, w)

é negativa definida, isto é, B(v,v) < 0, para todo v € V| onde = é uma carta de u. Se M é
todo o espaco de Hilbert, entdo o indice de Morse de u é apenas a dimensdo maxima de um

subespaco de H em que f”(u) é negativa definida.

Observe que para cada ponto critico u de f temos um indice de Morse, ou seja, o indice

de Morse esta intimamente ligado a existéncia de pontos criticos.

Definicao 3.23. A nulidade de um ponto critico u é definida como
sup{dim(A) | AC M e B|a = 0},
isto é, a dimensdo maxima do subespaco A de M tal que B(v,v) = 0 para todo v € A.
Definicao 3.24. Um ponto critico u é dito ndo degenerado se o operador linear auto-adjunto
L:H — H* ~ H (representacdo de Riesz),
definido por
B(v,w) = (L(v),w)y

para todo v, w € H, for invertivel. Note que pela regra da cadeia, a definicdo acima independe
da escolha da carta z. Além disso, pelo Teorema da Funcao Implicita, todo ponto critico nao

degenerado é isolado. Frequentemente, identifica-se L = f"(u).

Agora, vamos definir os grupos criticos de um ponto critico isolado e mostraremos sua

relacdo com o indice de Morse.
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Definicao 3.25. Seja u um ponto critico isolado de f e seja ¢ = f(u). Vamos definir
Co(fyu)=Hy(f°nU, f°NU\A{u}), ¢=0,1,2,---

o g-th grupo critico de f em u, onde U é uma vizinhanca que n3o contém outros pontos

criticos e Hy( , ) denota o g-ésimo grupo de homologia sobre um campo G.
Proposicao 3.26. O grupo critico independe da escolha da vizinhanca de wu.

Demonstracao: De fato, sejam U e V duas vizinhancas fechadas de u, que ndo contém

outros pontos criticos de f. Pela propriedade da excisao [2.68] temos que

Hy(f*nU fenUN{u}) = Hy(f\U(f\NU) N\ {u})
IV AR (1)
FAVEFANVINA{u})

fenvifenviiag)

12

Hy

12

H

q

= H

(
(
(
o
no que segue o resultado. |

Mostremos que para um ponto critico ndo degenerado os grupos criticos dependem apenas

do indice de Morse de wu.
Teorema 3.27. Seja u um ponto critico isolado de f € C*(M).

i) Se u é um ponto minimo de f, entdo

G, ¢=0,
C‘Z(f7u) =
0, ¢#0.

i) Se u é um ponto critico ndo degenerado de indice de Morse m(u) = k > 1, entdo

G, q=F,
CQ<f7u) =
0, q#k.

Demonstracao: Primeiramente, suponhamos que u € um ponto de minimo local isolado de
f, isto é, existe p > 0 tal que f(u) < f(v), para todo v € Blu, p| \ {u}, e defina f(u) = c.

Note que f°N Blu, p] \ {u} = &. De fato, se existisse v € N Blu, p] \ {u}, teriamos que
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f(v) < ce f(v) > ¢, o que é um absurdo. Além disso, é claro que u € f°N Blu, p|, pois

f(u) = c. Assim, temos que
G, ¢=0,

0, ¢#0.

Para o caso ii), seja u um ponto critico ndo degenerado de f, seja x uma carta de u e B uma

Co(f,u) = Ho(f* N Blu, pl, [N Blu, p] \ {u}) = Hy({u}, &) =

vizinhanca fechada de u, contida no dominio de x. Por definicdo de grupo critico, temos que

para ¢ = f(u),
Cy(f.u) = Hy(f°N B, f*0 B\ {u}),

e é suficiente considerar o caso em que M é um subconjunto aberto do espaco de Hilbert H.

Sabe-se do estudo da topologia algébrica que, em geral, é uma tarefa bastante complicada
calcular o grupo critico de um ponto critico u, utilizando apenas a definicdo. Nosso objetivo
entdo serd deformar o par (f°N B, f¢N B\ {u}), até um ambiente o qual seja possivel se
calcular os grupos de homologia sem tantas dificuldades. Para tal, utilizaremos o fato de que
u € um ponto critico nao degenerado e, portanto, poderemos decompor o espaco de Hilbert
H como a soma direta de dois subespacos convenientes.

Por simplicidade, vamos assumir que v = f(u) = 0. O caso em que u # 0, é analogo.

Seja L : H — H o operador auto-adjunto definido por

(L(v), w) = f"(0)(v, w),

para todo v, w € H. Como u = 0 é um ponto critico n3o degenerado, temos que L é invertivel
e, portanto, H = H* & H~, onde H" denota o espaco em que L é positivo definido e H~
denota o espaco em que L é negativo definido. Seja B uma bola de centro 0 e raio € t3o

pequeno de forma que as seguintes condicdes sejam satisfeitas:

BNH™ C f° (3.15)
BnH"N f*= {0}, (3.16)
() (w,w) >0, Vve Bewe H'. (3.17)

Vamos definir ent3o:
n: [0,1]xB — B

(t,v) +— (1—thv+tP(v),
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onde P : H — H~, é a projecdo ortogonal em H~. Por definicdo, temos que para cada
ve H @ H™, existem vt € HT e v~ € H™, ortogonais, tais que v = v + v ™. Isto implica

dizer que P(v) = v~. Portanto, para cada v € B C H, com v = vt 4+ v, tem-se que

n(t,v) = (1 —t)v+tP(v)
= 1-t "+ 1 -t +tv”
= (1—twt+v —tv” +tv”
= (1—tw"+ov .

Além disso, uma vez que t € [0, 1], temos que |1 — ¢| < 1. Portanto, segue que para cada

veBetell1]
In(t, o)l = 11(L = )™ + o7 [ < L=t o + 7] < o™l + [lo™ [ = ]l

Isto mostra que 7(t,v) € B sempre que v € B, ou seja, a aplicacdo 7 estd bem definida.

Para cada v € f°N B, considere g(t) = f(n(t,v)), onde t € [0,1]. Pela regra da cadeia e por

, temos que
g"(t) = f"(1 = tyv +tP())((I — P)v)* > 0.

Como f € C?, temos que g é convexa, para todo ¢t € [0,1]. Observe também que, g(0) =
F((1=0)v+0P(v)) = f(v) <0,sev € fO. Além disso, g(1) = f((1—1)v+1P(v)) = f(P(v)).
Note ainda que P(v) = n(1,v) € B, pela boa definicdo de . Portanto, como P é a projecédo
sobre H~, temos que P(v) € BN H™, o que implica dizer, por (3.15)), que f(P(v)) < 0.
Concluimos entdo que ¢g(0) < 0 e g(1) < 0. Desta forma, seja t € [0, 1], arbitrario. Podemos

escrever t = (1 —¢)0 + t1, para todo t € [0, 1]. A convexidade de g nos diz que
9(t) = 9((1 — 1.0+ £.1) < (1 — ).9(0) + tg(1) < 0.

Logo g(t) < 0, para todo t € [0,1]. Isto mostra que n(t,v) € f°, para todo t € [0,1],
ou seja, n(t,v) € f°N B. Além disso, se n(tg,v) = 0 para algum t, € [0,1], temos que
n(to,v) = (1 —to)v + toP(v) = (1 — to)v" + v~ = 0. Como a soma é direta, P(v) = 0 e
portanto, por temos que v = 0.

Isto nos mostra que f°NB\{0} é um retrato de deformacio de H—NB\{0} e f°'NB é um
retrato de deformacdao de H~ N B. Portanto, pela propriedade , sendo dim(H ™) = k,
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segue que

Cy(£,0) = Hy(f°n B, f*nB\{0})
H(H nB,H nB\{0})

12

12

]’_[q(Bk7 Sk—l)

12

5oG

Onde B* denota a k-bola e S*~! sua respectiva esfera, em virtude da observacdo (2.76). W

3.2.2 Desigualdade de Morse

No decorrer deste trabalho, vimos que dado um par de espacos topoldgicos (A, B) podemos
associar a ele um g—ésimo grupo de homologia, a qual denotamos por H,(A, B). Em particular,
a um par do tipo (X?, X%) também ¢é possivel associar tal grupo de homologia. Vimos também
que dado um ponto critico isolado de uma aplicacdo f, digamos u, é possivel associar um grupo
critico a este ponto critico, a qual denotamos por C,(f,u), e como bem vimos, este grupo
critico na realidade é um grupo de homologia de um par de espacos topoldgicos especifico.
De maneira geral, nota-se que um grupo critico depende da aplicacao f e do seu ponto
critico, enquanto um grupo de homologia geral, depende apenas do par de espacos a qual
iremos considerar. Desta forma, nesta secao nosso objetivo serad apresentar uma relacao entre
a dimens3o do grupo de homologia de um par da forma (X, X) com a dimens3o dos grupos
criticos associados aos pontos criticos pertencentes a f~!([a,b]) N X. Estas relacdes nos
fornecem algumas desigualdades, que sao conhecidas como desigualdades de Morse. Vamos

formalizar a discussdo acima com a definicdo abaixo.

Definicao 3.28. Seja G um grupo abeliano. Dado um par de espacos (A, B) definimos o

q—ésimo nidmero de Betti de (A, B) como sendo
B,(A,B) = rank H,(A, B).
Quando G for um espaco vetorial, rank H,(A, B) = dim H, (A, B).

A partir daqui, para simplificar notacGes, iremos sempre supor que G é um espaco vetorial.
Vale ressaltar que os resultados no caso em que GG ndo for um espaco vetorial, seguem de
forma andloga trocando dim por rank. Vamos introduzir agora, o conceito de nimero de

Morse.
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Definicdo 3.29. Seja a < b. Vamos supor que f~*([a,b]) N X possui um nimero finito de
pontos criticos de f, o qual denotaremos por uy, - - - ,u;. O niimero de Morse do par (Xt X9)

é definido como
J
My(X?, X*) =Y dim Cy(f,w), ¢=0,1,-

O préximo resultado estabelece a relacdo entre os nimeros de Betti e de Morse, além

disso, a partir deste podemos instaurar as desigualdades de Morse.

Teorema 3.30. Vamos assumir que as condicbes do Lema sdo satisfeitas. Se todo ponto

critico em f~([a,b]) N X, corresponde a um mesmo valor critico ¢ € (a,b), entdo
M, (X°, X% = B,(X",X%), ¢=0,1,2,---
Demonstracéo: Seja K. = {u,--- ,u;} o conjunto dos pontos criticos de f em f~!([a,b])N
X, correspondentes ao valor critico ¢. Pelo Lema [2.44] temos que
Hy (X, X%) ~ Hy (X, X%) ~ Hy (X, X\ K.). (3.18)

Por hipétese, temos que K. é um conjunto discreto cujo interior esta contido em f~!([a, b])NX.
Sendo K. discreto, temos que para cada u; € K, existe uma vizinhanca fechada U; de u;, tal
que se 1 # n entao U; N U,, = @. Observe também que como K. estd contido no interior de
f~([a, b])N X, temos que a vizinhanca U; pode ser tomada de forma que U; C f~*([a, b)) N X,

para todo i € {1,---,j}. Desta forma, segue que

U= ij Ui € fY([a, b)) N X.

Assim, pela propriedade da excisdo, da decomposicao e da definicdo de grupos criticos, temos

que
Hy (X, X\ K,) ~ H/(X°NU,(X°\K.)NU)

(S NU(FNK)NT)

- = =

12

Hy(f*0U;, (f°\ Ke) N Ui)

1

-
Il

I
GBQ.

Co(f, ui).

=1

Dai, segue que

B,(X", X*) = dim(H,(X*, X\ K.) Zdlm (f,u)) = My(X° X%).
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Corolario 3.31 (Desigualdade de Morse). Suponha que as hipdteses do Teorema sdo

satisfeitas. Entdo,

My (X? X*) > B,(X* X*), ¢=0,1,2,--- (3.19)

3.2.3 O Lema de Morse Generalizado

O Lema de Morse Generalizado, também conhecido como Teorema de Splitting, é uma
ferramenta basica e importante para se calcular grupos criticos. O Lema de Morse em dimensao
infinita, serd apresentado aqui como um corolario do Lema de Splitting. Relembremos que um
ponto critico u é dito ndo degenerado quando o operador linear L. : H — H, definido em
for invertivel. O Lema de Morse generalizado, nos descreverd entdo uma forma de

escrever f em funcdo de L.

Teorema 3.32 (Splitting). Seja U uma vizinhanca de w em um espaco de Hilbert H e
f € C*(U,R). Suponha que u é um ponto critico de f com nulidade positiva e que L = f"(u)
é um operador de Fredholm, e portanto H = ker(L) & im(L). Seja w + v a decomposicdo de
u em H, isto é, u = w+v. Entdo existe uma vizinhanca aberta A de 0 em H, uma vizinhanca
aberta B de 0 em ker(L), um homeomorfismo local h. : A — U e uma funcéo f € C2(B,R),

tal que h(0) = u, f(0) =u, f'(0) =0 e f"(0) = 0. Além disso,

Demonstracao: Por simplicidade, iremos supor u = 0. Seja ) : H — H a projecao ortogonal
sobre im(L). Pelo Teorema da Funcdo Implicita, existe 7; > 0 e uma funcdo de classe C*,
g : B(0,7m) Nker(L) — im(L), tal que g(0) =0, ¢'(0) =0e

QV f(w + g(w)) = 0.

Vamos definir entdo f em B = B(0,r,) Nker(L), por:

~

fw) = f(w+g(w)).

Isto implica dizer que V f(w) = V f(w + g(w)). Como QV f(w + g(w)) = 0, temos que

Vi(w)=Vfw+gw)—0=Vfw+gw)—QVfiw+gw) =(I—QVf(w+gw)),

f'(w) = (I =Q)f"(w+ g(w)(I - g'(w)).
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Aplicando em 0, temos que

VF0)= (I -Q)Vf(0+g(0) =(I—-Q)Vf(0)=0,

pois QV f(0 + g(0)) =0 e f7(0) = (I —Q)f"(0) = (I — Q)L = 0. Vamos definir agora a

funcao

o(t,v,w) = (1 —1t) (f(w) + ;(L(v),v)> +tf(v+w+ g(w)).

Considere o campo de vetores dado por

et v, w)p(t, v, w) se vt
J(t,v,w) =

o (t, v, w)]|?
0 se v =0.

Note que se 7(t) = n(t,v,w) é solucdo do problema de Cauchy

{n’(t) — It (), w) 520

n(0) = v,

entdo 1'(t) = J(t,n(t),w). Portanto, pela regra da cadeia, temos que

Soltn(thw) = pltn(t), ) + (et n(r), ), ()
= Spt(tv 77(75)’ w) + <(70v(t> 77<t)> w)? J(t7 77(75)’ w))
_ w w _Spt(tﬂ?(t)’w)gpv(tan@)vw)
=t + (e (0, 0), - LA, )
(ot n(t), w), eu(t, n(t), w))
|ou(t, n(t), w)|?

= @t n(t), w) — @u(t,n(t), w)
= ¥t (t7 77(75)’ w) - @t(ta W(t)> w)

= 0.

Integrando com relagcdo a t em [0, 1], pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que

01 C;igp(t, n(t), w) dt = ¢(1,n(1),w) — (0,7(0),w) = 0.

Isto nos diz que ¢(1,7(1),w) = ¢(0,17(0), w). Além disso, pela definicdo de ¢, temos que
p(0,7(0),w) = flw)+ 5(L(v),v),
p(Ln(1v,w),w) = fn(l,v,w) +w+g(w)).

Portanto,
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Vamos assumir que 7(t,v,w) estd bem definida e é continua em [0, 1] x A, onde A é uma

vizinhanca aberta de 0 em H. Ent3o, o homeomorfismo local h é dado por:
h(u) = h(v,w) = w + g(w) +n(1,v,w).

O fato de h ser localmente invertivel, deve-se ao fato de que 7(1, v, w) é localmente invertivel.

Agora, vamos mostrar que 7 estd bem definida e é continua. Para tal, vamos definir

~ 1

U(v,w) = flv+w+g(w) = f(w) = 5(L(v),v).

Note que U(0,v) = f(w + g(w)) — f(w) = 0, de acordo com a definicio de f. Seguindo os
passos do que foi feito anteriormente, temos que W, (0, w) = W”(0,w) = 0. Assim, podemos
escrever

U(v,w) = /01(1 — $){(U"(sv,w)v,v) ds, (3.21)

U, (v, w) = /1 U (sv, w)v ds. (3.22)

0

Desta forma, dado ¢ > 0, temos que existe 0 < § = d(g) < ry, tal que se [v + w| < §
U (v,w)|] < eglv]? e |¥,(v,w)| < €lv]. Como L : im(L) — im(L) é um operador linear

continuo e invertivel, temos que dado v € im(L) existe ¢ > 0, tal que
c ol < |Lv| < clu). (3.23)
Assim, para v # 0, temos que
J(t,v,w) = —V(v,w) |Lv + t¥,(v,w)|? (Lv + t¥, (v, w)).
Desta forma, segue que
| J(t,v,w)| = |V (v,w)| |Lv + tW,(v,w)| "
Pela desigualdade triangular e sendo t € [0, 1], temos que

|Lv + tW, (v, w)| > |Lv| — [t¥, (v, w)| > ¢ | — elv].
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Gl

L 1
Além disso, sendo ¢ = 20’ temos que ¢ |v] — elv] = 5 0. Portanto, temos que para
C C

v +w| <9,

L+ t¥, (v, w)|
(v, w)|

| Lo] = Yy (v, w)|
elv]?

|/ (t, v, w)]

cHof = elv]
= 2cely

< 2c¢ (c+e)elv|.

Uma vez que, por definicdo, J(¢,0,w) = 0, J é continua. Seja entdo p € (0,9), tal que
|V (v, w)| <1, para |[v+w| < pewv # 0. Usando as desigualdades acima, obtemos que existe
c1 > 0, tal que |J,(t,v,w)| < ¢, para [v+w| < p e v # 0. Isto nos diz que a derivada parcial
de J com relacdo a v é limitada, portanto, pelo Teorema do Valor Médio, J é Lipschitziana
com respeito a segunda variavel, isto é, existe co > 0, tal que para |v;+w| < p,onde i = 1,2,

tem-se que
| (t, v, w) — J(t,va, w)| < calvy — val.

Segue entdo da teoria para equacdes diferenciais ordinarias, que, uma vez que 7 é solucdo do
problema de Cauchy , temos que 7 estd localmente bem definida e é continua. Além disso,
como 7(t,0,w) = 0, segue que 7 estd bem definida em [0, 1] x A, onde A é uma vizinhanca
aberta de 0 em V. |

O resultado abaixo, conhecido como Lema de Morse, pode ser visto como uma
consequéncia do resultado anterior. A diferenca sutil estd no fato do ponto critico ser ndo
degenerado e portanto o homomorfismo local, obtido no Teorema [3.32| no caso em que o

ponto critico é ndo degenerado, é um difeomorfismo.

Corolario 3.33 (Lema de Morse em dimens3o infinita - (CHANG, [1993)), pag. 33 e 46). Seja
U uma vizinhanca aberta de 0 em um espaco de Hilbert H, f € C?>(U,R) e u um ponto critico
ndo degenerado de f. Entio existe uma vizinhanca A de uw em V' e um difeomorfismo local

h:A— U, comh(u) =0, tal que
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Os préximos resultados, que utilizardo como ferramenta principal o Lema de Morse
generalizado, nos fornecerd ferramentas para descrever os grupos criticos de pontos criticos

em algumas situacdes especificas.

Lema 3.34. Seja U uma vizinhanca de u em um espaco de Hilbert H e f € C*(U,R). Se u
é o Unico ponto critico de f, e a condicdo de Palais-Smale é satisfeita sobre a bola fechada

Blu,r] C U, entdo existem e > 0 e X C U tais que
i) X é uma vizinhanca de u, fechada em U,
it) X é positivamente invariante com relacdo ao fluxo o;
i11) [~ ([c —e,c+¢€]) N X é completo, onde c = f(u);
iv) A condicdo de Palais-Smale é satisfeita sobre f~*([c —¢,c+¢]) N X.

Demonstracao: Seja € > 0 como no Lema aplicado a A = Blu, | e seja X o fecho em
U do conjunto Y = {o(t,v) |v € B0 <t < w,(v)}. Por construgdo, temos que X satisfaz
i) e ii). Como consequéncia do Lema [2.48] temos que f~'([c—¢,c+¢])NY C Blu,r]. Uma
vez que Blu,r| é fechado em U, temos que f~!([c —¢,c+¢€]) N X C Blu,r], além disso,
f e —e,c+¢€]) N X é fechado em U, pois X é fechado em U e f~!([c —&,c+¢]) é a
imagem inversa de um conjunto fechado de R por uma aplicacdo continua f : U — R. Além
disso, como Blu,r] é fechado em U, temos que o fecho relativo de f~'([c —e,c+¢]) N X
com relacdo a B[v, r] coincide com o fecho deste mesmo conjunto com relacdo a U, e sendo
fY[ec—¢,c+e])NX fechado em U, decorre entdo que este é fechado em Blu, r] e portanto,
completo.

Por fim, vamos mostrar que a condicdo iv) decorre da condicdo iii). Para tal, seja () men
uma sequéncia de Palais-Smale em f~!([c —¢,c+¢]) N X, isto &, f(uy) — ce f'(un) — 0.
Vamos mostrar que (t,, )men POSsui uma subsequéncia convergente em f~'([c—¢,c+¢])NX.
Como vimos acima, f~!([c —&,¢+¢]) N X C Blu,r], desta forma, u,, € Blu,r] para todo
m € N. Como, por hipétese, a condicdo de Palais-Smale é satisfeita sobre a bola fechada
Blu, ], temos que existe uma subsequéncia (t,, Jken de (Um)men € ug € Blu,r| tal que
U, — Ug, em Blu,r]. Por iii), temos que f~'([c —e,c + ¢€]) N X é completo, portanto
up € f1([c —e,c+¢€]) N X, o que implica dizer que, u,,, — ug em [~ ([c—¢e,c+¢])NX.
Portanto, a condico de Palais-Smale é satisfeita sobre f~!([c—e¢, c+¢])N X, como querfamos

demonstrar. [
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O préximo resultado estabelece uma relacdo entre os grupos criticos da aplicacao f e
da funcdo f definida em (3.32). Observe que a versdo apresentada neste trabalho é uma
versdo mais geral que a apresentada em (MAWHIN; WILLEM, (1989). A versdo que escolhemos
apresentar foi a versdo do (BARTSCH; CHANG; WANG, 2000), em que o ponto critico de f n3o

necessariamente é 0.

Teorema 3.35 (Teorema de Shifting). Suponha que as condicées do Teorema sejam
satisfeitas. Se u € o unico ponto critico de f e o indice de Morse de u, a qual denotaremos

por k = m(u) é finito, entdo
Cq<f7u) ﬁcq,k(f,()), q:172737"'

Demonstracao: Por conveniéncia, vamos supor que u = 0. Se u # 0, o argumento é o mesmo
a menos de translacdo. Com as notacdes do Teorema(3.32] seja C' C A uma vizinhanca fechada

de 0. Sendo, ¢ = f(0) = f(0) e ¥(u) = (v + w) (;) (L(v),v) + f(w), obtemos que

Cy(f.0) = H,(f*Nh(C), £ h(C)\ {0})
~ H,(0° 0O N0\ {0}) = Cyleh,0).

Nosso objetivo entdo serd garantir que C,(¢,0) =~ q_k(f, 0). Para tal, suponhamos que
0 € ker(L) é o tnico ponto critico de f € C%(B,R). Como L = f”(0) é um operador de
Fredholm, temos que ker(L) tem dimens3o finita e, portanto, a condicdo de Palais-Smale é
satisfeita para toda bola B[0,r] C B. Seja entdo ¢ > 0, como no Lema aplicado a f
O Lema , implica que X°¢ é um retrato de deformacio forte de X°*¢. Além disso, fé
ndo crescente no decorrer da deformacao correspondente 7. Vamos definir a deformacao H
em D =im(L) x Xt por H(t,v,w) =v" + (1 —t)v" 4+ n(t,w). Argumentos semelhantes
ao utilizado na demonstracio do Teorema [3.27} nos garantem que V= x X¢ é um retrato de
deformacdo forte de )N D e que (V— x X¢) \ {0} é um retrato de deformacdo forte de

N D\ {0}, onde V~ denota o subespaco tal que k = dim(V ™). Desta forma, obtemos que

Co(¢,0) = Hy(¢*N D, ¢°N D\{0})
~ H,(V™ x X% (V™ x X%\ {0}).
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Assim, se k = 0, pelo que mostramos acima, segue que

Co(¥,0) = Hy(¢*nD,¢°ND\{0})
X, X\ {0})
fenx, fenx\{o})

0).

(
— ]—_]q(
= ]—_Iq(
= Cq(
Se k > 1, por (2.71]), temos que
Cy(1,0) = Hy(R" x X, (R" x X°\ {0})

= H,(B* x X, (B* x X9\ {0})

= Hyx(X% X\ {0})

= Cyilf,0).
Desta forma, por transitividade, temos que C,(f,0) ~ Cq,k(f, 0). |

Lema 3.36. Seja U um subconjunto aberto de RY e seja u o dnico ponto critico de

f € C*(U,R). Entdo, para todo p > 0, existe f € C*(U,R) que satisfaz as seguintes condicdes:

i) f admite no maximo, uma quantidade finita de pontos criticos e quando existem, estes

sdo ndo degenerados;
ii) Se |v—u| > p, entdo f(v) = f(v), isto é fora da bola Blu, p| as funcdes coincidem;
i1i) Se v € U, entdo:

[F(0) = F)l + ] () = f@)] + [f"(v) = f" ()] < p.

Demonstracdo: Sejam U um subconjunto aberto de RY e B[u, p] C U. Vamos mostrar que

a condic3o b) é satisfeita. De fato, seja w € C%(U,R) definida por

1, sev € Blu, 5],
w(v) =
0, se v Blug,

e seja e € RY. Vamos definir entdo

f(v) = [(v) = w(v)(v,e).

Note primeiramente que € C%(U,R), pois w e f pertencem a C*(U,R). Em seguida,

observemos que, se v ¢ Blu, p], entdo w(v) = 0, portanto f(v) = f(v). Logo, a condic3o b)
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é satisfeita. Por outro lado, por estimativas diretas, obtemos e > 0, tal que se |e| < a, entdo

c) é satisfeita para todo |e| < a. Agora, notemos que

Vi) =Vfw) —ww)e— Vw()(v,e). (3.24)
Assim, pela desigualdade triangular, temos que
Vi) > [V @) = w@)] le] = [Vw()] [v] |e]. (3.25)

Seja entdo 0 = inf{|Vf(v)| | § < |u —v] < p}. Consideremos entdo o conjunto
C={velU]|¥§<|u—vl <p} Note que u ¢ C' e como u é o (inico ponto critico
de f, segue que C' ndo contém pontos criticos de f, portanto, pela condicdo de Palais-Smale,
temos que & > 0. Por (3.25)), podemos tomar 3 € (0., de forma que, se |e| < /3 entdo:
int {[V7@)| | 2 < ju—vl<p} > 5

Pelo Teorema de Sarcﬂ, podemos assumir que e é valor regular de V f, para |e| < 3. Observe
entdo que se |u — v| > p, entdo f(v) = f(v), portanto Vf(v) # 0 em |u — v| > p, pois
u é o (nico ponto critico de f e |u —u| < p. Se v € C, entdo |V f(v)| < S e portanto,
Vf(v) # 0, em C. Por fim, observe que se v € B(u, p), entdo por e pela definicdo
de w, temos que w(v) = 1, Vw(v) = 0 e Vf(v) = Vf(v) — e. Portanto, Vf(v) = 0 se, e
somente se, V f(v) = e. Sendo e valor regular de V f(v), temos que os pontos criticos de f

s30 n3o degenerados e consequentemente isolados, uma vez que f € C%(U,R). Além disso,

os pontos criticos de f estdo em B [u, g} e portanto, em quantidade finita. [ ]

Teorema 3.37. Sejam U um subconjunto aberto de RY e u um ponto critico isolado de

f € C*(U,R). Entdo, dim C,(f,u) é finita para todo q e é zero para ¢ > N + 1.

Demonstracao: Suponhamos que u é um ponto critico isolado de f. Assim, podemos escolher
U de forma que u seja o tnico ponto critico de f em U. Além disso, como dim RY < +oo
e U C RY, temos que para toda bola fechada Blu,r] C U a condicio de Palais-Smale é
satisfeita. Assim, temos que as hipéteses do Lema [3.34 s3o satisfeitas. Seja entdo X C U e

€ > 0, como no Lema (3.34] Por definicdo de nimero de Morse, temos que

J
My (X, X7%) = dim Cy( f, w),
i=1

1 O teorema de Sard ((MAWHIN; WILLEM, [1989), p. 114) afirma que se U C RP é um conjunto aberto e
fecC™U,R?), com m > max{0,p — ¢} entdo todo ponto de R? é valor regular de f. Neste caso, como
VfeCHURY), temosquem=1ep—q=0.



66

onde u;, i € {1,---,j} sdo os pontos criticos de f. Como u é o Unico ponto critico de f em
U, temos que j = 1 e, portanto, M, (X", X°¢) = dim C,(f,u). Ainda, de acordo com o
Teorema [3.30] temos que M, (X", X°7¢) = B, (X, X°%). Assim, segue que

dim Cy(f,u) = My (X, X°%) = B, (X, X°7°), (3.26)

onde ¢ = f(u). Como X é uma vizinhanca de u, temos que existe p; > 0, tal que
B(u,p1) € X. Além disso, como f é continua em u, temos que existe uma bola de

centro u e raio py > 0, tal que f(B(u,p2)) C [c— %,c—l— ;} . Seja entdo p > 0 tal que

) €
2p < min {pl,pg, 3} , desta forma, temos que

Blu,2p] C 7! ({c— ;,c+§]> N X.

Seja entio f € C%(U,R), como no Lema As propriedades b) e ¢) implicam dizer
que fet = f<t<. De fato, para todo p > 0, temos que fora da bola B[u, p] as funcdes
f e f coincidem. Seja entdo v € Blu,p|, de acordo com a propriedade c¢), temos que
|f(v) = f(v)] < p. Como p é arbitrario, fazendo p — 0, obtemos o resultado desejado.
Utilizando uma ideia analoga, obtemos que f~'([c —¢,c+e])NX = fY([c—¢,c+¢]) N X.
Segue ent3o do Lema [3.34} item iii) e iv) que f~([c—¢, c+£])NX é completo e f satisfaz a
condicdo de Palais-Smale neste conjunto. Além disso, de acordo com o Lema [3.36] temos que
f € C? admite uma quantidade finita de pontos criticos ndo degenerados, digamos u;, - - - s Uj
O objetivo de se trabalhar com a f e n3o com a f na computacao dos grupos criticos, deve-se
principalmente ao fato de que os pontos criticos da f sao nao degenerados, podendo invocar

assim o item i) do Teorema [3.27, Observe também que,
Blu, p] C int(Bu,2p]) C int(f " ([c —e,c+e]) N X),

o que implica dizer que Blu, p] C int(f([c —¢,c+¢]) N X).

O item i) do Lema nos garante que u; € Blu, p| para todoi € {1,---,j}. De fato,
se u = u;, para algum i é claro que u € Blu, p|. Suponhamos entdo que u; # wu, isto implica
dizer que u; ndo é ponto critico de f, pois, por hipétese, u é tnico ponto critico de f em U
e f: U — R além disso, por definicdo de ponto critico, necessariamente temos u; € U para
todo i € {1,---,j}. Como fora de Blu,p|, f = f, e u; ndo pode ser ponto critico de f,
entdo u; € Blu, p|, para todo u; ponto critico de f, em particular, estes pontos criticos estdo

em int(f'([c—¢e,c+¢]) N X).
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Seja agora k; € {1,--- N} o indice de Morse de w;, i € {1,---j}. Vamos denotar por
M, (Xt X~¢) os niimeros de Morse correspondentes a f. O Teorema implica dizer

que
B J
Mq(XC+€, Xc—s) — Z(s%k“
=1

isto €, Mq(XC+E, X¢7¢) é finito e é zero para todo ¢ > N + 1. Das desigualdades de Morse e

de (3.26)) segue que
Mq(Xchs?chs) > Bq<Xc+s’XCfs> — Mq(Xchs,che).
Portanto, M,(X°*%, X ¢) é finito para todo ¢ e é zero para todo ¢ > N + 1. |

Teorema 3.38. Sejam U um subconjunto aberto de RN e w um ponto critico isolado de

f € C*(U,R). Se u ndo é um maximo e nem um minimo local de f entdo

C()(f,u) :CN(f>u) =0.

Demonstracao: Como u é um ponto critico isolado, podemos escolher U de forma que u seja
o Unico ponto critico de f em U. Além disso, como estamos em dimensao finita, temos que
toda bola Blu,r] C U satisfaz a condicdo de Palais-Smale. Seja entdo ¢ > 0e X C U como
no Lema [3.34] Pelo Lema temos que X° é um retrato de deformacdo forte de X°*¢,

entao

Co(f,u) = Ho(X, X\ {u}) = Hy (X%, X\ {u}).

Seja entdo n € C([0,1] x X°t¢, X*¢) a deformacdo correspondente. Para mostrarmos que
Ho(Xete, X\ {u}) = {0} é suficiente garantirmos que para todo ponto v € X" existe um
caminho continuo contido em X°“*¢ que liga v a um ponto de X\ {u}. Seja p > 0 tal que
Blv, p] C X*¢, a existéncia de tal p > 0 é garantida pelo fato de X ser vizinhanca de v.
Uma vez que u ndo é ponto de minimo local, existe w € Blu, p] tal que f(w) < ¢ = f(u).
Isto nos diz que u estd conectado com o ponto w € X¢\ {u} por um mapa continuo
contido em X°*¢. Agora, todo ponto v € X°*¢ estd ligado por um mapa continuo contido em
X*e para n(1,v) qualquer que seja o ponto em X¢\ {u}. Consideremos agora qualquer
mapa continuo ¢ : SY1 — Blu,p] N f¢\ {u}, o qual possui uma extensio continua
g1 : BY — Blu,p|. Pelo Lema e pelo Lema m temos que ¢ tem uma extens3o

continua ¢ : BY — f¢. Uma vez que u n3o é méximo local, temos que, u ndo é um
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ponto interior de gy(BY). Desta forma, temos que ¢ possui uma terceira extensio contihua
gs: BY — feuS(u, )\ B(u,d), onde § > 0 é pequeno. Usando um argumento anélogo ao
Lema [2.43] temos que existe uma extensdo continua g, : BY — ¢\ {u} de . Desta forma,
concluimos que Hy_1(f° N Blu, p] \ {u}) ~ 0, uma vez que Hy(f° N Blu,p]) ~ 0, pela
propriedade da exatiddo ([2.66]), segue que Cv(f,u) ~ 0. |

Exemplo 3.39. Considere a funcdo f : R? — R, dada por f(x,y) = 2 — 3zy?. Note que
f é de classe C? e Vf(x,y) = (32 — 3y?, —6y). Portanto, u = (0,0) é ponto critico de f.
Desta forma, temos que Cy(f,u) = Co(f,u) = 0.

O Teorema [3.27| nos forneceu uma descricao completa dos grupos criticos de uma funcao
f € C?>(H,R), nos casos em que o ponto critico é isolado e um ponto de minimo local ou
ndo degenerado. O resultado abaixo, que é consequéncia de todos os resultados abordados
nessa subsecao, embora n3o descreva completamente os grupos criticos de uma aplicacao
f € C*(H,R), no caso em que u é, possivelmente, um ponto critico degenerado, nos fornece
algumas ferramentas que auxiliardo na computacao destes, desde que acrescida a condicao do
operador f”(u) ser de Fredholm. Alguns dos resultados apresentados acima, tem como hipétese
principal a necessidade da dimens3o do espaco ser finita e esta é de grande importancia nas
demonstracdes, pois a partir dela é possivel garantir que a bola fechada B|u,r| satisfaz a
condicdo de Palais-Smale, por exemplo. Porém, aqui o dominio da funcdo f : H — R, n3o
é necessariamente um espaco de dimensao finita, mas apenas um espaco de Hilbert. Surge
entdo, mais uma vez a necessidade do operador f”(u) ser de Fredholm, uma vez que isto
garante que ker(f”(u)) tem dimensdo finita e a existéncia, por meio do Teorema [3.32] de
uma funcdo f : B — R, definida em uma vizinhanca em ker(f”(u)), e portanto, o dominio
desta funcdo, tem dimensao finita. Nosso objetivo portanto, sera aplicar alguns dos resultados

acima a esta funcao e estabelecer a relacdo entre os grupos criticos de f e f.

Teorema 3.40. Suponha que as condicées do Teorema (3.32 sejam satisfeitas. Se u é um
ponto critico isolado de f com indice de Morse finito k e nulidade v, entdo as seguintes

afirmagoes sao validas:
i) dim(C,(f,u)) € finita para todo q e € igual a zero se ¢ ¢ {k,k+1,---  k+ v};
ii) Se 0 é um minimo local de f entéo

C‘](fa U) = 6q,kG;
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iii) Se 0 é um maximo local de f entdo
Cq<f7 u) = 5q,k+vG;
iv) Se 0 ndo é nem maximo e nem minimo local de f entdo

Ck(f, u) = Ck—i—v(f; u) =0.

Demonstracao: Suponhamos que as condicdes do Teorema [3.32] sejam satisfeitas. Assim,
temos que existe uma aplicacdo f : B — R de classe C2, definida em B C ker(f”(u)), onde
B é uma vizinhanca de u. Pelo Teorema de Shifting , temos que C,(f,u) = Cq,k(f, 0),
onde k = m(u) denota o indice de Morse de u. Por definicdo de nulidade, concluimos que
dim(B) < v, ou seja, estamos em espacos de dimens3o finita. Para sermos mais exatos, o
espaco ambiente a qual estamos trabalhando é ker(f”(u)) o qual tem dimens3o v.

Vejamos que i) é satisfeita. De fato, pelo Teorema w temos que C,(f, u) é finito para
todo q e, é igual a zero ¢ — k > v+ 1, e portanto, para todo g > v+ k+ 1. Observe também o
seguinte, se ¢ < k, entdo ¢ — k < 0, o que implica dizer que Cq_k(f, 0) = {0}, por definicdo
de grupo de homologia. Logo, se ¢ ¢ {k,k+1,--- ,k+ v}, entdo dim(C,(f,u)) = 0.

O item i) basta procedermos igual ao item i) do Teorema aplicado a f e observar
que ¢ — k = 0, implica dizer que ¢ = k.

Para vermos i7), suponhamos que 0 seja maximo local de f, isto implica dizer que existe
uma bola B tal que f(v) < f(0), para todo v € B”. Assim, temos que f¢N B = B*. Desta

forma, por definicdo de grupo critico e pela observacdo (2.76)), temos que

Cy(f,0) = H,(fnB", fen B\ {0})

(
= H,(B", B"\{0})
a

H

12

BU, Svfl)

12

540G

Dai, como ¢ —k = v implica dizer que ¢ = v+k, segue o resultado. O item iv) é consequéncia

do Teorema [3.38] observando o mesmo que na demonstracdo dos itens ii) e iii). |
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4 TEOREMAS DE PONTOS CRITICOS VIA TEORIA DE MORSE

Neste capitulo, seguindo os passos de (SILVA, |1996) abordaremos os principais resultados
sobre a existéncia e multiplicidade de pontos criticos para uma classe de funcionais I : H — R,
pertencentes a C? definido em um espaco de Hilbert. Na maioria das vezes, a hipétese do
funcional pertencer a C2, n3o pode ser enfraquecida, uma vez que, como vimos no capitulo
anterior, a maioria dos resultados envolvendo teoria de Morse e descricdo de grupos criticos
dependem do Lema de Morse e do Lema de Morse generalizado, que por sua vez recorrem
aos teorema da funcdo implicita e inversa em sua demonstracao, bem como a continuidade da
transformacdo [”(u) : H — H, sendo u um ponto critico. Além disso, no capitulo anterior,
construimos a teoria de Morse considerando um campo de coeficientes (G, grupo abeliano, n3o
necessariamente um espaco vetorial. Aqui, iremos considerar G = Z, a (nica diferenca notada
até entao nessa escolha, foi necessariamente que os grupos de Homologia nao serdo espacos

vetoriais.

4.1 PRIMEIROS RESULTADOS ABSTRATOS

O préximo resultado estabelece uma versao de um Lema de deformacdo para um funcional

I que satisfaz a condicdo (Cle).

Lema 4.1 ((SILVA, 1994)). Suponha que I € C*(H,R) e satisfaz a condicdo (Ce). Vamos
assumir que c € o Unico valor critico de I no intervalo [c,b), com K. = {u;}7T.,. Entdo, I° é

um retrato de deformacio forte de I° \ K.

Observacao 4.2. Se b = oo, no Lema anterior, entdo I¢ é um retrato de deformacdo forte

de H.

O resultado abaixo estabelece uma relacdo entre o grupo de homologia do par topoldgico
(I¢7¢,1°7¢) e os grupos criticos de um valor critico ¢ com base nos pontos criticos u; de I, tal
que I(u;) = c. Esta propriedade é muito interessante no sentido de que ela estabelece uma

decomposicdo em soma direta do grupo de homologia deste par.

Proposicdo 4.3. Suponha que I € C'(H,R) e satisfaz (Ce). Se ¢ € R é um valor critico

isolado de I(u), com K. = {u;}.,, entdo, para € > 0 suficientemente pequeno, temos que

H (I, 1°°) = P Cyll,uy).

1<j<m
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Demonstracao: Primeiramente, do Lema e da propriedade ([2.70)), temos que

H (I, 1°7%) = H (I°,1°7°) = H,(I°, I°\ K,). (4.1)

Para cada j € {1,--- ,m}, considere U; uma vizinhanca fechada de u;, tal que U; N U; = @

se i # j. Definindo U = LJ_J Uj, pela propriedade da excisao aplicada ao aberto U¢, temos que
j=1

H,(I°I°\ K.) = H,(I°\ U, (I°\ K.)\ U°). (4.2)

Mas, observe que
INU=INUe(I°\ K)\U = (I°\ K )NU =(I°N(K))NU =(I°NU) \ K..

Portanto, (4.2)) implica que
H,(I°I.\K.) =H,(I°N"U,(I°NU)\ K.). (4.3)
Por outro lado, pela propriedade (2.69)) e da definicdo de grupos criticos, segue que

H(I N U (I N0)\ K2) 2 @ H (PN U, (U {u}) = @ ColLwy). (4.4)

7j=1

Por (4.3) e (4.4)), temos que

Hy (I, 179 2 B C, (1, uy),
7j=1

como queriamos demonstrar. [ |
Embora possamos considerar outros casos, por questao de simplicidade, iremos supor, neste
capitulo que a origem é um ponto critico isolado de I com grupos criticos associados bem

definidos, isto ¢,
(Ip) I(0) =0, I'(0) = 0, e existe i € {0, 1,--- }, tal que

L, q=1,

0, q#i.

I

Cy(1,0)

O préximo Lema estabelece a estrutura de 1%, para d < 0 e |d| suficientemente grande.

Lema 4.4. Sejam I € C'(H,R), com I(0) = 0. Suponha que I satisfaz as seguintes

condigcdes:

(I,) Existe dy < 0 tal que I'(u)(u) < 0, para todo u € I%;



72

(I3) O conjunto S~ = {u € 9B(0,1) | I(tu) - —o0, quandot — 400} é um subconjunto

ndo vazio de 0B(0,1) homotopicamente equivalente a um ponto;
(I3) Existe dy < 0, tal que I(tu) > dy, para todot >0 eu € 0B(0,1)\ S™.
Ent3o existe d, < 0 tal que, para todo d < dy, I? é homotopicamente equivalente a um ponto.

Demonstracdo: Vamos mostrar que a afirmac3o é vélida para dy < min{d;,dy}. Seja d < dj,
u € 0B(0,1) et > 0. Vamos mostrar que I(tu) < d se, e somente se, u € S~

De fato, inicialmente suponhamos por absurdo, que u ¢ S, isto implica dizer que
u € 0B(0,1) \ S~. A condi¢do (I3) nos diz que I(tu) > dy > d, ou seja, d > I(tu) > d,
0 que é um absurdo, portanto u € S~. Reciprocamente, seja u € S™, por definicido de S,
temos que I(tu) — —oo quando t — +00. Segue entdo, diretamente da definicdo de limite,
que I(tu) <d.

Agora, seja v € I¢ isto é I(v) < d. Observe primeiramente que v # 0, pois se
v = 0, sendo I(0) = 0, teriamos que 0 = I(0) < d < dy < 0, o que é um absurdo.

Portanto, como v # 0, podemos vamos escrever v = |[[v Definindo ¢ty = ||v|| > 0

(%
[
o]

e g temos ug € 0B(0,1), além disso, como I(tyuy) = I(v) < d, pelo que

W
el
mostramos acima, temos que uy € S~. Acabamos de mostrar entdo, que dado qualquer
v € I, podemos escrever v = tu, t > 0 e u € S™, isto nos diz que existe p > 0, tal que
IHcC ={w=tu|t>peuecdB(0,1)}.

Observe entdo que I¢ C I% portanto, por (1), temos que

d
al(tu) = I'(tu)(u) < 0, paratodo tu € I* uec S~ et >0. (4.5)

Note entdo que se u € S~ entdo existe t; > 0 tal que I(tou) < d < 0 = I(Ou). Desta forma,
como [ é continua, pelo teorema do valor intermediario aplicado ao intervalo [0, ], temos
que para cada u € S, existe t(u), tal que I(t(u)u) = d. Além disso, pelo teorema da fungdo
implicita, temos que #(u) € C(S~,R). Nosso objetivo a partir de agora sera garantir que I¢ é
homotopicamente equivalente a C'~. Para tal vamos definir i : [0,1] x C~ — C'~ dada por
h(s,w) = (1 — s)w + st (w) 0
[wl[ ][]
Pelo que vimos acima, h estd bem definida, além disso é uma funcao continua. Além disso,
observe que h(s,w) é um retrato de deformacdo de C~ para I¢. De fato, observemos que,

por construcao
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a) h(0,w) = w, para todo w € C~;

b) h(l,w) =t (L> € C~, para todo w € C™.

l[wll /' {lwll

Por fim, a condicdo implica dizer que o segmento ligando w a t(HZ‘j—H) ”—L“;” esta contido
em I¢. Portanto, segue que C~ é homotopicamente equivalente a I¢. Uma vez que C~ é
homotopicamente equivalente a S~ e este, devido a (/3) é homotopicamente equivalente
a um ponto, segue que I? é homotopicamente equivalente 3 um ponto, como queriamos
demonstrar. ]

Uma consequéncia imediata do Lema acima é o seguinte resultado, que descreve

completamente os grupos de homologia do par topolégico (/¢, &), sempre que d < dj.

Corolario 4.5. Suponha que I satisfaz as hipdteses do Lema[4.4. Entéo, para todo d < dy,

tem-se que

Z, q=0,

0, ¢#0.

I

H,(I, @)
Demonstracao: Seja d < d, arbitrario. Do Lema , temos que I? é homotopicamente
equivalente a um ponto, a qual denotaremos por {p}. Isto implica dizer que
H,(I,2) = H,({p}, 2).

De acordo com a propriedade ([2.72]) temos que

Z, q=0,
Hf]({p}7 ®> =
0, qg#0.
Assim, por transitividade, temos que
Z, q=0,
H‘J(Ida @) =
0, ¢#0.
Como queriamos demonstrar. [ |

O préximo resultado estabelece a existéncia de pelo menos um ponto critico ndo trivial

para o funcional I.

Teorema 4.6. Suponha que I € C'(H,R) e satisfaz (Ce), (Iy) — (I3). Entdo, I possui pelo

menos um ponto critico uw # 0 em H.
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Demonstracdo: Suponha, por absurdo, que u = 0 é o Unico ponto critico de I em H.
Sabemos que 1(0) = 0, logo para todo d; > 0, ndo temos valores criticos de I no intervalo
[dy, +00). Portanto, pela observacdo do Lema , temos que % ~ H. Seja entdo dy < 0
como no Lemal[4.4} E vamos considerar o par (1%, %), que est4 bem definido pois 1% C I%.
Note que H,(I% %) = H, (H, %), pois I* ~ H.

Vamos considerar agora a aplicacdo inclusao entre pares, dada por
i (H,I™) — (H, H)

e sua aplicacdo induzida i, : H,(H,I%) — H,(H, H). Considere a seguinte parte da sequéncia

exata definida no Axioma [2.68],
coo—Hyoy (H, H) -2 Hy(H, 1) *= H,(H, H) —> ---
Pelo Axioma m temos que H,(H, H) = {0}, para todo ¢ € Z. Desta forma,
H, (I, I%) = {0}, para todo ¢ > 0. (4.6)

Por outro lado, observe que Ky = {0}, assim pela Proposicdo [4.3]e pela condi¢do (), temos

que
Z, q=t,
H, (I, %) = C,(I,0) & (4.7)
0, g#t.
Comparando (4.6)) com (4.7)), chegamos a um absurdo. Logo existe u # 0, tal que u é ponto
critico de 1. [

Observacao 4.7. Se a origem for um minimo local de I e S~ # &, podemos aplicar um

argumento do tipo passo da montanha para obter a existéncia de uma solucdo n3o trivial.

4.2 MULTIPLICIDADE DE PONTOS CRITICOS

Nesta secdo, vamos mostrar a existéncia de pelo menos quatro pontos criticos sob as
condicdes do Teorema , para uma classe especifica de funcionais I pertencentes a C*(H, R),
desde que tais funcionais admitam um minimo local ug # 0. Para obtermos estes resultados,
vamos precisar de algumas informacdes preliminares a respeito dos grupos criticos de um
ponto critico do tipo passo da montanha. Para tal, mostraremos inicialmente a existéncia de
trés pontos criticos de um funcional de classe C! supondo que o primeiro grupo critico na

origem é zero. Seja entdo I € C'(H,R), satisfazendo as seguintes condicdes:
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(1) Existem uy € H e a, p > 0 tais que

I(u) > I(ug) + «, para todo u € 9B(0, p);

(I5) Existe e & B(ug,p) tal que I(e) < I(ug) + a.

Vamos definir ent3o

c= }Lrelg max I(h(t)), (4.8)
onde
I'={heC(0,1],H) | h(0) = ug e h(1) = e}. (4.9)

Geometricamente, temos que I' é o conjunto de todos os caminhos que ligam os pontos u, e
e. Note ainda que ¢ > I(ug) + o € um valor critico de I se I satisfaz (Ce)..
O préximo Lema visa estabelecer a existéncia de um ponto critico, tal que seu primeiro

grupo critico seja nao trivial.

Lema 4.8. Suponha que I € C'(H,R) e satisfaz (1), (I5), e (Ce). Se ¢, definido como em
(4.8), € um valor critico isolado e K. possui um nimero finito de pontos criticos, entdo existe

u € K. tal que Cy(I,u) # 0.

Demonstracdo: Seja ¢ > 0, tal que ¢ — ¢ > max{/(0), I(e)}, de forma que ¢ seja o dnico
valor critico de I no intervalo [c — ¢, ¢ + ¢]. Observe que a obtencdo de tal € > 0 é possivel
gracas ao fato de ¢ ser um valor critico isolado. Vamos ent3o considerar a seguinte parte da

sequéncia exata de homologia
oo Hy (1975, 1°7°) =2 Ho(I°°¢, @) <= Ho(I°F, @) — - --

onde i, é induzido pelo mapa inclusdo i : (I°7¢, @) — ([°t¢, &). Pela definicdo de ¢, temos
que existe um caminho ligando ug e e em [T, porém n3o existe algum caminho em [¢7¢,
ligando tais pontos. Observe inicialmente que, Hy(1¢¢) # {0}, pois 1~ possui mais de uma
componente conexa por caminhos. Nosso objetivo entdo, serd garantir que ker{i.} # {0},
pois da definicdo da sequéncia, temos que H;(I1¢¢, 1°7¢) # {0}. Para tal, suponhamos por
absurdo que ker{i.} = {0}, isto implica dizer que i, é um isomorfismo sobre sua imagem
im(iy) C Ho(I¢7%). Como I¢"¢ é conexo por caminhos, temos que rank(Hy(I°t¢)) = 1, em

virtude da propriedade (2.64)). Desta forma, temos que

rank(Ho(I°7%)) =1 > rank(Im(i.)) > 2,
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o que é um absurdo. Logo ker{i.} # {0}. Do Teorema (3.30, temos que
My (175, 1°7%) = By(1°", I°7°) = rank(H (175, 1°7%)) > 1.
Mas, por definicao de nimero de Morse, segue que

Mi(I¢7%,1°7%) =Y rank(Ci (1, u;)),
J

onde u; denotam os pontos criticos de I em I~!([c—e, ¢+¢]). Desta forma, convém observamos
dois fatos:

O primeiro é que existe u;, tal que rank C;(I,u;,) > 1, pois do contrario, teriamos que
M, (I°*%,1¢¢) = 0, o que é um absurdo. O segundo fato a ser observado é que u;, € K.,
pois I(u;,) € um valor critico de I e sendo ¢ o tnico valor critico de I em [c —¢, ¢+ €], temos

que I(uj,) = ¢, como queriamos demonstrar. |

Observacao 4.9. Observe que no Lema anterior n3o foi necessario que o funcional I fosse

de classe C2.

Agora, vamos considerar que I € C?(H,R) tal que I""(u) é um operador de Fredholm para

todo u € K e vamos assumir a seguinte condicao:
(Ig) dim[Ker(I"(u))] <1, para todo u € K tal que o indice de Morse de u é zero.

Desta forma, somos capazes de descrever completamente os grupos criticos de um funcional
I e do seu ponto critico obtido no Lema [4.8] A necessidade das hipSteses no Lema abaixo,

deve-se ao fato que em sua demonstracdo, utilizaremos fortemente o Teorema (3.40]

Lema 4.10. Suponha que I € C*(H,R) e que I"(u) é um operador de Fredholm para todo
u € K. Vamos assumir que I satisfaz (Iy) — (Is) e (Ce). Se ¢, definido em ({4.8) é um valor
critico isolado de I e K. possui um nidmero finito de pontos, entdo existe u € K. tal que

Z, q=1,

0, ¢#1.

Demonstracdo: Primeiramente, note que, o funcional I atende as hipdteses do Lema

I

Cy(I,u)

assim, temos que existe u € K, tal que Cy(I,u) # 0. Isto é o possivel candidato para tal
ponto, teve sua existéncia estabelecida no Lema anterior. Vamos mostrar entdo que u é tal

que
Z, q=1,

0, g#1L

Cy(I,u)

12
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Seja k = m(u) o indice de Morse de u e v = dim(ker(I”(u))). Como dim(C,(I,u)) é
finita para todo q, e é igual a zero se q & {k,k+ 1,--- ,k + v}, temos que k < 1, pois do
contrario Cy(I,u) = 0. Além disso, se k = 0, entdo v > 1, pois se v = 0, quando k = 0
teriamos que C1(I,u) = 0. A hipétese (1) nos diz que se k = 0 entdo v < 1, portanto, se
k =0, temos que v = 1.

Vamos mostrar entdo que se k = 0 e v = 1, entdo 0 é maximo local de f, onde I é a
aplicacdo definida no Teorema(3.32, Para tal, suponha, por absurdo, que 0 ndo é um maximo

local de I, entdo as seguintes condicbes ocorrem:
i) 0 é minimo local;
i1) 0 ndo é nem maximo e nem minimo local.

Se i) acontece, entdo

o que é um absurdo pois Cy(I,u) # 0.

Se ii) ocorrer, entdo:
Co([, U) = Cl(I,U) = O,

o que é um absurdo pois C(I,u) # 0. Logo 0 é maximo local de I.

Sendo 0 um méximo local de I , temos que

4, q=1,

0, ¢#1.

Cy(I,u) =2 Cy(1,0) = 6,17 =

Logo, o resultado esta provado para k =0 ev = 1.
Como k < 1, falta entdo analisarmos o caso em que k = 1. Desta forma, observe que se
k=1, entdov = 0 ou 0 é minimo local de I. De fato, suponha por absurdo, que v > 0 e 0

ndo € minimo local de I. Assim, temos dois casos a considerar:
i) v >0 e0 é maximo local,

i1) v >0 e 0 ndo é nem maximo e nem minimo local.



78

Observe entdo que se i) ocorre entdo

Z, q=k+w,
Cy(I,u) =

0, ¢#k+w.
Neste caso, como k =1 e v > 0, segue que k + v > 1, o que implica dizer que C(1,u) = 0,
o que é um absurdo.

Se ii) ocorre entdo
C1(1,0) = C14(L,0) =0,

o que é um absurdo pois C(I,0) # 0. Assim, v =0 ou 0 é minimo local, quando k = 1.
Se k=1 ewv =0, utilizando o mesmo argumento do caso k = 0 e v = 1, obtemos que 0 é

maximo local, portanto

. Z, q=1,
Cy(I,u) = Cy(1,0) = 0,17, =
0, ¢#1
Se 0 for minimo local, entdo
. Z, q=1,
Cy(I,u) = Cy(1,0) = 6,17 =
0, ¢#1
Como queriamos demonstrar. |

Como consequéncia do Lema temos o seguinte resultado que garante a existéncia de

um terceiro ponto critico para I.

Teorema 4.11. Suponha que I € C'(H,R) n3o é limitado inferiormente e satisfaz (Ce).
Vamos assumir que a origem é um ponto critico isolado de I em H satisfazendo C,(I,0) = 0,
e que I possui um minimo local uy # 0. Entdo, I possui pelo menos trés pontos criticos em

H.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que a origem e 1 s3o os Unicos pontos criticos de
I. Como 0 é um ponto critico isolado, temos que uy também é um ponto critico isolado.
Afirmamos entdo que [ satisfaz a condicdo (Iy).

De fato, sendo uy um minimo local isolado de I, podemos obter p; > 0 tal que

B(ug,p1) N K\ {ug} =2 e

I(up) < I(u), para todo u € B(ug, p1). (4.10)



79

Seja entdo p € (0, p;), podemos entdo encontrar > 0, tal que ([) é satisfeita. Para ver
isto, suponha que (/) ndo acontece, isto é, existe u, € 0B(uq, p) tal que I(u,) < I(up)+ «a,
para todo a > 0. Desta forma, utilizando a condicdo (Ce) e um argumento de deformacéo,

como em (SILVA, 1991)), obtemos £ > 0 e um homeomorfismo 1 : H — H, tal que
(m) n(u) = u, para todo u € H \ B(ug, p);
(m2) I(n(u)) < ¢y — €, para todo u € I N 9B (uyg, p), onde ¢y = I(up).

Tomemos entdo o = € e note que, existe u. € 9B (ug, p) tal que I(u.) < I(ug) + ¢, isto
nos diz que, u. € 17 N OB(ug, p). Além disso, u. € H \ B(ug, p). Observe também que
OB (ug, p) C B(ug, p1), de fato, se u € 9B (uy, p), implica dizer que ||u — ug|| = p < p1, pela
definicao de p.

Assim, por (11) e (12), temos que n(u:) = u. e I(u:) < co — € < ¢y, isto &,
I(ue) < cy= [(Uo),

para algum u, € H \ B(ug, p) N 0B (ug, p) N B(ug, p1). O que é um absurdo, pois, por
temos que [ (ug) < I(u.). Assim, temos que (1) é satisfeita.

Observe que a condicdo ([5) decorre imediatamente do fato de [ ndo ser limitado
inferiormente. De fato, primeiramente observe que I é limitado inferiormente na bola B(uy, p),
pois B(ug, p) C B(ug, p1). Suponha entdo, por absurdo que, para todo e & B(ug, p), tem-se
que I(ug) +a < I(e). Como I(uy) e a > 0 sdo fixados, temos que [ é limitado inferiormente
em H, o que é um absurdo. Logo (I5) é satisfeita.

Desta forma, pelo Lema[4.8] temos que existe u € K., tal que I(u) > I(up) e Ci(I,u) # 0.
Desde que, C(1,0) = 0, segue que u # 0 e u # g, 0 que conclui a demonstracido.

]

O préximo resultado garante a existéncia de mais um ponto critico sob a condicdo (/g).

Teorema 4.12. Suponha que I € C*(H,R) e que I"(u) é um operador de Fredholm, para
todo u € K. Vamos assumir que I satisfaz (1y), parai # 1, (I1) — (I3), (Is) e (Ce). Entdo I

possui pelo menos quatro pontos criticos em H, desde que possua um minimo local ug # 0.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que I possui apenas trés pontos criticos em H, a

saber {0, ug, u; }. De acordo com o Teorema [4.11], temos que uy é um ponto critico isolado
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em H e consequentemente,

Z, q=0,
Cy(1,up) = (4.11)

0, ¢#0.
Como consequéncia do Lema(4.10| obtemos a existéncia de u; & {0, up}, tal que I(u1) > I(uo)
e

Z, q=1,
Cy(I,uy) = (4.12)

0, q#1.
Suponhamos agora que I(ug) < 0, o caso em que [ (ug) > 0 é andlogo a este caso. Pelo Lema
, temos que existe dy, tal que para todo d < d, I¢ é homotopicamente equivalente a um
ponto. Sem perda de generalidade, vamos supor que dy < I(uy).
Seja entdo I(ug) < di < min{0,I(u;)}. Primeiramente, observe que % C [% pois
dy < I(ug) < di, portanto estd bem definida as aplicacdes inclusdo i : [ — [% e
j o (1%, @) — (I, [%). Pela definicio da sequéncia exata do par topolégico (I%, [9),

obtemos que
-2 Hy (1%, @) * H (I, @) 2 H (1%, 1%) 25 H,_ (1%, @) — - -
Além disso, acordo com a definicdo da dj, temos que

Z, q=0,
H,(I" &) = (4.13)

0, ¢#0.

Portanto, de (4.11]), (4.13) e da definicdo de sequéncia exata, obtemos que

; ZoZ, q=0,
H, (I, @) = (4.14)

0, q # 0.
O argumento acima, utilizando a definicdo da sequéncia exata, serd empregado recursivamente
nesta demonstracdo. Por analogia, posteriormente, faremos apenas uma mencao a utilizacdo
da definicao da mesma.
Observe agora que, se d3 > max{0, I(u;)}, sabemos o seguinte com respeito aos valores
criticos de I, 0 = 1(0) e I(ug) < I(uy). Isto nos diz que no intervalo [d3, 00), ndo ha valores

criticos de I. Portanto, pela observacao , temos que % é um retrato de deformac3o de
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H. Logo,

Z7 q= 07
H,(I% @) = (4.15)

0, q¢#0.
Vamos ent3o estudar os possiveis casos para o valor de I(uy), isto é, quando I(u;) > 0,
I(uy) = 0 ou quando I(uy) < 0.
Primeiramente, consideremos o caso em que I(u;) < 0. Seja I(u1) < dy < 0. Note que

Ki(uy) = {u1} e, por construcdo, dy < I(uy). Assim, pela Proposicao [4.3] temos que

Z, q=1,
H, (1%, M) ~ C,(I,u1) = (4.16)

0, q#1.
Da definicio de sequéncia exata do par topolégico (192, [%), (4.14)) e (4.16)), obtemos as

seguintes possibilidades:

Z7 q = 07
H, (I @) = (4.17)
0, q¢#0,
ou,
L7, q=0,
Hy(I*, @)= 7, q=1, (4.18)
0, ¢#0,1L

Por outro lado, utilizando a definicio de sequéncia exata do par topolégico (1%, I42), (4.15)),
(Ip) e pela Proposicdo , mais um argumento analogo ao utilizado para se calcular (4.16)),

obtemos as seguintes possiveis configuracdes para o grupo de homologia de (1%, &) :

Se ¢ = 0, na condicdo (Iy), entdo

H,(I*, @) ~ 0, para todo ¢ > 0. (4.19)
Se i = 1, entdo
L& L, q=0,
H,(I" @) = (4.20)
0, ¢#0.
Por fim, se ¢ > 2, entao
Z, q=0,

H(I* @)= 7, g=i—1 (4.21)

0, ¢#0,i—1.
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Comparando (4.17)) e (4.18) com (4.19)), (4.20]) e (4.21)), obtemos configuracdes diferentes

para os grupos de homologia de um mesmo par, o que é uma contradicao.
Suponhamos agora que I(u;) > 0. Neste caso, seja 0 < do < I(up). Utilizando os

argumentos anteriores, obtemos

Z, q=1,

H, (I, %) ~ C,(I,0) ~ (4.22)
0, q#1,
ev
Z, q=1,
H, (1%, 1%) ~ C,(I,uy) ~ (4.23)
0, q¢#1.

Utilizando a sequéncia exata de homologia do par topolégico (1%, 1%), (4.15)) e (4.23]) obtemos

J &L, q=0,
H, (I @)= (4.24)

0, q#0.

Vamos agora considerar a sequéncia de homologia do par topolégico (192, I%) e usando ((4.14])
e ({4.24)), temos as seguintes possibilidades:

H, (I, 1) = 0, para todo ¢ > 0, (4.25)
ou,
Z, q=0,
H(I® I") =< 7. ¢=1, (4.26)
0, ¢#0,1

Comparando (4.25)) e (4.26]) com (|4.22)), obtemos uma contradicdo.

Por fim, vamos analisar o caso em que I(u;) = 0. Note que, neste caso, o valor critico 0

estd associado a dois pontos criticos {0, u; }, pela Proposicdo , temos que
Hy (1% 1) = C,(1,0) ® Cy(I,u). (4.27)
Por (1), temos que existe i € {1,2,3,---}, tal que

Z, q=t,
Cy(1,0) = (4.28)

0, q#i.
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Assim, por ({4.12)), (4.27)) e (4.28)), temos que

&0, q=1,
Hy(I% I") >~ S Zg0, q=1i, (4.29)
0, q#0,i.

Por outro lado, utilizando a sequéncia exata do par topolégico (1%, 19) e usando (4.14) e

(4.15]), obtemos as seguintes possibilidades:

Z, q=1,
H, (I, ") ~ (4.30)
0, q¢#1,
ou,
Z  q=0,
H,(I* I")~< 727, ¢=1, (4.31)
0, ¢#0,L

Comparando (4.29) com ({4.30) e (4.31)), chegamos a um absurdo. Logo, I possui outro ponto

critico uy diferente de 0, ug, u;. [ |
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5 EXISTENCIA E MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES PARA UMA CLASSE DE
PROBLEMAS ELIPTICOS VIA TEORIA DE MORSE

Neste capitulo, seguindo os passos de (SILVA, [1996), estudaremos a existéncia e
multiplicidade de solucbes ndo triviais para uma classe de problemas eliptico semilinear via
teoria de Morse. Aqui, nao provaremos nenhum resultado especifico envolvendo teoria de
Morse, uma vez que estes ja foram demonstrados nos capitulos 2 e 3. Neste momento nosso
objetivo sera garantir que o funcional associado ao problema abaixo satisfaz as hipdteses dos
resultados envolvendo existéncia e multiplicidade de pontos criticos, abordados no capitulo 3.

Considere entdo

—Au = f(z,u), =€, (5.1)

u =0, x € 01,

em que © é um dominio suave e limitado em RY (N > 1), f € CYQ x R,R) satisfaz
f(z,0)=0,e

(f1) Existem aj,as >0e0 <o < o0 (0< (]f;g), seN23>,tais que

\fs(x,8)] < ails|]” +az, VseR
Neste capitulo, H denotara o espaco de Sobolev H{(2) cuja norma provém do produto interno

(u,v) = /QVU -V dz.

5.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Nosso objetivo é encontrar solucdes fracas de (j5.1)), isto é, determinar funcdes u € H tal

que, para toda v € H, temos a seguinte relacao

/QVu Vv dr = /Qf(x, u(z))v du.

Para tal, iremos definir um funcional associado ao problema (5.1]) e garantir a existéncia de
multiplos pontos criticos nao triviais desse funcional, e tais pontos criticos serdo justamente

as solucdes que estamos buscando.
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Definicao 5.1. Considere o funcional n&o linear I : H — R, associado ao problema (}5.1))

definido por
1
1) = 5l = [ Fla.s) da.

em que F(z,s) =[5 f(z,t) dt.

Observe que, para todo u,v € H temos

I’(u)(v):/QVu-Vv dx—/ﬂf(:c,s) dx.

Portanto se u € H for ponto critico de I, teremos que u é soluc3o fraca de 1. Além disso, em
virtude da condicdo (f;), I € C*(H,R).
Sejaagora 0 < A\j <Ay < A3 <--- < \; <---, asequéncia de autovalores do problema

—Au =M u, x €,
(5.2)

u =0, x € 0f).
Os grupos criticos de [ serdo estabelecidos a partir da relacdo entre f(x,s) e a sequéncia de
autovalores do problema ([5.2)). Para isto, serdo necessérias as seguintes hipéteses adicionais

sobre a f(x,s) :

(f2) Existe A\ € R tal que f,(x,0) = )\, para todo = € €. Além disso, se A é um autovalor
do problema ([5.2)), isto é, A = \; para algum j, entdo existe 7 > 0 tal que, apenas uma

das situacOes abaixo ocorre:
i) f(z,8)s —As? >0, paratodo z € Qe ls| <7, ou,
i) f(z,s)s—As* <0, paratodox € Qe ls| <

Nosso objetivo é estudar o problema (55.1)) quando f(x, s) possui um crescimento superlinear

)\152

para s < 0. Vamos supor ainda que F'(z, s) é limitada superiormente por , quando s < 0.

Desta forma, vamos assumir que

F(x,s)

,— — 00, quando s — +00 uniformemente para = € Q.
5

(f3)

(f1) Existem az > 0 e €y C €2 com medida de Lebesgue positiva, tais que

1 _
i) 5)\182 — F(z,s8) > —as, paratodo z € Q e s < 0;

1
ii) 5)\182 — F(x,8) — o0, quando s — —o0 e para todo x € (.
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(f5) Existe ay > 0 tal que

1 _
if(:c,s)s—F(a:,s)Z—a4, Vs <0ex el

Por fim, no caso em que s é n3o negativo, afim de utilizarmos a condicdo generalizada de
Cerami, vamos considerar a versdo superquadratica empregada por Ambrosetti-Rabinowitz

descrita abaixo.

(fé) Existem 0 > 2,2 <p<oo,p—2<pu(p> w, se N > 3) e constantes positivas

as, ag, a7 € ag, tais que

) F(z,s) — 3f(z,s)s < as|s|” + ag, €

1 _
i) if(x, s)s — F(x,s) > ay|s|* — ag, para todo x € Q e s > 0.

Nés podemos sempre supor que p < p. Além disso, se N > 3, sem perda de generalidade,

temos que p < Note que a condicdo superquadratica em (AMBROSETTI;

2N
(N=2)
RABINOWITZ, 1973)) implica (f3) e (fs) com u=p = 2.

5.2 EXISTENCIA AO MENOS UMA SOLUCAO NAO NULA

Nesta secdo, nosso objetivo central serd demonstrar o Teorema abaixo, que estabelece que

mediante as condi¢des (f1) — (fs), o problema (55.1)) possui ao menos uma solu¢cdo ndo nula.

Teorema 5.2. Suponha que f € C*(Q x R,R), f(x,0) =0 e f satisfaz (f) — (fs). Entdo,

o problema (5.1)) possui pelo menos uma solucdo néo trivial.

No capitulo anterior, provamos um resultado geral que garante que se um funcional
I € C'(H,R) e satisfaz as condicdes (Ce), (Iy) — (I3) entdo I possui a0 menos um ponto
critico diferente de zero em H. Ent3o, para demonstramos o Teorema ﬂé suficiente mostrar
que o funcional associado ao problema (55.1)) satisfaz tais condi¢cdes. O qual o faremos nesta

secao.

Lema 5.3. Suponha que f € C*(Q x R, R) e satisfaz (f1), (f1) e (fs). Entdo, o funcional I,

associado ao problema (5.1)), satisfaz a condicdo de Cerami (Ce).
Demonstracao: Seja (U, )men C H uma sequéncia satisfazendo as seguintes condicdes:

i) I(umy) — ¢, quando m — oc;
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i) |11 (um)[|(1 + [[uml) = 0, quando m — oco.

Queremos mostrar que esta sequéncia possui uma subsequéncia convergente, para tal,
mostremos inicialmente que esta é limitada. Nosso objetivo entao serd garantir que as
sequéncias (U, )men € (U, )men S0 limitadas em H.

Mostremos primeiramente que (u,, )men € limitada.

Por i), tomando ¢ = %, temos que existe my € N tal que

Hum) < (upm)| < 34+c¢,  Vm>my.
Por ii), tomando ¢ = 1, temos que existe my, € N tal que

1 () [[(L + [Jum ) < 1,V m = myg.

Desta forma, tomando m{, = max{mg, my}, usando a desigualdade triangular e o fato de que,

por definicdo I'(u,,) é uma transformac3o linear e, portanto, |I'(wy,)(w,h )| < |[I'(um)]|| [ ||

segue que se m > my, entdo

1

1
Hm) = 5 () (u) < [T(m) = 51w u)
1
< )]+ ) )
1
< Cum)| A+ S () |zl
1
< )|+ SN )|l
< 1-1— + !
— C —
2 2
= c+1.
No que segue a seguinte desigualdade
1, 4
I(ty,) — 5] (up)(uy) < c+1. (5.3)

Por outro lado, pela definicdo de I, temos que

Hm) = 5P n) () = Sl = [ () da

1 ) 1 .
—2/QVum~Vum d:c—l—z/gf(:v,um)um dr.
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7 . + —
Além disso, como u, e u, .

Vi, - Vu!

Escreva Q) = QT U O~

1
§/Qf(x,um)u; dr =

= V(u, +u,) - Vu

sdo ortogonais, segue que

m

= (Vu) + Vu,) - Vu!

= Vu'

m

= Vu!

m

-Vu! + Vu,,
-Vul

+
-Vu,,

m

= |Vu |2

/ [, up)ut do + = /

o 1t

5/ f(w )

2

=0em Q" e f(z,0) =0, temos que

(2, U )t d

Yut do o+ - / + dz
Jut dr +0
+dx+ / +dx

+
o dx.

Ainda, por um argumento analogo ao construido acima, podemos concluir que

/QF(x,um) dx:/QFJ:

Usando a definicdo da norma em H, temos que

||um||2 =

Das igualdades acima,

I(“M) -

m

1) 05

(U, Upn)

u;)dx—i-/qu
Q

(ub +u ut 4+ )

m? 'm

a1 + 2(uss 1) + g, 1®

[ 1+ Nl

= Slunl’

[

-
+ 5 llunll®

dx—/ F(z,u,,) dz
Q

—5MMP+5Lf@wwmwm

,onde Qf = {z € Q| up(x) >0} e ={z € Q| un(z) <0}

Como QF e Q~ s&o disjuntos, u; =0em Q™ e u,,
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Portanto, por (fs)(ii), segue que

Hum) = 5T ) = Sl = [ F(e,u) da

1

[ @)t~ Flo,ul) do
Q

1, 9 _

- — | F

Sl = [ Fu,) de

+a7/ lut |* do — ag|Q|.
Q

v

Segue entao que

v

Lo
— — F ) d

tar / | dz — aro. (5.4)
Q

()~ 31"} 1)

Por (5.2)) e (5.4) concluimos que

1
c+1 > I(uy)— ifl(um)(u;;)
1
= 5”“7:1”2 - /QF(%U%) dzx + az|u | — aqo,
ou ainda,
1, ) N
c+1l+4+a,y > §HumH —/QF(az,um) dx + azlu,, |1, (5.5)

Neste momento, nosso objetivo serd escrever (u,, )men de forma conveniente como a soma
de duas sequéncias limitadas em H. Para tal, seja ¢, a autofuncdo positiva e normalizada
associada a \;. Consideremos agora o subespaco de H gerado por ¢y, o qual denotaremos por
(1) . Tal subespaco é fechado, pois dada ¢ € (), temos que ¢ = Aim i, onde Ay, € (1)
para todo m € N. Uma vez que h,, € (¢1), temos que existe «,, € R tal que h,, = a1,
para todo m € N. Denotando por a = nng%o Qm, temos que, ( = Wlll_rgo Q1 = Qpp, UMa vez
que ¢ n3o depende de m. Portanto ¢ € (1), o que implica dizer que (1) é fechado. Sendo
H um espaco de Hilbert e (¢;) um subespaco fechado, temos que H = (1) @ ()™ . Assim,
para cada m € N, podemos escrever u, = t,,01 + Wy, Wy, € (901)L e t,, € R. Mostremos

entdo que (Wp,)men € (tm)men S30 sequéncias limitadas. Pela caracterizagdo variacional dos

autovalores do problema (55.2)), temos que
fo[Vul? dz _ Jo [Vul? da

A1 = inf .
LT o fqutdr —  [qu*dz ’ (5.6)
2 2
N= i JolVVEdr _ Jo Vol dr (5.7)

velpn)t Joutdr T [qutde
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Portanto, de (5.6)) e (5.7)) seguem as desigualdades

Mluly < Jlull®, ¥ u#0; (5-8)

Dolvl3 < Jloll?, Vv € (pn)" (5.9)
De (5.5)) e da igualdade u,, = t,, o1 + Wy, temos que
1 2 - +
c+1+ap> §||tmg01+wm|| —/QF(x,um) dx + az|u,,[4.
Como ¢, e w,, sao ortogonais, a seguinte igualdade é satisfeita

||tm901 + wm”2 = <tm901 + Wy 5 tp1 + wm>
- <tm()01 ) tm(p1> + 2<tm¢1 5 wm> + <wm 3 wm>

= |ltmer II” + lwmll*.
Portanto

1 1 1
Sltprtwn|P= [ Fe,u,) dotarlu = Sltnerl+5 lwnl?= [ F(r,u,) doarfu s
(5.10)
De (5.8) para u = t,,¢1, temos
1 A1
“Ntmepr? > —/ tmpr|* d
Slltmerl” 2 | [tme]” do

A
= —1/|u7_n—wm|2dx
2 Ja

A A
= ?1 Q(u;l)2 dx — Al/gu;nwm dx + ?l/g(wm)2 dx
A A
= 5 [ @) v =N [ (tnpr + w)wn do+ 5 [ (wn)? da
N A )
= 3 Q(um) dx /\I/thgplwm dx 5 /Q(wm) dx.

Observe ainda que, uma vez que ¢ é solucdo do problema (5.2)) e ¢, é ortogonal a w,,, temos

que
0= /QVgol -V (tpwy,) de = /Q/\lgol(tmwm) dx. (5.11)
Segue de (5.9) aplicada a w,, € (¢1)" e de (5.11)), que

A1

1 )\1 _ )\1 _ >\1
it 2>7/ 24 ——/ Vi > L 2 de — L, |2 (5.12
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Desta forma, concluimos por (5.10)) e por ((5.12) que

(A2 — A1)
29

v [zl(u,;)?—F(a;,u;n) dr. (5.13)

1 _
Sltwor + wnl? = [ Flayuy) do+ ausft P+ arl 1

Por (5.5)) e (5.13)), temos

A2 — A A
(22)\21)me\|2 + aﬂuj;]jj —|—/Q lzl(u,;)Q — F(a:,u;n)] de < c+1+ajp=aj. (5.14)
Por (f4)(i),
/ ﬁ(u_)Q—F(x,u_) d:v>/a6 dx = ag|Q). (5.15)
2™ n — Ja
Por (5.14), (5.15) e sendo ar|u;; |1, as|$2| > 0, temos que
Ay — A
22 | <
. . . 2 2>\2 . J T
o que implica dizer que ||w,,||* < Cbnm = M, ou seja, (Wy,)men € limitada em H.
2 — A1

Uma vez que H — L9()) compactamente, para todo ¢ € [1,2*), temos que, a menos de

subsequéncia, existe w € (p1)" tal que

Wy — W, fraco em H; (),
Wy, — W, forte em L9(Q2),
(5.16)
Wy () = w(x), q.t.p em Q,
|wm ()] < hy(z), q.t.pem Q h, € LIYQ),
emque, 1 <g<ocoeq< (NLTQ) se N > 3. Mostremos entdo que (t,,)mer é uma sequéncia

limitada. Para tal, suponhamos por absurdo, que t,, — 400 ou t,, — —00, quando m — oo.
Se t,, — +00, quando m — +oo, fixado zg € €, por (5.16)) temos que existe h, € LI(Q),

que nao depende de m, tal que
—hy(z0) < wim(z0) < hy(xo). (5.17)
Somando t,,¢1 (o) na desigualdade ((5.17]), obtemos
—hy(z0) + tmd1(x0) < tmdr1(To) + Wi (xo) < hy(xo) + tmdr(x0).
Fazendo m — 400 na desigualdade acima, segue que

U, (T0) = tm@1(z0) + Wi (T0) — +00,
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uma vez que @ (x) > 0 para todo x € Q. O que é um absurdo, uma vez que u,,(z) < 0 para
todo z € €2, logo o caso t,,, — +00, quando m — 400, ndo ocorre.
Por outro lado, se t,, - —o0, quando m — +o0, entdo u,, = t,© + w, — —o0. A

condicdo (fy)(ii) nos diz que existe {2y com medida de Lebesgue positiva tal que

1
§>\1(u_ )2 — F(x,u,) — +oo, (5.18)

para todo = € €. A condicdo (5.18) nos diz que dado ¢ = 1, existe my € N tal que se
m > myg, entdo X (u,,)* — F(z,u,,) > 1, para todo = € €. Isto nos diz que, a sequéncia
de funces hy, : Qo — R, definida por hy,(z) = 31 (u,,(2))? — F(z, u,,(z)) é ndo negativa
para m > myg. Além disso, de , segue que

1
/Q [2)\1(1%(@)2 - F(m,u;l(x))} dr < aq;. (5.19)
O que implica dizer que
1 _ 9 _
sup/ [QAl(um(x)) — F(z,u,,(x ))] dx < ajy.
m JQ
Escrevendo Q2 = Qg U Q, por (f4)(i), temos que para m > my
/h da:—/ () dar + | dm>/ ) di — ag|]. (5.20)
Por (5.20]) e pelo Lema de Fatou, para m > mg temos

hmmf/ hin(x) dz + agl€5] > hmlnf/ )dx > [ liminf h,,(z) dz. (5.21)

Qo

A condicdo (5.18]) e a desigualdade ([5.21)) nos diz que

/Q B)ﬂ(u;(gg))? — F(x,u,(z)) ] dr — +00, (5.22)

quando m — +o00, o que é um absurdo, por (5.19). Logo (tm)men C R é limitada e,
consequentemente, temos que (u,, )men € limitada em H.

Mostremos entdo que (u;"),,em € limitada em H. Para tal, seja N > 3 e s € [0, 1) tal que

s (1—y9)
=" 5.23
pou 2 52)
Isto implica dizer que
_ps p(l—s) 1 1
7 Ty
ps  p(l1—s)
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Escrevendo p = ps + p(1 — s), pela desigualdade de Holder, temos

+p )P d :/ mp8+p(175)d :/ )P mp(175)d
sl = [ () dz = [ (un) o= [ () ()0 d

= ( /Q(um)”sﬁ dx)p”s ( /Q (1, P07 dx) 2ce)
< [(fwmr as)’] [ ([ dx)zaru—@

p(1—s)
2* .

— +|ps |,,+
- |um|,u |U’m
Extraindo a raiz p-ésima na desigualdade acima, obtemos

iy < Juh]3 k|57, (5.24)

Uma vez que HE(Q) — L (), decorre que [u |5 < agsl|ut |9, assim (5.24) implica

que

(1—s)

3 < sl | (5.25)

[ PR (TAN A TA

+|s
mlp:

Além disso, de (5.5) temos que [u;},|% < ¢, para alguma constante ¢ > 0. Portanto, de ((5.25),
concluimos a desigualdade

[t lp < @ualugy |17 (5.26)

Por outro lado, segue da condicdo (f1), que existem constantes ay,as > 0, de modo que
|fs(z,8)| < ails]” + as. (5.27)

Integrando ((5.27)) duas vezes com relacdo a s, obtemos que para certas constantes positivas

c1 € ¢9, a desigualdade a seguir é satisfeita:
F(z,5) < |F(z,s)| < c|s|”? + cols|*. (5.28)

A condicdo (fs)(7), nos diz que existe § > 2,2 < p < 00, p— 2 < p e constantes as, ag > 0

tal que

F(z,s) — ;f(x,s)s < as|s|? + ag, (5.29)

para todo s > 0. Reescrevendo (j5.29)), temos

1
—F(x,s) > —as|s]P —ag — 5f(x, s)s, (5.30)
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para todo s > 0. Observe agora que pela definicdo de I e por ((5.30)), segue

Hum) = 51" un) ) = (5-7) r|umr|2+; [ st o5 [y do
—/ ) dx —/ F(z,u,) dz
> (— ) |uml)® + 9/ [z, ul)ul, dx+;/ﬂf(x,um)um dx

—aslut P —ag — - +d —/F ) d
ag,\um\p ag H/Qf(x,um)um T A (z,u,,) dx
11 , 1 L .
= (5= ) Nl + 5 [ fGsuu, do — [ P do

—as|uf b — ag|Q.
Por (f1), temos que existem constantes positivas b; e by, tais que

Fl@,ug,) < bilug, |7 4 bofus, (5.31)

ml-

Como (u,,)men € limitada, decorre de (5.31)) que f(z,u,,) < k, onde k > 0 é uma constante.
Uma vez que u, (z) < 0 para todo z € €, e (u,,)men € limitada, e portanto limitada

inferiormente, temos que
flzyu, u, > ku, > di, (5.32)
onde d; é uma constante possivelmente negativa. Desta forma, (5.32) implica que

Htm) = 52 () m) = (5= 5) NamlP+ 5 [ 7@ 0, de = [ (o) do

1 1 d, || _
> (== 2 ) lunl? 7—/
> (5= 5l + S5 [ Pl da

—as|u b — ag|Q. (5.33)

Reescrevendo ((5.33)), usando (5.2) e o fato de que (u;,)nmen € limitada, obtemos

1 1 1 d Q
(5 g) ol < ) = g1 ) omn) = T4 [ P00 o+ ahuilp + ol
1 dq|92
< () = 51 () (1) 1' |+/Q cl|u,;|ff+2+c2|u,;|2} dz

+as|u,, [P+ aglQ

< Iu) — 1) ) —

Q] + as|u;, [} 4 ag|Q). (5.34)
Por um argumento similar ao utilizado em ([5.2)), temos que existe uma constante ¢y, tal que

I(uy) — ;I’(um)(um) <o (5.35)
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De (5.34) e (5.35)), temos que

1 1 1 1
(5-5) 1l < (5 5) lunl? < aslunly + b, (5.:36)

onde k; > 0 é uma constante. Portanto, de ((5.26)) e (5.36)) podemos concluir que
g |* < Bl [P+ e, (5.37)

1 S
onde k3 > 0 é uma constante. Da relacdo (5.23)), temos que — < —, o que implica dizer que
p B
< ps. De (fs), temos que . > p—2, portanto p—2 < ps, ou seja, p(1 —s) < 2. Isto mostra
que a sequéncia (u,})nen é limitada em H. De fato, suponha por absurdo, que (u}),en ndo

é limitada. Isto implica dizer que ||u,,|| — 400, quando m — co. De (5.37)), temos que

hs

+|12—p(1-s)
o 70 € b

isto é,
; +||2—p(1-s)

1
Portanto, temos que |ju;| < hy?"™7, para m suficientemente grande. Isto nos diz que
llut]] < C, para alguma constante C' > 0. Segue entdo que (u)n,en é uma sequéncia
limitada em H e, por fim, obtemos que (u;,)men é uma sequéncia limitada em H, como
queriamos demonstrar.

Mostremos entdo que (U, )men POSSui uma subsequéncia convergente. Como H é um
espaco de Banach, e portanto reflexivo, temos que existe uma subsequéncia de (u,)men @
qual denotaremos por (um,; )m,en € u € H, tal que u,,, — u em H. Nosso objetivo entdo
serd mostrar que u,,; — u em H, ou de forma equivalente, ||u,,, — ul — 0. Pela imersdo de
Sobolev, temos que H — L%(f2) para todo 1 < ¢ < 2*, assim temos que [u,,; — u[¢ — 0 em

L9(2). Desta forma, note primeiramente que

I (tt, ) (1) = ||umj||2—/gf(x,umj)umj dz. (5.38)
Reescrevendo ((5.38]), obtemos

et | = T’ (11, ) () —I—/Qf(:zc,umj)umj da. (5.39)
Analogamente

I (1) (12) = (U, 11) — /Q (@t Y do. (5.40)
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Portanto, de (5.40]), temos
(U, 1) = T (U, ) () + /Q J (2, U, Ju d. (5.41)
Por outro lado, temos que
=l = [t =ty 0) = ot ) + (5.42)
Como I'(uy,;) € uma transformagao linear, segue que
i, =l = 7t Yoty =)+ [ 0, o, — ) = a0} + . (5.43)
Nosso objetivo entdo serd mostrar que
= I (U, ) (U, —u) = 0;
= Jo f(@, Um,) (U, —u) dz — 0;
= lull® = (u, um,) — 0, quando m; — +oc.

De fato, primeiramente, observe que, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, por (5.16)) e por (f1), temos que

[ 0, = ) dz 0.

Ainda, sendo H um espaco de Hilbert e u,,, — u, temos que (u,,, u) — (u,u) = [Ju|*, ou

de forma equivalente, ||ul|* = (u,,;, u) — 0, quando m; — 4-o00. Por fim, observe que
1" () (i ) <L () )]t 1< (et )L ([, )

Da condicdo de Cerami, temos que ||’ (ty,, )[|(1 + ||um,||) — 0, quando m; — +o0, portanto

I'(tm, ) (um,) — 0. Observe também que ||I'(um,)|| — 0, pois
(1" (i )| < A (i )N (LA [t )

Uma vez que [[I'(tm;)||(1 + [|um,]|) — 0 entdo [[I'(um,)|| — 0, quando m; — oo o que

implica dizer que
1" (ttm, ) ()| < ()| ]
Desta forma, I'(uy,,)(u) — 0, quando m; — +o00. Isto mostra que

Il(umj>(umj - u) = Il(um]‘)(umg’) - [I(umj)(u) — Oa
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quando m; — +o00. Logo lirri |tm,; — ul| = 0, como queriamos demonstrar. Portanto, o
m;—>+00
funcional I satisfaz a condicdo de Cerami. |

O préximo resultado estabelece que o funcional I satisfaz a condicdo (Ip).
Lema 5.4. Suponha que f € C1(Q x R,R), f(z,0) =0, e satisfaz (f,) e (f2). Entao,

L, q=1,
C,(1,0) =
0, q#1,

em que

i) i=17seX < Ni1, Aj <A<\ e f(x,s) satisfaz (f2)(2) [(f2)(it)] quando X = ),
(A = Ajal;

i1) Se —oo < A < \; e f(x,s) satisfaz (fo)(ii) para A = Ay, entdo i = 0.

Demonstracdo: Suponha que (f;) é satisfeita. Assim, temos que existe A € R, tal que,
fs(z,0) = A, para todo x € €. Observe entdo que existem duas possibilidades para )\, isto é,
ou A é um autovalor do problema ou A & {A1, Ay, - }. Desta forma, a demonstracgdo
sera dividida em dois casos.

No primeiro caso, vamos supor que A & {1, \a, - }. E suficiente mostrarmos ent3o que
0 é um ponto critico ndo degenerado de I em H, pois se isso ocorrer, em virtude do Lema de

Morse temos que 0 é um ponto critico isolado de I, portanto se 0 for um ponto critico ndo

degenerado, segue de (3.27)) que
Z, q=m(0),
0, q#m(0),

em que, m(0) denota o indice de Morse de 0. De acordo com a definicdo [3.24, devemos

112

Cy(1,0)

mostrar que o operador linear L : H — H definido por 1”(0)(v, w) = (L(v),w) é invertivel.
Para tal, mostremos que L ¢ injetivo e sobrejetivo. Seja entdo ug € ker(L), isto é, L(ug) = 0.

Assim, para todo w € H, temos que I”(0)(ug, w) = 0. Mas por definicdo, temos que
I"(0) (ug, w) = / Vugy - Vw dx — / fs(x,0)upw dx = 0, (5.44)
Q Q

para todo w € H. Por (f;), temos que existe A, que neste caso n3o é autovalor do problema

(5.2), tal que f,(x,0) = ), para todo = € . Reescrevendo ((5.44) obtemos

/Q Vo - Vo — ugw] dz = 0, (5.45)
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para todo w € H. Por definicdo, isto implica dizer que uy é uma solucao fraca do problema

de autovalor

—Au = dug, x €€,
(5.46)

ug =0, x € 0N
Mas, como A nado é autovalor do Laplaciano, temos que uy = 0, ou seja, L é injetiva. Vamos
mostrar agora que L = I"(0) : H — H, pode ser expresso da forma L = Id — K, onde
K é um operador compacto. Isto nos garantird a sobrejetividade de L, pois sendo L injetivo,
pela Alternativa de Fredholm [2.81] teremos que L seré sobrejetivo. Para tal, primeiramente
note que pelo Teorema da Representacdo de Riesz, temos que existe uma aplicacao linear e

continua K : H — H, tal que

(K(v)w) = / fs(z, 0)vw dx. (5.47)
Q
Assim, temos que para todo v, w € H
1"(0) (v, w) = (L(v),w) = (I(v), w) = (K(v).w) = (({ = K)(v), w). (5.48)
Desta forma, concluimos que para todo v,w € H ((L — I + K)(v),w) = 0. Tomando ent3o
w=(L—1+K)(v), temos que ((L— 1+ K)(v),(L—I+ K)(v)) =0, isto é, L=1— K.
Basta mostrarmos entao que K é um operador compacto, pois até entdo o mesmo é somente
linear, continuo e bijetivo. Seja entdo (vy,)men Uma sequéncia limitada em H. Sendo H um
espaco reflexivo e (v, )men limitada, temos que existe v € H tal que, a menos de subsequéncia,
Uy, — v em H.
Como H — L*(9), temos que v,, — v, quando m — +oo em L?(£2). Vamos mostrar
entdo que K(v,,) — K(v) em H. De fato, por (5.47)) e sendo f;(z,0) = A, temos
1K (vm) = K()I* = (K(vm) = K(v), K (vn) = K(v))
= (K(vm), K(vm) = K(v)) = (K(v), K(vm) = K(v))
= [ WK () = K@) dz = [ Ao(K(va) = K(0))
Q Q
- / At — V) (K (0) — K (v)) da.
Q
Seja p = 2 e ¢ = 2 seu expoente conjugado. Pela desigualdade de Holder, temos que
1K (vi) = K ()I* < A [vm = 0|2l K (vin) = K (v)]2. (5.49)
Pela caracterizacdo variacional do primeiro autovalor do Laplaciano ([5.6)) aplicada ao operador
K (v,,) — K(v) temos que

| K (vm) = K(v)|2 < iHK(Um) — K(v)]| (5.50)



99

Por (5.49)) e (5.50)), temos que
Al

[ (om) = K(v)]| < AT‘U"‘ — Vla- (5.51)

Fazendo m — +oo em (5.51)), temos que
| K (vy,) — K(v)|| — 0, em H.

Portanto, K é compacto. Segue entdo que L é bijetiva e portanto 0 é um ponto critico n3o
degenerado de I, como queriamos demonstrar.

No segundo caso, vamos supor que A = \;. Sem perda de generalidade, vamos assumir
que \; < Aj+1 e (f2)(4) é satisfeita. Seja a > 0 e consideremos o problema

—Au = f(z,u) +au, z €,
(&) (5.52)

u =0, x € 01,
e o seu funcional associado dado por I,(u) = I(u) — falul3 € C*(H,R). Vamos mostrar que
existe ag > 0 e p > 0 tais que para todo a < ap, a origem é a Unica solucdo de em
B(0, p). De fato, suponhamos por absurdo que, dados p > 0 e a > 0, exista u # 0, tal que
u € B(0,p) eIl (u) = 0. Seja entdo a < 1, pela teoria de regularidade para equagdes elipticas,
podemos encontrar p > 0 tal que se I/ (u) = 0 e |[u]| < p, entdo |u|~ < 7, onde r é definido
na condicdo (fs).

Vamos definir entao

" ta, u(x)#£0
me(z) = u(z) (5.53)
Aj+a, u(x) =0
Mostremos entdo que existe ag > 0, tal que
Aj <mg(x) < Ajp1, para todo a < ay. (5.54)

De fato, por um lado note que se u(z) # 0, por (f2)(i), existe r > 0 tal que se |s| < r, entdo
f(z,8)s — \js*> > 0.

Por definicdo da norma em L temos que |u(z)| < ||u||oo < 7, assim para s = u(x), temos

que

[z, u(x))u(x) — \ju(z) > 0.
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Multiplicando a equacdo acima por > (), obtemos

u?(x)

Somando a > 0 na desigualdade acima, sabemos que a + \; > a, assim

Jeul@) sy has
u(z
. . _ o flas)
Por outro lado, por definicdo de derivada, temos que fy(z,0) = h_r)ré = A\,
s s

uniformemente para z € . Além disso, sabemos que Aj < Ajy1, 0 que implica dizer que
Aj+1—A; > 0. Fixemos ag € (0, Aj11 — A;) que € infinito e ndo enumeravel. Assim, temos que
se a < ag, entdo \; +a < Aj41, pois ag € (0, Aj11 — A;) implica dizer que ag < A\jp1 — Aj,
portanto a + A; < ap + A; < Aj41. Assim, temos que para todo 0 < a < ay,

lim f(z:s)

s—0 S

+a= )‘j +a < )‘j+17 (555)

uniformemente para z € ). Tomando € = \; ;1 > 0 na definicdo de limite, obtemos que existe

r > 0, tal que
se 0 < |s| < r, entdo f(@:s) +a< f(z,s) +al < A\ji1.
s s
. . [f(zs)
Isto nos diz que se 0 < |s| < 7, entdo ———= + a < \j41. Desta forma, como |u(x)| < 7,
s
entao:
z,u(x
Jaul@) ooy
u(z

Portanto, se u(x) # 0, entdo \; < mq(x) < Aj41, para todo 0 < a < qg. Se u(z) = 0, entdo
mq(z) = Aj +a > Aj, pois a >0 e my(x) = A+ a < Ajiq1, sempre que 0 < a < ag, como
queriamos demonstrar. Observe que neste caso a u estd fixada. Agora, vamos considerar o
seguinte problema de autovalor com peso

—Au = vmgy(z)u, =€,
(5.56)

u =0, x € 0f.

Por hipdtese, temos que u é solucdo de (5.52)). Além disso, pela definicdo de m,(z), temos

que

v (z)u(z) = vf(z,u(x)) + a(zx).
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Portanto, por ([5.52)) temos que v = 1 é um autovalor do problema (j5.56)) associado a
autofuncdo u. Porém, pela monotonicidade estrita dos autovalores do laplaciano e por ((5.54]),

temos que

L= Xia(Aj) < Ajga(ma) < Aja(),

Aj(Aj1) < Aj(ma) < Ai(A) = 1.
Isto nos diz que
)\j(ma) <1l )\j+1<ma).

De onde concluimos que 1 esta entre dois autovalores consecutivos. Portanto v = 1, n3ao pode
ser autovalor do problema ([5.56)), o que é um absurdo. Logo, existe p > 0, tal que a origem
é a Unica solucdo de ((5.52)) na bola B(0,p) C H. Assim,

Z7 q = >\i7

Oa q 7é >\i-

Pela invariancia por homotopia [2.67| temos que C,(I,0) = C,(1,,0). Concluimos portanto

Cy(1,,0) =

que

Za q = )‘i7
Cy(1,0) =

5.2.1 Demonstracdo do Teorema 5.2

Nosso objetivo é garantir que o funcional I satisfaz as condi¢ces (Ce), (1y), (I1), (I2) €
(I3). Note que a condi¢do (Ce) foi mostrada no Lema|[5.3)e a condicdo (I;) foi mostrada no
Lema 5.4

Mostremos entdo que ([;) é satisfeita. Para tal, observe inicialmente que, por definicio de

I, temos que dado u € H

1)~ 5T @) = Sl — [ Fleu)de— Sl + 5 [ ) da

= ;/Qf(:c,u)u da:—/QF(:c,u) de. (5.57)
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Escrevendo Q@ = QT UQ ™, onde QT = {z € Q | u(z) >0} e Q = {z € Q| u(x) < 0},

segue que uma vez que O e O~ sdo disjuntos, ut =0em Q- eu” =0em Qt e f(x,0) =0,

temos que

1 1 L

i/gf(az,u)udaz = §/Qf(:v,u)(u +u”) dx
zl/fxuu+dm+1/fxuu_dx

2 2

= 2/ (z,u")u® do + = / uT)u” dx
_ = + : Vo~
= 2/Qf(ac,u u d:t+2/9f(x,u u” dx.

Analogamente, temos que

_ - -
/QF(a:,u)d:v—/QF($,u )dﬁ—{—/QF(:E,u ) dz.
Assim,

flr,uMu™ — F(z,u") dx

N[ —

;/Qf(x,u)udx—/QF(sc,u) de =

Q

+

2
N | —

e (fs), segue que
1 . _
/ {zf(x,u Jum — F(z,u™) ] dx > —ay|Q|.
Q
e (fs)(i7), temos que
1
/ §f(x,u+)u+ — F(z,u") dox > a7|u+|ﬁ — ag|Q| > —ag|Q|.
Q
Tomando k£ > max{ay|Q|, as|2|}, temos que
1 !
I(u) — 5[ (u)(u) > —k.

Definindo entdo d; = —k, temos que se u € I% entdo I(u) < d;. Logo

dy — ;I’(u)(u) > I(u) — ;I’(u)(u) > d,.

Assim, se u € 1™, entdo

No que segue

I'(u)(u) <0,

flx,u”)u™ — F(x,u") dx.

(5.58)

(5.59)

(5.60)
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para todo u € I,. Portanto (1) é satisfeita.

Definamos o conjunto
ST ={uedB(0,1) | I(tu) - —o0,se t — +00}.
De modo a provar que (1) é satisfeita, mostraremos que
S~ =0B(0,1)" ={uedB(0,1) | ut £ 0}.

Primeiramente, afirmamos que 0B(0,1)" C S~. De fato, seja u € 0B(0,1)", isto é,
u € 0B(0,1) e u™ # 0. Note que

1
mwzymW—Amme.

F(z,s)

>— — +00 quando s — +00, uniformemente para todo x € Q.
s

Por (f3), temos que

Note que [ju|| # 0 e |u|3 # 0, pois u™ # 0. Assim, por definicio de limite, temos que dado
2

[l
M >
2lu* 3

existe C'yy > 0 tal que

. F(x,s
se s > (s entdo (2’)>M,
s

isto é, F'(z,s) > Ms?. Consequentemente,
—/ F(x,s) dz §/ —Ms*dx, Vs> Cy.
Q Q

Observe também que, como u™ # 0, entdo tu™ — +o00, quando ¢t — oo. Portanto, como
QF C Q, temos que
2
u
I(tu) < #* <H2|| - M|u+\§> :

HuH2 , temos que
2lut 3

quando t — +o0. Portanto,

ul?

Sendo M > 5

2
— M|u+|§) < 0. Logo, t* (HUQH — M|u+|§> — —00

2
I(tu) < 12 (”“2” - M|u+|§> o0

Isto significa que u € S~, no que segue a inclusao.

Mostremos agora que S~ C 0B(0,1)", para tal mostraremos que se u €
0B(0,1)\9B(0,1)* entdo u ¢ S~. De fato, se u € 9B(0,1)\9B(0,1)", temos que ut = 0,
isto implica dizer que tu < 0 para todo ¢ > 0. Além disso, ||u|| = 1. A condi¢go (f4)(7), nos
diz que

1
—F(z,tu) > —az — 5/\1(tu)2. (5.61)
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Portanto, de (5.61)), definicdo de I, caracterizagdo variacional do primeiro autovalor ((5.6)) e

de ||lu|| = 1, temos
t2
I(tu) = §HuH2—/QF(Jc,tu) dz

t2

= 5—/9F(x,tu)d93

> r /[ +1/\(t )2]d

= 3 a3 9 1tu X
t? 1

= §—a3|9|—§/\1t2|u|§
t? t2

> §_GS|Q|_§HUH
t? t?

ST p—
3 ~wl=3

= —a3|Q|.

Deste forma, concluimos que, I(tu) é limitado inferiormente, para todo ¢t > 0.
Consequentemente u ¢ S, pois do contrario I(tu) — —oo, quando ¢t — oo. Decorre entdo
a inclusdo S~ C 9B(0,1)*. Portanto S~ = 0B(0,1)".

Falta mostrarmos entdo que 9B(0,1)* homotopicamente equivalente a um ponto. Para
tal, seja u € 9B(0,1)* e t € [0,1], vamos definir u;(z) = (1 — t)u(z) + t¢1(x). Note que,
para todo z € €1, tem-se que u; > 0, pois ¢; > 0 para todo = € 2. Vamos definir entdo o
mapa 7 : [0,1] x 9B(0,1)* — 0B(0,1)*, dado por 7(t,u) = u||u| " Este mapa esta bem
definido, pois u|lu¢||z' € OB(0,1)*. Além disso, 7(0,u) = [(1 — 0)ug + 0.¢1]||uol|5" = v,
para toda u € 9B(0,1)T e 7(1,u) = (1 — 1)u + 1¢; = ¢1, uma vez que ||¢1|| = 1. Observe
que, neste caso, a aplicacdo 7 independe de x, isto significa dizer que 7(1,u) é constante.
Logo, 9B(0,1)" é homotopicamente equivalente a um ponto.

Por fim, a condicdo (/3) é uma consequéncia direta da desigualdade , uma vez que
dela decorre que para todo u € 9B(0,1) \ S™, para dy = —a3|Q2| < 0, vale que I(tu) > ds.

Portanto, pelo Teorema , temos que o problema possui pelo menos uma solucao

nao trivial.
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5.3 MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES

Vamos agora estudar a existéncia e multiplicidade de solucdes para o problema ([5.1)), onde

f(z, s) satisfaz as condicdes (f1), (f2), (f3), (fe),
() L

— —00, se s — —00, uniformemente para todo z € Q.

De maneira geral, temos que as hipdteses (f4) e (f5) podem ser dispensadas, desde que a
f(zx,s) satisfaca (f7). Para tal, nés definiremos uma funcdo auxiliar, mostraremos que esta
nova funcdo satisfaz as condicdes (fy) e (f5) e invocaremos o Teorema para garantir
que o problema associado a essa nova funcao auxiliar possui uma solucao nao trivial e em
seguida mostraremos que esta solucdo ainda é solucdo de . Além disso, para existéncia
de solugdo n3o trivial, tal existéncia independera do fato de A, obtido pela hipétese (f3) ser
ou nado ser autovalor do problema , diferentemente do que ocorrerd com a multiplicidade,
que uma das hipdteses fundamentais serd que a funcdo f(z, s) satisfaca a condicdo (f5) para
A = \o. Esta condicdo é imposta para que o funcional associado ao problema auxiliar satisfaca
a condicdo () para i # 1, condicdo esta necessaria para recorremos ao Teorema , afim
de garantirmos a multiplicidade de pontos criticos do funcional e, portanto, multiplicidade de
solucdes. Observe ainda que esta configuracdo para os grupos criticos de I é decorréncia do

Lema [5.4, sem mais delongas, podemos enunciar de forma precisa o resultado a seguir.

Teorema 5.5. Suponha que f € C1(Q2 x R,R), f(z,0) =0 e satisfaz (f1), (f2), (f3), (fs) e
(f7). Entdo, para cada A\ € R o problema (5.1)) possui pelo menos uma solucdo néo trivial.
Além disso, se \ € [A\y,00), com f(x,s) satisfazendo (f)(i) para A = g, entdo o problema

(5.1)) possui pelo menos trés solugbes ndo triviais.

Demonstracdo: Suponha que (f7) seja satisfeita. Por definicdo de limite, temos que para
(@, s)
s
Uma vez que sy < 0, temos que —so > 0, portanto, f(z,s) > 0 para todo s < s.

A = —1, existe sy < 0, tal que se s < sy entdo < —1, ou seja f(z,s) > —s > —so.

Vamos definir entao

f,s) = f(x,8)x(s) + [z, 50)(1 = x(9)),

em que x : R — [0,1] € C* é tal que x(s) =1, para s > 59 e x(s) =0, para s < 59 — 1.

Mostremos ent3o que f(x,s) satisfaz as condicdes (f1) — (fs)-

= Vejamos que f satisfaz (f).
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De fato, para todo x € ), temos que f,(x,s) = fi(z,s)x(s) + [f(z,s) — f(z, s0)]X'(5).
Vamos dividir a demonstracao em 3 casos, o primeiro deles é o caso em que s > s3. Neste
caso, segue da definicio de f, que f(x,s) = f(x,s), portanto a condicio é imediata para
s > 8.

O segundo caso a considerarmos, serd o caso em que s € [sg — 1, so]. Observe que neste
caso, como [so — 1,50] é compacto e x € C™, segue que X |(s,—1,5] é limitada. Além disso,
aplicando a condicdo (f;) para f, temos que |f(z,s)| < g1|s]"! + go|s|. Para todo o > 0
fixado, considere a aplicacdo s — |s|®. E claro que esta aplicacdo é continua e portanto
limitada no compacto [sy — 1, so], o que nos diz que |f(x,s)| < ki, onde k; > 0 é uma
constante que n3o depende de s € [sy — 1, so]. Analogamente, mostra-se que | f,(x, s)| < ko,

onde ky > 0 é uma constante. Portanto, temos que para todo s € [sg — 1, s

| fs(@, s) Ix () + 1f () X' (8)] + [ £ (@, 50)] [X'(5)]
< ko + 2k ks

[f(x,5)]

IN

S |S|0 + ]{32 + 2]{71]{73.

Logo f satisfaz (f1), para s € [sg— 1, s9]. Se s < 59— 1, implica dizer que f(x,s) = f(z, so),
ou seja, f é constante com relacio a s e portanto, sua derivada | f,(z, s)| = 0 < a4|s|” + ax,

para quaisquer a;,as > 0. Portanto, f satisfaz (fy).
= Mostremos ent3o que f satisfaz (fs).

Suponhamos que a condicdo (f>) seja valida para f, isto nos diz que fy(x,0) = A, para algum
A € R. Mostremos ent3o que para este mesmo ), tem-se que f(z,0) = \. De fato, por

definicdo de derivada, temos que para h suficientemente pequeno de modo que, h > sq, vale

que
Fa0) = i /03D 2 IO
_ }llig(l)f(x,o—l—h})L—f(x,O)
= (0
= A\

Além disso, se A = \;, onde \; € um autovalor do problema (5.2), temos que tomando r = =2,

temos que se |s| < r, implica dizer que % < s, o que implica dizer que f(z,s) = f(z,s),

portanto, neste caso, a condic3o (f2) para f decorre do fato de que f satisfaz (f»).
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= Mostremos agora que f satisfaz (f3).

Suponha que f(x,s) satisfaz (f3). Por definicdo de limite, temos que dado A > 0, existe

F(z,s)

s1(A) > 0, tal que se s > s1(A) entdo 2 A. Observe entdo que se s > s; entdo

f(z,s) = f(z,s). Portanto, dado A > 0 arbitrario, temos que para todo s > s;(A) vale que
Ia F F
<x2’ 8) _ (J;’ ) > A, isto é, (xz, s)
s s s

— +00, quando s — +o00. Intuitivamente, estamos

F(x,s)
52

acordo com a definicdo de f, temos que para s > sg, f(x,5) = f(x,s), isto nos diz que a

preocupados com o comportamento de

para s suficientemente grande, porém, de

condicdo (f3) para f, decorre imediatamente da condic3o (f3) para f.
= Vejamos agora que f satisfaz (fy).

Antes de iniciarmos a demonstracdo, uma observacio que devemos notar é que,
diferentemente do que foi feito nos casos anteriores, aqui a aplicacao f nao necessariamente
satisfaz a condicdo (f4). Aqui, dividiremos a demonstracdo em 2 casos, o primeiro caso a ser
analisado é o caso em que s € [sg, 0]. Seja sp < s < 0, ou de forma equivalente 0 < —s < —s,.
Note que |f(x, s)x(s)| = |f(x,s)| |x(s)| < |f(z,s)]|, assim, por (f1), temos que para todo s

no compacto [s, 0],
|f(@,8)| < ka. (5.62)

Isto implica dizer que

Integrando, obtemos que

O que implica dizer que

0
ks < /f(x, s)x(s) dt < —kys.

Por sua vez, temos que ki1s > k;sg, para todo s € [sg,0]. Definindo entdo ¢; := kysy < 0,
0
temos que [ f(z,s)x(s) dt > ¢, para todo s € [sg,0]. Um argumento analogo, garante que

existe ¢y < 0, tal que para todo s € [sg, 0],

0

/f(:v,t) dt > cp. (5.63)

50
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Assim, para cada s € [sp, 0], temos que

0
A — )\
2 _F(r,s) = 282+ /
2

0

:45 / Qﬁ+/f@@M1—Mmdt

=0

v

0
| fanx( dt

>

Portanto, f satisfaz (f1), para todo s € [sg,0]. Além disso, note que, neste caso, n3o faz
sentido analisar o caso em que s — —o0, pois s pertence a um conjunto compacto. Uma
observacdo a ser feita é que, a escolha do sy como extremo do intervalo, deve-se ao fato de f
n3o ter sinal definido em [sg, 0], diferentemente do que ocorre quando s < s, pois neste caso
f é n3o negativa e portanto, f é n3o negativa e desta forma, a partir de certo momento, as

integrais a qual estaremos trabalhando serdo positivas. Seja s < sg, arbitrario. Note que

A = A r_
2l — A2
5 F(z,s) 5 +8/f(x,t)dt

- /\2152+/f(a:,t)x(t) dt—i—s/f(a?, so)(1 — x(t)) dt

_ Mg /fxt tﬂﬁ+/f@¢mayﬁ+/f@ﬁwﬂ—xﬁﬂﬁ

2
>0 >0
A 0
> St [ flatx() di
S0
> -
= 28 +
Z Ct.

Portanto, temos que f satisfaz (f5)(). Da peniltima desigualdade acima, fazendo s — —oo

temos que para todo z € (),
A
5132 — F(x,5) — +o0.

Ficando assim estabelecida a condico (f4) para f.

= Vamos mostrar ent3o que f satisfaz (f5), embora f n3o necessariamente satisfaca tal

condicdo.
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Para tal, vamos dividir a demonstracdo em 2 casos, o primeiro serad quando s € [so — 1,0], ou
de forma equivalente, —s € [0, 1 — s¢|. Para tal, observe primeiramente que, neste caso por

(f1) aplicada a f, tem-se que

1—
’2f(x,s)s < er]s|7T? 4 egls)?
S 61(1 — So)a+2 + 62(1 — 50)2.
. 1—
Definindo k3 = e1(1 — 50)7™ + ex(1 — s0)%, vemos que §f(a:,s)s < ks, ou seja,

1—
—ks < 5]’(9&,5)5 < ks, para todo s € [sg — 1,0]. Com um argumento andlogo a ((5.63)),

vemos que para todo s € [so — 1, 0], tem-se que existe j; > 0, tal que

0
/7(;5,75) dt > —j,. (5.64)
Desta forma,
;f(:c, s)s — F(x,s) = ;f(x, s)s + /SO flz,t) dt
= —ks—J1.

Portanto, f satisfaz a condic3o (f5), quando s € [sy—1,0]. A escolha de sy — 1 como extremo
do intervalo, deve-se ao fato de que f(z,s) é constante com relacdo a s, quando s < sp — 1

e n3o negativa neste mesmo dominio. Seja ent3o s < sy — 1. Utilizando a definicdo de f, as

desigualdades ((5.62)) e (5.64) e o fato de f ser nio negativa para todo s < sg, temos que,

;f(x,s)s — F(z,s) = ;f(a;, s)s + /7(x,t) dt

0 so—1 so—1
_ ;f(a:,s)s+/f(x,t) at+ [ Foyirs [

> Cfws)s— i+ [ o) di

= SIGes0)s (s (s0 — 1) = (@ s0)s s

- _;f(x, s0)s + f(z,s0)(s0 — 1) — ju

_jl + ]{Zl(SO — 1)

v

Portanto, tomando a4 = min{—(—kz — j1), —(—7j1 + k1(so — 1))}, vemos que f satisfaz (fs),

para todo s < 0.

= Por fim, vamos verificar a condic3o (fs) para f.
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A condic3o (fs) é imediata, pois f satisfaz (fs) e para todo s > 0, f(x,s) = f(x,s). Uma vez
que esta funcdo satisfaz as condi¢cdes (f1) — (fs), pelo Teorema[5.2) temos que o problema

—Au = f(x,u), €, (5.65)

u =0, x € 0N.
possui pelo menos uma solucdo u n3o trivial. Mostremos entdo que u é solugdo de (5.1)), para
tal, devemos mostrar inicialmente que u > s para todo = € (2. Defina uy, = u — Sp, nosso
objetivo entdo é garantir que u,, > 0 para todo x € . Escrevendo v/ = max{u — 5,0} e

U, =u ub

s so — Ug,, Vemos que ug, > 0 se, e somente se, u, = 0.

Afirmamos entdo que u, = 0, para todo x € 2.

De fato, como u é solucdo fraca de ((5.65)), temos que para toda v € H,
T'(u)(v) = / Vu - Vv dr — / f(z,u)v dx = 0.
Q0 Q

Para v = u , temos que

T’(u)(u;o) = /QVuVu;o dx — /Qf(x,u)us_o dx = 0.
Uma vez que uf, +u;, = uy, = u — So, temos que u , +uj + so = u. Assim,

Vu - Vu,, = V(u, +ul +so) - Vu, = Vu, - Vul + Vu, - Vu, =|Vug|*

S0

Logo,

-/

T (u)(us,) = /Q Vg |2 do — /Q Flo, u)ug, do. (5.66)

Por fim, escrevendo 2 = Qf U Q) , como uma decomposicdo disjunta de subconjuntos, onde
QF ={r € Q| us(z) >0} eQf ={recQ|u,(r) <0} temos que, se x € (2 entdo
us, (1) < 0 e, portanto, u(x) < so. Desta Gltima desigualdade, temos que f(z,u(z)) > 0,

para todo x € € . Assim, uma vez que u; =0 em Qf eul =0em Q temos,
—/Qf(:c,u)u;) de = —/+ flz,u)uy, do— /Qs‘o flz,w)uy, do

:—/ xuu dx

v

Assim, de (5.66) temos que 0 > ||u;, || e, portanto u;, = 0 em . De onde concluimos que

u > Sg, para todo x € €.
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Vamos mostrar agora que u é solucdo fraca de (5.1)). Note que, como u > sg, para todo

r € Q, entdo f(x,u) = f(z,u) e portanto, para toda v € H,

I'(w)(v) = /Qvu-w dm—/ﬂf(x,u)v dz
— /QVU-Vde—/Q?(x,u)vdx
= T(u)(v)
— 0.

Portanto, u é ponto critico do funcional /. Além disso, como u é n3o trivial, temos que para
todo A € R, u é uma solu¢do nio trivial de (5.1)).

Agora, suponha que A € [\, 00) e f(x,s) satisfaz (fy)(i) para A = Ay. Sem perda de
generalidade, vamos assumir que existe um numero finito de solu¢cdes do problema (5.65)),
pois do contrario, o resultado ja estaria demonstrado. Vamos mostrar entdo que o funcional

1, definido por

T(w) = Slull? ~ [ Fa,s) dr.

onde F(x,s) = jsf(x,t) dt, associado ao problema, (5.65)) satisfaz as hipdteses do Teorema
0

4.12| Primeiramente, mostremos que I possui um minimo local ug # 0. Para tal, vamos definir

. 0, se s > 0,

flz,s) =

f(z,s), ses<O.

Consideremos agora o funcional,

~

-~ 1
I(u) = §HUHQ — /QF(:L',u) dz, para todou € H,

onde F(z,s) = fsf(x, t) dt, de classe C'(H,R). Vamos mostrar que I é limitado inferiormente,
para todo u € h(f). De fato, primeiramente note que I(u) > — [, F'(x,u) dz, para todo u € H.
Além disso, note que para todo s > 0, ]3(91:,3) = (. Basta entdo nos preocuparmos com o
caso s < 0.

0_
Note ainda que, se s < 0, entdo —F'(z,s) = [ f(z,t) dt. Outro fato importante a se notar
S

é que f(x,s) > 0, para todo s < sq. Desta forma, segue que

/Of(x,t) dt = /Of(yc,t) dt + 7f(x,t) dt
. 5

> [T at

S0
Ca.

v
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Isto implica dizer que para todo u € H, f(u) > ¢|Q?|. Logo T é limitado inferiormente. Assim
existe my tal que my = dleljf{ I(u). Como 0 € H e I(0) = 0, temos que, pela definicio de
infimo, my < 1(0) = 0, logo my < 0. Portanto, existe ug # 0, tal que uy é minimo local de
I(u). Mostremos ent3o que ug é uma solucio negativa de (5.69). Para tal, devemos mostrar
que ug (r) = 0, para todo = € ). Observe que, como g é minimo de I, temos que ug é

solucdo fraca do problema

o~

~Au = f(x,u), r€Q, (5.67)

u =0, x € 0f.

Por definicdo de solucio fraca e usando ug como func3o teste, temos que

o)) = [l = [ Fla uo)u da
= g 2= [ Fo,uiyu do
Q
=l
= 0.

Logo up < 0. Além disso, pelo principio do méaximo, temos que uy < 0. Portanto, como em
(FIGUEIREDO, [1987)), temos que I possui um minimo local ug # 0.

Como f satisfaz (f1) — (fs), argumentos iguais aos utilizados nos Lemase mostram
que o funcional I satisfaz (Ce) e (I) para i # 1. Além disso, seguindo os passos da
demonstracdo do Teorema , segue que [ satisfaz (I1) — (I3).

Mostremos entdo que o funcional I satisfaz a condicdo ([g). Para tal, devemos mostrar
que se u é tal que, m(u) = 0, entdo dim(ker(I (u)) < 1. Para tal, seja u € K, tal que

m(u) = 0, por definicdo temos que a forma bilinear, definida por
B(v,w) = (I (u)(v),w) = / VoVw dz — / fo(z, w)ow dx (5.68)
Q Q

é tal que B(v,v) > 0, para todo v € H, pois m(u) é definido como a dimensdo méxima do
subespaco de H tal que B é negativa definida. Identificando entdo L = 7//(u), seja entdo

vy € ker(L), tal que vy # 0 isto é, L(vg) = 0. Isto nos diz que

(L(vg),w) = /QVvoVw dx — /Q?s(x, w)vow dx = 0,

para todo w € H. Isto &,

/viovw dr = /Qfs(:c,u)vow dx.
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Desta forma, temos que vy é uma solucao fraca do problema de autovalor com peso

m(x) = f,(x,u), dado por

—Avg = m(x)vy, z € Q,
’ ’ (5.69)

UOZO, 33689,

para A = 1, ou seja, vy € ker(L) se, e somente se, vy € ker(—A —m).

Basta entdo mostrarmos que dim(—A —m) = 1. Para tal, observe inicialmente que, como
feCHQ x R,R) temos que m € C(9).

Desta forma, pelo Teorema de Hess-kato (2.22)), temos que existe A;(m) > 0 e uma
autofuncdo ¢; > 0 tal que dim(—A — Aym) = 1. Nosso objetivo entdo, serd garantir que
A(m) = 1.

Primeiramente, sabemos que, ¢; é solucdo fraca do problema de autovalor com peso para

A = A1 := A\;(m), desta forma temos que,
/ Vo Vo — )\1/ meov de = 0,
Q Q
para toda v € H. Tomando v = ¢, vemos que
/ V0|2 da — )\1/ me? dr = 0, (5.70)
Q Q
A equacio ([5.70)), nos fornece duas informacdes:

i) Sendo Ay > 0 e |[¢1]| > 0, uma vez que ¢; > 0, temos que

/m¢fdx>0
Q

_ Jo |V¢1’2 dx
meﬁﬁ% de

Tomando v = ¢1 em (5.68)), como m(u) = 0, temos que B(¢1,¢1) > 0, assim

A1

/|v¢1\2 da:z/mapf dz,

Q Q

isto é,

_ Jo IVé:1]? da > 1
Jomet dv

Por outro lado, (5.69) nos diz que A = 1, também é autovalor do problema ([2.6). Como

Re(1) > 0, pelo item i) do Teorema [2.22| temos que 1 > A;(m), portanto, temos que

A
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A1(m) = 1, como queriamos demonstrar. Outro fato a ser notado é que tomamos vy # 0,
pois se ker(I" (u)) = {0}, a condicdo (I;), seria imediata. Portanto, I satisfaz (I5). Por
fim, note que, um argumento analogo ao utilizado no Lema garante que para cada
u € K tem-se Tll(u) : H — H pode ser expresso da forma T"(u) = Id—T,onde Id é o
operador identidade e T' é um operador compacto. A maior diferenca que podemos encontrar
na demonstracao deste fato, é que no caso do , fs(x,0) = A, constante. Para o caso
u € K, na desigualdade (5.49)), devemos utilizar que f,(z,u(z)) é continua no compacto
Q, portanto, [f,(z,u(z))| < C, onde C > 0 é uma constante. Isto garante que 1" (u) é um
operador de Fredholm, para cada u € K. Assim, pelo Teorema [4.12| temos que I possui pelo

menos quatro solucdes, como queriamos demonstrar. [ |
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, utilizamos ferramentas da analise matematica e topologia algébrica para
garantir a existéncia e multiplicidade de pontos criticos para uma classe de funcionais
I: H — R, de classe C? definidos em um espaco de Hilbert H, que satisfazem as condicdes
(Ip) — (Ig), apresentadas no decorrer do capitulo 3, além da condicdo de compacidade de
Cerami (Ce).

Para isto, recorremos a artificios da Teoria de Morse que foram abordados no capitulo
2. Neste capitulo, apresentamos alguns resultados gerais da teoria de Morse, dentre estes
o Teorema [3.27] que permitiu descrever precisamente os grupos criticos de pontos criticos
isolados de uma aplicacdo f € C?, no caso em que este é de minimo local ou nio degenerado.
Logo em seguida, apresentamos o Teorema de Splitting, também conhecido como Lema de
Morse generalizado que como consequéncia, permitiu descrever alguns grupos criticos de
pontos criticos possivelmente degenerados, como foi visto no Teorema [3.40] Neste mesmo
Teorema, vimos que a hipétese do funcional ser de classe C? é fundamental, uma vez que este
recorre em sua demonstracao ao Teorema da Funcao Implicita.

Tais resultados de descricdo de grupos criticos, foram (teis principalmente na demonstracao
do Teorema [4.12, que permitiu garantir a multiplicidade de pontos criticos. Por este motivo,
neste resultado o funcional teve que ser de classe C? e de Fredholm. Por outro lado, para
garantir a existéncia de um ponto critico n3o trivial, apresentada no Teorema 4.6 foi necessério
apenas que o funcional fosse de classe C'. Isto acontece pois em sua demonstrac3o, utilizamos
apenas resultados que n3o careciam do Teorema de Splitting.

Finalmente, no Gltimo capitulo, vimos como a Teoria de Morse pode ser empregada para
garantir a existéncia e multiplicidade de solucGes para uma classe de Problemas Elipticos
Semilineares. Neste momento, trabalhamos com o operador Laplaciano e com uma funcdo
f € C*Q x R,R) satisfazendo as condicdes (f1) — (fs), em um dominio suave e limitado
) C RY. Estas condicdes sobre a f permitiram garantir que o funcional I € C? e satisfizesse
(Ip) — (Is), além de (Ce), necessarias para utilizar os resultados do capitulo anterior. Neste

cenario, atingimos nosso objetivo garantindo a existéncia de ao menos 4 pontos criticos.
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