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RESUMO

Nesta dissertacdo analisamos o problema da busca aleatéria em uma e duas dimensoes, em que
o caminhante aleatério tem os tamanhos de seus passos com distribuicGes do tipo lei de potén-
cia, Lévy e exponenciais simples e duplas. Em uma dimensao, consideramos um espaco finito
de busca com extensdo L, no qual o caminhante parte de uma posicao 0 < xy < L na busca
por sitios alvos localizados nos extremos do intervalo, + = 0 e x = L. Em duas dimensoes,
em um espaco de busca L x L, o caminhante parte de uma distancia o < L do sitio mais
proximo. Estudamos, entao, a melhor estratégia para encontrar um desses alvos no regime de
baixa densidade de sitios. O problema da otimizac3do de buscas aleatérias possui varias aplica-
cBes, sendo uma das mais relevantes a busca de alimentos por animais ("animal foraging").
Nesse contexto, um novo impulso surgiu na década de 1990 pela aplicacao da distribuicdo de
Lévy para explicar a existéncia de longos passos, permitindo, assim, explorar diferentes regides
do espaco de busca de maneira mais eficiente, principalmente quando nao se tem informacdes
prévias sobre a localizacdo dos sitios alvos. Observa-se, de fato, que quando o buscador ndo
tem informacdes sobre o espaco de busca e inicia préximo a um sitio alvo a distribuicdo de
Lévy com indice de estabilidade o =~ 1 apresenta a maior eficiéncia. Contudo, alguns trabalhos
recentes questionam se a distribuicao de Lévy ainda é a mais eficiente quando o buscador
possui informacdes especificas a respeito de comprimentos tipicos relevantes do sistema, tais
como o espacamento médio entre os sitios e a dimens3o do espaco de busca. Nesse contexto,
a distribuicao exponencial dupla com escolhas dos comprimentos caracteristicos 7, > L e
Ty < L apresenta maior eficiéncia. No presente trabalho comparamos as eficiéncias de buscas
uni e bidimensionais para distribuices de tamanhos de passos dos tipos exponencial simples,
exponencial dupla, lei de poténcia (limite assintético para grandes passos da distribuicdo de
Lévy) e Lévy. Realizamos um estudo da eficiéncia méxima aumentando os valores de L (isto
é, tornando o ambiente mais escasso em sitios), utilizando simulacdes computacionais via
método de Monte Carlo. Obtivemos, de fato, uma maior eficiéncia da busca aleatéria para
a distribuicdo exponencial dupla (com 71 > L e 75 < L), seguida da lei de poténcia e por
altimo a exponencial simples, tanto em uma quanto em duas dimensdes. Verificamos que isso
ocorre por causa da escolha especifica de comprimentos caracteristicos e pesos especificos para
a exponencial dupla. No entanto, caso o buscador ndo tenha conhecimento prévio do espaco,

tal escolha especifica é muito pouco provavel, e assim, na auséncia de informacGes sobre o



espaco de busca, a distribuicdo de Lévy permanece como a mais eficiente em buscas aleatérias

em uma e duas dimensdes.

Palavras-chaves: caminhadas aleatdrias; buscas aleatérias; distribuicao de Lévy; eficiéncia;

distribuicao exponencial.



ABSTRACT

In this dissertation we analyze the problem of random searches in one and two dimensions,
in which the random walker has its step sizes with power law, Lévy and single and double
exponential distributions. In one dimension, we consider a finite search space with extension
L, in which the walker starts from a position 0 < xg < L in the search for target sites
located at the extremes of the interval, x = 0 and z = L. In two dimensions, in a search
space L x L, the walker starts from a distance zy < L from the nearest target. We then
studied the best strategy to find one of these targets in the low density regime of target sites.
The problem of optimizing random searches has several applications, one of the most relevant
being the search for food by animals ("animal foraging"). In this context, a new impulse
emerged in the 1990s by the application of the Lévy distribution to explain the existence
of long steps, thus allowing to explore different regions of the search space more efficiently,
especially when there is no prior information about the search space. It is observed, in fact,
that when the random searcher has no information about the search space and starts close to
a target site, the Lévy distribution with stability index o = 1 presents the highest efficiency.
However, some recent works question whether the Lévy distribution is still the most efficient
when the searcher has specific information about relevant typical lengths of the system, such
as the average spacing between sites and the dimension of the search space. In this context,
the double exponential distribution with choices of characteristic lengths 7y > L and 7 < L
presents higher efficiency. In the present work we compare the one- and two-dimensional search
efficiencies for single exponential, double exponential, power law (asymptotic limit of large steps
of the Lévy distribution) and Lévy step size distributions. We carry out a study of maximum
efficiency by increasing the values of L (i.e., making the environment more sparse in target
sites), using Monte Carlo simulations. We actually obtained higher efficiency for the double
exponential distribution (with 7 > L and 7 < L), followed by the power law and finally the
single exponential, both in one and two dimensions. We verify that this happens because of
the specific choice of characteristic lengths and specific weights for the double exponential.
However, if the searcher has no prior knowledge of the space, such a specific choice is very
unlikely, and thus, in the absence of information about the search space, the Lévy distribution

remains the most efficient one in random searches in one and two dimensions.

Keywords: random walks; random searches; Lévy distribution; efficiency; exponential distri-
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1 INTRODUCAO

Qual a forma mais eficaz de buscar um conjunto de alvos aleatoriamente distribuidos
os quais ndo conhecemos suas localizacdes e o buscador s6é tem informacdes acerca de sua
proximidade? Qual seria a melhor maneira para aumentar a probabilidade de encontrar os alvos
de maneira mais eficaz?

As buscas aleatérias sdo bem comuns, pois em varios casos a localizacdo dos alvos ndo
é conhecida atraindo o interesse de varias areas de pesquisa. Além disso mesmo tendo varias
aplicacdes diferentes os mecanismos fisicos dessas buscas sao os mesmos, o que permite utizar
os mesmos métodos e ferramentas no estudo de aplicacGes bem diversas, como busca de
alimento por animais, recuperacao de pocos de petréleo em reservatérios maduros entre outras
aplicacdes. (LUZ et al), [2009)). Interessante observar que os resultados para a eficiéncia dessas
buscas ndo dependem da distribuicdo dos alvos ser heterogénea ou homogénea (WOSNIACK
et al,, 2015). E verifica-se, desde de 1999, que a distribuicdo de Lévy (VISWANATHAN et al.,
1999), (VISWANATHAN et al., 2011)) é a que obtém maior eficiéncia para regimes com escassez
de alimentos.

Entre as vérias situacdes onde podemos contextualizar as buscas aleatérias. Uma das
mais estudadas, um contexto biolégico abordado nessa dissertacdo, é a busca de alimentos
por animais, conhecido por "animal foraging"(VISWANATHAN et al., |1999)). Porém, além dessa
contextualizacdo em modelos biolégicos, os resultados obtidos nesse trabalho podem ser usados
para diversos problemas de buscas aleatérias em geral. O objetivo dessa dissertacdo é comparar
a eficiéncia da distribuicao de lei de poténcia, que é um caso particular da distribuicio de
Lévy no limite assintético da distribuicdo de Lévy para grandes passos, com as distribuicoes
exponencial simples e exponencial dupla no caso bidimensional e comparar com os resultados
para o caso unidimensional.

Nesse capitulo inicial apresentaremos um panorama histérico da utilizacao das buscas ale-
atérias e apresentaremos alguns conceitos importantes no ambito da fisica estatistica como:
caminhada aleatdrias, teorema central do limite (TCL) e teorema central do limite generali-
zado. Apés isso falaremos das distribuicGes abordadas nesse trabalho (distribuicdo de Lévy,
exponencial simples e exponencial dupla). E faremos uma breve discurs3o do artigo que intro-
duziu as distribuicdes de Lévy no contexto de buscas aleatdrias (VISWANATHAN et al., [1999).

Depois no capitulo seguinte apresentaremos o modelo do nosso problema, mostramos o
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método do operador integral, que sera utilizado para distancia média percorrida e a eficiéncia
das distribuicoes abordadas em uma dimensao. Além disso mostraremos os calculos analiticos
para a distancia média percorrida e a eficiéncia para o caso unidimensional.

Ja no capitulo 3, mostraremos os resultados obtidos para o caso unidimensional para as
distribuicGes exponencial simples, exponencial dupla e lei de poténcia. E compararemos as
eficiéncias 6timas dessas distribuicGes.

No capitulo 4, além de mostrar os resultados para o caso bidimensional para as distribuicoes
exponencial simples, exponencial dupla e de Lévy, faremos as comparacdes de suas eficiéncias
otimas e compararemos com os resultados em uma dimensao.

E para finalizar essa dissertacdo no Gltimo capitulo teremos as conclusGes e perspectivas

para trabalhos futuros.

1.1 PANORAMA HISTORICO

Podemos definir o problema da busca aleatéria como o problema de um caminhante alea-
tério (buscador) que se movimenta através de uma determinada distribuicdo com tamanho ou
duracdo de passos para tentar encontrar um ou mais alvos. Elas sao muito estudas na fisica
e na estatistica, com diversas aplicaces em varias areas como computadores procurando in-
formacdes aleatéria em bancos de dados (PIROLLI; CARD) 1995)) , criptografia (PIROLLI; CARD,
1999)) , entre outros problemas que precisem otimizar buscas (VISWANATHAN et al., [2011]).

Um dos marcos iniciais das pesquisas nessa area ocorreu quando Robert Brown, em 1827,
observou gréos de pdlen imersos numa solucdo aquosa (V.P.L.S., 1828). Brown verificou que
mesmo que a agua aparentasse estar em repouso os grdos se movimentavam com desloca-
mentos curtos em direcOes aleatérias. Hoje esse padrdao de movimento é conhecido como
movimento browniano.

Surgiram vérias tentativas para explicar o movimento browniano, inicialmente o préprio
Robert Brown descartou a possiblidade de algum mecanismo relacionado a vida causar esse
movimento, pois ele também foi visto em particulas inorganicas. E Louis Bachelier, na sua tese
de doutorado "The theory of speculation"(BACHELIER, [1900) em 1900, elaborou um modelo
matematico para explicar o movimento browniano e aplicou esse modelo para analisar proble-
mas financeiros. Devido as suas contribuicGes importantes na area de dinamica estocastica,
Bachelier é considerado o pai da matematica financeira.

A explicacdo classica para o movimento browniano surgiu apenas em 1905, quando Albert
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Einstein explicou que os graos de pdlen ndo estavam ativos, ou seja, nao realizavam nenhuma
acao ou comportamento para se moverem. Na verdade, eles se moviam ao colidir com as
moléculas de dgua, (EINSTEIN} [1905). Porém nesse periodo ainda n3o era totalmente reco-
nhecida a existéncia de moléculas nem de d4tomos, entretanto mesmo assim Einstein afirmava
a existéncia de moléculas e ainda calculou o provavel tamanho das moléculas estudando o
movimento browniano. Depois em 1908, Jean Baptiste Perrin verificou que as previsdes de
Einstein estavam corretas, comprovando a existéncia de moléculas e mostrando que o modelo
atomistico molecular era real. Isso garantiu a Perrin, em 1926, o Prémio Nobel de Fisica.

Nos anos 60, um ramo da ecologia comportamental, ou "behavioral ecology"comecou
o estudo da dindmica da busca de alimentos por animais (SCHMITZ; BECKERMAN; O'BRIEN,
1997)) e também surgiram as primeiras teorias para otimizar as buscas aleatérias, ou "optimal
foraging theory"(VISWANATHAN et al., 2011)), (MACARTHUR; PIANKA, 1966 as quais tinham
como objetivo encontrar os parametros que definiam a estratégia mais eficiente para um animal
buscar alimentos.

Na "optimal foraging theory", a dindmica da busca de alimentos visa otimizar o ganho
liquido de calorias (WERNER; HALL} [1974)), assume-se que esses processos de busca estdo
sendo otimizados ha milhdes de anos e assim, os animais conseguem otimizar o ganho calérico
ao desenvolver as melhores estratégias de busca através de um processo evolutivo de selecdo
natural (WERNER; HALL, [1974)).

Para explicar a "optimal foraging theory", tentou-se inicialmente adotar um grande néimero
de variaveis relacionadas a habilidade de caca, tipos de predadores, aspectos bioldgicos, entre
outras caracteristicas. E através dessas propriedades, fazer a melhor abordagem para identificar
as caracteristicas mais importantes e otimizar as buscas (BARNARD) 1985]). Porém depois de
varias tentativas e diversos trabalhos tentando identificar os parametros relevantes, essa abor-
dagem foi abandonada devido a varios motivos, principalmente por causa do grande nimero
de variaveis as quais dificultavam a validacdo dessas abordagens em estudos de laboratério e
observacdes de campo (VISWANATHAN et al., [2011)).

Na década de 90 uma abordagem multidisciplinar entre biologia e fisica tentou compreender
melhor a "optimal foraging theory"com a utilizacdo de ideias e métodos da fisica estatistica
(VISWANATHAN et al, |2011)). Assim comecou-se a observar padrdes gerais de movimentos dos
animais ao invés de caracteristicas especificas de cada animal. Dessa forma reduziu-se bastante
o numero de variaveis, colocando o foco somente no comportamento estatistico global durante

a busca, permitindo a andlise de dados e aplicacdo da teoria (VISWANATHAN et al., [2011)).
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Muitos dos estudos de busca aleatéria, nesse contexto de "animal foraging", assumem a
hipétese que o animal ndo tem conhecimento prévio do ambiente e da localizacao da comida.
Assim tornando-se semelhante ao problema de busca aleatéria em fisica estatistica. Entretanto
em alguns casos o animal tem algum conhecimento prévio do ambiente e uma teoria que leve
isso em consideracdo é um objetivo almejado. Nessa dissertacao consideramos que o predador
nao possui nenhum conhecimento do espaco de busca e analisaremos a melhor estratégia de
busca.

Os primeiros modelos matematicos, para as buscas aleatérias no contexto de "animal
foraging", consideravam que os passos ndo tinham nenhuma correlacdo entre si, dessa forma,
direcdo e comprimento do passo atual ndo dependem de nenhum dos passos anteriores. Assim,
a posicao atual do caminhante s6 depende de sua posicdo anterior e a posicao apés o passo
i+ 1 sé depende da posicdo apds o passo ¢, fazendo o sistema ser markoviano (WEISS; WEISS,
1994))

Quando o caminhante n3o tem nenhuma tendéncia direcional, a direcdo de cada passo é
escolhida aleatoriamente através de uma distribuicdo de angulos uniformes entre [0, 27[. Se
a distribuicao que rege o tamanho dos passos é bem comportada, com primeiro e segundo
momento bem definidos, e tamanho de passos sem correlacdo (ou no maximo correlacdo
de curto alcance), para um nimero grande de passos, a soma do tamanho dos passos é
governada pelo teorema central do limite (TCL) e estd associada a posicdo do caminhante.
Assim esse caminhante segue um processo de difusdo normal (ou usual) (WEISS; WEISS, |1994),
se comportando como se fosse uma distribuicdo guassiana de passos. Um dos problemas das
distribuicdes governadas pelo TCL é que caso o caminhante n3o esteja mais perto de um dos
alvos, ele revisita a mesma posicdo varias vezes e consequentemente n3o consegue explorar as
regioes mais distantes do espaco de busca, o que diminui sua eficiéncia.

Entretanto, alguns animais apresentam uma tendéncia a seguir na mesma direcao por de-
terminado tempo (VISWANATHAN et al}, 2011). Para explicar isso, inicialmente foi utilizada
uma adaptacao do movimento browniano, caminhadas aleatérias correlacionadas, ou "correla-
ted random walks"(PATLAK], 1953)). Uma varidvel chamada de persisténcia é introduzida para
adaptar o modelo a essa tendéncia direcional.

A presenca de persisténcia gera uma tendéncia, ou "bias", na mesma direcao do movi-
mento do predador. A medida que mais passos colineares s3o realizados, a probabilidade de se
manter na mesma direcio diminui. E importante observar que para as caminhadas aleatérias

correlacionadas continua valendo o TCL caso as correlacdes entre os passos tenham extens3o
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(ou duracdo) muito menor que a caminhada e a soma dos passos continuam tendendo para
uma distribuicao normal.

Além disso, com a aplicacdo, nesse contexto, de varios conceitos de fisica estatistica como
superdifusao, geometria fractal entre outros. Notou-se a semelhanca do padrdao de movimentos
dos animais gerados pelo caminhante aleatério e uma distribuicdo de tamanho de passos de
Lévy. Dessa maneira no final da década de 90 iniciou-se uma aplicacdo mais sistematica de
voos ou caminhadas de Lévy no problema de busca de alimentos por animais (VISWANATHAN
et al, 1999), especialmente em ambientes escassos de alimentos.

Para ambientes com abundancia de alimentos a distribuicao normal explica bem o movi-
mento dos animais (VISWANATHAN et al,, [1999), (VISWANATHAN et al|, 2011), (JAGER et al.,
2011)). Porém com poucos alimentos, a distribuicdo gaussiana ndo explica a existéncia de lon-
gos passos dos dados empiricos. Ja o uso da distribuicao de Lévy para o tamanho dos passos
modela adequadamente o comportamento de véarios animais, inclusive explicando a presenca
dos grandes passos (VISWANATHAN et al., [1999), (VISWANATHAN et al., [2011), (JAGER et al,,
2011)).

Uma caracteristica primordial da distribuicio de Lévy é ndo satisfazer o TCL, pois seu
segundo momento diverge. E por isso a soma de seus passos nao pode ser considerada uma
distribuicdo gaussiana. Ela possui um caracter superdifusivo, com a distancia média quadra-
tica do caminhante crescendo em funcdo do niimero de passos de maneira mais veloz que as
distribuicGes que seguem o TCL. Mais adiante veremos que o teorema central do limite gene-
ralizado pode explicar a distribuicio de uma soma de variaveis aleatérias nas quais o segundo
momento diverge (VISWANATHAN et al., 2011).

Em 1999 descobriu-se que a distribuicao com tamanho de passos de Lévy apresentou, para
espacos com escassez de alimentos, maior eficiéncia na busca de alimentos (VISWANATHAN
et al), [1999). Dando inicio a hipétese que a distribuicdo de Lévy foi resultado de processos
evolutivos, devido as vantagens na busca de alimentos, o que ficou conhecido como "Lévy
flight foraging hypothesis". Algum tempo depois surgiram outros modelos para busca aleatérias
(VISWANATHAN et al., 2011)), alguns até incorporando ideias do trabalho original de 1999.

Entre esses modelos temos as caminhadas aleatérias intermitentes, as quais dividem o mo-
vimento do animal em dois estados, uma busca e deslocamento entre estados de busca. Na
busca o caminhante executaria um movimento browniano, dessa forma verificando detalha-
damente os arredores de sua posicdo atual e esse é o (nico estado que pode se detectar um

alvo. Ja durante o deslocamento o caminhante se moveria de forma balistica, porém n3o pode
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detectar alvos nesse estado. Para otimizar esse modelo, o tempo em cada estado é o para-
metro usado. Entretanto esse modelo ndo se mostrou biologicamente realistico, por causa da
adaptacdo responsavel por encontrar os alvos ser "desativada“na fase de busca. Esse modelo
segue o TCL e apds um grande nimero de passos teriamos uma dindmica de movimento com
difusdo normal, semelhante a distribuicdo gaussiana de tamanho de passos.

Ainda existem debates sobre a melhor estratégia de busca de alimentos, algumas estratégias
consideradas s3o as caminhadas aleatérias correlacionadas, caminhadas aleatérias intermiten-
tes e os voos e caminhadas de Lévy. Parte consideravel da comunidade cientifica considera
que a estratégia mais eficiente é uma distribuicdo com tamanho de passos de Lévy (VISWA-
NATHAN et al, {1999)), porém isso ndo é unanimidade. Alguns trabalhos recentes mostram que
a exponencial dupla pode apresentar maior eficiéncia para o caso unidimensional em condicdes
muito especificas: o buscador conhecer anteriormente as escalas de comprimento do ambiente

e desta forma escolher os pardmetros ideais para a exponencial dupla (JUNIOR, 2020)).

1.2 TEOREMA CENTRAL DO LIMTE

O teorema central do limite (TCL) é um dos mais importantes da estatistica. De acordo
com o TCL, a soma de uma grande quantidade de variaveis aleatérias, com primeiro momento
(média) e segundo momento (varidncia) finitos, gera uma distribuicdo normal. Isso faz a
distribuicdo normal ser tao estudada e aparecer em varios fenémenos, tornando-se uma das
bases para inferéncia estatistica e além disso utilizado para explicar varios fen6menos, como o
caminhante aleatério browniano por exemplo (BELLHOUSE, 2012). Nesta secdo vamos mostrar

alguns conceitos basicos e demonstrar esse resultado conforme foi feito em (REIF, [1965)).

1.2.1 Motivacao

Suponha que eu tenha um intervalo entre [0,1] e dentro desse intervalo qual seria a
probabilidade de escolher um niimero entre [0.3,0.6]7 Existem vérias maneiras de escolher um
nimero dentro desse intervalo ([0, 1]), para entendemos essas maneiras diferentes precisaremos
do conceito de funcdo de densidade de probabilidade (FDP).

A FDP nos mostra a probabilidade relativa de obter resultado a partir de uma variavel
aleatéria. Sendo que uma variavel aleatéria « € uma variavel quantitativa a qual é obtida através

de fatores aleatérios, sua densidade de probabilidade é definida por f(z) e a probabilidade de
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termos um valor da variavel aleatéria dentro do intervalo [z, + dx] é f(z)dz, dessa maneira
a probabilidade de z esta entre [0.3,0.6] é p(0.3,0.6) = [y f(x)dx.

Podemos escolher diferentes densidades de probabilidades f () desde que atendam algumas
propriedades. Ela n3o pode ter valores negativos, pois ndo existe probabilidade negativa e
2. f(x) = 1, devido ao fato da probabilidade maxima permitida (100% de certeza que o
evento vai acontecer) ter valor igual a 1, significando que sempre é impossivel obter valores
fora do intervalo definido com todos os valores dentro desse intervalo. E se f(z) ndo satisfizer
essas propriedades, ela ndo pode ser FDP. Abaixo vamos mostrar dois exemplos, distribuicao

uniforme e exponencial:

Figura 1 — Densidade de probabilidade para se escolher um nimero entre [0, 1], um exemplo claro de densidade
de probabilidade uniforme.

Fonte: O autor (2022).

Considerando a escolha de qualquer resultado, dentro do intervalo [0, 1], equiprovavel,

temos uma distribuicao uniforme onde,

flz) =1, O<z<l (L.1)

flz)=0, z<0Ooux>1



24

e o grafico de sua densidade de probabilidade na Fig. [l Fazendo o histograma para um grande
ndmero de sorteios (N — o0), temos um grafico igual ao da densidade de probabilidade

correspondente, conforme vemos na Fig. [2 para N = 10000.

Figura 2 — Histograma para 10000 amostras da distribuicdo de probabilidade uniforme dada pela densidade
de probabilidade fornecida por Eq. [I]]

Fonte: O autor (2022).

Agora se ao invés de consideramos uma (nica amostra dessa distribuicdo unifome, utilizar-
mos como variavel aleatéria x a média de uma grande amostra onde cada x; é determinada
pela distribuicdo uniforme da Eq. [I.I} Ou colocando no contexto de caminhadas aleatérias z;
seria cada passo tamanho de i com FDP f;(z;), * a soma de passos e n o nimero de passos.

Dessa forma nova varidvel aleatéria sera:

F(z) = M (1.2)

n

onde f; € uma variavel aleatéria com distribuicao uniforme e n é o nimero de variaveis somadas
(nesse caso f; FDP para passos com distribuicdo uniforme e n passos).
Plotando o histograma dessa média ou dessas posicoes do caminhante, vemos um com-

portamento diferente, chamado de gaussiana que tem formato de sino e essa curva também
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Figura 3 — Histograma gerado pela Eq. com n = 10000
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Fonte: O autor (2022).

é gerada pela distribuicdo normal ou gaussiana. Verificamos isso na Fig. [3| onde temos o his-
tograma com 10000 amostras obtidas de acordo com a Eq. [I.2 Vemos que ela possuiu o
formato de sino caracteristico da distribuicdo normal.

Mas por que isso ocorre? Serd que isso acontece apenas para a distribuicdo normal ou
ocorreria para outras distribuicoes? Para analisarmos isso vamos agora vamos trabalhar com
outra densidade de probabilidade a exponencial.

Considerando, p(z) = e *, a distribuicdo exponencial. Inicialmente vemos na Fig. |4 o
grafico da densidade de probabilidade para essa distribuicdo e na Fig. [5| o histograma da
mesma com 10000 amostras.

Agora se definirmos uma nova variavel aleatéria como:

P(r) = 2= 20 (13)

n
quase igual a Eq. , com a diferenca P(x) é obtido pela posicdo apds uma grande amos-
tra de p(z;) deslocamentos. Ao mostramos o histograma da Egq. com 10000 amostras,

surpreendentemente, temos a mesma forma de boca de sino da Fig. [f]
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Figura 4 — Densidade de probabilidade para distribuicdo exponencial.

Fonte: O autor (2022).

Isso indica algo permite que as duas distribuicdes apresentem o mesmo resultado. Na
verdade, elas apresentam esses resultados pois as duas seguem o TCL que vamos demonstrar

na subsecdo abaixo.

1.2.2 Demonstracao

Considere = a soma de um conjunto de variaveis aleatérias s;, regidas pela distribuicdo
de probabilidade w(s). Queremos descobrir a distribuicdo de probabilidade, P(z), a qual rege
x. Considerando cada variavel estatisticamente independente das outras, a probabilidade de

ocorrer uma sequéncia de N valores delas, cada uma dentro do intervalo [s;, s; + ds;| é
w(s1)ds1w(sy)dsaw(ss)dss...w(sy)dsy (1.4)
E a probabilidade de z estar no intervalo [z, x + dz| sera

P(z) = // /xe[%HdI] w(s1)w(sy)w(s3)...w(sy)dsidsadss...dsy (1.5)
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Figura 5 — Histograma com 10000 amostras para distribuicdo exponencial.
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Fonte: O autor (2022).

Utilizando a funcdo delta de Dirac podemos retirar os limites de integracao.

P(z) = /_ Z /_ O:O /_ Zw(sl)w(SQ)w(sg)...w(sN) la (i 51 — x) da;] dsdsadss...dsny
(L.6)

Sabendo que a funcdo Delta é
0z —a)=— /OO e*@=a) g (1.7)

assim

N - 1 oo zk(i 81—90)
P(z) = [0 [0 [Zo w(s))w(s2)w(ss)..w(sy) 5= [To e \i=t dkdsidsedss...dsy

21 J—o0

= o- [2 e R dE [20 w(sy)e*rdsy [°5 w(se)e*2ds, .. [20 w(sn)eFrdsy,

(1.8)
devido ao fato da varidvel de integracdo ser muda e as varidveis s; serem identicamente

distribuidas podemos dizer que cada uma das N Ultimas integrais sdo equivalentes e iguais a:

Q(k‘) = /OO w(s)eiksds (1.9)
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Figura 6 — Histograma para densidade de probabilidade gerada pela Eq. com n = 10000

Fonte: O autor (2022).

Como Q(k) é a transformada de Fourier de w(s), P(z) fica

Pa) = ;ﬁ 7 N ya
onde,
am) = [~ )3 s = 52 U [ s)nas
. = =
/_ Z w(s)s"ds = (s7)
entao

(k)"
!

M (s =14 ik {s) - ;kQ () + ..

Q) = i@

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

Agora vamos estudar o comportamento da integral que determina Q(k) Escolhendo um

intervalo [a,b] em que w varia lentamente, assim ‘% (b — a) < w, com varias oscilagdes,
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fazendo que, (b —a) > 1, assim

iks

(s)eiksds‘ = ‘w(s)eik

T Jb ezks (—f’i—w) ds

kOSSRt gl e
< ‘w e Z ’(12’23) Jb e;zs ds = ’w(s) e

Conseguimos estender o intervalo [a, b] para(—oo, 00) fazendo k > 1 e assim Q(k) 23 0.

Para o caso de £ < 1 e N > 1, considerando a média e a variancia finitas, precisamos

antes saber que

In(l4+z)=z— % + .. <(As)2> = (s2) — (s5)? (1.15)

dessa forma, teremos

R k2 {(As)?
QY (k) ~ N |:2/<: (s) — <(2 ) > (1.16)
e
A N|:z'k(s>—k {29 q
QV(k)=e (1.17)
desse modo P(z) sera
1 o Nk2<(As)2
Ply) — 7/ ik(N(s)—2)—-——5—= 71. 1.1
() =5 [ e (118)
porém, sabemos que
o —az?+bx T b2
/ e dx = e (1.19)

e dessa forma

—(N(s)—a?)
P(ZL’) — i Lze 2N{(As)2) (1_20)
2m\[ N ((As)°)

Com isso o TLC garante que a varidvel = é regida pela distribuicdo normal P(x), com

média m e variincia o2

m = N (s) 0% = <(As) > (1.21)

onde os valores da média e varidncia dependem das distribuicdes w(s) iniciais. E na Fig.
temos os graficos de varias gaussianas com diferentes médias y e varincias o2, onde a curva

preta é a normal padrao com média zero e variancia unitaria



30

Figura 7 — Gréfico de vérias gaussianas com diferentes médias 1 e variancias o2. Convém destacar a curva
preta, uma distribuicdo normal com média zero e variancia u

Fonte: O autor (2022).

1.3 TEOREMA DO LIMITE CENTRAL GENERALIZADO

Na secao acima falamos do TCL, porém para o utilizarmos é necessario que a média e
a variancia sejam finitas. O que aconteceria se a média e ou a varidncia da distribuicdo de
probabilidades da secao anterior ndo fossem finitas? Sera que a soma dessas distribuicoes
convergiriam para alguma distribuicdo e com quais propriedades? Existe sim uma versdo do
TLC que retira essa exigéncia, o teorema do limite central generalizado (NOLAN, 2018) , a
qual vamos estudar logo abaixo.

Se consideramos uma densidade de probabilidade P(z) formada pela soma de n passos
x1 + 22 + ... + x,, quando essa distribuicdo sera igual a distribuicdo p(z) de cada um dos
passos x individuais, a menos de um fator de escala? Esse questionamento foi feito por Paul
Lévy (KLAFTER; ZUMOFEN, [1996]) e define os fractais (quando o todo se parece com as partes
fundamentais). A primeira resposta que pensamos é que p(z) deveria ser gaussiana, porém
vermos abaixo que existem outras possibilidades.

Para nos auxiliar nessa discursdo precisamos inicialmente definir uma maneira de escre-
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ver uma funcdo P(z) através da transformada de Fourier e fazemos isso através da funcdo

caracteristica ¢(k)

o(k) = (&%) = / " 6 P(g)da (1.22)

—o00
A primeira pessoa a notar que existiam outras solucdes para o problema de uma densidade
de probabilidade formada pela soma de distribuicGes de probabilidades que nao precisam obri-
gatoriamente ter o primeiro, e ou segundo momento finitos foi Augustine Cauchy, em 1853

(KLAFTER; ZUMOFEN, 1996) e uma dessas solu¢des tem a fungdo caracteristica:
p(k) = e "IH" (1.23)

E para @ = 1, ao se transformar a funcdo caracteristica para o espaco x, temos a conhecida

distribuicdo de Cauchy(KLAFTER; ZUMOFEN|, 1996)).

1 1 1

1+ (z/n)? Ep(ﬁ/n) (1.24)

P(z) =

Depois, na década de 30, Paul Lévy em seus trabalhos generalizou os resultados de Cauchy,

conseguindo as distribuicoes a-estaveis de Lévy, que para serem ndo negativas em todo x tém
« com valores entre 0 e 2.

Dessa forma, definimos distribuicdo estavel quando, a distribuicdo de um dos elementos x

é igual, a menos de um fator de escala, a uma sequéncia de variaveis aleatérias regida por ela

x; (KLAFTER; ZUMOFEN, (1996)).
cn + dy, 4 T+ a9+ .1y (1.25)

e o simbolo < indica que os dois lados sdo regidos pela mesma distribuicao de probabilidade. A
palavra estavel indica que a forma da distribuicdo permanece a mesma para as somas definidas
acima. Os casos que temos expressdes fechadas para distribuicdes estaveis sao as distribuicdes
gaussianas, de Cauchy e de Lévy.

Porém essa definicdo ndo permite parmetrizar todas as P(x) distribuicGes estaveis. Pode-

mos fazer isso com a ajuda da func&o caracteristica ¢(k) definida em Eq.

, o exp(—|k|*|1 — B tan (5 ) sgn(k a#1
= () = [~ pagaa = | P ()san) a1 oo

- exp(—|k|*[1 + 82 sgu(k) log(|k])]) a=1
com 0 <a<2 —1<pf<1esgn(k)éa funcio sinal. O pardmetro /3 controla a simetria

da funcao, ent3o se ele for nulo

o(k) = e M (1.27)
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a equacao acima define a distribuicao de Lévy.

A vantagem de trabalhar com o teorema do limite central generalizado é eliminar a necessi-
dade da média e variancia finitas, assim obtendo uma abrangéncia maior de casos. E para uma
soma normalizada de termos independentes o resultado sdo distribuicdes estaveis, as quais
todas apresentam a propriedade de escala.

Para um grande niimero de passos N, em uma distribuicao estavel y = xy + x5+ ... + 2,

temos (ZASLAVSKY, [1994) (METZLER; KLAFTER, 2000) (METZLER; NONNENMACHER, [2002).

P(z), ~ ]\: P, (z/N%) (1.28)

@

e variancia
1\ 2
o? = (Nv) (1.29)
dessa forma as trajetérias na distribuicao de Lévy sdo facilmente distinguiveis do movimento

browniano. Além disso para o caso particular de a = 2 voltamos para a distribuicdo normal.

1.4 DISTRIBUICAO DE LEVY

A distribuicdo de Lévy pode ser usada para modelar diversos problemas como o intervalo de
tempo entre duas batidas do coracdo humano (PENG et al., {1993]), intervalo de tempo necessério
para memorizar palavras de determinadas categorias (RHODES; TURVEY, [2007)), entre outros
problemas.

A Eq. mostra que podemos calcular P(l), onde [ é formado por uma soma de
deslocamentos z; realizados em N passos de um caminhante aleatério. Dessa forma cada

passo tem uma funcdo caracteristica, ¢;, idéntica para todos os passos.

P = o [~ e WS o) Nk = o [ " e Mok V. (1.30)

- % —00 2
A func3o caracteristica da distribuicdo de Lévy, de acordo com a Eq. (|1.26))
exp(—[k[°[1 — if tan (%) sgn(k)]) a #1

o(k) = (1.31)
exp(—|k|°[1 + B2 sgn(k) log(Ik])]) o =1

Considerando a distribuicao simétrica sem nenhuma preferéncia de direcdo, S = 0, de acordo

com a Eq. ([1.27)) temos
p(k) = e 61N (1.32)
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onde [y é uma constante com dimensao de comprimento.
Assim:

P() / okl =NIGIKI® g — = / cos(kl)e~NEIH" g (1.33)
oo 0

T om ™
onde a parte imaginéria deixou de existir por causa da paridade impar de seu integrando.
Considerando = a+1e 1l < u < 3, podemos expandir o integrando em série de Taylor,

dessa forma

7Tl0 [

sendo I'(11) a funcdo gama. E dessa forma temos um decaimento do tipo lei de poténcia para

p(iy = YL sin(rln = 1)/2) (“)M + O (1.34)

[ grande.

Como as distribuicGes do tipo lei de poténcia sao o limite assintético da distribuicao de
Lévy para [ grandes e é bem mais simples trabalhar com elas, do que com distribuicdes de
Lévy, utilizaremos a distribuicdo de lei de poténcia para o tamanho dos passos do caminhante

aleatério, assim, quando citamos a distribuicao de Lévy, estamos utilizando a distribuicao

P(l) =L |l > lo,

I

Pl)y=0 I <l,

(1.35)

onde A; é a constante de normalizagdo. E sabendo que P(l) é normalizado temos:

/_O:O P(l)dl = A, (/_loo ‘%L 4 /Z:O ﬁ,i) (1.36)

Substituindo © = —I — du = —dl na primeira integral depois da igualdade

oo bo—dl e dl < dl
/_OO P(l)dl = A, (/OO =T +/lo !l|*> — 24, /l I (1.37)

Para a normalizacdo nao divergir, precisamos de p > 1

" 1 (1 =1l "
1 a4, 5 (1.38)
Reescrevendo as Eq[I.35}

P(l) = WD gy s,

2[fr

(1.39)

Para verificar se a distribuicdo segue o TCL, calculamos os primeiros momentos de Eq.

1. 39
* (= DU o |
1) = / 1Py = = l / |, Wdl] (1.40)

o e I
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Substituindo u = —I — du = —dl na primeira integral depois da segunda igualdade
_ (eI [y (—u 00
(1) = =0 [l E0 (—du) + f° ohdl] (La1)
( _1)1“_1 o u o0
= ol [ e tdl + [0 o]
Considerando p # 2 temos
oo [ o0
——dl = [>"*" 1.42
. \ (142)
E para =2
/°o 4 i, (1.43)
Jip 1 lo

Dessa forma, primeiro momento é nulo e converge apenas para p > 2, neste caso a
distribuicdo nao tem nenhuma preferéncia de direcao.

Agora calculando a variancia:

(#)y= [~ epPwa - (i l / Pl [ Pdl] (1.44)

Substituindo © = — — du = —dl na primeira integral depois da segunda igualdade
—1)et —u)? ) -1 roo
(12) = W [ flo GO ) e Ldl] = (u— ) el

% l“_lg_#) (1.45)

= (u = DT = = D e (5

lo
onde 1 # 3 e olhando a equacdo acima verifica-se que para 1 < p < 3 a integral diverge
e para i > 3 converge. Assim para 1 < pu < 3 o segundo momento ndo ¢ finito, esse caso
ndo segue o TCL, apenas a sua versao generalizada, porém se 1 > 3 a média e a variancia
sdo finitas indicando seguir o TCL e apds um nimero grande de sorteios segue a distribuicao
gaussiana.

Interessante observar que a distribuicdo de Lévy é adequada para lidar com fenémenos
estatisticos raros, por causa do decaimento assintético tipo lei de poténcia, com 0 < a < 2,
no lugar de um exponencial. Essa caracteristica de decaimento tipo lei de poténcia é conhecida
como cauda pesada ou cauda longa (FOSS; KORSHUNOV; ZACHARY}, 2013)).

Na Fig mostramos duas caminhadas aleatérias com 1000 passo e partindo da origem [0, 0]
cada: a esquerda uma distribuicdo a-estavel de Lévy com p = 3 (distribuicdo gaussiana) e a
direita com p = 2 (distribuicdo de Cauchy). Observamos facilmente grandes saltos na imagem
da direita comparando com a outra imagem, isso mostra a diferenca de comportamento para
a 0 movimento browniano que faz a busca mais préximo da origem e a distribuicdo de Cauchy

que realiza longos passos.
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Figura 8 — Duas caminhadas aleatérias com 1000 passos e partindo da origem [0,0] cada: a esquerda uma
distribuicdo a-estével de levy com 1 = 3 (distribuicdo gaussiana) e a direita com p = 2 (distribuicdo
de Cauchy).

-100 -80 -60 -40 -20 0

Fonte: O autor (2022).

Para alguns valores de o a distribuicao de Lévy coincide com outras distribuicGes, por
exemplo com a = 1 ela coincide com a distribuicao Cauchy e com o = 2 com a distribuicao
normal, onde ela perde a cauda longa. Na Fig. [0 temos a comparacdo entre a distribuicdo
normal e a de Cauchy, na qual observamos que a normal decai bem mais rapido.

Outros fatores importantes a se considerar sdo que S = 0 pois o caminhante n3o tem
nenhuma direcao preferida para se mover, [, o tamanho minimo do passo do caminhante e o

truncamento para || < Iy é necessario para normalizar a distribuic3o.
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Figura 9 — Distribuicio normal, v = 2, P(z) = e~* /2//27 (preto) e Cauchy, o = 1, P(z) = 1/[r(1 + 2]
(vermelho)

Fonte: O autor (2022).

1.5 DISTRIBUICAO HIPEREXPONENCIAL

Na década de 80 foi descoberto que as distribuicdes de Lévy poderiam ser obtidas através
da composicdo de infinitas distribuicdes que seguem o TLC (HUGHES; SHLESINGER; MON-
TROLL, 1981)). E também podemos gerar caminhadas de Lévy através da escolha adequada de
parametros das caminhadas de Weierstrass. As caminhadas de Weierstrass sao formadas pela
soma de infinitas FDP nas quais o tamanho dos passos do caminhante que sao governados
pelo TLC. (HUGHES; SHLESINGER; MONTROLL, 1981)). Interessante é que as caminhadas de
Weierstrass em si nao seguem obrigatoriamente o TCL, de forma diferente das funcdes que a
geram (REICHL, [1980j).

A distribuicao hiperexponencial é uma das FDP que podem gerar as caminhas de Weiers-

trass
P(l) = Z —e i (1.46)
onde 7; s3o os comprimentos caracteristicos relacionados a tendéncia do caminhante continuar

na mesma direcdo (persisténcia) e w; sdo os pesos estatisticos correspondentes a cada expo-
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nencial de maneira que Y, w; = 1 (CAMPOS et al,, 2015b)). Dessa forma essa caminhada de
Weierstrass é formada por N — oo escalas, cada uma com seu comprimento caracteristico
7;. Fazendo N — oo temos a rigorosamente a distribuicdo de Lévy, o que consistente com as
caminhadas de Lévy e de Weierstrass terem infinitas escalas de comprimento.

Estudos sobre movimentos de mexilhdes feitos em 2011 (JAGER et al,, [2011) seguiam a
distribuicdo de Lévy. Porém estudos posteriores (REYNOLDS, [2014) (JANSEN; MASHANOVA;
PETROVSKII, 2012) questionam esse resultado, sugerido que a distribuicdo hiperexponencial
com 3 escalas se adequa melhor ao problema.

Mesmo assim boa parte dos pesquisadores acredita que varias espécies apresentam movi-
mentos com comportamentos préximos a distribuicdo de Lévy (REYNOLDS, 2014) (JAGER et
al., [2012) (BENHAMOU, 2007)). Porém nota-se que rigorosamente distribuicdes de Lévy para
tamanho de passos com varidncia infinita ndo sdo viaveis realisticamente, entdo costuma-se
empregar o termo "Lévy-like". O que acontece é que a movimentacdo dos animais é descrita
pela distribuicao de Lévy ou lei de poténcia até determinada escala maxima de comprimento,
que seria o limite bioldgico da espécie.

Neste trabalho abordaremos a exponencial simples, que é uma distribuicao hiperexponcial

com uma escala (N = 1)
1

P(l)=te =, |I| > I,
B=- >t (1.47)
P(l) =0, | < lo.
E a exponencial dupla, uma distribuicdo hiperexponcial com duas escalas (N = 2)
_lu _lu
P(l) = e + e, [l > b,
! : (1.48)

P(l) =0, 1] < lo.

Precisamos verificar se as distribuicdes hiperexponenciais seguem o TCL, para isso calcu-

lamos o primeiro e o segundo momento das distribuicdes. Comecando com a média:

0 -y N
W= [ wpwa= [ lZ—enldl | lZ—eTz dl+/ lZ—e% dl (1.49)
Fazendo u = —| — du = —dl e substitindo na primeira integral do lado direito.

|71
(1) = flo—ux, e = (—du) + IR, B dl

—l=v]
= — X uX L e du+ [N, fzen dl=0

(1.50)
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Assim a média e zero indicando que ndo existe nenhuma direcao preferida de movimento.
Agora calculando a variancia:

N

(= [T epar= [ 2y Yena = /_ZO FZ dz+/ z2 S M
o o o (1.51)
Fazendo © = —] — du = —dl e substituindo na primeira integral do lado direito.
) = [l e T (du) + [P SN, e d
Ry, e dut [P RN, e dl (1.52)

—1

-1
= Zf\il [(2%0 + 4wllo + 4w1) 67i0:| — i]\il |:2:2¢ (Ti2l(2) 4 2[0 + 2)67

7

Desta forma a variancia é finita, garantindo que a distribuicdo segue o TCL. Para a exponencial

simples a variancia é:

9 _
() = S0 + 20 + 2)e " (1.53)
E para exponencial dupla:
2 2101 2 —lo 2w 2
(1) = — (1 + 2l + 2)e o 22 4 2y + 2)e e (1.54)
1 73

E importante observar que estudos recentes (JUNIOR, 2020) mostram que, em uma di-
mensao, a distribuicdo exponencial dupla apresenta maior eficiéncia do que a distribuicao de
Lévy quando xy < L. Entretanto para isso acontecer é necesséaria a escolha de comprimentos
caracteristicos e pesos estatisticos relacionados as escalas relevantes zy e L.

Geralmente um animal ndo possui conhecimento prévio do espaco de busca, e por isso na
maioria dos casos a distribuicao de Lévy permanece mais eficiente. Porém nos casos em que se
conhece o espaco e busca e existe a possibilidade de escolher os comprimentos caracteristicos e
pesos estatisticos adequados a maior eficiéncia da distribuicdo exponencial dupla é interessante.

Nesta dissertacdo faremos a comparacdo da eficiéncia maxima da distribuicao de lei de
poténcia (limite assintdtico para grandes passos da distribuicdo de Lévy), da exponencial

dupla e da exponencial simples em duas dimensoes.

1.5.1 Lévy flight foraging hypothesis

Por causa do sucesso da aplicacao das caminhadas de Lévy nos modelos de diversos sitemas,

surgiu a hipotese que os processos evolucionarios adaptativos fizeram os animais se movimentar
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da forma mais eficiente possivel, a qual seria baseada em distribuicGes com tamanhos de passos
de Lévy (VISWANATHAN et al., 2011)). Isso é a base da "Lévy flight foraging hypothesis".

Para ambientes com escassez de alimentos o regime n3o-destrutivo é definido quando po-
demos obter alimento revisitando um sitio alvo que foi visitado anteriormente. Isso traz uma
vantagem na eficiéncia da busca, que é definida como a quantidade de sitios alvos encontrados
dividido pelo tamanho total da caminhada. Na pratica para as buscas nao-destrutivas o cami-
nhante reinicia a busca préximo a um alvo anteriormente visitado. E as buscas n3o-destrutivas
sdo situacoes em que as distancias iniciais entre o predador e os alvos sdo bastante assimétri-
cas, estando bem mais préximo de um alvo em relacdo aos outros. No artigo (VISWANATHAN et
al., [1999)) foi mostrado que para buscas n3o-destrutivas em ambientes unidimensionais e bidi-
mensionais nos quais o caminhante ndo possui quaisquer informacdes sobre o espaco de busca
a maior eficiéncia é obtida com a distribuicdo de Lévy com a = 1, ou de forma equivalente
uma lei de poténcia com = a+ 1 ~ 2. De acordo com a "Lévy flight foraging hypothesis",
essa estratégia de o &~ 1 ocorre por causa de diversas adaptacoes dos animais, que surgiram
ao longo dos anos, visando buscar alimentos de maneira mais eficiente (VISWANATHAN et al.,
2011)).

Entretanto, se considerarmos que o animal esta equidistante dos alvos, apés visitar um sitio
alvo ele é destruido e outro alvo é criado em local aleatério para manter a densidade de alvos
constante. Nesse caso ndo existe vantagens em revisitar sitios nos quais tenha encontrado um
alvo anteriormente e a melhor estratégia de busca seria se movimentar de forma balistica, o
equivalente a distribuicao de Lévy com o — 0 ou pu — 1.

Agora se tivermos abundancia de alimentos, o caminhante geralmente n3o precisa per-
correr grandes distancias, encontrando o alvo nos arredores do ponto de origem. Por isso as
distribuicGes de Lévy nao mostram vantagens significativas em comparacdo com o movimento
browniano com & = 2 ou p1 = 3 (VISWANATHAN et al., 2011).

Se a revisita a um sitio alvo for permitida depois de determinado tempo finito, o ambiente
for escasso de alimentos e o caminhante n3o possuir informacdes prévias do ambiente a busca
aleatéria deve apresentar 1 < p < 2 ou 0 < o < 1 para terem a maior eficiéncia possivel.
(RAPOSO et al., 2003).

Mesmo assim esses resultados foram questionados para dimensdes maiores que um (|LE-
VERNIER et al., [2020)), trazendo a tona um debate sobre para quais condicdes a distribuicdo de
Lévy apresenta maior eficiéncia ou ndo (BULDYREV et al,, 2021f), (LEVERNIER et al., 2021). E

como ja citado anteriormente na secdo |1.1}, a distribuicdo exponencial dupla pode em alguns
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casos apresentar maior eficiéncia do que a distribuicao de Lévy com p = 2. Porém para isso
acontecer € preciso escolher de forma precisa os parametros da exponencial dupla, o que sugere
que o caminhante tenha conhecimento prévio do espaco de busca (JUNIOR, [2020), (CAMPOS
et al,, [2015b). Entdo nesse trabalho iremos comparar as eficiéncias maximas das distribuicdes
de tamanhos de passos dos tipos exponencial simples, exponencial dupla e Lévy no regime
de escassez de alimentos, aumentando progressivamente a distancia L entre os alvos para o
caso bidimensional. No préximo capitulo sera apresentado o formalismo tedrico usado nesse

trabalho.
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2 FORMALISMO TEORICO

Neste capitulo descrevemos o modelo de busca aleatéria utilizado nessa dissertacdo (VISWA-
NATHAN et al., 11999), apds isso introduziremos o método do operador integral e a discretizacdo
do espaco de busca para calcular o deslocamento médio < L > e a eficiéncia n. E finalmente

faremos os calculos analiticos para o deslocamento médio e a eficiéncia no caso unidimensional.

2.1 DESCRICAO DO MODELO DE BUSCA

Figura 10 — Buscador, na posicdo x, dentro do intervalo [0, A\] com alvos nas extremidades. O buscador tem
raio d visdo r,, entao se ele chegar a uma distancia menor ou igual do que essa encontrara o alvo.

F. F.
F, ‘ ’4 "fh.’& 'r...,| -i—rv‘
| u
alvo buscador alvo

I
. 5

A

Fonte: O autor (2022).

Consideremos um caminhante, Fig. comecando sua busca em uma posicdo z, dentro do
intervalo [0, \] e os alvos se encontrando nas extremidades deste intervalo. O \ é a distancia
média entre os alvos e no caso unidimensional torna-se o préprio espaco de busca. Quando o
buscador tem um raio de visdo r,, ndo nulo, finito, no qual consegue detectar alvos dentro
desse raio e assim o caminhante sé precisa chegar as distancias r, e A — r, do alvo para
encontra-lo e assim comecar uma nova busca. Podemos considerar todas as distancias entre
alvos vizinhos iguais a A\ e mapear a busca no intervalo 0 <z < A.

Até o presente momento falamos do modelo unidimensional, mas para transformar esse
modelo em um modelo bidimensional é bem simples. Basta antes de cada passo sortear com
uma distribuicdo uniforme o dngulo do deslocamento dentro do intervalo [0, 27].

Agora passando para o modelo em um espaco d-dimensional na Fig. [1I Com r, sendo o
raio de visao do caminhante, assim ele consegue detectar alvos dentro deste raio da mesma
forma do caso unidimensional e o caminhante "varre"uma area ao longo de um corredor com

secio transversal proporcional a 7471, O )\ pode ser visto como comprimento médio desse
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Figura 11 — Modelo de busca aleatéria: (a) se um alvo, representado pelo circulo azul, estiver dentro do raio
de vis&o r,, o buscador se movera de forma balistica até ele. (b) se n&o tiver nenhum alvo dentro
do raio de visdo, o buscador escolherd uma direc3o aleatéria e a partir de uma distribuicdo P(l)
um comprimento de passo [;, repetindo isto até encontrar um alvo dentro de r, ao longo de sua
trajetdria.

A
L J
»

Fonte: O autor (2022).

corredor entre dois alvos aleatérios, com p sendo a densidade de sitios alvos (quantidade de
sitios alvos sobre o espaco de busca), assim (RAPOSO et al., 2003):

1
prt

A~ (2.1)

O modelo de busca segue duas regras, validas tanto para o caso unidimensional ou em

d-dimensoes:

1. Se um alvo estiver a uma distancia menor ou igual a 7, o buscador se dirigira de maneira

balistica até o alvo;

2. Caso ndo encontre um alvo o buscador escolherd aleatoriamente uma direcao e um
tamanho de passo [ através de uma distribuicdo de probabilidade P(l) se movendo
nessa direcdo, sempre procurando alvos a uma distancia r, de si ao longo da caminhada.
Se nesse percurso encontrar um alvo ele trunca o passo e se desloca até o alvo de acordo

com a regra 1, caso ndo encontre uma nova direcdo e distancia sdo sorteadas.

Importante lembrar que para a segunda regra entrar em vigor A > r,, caso contrario a
quantidade de alvos serd abundante e praticamente n3o teremos eventos do segundo tipo. E
para o caso de A > r, a segunda regra serd muito usada. Além disso este modelo descarta
o efeito meméria, relacdes do tipo presa-predador, balanco energético ao longo da busca ou

outros fatores que pudessem dificultar nossa analise.
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Na segunda regra observamos que o buscador trunca seu percurso se encontrar um alvo.
Esse truncamento faz a distribuicdo efetiva corresponder a uma distribuicdo de Lévy truncada
(VISWANATHAN et al., [1999) com comprimento de corte caracteristico associado A, que possui
momentos finitos, com a convergéncia para comportamento gaussiano ocorrendo apds um
ndmero muito grande de passos (MANTEGNA; STANLEY} [1994). Isso acontece naturalmente
em buscas reais por causa dos seus tamanhos finitos ou restricdes biolégicas que podem por
exemplo levar um animal a morrer de fome caso nao encontre comida a uma distancia maxima.
Assim na natureza encontramos apenas distribuicoes de Lévy truncadas.

A partir do modelo inicial feito para estudar mecanismo predatério de animais (VISWA-
NATHAN et al, (1999) foram feitas vérias adaptacdes. Entre elas temos a busca destrutiva,
quando o buscador encontra o alvo, este se torna indisponivel para as préximas buscas e para
manter a densidade de sitios p igual um novo alvo é aleatoriamente adicionado. E a busca
nao-destrutiva, onde o alvo ndo deixa de existir ao ser encontrado, permitindo que possa ser
revisitado varias vezes, desde que esteja dentro do raio de visdo do buscador, o que gera um
interessante mecanismo de competicdo, sair em busca de outros alvos mais distantes ou ficar
préximo ao alvo utilizando passos pequenos?

Interessante verificar que através do ponto de partida do caminhante podemos identificar
os limites para as buscas destrutivas e ndo-destrutivas. Considerando o caminhante da Fig.
o limite para busca destrutiva é xy > r,, pois como apds o encontro o sitio é destruido,
a nova busca se inicia de uma posicao equidistante dos alvos. E para a busca nao-destrutiva,
este limite é x¢o = r, + €, pois apds encontrar o alvo, o caminhante se encontra bem préximo
a ele podendo até revisita-lo.

As estratégias 6timas para cada uma dessas buscas sdo distintas, assim para quantifica-las
definimos a funcao eficiéncia 7.

nimero de alvos encontrados (2.2)

= distancia total percorrida

dessa forma quanto maior a quantidade de sitios-alvos encontrados ao longo do menor percurso
deslocado, maior a eficiéncia.
Podemos descrever a distancia total percorrida como o produto do nimero de alvos en-

contrados pela distancia média entre o encontro de dois alvos consecutivos (L), assim

B nimero de alvos encontrados B 1 (2.3)
7= Nimero de alvos encontrados (LY (L) '

com isso calculamos uma expressdo para (L) como funcdo de P(l) para encontrar a eficiéncia

das buscas.
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Podemos tentar como primeira aproximacdo (L) ~ N (I), com N sendo o niimero médio de
passos entre o encontro de dois alvos consecutivos e (I) o tamanho médio do passo individual,
assim

1

n W (2.4)

Para a distribuicdo de Lévy, no limite assintético (P(l) ~ [~*), podemos calcular (I) com

a ajuda de Eq.

Agl— 00 71— 2— 2— 2—
R+ A [=1dl -1 ASTH — w ASTH
h~ . f“j;—ui? - (M ) ( 3 ) ! 29

2—p b o M

12

Tv

Importante observar que a segunda integral do numerador é aproximada, pois considera que
todos os passos iguais ou maiores que A sao truncados pelo encontro de um alvo.

Observamos que valores de N ou (l) grandes podem gerar 1) pequenos. Entretanto valores
de i grandes obrigam o buscador a dar varios saltos de pequeno comprimento para encontrar
um alvo. Por outro lado, valores de ;1 pequenos geram trajetérias com grandes saltos, sendo
o limite inferior correspondendo a uma trajetéria indefinidamente em linha reta, balistica.
Podemos encontrar situacdes nas quais existam maximos de n para valores intermediarios de
1.

O nidmero médio de véos Ny entre dois alvos consecutivos para buscas destrutivas escala

com (VISWANATHAN et al., [1999)
Ny~ (Ar,)F 1 paral<pu<3e (2.6)

Ny~ (\/r,)?, para u> 3. (2.7)

Ja para as buscas ndo-destrutivas o nimero médio de voos entre dois alvos consecutivos NV,

é (VISWANATHAN et al., [1999)
Ny ~ ;/2 ~(A/r,) D2 paral<pu<3e (2.8)

N,, ~ N;/Q ~ ATy, para > 3. (2.9)

Considerando inicialmente que os alvos sdo abundantes (A < r,), entdo (I) = A e Ny =
N, = 1. Assim 7 se torna independente de u e este comportamento n3o corresponde a
distribuicdo de Lévy, ja que deslocamentos longos (I > r,) praticamente n3o existem.

Quando os alvos estdo espacadamente distribuidos (A > r,), que é o caso de nosso

interesse, e considerando o caso destrutivo, ao substituir a expressdes das Egs. 2.5 e 2.6] na
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Eq. encontramos uma expressao aproximada para eficiéncia, derivando essa expressdao em
funcdo de p e igualando a zero descobrimos que a eficiéncia maxima é y — 1%, com menores
valores de ;1 garantindo buscas mais eficientes (VISWANATHAN et al., [1999). Observamos que
quando i = 1+¢, com ¢, a fracdo de deslocamentos com | < A se torna irriséria, desta forma
o buscador se move balisticamente até encontrar um alvo. Ja para buscas ndo-destrutivas,
se A > r,, substituindo a expressdo para N,, (Eq. e para (I) (Eq. em 7 (Eq.
encontramos novamente uma equacao aproximada para a eficiéncia, derivando em relacdo a

i e igualando a zero, descobrimos que a eficiéncia 6tima é (VISWANATHAN et al, [1999)
fopt = 2 — 0, (2.10)

com d ~ 1/[In()\/r,)]%. Desta maneira, caso nio tenha nenhum conhecimento anterior da dis-
tribuicdo dos alvos, uma estratégia 6tima € p,,; = 2 para \/r, grande, porém ndo exatamente

conhecido.

Figura 12 — Produto da eficiéncia (1) pela distdncia média entre os alvos A em funcdo de & = p — 1 para
a distribuicdo de Lévy com diferentes valores de A\ para o caso unidimensional. Os valores foram
obtidos a partir de simulacdo numérica e o raio de visao r, = 1.

Fonte: O autor (2022).

A fig[12] mostra como o produto da eficiéncia (1)) pela distancia média entre os alvos ()
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em funcdo de a = pu — 1. Dessa maneira podemos ver como a simulaciao coincide com o
resultado da eficiéncia méxima dado pela Eq.

Nas simulacdes numéricas deste modelo para uma e duas dimensdes (VISWANATHAN et al,
1999) mostram que os resultados acimas sdo robustos, para fi,: = 2 no limite A — oo no
caso nao-destrutivo, e para o caso destrutivo ;4 — 1. J& para alvos densamente distribuidos
com A = 1, ndo ha efeitos significativos em 7) ao se alterar o expoente p, conforme esperado.
E bom citarmos que as simulacdes numéricas destes resultados n3o sofreram das aproximacdes
feitas no calculo acima.

De acordo com vimos acima, os resultados da eficiéncia étima para distribuicdo de Lévy
aparentam ser validos em qualquer dimens3o do espaco de busca.

Porém, n3o ¢é trivial demonstrar que os resultados da eficiéncia 6tima para distribuicdo de
Lévy sdo validos em qualquer dimensao do espaco de busca. Por exemplo, em caminhadas
autoexcluidas ("self-avoiding random walks")(RAPOSO et al., 1991)), nas quais o buscador n3o
pode visitar o mesmo local mais de uma vez, a raiz quadrada do deslocamento total médio
quadratico satisfaz a relacdo ((Aac)Q)l/2 ~ N, com N sendo o niimero de passos e v depende

da dimens3o, assim v = v(d) para d < 4.

3/4, parad = 2;

v=19 0.59..., parad=3; (2.11)

1/2, parad > d.A4.

Isto ocorre porque nao revisitar pontos anteriores junto com o confinamento dimensional cria
um comportamento andémalo superdifusivo. Porém para uma dimensiao acima da dimensdo
critica d. = 4, torna-se pouco provavel revisitar pontos antigos, pois o espaco disponivel para
deslocamento se torna muito grande e esta restricao fica irrelevante. No entanto nesse trabalho
essas preocupacdes podem ser relaxadas, devido a resultados anteriores bem estabelecidos
(VISWANATHAN et al., (1999).

Além disso, os resultados numéricos mostram que as propriedades de escala s3o corre-
tamente descritas mesmo na presenca de correlacdes de curto alcance e comprimento dos
deslocamentos. Dessa forma, pelo menos para o pardmetro u, estes efeitos sao macrosco-
picamente despreziveis. Entretanto, outras quantidades como o valor da eficiéncia maxima
dependem dos ingredientes do modelo. No limite de longos tempos e longas distancias; fa-
tores como aprendizado, relacdes presa-alvo e outros efeitos de meméria de curto alcance se

tornam despreziveis, por isso nao serao considerados. Neste trabalho estamos interessados em
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obter P(l) que maximiza a busca, independente do seu valor. E os fatores como relacdes de
presa-predador, aprendizado e outros efeitos de memoria de curto alcance sdo despreziveis no
limite de longos tempos e longas distancias.

Vamos trabalhar com distribuicdes de probabilidade modulares, sem nenhuma preferéncia
de direcdo, e com comprimento de corte inferior /5. Este comprimento de corte esta associado
a um tamanho minimo do passo realizado pelo caminhante e tem a finalidade de deixar P({)
normalizavel. Também é de se esperar um truncamento superior devido ao confinamento de
P(1).

Vamos agora calcular (L) para este modelo, fazendo uma generalizacdo dos resultados
encontrados na distribuicdo de Lévy (BULDYREV et al., 2001b)), (BULDYREV et al., 2001a)) para

qualquer P(1).

2.2 CALCULO DA DISTANCIA MEDIA PERCORRIDA ENTRE DOIS ALVOS CONSECU-
TIVOS

2.2.1 Densidade de probabilidade

Se definirmos a posicdo inicial do buscador como xy = k no inicio da busca, a densidade
de probabilidade pg(xg) serd uma funcdo delta de Dirac po(zo) = 6(xg — k). J& para calcular
a densidade de probabilidade com o caminhante entre z; e x1 + dxq, apds o primeiro passo,

p1(x1), podemos fazer uma convolucdo entre P(l) e po(zo), assim

p1(xy) = /_O:O P(x1 — x0)d(x0 — K)dxg = /_O:o P(x1 — x0)po(xg)dxg. (2.12)

A densidade de probabilidade ap6s os dois primeiros passos

e}

p2(xe) = /_O:o /_o:o P(zy — x1)P(z1 — x0)d(x0 — K)dxodr, = /_Oo P(zy — x1)p1(x1)dxy.
(2.13)

E a forma geral apdés n + 1 passos, p,i1(Tni1) é

Prs1(Tnr1) = [Tog o [Too P(pi1 — x0) P(2p — xp1)... P(21 — 20)0(20 — K)dxy,...d2o

= f—oooo P(xn-l—l - Jin)pn(ZL’n)dIn
(2.14)

Outro detalhe importante é garantir que em z,,,1 nenhum alvo foi encontrado ainda e assim

termos pelo menos o préximo passo. Dessa forma para p,1(2n41), pu(zn) # 0, precisamos
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modificar os limites de integracdo na expressdo geral para p,11(Z,+1), garantindo que 7, <

T, < A —1,, assim

A—Ty
P (n + 1) = / P& — 20) po(n)din. (2.15)

v

Com estes resultados podemos responder algumas questdes sobre a dindmica de busca:

= Qual a probabilidade do caminhante ndo encontrar nenhum alvo depois de n passos,

P,? E a probabilidade do buscador ainda est4 no intervalo [r,, A — ] no n-ésimo passo,

- A=Ty
P, = / pn(xy)dz, (2.16)

onde p,(x,) = 19~n é a densidade de probabilidade de encontrar o buscador em x,,, depois

de n passos, sabendo que o alvo ainda n3o foi encontrado.

= Qual a probabilidade P.,, de encontrar o alvo depois de n passos? A probabilidade do
buscador encontrar o alvo apéds o primeiro passo é 1, pois ele s para de buscar quando

0 encontra, assim.

A—To
Pop=1- / pu(@n)di. (2.17)

v

» E a probabilide de encontrar um alvo exatamente apds n passos, P,?

P, = [1 - / A pn(x)] - l1 - / A pnl(m)] (2.18)

Po= [ @) = patede = [ v (2.19)

2.2.2 Definicao do operador integral £

Para nos ajudar com o tratamento analitico das préximas expressoes, definimos o operador

integral £

0

LIF@NK) = [ Pl = a)[f()]da. (2.20)

—00

O operador acima faz uma convolucdo da funcdo de entrada com a distribuicao de probabili-

dade P(l). Podemos aplicar este operador em uma funcdo de probabilidade p,,(z,):

Ll = [ Pls = lpa(ea)lden = puia(s) (2.21)

lembrando que os limites de integracdo precisam de ajustes para garantir que p,(x,) # 0,
assim r, < x,, < A — r, de forma que o passo n + 1 sé existird se o buscador n3o encontrar

nenhum alvo até o n—ésimo passo.
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Podemos usar o operador integral para deixar p,(x,) mais compacta. Paran =0

pi(z1) = Lpo(zo)](z1) = /:_rz P(z1 = xo)[po(wo)]dzo, (2.22)
para = 1
pa(w) = Lpi (1)) (w2) = LIL]po(w0)]] = L2[po(0)] (2.23)
e a forma geral
pu(Tn) = L"[po(0)]. (2.24)

O operador £ é auto-adjunto com respeito ao produto escalar (f, g) = fr);_” f(z)g(x)dz,
ou seja, ele é adjunto de si mesmo (tem o mesmo valor de sua transposta conjugada), isso acon-
tece pois ndo temos nenhuma tendéncia direcional em P(l), de forma que P(l) = P(—l) =
P(]l]). E usando o teorema do valor maximo, o qual garante que uma funcdo continua dentro
de um intervalo ([0, 1] para a funcdo densidade de probabilidade) apresenta seu valor maximo
e seu valor minimo dentro desse intervalo, mostramos que o operador{ tem norma menor

que um (BULDYREV et al), 2001b)), (BULDYREV et al., [2001a)). Para qualquer funcdo continua f

temos
A—Ty A—Ty
[ esde <12 [T flde (2.25)

com |L*| significando |£[1](2")| calculado onde 2" gera seu valor maximo. Como a fung¢do ndo

tem nenhuma tendéncia direcional o valor maximo é obtido para 2’ = \/2, dessa forma
A—To
Ll = 2/2) = / P(\/2 — 2).1.da = P(z — \/2)dx, (2.26)

e susbstituindo | =z — \/2

(A—21y)/2

L1z =X/2) =2 P()dl =N < 1, (2.27)
lo
como P(l) é normalizada, podemos escrever
A—Ty A—Ty
[ e =N [ (2.28)

N pode ser definido como a norma de L e tem significado fisico relacionado a probabilidade
de sobrevivéncia em um deslocamento que se inicia em A/2, ou seja, a probabilidade de um
salto que se inicia no centro do intervalo permanecer no absorvido (P;). E a probabilidade

do buscador permanecer nao absorvido apds n passos

. A—Ty
Po= [ 1L R(@)de < N (2.29)
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Se tomarmos o logaritmo dos dois lados,

In(P,) < n.In(N) (2.30)
Sabendo que NV < 1, entdo In(N < 0 e assim v = |In(N)|, dessa forma escrevemos

P, < exp(—yn). (2.31)

Portanto a probabilidade do buscador permanecer ndo absorvido depois de n passos decai

exponencialmente com n (BULDYREV et al., [2001b), (BULDYREV et al., [2001a)).

2.2.3 Calculo da expressao para (L)

Com os resultados anteriores podemos calcular a média do caminho total percorrido entre
dois alvos consecutivos (L) (BULDYREV et al., [2001b)), (BULDYREYV et al,, 2001al). Se definirmos
(L,,) como a distancia média percorrida até encontrar o alvo mais préximo apés n passos,

exatamente, assim
A— rv
Z / n) (z)dz, (2.32)

lembrando que ¥, (z) é a denS|dade de probabilidade do buscador encontrar um alvo apds
n passos exatamente, em funcao da posicdo de partida x do n-ésimo passo. Substituindo o

resultado de Eq. na equacao acima temos

(L) =302y 277 Onl@) (L) (2)de = 202y [ (puea(@) = pu(2)) (L) (2)da

= o o " paa(@) (L) (2)dz — 2023 [ pa() (L) (2)da

(2.33)
= S0y S pu(@) (L) (2)dr = 502y [ pu (L) (2)dix
= oy T pu(@) (L) () = (L) (@) de,
onde definimos (Lg) = 0.
Para uma sequéncia de n passos, a distancia total percorrida L,, é
Lo = |li] + |l + |ls] 4 oo 4 ] o (La) =D (L)) (2.34)

i=1

Assim,

(Lnt1) (2) = (Ln) () = ({([nsa]) + () + ) = () + (i) + ) = (]} - (2.35)

Ent3o a expressdo geral para (L) é:

A—Ty
/m ) (lnia]) (2)da (2.36)
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Porém, (|l,,+1]) é a média do mddulo da distancia [, percorrida apés um tnico passo, entdo

ndo dependem da ordem (n + 1), somente da posicdo de partida x. Dessa forma:

/7: r ) (1)) (= )diC:/n <an ) U]y (z)dz (2.37)

Substituindo o valor de p,(z) de acordo com a Egq.

0= (3 £td) @ e = [ (3 6t = 0] (0 1) (e

: (2.38)

2.2.4 Simplificando a expressdo para < L >

Através do resultado obtido em Eq. [2.38] podemos considerar o somatério dos £ como

um Gnico operador atuando em ¢ e assim

o0

= /A 3 £ (3o = )] (1) (2)do = / A (5:0 E") (5o — k)] () (2)dz. (2.39)

Como a norma de £ é menor do que um, a soma infinita acima converge
(32 &) o = - 21160 (240

(I — L)™' é o operador inverso em relacdo a (I — L) e I é o operador identidade. Como L é
auto-adjunto em relacdo ao produto escalar , (I — £)~! também é. Ent3o podemos escrever

(L) de forma mais simples

A—Ty
(L) = / (I = L) [d(zo — w)] () (I} (x)de. (2.41)

-1

Escrevendo o operador (I — £)~' na forma integral e representando seu niicleo por K

(L) = [ T K@, 0)d(xo — k) (|U]) (2)dadzy = 77 K (k) (|I]) (v)dz

= o7 K (k@) (1) (x)da = (T= L) [{([1)](%),

onde podemos afirmar que K (k,z) = K(z, k), encontrando assim uma expressdo para < L >

(2.42)

em funcdo de ~ ao invés de ser em funcdo de z, isso ocorre devido ao fato de (I — £)~! ser

auto adjunto. Ent3o a expressio final para (L) é

(L) () = (T= L) [(IN](x). (2.43)

Aplicando o operador (I — £) em ambos os membros pela esquerda,

(L= L){(L)}x) = @ =L)A = L)} . (L) () = LUL) ) + (1) (2).  (2.44)
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Colocando o operador £ em notacdo integral

(1) @) = [ Pl R ) W)+ (1) (@), (245)

A equacdo acima é uma integral de Fredholm do segundo tipo (BULDYREV et al., [2001b)),
(BULDYREV et al,, 2001a), cuja a solugdo é descrita por Eq. [2.43] As solucdes analiticas para
essa classe de funcdes podem ser obtidas através do formalismo resolvente, sendo denominadas

séries de Neumann, as quais s3o escritas como:

(L) () = Z:O (Ln) (2), (2.46)
(Ln) = L (D). (2.47)

Infelizmente o operador (I — £)~! n3o possui solucdo matemadtica explicita (BULDYREV et
al, 2001b)) e ele é chamado de resolvente de £, capturando analiticamente suas propriedades
espectrais. Por exemplo, se w for um autovalor do espectro £, entdo > 7° ,w" é autovalor do
resolvente. Com esta propriedade podemos obter informacdes sobre a decomposicao espectral

de (I — £)~! usando o operador L. Porém ainda precisamos expressar o valor de (I— £) ' e

para contornar essa dificuldade iremos seguir uma nova abordagem para calcular (L).

2.3 DISCRETIZACAO

A expressao obtida na Eq. nos diz pouco sobre como (L) e a eficiéncia 7 variam
com a distribuicdo P(l). Entdo vamos discretizar o dominio r, < = < A — r, para tratar
o problema numericamente. Subdividimos o dominio em A\/Ax, intervalos com comprimento
Az, que faremos muito pequenos computacionalmente, assim podemos reescrever a acdo do
operador (I — £)~! como

A—r1

(L ) = = £ ) = [ K y) ) (@) = 3 K (o) (1 (o) A
U - (2.48)
comr, <z;,x; < A—1,
Podemos escrever a expressdo acima em forma matricial, com K (z;, z;)Ax sendo uma
matriz discreta K.AX, (L) (z;) = (L;) e (|l|) (z;) = (|l;]) correspondendo a (L) e (|l]).
Dessa forma:

(LY = (K.AX)(|I]) (2.49)
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explicitamente,

<L1> K(.ﬁUl,l’l)Al’l K(l’l,l’g)Al’g K(.Tl,JIZ)AZEZ <|l1|>
<L2> _ K(IQ,[IL'l)ACL'l K(CEQ,{IL‘Q)A;L‘Q Ce K([I)Q,ZL‘Z)AIZ <|l2|> (250)
(L) K(zj,z1)Azy K(zj,22)Azy - K(zj,2) (I:1)

Observamos que a j-ésima linha nos da (L) para o caminhante saindo de x = z;. (L) nos
fornece a variacdo da eficiéncia com a posicdo inicial para um determinado P(l) e assim
podemos obter os graficos da eficiéncia em funcao da posicdo inicial.

Se particionarmos o intervalor de forma igual, Az; = Ax, simplificamos ainda mais a
matrix K.AX.

Porém, precisamos discretizar o operador (I — £)~! para obter a matriz K. Entretanto n3o
temos expressdo analitica para calcular o niicleo deste operador, assim, discretizamos L, cujo
nicleo é P(z; — x;)Ax;. Através da matriz discretizada L e opera¢des matriciais de subtracdo
e inversdo necessdrias para calcular (I — L)™' obtermos a matriz K.

Os elementos da matriz L, L;;, sdo calculados integrando a distribuicdo P(l) no intervalo
[z — @i, — xp + Az

(zj—2:)+Az;
L =L :/ P(l)dl, se |z; — x| > o, (2.51)
(zj—z1)
Consideramos L;; = L;; pelo fato do operador £ ser auto adjunto. Além disso L é simétrica,
P(l) = 0paral < lyp e L;j = 0 quando |z; — x;| < lp. L é denominada de matriz de
Toplitz simétrica (PERRIN, 1997)), pois todos os termos ao longo de uma mesma diagonal sdo
iguais e para L de ordem M x M temos M graus de liberdade. Algoritmos computacionais
como a regressao de Levinson, que é um algoritmo o qual permite resolver sistemas lineares
com matrizes de Toplitz (PERRIN, 1997)), tiram vantagens destas propriedades facilitando as
operacoes em K, utilizaremos as propriedades da matriz de Toeplitz e esse algoritmo em um
programa de computador escrito em matlab para efetuar os célculos do método do operador
integral de maneira mais rapida. E finalmente completamos o célculo de Eq.[2.49|ao verificamos
que precisamos calcular (|I[) (x) em funcdo da posicdo x e aplicar o resultado em z, para assim

obter (|I|). Este é o Gltimo passo necessario para calcular computacionalmente a eficiéncia 7.



54

2.4 CALCULO DE (|I|) E DOS ELEMENTOS L;;

A maneira de calcular o valor médio do comprimento de um passo isolado, (|I|), em funcdo
da posicdo de partida, =, é muito parecida com o primeiro momento de P(l), porém precisamos
ficar atentos ao confinamento do buscador. Por isso vamos calcular inicialmente o primeiro
momento (), com dois alvos em z = 0 e em z = A, da mesma forma do modelo da secdo
anterior e levando em conta todas as suas consideracoes.

Desta maneira, consideramos passos para a direita positivos e para esquerda negativos,
com probabilidades iguais de ocorrer, P(l) = P(—l) = P(|l|). E além disso o os maiores
passos que podem ser realizados antes de encontrar um alvo é (z — r,) para a esquerda ou
(A —x —r,) para direita, assim a expressdo, (I) = [ [P(l) do primeiro momento se torna

<l>= [0 —(z—r,)P()dl+ (2, | IP(l)dl

—(z—

(2.52)
+ [OTTTIUPW)L + [y (X — 2 — 1) P(1)dLL

0

Na primeira integral temos todos os passos para esquerda com distancia maior que (z —
r,) em médulo, ou seja —oo < I < —(x — r,) e neste caso todos os passos encontrardo
obrigatoriamente o alvo, permitindo substituir [ = —(x — r,). Na segunda integral temos os
passos para esquerda com médulo menor que (z — 1,), levando em consideracdo também o
tamanho minimo do passo [ e neste caso ndo ha encontro com o alvo, com os passos variando
continuamente no intervalo —(z —r,) <[ < —ly. A terceira integral refere-se aos passos para
a direita com mddulo menor que (A — z — r,), considerando ainda o tamanho minimo do
passo [y e neste caso ndo tem encontro com o alvo, com os passos variando no intervalo entre
lo <1< (A—x—ry). Finalmente a dltima integral considera os passos para a direita com
médulo maior que (A —x —r,), satisfazendo (A —z —7,) < | < 0o e estes passos com certeza

encontrardo o alvo, o que permite substituir [ = (A —x — r).

Utilizando a expressdo anterior, calculamos (l)

0 (@) = [ = (@ =) [P+ [, Pl

(2.53)
+ LT UPWL+ [y [N = 2 = 1) [Pl
Fazendo a substituicdo | = —!’ e lembrando que P(l) = P(—1)
) (x) = [Pl + [22, (z —r,)P(l)dl
() @) = i LPQ) (& =)P() s

+ fpr Pyl + [, (A — 3 — 1) P(1)dL.
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Lembrando a condicdo de normalizacdo de P(()

[Pl = [E7 P(YdL+ [, P(D)dl

= [} P(dL+ [y, -, P(Ddl = L.

(2.55)

Dessa forma (|I|) (x) pode ser reescrito como

(1) () = (C=522 = (N =@ — r) P(DdL) + f) " LP(1)dl
+ (45 — r (@ — v P(DdL) + [ LP()dl
= O gl — (z — v )JPDdL+ [ = (A =z — 7)) P(1)dl.

(2.56)

Interessante observar que as integrais acima tem o mesmo formato basico flf [1—pB)P(1)dl,
com 3 = (z—r,) ou f = (A—x—r,). Dessa forma as expressdes para os extremos do intervalo
por possuirem a mesma estrutura podem ser modificadas de uma para outra substituindo
(x —r,) & (A—2ax —r,), isto ocorre devido a simetria existente no posicionamento do
buscador préximo a qualquer um dos alvos, pois ele nao distingue os alvos. E a expressdo para

a parte intermediaria pode ser obtida somando as expressoes das extremidades e subtraindo

(A —2r,)/2 do resultado.

2.4.1 Distribuicao Lei de poténcia

Utilizando a distribuicdo lei de poténcia, Eq. [1.39 com 1 < u < 3, podemos calcular os
elementos da matriz L

|j—x;|+dx
e (2.57)

-l ey ]

Substituindo x; = i.dx e ly = i;.dx, com i,i; € N, temos a expressdo discretizada:

) . (1—p)
i —\" " j—i|+1
Lii=1L; =~ S (3l 2.
J J 2 [( Zl i ( 58)

Para calcular o valor de (|I|), vamos resolver a Eq. [2.56]

P 1. _ p—1 —u
Lij = Lji f'mj i pygp = =l 1

|zj—;| 2 (1—p)

= Para o caminhante saindode r, < x <7, + g
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— com p # 2

l’ 1 A—z—Ty

R [ O | |

A—z—Ty ('u,fl)l“ 1(,\ T—7ry) I~ pu+1

() (x) = )‘_22% e

A—2ry ()‘*1)15 l u+2

l\Dv

A—T—Ty

lo 2(1-p)

lo

= A2y Qozem) (el G A —a—ry)?r {271 + H}

2 2 T o2(2—p) 2 2—

=

_ (z=ry) + lo(p—1) [1 + M}

2 2(2—p) 1—p
(2.59)
— com p =2
() () =" 27— (N =z — 7,72l + A2
= a2 gy g T
S ’ f (2.60)

_ )\—22m _ (/\*E*Tv) 4 %0 In((A =2 —ry)/lo) + ZEO
— @ + 81+ In((A— 2 —ry)/lo)].
» Para o caminhante saindode A —r, — [y <z <\ — 7y

Substituindo (z — 7,) <> (A — 2 — r,) na expressdo anterior vamos obter a resposta

correta
~ com p # 2
qm@w:<k—z—m)+gf:5;1+(@—f?ﬁ@2“ (2:61)
— com p =2

AN—x— rv) lo
# 5 —[1+In((x —ry)/lo)] (2.62)

() (=) =
» Para o caminhante saindode r, +lp <z < A—1r, — o
Neste caso podemos somar o resultado dos dois extremos o intervalo e subtrair (A —

2ry)/2

— com p # 2

(1) (=) =

lo(1 = 1) (x = 7o) /1) | (A—a—r1,)/lg)**
o= 2T 1=, T T (2.63)

—com p =2
(1) () =22+ W((X =z —r)/lo) +In((x —7,)/lo)]
= [l +In([(A — 2 —r,)(z — 7r,)]V2/1o)).

(2.64)

Em simulacées computacionais utilizamos 1 — 2 ao invés de 1 = 2.
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2.4.2 Exponencial simples

Podemos definir a distribuicdo exponencial simples como:

=1
P(l) = A, |l >
: ’ (2.65)

P()=0, |l <l

Agora precisamos normalizar a exponencial simples e obter a constante de normalizac3do, A,

[, P(l)dl =1 266

Sl Ajerdl+ [ A= dl =1,

—0o0

Fazendo a mudanca [ — —[ na primeira integral acima
Sl A= d(—1) + [ A= dl = 1

(2.67)

Dessa forma a distribuicao exponencial simples se torna

P(l) e —(l=lo) ‘” ]
= - ) > lo,
r " (2.68)

Pl) =0, |I| <l

Calculando os elementos da matriz L

Ly = Ly = [ o™ A= dl

x5 —x

\ijzikkdz |zjfz7(\

e _AZT e T — € T :| (269)

Ti—x; x,;—x;|+dx
10[” il el
20 [e T —e T ]
s

Colocando x; = i.dx, lg = i;.dx e T = i,.dx, com i,1;,7, € N, temos a expressao discretizada:

[5—4] [7—i|+1
i e —e ]

(2.70)

E agora vamos calcular (|!|) usando a Egq.
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= Para o caminhante saindode r, < x <7r, +

(I (@) =232+ Ay = A=z = r)]e ™ dl

0

= % + Al fl;\_l’—rv l@%ldl — Al()\ —r — TU) flf)\—l‘—'rv e—Tldl

1A —z—Typ —L [ A—T—Ty
=220 Air(7 + e +ATA =z —r)er
l() ZO
—( ) -
— )\7227“1, o AlT[(T 4 )\ —r— Tv)€%> N (7_ + lo)e% (271)

—(A—z— TU)GM +AN—z— rv)e%lo]
= A2 Aﬁ[T@M +AN—z—1,—T— lo)e%lo]

lg—(A—z—ry)
z—ry+THlo—Te” T
2

= Para o buscador saindode A\ — 7, —lp <x < \—r,

Neste caso a substituicdo (z —r,) <> (A —x —r,) na integral anterior nos da a resposta

certa
lg—(z—ry)

A—x—ry+lg+7—T 7

() (=) = 5 (2.72)

= Para o caminhante saindoder, +lp <z < A—r, —

Neste caso basta somar os resultados dos dois extremos e subtrair (A — 2r,)/2

lg—(A—z—ry) lop—(z—rv)
<|l|> (I‘) — z—ryt+7tlo—Te T +A—z—ry+logt+T—Te T —A2ry
2
o, —Q-z—ry) —(z=rv) (2.73)
=T+l — b —5 e
2.4.3 Exponencial dupla
Podemos definir a distribuicdo exponencial dupla como:

P(l) = Afwie ™ +uwne™), || >1

= Alwie wa€ ™2 ), 0
(2.74)

P(l) =0, 1| < lo.
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E para efetuar os calculos com a exponencial dupla, precisamos primeiro normalizar a distri-

buicdo e obter a constante de normalizacao.

[, P(l)dl =1

=1

70 Ay(wne™ + wpe)dl + 2 A(wie + wye )dl = 1

1 1 ‘7l0 —1 —1

L L —_t —t o0
Ai[(wimem + wyme™) + (—wiTem — wompe™)
—o0

=1 (2.75)

lo
—lo —lo
2A4)(wime ™ +wame 2 ) =1

A = !

=l =l
2(wlrie 1 4waToe 2 )

Assim a temos a distribuicao exponencial dupla:

1 1
P(l) — w1e_Tl10+wzeT2 -, |l| > lOa
2(wlTie T 4waroe 72 ) (276)

P(l) =0, 1| < 0.

Calculando os elementos da matriz L

|z —x;|+dx =t =t
Li;=1L :f‘ Aj(wrem™ +wye™ )dl

v el (2.77)

—\ccj—a:i\+d:c —|z]~—zi\ —\zj—a:iH-dz —|zj—zi\

= —A(wimle” T —e 1 |4 wymle ™ —e = |

Discretizando os parametros, z; = i.dx,ly = i;.dv, 7 = i .dv e o = i,,.dx com 4, ir,%r, €

N:

o —lj—il+1 *\j*il] o —li—il+1 —li—il
witnle 1 —e |+ walnle 2 —e 2
Lij =Ly = i = (2.78)
wl o w2 i
2(1'71 eln + e )

E agora vamos calcular (JI|):

= Para o caminhante saindode r, < x <7, + g

=1 =1

(M) (@) =22 1 A 7= (A= 2 = ) [wre™ + wpe™ i

2 0
—(A—z—7ry) —lg
=220 4 Adnw[-mes 1 —(A—xz—r,— 71 —lp)e |
—(A—z—ry) —lg
tnwy[—me 2 —(A—x—1,—Ty—l)en |} (2.79)
—(A—z—ry) —lg
_ A=2r, | Tiwi[-me 71 —(A—z—ry—T1—lp)e 71 ]
2 + —lo —lo
2(wltie ™1 4waToe T2 )
—(A—z—ry) =0
Towa[—To€ T2 —(A—z—ry—m2—lp)e ™2 ]
+ —lo —lo

2(wlTie T +waToe 72 )
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= Para o buscadorsaindode A —r, — [ <z <\ —r,

=1 =1

() (z) = /\}A + A [T = (x —ry)][wre™ + weem2]dl

0

—(@=ry) —lp

=220 4 A{nu[-mie” 1 —(z—r, — 11 —lp)e ]
—(z—rv) ;lo
Trw[—ne = —(r—ry =72 —l)e |} (2.80)
—(z—rv) —!
= d=2r 4 mn[ome l”r,zo_(ﬂf—'“v‘leo_l(’)e%]

2(w17’1@?+w27'26ﬁ)
—(z—rv) —lg
Towa[—me 2 —(z—ry—12—lp)e "2 |
+ —lo —lo
2(wlrie I 4waToe T2 )

= Para o caminhante saindoder, +lg <z < A—1r, — o

Neste caso precisamos somar os dois resultados e subtrair de (A — 2r,)/2

—Q—z—ry) =(z—7Tv) —lo

l _A=2r, Tiwi[—T71(e 71 +e 1 )—(A—2ry,—271—2lp)e "1 |
<| |> -2 + —lo —lo
2(witle I +waToe T2 )
—QA—z—ry)  —(z—Tw) —lo (281)
+T2UJ2[*T2(6 2 +e 2 )7(}\727‘1,72T272l0)6 2 ]

—lo —loy
2(witle I +waToe 72 )

2.5 CALCULOS ANALITICOS DA EFICIENCIA DA BUSCA ALEATORIA EM UMA DI-
MENSAO

Nesta subsecdo apresentaremos o célculo das expressdes analiticas para a eficiéncia da
busca unidimensional. Em todos os casos utilizaremos o modelo apresentado na secdo 2.1
deste capitulo. principalmente interessados no regime escasso para buscas nao-destrutivas
assimétricas, com xg < L.

Infelizmente os resultados analiticos de < L > para as distribuicdes de lei de poténcia sao
aproximados e tendem ao resultado exato para L — 0o (BULDYREV et al., [2001b; BULDYREV
et al} 2001a). Ja& para as distribuicGes exponenciais simples e dupla os resultados sdo exatos,
porém no caso especifico da exponencial dupla esse resultado é de dificil trato analitico, tornado
necessarias aproximacdes (CAMPOS et al}, 2015b)). Por isso no capitulo seguinte compararemos

os resultados desses métodos e os obtidos pelo método do operador integral.

2.5.1 Lei de Poténcia

Na subsecdo 2.5.1 encontramos o tamanho médio de (|/|) de um passo simples, agora
trabalharemos em aproximacdes para (L) no limite continuo o qual o buscador pode estar em

qualquer posicao do intervalo.
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Para tratar essa aproximacdo continua comecamos definindo o operador (BULDYREYV et al.,

2001b; [BULDYREYV et al., [2001a))
D, = (151_% I [L(5) 1. (2.82)

A equacdo acima é baseada no operador que aparece na Eq.[2.43]e o pardmetro ¢ representa
uma pequena escala do comprimento do problema, a qual tende a zero no limite continuo. No
caso de uma distribuicdo com passos do tipo lei de poténcia, consideramos § = [y, fazendo o
tamanho minimo do passo tender a zero, mas ainda permanecendo finito, permitindo no passo
minimo o buscador ocupar uma posicao arbitrariamente préxima da de partida.

Recordando a equacio Eq. e considerando p, = f(z),r, =0,u =a+1le Plx—2a') =

ad§O(|(y—=)|—lo)

Syt Lembrando que © denota a funcdo degrau de Heaviside a qual impede passos

menores que [y, dessa forma

aolg = f(2)0(ly — =] — lo)d

2 Jo ly — x|ot!

(L1 1(y) =

(2.83)

Integrando o resultado acima e aplicando-o na Eq. [2.82, temos (BULDYREV et al} [2001b;
BULDYREV et al., 2001al)

(Do f1(y

_ VP /L sgn €T — f’( )d f(()) _ f(L) (2.84)

20y — :vla T e ALy
onde V.P. é o valor principal de Cauchy, nas expressdes acima substituimos \ = L para ficar
mais préxima a notacdo de (BULDYREV et al} [2001b) e consideramos 7, = 0 pois na busca
unidimensional é indiferente se a detec¢do ocorre em & = 0 ou « = r,. Além disso f”(x), f(0)
e f(L) precisam ser finitas dentro do intervalo [0, L] para que o operador D, possa atuar
(BULDYREV et al} 2001b]).

Assim podemos obter nova expressdo para (L) substituindo Eq em Eq
< L >= [D, "h(x)], (2.85)

onde

h(zo) = =12 < |1 > (z0). (2.86)

Utilizando a equacdo acima e a Eq. temos

Lggn(x —y) < L >' () _
VP/ dy = —1-% < |I| >, 2.87
2‘@/-1"0‘ 0 || ( )

onde < L > (0) =< L > (L) = 0, pois se partimos de um desses pontos a distancia até o

alvo é nula.
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Se fizermos < L >’ (z) = ¢(z) e [;* = h na Egq. temos

V.P. /L Sgn2|y = x|a<x>dy — h(z). (2.88)

A equac&o acima é uma equacdo diferencial ndo-homogénea (DELKHOSH, 2013)) com condicdes
de contorno correspondentes a < L > (0) =< L > (L) = 0, que é conhecida como equacdo
integral generalizada de Abel com nicleo fracionério de Riesz (STEWART, [2012) e que tem

solucdo geral

o(y) = Ado(y) + ¢1(y), (2.89)

onde A é uma constante relacionada a condic3do inicial, ¢g a solucdo do caso homogéneo e ¢,

do caso particular. A solu¢do do caso homogéneo é (TAMARKIN} [1930)

¢o = (L —2?)2 7", (2.90)
e do caso particular
4sin (%) oy d / - ad [t a 1
- 5 () (¢ — 2—/2t—2hd,
1 raB(5,2) 4z . (E=)(t = 2)2 o | y2(t—y)= " h(y)dy (2.91)
com I'(t) sendo a funcdo gama:
I'(t) = /Oo 2 le " dx (2.92)
0
e B(a,b) a fungdo beta.
[(a)L'(b)
B(a,b) = ——= 2.93
(0= Farn) (2:93)
No nosso caso, utlilizamos h(y) = —I§ < |l| > (y) e apds resolver todas as equacdes temos
2 1 QLMo sin(72) (2 — 22)3
< L > (xo) — L ( a) 1 _4w04<z> +wa(a - ):| Sln( 2 )(’Z z ) , (294)
2(1 — ) ala+2)B(5,5) (o —1)

com tho(z) = F(2—%,%,%4+2,2)22™, 2 = 20/L, M = L/ly e F(a,b,c,d) é uma funcio

hipergeométrica definida por

ING) i ['(n+a)l'(n+b)a"
I(a)T(b) = T(n+1I'(n+c)

n=0

F(a,b,c,x) = (2.95)

Com a Eq. [2.94] conseguimos uma expressdo aproximada para < L > entre dois encontros
de alvos consecutivos, saindo da posicdo x para distribuicdo de lei de poténcia. Um importante
caso particular é para a = 1, distribuicao de Cauchy. Esse caso é relevante pois no limite L —

oo 0 ambiente fica com bem menos alimentos disponiveis e se o predador n3o tiver nenhuma
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informacao do ambiente de busca a eficiéncia, de acordo com a literatura, é maximizada para
Qopt — 1 (VISWANATHAN et all 1999). E a Eq. se torna:

2Lz — 2% log(M)

<L > opt (LU()> = (296)
s
sabendo que M = L/ly e z = xy/L temos
2
2L/ % — 4 log(£
< L >op (m0) = £~ 1t1os(,) (2.97)
s
e considerando buscas n3o-destrutivas com zg < L no limite L — oo
2v/Lzglog(£
< L >op= 2v/Lao log(z;) (2.98)
T
Lembrando que a eficiéncia é n =1/ < L >, assim temos
T 1
opt = ~ , Distribuicao de Lévy). 2.99

2.5.2 Exponencial simples

Agora vamos mostrar como obter a distancia média < L > percorrida entre dois encontros
consecutivos de alvos para as distribuicoes exponenciais simples.

Seguiremos aqui o formalismo demonstrado em (CAMPOS et al 2015b; |[CAMPOS et al.,
2015a)). Esse método é baseado no célculo estatistico do tempo médio de primeira passagem
< T > por qualquer um dos dois alvos. E importante observar que estas referéncias consideram
o tempo de duracdo de cada passo t, ao invés do comprimento |I|. Entretanto se admitimos
uma velocidade v constante teremos |I| = vt e se consideramos v = 1, podemos indicar [ =t
e < L >=< T >. Dessa maneira podemos utilizar o calculo estatistico do tempo médio de
primeira passagem < 71" >, com a vantagem de conseguir expressdes analiticas exatas para as
quantidades de interesse.

Comecamos definindo a forma geral da exponencial simples com ¢ tempos de duracdo dos

passos

o(t) = : (2.100)
Dessa maneira podemos aplicar o mesmo formalismo de um sistema markoviano descrito

pela seguinte equacdo de balanco (CAMPOS et al 2015b)

trp(x+ot', t —1t;po) + ple — ot t —t; —t
p($7t7p0) :/0 <p( pO) p( PO))e = dt,—Fpoé(l’—l'o)(S(t)

2
(2.101)
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onde p(z,t;po) é a densidade de probabilidade para que o caminhante inicie no instante ¢
em uma posicdo = com duracdo de passo caracterizada por ¢(t). J& p(x £ vt',t — t';pg) é
a densidade de probabilidade de dar um passo de duracdo t' comecando no instante ¢t — ' e
posicdo ' = x +vt’, a qual faz o caminhante passar pela posicdo x no instante t. Outra coisa
a se observar é que o deslocamento para direita representado pelo sinal — e para esquerda
por +. Dessa maneira a Eq. mostra que o caminhante pode assumir a posicao z, no
instante ¢, partindo de x = vt’ no instante t — ¢’ e fazendo um salto de duracdo t/, integrando
sobre todas as duracdes possiveis até a duracdo maxima t. E o termo com a delta de Dirac
mostra a condicdo inicial da caminhada, saindo de x = xg em t = 0.

Aplicando a transformada de Fourier e utilizando a propriedade de translacao,

FLf(t —to)] = e f(k), (2.102)

temos

tp(k,t —t'; po) (et Thv7) 4 et ikv+) |
p(k,t,po):/o Pl po)( )+p10671kx05(t>' (2.103)

2

Agora, aplicamos a transformada de Laplace a equacdo acima, junto com a propriedade de

convolucao,
t
LU F()g(t ~ tawydr) = F(5)G(s), (2.104)
0
com F(s) = L[f(t)] e G(s) = L[g(t)], teremos
p(kasvp(])( S+l ) —ik
L _ T w0 2.105
p( 7S7p0) T (S + %)2 + (kv)2 + P10€ ) ( )
e obtemos
 ikee . (L4257 4 87T + EPT%0?)
Pk, 5, po) = €7 pro ST + 272 + 72k20? (2.106)
Com esse resultado aplicamos a equacdo acima na Eq. [2.103
¢ tt—t; — ot t —t; —t/
P(Qi,t,po) _ / (p(l‘ +v ) apO) ;_ p(.ﬁU i, apO))ert/. (2107)
0

Onde P(z,t;po) é a equacdo que rege a densidade de probabilidade para que o caminhante
esteja na posicdo x, no instante t. E aplicando novamente as transformadas de Fourier e

Laplace, junto com as propriedades de translacdo e convolucao, temos

P(k, s; po) = p(k, S;ﬂo)((s n {S;j[ (kU)Q)- (2.108)

Substituindo a Eq. [2.106] na equacdo acima

P(k, s; po) = e~ tkzo (s + %)(1 + 257 4 s272 4 k20?7?)
»S5P0) = ;010((3 + %)2 + /{,‘21)2)(37— 48272 4 k2U2T2)’

(2.109)
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e aplicando a transformada de Fourier inversa

|[z—zg|

T'l}2
p1o(sT + 1)\/72327:i286 V s?r+s (2.110)

TV?

P<$a 3;p0) =

Para o espaco de interesse 0 < x < L, podemos escrever a densidade de probabilidade

como (|CALVO et al., [2007)):

00
Q(x,8:00) = Y Pz +mL,s;po) (2.111)
m=—oo

Interessante notar a semelhanca da expressao acima com o método das imagens em eletrosta-
tica com condicdes de contorno especificas (JACKSON} [1999). Uma das maneiras de solucionar
o problema do caminhante aleatério no espaco 0 < xL seria através de "cargas imagem"nas
regides v < 0 e x > L. Sendo possivel usar o método das imagens para varios problemas em

caminhadas aleatérias (CALVO et al., [2007)).

Agora podemos substituir Eq. [2.110[em Eq. [2.111f

Q/s<s+%)(L—\z—zO|) s(s+%>\z—zo|

(ST + 1) s;—:is 6_ v + 6_ v

Q(z, 55 p0) = : (2.112)

2702 |1 —e”

e encontrar a taxa de probabilidade ¢ de encontrar qualquer um dos alvos (n3o obrigatoriamente
da primeira vez), a partir da densidade de probabilidade ) de encontré-lo nas posicdes dos
sitios alvos em qualquer instante ¢ durante as condi¢cdes de contorno ((CAMPOS et al., [2015a)),
dessa forma

q(t, po) = vQ(0,t, po), 0<x9<L,

q(t, po) = vQ(0,t, pp) — Y, 2wy = 0,29 = L (2.113)

Q(t,pl) = UQ(()?tvlol) - ?7 To = va() =1L

A delta de Dirac presente na equacao acima representa as situacdes nas quais o caminhante

=4

parte da mesma posicdo de um dos alvos e ja o encontra em ¢ = 0. E a diferenca entre
a segunda e a terceira linha da equacdo acima é que na ultima delas a caminhada inicia
no estado especifico 1, com duracdo de passo inicial determinado pela exponencial da Eq.
2.100| (CAMPOS et al), 2015a]), (CALVO et al} 2007). Nesse trabalho nos interessa a primeira
linha da equacao acima, pois o caminhante comeca em 0 < x < L, com o regime de busca

nao-destrutiva assimétrica xy < L.
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Assim substituindo Eq. na primeira linha de Eq. 2.113}

(L—mo),/s(s-&-%) .'1:01/s<s+%)
Tv? e v —|— e v

s27+45s

q(s, po) = : (2.114)
L s s+%)

21702 | e v —1

(sT+1)

Agora, substituindo a Eq. 2.1I2] na segunda linha de Eq. 2.113}

L s(s—‘—%)
(sT+1) S{;’is e v +1
1
q(s,p1) = — . (2.115)
L s s+%) 2
2102 | e v -1

Sabendo a taxa de encontros ¢ de um dos alvos podemos encontrar a taxa de probabilidade

do primeiro encontro f.

q(s;p0) = f(s;p0) + f(s;p0)a(s; p1), (2.116)
implicando em
o) = 2 (.117)

Sabendo que o tempo médio da primeira passagem é obtido através de (MéNDEZ; CAMPOS;

BARTUMEUS) 2014])

(2.118)

N i [~ e df(s.p0)
- — st _ ajs; po)
<T>= /o tf(t, po)dt = ?3%/0 e "t f(t, po)dt = g% pa

Usando os resultados de Eq.[2.115 e Eq.[2.117]em Eq.[2.118 encontramos o tempo médio

L Io(L — .CL’O)
T>= -4+ ——7F—-. 2.11
<T>=5+ =5 (2.119)

Lembrando que podemos considerar < L >=< T > e o valor maximo de 1 (minimo de
< L >) é encontrado para 7 — o0, dessa forma < L >,,= L/2 e a eficiéncia torna-se

1
Nopt ~ o (Exp Simples). (2.120)

2.5.3 Exponencial dupla

Os passos dessa subsecdo sdo parecidos com os da anterior, porém com a diferenca da

distribuicdo ter duas exponenciais n = 2. A distribuicdo do tempo de duracdo dos passos se
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torna ;t ;t

e e
+ Wo
T1 T2

o(t) = w

(2.121)

com 7; representando as duracdes caracteristicas e w; os pesos estatisticos, de modo que
wy + wy = 1.
Aplicando o mesmo formalismo de um sistema markoviano usado para a exponencial simples

(CAMPOS et al., 2015b)).

(.1, po) Z Wi / (M‘;W—@(t/)dt/ + piod(x — 20)8(1), (2.122)
pl(ﬁﬁ,ﬂpo) {fg <p1 (z+ot t— t,po)+p1(:t vt! t—t';00) >€Ti/dt/—|—
(2.123)

Jo (et ) ) 55 ] 4 pyoi(a — )50

pa(, t: po) = wz[f (“‘””” ipo)tpr(@—vt’ t—¥'ipo) )efildtur

(2.124)

/ /. / /. ;t/
fg <P2(I+Ut jt—t 700);/’2(“_” A=t ’pO))e ™ dt/} + P205(J} — $0>5(t).
Aplicando a transformada de Fourier e Laplace

pi(s+1") N pa(s +75")
(s +7 )2+ (kv)?) (s +7 )%+ (kv)?)

p1(s, k; po) = w1{ } +e ko (2.125)

pr(s+71) pa(s +73")
(s +m )2+ (kv)?2) (s +751)2 + (kv)?)

p2(s, ks po) = ZUQ[ } + 7m0 pyy. (2.126)

Resolvendo esse sistema encontramos essas equacoes

exp ko ((lm—lv)2+(s7'1+1)2) (p107'2 (k272v2+s272+s)+s7'2w1+w1)

P1 = To((kT1v)24(s71+1)2) (k21202 + 5212 +5)+wi (To—71 ) (— k202 (sTi T2 +T1+72) —s(sT14+1) (s2+1)) (2127)
e
B e—ikxo((szv)2+(572+1)2)(7—1 (kQ(plofl)Tl02+(p10*1)827'1+5(p10+w1*2))+w1*1) (2 128)
p2 = T ((kriv)24-(s7141)2) (k21202 + 821 +8) w1 (T —71 ) (—k202 (st +114+72)—s(sT14+1) (s72+1)) * ’

Para encontrar as densidades de probabilidade aplicamos as transformadas de Fourier e de

Laplace nas equacdes acima

Pl(k,s;Po):Pl(k,s;Po)<(S+S;_TlUw)Z) (2.129)
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Py(k, s;.po) = pa(k, s; po)((s n f; _TE (kv)Q)- (2.130)

Agora se substituimos a Eq. [2.127| em Eq. [2.129| obtemos

o ai(s) + ag(vk)?
ik, sip0) =5 =50 k)2 + (ol (2.131)

com
ay = (s + 1) (s + 75 D(spio +wimy t),
@ =p(s+77), (2.132)
by = s(s+ 77 (s 4+ 75 ) (s +wory L wiry Y,
by=(s+ 7 )(s +wor )+ (s + 73 )(s +wnrs ).

Se substituimos 71 <> o, wy > wy € p1g > poo, € encontramos Ps(k, s; pg). Fazendo a

transformada inversa de Fourier na Eq. 2.131]]

a; — azﬁz _g_ ===l a; — Gzﬁi —p4 lz==al
v
Y

2B (bs—260)° " T 28, (by — 267) (2.133)

Pi(z,s;p0) =

com 34 = by £ /b2 — 4b,. De forma anéloga a Eq. [2.112] temos a seguinte densidade de
probabilidade

) B (L-|z—xg)) _ B_lz—xg|
a1 — asfs e v +e v
Q1(, 8;p0) = 5 L +
257(b2 - 257) 1l —e" 7 21
9 7/3+(L—\:c—m0|) 7ﬂ+\x—x0| ( . 34)
a; — a3y e v +e v
281 (be —26%) 1—e =
E as taxas de probabilidade de encontro de qualquer um dos alvos
(5. 0) a; —ax3? e R N
qi\s, =
PR T b —28) T
, pati—sg) i (2.135)
ap — a2ﬁ+ e v +e v
2831 (by — 26%) 1 — e
Agora fazendo xy = 0 e p1p = 1 temos
(5, 1) =5~ 2 (e “>+
q(s,p1) =
18, 1 2@_<b2—253)(1_6_ﬂ;>
L (2.136)
woap (1)
28+ (by — 26%) (1 _ @—BtL) 2
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e colocando p1p = 1 na Eq.

ar=(s+7m s+ ") (s+wmt), (2137)
ag = (s +11).
Para ¢i(s, p2), temos praticamente a mesma expressdo de (s, p1), porém ay = 0 e a; =
(s+7 (s + 7 ) (i),
Para obter as expressdes de Py(k, s; po), Q2(x, S; po), g2(S, po), q2(s, p1) € q2(s, pa) o calculo
é feito de maneira semelhante.

Sabendo as taxas de encontros ¢;, iremos encontrar as taxas de probabilidade do primeiro

encontro f;(t, po),

q1(53 po) = f1(s:po) + f1(s5p0)q1 (55 p1) + f2(85 po)qi(s; p2) (2.138)

q2(8; po) = f2(8:p0) + f1(55 p0)q2(s; p1) + f2(55 po)az(s; p2). (2.139)

Resolvendo as equacdes acima temos

L q1(5; o) (1 + q2(s; p2)) — q1(5; p2)a2(s; po)
filsipo) = L+ qi(s; p1) + q2(s3 p2) + q2(55 p2)q1 (5 p1) — qu(s5 p2)qa(s; p1) (2:140)

q2(s; po) (1 + qa (3 p1)) — q2(s: p1)aa (5 po) L (2.141)

fa(s5p0) =
L+ qi(s; p1) + q2(8; p2) + @255 p2)q1 (55 p1) — Q1 (S5 p2)q2(5; p1)

implicando em

T o i L 205 p0) (Lt ai(si 1) — a5 p2)) + @1 (55 p0) (1 — g2(s5 p1) + ga(s: p2))

s=0ds 14 qi(s;p1) + q2(s5 p2) + q2(5: p2) 1 (55 01) — @1 (83 p2)q2(5; p1)
(2.142)

Para este trabalho nos interessa um subespaco total de parametros da distribuicdo {7y, wy, 72, wo }

onde wy +wy = 1, dessa maneira associando a uma busca nao-destrutiva comparavel a distri-

buicao de Lévy com p — 2. Para obter esse comportamento na exponencial dupla precisamos

escolher 7y > L/v e 75 < L/v, assim < T > se torna (CAMPOS et al., [2015b)

(1 — wy) <1 1tz 6_\{)“;*1;)'
1+ /wy

Podemos considerar < L >=< T > e através do método de maximos e minimos (STEWART|

L
<T>=_—+
2v W1

(2.143)

2012)) encontramos o valor minimo de < L > e os parametros 4timos:

*_Jma<L+¢m>

2= L — 8z,

(2.144)
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wt = 2[170(.[/ + 8L[L‘0)
' L(L—8x)

Interessante observar que no regime escasso (L — oo) temos 75 — g, fazendo que a

(2.145)

condicdo 75 /v seja satisfeita nas buscas ndo-destrutivas com zy < L e o peso estatistico da
primeira exponencial é bem pequeno w; — 2xo/L. Assim os parametros da exponencial dupla
estdo diretamente relacionados as escalas relevantes do problema (xy e L) o que indica que o
caminhante deve ter algum conhecimento prévio do espaco de busca para conseguir escolher
esses parametros.

Considerando < T" >=< L > e utilizando os parametros 6timos, temos:

x2(2\/§\/Lx0+L) 2x0(2\/§\/LmO+L>
< L > (T0) = L+L o (LB <1_ L(L—8z0) )
o 0) — &5
Pt 2 2[[‘0 (2\/5\/ LJ]O —+ L)
wo(2vavTiorr) o\ vy (2.146)
e e A N =
Va2l 1
E assim termos 1), =1/ < L >,
B 2
opt = B(evayLng L) ooy [T0EVEV g L)
[;;810 +1 exp | — 2( \[Lf/L;SCCO))
x4 (2V2+y/Lxzn+L
. (172w0(2\/§m+L)) 1 \/WEOO
0 L{L=82) \/;po(zf\/ﬁ+L)
L(L—8z0)
L N e D) 1
Zavviaott)

(2.147)

Expandindo a expressdao acima em série em torno de L = oo

1 1 1
opt = o e— O() ~ —, Exp Dupla). 2.148
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3 RESULTADOS EM 1D

Neste capitulo apresentaremos comparacdes das eficiéncias da distribuicdo de lei de potén-
cia, exponencial simples e exponencial dupla (JUNIOR, [2020)).

Utilizaremos o método do operador integral com programas feitos em Octave para calcular
a matriz L, que foi construida com as expressdes para os calculos de L;;, variando z;; de
r, até A\ — r, e para agilizar a montagem da matriz utilizamos o fato de ser uma matriz
de toeplitz e suas propriedades com ajuda de funcbes pré existentes no Octave. Apbds isso
ainda com ajuda de funcBes pré existentes calculamos a inversa da matriz (I — L), obtendo a
matriz K equivalente a discretizacdo de (I—L£)~!. Através das expressdes analiticas calculadas
obtemos < |I| >, finalmente conseguimos calcular < L > através da multiplicacdo K.< |[| >
e invertendo os elementos de < L > temos a eficiéncia. As desvantagens desse método sdo
a discretizacao de = e a geracdo de matrizes muito grandes que além de ocupar bastante
memoria tém um grande tempo de execucdo o que dificulta aumentar os valores de L.

Uma das maneiras de contornar essas dificuldades é utilizar, com o auxilio de um programa
escrito em C+, os calculos analiticos da secao[2.5, com a vantagem de ocupar pouca meméria
e os calculos serem efetuados bem rapidos, entretanto temos como desvantagens os calculos
para distribuicao de lei de poténcia serem aproximados, e da necessidade de aproximacdes para
a distribuicao exponencial dupla.

Além disso também utilizamos simulacdes feitas pelo método de Monte Carlo em C++,
que infelizmente apresentam longo tempo de execucdo para valores grandes de L e pela ca-
racteristica de simulacdes ndo tem como serem calculadas.

Para facilitar os célculos fizemos r, = 0 e escolhemos valores numéricos que satisfazem a

escassez de alvos, [y, r, < L.

3.1 DISTRIBUICAO DE LEI DE POTENCIA

Os resultados da simulacdo pelo método do operador integral foram comparados com os
dados apresentados em (BARTUMEUS et al,, |2013). Porém precisamos ressaltar que a PDF

utilizada em (BARTUMEUS et al), |2013) é uma lei de poténcia com tamanho maximo de passo
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7, assim
—1)(lp) ! 471
P() = =g = 1= (8] i<y (3.1)
P(l) =0, I <lpoul>n.

O qual volta a Eq. [1.39 quando v — oc.

Figura 13 — Eficiéncia 1 da busca n3o-destrutiva em funcdo de p para distribuicdo de lei de poténcia, onde
o pardmetro v é o tamanho méximo do passo, dr = 0.2,7, = 1,lp = 1,L = 10% e g = 2.
Os resultados em azul foram obtidos pelo método do operador integral para a distribuicdo n3o
truncada e adicionados a imagem. Os simbolos pretos s3o resultados por simulacdo numérica e
as linhas pretas obtidos pelo método do operador integral. Observamos que n limite v — 0o os
resultados conhecidem.

Fonte: Adaptado de: (BARTUMEUS et al/, [2013)

Na Fig. os resultados obtidos pelo método do operador integral (linhas pretas) sdo
comparados com os da simulacdo numérica de Monte Carlo (BARTUMEUS et al., 2013)) (simbolos
pretos). Verificamos que os resultados do método do operador integral para a distribuicdo ndo
truncada (simbolos azuis) concordam bastante com os de (BARTUMEUS et al., 2013) para o
maior valor de v = 10000 ou 7 — oo e valores de p relativamente préximos de 2. Importante
deixar bem claro que essa figura, com excecdo dos simbolos azuis, foi retirada do artigo
(BARTUMEUS et al, [2013).

Ja na Fig. [I4, temos uma comparacdo de diversos valores de x, obtidos pelo método
do operador integral (linhas sélidas) e por simulaces através do método de Monte Carlo

(simbolos). Os demais pardmetros s3o lp = 0.2,dx = 0.2, e L = 103. Interessante observar
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Figura 14 — Eficiéncia n em funcao de j para distribuicio de lei de poténcia, com Iy = 0.2,dx = 0.2, L = 10°
e o valor de xg variando. As linhas sélidas representam simulacGes pelo método de Monte Carlo
e os simbolos fpram obtidos pelo método do operador integral.

Fonte: O autor (2022).

como a eficiéncia maxima aumenta e . se aproxima de 2 para valores menores de z, inclusive
o caso xy = 500, busca destrutiva. Além disso, percebemos valores proximos entre os dois

métodos.

3.2 EXPONENCIAL SIMPLES

Na Fig. |15 temos a eficiéncia da busca, em funcdo do comprimento caracteristico, onde
L = 1000,ly = 0 e de = 0.2 para o caso destrutivo xy = 500 (vermelho) e para o nio
destrutivo zp = 1 (preto). Comparamos os resultados obtidos com o método do operador

integral utilizando as Egs. e em Eq. (circulos), com os resultados referentes a
curva tedrica da Eq. [2.119| (linhas sélidas). Os resultados concordam muito.
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Figura 15 — Eficiéncia da exponencial simples em funcdo de 7 onde Iy = 0,29 = 1, L = 10% e dz = 0.2, para
o caso ndo-destrutivo xo = 1 (preto) e para o destrutivo xy = 500 (vermelho). Os circulos foram
obtidos pelo método do operador integral e as linhas sélidas através do tempo médio de primeira
passagem. Vemos uma boa concordancia dos resultados.

Fonte: O autor (2022).

3.3 EXPONENCIAL DUPLA

Na Fig. [16] utilizamos o método do operador integral com os resultados de Eq. 2.81] e [2.78]
em Eq. (circulos vermelhos), comparando-os com o resultado exato do método do tempo
médio de primeira passagem usando w; = 1 — wy, 7y = 10°L, 5 = x¢ (linha sélida preta),
com a aproximacdo da Eq. usando 71 > L/v, 75/v (linha pontilhada preta) e o método
de Monte Carlo com medidas sobre 10° caminhadas (circulos azuis). Importante destacar que
neste caso foi usado o valor do préprio < L > ao invés de n = 1/ < L > e que essa figura
com excecdo dos circulos vermelhos (os quais adicionei a imagem pré-existente) é encontrada
no em ((CAMPOS et al., 2015b)).

Estes resultados sdo para o regime de busca n3o-destrutiva zo/L < 1, entretanto ja
se aproximando do caso destrutivo para xo/L = 0.1. Inicialmente observa-se que todos os

resultados concordam para o valor minimo de < L > e para os demais valores concordam
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Figura 16 — Distancia média entre dois encontros consecutivos de alvos, < T' >=< L >, em funcdo do peso
estatistico da primeira exponencial, wy, para a exponencial dupla, com [y = 0,dz = 0.2,L =
103,71 =100, =2zpev =1 A posicdo inicial, xg, estd indicada em cada gréfico, corres-
pondendo para os menores valores de zy/L, ao regime de buscas n&do-destrutivas. Os simbolos
vermelhos representam os resultados obtidos pelo método do operador integral, a linha sélida
preta é o resultado exato do tempo médio de primeira passagem, a linha pontilhada preta é o
tempo médio de primeira passagem com a aproximacdo da Eq. e os circulos azuis repre-
sentam o método de Monte Carlo com 10% caminhadas. Também temos as linhas horizontais
traco-pontilhada e a tracejada que sdo os resultados para lei de poténcia com y =2e py — 1
respectivamente. Os circulos vermelhos foram adicionados a imagem pré-existente. Uma boa con-
cordancia entre os resultados é observada perto do valor minimo de < L >.

Fonte: Adaptado de: (CAMPOS et al., 2015b).

também, exceto a linha pontilhada preta.

Além disso observa-se nas duas linhas horizontais, a tracejada que se refere a valores de
< L > para distribuicdo de lei de poténcia com p — 1 (regime balistico) e a linha tracejada
pontilhada a qual se refere a valores de < L >, também obtidos para distribuicdo de lei
de poténcia, s6 que dessa vez com p = 2 (préximo a eficiéncia maxima na auséncia de
conhecimento prévio do ambiente e busca n3o destrutiva). Para as buscas n3o-destrutivas
o minimo de < L > é menor que que a lei de poténcia para u = 2 e para u — 1. Esse
resultado sugere que a distribuicdo exponencial dupla pode apresentar maior eficiéncia que a
lei de poténcia para buscas ndo-destrutivas unidimensionais. Mais adiante iremos analisar a

possibilidade da exponencial dupla apesentar maior eficiéncia detalhadamente.
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3.4 COMPARACAO DAS EFICIENCIAS MAXIMAS DE BUSCAS NAO DESTRUTIVAS

Nas seces anteriores deste capitulo analisamos isoladamente as distribuicoes de de potén-
cia, exponencial simples e exponencial dupla. Agora nés vamos comparar os resultados entre
distribuicdes diferentes para buscas nao-destrutivas.

A eficiéncia das buscas do tipo lei de poténcia foi estudada em (VISWANATHAN et al.,
1999)). Observou-se que para o regime n3o-destrutivo assimétrico, regime de alimentos escasso
e auséncia de informacdes prévias do espaco de busca a eficiéncia maxima da distribuicdo do
tipo lei de poténcia ocorre para i =~ 2. Se considerarmos ;1 = 3, teremos o segundo momento
definido e a distribuicdo governada pelo TCL, dessa forma a busca ganha uma dinamica difusiva
ou normal. Para ;1 — 1 temos um regime balistico.

As caminhadas com p = 2 tem muitos passos pequenos se alternando com uns poucos,
mas relevantes passos longos. Os passos pequenos favorecem o encontro dos alvos préximos e
os longos auxiliam o encontro dos alvos mais distantes. Isso representa um meio termo entre o
caso balistico (11 — 1) e o caso difusivo (u = 3), sendo nesse caso uma dindmica superdifusiva
que continuara pelo menos até as escalas de tempo ou distancias totais percorridas da ordem
do livre caminho médio A\ da distribuicao dos sitios alvos, pois em algum momento ocorrera a
passagem para o regime normal ou difusivo devido truncagem dos longos passos pelo encontro
dos alvos.

Agora o que ocorre para FDP nas quais os tamanhos de passos tenham mais de uma
escala de comprimento caracteristica, de maneira que uma escala facilite encontrar os alvos
mais préximos e outra os alvos mais distantes? Esse é o caso da distribuicdo exponencial
dupla com os pardametros 71 > L e 75 < L. Serad que ela apresentard uma eficiéncia maior
que a distribuicdo de lei de poténcia para as buscas ndo-destrutivas? E o quanto influencia
conhecer previamente o espaco de busca? Iremos tentar responder essas questdes para o caso
unidimensional nessa sess3o.

A Fig. [L7| mostra a eficiéncia em funcdo de p para lei de poténcia (vermelho), em funcdo
do logw; para exponencial dupla (azul) com pardmetros tau; = 10, 7, = 2 e em funcdo de
T para exponencial simples (verde). Os demais pardmetros sdo L = 103,29 = 2,1y = 0.2 e
dxr = 0.2. Ja era esperado que a exponencial simples apresentasse a menor eficiéncia 6tima
de todas as distribuicdes. Porém a exponencial dupla com pardmetros 7y = 10% e 7 = 2
apresentou para w; =~ 0.005 uma eficiéncia maior do que a lei de poténcia para p ~ 1.9,

sendo esse um resultado inesperado, confirmando as evidéncias vistas em (CAMPOS et al
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Figura 17 — Eficiéncia, para buscas n3o-destrutivas, para lei de poténcia em funcdo de p (vermelho), para
exponencial simples em funcdo de 7 (verde) e para exponencial dupla com 71 = 10° e 75 = 2
em funcdo de log w; (azul). Os resultados foram obtidos através do método do operador integral,
com L = 103,29 = 2,1y = 0.2 e dz = 0.2. Nota-se maior eficiéncia da exponencial dupla, seguida
pela distribuicdo de lei de poténcia e pela exponencial simples.

Fonte: O autor (2022).

2015b)) e os resultados encontrados em (JUNIOR, [2020).

Serd que isso acontece para outros valores de L. Para verificarmos isso, na Fig. [L8] com-
paramos as eficiéncias 6timas em funcdo de L, para buscas n3o-destrutivas, lei de poténcia
(vermelho), da exponencial simples (verde) e exponencial dupla (azul) com 7, = 103L e
Ty = xg. Os resultados foram obtidos pelo método do operador integral (simbolos coloridos),
que sdo comparados com os resultados tedricos (linhas coloridas) e com as equa¢des aproxima-
das (simbolos pretos). Os pardmetros utilizados sdo xy = 2,1y = 0.2 e dx = 0.2. Continuamos
verificando a maior eficiéncia da exponencial dupla para cada valor de L.

Os resultados tedricos da Fig. (L8| foram obtidos através das seguintes equagdes (FERREIRA

et al.,, |2021; BULDYREV et al,, [2001a):

2
L+ xo(L — x0)/7T’

n=1/ <L >= (3.2)
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Figura 18 — Eficiéncia 6tima, para buscas n3do-destrutivas, em funcdo de L para distribuicdo de lei de poténcia
(vermelho), exponencial simples (verde) e exponencial dupla (azul) com 71 = 103L e 72 = .
Resultados obtidos pelo método do operador integral (simbolos coloridos), resultados tedricos
(linhas coloridas) e equacdes aproximadas (simbolos pretos) com zg = 2,1y = 0.2 e dz = 0.2
(JUNIOR|, [2020)). A exponencial dupla continua com maior eficiéncia.

Fonte: O autor (2022).

para exponencial simples, usando o < L > da Eq. [2.119}

) 27,/
n=1/<L> Luq 1o + 20(1 — Jwi)] + 272(1 — /wr) (72 + x0) (3.3)

para exponencial dupla, usando < L >=< T > da Eq.[2.143|e

afﬂa}icw@)__fﬂa/li__aMz)(i)a1_ , (3.4)

para lei de poténcia, usando < L > da Eq.[2.94, com o valor de a:

(1—a) (L)"‘/2

=1/<L>=-—F—(—
" / 2L Zo

2
a:1+EGJB. (3.5)

J4 os resultados aproximados foram obtidos através das Eqs. 2.120] 2.148| e 2.99 para expo-

nencial simples, exponencial dupla e lei de poténcia respectivamente.
E para verificarmos melhor o comportamento das eficiéncias 6timas colocamos o grafico

da Fig. [18]em escala log-log na Fig.[19] Observa-se que além de ter a menor a eficiéncia 6tima
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Figura 19 — Gréfico da Fig.em escala log-log. Nota-se que a eficiéncia étima da exponencial dupla cai mais
lentamente com L do que nas outras distribuices.

Fonte: O autor (2022).

a exponencial simples diminui mais rapidamente, seguido da distribuicao de lei de poténcia e
finalmente da exponencial dupla. Isso sugere que a exponencial dupla continua a apresenta
vantagens a medida que os valores de L aumentam.

Além disso para termos uma ideia de quanto a eficiéncia maxima da distribuicdo exponencial
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dupla é maior que a da distribuicdo de lei de poténcia calculamos a razdo entre as duas
utilizando o método de Monte Carlo e os parametros o = 1.1, L = 2000,ly = 0.2 e para
exponencial dupla 71 = 10°L, 7 = w7 encontramos uma razio de aproximadamente 1.77.
Ja se alteramos o valor de L para 5000 essa razdo se torna aproximadamente 1.95. Assim
confirmando o que vemos no grafico da Fig. [L9| que para maiores valores de L a vantagem da
exponencial dupla aumenta.

Os resultados apresentados neste capitulo mostraram a exponencial dupla apresentando
uma eficiéncia maior do que que a distribuicao de lei de poténcia, porém para obter esse
resultado precisamos garantir uma escolha adequada dos parametros da exponencial dupla
com 7 e T < L. Ja a distribuicdo de lei de poténcia ndo precisa de informacdes do espaco
de busca para obter sua eficiéncia maxima. E a exponencial simples, apresenta uma eficiéncia

menor do que a das outras distribuicdes.
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4 RESULTADOS EM 2D

No capitulo anterior vimos a comparacao das eficiéncias das distribuicGes em uma dimensao
e neste capitulo estudaremos o caso bidimensional. Uma das diferencas do caso bidimensional
é que ndo existe método do operador integral, nem expressoes analiticas para os calculos de
< L > e consequentemente da eficiéncia. Por isso utilizaremos o método de Monte Carlo,
com auxilio um programa de computador feito em C++, para efetuar os calculos. O cédigo
utilizado é uma adaptacao do programa desenvolvido por S. V. Buldyrev para lei de poténcia,
de modo a levar em conta também os casos das distribuices de tamanhos de passos do tipo

exponencial simples, exponencial dupla e Lévy.

4.1 DISTRIBUICAO DE LEI DE POTENCIA

Figura 20 —  em func3o de a para distribuicio de lei de poténcia com L = 10%, g = 1.4,7, = 1 e variando
os valores de [j.

Fonte: O autor (2022).

Inicialmente na Fig. vamos avaliar se a eficiéncia (1) em funcdo de o muda para
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diferentes valores do tamanho minimo do passo (ly). Os pardmetros sio L = 10°, zy =
1.4,7, = 1 e variando os valores de [j. Interessante observar que quanto menor o tamanho
minimo do passo (lp) maior a eficiéncia, também se observa que para esses valores menores
de [y a eficiéncia maxima é alcancada para um menor valor de «, embora em todos os casos

os valores se mantenham préoximos de 1, e decaem mais rapidamente.

Figura 21 — n em funcdo de a para distribuicio de lei de poténcia com L = 10°,zy = 1.0001,7, = 1 e
variando os valores de [.

Fonte: O autor (2022).

Agora variamos o valor da posicdo inicial do caminhante () para 1.0001 e verificamos
como a busca se comporta para diferentes valores do tamanho minimo do passo (ly), na Fig.
mantemos os parametros L = 10°, 7, = 1 e continuamos variando /;. Notamos que quanto
maior o valor de [; menor a eficiéncia maxima, porém nesse caso elas ocorrem para valores de
« mais proximos entre si, com a ~ 1.

Além disso na Fig. [22] analisamos o que ocorre quando consideramos o tamanho minimo
do passo fixo, nesse caso lo = 0.2, e variamos a posicdo inicial (x), continuamos com os
pardmetros L = 10° e r, = 1. Observamos que « ~ 1 e quanto maior o valor de x; menor a

eficiéncia maxima.
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Figura 22 — 1 em funcdo de « para distribuicio de lei de poténcia com L = 10°,1y = 0.2,7, = 1 e variando
os valores de xy.

Fonte: O autor (2022).

Ao observar esses graficos vemos que quanto mais préximo do alvo na posic3o inicial () e
quanto menor o tamanho minimo do passo a caminhada vai apresentar uma eficiéncia maxima

maior.

4.2 EXPONENCIAL SIMPLES

Continuando nossas anélises agora vemos na Fig.[23]o que ocorre com o gréfico a eficiéncia
(n) em funcdo de 7 para diferentes valores do tamanho minimo do passo para exponencial
simples com L = 10°,r, = 1 e posicdo inicial do caminhante 7, = 1.4. Notamos que as
eficiéncias maximas ocorrem para valores proximos com excecdo de [y = 1 que sua eficiéncia
maxima fica um pouco abaixo.

Agora alteramos o valor da posicdo inicial do caminhante (xy) para 1.0001 na Fig. [24 e
verificamos como a eficiéncia () em funcdo de tau se comporta para diferentes valores do

tamanho minimo dos passos, com os pardmetros L = 10° e 7, = 1. Nesse caso observamos
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Figura 23 — 1 em func3o de 7 para distribuicio exponencial simples com L = 10°, 2o = 1.4,7, = 1 e variando
os valores de [j.

Fonte: O autor (2022).

uma eficiéncia maxima um pouco maior para menores valores de [j.

E para verificar como o grafico de 17 em funcdo de 7 para exponencial simples se comporta
com valores diferentes da posi¢c3o inicial do caminhante (), na Fig. 25| mantemos L =
10,7, = 1 e o tamanho minimo dos passos [y = 0.2. Observamos que a eficiéncia méaxima é
maior para valores menores de x.

De maneira similar a distribuicao de lei de poténcia observamos que a exponencial simples
geralmente apresenta maior eficiéncia para tamanhos do passo minimo (ly) menores e para
caminhantes como posicdo inicial () mais préximas do alvo. Entretanto ao atingir a eficiéncia
maxima, o valor da eficiéncia apresenta muito pouca variacao, sendo quase constante para os
proximos valores de 7, diferente da distribuicdo de lei de poténcia na qual apds atingir a

eficiéncia maxima os valores de 7 diminuem para os préximos valores de a.



85

Figura 24 — n em funcdo de 7 para distribuicio exponencial simples com L = 10°,zq = 1.0001,7, = 1 e
variando os valores de [.

Fonte: O autor (2022).
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Figura 25 —  em func3o de 7 para distribuicdo exponencial simples com L = 10%,1y = 0.,7, = 1 e variando
os valores de zy.

Fonte: O autor (2022).
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4.3 EXPONENCIAL DUPLA

Figura 26 — n em funcio de log w; para distribuic3o exponencial dupla com L = 10%, g = 1.0001,7, = 17, =
103L, 19 = x¢ e variando os valores de .

Fonte: O autor (2022).

Para a distribuicdo exponencial dupla inicialmente verificamos como a eficiéncia () em
funcdo de logw; se comporta para tamanhos do passo minimo diferentes, na Fig. [26] Com os
pardmetros L = 105, 7, = 1,7, = L, 75 = x e a posicdo inicial do caminhante z, = 1.0001.
Verificamos que quanto maior o valor do tamanho do passo minimo [y menor a eficiéncia
maxima.

Depois, para verificarmos se existe alguma diferenca caso o caminhante comece de uma
posicdo inicial mais afastada do alvo, alteramos a posicdo inicial (z) para 1.4 e mantemos os
demais valores iguais na Fig.[27] Observamos resultados parecidos com a figura anterior, onde
a medida de o tamanho do passo minimo (ly) aumenta a eficiéncia maxima diminui.

E para comparar como valores diferentes da posicdo inicial do caminhante (z() interferem
na eficiéncia maxima () em funcdo de log wy, na Fig., fazemos o graficocom L = 10°,r, =

1,71 = 103L, 7 = x¢ e Iy = 0.2. Nota-se a maior eficiéncia maxima para posicio inicial do
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Figura 27 —  em funcdo de logw, para distribuicio exponencial dupla com L = 10%, 29 = 1.4,7, = 1,7y =
103L, 19 = x¢ e variando os valores de .

Fonte: O autor (2022).

caminhante mais préxima do alvo, ou seja, menor x.

Observamos de maneira analoga as duas distribuicoes anteriores que para posicdes iniciais
do caminhante mais préximas do alvo (menor () e quanto menor o tamanho minimo do passo
(lp) maior a eficiéncia méxima. E de maneira semelhante a distribuicdo de lei de poténcia apés

encontrar o valor maximo da eficiéncia, ela diminui a medida que log w; aumenta.
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Figura 28 —  em funcdo de logw; para distribuicio exponencial dupla com L = 10°,ly = 0.2,7, = 1,7y =
103, 75 = x, e variando os valores de .

Fonte: O autor (2022).

4.4 COMPARACAO DAS EFICIENCIAS MAXIMAS DE BUSCAS NAO DESTRUTIVAS EM
2-D

Apos analisar isoladamente as distribuicbes de lei de poténcia, exponencial simples e ex-
ponencial dupla, iremos comparar os resultados dessas trés distribuicdes.

De forma analoga ao caso unidimensional a eficiéncia das buscas tipo lei de poténcia
no regime nao-destrutivo assimétrico, com poucos alimentos e sem informacdes prévias do
ambiente a eficiéncia maxima ocorre para p &~ 2 no caso bidimensional (VISWANATHAN et al.
1999)). E do mesmo modo iremos investigar o que ocorre para FDP com mais de uma escala de
comprimento caracteristica com um dos parametros favorecendo o encontro de alvos préximos
e o outro favorecendo alvos distantes. Vamos trabalhar com a distribuicdo exponencial dupla.
usando os parametros 71 > L e 7o < L.

A Fig. mostra a eficiéncia (1) em funcdo de « para distribuicdo de lei de poténcia

(vermelho), em funcdo de logw; para exponencial dupla (azul) com 7, = 10%, 7, = 24 e
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Figura 29 — 7 em funcdo de logw; para distribuicio exponencial dupla (azul) com 71 = 10°L, 7o = wo;
funcdo de « para distribuicio de lei de poténcia (vermelho) e funcdo de 7 para exponencial
simples (verde). Os outros parametros sdo L = 10°,lp = 0.5,7, = 1 e 79 = 1.4.

Fonte: O autor (2022).

em funcdo de T para exponencial simples (verde). Os outros pardmetros sio L = 105 1, =
0.5,7, =1 e xyg = 1.4. Como esperado a distribuicio com menor eficiéncia é a exponencial
simples, e a exponencial dupla, de modo analogo ao caso unidimensional, apresenta maior a
maior eficiéncia.

Agora vamos verificar se esse comportamento ocorre para outros valores de L. Na Fig.
temos o grafico log-log da eficiéncia maxima em funcdo de L. Os parametros em comum s3o
o= 11,1, =1ely= 0.2, os valores de ; > L e 7 < L para exponencial dupla foram
escolhidos a dedo para obter a maior eficiéncia possivel. Continuamos observando o mesmo
resultado com a exponencial dupla apresentando a maior eficiéncia 6tima, a exponencial simples
a menor e a distribuicdo de lei de poténcia com uma eficiéncia 6tima intermediaria. Além disso
observamos que para maiores valores de L as vantagens da exponencial dupla se sobressaem.

No capitulo anterior verificamos que podemos aproximar os resultados das eficiéncias éti-

mas através das Eq. [2.120, [2.148| e [2.99] serd que conseguimos alguns fits semelhante para

o modelo bidimensional? Para verificarmos isso na Fig. [31] calculamos os fits para o caso bi-
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Figura 30 — gréfico log-log de i em func3o de L para distribuicdo exponencial dupla (azul), distribuicdo de lei de
poténcia (vermelho) e exponencial simples (verde), os pardmetros em comum sdo lp = 0.2,7, = 1
exg=1.1.

Fonte: O autor (2022).

dimensional, trabalhando para valores de L = 10 até L = 107 e encontramos os seguintes

valores:
Nopt & L7197, para lei de poténcia;
Nopt &= L1 para exponencial simples e (4.1)
~ LLTT ial dupl
Nopt & ,  para exponencial dupla.

Interessante observar que os fits para a distribuicao exponencial simples e para a lei de
poténcia apresentam valores t3o proximos que ndo existe confianca em afirmar que eles sao
distintos.

Além disso calculamos a raz3o entre as eficiéncias maximas da exponencial dupla e da lei de
poténcia, utilizando os parametros x¢o = 1.1, L = 2000,y = 0.2 e escolhendo os parametros
da forma que 7, > L e 5 < L encontramos aproximadamente 1.06. Mudando o valor de L
para 5000 e mantendo os demais valores inalterados encontramos a razao de aproximadamente

1.38, o que s3o comparaveis com os valores encontrados no caso unidimensional, 1.77 e 1.95
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Figura 31 — Fits para os valores da Fig. os fits foram feitos para valores a partir de L = 10° até L = 107.

Fonte: O autor (2022).

respectivamente.

Outro detalhe importante de se observar é que para os resultados bidimensionais os valores
das eficiéncias maximas das trés distribuicGes, estdo mais préximos entre si, principalmente
das eficiéncias maximas das distribuicGes de lei de poténcia e exponencial simples. E quanto
maior o valor de x5 menor a diferenca entre as eficiéncias maximas. Ainda nao sabemos o
motivo que isso ocorre, porém uma das das hipéteses para que isso aconteca seria que no caso
bidimensional existe a possibilidade do caminhante passar préximo ao alvo sem encontra-lo, o
que nao pode acontecer no caso unidimensional.

Neste capitulo vimos que a exponencial dupla (com 74 > L e 75 < L) apresenta a
maior eficiéncia de todas no caso bidimensional, de forma semelhante ao caso unidimensional.
Porém para encontrar esse resultado é necessaria uma escolha minuciosa dos parametros da
exponencial dupla, o que indica conhecimento prévio das informacdes do espaco de busca. Ja
na distribuicao de lei de poténcia ndo existe a necessidade de informacGes do espaco de busca

para obter a eficiéncia étima.
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5 CONCLUSAO E PESPECTIVAS

Nesse trabalho estudamos a eficiéncia de buscas aleatérias para o caso bidimensional em
regime nao destrutivo e distancia L entre os alvos. Dessa maneira comparamos as eficiéncias
6timas para as distribuicoes de Lévy, exponencial simples e exponencial dupla, no caso em que
L — oo (regime escasso). Antes de fazermos a anélise em duas dimensdes, revisamos o caso
unidimensinal com a ajuda de alguns métodos conhecidos na literatura (CAMPOS et al., |2015b)),
(BULDYREV et al., 2001a)), (BARTUMEUS et al |2013)) e utilizamos simulagdes computacionais,
com o método do operador integral e o método de Monte Carlo, para o caso unidimensional.

No caso bidimensional verificamos a eficiéncia 6tima com a ajuda de simulacdes computa-
cionais feitas pelo método de Monte Carlo e verificamos que de maneira analoga ao caso de
uma dimensao, a eficiéncia étima em funcdo de L, para o caso L > xq, nessas trés distribui-
coes. A distribuicdo exponencial dupla com 7 > L e 75, < L apresenta a maior eficiéncia.
Entretanto as trés distribuicoes apresentam eficiéncias méximas com valores mais préximos
entre si no caso de duas dimensdes em relacdo ao caso de uma dimensao, principalmente as
distribuicGes exponencial simples e de lei de poténcia as quais apresentam eficiéncia maxima
muito mais préximas. Também calculamos os fits para essas eficiéncias maximas, no caso
bidimensional, encontrando valores de 7,,; ~ L~ para distribuicio exponencial simples,
Nopt = L™197 para lei de poténcia e 1,,; ~ L~"7" para exponencial dupla. Esses valores s3o
diferentes dos encontrados na literatura para os casos em uma dimensao.

Porém, para que a exponencial dupla apresente maior eficiéncia é necessaria a escolha dos
parametros ideais, o que é improvavel de acontecer quando o buscador ndo possui nenhum
conhecimento prévio do espaco de busca. Assim, na auséncia completa de informacGes a
respeito do espaco de busca as buscas de Lévy permanecem como as com maior eficiéncia e
por isso em casos extremos, com escassez de alimentos, os animais buscam comida através
de distribuicGes de tamanho de passos de Lévy. Observamos que isso é valido nos casos
unidimensional e bidimensional, de acordo com a Lévy flight foraging hypothesis. Embora no
caso bidimensional a distribuicao exponencial simples e a lei de poténcia apresentem valores
muito préximos para os seus fits, dessa forma n3o existe confianca em afirmar que eles sdo
distintos.

Como pespectivas para trabalhos posteriores, gostariamos de investigar o motivo pelo qual

as eficiéncias méaximas estdo mais préximas no caso bidimensional em relacdo ao caso unidi-



94

mensional. Também desejamos aplicar as distribuicdes hiperexponenciais em sistemas reais,
comparando as eficiéncias 6timas com os resultados previamente analisados pela distribuicdo
de lei de poténcia. E além disso, gostariamos de abordar a eficiéncia da busca n3o destrutiva

em trés dimensoes.
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