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RESUMO

A proposta desta tese é estudar subvariedades imersas em produtos Riemannianos do
tipo M"(c) x R. Para isto desenvolvemos uma férmula do tipo Simons para subvariedades
com segunda curvatura média constante e possuindo vetor curvatura média normalizado
paralelo imersas nestes espacos e, tendo como hipéteses restricdes adequadas no quadrado
da norma do tensor de umbilicidade e da funcdo dngulo, concluimos que estas devem ser
totalmente umbilicas em um slice. Em seguida, considerando subvariedades Weingarten li-
near fechadas, obtivemos uma desigualdade integral que nos permitiu classificar aquelas que
atingem a igualdade como as totalmente umbilicas ou uma certa familia de subvariedades
paralelas contidas em um slice. Por fim, consideramos subvariedades que sdo pontos criticos
do funcional curvatura média total e, para o caso particular das superficies que satisfa-
zem a equacdo de Euler-Lagrange deste funcional, obtviemos uma desigualdade integral que
relaciona o tensor de umbilicidade da superficie com sua caracteristica de Euler. Como con-
sequéncia, caracterizamos aquelas que atingem a igualdade obtendo como um dos resultados,

uma classe de superficies minimas.

Palavras-chaves: espacos produto riemanniano; subvariedades; desigualdade integral; imer-

sbes isométricas; weingarten linear; formula do tipo Simons.



ABSTRACT

The purpose of this thesis is to study submanifolds immersed in the Riemannian products
M"(c) x R. For this, we developed a Simons type formula for submanifolds with constant
second mean curvature and having a normalized parallel mean curvature vector immersed in
these spaces and, having as restrictions imposed on the square of the norm of the umbilicity
tensor and the angle function, we conclude that these must be totally umbilical in a slice.
Next, considering closed Weingarten linear submanifolds, we obtain for these an integral
inequality that allowed us to classify those that achieve equality as totally umbilical or a
certain family of parallel submanifolds contained on a slice. Finally, we consider submanifolds
that are critical points of the total mean curvature functional and, for the particular case
of surfaces that satisfy Euler-Lagrange’s equations for this functional, we obtain an integral
inequality that relates the umbilicity tensor of the surface with its Euler's characteristic.
Consequently, we characterize those who achieve equality obtaining, as one of the results, a

class of minimal surfaces.

Keywords: riemannian product spaces; submanifolds; integral inequality; isometric immer-

sions; linear weingarten; Simons-type formula.
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1 INTRODUCAO

Considerando a teoria das imersGes isométricas, o problema de caracterizar subvarieda-
des com uma de suas duas primeiras (ou ambas) curvaturas constantes constitui um tema
classico de pesquisa. Nessa direcdo, podemos destacar os teoremas de rigidez de Alexandrov,
Liebmann e Hilbert sobre superficies com a primeira ou a segunda curvatura constante como
os resultados mais celebrados da teoria de subvariedades no espaco Euclidiano R3, os quais
foram posteriormente generalizados para as formas espaciais Riemannianas (ALEDO; ALIAS;
ROMERO, 2005} [MONTIEL; ROS|, [1991)). Ainda no contexto de superficies, ndo podemos deixar
de destacar o teorema de Hopf (HOPF| [1983) sobre a caracterizacdo de esferas totalmente
umbilicas como as (nicas esferas topoldgicas de curvatura média constante imersas em uma
forma espacial tridimensional de curvatura seccional constante.

Passando para o caso em que a dimens3o e a codimens3o da subvariedade s3o arbitra-
rias, ao final dos anos 60 Simons em seu célebre trabalho (SIMONS, 1968) introduziu uma
importante ferramenta para o estudo da geometria de subvariedades minimas imersas na
esfera Euclidiana unitaria. Mais precisamente, Simons calculou o Laplaciano do quadrado
da norma da segunda forma fundamental A de uma subvariedade minima fechada (isto é,
compacta sem bordo) X" da esfera unitria S™, n > m, e como aplicacdo obteve a seguinte
desigualdade integral

m(n —m)

/E (JA]2 — c(n,m)) |A?dS > 0, onde c(n,m) = st S (B

a qual nos concede um gap natural em relacdo ao tamanho do quadrado da norma da
segunda forma fundamental de tal subvariedade. Por meio da desigualdade , Simons
provou que se X é uma subvariedade minima fechada na esfera unitaria tal que o quadrado
da norma da sua segunda forma fundamental satisfaz 0 < |A|?> < ¢(n,m), entdo ou |A|> =0
e ¥ é uma subvariedade totalmente geodésica ou |A|? = c(n,m). Esta dltima igualdade
foi estudada por (CHERN; DO CARMO; KOBAYASHI, |1970) que concluiram que neste caso
Y™ é necessariamente um toro de Clifford ou uma superficie de Veronese em S?*. Vale

ressaltar que o caso da codimensdo 1 também foi estudado simultdnea e independentemente
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por (LAWSON, [1969). Atualmente a desigualdade é conhecida como a desigualdade
integral de Simons. E importante enfatizarmos que a ferramenta introduzida por Simons n3o
s6 se mostrou poderosa para o estudo de subvariedades minimas e fechadas na esfera, mas
também para o estudo de subvariedades completas com vetor curvatura média paralelo, bem
como uma ferramenta de investigacdo em outros espacos ambientes, como podemos ver
em (NOMIZU; SMYTH, |1969; [ERBACHER, |1972; [SANTOS|, (1994} |ALENCAR; DO CARMO, 2004;
ARAUJO; TENENBLAT,), 2009).

Por outro lado, nas Gltimas décadas tem ocorrido um crescente interesse no estudo de
subvariedades imersas em espacos produtos Riemannianos. Em particular podemos destacar
a variedade produto M™(c) x R dotada da métrica produto padrdo, onde M™(c) é uma forma
espacial Riemanniana n-dimensional com curvatura seccional constante c = —1,1 e R a reta
real. Esta classe de espacos é na verdade uma extens3o natural do espaco Euclidiano R™+!.
Concernente a estes espacos destacamos os estudos de superficies devidos a (ROSENBERG,
2002; ABRESH; ROSENBERG, 2004; IMEEKS, 2004) como sendo os principais pontos de partida
neste tépico. De fato, em (ABRESH; ROSENBERG, 2004)), os autores definiram uma diferencial
quadrética holomorfa para superficies com curvatura média constante (abreviadamente cmc)
e, generalizaram o teorema de Hopf para esses espacos mostrando que uma esfera cmc imersa
deve ser uma esfera de rotac3o.

Com base na digressdo feita acima, uma questdo interessante é a caracterizacdo de
subvariedades em espacos produtos do tipo M™(c) x R usando férmulas do tipo Simons.
Nessa direcdo, (BATISTA, 2011)) encontrou uma férmula do tipo Simons para superficies cmc
nos espacos produto M?(c) x R e, aliado ao principio do méaximo generalizado de Omori-
Yau, ele aplicou esta férmula para caracterizar superficies completas com curvatura média
constante nos espacos H? x R e S? x R. No que tange a dimensio e codimens3o arbitrarias,
(FETCU; ONICIUC; ROSENBERG, [2011; [FETCU; ROSENBERG, 2013) obtiveram uma férmula do
tipo Simons para subvariedades com vetor curvatura média paralelo (abreviadamente pmc)
nos espacos de produto M"(c) x R estendendo, para dimens&o e codimensdo arbitrérias, a
previamente obtida por (BATISTA| 2011). Como aplicacdo desta férmula, os autores (FETCU;

ROSENBERG, 2013) mostraram que se ¥™ é uma subvariedade pmc de M™(c) x R com
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n > m tal que o quadrado da norma de sua segunda forma fundamental satisfaz certas
restricOes, entdo Y™ deve ser uma hipersuperficie totalmente umbilica imersa com curvatura
média constante em M™T!(c) < M"(c) para n > m > 3. Por outro lado em (FETCU;
ONICIUC; ROSENBERG, 2011)), eles obtiveram resultados do tipo gap para a curvatura média
de certas subvariedades pmc biharmdnicas completas, e também, classificaram as superficies
pmc biharmonicas préprias em S” x R.

Iniciaremos nosso trabalho caracterizando subvariedades completas com segunda curva-
tura média constante e imersas com vetor curvatura média normalizado paralelo (abreviada-
mente pnmc) em espacos produtos da forma M"(c) xR, (DOS SANTOS; DA SILVA, 2022). Para
isto, adaptamos o operador diferencial introduzido por (CHENG; YAU|, 1997)) ao nosso contexto
e provamos uma férmula do tipo Simons para subvariedades pnmc imersas em M"(c) x R,
estendendo a previamente obtida por (FETCU; ONICIUC; ROSENBERG) [2011} |FETCU; ROSEN-
BERG, [2013)) (cf. Proposi¢do [2.1.8). Utilizando esta férmula do tipo Simons aliada a uma
versdo do Principio do Maximo de Omori-Yau generalizada (cf. Proposig:éo, mostramos
alguns resultados do tipo gap para estas subvariedades adicionando a condicdo de que o vetor
curvatura média normalizado 7 faca um angulo constante com o campo vetorial unitério &
tangente a R, a qual denotaremos por subvariedades com 7-angulo constante (cf. Defini-
géo. Mais precisamente, provamos os seguintes resultados, no qual denotamos por Ha

a segunda curvatura média de uma subvariedade definida por m(m — 1)Hy := mH? — | A|?,

(cf. equagio [2.36)).

Teorema 1.0.1 Seja X uma subvariedade pnmc completa em S™ x R, n > m > 3, com

n-angulo e segunda curvatura média Hy > 0 constantes. Se

(2m +1)

2
o] + IT|? <24 ———H,,

m
m—1
onde T é a parte tangente de & e ¢ o tensor umbilicidade de X, entdo 3™ é uma hipersu-

perficie cmc totalmente umbilica em S™+1 — S™.

O préximo resultado aborda subvariedades pnmc em H™ x R e estende o Teorema 4.5
de (FETCU; ROSENBERG, 2013)) sem a hipdtese de ortogonalidade entre 7 e . Em outras

palavras, provamos o seguinte.



13

Teorema 1.0.2 Seja X™ uma subvariedade pnmc completa em H" x R, n > m > 3, com
n-angulo e segunda curvatura média Ho > 0 constantes. Se

s 2(m+1)
o - 2D

m

IT|> < -4+ ——Hy,
m—1

entdo ™ é uma hipersuperficie cmc totalmente umbilica em H™ 1.

No caso 2-dimensional, (DOS SANTOS, [2021)) estudou superficies completas imersas em
um espaco produto M?(c) x R com curvatura extrinseca constante, ou equivalentemente, Ho
constante. Nosso préximo resultado estende parte dos resultados obtidos por (DOS SANTOS,

2021)) para superficies pnmc com segunda curvatura média constante.

Teorema 1.0.3 Seja ¥? uma superficie pnmc completa de S™ x R, n > 2, com n-angulo e

segunda curvatura média Ho > 0 constantes. Se
sup(|o|* + 5|T%) < 2+ 2Hs,
by
entdo ¥ é uma superficie cmc totalmente umbilica em S®.

Assim como no Teorema , também obtemos uma leitura do resultado acima para su-
perficies completas em H" x R (cf. Teoremd3.2.10)).

Convém observar que a abordagem utilizada para a obtenc3o dos resultados anterio-
res ndo nos permite obter outros tipos de subvariedades além das totalmente umbilicas.
Nesse sentido, a segunda parte desta tese correspondente ao Capitulo |4 e que corresponde
aos trabalhos (DOS SANTOS; DA SILVA, 2022; [DOS SANTOS, DA SILVA; DE SOUZA, 2022), ob-
jetiva a busca de outras subvariedades além das totalmente umbilicas. Em um trabalho
recente (ALIAS; MELENDEZ | 2020), obtiveram uma desigualdade integral do tipo Simons
para hipersuperficies fechadas com curvatura escalar constante imersas na esfera S™. Através
de releitura adequada da férmula de Simons (cf. Proposicdo , foi possivel estabele-
cer uma versao deste resultado para um contexto de subvariedades pnmc Weingarten linear
em S™ x R, onde serdo consideradas neste trabalho como subvariedades Weingarten linear,

aquelas cujas curvaturas médias H e Hj satisfazem a seguinte relacdo linear

Hy=aH +b
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para constantes a, b € R. E claro que as subvariedades Weingarten linear sdo extensdes natu-

rais das subvariedades com H constante. Nessa configuracio, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.0.4 Seja > uma subvariedade pnmc Weingarten linear fechada de S™ x R,

n>m >4, tal que Hy = aH + b, com a,b > 0. Se o n-dngulo é constante, entio

161 2 F a0l T = 0

para todo niimero p > 2, onde F,; é uma funcdo real dada por

S om—=2 m— 2 x a?
Fap(t,y) = —m<a— m(m_l):c> \/m(m_1)+b+ 1

+(2m+ 1)y* + m(m _ 2)a <a2 + b) .

2/mm 1)\ 2

Mais ainda, se b > 0 a igualdade ocorre acima se, e somente se,

(i) ou X™ for uma hipersuperficie totalmente umbilica em S™ 1 < S"™ x {to} para algum

to € R;

(i) ou ||?> = v(m,a,b) onde v(m,a,b) é uma constante positiva que depende apenas de

a,b,m e X é isométrica a um produto do tipo S'(v/1 —r2) x Sm~1(r) c S —

S™ x {to} para algum ty € R, comr = \/(m —2)/m(Hy+ 1) > 0.
No caso em que b = 0, o teorema precedente tem como consequéncia imediata o seguinte

Corolario 1.0.5 Seja X uma subvariedade pnmc fechada em S™ x R, n > m > 4, com

segunda curvatura média constante Ho > 0. Se o n-dngulo é constante, entdo

1672 Fo (6, 1T 45 = 0.

para cada ndmero real p > 2, onde

Fo,i,(7,y) = (m—2)x2+(m—2)m\/x2+m(m— 1) Hy
—(m—1) (m(1+H2)—(2m+1)y2).

Mais ainda, se Hy > 0 a igualdade acima vale se, e somente se,
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(i) ou =™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica em S™+! — S" x {tq} para algum
to € R,’

(ii) ou

m(m — 1)(Ha + 1)?

(m — 2)(mH2 -+ 2) ’

ol =

e X é isométrica a um produto do tipo S'(v/1 —r2) x S"~1(r) C S™*! < S x {to} para

algum ty € R, comr = \/(m —2)/m(Hy + 1) > 0.

Fazendo algumas adaptacdes na prova do Teorema [1.0.4) também obtemos uma vers3o
deste para subvariedades e superficies em H"™ x R. Contudo, apenas foi possivel detectarmos
subvariedades totalmente umbilicas.

No quinto e dltimo capitulo deste trabalho estudaremos subvariedades como pontos
criticos de um certo funcional, cujos resultados obtidos fazem parte de (ALBUJER; DA SILVA;
DOS SANTOS, 2022). E facil ver que a técnica empregada nos capitulos anteriores n3o nos
permite estudar subvariedades minimas. De fato, em todos os resultados é assumido que
a subvariedade possui vetor curvatura média normalizado paralelo. Afim de motivar nosso
estudo, destacamos que uma linha de pesquisa interessante é estudar quais subvariedades
sdo pontos criticos de certos funcionais geométricos. Neste cendrio, vamos destacar trés
funcionais classicos diferentes. Primeiramente, (CHEN| [1974) considerou o seguinte funcional

para superficies fechadas 2 em R3:

W(D) = ;/E|¢]2d2 = /Z(HQ — K)dy, (1.2)

onde H e K representam a curvatura média e Gaussiana de Y2, respectivamente. Inti-
mamente relacionado com ([1.2) podemos considerar a conhecida energia de Willmore ou

funcional de Willmore dado por:
W(E) = / H%dY. (1.3)
b

De fato, em razao do teorema classico de Gauss-Bonnet, ambos os funcionais YW e W tém os
mesmos pontos criticos no conjunto de superficies fechadas em R3. Associada a (1.3)), esta a

famosa conjectura de Willmore, proposta por (WILLMORE, 1965)) e resolvida por (MARQUES;
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NEVES, 2014), que garante que o valor de W(X) é pelo menos 272 quando Y2 é um toro
imerso em R3. Por fim, destacamos o funcional curvatura média total, o qual introduzido

por (CHEN, [1971)) para qualquer subvariedade fechada ¥ no espaco Euclidiano R":
H(T) = / H™d..
by

Chen provou que H é limitado inferiormente pelo volume da m-esfera unitaria, sendo a
igualdade atingida quando a subvariedade é exatamente S". O funcional curvatura média
total também foi considerado para subvariedades em outros espacos ambientes. No caso de
subvariedades fechadas na esfera S™, H é limitado inferiormente por zero, e a igualdade
é atingida por todas as subvariedades minimas fechadas de S™. Considerando o problema
variacional associado a tal funcional, diz-se que uma subvariedade X" é uma H-subvariedade
se for um ponto estacionéario para H.

Neste contexto, trabalhamos com o funcional curvatura média total e obtemos a equacdo
de Euler-Lagrange deste para superficies fechadas imersas no espaco do produto S™ x R (cf.
Proposicao . Como consequéncia, obtivemos uma desigualdade integral de tal sorte
que, no caso em que a superficie estd contida em um slice do produto S x R, esta coincide
com a desigualdade obtida por (GUO; LI, |2013)) para n = 4 e melhora este resultado para

n > 4. Mais especificamente,
Teorema 1.0.6 Seja X2 uma H-superficie fechada no espaco produto S™ x R. Entdo

/E {(1 —5|T)* - ;’W) 181> — 2(|¢n] + DIT|* + 2} 4% < 4y (%), (1.4)

onde ¢, e x(X) denotam o tensor de umbilicidade relacionado ao vetor de curvatura média
h e a caracteristica de Euler de Y2, respectivamente. Em particular, a igualdade vale se, e

somente se, %% é isométrica a
(i) um slice S* x {to}, ou
(ii) uma 2-esfera totalmente geodésica ou um toro de Clifford em S® x {to}, ou
(iii) uma superficie Veronese em S* x {ty},

para algum ty € R.
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2 ARCABOUCO TEORICO

Neste capitulo serdo estabelecidas algumas notacdes e convencdes a serem adotadas ao
longo do texto. Além disso, serdo apresentados definicdes e resultados, sem demonstracGes,
ja conhecidos da teoria de imersdes isométricas e que serao importantes no desenvolvimento

do trabalho.

2.1 PRELIMINARES
2.1.1 Férmulas gerais

Seja X" uma subvariedade imersa em uma variedade Riemanniana M com n > m.
Escolheremos um referencial local ortonormal {ej,...,en41} em M com correferencial
dual associado {w1,...,wnp+1}, de modo que em cada ponto p € ™, os campos €1, ..., enp
sejam tangentes a X", e 0s campos €41, - - -, €p+1 S€jam normais a X", Assim, fica esta-
belecida a seguinte convenc3o para os indices:

1<ABC,---<n+1, 1<ijk<m e m+1<a/pb,7, -<n+1l
Nesta configuracdo, a métrica Riemanniana de M ¢ dada por
ds* = Zwi,
A

~ —n-+1 ~
Denotando por {wap} as formas de conexdo de M, temos que as equacdes de estrutura

de M ss0 dadas por :

dwg=—) wapAwp,  wap+wpa=0, (2.1)
B
1 e~—
dwap ==Y wac Awep + 3 > Rapcpwe Awp, (2.2)
c C.D

= —n+1
onde R4pcp denota o tensor curvatura de T
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Restringindo todos os tensores a ™ temos
Wa=0, m+1<a<n+1.

Consequentemente, a métrica Riemanniana de ™ é escrita como ds® = wa Uma vez
i
que

Zwai Aw; = dw, =0,
i

segue do lema de Cartan que
Wai = Z hiwj e hi; = hi;. (2.3)
J
Com isso, obtemos a segunda forma fundamental A de ¥ em WH, a seguir

A= Z h%wz’ O Wjeq, h% = <Aa(ei)7 ej> = <A(eia 6]’)7 €a>a (2'4)
a7i7j
em que A, denota o operador de Weingarten de X" na direcdo e,. O quadrado do compri-
mento da segunda forma fundamental fica, portanto, definido por:
AP =) [Aal? = D (hG) (2.5)
[} a,t,j
Além disso, definimos o vetor curvatura média h e a funcdo curvatura média H de X™ em

—n+1 .
M~ respectivamente por:

h= %Ztr(Aa)ea e H=I|h= % IS e (42, (2.6)

onde tr(A,) = th;
i
Em relacdo ao vetor curvatura média de uma imers3o, a seguinte definicdo serd bastante

usual.

. s ) - -+l
Definicao 2.1.1 Dizemos que o vetor curvatura média h de ¥™ em M "rg paralelo se ele

for paralelo como uma secdo do fibrado normal de 3.
Sendo assim, introduziremos as seguintes notacGes a serem utilizadas em todo este trabalho:

(a) X™ é pmc se ela possuir vetor curvatura média paralelo;
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(b) X é emc se ela possuir funcdo curvatura média constante;

(c) X™ é pnmc se ela possui funcdo curvatura média positiva e vetor curvatura média

normalizado paralelo.

Convém observar que uma subvariedade pmc é uma subvariedade cmc. Além disso, a
condicdo de ser pnmc é mais geral que a condicdo pmc. De fato, subvariedades pmc com H
n3o-nulo também s3o pnmc, ocorrendo a equivaléncia apenas no caso em que a curvatura
média é constante e n3o nula. Além disso, temos que a condicdo pnmc é mais fraca que a
pmc, a exemplo, toda hipersuperficie imersa em uma variedade Riemanniana com curvatura
média n3o-nula, sempre é pnmc. Uma melhor abordagem do tema pode ser encontrada
em (CHEN, [2019)).

Voltando ao contexto anterior, através das equacdes e (2.2)), decompomos as equa-
cOes de estrutura de ™ em parte tangente:

dwi:—g wij A\ wj, w¢j+wji:0,
J

1
dwij = =Y wik Awrj + = > Rijrawg Awi,
2
k k.l
onde R;ji; sdo as componentes do tensor curvatura de ¥™, donde obtemos a equacdo de

Gauss

Rijii = Riju + > (hfkhfl - hﬁhfk) : (2.7)
B
E, em parte normal:

dwa:—Zwaﬁ/\wB, Wap + wga =0,
B

1 1
dwaﬂ = — Zwa,y A\ W’Yﬂ + 5 ZRaﬁlek A wi,
v k.l
onde Ri ;; S30 as componentes da curvatura normal de £, donde obtemos a equacdo de
Ricci

Réﬁij = Eaﬂij + Z ( ?khfj - %jhiﬁk) . (2.8)
k
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As componentes h%k da derivada covariante V A satisfazem

N hgwr = dhgs — 3 hGwiy — > hSwii + > W wga, (2.9)
k k k B
com
VAP = > (h§p)*. (2.10)
a,i,5,k

Ainda sobre a segunda forma fundamental, temos a seguinte definicdo.

. -~ . . . . . . —5n+1
Definicdo 2.1.2 Seja > uma subvariedade imersa na variedade Riemanniana M~ ~, A a
segunda forma fundamental e A; o operador de forma associado a esta imersdo na direcdo

de ¢ € X(X)*. Dizemos que

a) X é totalmente geodésica se para todo p € ¥ tem-se A = 0.

b) ¥ é uma subvariedade totalmente umbilica se para todop € ¥ temos que A¢ = (h, &)1,

para cada £ € X(%)*.

c) ¥™ é uma subvariedade paralela se para todo p € 3™, temos que VA =0 .
Desta forma, de (2.3) e (2.9) obtemos a equacdo de Codazzi
ik — hikj = —Raijk- (2.11)

As primeira e segunda derivadas covariante de hj; denotadas por hfj; e h{l,, respecti-

vamente, satisfazem:
S B = dhS, — 3 B — > Wy — S hSw + Y hwsa.
! l ! l 8
Logo, tomando a derivada exterior em ([2.9)) obtemos a identidade de Ricci
Wi — B = Y hipRpjit + ) gy Rpirt — zﬂ: hiji‘,Bkl- (2.12)
2 p

Agora, ao restringirmos a derivada covariante EABCD;E de Rapcp em ¥, segue que

Roijky € dada por

Roijky = Raijil — Zﬁaﬁjkhg - Zﬁaiﬁkhf‘l - Zﬁaijﬁhgl + Zﬁpijkhf}, (2.13)
B B B P
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onde Eaijkl denota a derivada covariante de Raijk como um tensor sobre ™.

O Laplaciano Ahg; de hf]
e (2.13]) temos
he ARG = hE S [
k

| Raikjr + (h?kjk - hzqkk:j) + Rakkij + h%k:ij}

. € definido por Ah{; = th‘]kk Portanto, das equagdes ((2.11))
k

kit T Raikjk — Nk + Rokkij + h%kij}

(2.14)
=Y hg; (Eaikzjk + Rakkij) + ) _hij [(hgiRpkjk + hgksz’jkﬂ
k k,p

+ > B R+ D hihi-
5.k k

Em relac3o a estes termos, aplicando as equacdes de Gauss, Ricci e a primeira identidade de

Bianchi a (2.14)) obtemos

Z h{; (Ru'kjk + Rakkij) + Z h%hfkRéajk
k pik

= Z h% (_h/gkﬁaijﬁ + 2h]@kﬁaﬁki — hfjﬁakﬁk + Qh}[giﬁagk»
Bk
- Z h{; (hijpkki + h;‘kRpikj) - Z h{; (Rnk;j;k + Rakkzi;j)
.k k

o a8 18 o a1 B o B a 1B
+ 3 hg (hiphpjhkk + QRSB0 Rl — WS — WSy hD R, — hpjhikhgk) .
B,p,k

Além disso, aplicando alguns calculos matriciais e usando ([2.4)), chegamos a:

S ng (Rhihigy + 2hghl hG, — W R0, — W R RS — heshi D, )

— g \Mip™tpj Pk "pj ij""pk Pj ik "pk
0. B,ijokp (2.15)
=m Y tr(A24,) = 3 (N (Aads — AgAa) + [tr (Aadp)]*)
« a,ﬁ
onde N(A) = tr (AA") para qualquer matrix A = (a;;).
Uma vez que
1 [e% [0} [e%
§A‘A|2 = Z ( ijk)2 + Z hi; AR, (2.16)

a,igk Q,iyj

temos a seguinte férmula geral do tipo Simons:
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o . . . . —n+1 -
Proposicao 2.1.3 Seja ¥ uma subvariedade Riemanniana de M comn > m. Entdo,

SAAP = [VAP + S8 (s — Raiin — Rakis )

a77/7‘7 k

+ 3 8 (~Raip + 2k Raski — by Rangn + 205 R )
7ﬁ7 7] k

(2.17)
—Z( (Aadp — AgAa) + [tr(Aads)? — tr(Ag)tr(42 Ap))

+ 2 Z hgj (h?kﬁpijk + h?jﬁpkik) .

,i,g,k,p
Observacdo 2.1.4 No contexto de subvariedades minimas, isto é, H = 0, a férmula de Si-
mons acima foi obtida por Chern, do Carmo e Kobayashi em (CHERN; DO CARMO; KOBAYASHI,
1970).

Encerramos esta secio com os seguintes resultados algébricos que serdo apresentados

sem as suas demonstracdes. O primeiro deles é o (SANTOS), 1994, Lema 2.6)

Lema 2.1.5 Sejam B,C : R™ — R™ uma aplicacdo linear simétrica tal que [B,C] =0 e
tr(B) = tr(C') = 0, entdo

m— 2 m— 2
_\/m(m 1) vm(m —1)

Valendo a igualdade se, e somente se m — 1 dos autovalores x; de B e os autovalores

|B|?|C| < tr(B*C) < |B||C].

correspondentes 1; dos de C satisfazem

|zi| = B s0 e = (rep =),
m(m — 1) - m(m — 1) m(m — 1)
(2.18)
E o segundo é o (LI; LI, 1992, Teorema 1).
Lema 2.1.6 Sejam By,...,Bs, onde p > 2, matrizes simétricas m x m. Entdo

p 2
>~ (N (BaBg — BgBa)) + [(BaBs)]” < = (ZN ) :

a75:1
E interessante observar que a desigualdade do Lema pode ser considerada como
uma generalizacdo do Lema de Okumura bastante utilizado na obtencdo de resultados de

rigidez no contexto de hipersuperficies.
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2.1.2 Uma férmula de Simons para subvariedades pnmc em M"(c¢) x R

Sejam M™(c) uma variedade Riemanniana conexa munida do tensor métrico (, ) e com
curvatura seccional constante ¢ = —1,1 e R a reta real. Denotamos o espaco produto de
M"(c) por R, como o produto Riemanniano M"™(c) x R, que nada mais é do que a variedade
diferenciavel M"™(c) x R munida da métrica Riemanniana

(v, w)p = ((mar) v, () W)t + {(TR), 0, (TR, ) W),

comp € M" xR ewv,w € T, (M xR), onde 7 e mp; denotam as projecSes candnicas
sobre os fatores correspondentes . Especificamente, M"(c) x R denotard S” x R quando
c=1e H" xR quando ¢ = —1. Note que estes dois espacos podem ser considerados como
hipersuperficies do espaco Euclideano (n + 2)-dimensional R"*2 e do espaco Lorentziano

(n + 2)-dimensional L2 = (R"*2, —da? + - - + da? ), respectivamente:

S" xR ={(x1,...,Znt+2) ER”+2;JJ%+“'+$Z+1 =1}

2 2 2
H" xR ={(z1,...,Tn42) EL"* —2f + - 425, = —1}.
Associado ao produto Riemanniano, o campo vetorial

O = (0/9y) | s e MR,

Dt

é paralelo e unitario, isto é,
Vor=0 e (0,,0) =1, (2.19)

onde V denota a conexdo de Levi-Civita de M"(c) x R. Observemos que ao longo de ™,

o campo J; admite a seguinte decomposic3o:
§E:=0=T+ N, (2.20)

onde por simplicidade, T':= 9] e N := 0 denotam, respectivamente, as partes normal e

: . —n+1 .
tangente do campo J; nos fibrados normal e tangente da subvariedade X em M Mais

ainda, de (2.19) e ([2.20]), temos a relagcdo

1= (0,0, = |T] + NP (2.21)
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Observacdo 2.1.1 Note que se T = 0, entdo 0; é sempre normal a X" e, portanto, ¥™
esta contido em uma folha M"(c) x {to}, para algum ty € R. Por outro lado, quando N = 0,
temos que O; € sempre tangente 3 X", e neste caso, ¥ esta contido em um cilindro vertical

7y (M™ 1) onde M™~ é uma subvariedade de M™(c).

Conforme (DANIEL, [2007)), recordemos que o tensor curvatura de M™(c) x R é dado por:

E(X,Y) Z=c({X,2)Y = (Y, 2)X)+c(Z,0) (Y,0) X — (X,0,)Y) (2.22)
(Y, Z)(X,0p) — (X, Z)(Y, 1)) Dy, |

onde X,Y,Z € X (M x R) e R é definida por (ONEILL, (1983
R(X,Y)Z = VixyZ — [ﬁxﬁy] z

Denotando V e V-, respectivamente, como as conexdes tangente e normal de Levi Civita
ao longo do fibrado tangente e do fibrando normal de ¥, um célculo direto em ([2.20]) nos
da

AN(X)=VxT e A(X,T)=-VxN, paratodo X € X(%), (2.23)

onde Ay = Z(N, €q) A, denota o operador de Weingarten na direcdo normal.
(0%
Diante do exposto acima, nosso propdsito agora é obter uma férmula do tipo Simons
para uma subvariedade pnmc, ¥™ em M"™(c) x R. Para isto, vamos primeiro observar que o

fato de M"(c) x R ser localmente simétrico, implica em
Ron‘k:j;k = Eakk’i;j =0. (224)

Além disso, de (2.22)), n3o é dificil verificar que R,pr; = 0, para todo «, 3, j, k. Também
podemos verificar sem dificuldades que.
Z h{; (hfkﬁaijﬁ + hIiBjRakBk> = —em?H? + em(A(T,T),h) — cm]AN|2
a.Byi,jk (2.25)
+ em?(h, N)? + c(m — |T*)|A]?

5 5y (iR + 1 ki) = —em 3 4T + clm — (1) 4P
a,i,7,k,p (226)

— em?H? 4 2em(A(T, T), h).



25

Dai, substituindo (2.24)), (2.25) e (2.26]) na Proposicdo [2.1.3, obtemos:

1
§A]A\2 = |VAP + > h§hig + em|An|? — 2cmz |Ao(T)|? — em?|h)?
a,i,5,k

+ c¢(m — |T1H)|A]2 — em?(h, N)? 4 3em(A(T, T), h)

—Z( N(AaAs — AgAo) + [tr(Aads]?) + 3 tr(Ag)tr(A245).
a,B

A seguir, vamos também considerar o seguinte tensor simétrico

¢ = Z ¢%Wz ® Wji€a,

a7l’]

onde
'Laj = <¢O¢(ei)7 €j> = hzaj - <h7 ea>5ij- (227)

E facil ver que cada ¢o, = Ay — (h,e4)I é sem traco e que

6] = Z [bal* = D (65)* = 1A —=mH? e |¢af® = |Aal* — m(ea, h). (2.28)

o ’L,]

Observemos que |¢| = 0 se, e somente se, X é uma subvariedade totalmente umbilica de

M"(c) x R. Neste contexto, um célculo simples nos fornece

m|Ax|? = m|on|? + m?(h, N)?

e
>14 Zlqﬁa )1 +2(¢n(T),T) + H|T|.
[0
Consequentemente,
*AIAIQ VAP + 37 highig +emlon|? —2emy " |¢a(T)[?
a,i,j,k e}
te(m — [TP)|6f — em{gn(T).T) + Y tr(Ag)tr(4245) (220
a7ﬁ
—Z( N(AaAg = AgAq) + [tr (AaAp)]’) .
Uma vez que trabalharemos com subvariedades pnmc X" imersas no espaco produto
M"(¢) x R, vamos considerar {€,+1,...,ent+1} um referencial local ortonormal de vetores

ao longo do fibrado normal de ¥™ tal que e,,,41 = h/H = 1. Disto,

tr(A,) =mH e tr(Ay) =m(h,eq) =0,
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para todo o > m + 2, e de (2.27)),

ol =hl — Ho;; e ¢f =hs (2.30)

i)

para todos o > m + 2.

Além disso, como 7 é paralelo, a equacdo de Ricci ([2.8)) garante que

AgAy = ApA,, paratodo a>m+2.

Assim, de (2.28)) e (2.30)), temos

S tr(Ag)tr(A245) — 37 (N(Aads — AsAa) + [tr(AaAp)]?)
a,B a,B

= mH?|g]> + mH Y tr(¢5 ) (2.31)

— 3 N(datds — dpa) = 3 [tr(dadp)]?

aw8>m+1 a:ﬁ

Portanto, inserindo (2.31]) em (2.29) temos

1
5A|A;2 = VAP +m > hlHi;+ cem|n|? —2em ) |¢a(T)[?
«

4,J
+ (e(m — [T?) + mH?) |]* = em(¢n(T), T) (2.32)
+mH Y tr(@idn) — > N(dads — d50a) — 3 [tr(¢ads)]” -
« ao,f>m+1 a,B

Observacdo 2.1.7 Aplicando metédos tensoriais, Rosenberg e Fetcu (FETCU; ROSENBERG,

2013), obtiveram a férmula do tipo Simons ([2.32]) para subvariedades pmc.

Em (CHENG; YAU, [1997)), os autores introduziram um operador diferencial de segunda
ordem auto-adjunto, muito utilizado nos estudos de rigidez de hipersuperficies com curvatura
escalar constante em formas espaciais, conhecido como operador quadrado ou operador de
Cheng-Yau. Com o propdsito de obtermos uma versdo mais adequada para a férmula (2.32))
no estudo de subvariedades pnmc que serdo feitos, trabalharemos com a seguinte versdo do

operador quadrado (ou ainda, operador de Cheng-Yau):

2y

D(f) = Z (mHéw — h?j) fij = mHAf — Z hgjfij, (2.33)
%
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onde os f;; sdo as componentes do hessiano de f. Do ponto de vista tensorial, (2.33]) pode
ser escrito como:

O(f) = tr(P o Hess f), (2.34)

com

P =mHI — h", (2.35)

onde [ é a identidade na algebra dos campos vetoriais em ¥™ e h" = (h?J) denota a segunda
forma fundamental de ¥™ na direcdo de ey,41.

Por outro lado, em (CAO; LI, 2007; |GROSJEAN, 2002) os autores definiram as r-ésimas
funcBes curvatura média H, de uma subvariedade imersa em um espaco forma Riemanniano
de dimens3do m da seguinte forma:

Para cada inteiro par r € {0,1,...,m — 1}, escrevemos as r-ésimas funcdes curvatura

média como:

r

m 1 i
R — 1.2p . R N . . .
< >H7’ =5p = ﬁ E :5‘7‘1...]‘7" <BlljlvBZ2J2> <BZ7‘71]’7‘717BZ7‘J?">'
’ Z’]
onde (T) é o coeficiente binomial, 5;-1:::;-: sdo os simbolos de Kronecker generalizados e

_ (634
Bij =) hijea,
a7i7-j
com {€m+1,...,ent1} denotando um referencial ortonormal ao longo do fibrado normal. Por

convencao, tem-se que Hy = Sy = 1. Levando em conta esta definicdo, para nossos estudos,

vamos considerar a seguinte funcdo segunda curvatura média Hy:
m(m — 1) Hy = 28, = m>H? — | A|? (2.36)

Portanto, fazendo f = mH em (2.33)), e de ([2.36]) temos

O(mH) = Z (mH5ij - hZ) (mH);;

2]
1
— 5A(m?H?) —m?|VH[> —m > hHy;
i7j
—1A|A\2+MAH 2V H|? SRl Hj;
_2 5 2—M _m,. igtdig.
7]
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Assim, obtemos a seguinte férmula do tipo Simons para o operador de Cheng-Yau agindo

na funcdo curvatura média de £ em M"(c) x R.

Proposicao 2.1.8 Se ¥™ é uma subvariedade pnmc de M"™(c) x R, entdo temos

(m—1)
2

O(mH) = |VAP? — m?|VH]? + = AH; + emlon|? = 2em’S [¢a(T)?

+ (c(m — TP + mH2> 6|* — emH (¢ (T),T) +mH > _ tr(¢7dy)
- (N(%cbg — Ppba) + [tr(%%)]z) .
.f

Observacdo 2.1.9 Esta proposicdo, generaliza o Coroldrio 3.3 de (FETCU; ROSENBERG,
2013) para o caso pnmc. De fato, no caso pme, a curvatura média é constante, dai uti-

lizando ([2.36)), nosso resultado se torna o mesmo do corolério citado.

2.1.3 Reducdo de codimensdo em espacos produtos e outras definicoes.

Nesta secdo trataremos de alguns conceitos fundamentais para o desenvolvimento do
nosso estudo de subvariedades imersas em espacos produto. O primeiro deles, se encontra
em uma dificuldade natural de caracterizar subvariedades imersas em formas espaciais cuja
a codimens3ao é diferente de 1. Para contornar tal dificuldade, existem na literatura os cha-
mados resultados de reducdo de codimensdo. Estes resultados consistem em garantir que,
sob determinadas condi¢des, uma tal subvariedade esteja contida em uma outra (subvarie-
dade) totalmente geodésica do espaco ambiente inicial. No caso em que o espaco ambiente é
uma forma espacial, este tema foi amplamente estudado por (ERBACHER, 1972)) e (DJACZER,
1990). No caso dos espacos de curvatura seccional n3o-constante, (YAU, 1975) deu uma
importante contribuicdo quando o ambiente considerado é uma variedade conformemente
plana. Recentemente, (MENDONCA; TOJEIRO, 2014), mostraram que os resultados de redu-
c3o de codimensdo obtidos por Dajczer podem ser reproduzidos nas variedades produtos do
tipo M"(c) x R, tornando mais atrativo o estudo de subvariedades nesses espacos.

A seguir veremos alguns resultados classicos sobre a tematica cujas principais referéncias

sdo (DJACZER, [1990; MENDONCA; TOJEIRO| 2014).
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. e~ . ——5n+1 . ~ . I p
Definicao 2.1.10 Seja f : ¥ — M uma imersdo isométrica e ¢ um nidmero natural.
Dizemos que a subvariedade ¥ admite reducdo de codimensio para q, se 3™ estiver contida

. L. 1 At
em uma subvariedade de totalmente geodésica M™+4~1 C M A

. . s —n+1 .
Recordemos que dada uma imersdo isométrica f : ¥ — M * , chamamos de primeiro
subespaco normal de f em 2 € ¥™, ao subespaco Ni(z) C TX* gerado pela segunda forma

fundamental A de f em z, isto §é,
Ni(z) =span{A(X,Y); X, Y € TX}.
Por meio de um célculo simples, vemos que
Ni(z) = {€ € TS A = 0}

A proposicdo a seguir, fornece uma maneira de verificar quando uma subvariedade iso-

metricamente imersa em um espaco produto admite uma reducdo de codimensao.

Proposicao 2.1.11 (MENDONCA; TOJEIRO, 2014) Seja ™ uma subvariedade de M™(c) xR
e 0y =T + N o campo vetorial unitario e paralelo, associado ao produto, decomposto em
relacdo a imersdo Y. em parte tangente e normal, respectivamente. Suponha que L :=
N1 + span{N} é um subfibrado de TY+ de rank q < n+1—m, de modo que V- N; C L.

Ent3o a codimensio de ¥™ se reduz a q.

O resultado acima nos diz que se ¥™ é uma subvariedade de M"(c) x R satisfazendo
tais condicOes, entdo 2™ estd imersa como uma subvariedade da subvariedade totalmente

geodésica M™T471(c) x R € M"(c) x R, de modo que

e M™raL(e) M"™(c) x R.

subvariedade X R —otalmente geodésica

Uma condicdo necesséria e suficiente para obtermos que V- N; C L é dada pela seguinte

proposicao.

Proposicao 2.1.12 (MENDONCA; TOJEIRO, 2014) Seja ™ uma subvariedade de M™(c) xR.
Suponha que L := Ny +span{N}, é um subfibrado de TX" de rank q < n+1—m. Entao,

VLN, C L se, e somente se,
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(i) VIR, =0, e

(i) Vth € L.

Antes de finalizar esta sec3o, apresentaremos mais alguns conceitos que serdo usuais ao

logo deste texto.

Definicdo 2.1.13 Sejam X™ uma subvariedade de M"(c) x R e ( € X*+(X) um campo
normal e unitario. Dizemos que ¥ é (-4ngulo constante, se o dngulo entre ( e O, é constante
em cada ponto de X. Em outras palavras, se 0 € [0,7), entdo X" é (-dngulo constante se
a fung¢do angulo, dada por

cosf = (¢, 0) (2.37)

€ constante em cada ponto de ¥X™.

Denotando por 7 = h/H o vetor curvatura média normalizado de ¥ em M"(c) xR, a
seguinte observacdo mostra uma consequéncia interessante da relacdo (-angulo constante e

subvariedades pnmc.

Observacdo 2.1.14 Se ¥™ é uma pnmc subvariedade n-dngulo constante de M"(c) x R,

entdo A,(T') = 0. De fato, uma vez que ) é paralelo e a funcdo dngulo suave, segue de ([2.23)),
X(1,00) = (Vxn,0) + (n,VxN) = —(A(X, T),n) = —(4,(T), X), (2.38)

para todo X € X(X). Sendo ¥™ uma subvariedade n-dngulo constante, segue que o lado

esquerdo de ([2.38)) se anula. Isto mostra o afirmado.

E importante chamarmos atencdo para o fato de que as subvariedades pnmc n-angulo
constante correspondem a uma extensdo natural das hipersuperficies com angulo constante
em espaco produto. De fato, como foi visto anteriormente, cada hipersuperficie com curvatura
média n3o nula, é pnmc. Dessa forma, o n-angulo reduz-se a funcao angulo que relaciona o
normal de Gauss da hipersuperficie com o J;. Esta temética foi, e vem sendo, amplamente
estudadas no caso de hipersuperficies, confira por exemplo (DILEN; FASTNAKELS; VAN DER
VEKEN; VRAKEN|, [2007; [IDILEN; MUNTEANU, [2007; INAVARRO; RUIZ-HERNANDES; SOLIS|, 2016}

NISTOR, [2017)).



31

3 SUBVARIEDADES PNMC COMPLETAS EM ESPACOS PRODUTO

3.1 RESULTADOS AUXILIARES

Nesta secdo serdo apresentados alguns resultados essenciais para a obtencdo dos Teore-

mas principais deste capitulo.

3.1.1 Lemas fundamentais

Apresentaremos aqui dois resultados bem conhecidos no contexto de subvariedades imer-
sas em ambientes de curvatura seccional constante. No caso dos ambientes produtos, 0 nosso
primeiro resultado generaliza, para dimens3o e codimens3o qualquer, o Lema 2.3 de (DOS

SANTOS, [2021)) para o contexto da segunda curvatura média Hs constante.

Lema 3.1.1 Seja ¥™ uma subvariedade pnmc no espaco produto M™(c) x R, com segunda

curvatura média Hy > 0 constante. Entio
|VA|? > m?|VH|?.

Mais ainda, se Hy > 0 esta desigualdade se torna uma igualdade se, e somente se, ¥ é

uma parte aberta de uma subvariedade paralela de M"(c) x R.

Demonstracao. Primeiramente, como a segunda curvatura média Hs é constante, podemos

tomar a derivada covariante em ambos os lados de ([2.36]) a fim de obter
V(m(m —1)Hy) = V(m*H? — |A?) = m2HVH = |A|V|A|.

Consequentemente,

m H?|VH[? = |AP[V|A|2.

Combinando esta equacdo com a desigualdade de Kato classica,

VIA]? < [VAP, (3.1)
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obtemos

mA P VHP = |AP|VIA|]? < |AP|V A
Usando mais uma vez ([2.36]),
[APIVAP > m*H*|VH|* = m*(|A[> + m(m — 1)Hs)|VH >, (3.2)
Dessa forma,
[AP(IVA]? = m?|VH|*) > m? (m — 1) Ho|VH . (3.3)
Sendo o vetor curvatura média normalizado, se Hy > 0 temos
VA2 > m?|VH|?. (3.4)

Note que se (3.4)) for uma igualdade, de (3.3) devemos ter Hy|VH|? = 0. Assumindo
entdo que Hy > 0 obtemos o resultado desejado. m
O segundo resultado também generaliza para codimens3o e dimens3o arbitrarias o Lema 2.5

de (DOS SANTOS, 2021)).

Lema 3.1.2 Seja ¥™ uma subvariedade pnmc imersa no espaco produto M™(c) x R com
segunda curvatura média constante. Se Hy > 0, entdo o operador P definido em (2.33)) é
positivo semidefinido e, consequentemente, o operador [1 é semieliptico. No caso em que

Hy > 0, temos que P é positivo definido e o U eliptico.

Demonstracao. Consideremos um referencial ortonormal local {e1, ..., e} em ™ tal que
; ; ; 4 ym+1 _ ym+l

diagonaliza a segunda forma fundamental, isto &, 2} = A["""4;;. Sendo Hy > 0, de (2.36)

temos

m2H? = AP +m(m — 1) Hy = ()2,

para cada curvatura principal /\;”'H de ¥, i=1,...,m.

Por outro lado, como H > 0,
—mH < X" <mH, i=1,...,m
e portanto, para cada i € {1,...,m},

0<mH — \; <2mH.
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De (2.33) temos que os mH — \;, sdo exatamente os autovalores de P. Portanto, P
é positivo semidefinido. Uma vez que o operador [J é semieliptico se, e somente se, P é

positivo semidefinido, isso mostra a segunda parte do resultado. m

3.1.2 Um principio do maximo no infinito

Neste tdpico, temos por objetivo apresentar um principio do maximo no infinito para o
operador [, o qual serd nossa principal ferramenta analitica para a obtenc3o dos resultados

principais. Iniciaremos com as seguintes preliminares.

Consideremos ¥™ uma variedade Riemanniana e L : C2(X) — C%(X) o operador semi
elipitico definido por

L(u) = tr (P o Hess u) (3.5)

onde P : TS — T3 é um tensor simétrico positivo semidefinido. De acordo com (ALIAS;
MASTROLIA; RIGOLI, [2016)), dizemos que o Principio do Méaximo de Omori-Yau vale em ¥
para o operador L se, e somente se, para qualquer funcdo u € C%(X) com u* = supy, u < 00,
existir uma sequéncia de pontos {px }ren C X satisfazendo as seguintes propriedades

Vel < e L) < 3.

1
u (pk) >t — %7
para cada k € N. Equivalentemente, o mesmo vale se para cada funcdo u € C3(X) com
uy = infy u > —o0: o Principio do Maximo de Omori-Yau vale em X" para o operador L

se existir uma sequéncia {py }reny C X™, com as propriedades

1
u(pr) < Us + —

L i<l e ]

e
para cada k € N. Note que o operador L é uma extens3o natural do operador Laplaciano,
pois, se P = I, entdo L = A.

O cléssico resultado devido a (OMORI, [1967)) e (YAU, [1975)), assegura-nos que o principio
do maximo vale para o operador Laplaciano em toda variedade Riemanniana completa cuja
curvatura de Ricci é limitada inferiormente. Em (ALIAS; IMPERA; RIGOLI, 2013, Teorema

2.5), os autores mostraram que n3o é preciso que a curvatura de Ricci da variedade seja
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limitada inferiormente como no caso classico. Eles mostraram que controlando o decaimento

da curvatura de Ricci da seguinte forma
Ric > —(m — 1)G* (r(x)) (,),

onde r(z) é a funcdo distancia a um ponto fixo dado em ¥ e G : [0,+00) — R é uma
funcdo suave satisfazendo:
+oo dt
() GO)>0, () GO)>0 e (i) / LRI (3.6)
o G()
é suficiente para concluir a validade do principio do maximo de Omori-Yau.
Por outro lado, como pode ser visto em (PIGOLA; RIGOLI; SETTI, 2007, Teorema 1.9),
a validade do principio do maximo de Omori-Yau em 3" n3o depende da limitacdo da
curvatura como era de se esperar. De fato, eles provaram que este principio do maximo
vale para qualquer variedade Riemanniana que admita uma certa funcio C? n3o-negativa
satisfazendo certas condicGes.
Para a prova do nosso principio do méaximo, utilizaremos a seguinte generalizacao para
operadores diferenciais do tipo traco definido como o definido em encontrada em (ALIAS;

IMPERA; RIGOLI, [2013; |ALIAS; MASTROLIA; RIGOLI, 2016).

Lema 3.1.3 Seja X uma variedade de Riemanniana completa ndo compacta, sejao € X™
um ponto de referéncia e denote por r(x) a funcdo distidncia Riemanniana a partir de o.

Assuma que a curvatura seccional de ¥ satisfaz

K(2) > —G2(r(x). (37)

onde G € C!(R) satisfaz (3.6]). Entdo o Principio do Maximo de Omori-Yau vale em %™

para algum operador semi eliptico L com supxtr(P) < +oc.

Proposicao 3.1.4 (Principio do Maximo) Seja X" uma variedade Riemanniana completa
e njo-compacta cuja curvatura seccional satisfaz a condicdo (3.7)) e seja L um operador
semieliptico como em (3.5) com supsy; tr(P) < +oo. Se f € C*(X) é uma funcdo nio

negativa tal que L(f) > af” para alguma a >0 e 3 > 1, entdo f = 0.
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Demonstracdo. Considere a funcdo ¢ : RT — R™, que sera escolhida adiante, e tomemos

g = ¢ o f. Definida dessa forma, o gradiente e o Hessiano de g sdo dados por
Vg=¢(f)Vf e Hessg=¢(f)Hessf+¢"(f)V [.
Usando isto em ([3.5)) temos,

L(g) = ¢'(/)L(f) + ¢"(F)(P(VS), Vf)

_ ¢"(f) (3:8)
= ¢ (NL(f) + )2 (P(V9),Vg).
Consequentemente,
_ ") _
Escolhendo ¢(t) = 5l —:t)a com a > 0, vemos facilmente que as duas primeiras derivadas

de ¢ sdo dadas por:

(1) = —ad(t) = e ¢"“)—(0‘“> ¢>1

¢t)?  \ «a (t)
Portanto de ([3.8]),
a+1 2041 f?
— L = a L > —_
(%) (P(V9).¥9) = (1) Lls) = 00(1) 5 L1) = 00—z
Se tomarmos o = % > ( chegamos a
f )5 (a + 1)
— < - . .
wo (115) <-otlo)+ (“17) P(Y9).V9) (3.9)
Uma vez que, L é semi eliptico se, e somente se, P é positivo semidefinido e p = supy. tr (P) <
400, temos
(P(Vg),Vg) < p|Vg[*.
Assim de (3.9),

ac <1if)ﬂ < —gL(g)er(a;l) Vgl (3.10)
Sendo ¢ limitada inferiormente, L semi eliptico, supsy, tr (P) < 400 e a curvatura secci-
onal de X" satisfazendo ([3.7]), estamos em condicSes de aplicar o Lema a fim de obter
uma sequéncia de pontos {pi }ren em X tal que
1
=

o) < gt 1o Vol < 7 e Llglpi)) >

k?
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Com isso, f(px) — f*. Substituindo em ((3.10]) , temos que

(200 < o) o252

Fazendo k — +o0, temos f* =0, e jd que f >0, segue que f =0. m

3.2 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta secdo, apresentaremos os resultados principais deste capitulo concernentes a carac-
terizacdo de subvariedades pnmc com segunda curvatura média Hs e n-angulo constantes no
espaco produto M™(c) x R. O primeiro resultado nos fornece uma estimativa inferior para o
operador de Cheng-Yau agindo sobre a funcdo curvatura média. Este resultado sera essencial

para os nossos objetivos.

Proposicao 3.2.1 Seja ¥™ uma subvariedade pnmc de M"(c) x R, n > m > 3, com

segunda curvatura média constante, Ho > 0. Ent3o, temos

D(mH) > em|¢n|* — emH {¢y(T),T) — 2em Y |¢a(T)[?

2(m —1)? (m —1)

Demonstracao. A ideia é utilizarmos os resultados obtidos na secdo anterior para dar uma

2 2
+ |of? (—WW b Hy - clm |Tr2>> -

estimativa a férmula do tipo Simons mais adequada aos nossos propésitos do que aquela apre-
sentada na Proposicdo[2.1.3] De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schawarz e o Lema|[2.1.5}

temos as seguintes desigualdades:

S [ir(6a0s))” < [onl* + 20002 (1612 — [00%) + Y- [tr(0adp)]’, (3.11)
a,p a,B>m+1
e
m(m — 2)

mH Y tr(¢hdy) > — HI¢|* |y (3.12)

vm(m —1)

Mais ainda, usando o Lema [2.1.6] temos

>, (N(Gads — d50a) + [tr(6a0s)]) <

a,B>m+1

2
( > |¢al2>
a>m+1 (3.13)
(I¢1* — q[*)*.

N W N W
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Logo, juntando as desigualdades (|3.11)), (3.12)) e (3.13]) obtemos,

mH Y tr(¢2én) — > N(¢atds — dsda) — > _[tr(¢ads)]®
a a,B#£m+1 a,B

—%HW!%I — || = 2169 (1]> = |6yl (3.14)

— 216 ~ ol
Note que os trés Gltimos termos de podem ser reescritos da seguinte maneira:
1ot = 2060 P16 ~ 16,2) 5 (181 ~ 9nf?)?
= 1ol + 510n20% ~ 164])” — 216016 ~ n]?)
— 20161~ I
= %W(W — |onf?) - gww = nl*) = |96l

(3.15)

Aplicando a desigualdade classica de Young para

a=\|TLI8lH e b=|dlls,)
\/ — HloP| 6y < )\¢| *H* + rqﬁr?rqﬁnr?. (3.16)

Portanto, inserindo ([3.15)) e (3.16]) em (3.14) e por fim, na Proposicdo [2.1.3] temos

obtemos,

O(mH) > VAP —m?[VH|* + em|on]* ~ QCmZ [ba (T) * + c(m — |T1%)| 6]

~emH (6, (T).T) - ’;(ﬂn_‘l))ﬂw A

3 1 1
= 2loft 4 L1010 + mE2I0 + Lion 2 (10f — [6)
Como Hj > 0, podemos usar o Lema [3.1.1] a fim de obter
O(mH) > em|gn|* — emH (¢ (T), T) — 2cmz |6a(T)* + c(m — |T*)|¢|?

(m 3) m

3 4 2 27172
1ol - 62160 + 5y 1 H

1
+ §\¢n!2(!¢!2 = lonl?).
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Sendom >3 e

612 = ol + D oal® > |¢]% (3.17)

a>m—+1
temos que

O(mH) > em|¢n[* — emH ¢y (T),T) — 2emy_ |¢a(T)|?

9 (3.18)
2 (M2 m 2 2
-z " g ).
+o ( 107 + 5ot + clm = [T >>
Por fim, de (2.28]) e (2.36)) podemos escrever
1
mH? = ———|¢|* + mH,. (3.19)
m—1

Consequentemente, substituindo (3.19)) em ({3.18]),

O(mH) > em|gn|? — emH (¢y(T), T) — 2emy_ |¢a(T)[?
m2(m — 2 m?
+ ol (‘2(751_1)2)@”2 + mHQ +¢(m — |T’2)> :

Isto conclui a prova. m

Observacao 3.2.2 J3 que o campo vetorial curvatura média é normalizado paralelo, H > 0 e
deste modo, de (3.19)), temos que as funcées |p| e Ha ndo podem se anular simultaneamente.

Isto €, se ™ for totalmente umbilica, entdo X ndo pode ser totalmente geodésica.

Agora, apresentaremos nossos resultados de caracterizacao acerca de subvariedades pnmc
com segunda curvatura média constante no espaco produto M"(c) x R. Como aplicacdo da

Proposicéo [3.2.T] temos o nosso primeiro resultado:

Teorema 3.2.3 Seja X uma subvariedade pnmc completa em S™ x R, n > m > 3, com

n-dngulo e segunda curvatura média Hy > 0 constantes. Se

(2m +1)

2 m

entdo ™ é uma hipersuperficie cmc totalmente umbilica em S™*1.
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Demonstracao. Iniciamos tomando ¢ = 1 na Proposicio Entdo

O(mH) > m|én|* — mH (¢, (T —2m2]¢a
3.21
+ ol (—%lcﬁlﬂmﬁl)ﬂﬁm— TI2>- o
E segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz,
—2mz |6a(T)* = 2m2 [$al?|T? = —2m|6[*| T, (3.22)
Sendo X™ pnmc com n-angulo constante, segue de que
= X(n,&) = (Vxn,N) + (n,VxN) = —(A(T, X),n) = —(4,4(T), X), (3.23)

para todo X € X(X). Assim, (2.28) e (3.23) garantem que ¢,(T’) = —HT'. Portanto
m|on|? — midy, (T),T) = m|én|* + mH?|T|* > 0. (3.24)

Voltando para a desigualdade ([3.21]) e inserindo as desigualdades (3.22)) e (3.24)), temos

2 _2) m2
O(mH) > [of? [~ 2 Hy — (2m + 1)|T . 2
(mH) > [¢] ( 2(m_l)Q\qbl +2(m_1) 2= 2m+1)[T]"+m (3.25)
Agora, da hipétese (3.20)), vemos facilmente que
m2(m —2), 5 m? 9
B - _Hy,— (2m+1)|T
m =172 9] +2(m_1) 2= 2m+1)[T]"+m
__mm=2) e m (mH +2> — (2m+1)|T?
T 2(m—1)2 2 \m—1"7
m2(m — 2) 9 m 9  22m+1),, .9 9
> 2 — 25T TP) = 2m+ )T
> Gt ol + 5 (162 + ZEE TR ) — am o+ )T
_ m 2
- 2(m — 1)2|¢| ‘
Logo de (3.25)),
O(mH 4 2
(mH) > 30m )z\cb\ (3.26)

Como Hy > 0 o Lema garante que P é positivo semidefinido, de (3.19) segue que
(%) = O ((m — 1) (mH? — mH,))
= 2(m — 1)HO(mH) + 2m(m — 1)(P(VH),VH) (3.27)

>2(m —1)HO(mH).
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Além disso, segue de Hy > 0 e (3.19),

19|? < m(m — 1)H?.

Portanto, de ({3.26)) e (3.27)) temos

6?) > /1l (3:29)

Para concluirmos que X é totalmente umbilica, isto é, que |¢|> = 0, precisaremos

utilizar a Proposicao 3 funcdo |¢|2. Neste caso, é necessario verificarmos que suas

condicBes sdo satisfeitas. Primeiro observemos que a hipétese (3.20) garante que,

m(m —1)H? =|¢|*> + m (m — 1) Hy

(2m +1)

2 2(2 1
= 1o + Aemrl
m

|T)? — IT)? +m(m — 1)H,

<24 —" Hy+m(m—1)H.
m—1

Isto implica que supy; H < +00. Consequentemente de (2.34)),

sup tr(P) = m(m — 1)sup H < +o0. (3.29)
5 5

Por outro lado, ja que estamos supondo Hy > 0, segue de (3.20) que, parai=1,...,m e
m+1<a<n+l,

(A < AP =m?H? —m(m — 1) Hy < m*H>. (3.30)
Logo, paratodoi=1,....mem+1<a<n+1, temos
[A§] < mH. (3.31)

Assim, as duas desigualdade acima nos garantem que

(h$)? < AP <m?H e |hgh$| = |hg|[hS;] < (mH)?. (3.32)

g7

Portanto, inserindo (3.31)) e (3.32) na equac&o de Gauss ([2.7)) segue que,

Rijij 2 1= 2T = (mH)? — |[A? > =1 = 2m?sup H® > —o0.  (3.33)
2
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Isto mostra que a curvatura seccional de X é limitada inferiomente pela constante positiva
G(t) = (1 + 2m? supy, H2)1/2. Com tudo isso, estamos em condicbes para aplicar a Propo-
sic,:éo a desigualdade para 3 = 5/2, a fim de concluir que |¢|?> = 0, ou seja, que
™ é totalmente umbilica. Com isso, temos que todas as desigualdades obtidas ao longo
da demonstracdo se tornam igualdades. Em particular, a igualdade em implica que
oy =0eT =0, ou seja, isto mostra que 0; € normal a ™.

Uma vez que n > m, se n = m+ 1 entdo X é uma hipersuperficie totalmente umbilica
de S™*! e o resultado esta mostrado. Suponhamos ent3o que n > m + 1. Como ¢, = 0
para todo o > m + 2, segue de que A, = 0, para todo a > m + 2, desta forma o

primeiro subespaco normal
Ny =span{A(X,Y); X, Y € TM} = span{e;n+1}

possui dimens3o 1 e V' Ny C L, onde L = Ny + span{N}. Como Ny Nspan{N} = {0}

segue que
g =dim(L) = dim(Ny) + dim(span{N}) — dim(N; Nspan{N}) = 2.

Consequentemente, a condicado n + 1 — m > 2 = q é satisfeita e portanto podemos aplicar
a Proposicio para garantir que a codimens3o de X" se reduz 3 2. Assim, ¥ est3
imersa como uma subvariedade da subvariedade totalmente geodésica S™*! x R C S” x R.
Como T = 0, segue que ™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica de S™*! o que

conclui a prova. m

Observacado 3.2.4 Note que no Teoremal[3.2.3 ndo é possivel obtermos objetos que atingem
a igualdade em ([3.20)). De fato, assuma que ¥™ é uma subvariedade que satisfaz todas as

condicbes do Teorema|3.2.3 com a igualdade ocorrendo em ((3.20)). Entéo pelo Teorema[3.2.3,

> deve ser uma subvariedade totalmente umbilica contida em um slice de S™ xR e, portanto,

|¢p| = |T'| = 0. Substituindo em (3.20)), chegamos a:
m—1

o que contradiz o fato de Hy ser ndo negativa.
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Nosso segundo resultado é uma versdo do Teorema para o caso H" x R, em outras

palavras:

Teorema 3.2.5 Seja X" uma subvariedade pnmc completa em H" x R, n > m > 3, com

n-angulo e segunda curvatura média Hy > 0 constantes. Se

(m+1)

2 m
’¢|2 - |T\2 <-4+ mHQ, (3.34)

entdo ©™ é uma hipersuperficie cme totalmente umbilica em H™ 1.

Demonstracdo. Primeiramente consideremos um referencial ortonormal {ep,41,...,€n41}
ao longo do fibrado normal X™ tal que e,,4+1 = 1. Assim, de (2.25)), escrevemos

n+1

ON = Z (Na€a>¢a-

a=m+1
Como aplicacdo da a desiguladade de Cauchy-Schwarz, segue da definicdo de norma de
Hilbert-Schmidt que,

‘¢N|2 = Z<N, 6a>2<¢a (i), da (€1))

a,t

(3.35)
< Z INPleal*(¢a (€:) , ¢a (€:)) = IN[*6]*.
Por outro lado, usando (3.23)) chegamos a:
mH(¢y(T),T) +2m_ |¢a(T)|?
= mH(¢y(T),T) + 2m|oy(T)* +2m Y [6a(T)|?
a>m+41
o (3.36)

> mH (¢y(T), T) + 2m|¢y(T)|?
= —mH?|T|* + 2mH?|T)?

= mH?T|* > 0.

Logo, substituindo ([3.35]) e ([3.36]) na Proposigao com ¢ = —1, temos

m2

w,@? + ————Hy—2m+ (m+1)|T|?
] 2(m—1) 2 |
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Da hipétese (3.34)), um célculo direto nos da que

m

2(m — 1)2|¢’2'

m?(m — 2)
2(m —1)?

A partir do exposto acima, pensando de maneira similar ao que foi feito na prova do Teo-

rema [3.2.3] obtem-se:
1 m
O(|g)?) > —|9|°.
(16F) 2 ——1/ 719l

Assim como no resultado anterior, n3o é dificil verificar que, supsy; tr (P) < 400 e que

2
9 m 9
+ —FHy —2m + + )|T)* >
|9 Sm 1) 9 —2m+ (m+ 1)|T)* >

Rijij > —1+2|T|* — (mH)* — |A]* > =1 — 2m® sup H? > —oc.
>

Portanto, como aplicacdo da Proposicao devemos ter que |¢|?> = 0. Logo, todas as
desigualdades obtidas ao longo da prova tornam-se igualdades e, em particular, a igualdade
em implica que 7" = 0. A partir daqui, procedemos exatamente como na Gltima parte
do Teorema para concluir que ¥X™ é uma hipersuperficie cmc totalmente umbilica de

H™H m

Observacdo 3.2.6 Diferente do que ocorre na Observacdo[3.2.4, no Teorema[3.2.5 é possivel
obtermos objetos que atingem a igualdade em ([3.34)). De fato se ¥™ é uma hipersuperficie

totalmente umbilica de um slice de H" x R, entdo Hy = 4(m — 1)/m > 0.

3.2.1 Alguns casos particulares

Dedicaremos esta secdo para alguns casos particulares dos Teorema e Para o
primeiro deles, relembremos que uma subvariedade > é dita ser pseudo-umbilica se o seu

vetor curvatura média é n3o-nulo e é uma direcdo umbilica, isto &,
AX,Y) =(X,Y)h,

para todos X,Y € X(X). Desta forma, de (2.27)), ¢5, = 0. Uma vez que ¢, = Hp,, e H > 0,

devemos ter que ¢, = 0. Sob esta hipétese, podemos ver que as condi¢des n > 3 e 77-angulo
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constante requeridas nos Teoremas e ndo sdo mais necessarias. Além disso, a

expressdo ((3.18)) da Proposicdo fica descrita por:

O(mH) > em|pn|* - 2cmZ |ba(T)I?
(3.37)
2 (3m — ) 2 2 )

— — mHy — —|T )
#1072 (~y 1012 = mHa — cm = T1)
Proposicao 3.2.7 Seja > uma subvariedade pnmc completa de S X R, n > m > 2, com

segunda curvatura média constante Hy > 0. Se X" for pseudo-umbilica e,

2m + 1
L2 oy 4o, (3.38)

|6l* +

entdo ™ é uma hipersuperficie cmc totalmente umbilica em S™*1.

Demonstracdo. Tomando ¢ = 1 em ([3.37)) e usando ((3.22)),

OmH) > mionl? = 2mloP (T + 0~ 310l + mHa+ om — 71))
(3m —5) (3.39)
> 0 (~y e g 6F2 + m +m = 2(m + DITP).
Agora, da hipétese ([3.38),
(3m —5) 9 2m*=5m+5
WW +m(Hz+1)— (2m+1)[T]| me (3.40)

Assim, substituindo (3.27)) em ([3.40) temos

9 —5dm+95
O(el%) = —W

Portanto, pensando da mesma forma de (3.29)) e (3.33), usamos a Proposicdo para

ol

garantir que |¢|?> = 0. Como Hy é constante, de , temos que H é constante. Deste
modo, a variedade pnmc se torna uma variedade pmc. Um célculo usual utilizando a equacao
de Codazzi e a pseudo-umbilicidade, nos garante que T" = 0. Portanto, a conclusdo segue
como na Ultima parte do Teorema (3.2.3). =

De maneira similar, temos a versdo desta proposicdo para o caso em que ™ é uma

subvariedade pnmc completa em H” x R .
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Proposicao 3.2.8 Seja X uma subvariedade pnmc completa de H" xR, n > m > 2, com

segunda curvatura média constante Hy > 0. Se X" for pseudo-umbilica e

m+1

(6 = = —IT|* < =2+ Hy,

entdo ©™ é uma hipersuperficie cme totalmente umbilica em H™ 1.

O segundo caso particular dos Teorema e[3.2.5] trata-se do caso em que X2 é uma
superficie do espaco produto M"™(c) x R. Para este estudo, precisaremos da seguinte releitura
da Proposicdo [3.2.1

Primeiramente, ao tomarmos m = 2 em , como aplicac3o de ([3.15]), vemos que

n+1 n+1

2H S tr(@203) — > (N (Gatbs — dp6a) + [tr (0atp)]’)
a=3

a,8=3

=z %|¢3|2(|¢>|2 —|s]?) — %!¢|2(|¢>|2 — 1) — 16232 (3.41)

3
> =518 = lésl*) — [¢I°|sl,

com a igualdade ocorrendo na dltima linha se, e somente se, ou |¢3| = 0 ou |¢| = |¢p3].

Por outro lado, de temos que
30242 3 24 12 3a Lo 9 4
— IR0 — [6F) — 0P 168l = — 181" + 5loPlosl > —2ll',  (342)

onde a igualdade acontece se, e somente se, |¢| = |¢3| = 0. Portanto, assumindo que Hs é

constante, quando inserimos ([3.42)) em (3.41)) e entdo na Proposicdo [3.2.1} obtemos

DQ2H) > [VAP = 4VHP + 2c|¢n|* — 4¢ Y [¢a(T)]* = 2¢H (¢3(T), T)
@ (3.43)
+ 162 (—206% + 2H? + (2 - [T])) .

Com isso podemos enunciar os seguintes resultados para o caso m = 2:

Teorema 3.2.9 Seja X2 uma superficie pnmc completa de S™ x R, n > 2, com n-angulo e

segunda curvatura média Ho > 0 constantes. Se
sup(|¢|2 + 5|T|%) < 2+ 2Ho, (3.44)
p)

entdo X2 é uma superficie cme totalmente umbilica em S3.



46

Demonstracdo. Facamos ¢ = 1 em ([3.43). Uma vez que Hy > 0 segue do Lema que

D(2H) = 20pn|* =4 [¢a(T) — 2H (g5 (T), T)
a (3.45)

+ 0P (=2lel* + 202 + 2 - |T?).
Sendo o 7n-angulo constante, a desigualdade ([3.23]) é valida. Portanto, inserindo ((3.23)

em ([3.45]) e usando as equacdes (3.19)) e (3.22)), obtemos
O(2H) > (6 (~[g[* + 2H +2 = 5|T[?) . (3.46)
Agora, considerando d := — supy. (|¢|> + 5|T'|?) + 2 + 2Hs > 0, temos

O(2H) > d|¢|?, (3.47)

e portanto, de (2.36) e (3.27)),
O(l¢) > dv2el’.

Da hipétese ([3.44)), vemos que a curvatura Gaussiana K de X2 satisfaz:
2K = 2(1 —|T|?) + 2Hy > 2 — sup(|¢|? + 5|T|*) + 2Ha + 3|T|* > 0. (3.48)
by

Por (3.44) temos que H é limitado. Consequentemente, supy, tr (P) < +oo. Portanto,
aplicando a Proposicao concluimos |¢|? = 0. Neste ponto o resultado segue como a
dltima parte da prova do Teorema[3.2.3 m

Encerramos esta secdo com o caso de superficies em H" x R.

Teorema 3.2.10 Seja X2 uma superficie pnmc completa de H" x R, n > 2, com n-angulo

e segunda curvatura média Ho > 0 constantes. Se
sup (|62 + 3[N|2) < —1+ 2y, (3.49)
b
entdo X2 é uma superficie cme totalmente umbilica em H?.

Demonstracdo. Vamos proceder como na demonstracdo do Teorema [3.2.9] Observemos

que, de (2.21)), (3.35)) e (3.36]) a desigualdade (3.43) é dada por:

O@2H) > ¢ (~|¢ + 2Hs — 4+ 3[T?) = o[> (~|¢[* + 2Ho — 1 - 3|N|?).
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Da hipétese (3.49), podemos tomar d := — supy, (|¢|? + 3| N|?) — 1+ 2Hs > 0. Portanto
D(2H) > d|o[*.

Consequentemente,

O(|¢l?) > dv2|¢l.

Agora, seguindo os mesmos passos da prova do Teorema [3.2.5| vemos de (3.49) que

suptr (P) < +o00 e K>
)

N | =

Por fim, aplicamos a Proposicdo [3.1.4| e a (ltima parte do Teorema [3.2.5| para obtermos o

resultado desejado. m
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4 CARACTERIZACAO DE SUBVARIEDADES PNMC EM ESPACOS PRODUTO
VIA DESIGUALDADES INTEGRAIS

No capitulo anterior obtivemos resultados de rigidez para pnmc subvariedades n-angulo
constante nos espacos produto M"(c) x R cuja segunda curvatura média era constante e no
negativa e com restricbes adequadas na parte sem traco do seu operador de forma. Nesta
configuracdo, com o auxilio de um principio do méximo do tipo Omori-Yau[3.1.4] conseguimos
caracteriza-las como hipersuperficies cmc totalmente umbilicas de M™*!(c) < M™(c) x R.

Contudo a abordagem aplicada no capitulo anterior permitia apenas a caracterizac3o de
subvariedades totalmente umbilicas. Neste capitulo daremos continuidade ao estudo iniciado
no capitulo anterior mas com o propésito de obter nos resultados de classificacdo, subva-
riedades paralelas com as duas curvaturas principais distintas e constantes. Os resultados
apresentados neste capitulo fazem parte dos trabalhos (DOS SANTOS; DA SILVA| [2022; DOS

SANTOS, DA SILVA; DE SOUZA, 2022).

4.1 SUBVARIEDADES DO TIPO WEINGARTEN LINEAR

Na teoria de imersGes isométricas em formas espaciais, sdo conhecidas por subvariedades

Weingarten linear aquelas cujas curvaturas média e escalar satisfazem a seguinte relacdo:
rH +aR =0,

onde a,b,” € R e R denota curvatura escalar da subvariedade (LI; SUH; WEI, 2009; [HOU;
YANG | [2010f IDE LIMA; DOS SANTOS; VELASQUEZ, 2017).
No contexto de subvariedades imersas em espacos produto, no entanto, adotaremos a

seguinte definicao para tais subvariedades.

Definicdo 4.1.1 Seja ¥ uma subvariedade do produto Riemanniano M™(c) x R. Diremos
que X™ é uma subvariedade Weingarten linear, se as suas duas primeiras curvaturas média

forem linearmente relacionadas, isto é, se

HQ :aH—H) (41)
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onde a,b € R.

Em outras palavras, dizer que ™ é uma subvariedade Weingarten linear, equivale a dizer
que a sua curvatura média H e a sua segunda curvatura média Hs satisfazem a relacdo de
Weingarten . Observemos que as subvariedades Weingarten linear s3o extensdes naturais
das subvariedades com H; constante, pois estas resumem-se ao caso a = 0 na definicao (4.1]).

Para estudarmos estes objetos precisaremos introduzir um operador diferencial adequado.
Assim, vamos considerar o operador de Cheng-Yau definido em (2.33) com as devidas mo-
dificacdes:

1

L(u) = Z KmH— m2—

1,

m—1 +1
:(mH— 5 a)Au—%:h;':‘j,

a> 5” _ hm-i—l

’LLij

(4.2)

onde, assim como antes, os u;; representam as componentes do Hessiano de u € C3(X).
O operador L definido em (4.2)) serd denotado como Operador modificado de Cheng-Yau.

Assim como em ([2.34)), também podemos ver o operador L do ponto de vista tensorial
L(u) = tr(P o Hess u), (4.3)

com
m—1

Pz(mH— a)[—h’7

onde [ é a identidade na algebra dos campos vetoriais em ¥™ e h" = (h?]) denota a segunda
forma fundamental de X" na direcdo de e,,11, que como antes denota o vetor curvatura
média normalizado 1 = e,,,11 = h/H. Diretamente da definicdo (4.3)), as duas seguintes

identidades sdo facilmente provadas:
L(uv) = uL(v) + vL(u) 4+ 2(P(Vu), Vv) (4.4)

para cada u,v € C3(X) e

para toda funcdo suave f : R — R.
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Portanto, fazendo u = mH em (4.2)), segue de (4.1)) e (2.36]) que
m—1
L(mH) = H—
(mi) =2 [(m 2

.3

a) 555 — K| (mH),,

m(m — 1) m~+1
=mHA(mH) — TA(aH) - mZhij H; ;
Z7J
1 m
= 5A(mQH2 —m(m — 1)Hy) — m?|VH|? — mz hinHz'j
i.j
1

— §A\A]2 —-m?VH? - mz W Hj.
7"]

Dessa construcdo podemos entdo obter uma férmula do tipo Simons para o operador mo-
dificado de Cheng-Yau agindo na func3o curvatura média de ¥ em M"(c) x R. Assim, o
resultado a seguir generaliza a Proposicdo ([2.1.8) para o contexto de subvariedades pnmc

Weingarten linear.

Proposicao 4.1.2 Se X é uma subvariedade pnmc Weingarten linear de M"(c) x R, entdo
L(mH) = [VAP2 = m2[VHP + cmlgw |2 — 2em Y [ga(T)
(63

+ (c(m = [T1?) + mH?) |[* — emH (,,(T), T)

+mH Y tr(626y) — 3 (N (dads — dada) + [t (Dadp)])
« a,f

4.1.1 Lemas Auxiliares

Nesta parte serdo elencados alguns resultados importantes para a obtencdo dos resultados
principais deste capitulo. O primeiro deles extende o Lema para o contexto de subvari-
edades Weingarten liner. A demonstracdo segue as mesmas ideias da prova do Lema [3.1.1]

por questoes de completude, apresentaremos a sua prova.

Lema 4.1.3 Seja X" uma subvariedade Weingarten linear de M™(c) x R, tal que Hy =
aH +b com
(m — 1)a® + 4mb > 0. (4.6)
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Entio

VA2 >m?|VH|?. (4.7)

Mais ainda, se a desigualdade (4.6]) for estrita e a igualdade ocorrer em (|4.7)), entdo ™ sera

uma parte aberta de uma subvariedade paralela de M"(c) x R.
Demonstracdo. Inserindo a expressdo Hy = aH + b em ([2.36)), temos
m?H? = |A]?> + m(m — 1)(aH +b). (4.8)
Agora tomando a derivada covariante em (4.8)),
2|A|IV|A| = 2m*H — m(m — 1)a)VH.

Consequentemente,

4|APIVIA|]? = 2m2H — m(m — 1)a)?|VH|?. (4.9)
N3o é dificil verificar a partir de que

(2m2H —m(m — 1)a)2 = 4m?|A]? + m*(m — 1) <4mb + (m — 1)a2) .
Utilizando entdo (4.8) chegamos a:
4|AP2IV|A|]2 = [4m?|A]2 + m%(m — 1)(dmb + (m — 1)a®)]|[VH|?* > 4m?| A?|VH 2.
Aplicando agora a desigualdade de Kato ([3.1)),
m | AR[VH? < |AP||V]A|2 < |ARV AP,

isto €,

A2 (m?|VH]? = |VA[*) < 0.
Portanto, temos que
AP =0 e m?VH]?=|VA?=0.

ou

|VA|? > m?|VH|?.
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Agora se a desigualdade em ([4.7)) for estrita, segue de (4.9)) que
(2m2?H — m(m — 1)a)? > 4m?|AJ%.

Assumindo ainda que a igualdade em também ocorre em ¥™, vamos mostrar que H é
constante em X", De fato, suponhamos por absurdo que isso ndo ocorre. Assim, existe um
ponto p € ¥™ tal que [VH(p)| > 0. Logo, por continuidade, deve existir uma vizinhanca
aberta U C X(X) de p tal que [VH(q)| > 0 para todo g € U. Portanto, deduzimos de (|4.9))
que

4|AP ()| VA(q)]? > 4m?|AP(q)|VH (9) . (4.10)

Uma vez que estamos supondo ser vélida a igualdade em (4.7), segue que |VA(q)|? =
m?|VH(q)|?> > 0, para ¢ € U. Logo, inserindo isto em (#.10]), chegamos a um absurdo.
Portanto H deve ser constante em ™. Consequentemente, VA = 0 e 3™ é parte de uma
subvariedade paralela de M"(c) x R, o que conclui a prova. m

No mesmo espirito do Lema anterior, 0 nosso préximo resultado é uma extensdo do

Lema [3.1.2| para subvariedades pnmc Weingarten linear.

Lema 4.1.4 Seja X" uma subvariedade pnmc Weingarten linear de M™(c) x R, tal que
Hy = aH + b, comb > 0. Entdo o operador P definido em (4.3]) é positivo semi-definido.

No caso em que b > 0, temos que P é positivo definido.

Demonstracdo. Vamos considerar {ej,..., ey} um referencial ortonormal em ¥ tal que

h;?j‘“ = A\"*15;5. Uma vez que b > 0, de (4.8) temos

-1 2 -1 2
A2 <m?H? —m(m — 1)aH = (mH— m2 a) - (m4)a2
_ 2
< (mH— m2 1a> .

a > 0. De fato, vamos considerar dois casos. Quando a < 0,

(4.11)

m—1

Afirmamos agora que mH — ™5

nossa afirmacdo é imediata. Por outro lado, se a > 0, de (4.8) vemos que

mH (mH — (m — 1)a) = |A]> + m(m — 1)b > 0,
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ja que X é uma subvariedade pnmc. Portanto, mH — (m — 1)a > 0 e, consequentemente,

mH — mT_la > (0 como afirmado.

Daf, de (4.11)) obtemos

-1
—mH+m

a <N <mH —(m—1)a, i=1,...,m,

e portanto, para cadai € {1,...,m}

m—1

0<mH — a—X <2mH — (m —1)a.

Uma vez que mH — mT_la— A; sdo os autovalores de P, segue que P é positivo semidefinido.

Similarmente se b > 0, entdo P é positivo definido. =

O dltimo resultado desta secdo sera a principal ferramente analitica para a demonstracdo
do nosso resultado principal. Mais precisamente, o lema a seguir vai garantir que a integral
do operador L agindo em qualquer funcdo n3o-negativa é igual a zero, isto é, o operador
L sobre ¥™, se comportard como uma divergéncia para tais funcdes. No que segue, X"

denotard uma subvariedade fechada (isto é, compacta sem bordo) de M"(c) x R.

Lema 4.1.5 Seja ™ uma subvariedade pnmc Weingarten linear fechada de M™(c) x R
tal que Ho = aH + b. Se o n-dngulo é constante, entdo este deve ser nulo. Mais ainda, a
seguinte equagdo é satisfeita

/ Lw)ds = 0, (4.12)
by

para toda funcdo ndo-negativa u € C*(%).
Demonstracdo. Iniciaremos afirmando que
L(u) = div(P(Vu)) — (div (P), Vu), (4.13)

para todo u € C?(X). De fato, sejam p € ¥ e {e1,...,ens1} um referencial ortonormal de

M"(c)xR adaptado a X™ e geodésico em uma vizinhanca U C ™ de p. Pela definicdo (4.2),
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temos

L(u) = tr(Po Hessu) = Z(P(ei),Hess u(e;))
i=1

= Z<P(e,~), Ve, Vu)

= 3" el P(er), Tu) — S2(Ve Pler), V).

i=1 i=1

Como P é simétrico,

=1
= _{ei Ve, P(Vu)) = 3 ((Ve,P)ei, Vu)

<.
Il
—
.
Il
—

Il
o

iv(P(Vu)) — (div (P), Vu),

onde div(P) = >,(V¢,P)e; = tr(VP), com VP definido por

VP(X,Y) = (VxP)Y = VxP(Y) = P(VxY), X,Y €X(). (4.14)

Isto mostra o afirmado.

De (4.3)) e (4.14), escrevemos
VP(ei, i) = m(VH,e)e; — VR (e, e:),

onde foi escolhido 7 = e,,+1 no referencial ortonormal adapatado supracitado. Usando a

equa¢do de Codazzi ([2.11]), um célculo direto nos fornece
(VA" (er, ), X) = (Ve ™ Ve, X) = (er, (Ve ™) X)

= ((Vxh™)e;, e;) — > (X, e5) Rims1)igin

j
para todo X € X(X). Usando (2.22)), segue

Z(X’ eJ')E(erl)iji = c(n, 0) ((ei, TIHX, &) — (T, X){ei, €)) -

J

Portanto,

div(P) =mVH —mVH —c(m—1)(n,0:)T = —c(m — 1)(n, 0y)T.



55

Por outro lado, tomando o campo vetorial X = w1 e calculando a sua divergéncia, temos
div(X) = udiv(T) + T'(u) = udiv(T) + (T, Vu).
Além disso, segue diretamente de que div(T) = m(h, d;). Dai,
div(X) = um(h, ) + (T, Vu). (4.15)
Como estamos supondo que X™ possui n-dngulo constante,

div((n, 00)X) = wm(y, 80}, B4) + (m, ) (T, V. (4.16)

Uma vez que (h,0y) = H(n, d;), concluimos de (4.13)), (4.15]) e (4.16) que

div(P(Vu)) = L(u) — (m — 1)div((n, 9;) X) + m(m — 1)uH (n, d;)%.
Portanto pelo Teorema de Stokes,

/ L(w)dS = —em(m — 1)<77,at>2/ wHAS. (4.17)
by by

para qualquer funcdo u € C%(X).
Por fim, escolhendo u como uma fungdo constante e positiva, como H > 0, de (4.17))
devemos ter (n,0;) = 0. Portanto, inserindo isto de volta em (4.17)) obtemos o resultado

desejado. m

4.2 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta secdo serdao apresentados os resultados principais deste capitulo. Iniciaremos mos-

trando um resultado derivado de (GUO; LI, 2013, Equacdo 3.5) por completude.
Lema 4.2.1 Se ¥ é uma subvariedade de M"(c) x R, entdo

32
(18] = 162D (18] + 164)* < -6l (4.18)
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Demonstracdo. Vamos analisar os seguintes casos: |¢| = 0 e |¢| # 0. No primeiro caso,

segue que |¢y| = 0 e portanto (4.18) vale. Se, no entanto, |¢| # 0, fazendo = = |¢,|/|¢|,
entdo x € [0,1] por (3.17)). Desta forma, a funcdo f(z) = (1 — x)(1 + z)? é tal que

32

maXxe[o,l]f(l") = 97

Logo, temos que

u_@@+@220m—w4)0www%w><3z

9] EE - 27

e o resultado segue.

]

Como aplicacdo deste Lema e dos resultados técnicos obtidos nas secGes anteriores,
mostraremos uma estimativa inferior para o operador L avaliado no quadrado da norma do
tensor de umbilicidade de uma subvariedade Weingarten linear. Este resultado sera essencial

as demonstracdes dos nossos resultados.

Proposicao 4.2.2 Seja X uma subvariedade pnmc Weingarten linear de M"(c) x R, n >

m > 4, tal que Hy = aH + b com a,b > 0. Entdo

2 2
L(6P) > ~2(m — 1) (16Pganelldl, 1) - £o) \/ e A SN (S0)
onde
Lo = emlonl? = 2em Y [6a(T)? — emH{6,(T), T) (420)
e

m—1)

dmfhmmfmame§+g.

m — 2 2 m — 2 "EQ CL2
Spa,b,c(ivay) = — 7z —m|a— T b4+ —
m( 4

(4.21)

Em particular, se b > 0 e a igualdade em (4.19)) é vélida, entdo ™ é parte de uma sub-
variedade paralela de M™(c) x R com duas curvaturas principais distintas uma das quais é

simples.
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Demonstracdo. Primeiramente observemos que, usando ([3.14]) na Proposicdo |4.1.2, obte-

mos a seguinte desigualdade:
L(mH) > |VA> = m?|VH> + em|on|® — QCmZ |pa(T))?

+ (e(m = [T1?) + mH?) | = emH (g1 (1), T) (4.22)

-2 3 1
2 4o g+ [62lenl? — el — 5ol

vm(m —1)
Agora vamos reescrever adequadamente os termos da tltima linha da desigualdade anterior.

Comecando pelos trés Gltimos termos, temos que

3 1 1 1
[B%16n[* = S161" = Slonl" = —l6l" + |61 6n]* = S18I* = 516"

1

= —lol* = 5 (161" = 2181wl + léx]*)
1 2

= —lol* = 5 (191" = IuP?)
1

= —10l* = 5 (18] = lou])” (18] + 64])°.

(4.23)

: m(m—2) 3 e .
Por outro lado, somando e subtraindo o termo 7\/mH\¢| na dltima linha de (4.22)),

-2 3 1
D) Hgp2 16, + lol2Idgl? — Slol* — Llenl®

vm(m —1)
= —MHW\?’—F m(m —2)

m(m — 1) vm(m —1)

3 1
+ 1% 16w l* = 161" = Slonl".

Logo, de (4.23) e (4.24)), escrevemos

H{3* (1] — |¢n]) (4.24)

D) Hg 1o + lol%16gl? — lol* — Llenl®

vm(m —1)

= (9] ~ ) (%HW — 5 (161~ 1)) 16] + r¢n|>2) (4.25)
— ‘¢‘4 _ MHW?’-

m(m —1)
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Portanto, inserindo ((4.25)) na desigualdade (|4.24)) obtemos
L(mH) > [VA]? =m®*|VH|* + em|¢n|* = 2em Y [¢a(T)* — emH (¢y(T), T)

m(m — 2)

m(m — 1)

+ 9/ (—W - mH!qﬁ! +c(m —|T*) + mH2> :

Por outro lado, das identidades (2.28)) e (4.1]), temos

+ (18] = [én]) ( Hlg[* - %<|¢r = lénl) (16l + \<z>n|>2) (4.26)

1

H* = m(m — 1)

6|2 + aH +b. (4.27)

Uma vez que a,b > 0 e que H > 0, derivamos de (4.27]),

H>—— 1 4. (4.28)

— Vm(m—-1)
Logo, como aplicacdo do Lema e da desigualdade (4.28]), obtemos o seguinte:

O pigp — (161~ 6161+ [bmir])

m(m — 1)

> L2210 — (16— [émea 16|+ [ém])? (4.29)

m—2 16 3
>(—= - — :
_(m—l 27)|¢’

Supondo entdo que m > 4, devemos ter

m — 2 16>O
m-—1 27 ’

o que implica em

m(m — 2)
m(m — 1)

Portanto de (4.30]), (4.25]) se escreve como,

1
H|g[* — 5ol = Pm1)(I¢] + [ém+1])? 2 0. (4.30)

L(mH) > [VA]? = m?*|VH|* + em|¢n|* = 2em Y [¢a(T)* — emH (¢y(T), T)
“ (4.31)

m(m — 2)

+lof? (—W -

H|¢| + c(m — |T)?) + mH2> .
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Sendo b > 0, o Lema garante que
VA2 —|VH|? > 0.

Consequentemente, ({4.31]) se escreve

m(m — 2)

L(mH) = L. + 9|’ (W NS

H|¢p| + c(m — |T*) + mH2> , (4.32)

onde L, esta definido em (4.20)).

Agora 0 nosso préximo passo € reescrever a segunda expressdo de ((4.32)) em termos das

constantes a, b e c. Para isto, observemos que, aplicando um célculo direto em (4.27)),

_ [ a?
_\/m(m_1)+b+4. (4.33)

a

s

Afirmamos que H — % > 0. Com efeito, se a < 0, a afirmacdo é imediata. Caso contrério,

reescrevedo a identidade
mH (mH — (m — 1)a) = |A]> + m(m — 1)b
e usando que b > 0, temos
mH (mH — (m — 1)a) > |A]> > 0,

pois H > 0. Logo, a desigualdade acima nos garante que mH — (m — 1)a > 0. Ent3o, se

a > 0, segue que 5 < mT_la, uma vez que m > 4. Portanto, H — 5 > 0 como afirmado.
Consequentemente, (4.33)) é da forma:

a _ 4] a?
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Das igualdades (4.34]) e (4.27]), vemos que
m(m — 2)

— 2_7
L
:_M‘(M (\/W+b+a2+a> _L:ZM)‘Q

H|¢| +mH? — c(m — |T\2)

m(m —1) m(m — 1) 4 2

(4.35)

_ m — 2 R o _ _m(m_2a
‘m<“_¢m‘¢’> iy o+ - S
— CLQ
i (g +0) = 1)

- _’¢‘2(pa,b,c(’¢‘v ‘Tbv
onde ¢, . € a funcdo real definida em (4.21)).

Logo, inserindo (4.35]) em (4.31]), obtemos
L(mH) 2 Le — ¢ a9l IT1). (4.36)

Além disso, sendo b > 0, o Lema [4.1.3| garante que o operador P é positivo semidefinido.

Dai, por (4.4) e (4.8)), podemos escrever

ﬁL(W) — 9HL(mH) + 2m(P(VH),VH) — aL(mH)

(4.37)
> 2 (H - ;‘) L(mH).

Portanto, usando que H — 5 > 0, inserimos em e obtemos a estimativa ((4.21]).
Por fim, analisemos a igualdade supondo que b > 0. Note que se a igualdade em (|4.19))
acontecer, ela também deve acontecer em . Sendo o operador P ser positivo definido
(cf. Lema esta igualdade implicard que H é constante. Além disso, a desigualdade
no Lema também deve ser uma igualdade, sendo H constante, obtemos que VA =0
e, portanto, temos que a segunda forma fundamental de X" é paralela. Finalmente,
também serd uma igualdade e dai, também obtemos a igualdade no Lema[2.1.6] Portanto,
™ é uma subvariedade paralela de M"(c) x R com exatamente duas curvaturas principais

distintas sendo uma delas simples, o que conclui a demonstracdo. =
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Assim como na Observacdo do Capitulo 3} também temos o anélogo para subvari-

edades pnmc Weingarten linear a seguir.
Observacao 4.2.1 Usando as identidades (4.1) e (4.29)), escrevemos
19| = m(m — 1)(H? — aH — D). (4.38)

Supondo que b > 0. Entdo, vemos que se |¢| e b se anulam ao mesmo tempo, por (4.38))
e H > 0, temos que a = H > 0. No caso de a = 0, a relacdo Weingarten Linear se reduz
a Hy = b > 0. Portanto, como H > 0 ndo podemos ter que |p| e b se anulem ao mesmo

tempo.

Agora, apresentaremos os resultados principais deste capitulo.

Teorema 4.2.3 Seja > uma subvariedade pnmc Weingarten linear fechada de S™ x R,

n>m >4, tal que Hy = aH + b, com a,b > 0. Se o n-dngulo é constante, entdo

161 2 F a0l T = 0 (439)

para todo niimero p > 2, onde F,; é uma funcdo real dada por

m-—2 , m—2 T a?
L - b &
Faplz,y) = —— m<a m(m—l)x>\/m(m—1)+ +7

-9 2
+(2m+1)y2+m(7n)axm<a2+b+l>.

(4.40)

Mais ainda, se b > 0 a igualdade ocorre em (4.39)) se, e somente se:

(i) Ou X™ for uma hipersuperficie totalmente umbilica em S™ 1 < S" x {ty} para algum

tg € R;

(i) Ou |¢|? = v(m,a,b) onde y(m,a,b) é uma constante positiva que depende apenas de
a,b,m e X é isométrica a um produto do tipo S'(v/1 —r2) x S*~1(r) c S™H —

S™ x {to} para algum ty € R, comr = \/(m —2)/m(Hy + 1) > 0.
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Demonstracdo. Primeiramente vamos fazer ¢ = 1 na Proposicdo (4.2.2]). Como X™ possui
n-angulo constante, de ([3.23) segue que A,(T") = 0 e, portanto, ¢,(T') = —HT. Usando
este fato juntamente com ([3.22)) e ([3.24]) escrevemos

Ly =m|on|* —2m Y |¢a(T)* — mH (6y(T), T)

> mlox|? +mH?|T? = 2m|of T e
—2m|¢|?|TP?,
de modo que a igualdade ocorre acima se, e somente se, |¢pn| = |T| = 0. Assim, inse-

rindo (4.41)) em (4.21)), obtemos

¢ a’
e LS

L(|¢*) = —2(m — 1)|o[*Fuu(|¢], ITI)\/
onde F,p(x,y) esta definida em (4.40).
De agora em diante, por simplicidade, denotaremos |¢|> = u. Sendo assim, reescreve-

mos (4.37)) da seguinte forma

L) >~ " (/[T b+ mlm — 1)(a? + 4D). (4.42)

Levando em consideracdo que u > 0 e b > 0, segue da Observagdo |4.2.1 e de (4.42) que

sVl 2 =/ 1/4u + m(m — 1)(a2 + 4b) L{w), (4.43)

para todo nimero real p.

Uma vez que X™ é fechada, tomamos a integral ambos lados de (4.43)) obtendo assim,

/uz Fap(Vu, |T))dE > -/ _1/\/4u+m v )(a2+4b)L(u)d2. (4.44)

Consideremos agora a seguinte funcdo

1) = /t:g@)ds,

onde g(s) é definida por

9(s) = V4s +m(m —1)(a? + 4b)’ s20.
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Como p > 2 e b > 0, a Observacdo garante que g esta bem definida. Além disso,
podemos ver que f é suave e n3o-negativa, uma vez que a g o é. Portanto, tomando a

integral em ([4.5)), segue do Lema[4.1.3]

0= / L(f(u))dY = / f'(u)L(u)d% +/ " (u)(P(Vu), Vu)dx,
isto é,
/ f(u)L(u)dY: = / (u u), Vu)d. (4.45)
Calculando as derivadas de primeira e segunda ordem da func3do f, temos
D
f(t) = e >0 (4.46)
VAt +m(m — 1) (a2 + 4b) — '
€ P P
_ 3 _ 2 =
(1) = 4(p— 1)tz +pm(m — 1)(a® + 4b)t 2 (4.47)

2(4t + m(m — 1)(a2 + 4b))?
Como X é uma subvariedade Weingarten linear tal que Ho = aH + b com b > 0, podemos

usar o Lema a fim de nos assegurar que P é positivo semidefinido. Logo, por meio

de (4.45)), (4.46]) e (4.47), podemos estimar (4.44)) como segue

/Eu 2 F (Vi |T)ds > Y = /f” Vu), Vu)ds > 0. (4.48)

Portanto,

/ W Foy(v3, |T])AE > 0. (4.49)
)
O que prova a desigualdade (4.39)).

Assumiremos agora que a igualdade vale em (4.49) e que b > 0. Por (4.48), temos
/ £ (u)(P(Vu), Va)dS = 0, (4.50)

onde,

() = 4(p — l)ug +pm(m —1)(a® + 4?“% >0,
2(4u +m(m — 1)(a® + 4b))>2

sendo a igualdade vélida acima se, e somente, se p > 2 e u = 0. Como b > 0, usamos mais

uma vez o Lema (4.1.3)) para garantir que P é positivo definido e, consequentemente

(P(Vu),Vu) >0,
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com a igualdade ocorrendo se, e somente se, Vu = 0. Ent3o segue de (4.50]) que
f"(w){P(Vu),Vu) =0 em X™,

o que implica que a funcdo u = |¢|? deve ser constante, isto &, ou u = 0 ou u = ug > 0.

Se |¢|? = u = 0, entdo ¥™ é uma subvariedade totalmente umbilica. Portanto, de (3.24),
temos que T' = 0, donde concluimos que ¥™ esta contida em S". Caso contrério, se |¢|? =
u = ug > 0, segue de que H deve ser constante também. Assim, a igualdade em (|4.49))
implica em

/E Fup(|8], IT])dS = 0. (4.51)

Utilizando (4.51)) juntamente com ((4.36]) e (4.41]) obtemos a seguinte sequéncia de desigual-
dades:

ozm/Z <\¢NP—H<¢U(T>,T>—2§ajl¢a(T>|2> dz—/E|¢Psoa,b,1<\¢|7|T\>d2

>m [ (jonP + H2TR) ds — |6 [ Fasllo) 1Tz (4.52)
= m/z (|¢N|2 + H2|T|2) dy > 0.

Isto nos mostra que também teremos || = |I'| = 0 no caso em que ¥ ndo é totalmente
umbilica. Portanto, para este caso, também concluimos que ¥™ esta contida em S™. A partir
disto, vemos de (4.40) que F,5(|¢|) := Fap(|¢|,0) é uma funcdo constante. Mas, quando
inserimos isso em (|4.51]) comprovamos que esta constante na verdade deve ser nula, isto
é, Fup(|o|) = 0. Portanto, segue de que |¢|> = v(m,a,b), a qual é a dnica raiz
positiva de ¢, 1. Nesta configuracdo, vemos que todas as desigualdades obtidas ao longo
da demonstracdo se tornam igualdades e, em particular, vale a igualdade em e vale
a igualdade do Lema [4.1.3] Entdo, utlizando os Lemas e devemos ter que X é
uma subvariedade paralela de S™ com duas curvaturas principais distintas sendo uma delas
simples. Além disso, também ocorre a igualdade em (4.30), a qual implica que [¢| = |@p+1]-
Logo, em ambos os casos, |¢| = 0 ou |p| = |pm+1]|, teremos que ¢, = 0 para todo o > m+1.

Neste momento, procedemos como na parte final do Teorema [3.2.3| a fim de concluir
que X™ estd contida em uma subvariedade totalmente geodésica de S x R a qual é or-

togonal a O;. Portanto, X é de fato, uma hipersuperficie isoparamétrica em S™*! com
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duas curvaturas principais distintas. Dai, podemos aplicar os resultados classicos de clas-
sificacdo de hipersuperficies isoparamétricas em espacos formas espaciais (CARTAN, 1938;
LEVI-CITIVA, 1937} |SEGRE, (1938 para concluir que ¥ deve ser isometrica ao seguinte pro-
duto S'(v/1 —72) x S™ (1) com 0 < r < 1.

Encerraremos este resultado mostrando que os produtos S'(v/1 — r2) x S™~1(r) satis-
fazem as hipéteses do Teorema. Por simplicidade vamos considerar a = 0 para este calculo.

De fato, observemos que para um dado raio 0 < r < 1, o mergulho
SHV1 = 72) x S™7Y(r) s ST H

possui curvaturas principais dadas por

1_2
L VR W 4 il

V1—r2 r

Portanto a sua curvatura média e a norma do operador sem traco sdo dadas por

AL =

H:m(l—r2)—1 e |62 m—1
mry/1 —1r2

Além destes, a sua segunda curvatura média é dada por

m - m - m(r? —1) — m(l — r2) —
e (3) e (7)o (2007 a2

a qual é constante. Em particular, podemos ver que Hy > 0 se, e somente se, 72 < (m—2)/m.

 omr2(1—r2)

E claro que, neste caso,

r=Jm—2)/m(Hy + 1) < \/(m — 2)/m,

com
m—1  m(m—1)(1+ Hy)?
mr2(1 —7r2)  (m—2)(mHs +2)

¢|* = = (m,0, Hs)

que da a caracterizagdo da igualdade no Teorema [4.2.3] e conclui esta prova. m

Como foi discutido anteriormente, quando a = 0 a condicdo Weingarten linear reduz-se
ao caso Hs constante. Assim, fazendo a = 0 no Teorema4.2.3 como estamos assumindo que
b > 0, da relacdo temos que Hs é n3o negativa. Portanto, segue como consequéncia

imediata do Teorema |4.2.3|
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Corolario 4.2.4 (DOS SANTOS; DA SILVA, |2022, Teorema 1.1) Seja ¥ uma subvariedade
pnmc fechada em S™ xR, n > m > 4, com segunda curvatura média Ho > 0. Se o n-dngulo

€ constante, entdo

[ 1672 F0m, (10l T1) 45 = 0, (4.53)

para cada nimero real p > 2, onde

Fomy (2,y) = (m — 2) 2® + (m — 2)x\/x2 +m (m—1) Hy
—(m—-1) (m(l—i—HQ) — (2m+1)y2).
Mais ainda, se Hy > 0 a igualdade (4.53)) vale se, e somente se:

(i) ou ™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica em S™+! — S" x {tq} para algum
to € R;

(i) ou

m(m — 1)(Hay 4+ 1)?

(m —2)(mHs +2)’

o =

e X é isométrica a um produto do tipo S'(v/1 —r2) x S™~1(r) C S™*! — S x {to} para

algum ty € R, comr = \/(m —2)/m(Hy + 1) > 0.

Observacdo 4.2.5 E interessante destacarmos que o Corolario (#.2.4) estende o resultado
obtido por (ALIAS; MASTROLIA; RIGOLI, |[2016) onde sdo estudadas hipersuperficies com cur-

vatura escalar constante na esfera unitaria.

Analogamente ao que foi feito no Teorema |4.2.3, para o caso em que ¢ = —1 temos o

seguinte resultado:

Teorema 4.2.6 Seja > uma subvariedade pnmc Weingarten linear fechada de H™ x R,

n>m >4, tal que Hy = aH + b com a,b > 0. Se o n-dngulo é constante, entdo

[ 1672Gus(19l. ) = 0. (4.54)
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para todo niimero real p > 2, onde G, ;, é dada por

m—2 , m— 2 z? a?
a 9 = - - b R
Gaplz,y) = —— m(a m(m—1)$> \/m(m1)+ +7

m(m —2)a a?
ST —(m+1)y2—m(2+b—2>.

(4.55)

Mais ainda, se b > 0 a igualdade vale em (4.54)) se, e somente se, ™ for uma hipersuperficie

totalmente umbilica em H™*! — H" x {tq}, para algum to € R.

Demonstracao. Como ja visto anteriormente, temos que

n+1
onl= > (N.ea)da, e |on]* < INP|of,
a=m-+1
onde {€41,--.,€nt+1} € um referencial ortonormal do fibrado normal e tal que e,,11 = 7.

Dai, podemos estimar (4.20)) para ¢ = —1 como segue:
Loy =—mlon|* +mH(y(T), T) +2m Y |¢a(T)[?
[e%

> —m|N*|¢]* + mH (¢y(T),T) + 2m|ey(T)* +2m Y |éa(T)]?

a>m+1
> —m(1 = |T*)|¢]* + mH (¢y(T),T) + 2m|¢y(T)|? (4.56)
—m(1 = |T]*)|¢|* — mH?|T* + 2mH?|T|?
—m(1 = |T]*)|¢|* + mH?|T?
> —m(1 = |T*)|¢]*,
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, |T'| = 0. Logo, ao inserir em ([4.20),
obtemos
o) 2 ~20m ~ 016 Ganllo 10 A2 4 8
’ m(m — 1) 4’

onde G, 4(x,y) esta definida em ([4.55]).
A partir deste ponto, a demonstracdo segue da mesma maneira da prova do Teorema(4.2.3

até chegarmos a desigualdade ((4.54)). Se vale a igualdade, entdo de (4.50]) temos

(P(VI8*),VIe[*) =0, (4.57)
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desde que
(16 — A= DIOP 4 mlm — 1)(db + a?)pl o~
2 (4] + m(m — 1)(4b + a2))/?
onde foi utilizado que p > 2 e b > 0. Sendo P ¢é positivo definido, de (4.57)) segue que |¢| é

constante ao longo de ™. Se |¢| = 0, temos que ™ é totalmente umbilica. Como antes,
Y™ ser4 uma hipersuperficie imersa em H™ ! < H" x {¢y}, para algum to € R. Por outro

lado, se |¢| é uma constante positiva, entdo da igualdade em (|4.54)),
[ Gesllol1TDas = 0.
Desta igualdade, e nos garantem que
0> —m/E <’¢N\2 — H{¢y(T),T) - 2%: !%(T)\Q) d¥ — /2 6> ap(|0], |T])dS

> m? [ [TRAE = (6 [ Gunllol. TS = 0,

Consequentemente, |T'| = 0. Raciocinando como na (ltima parte da prova do Teorema[4.2.3
devemos ter que ¥™ é uma hipersuperficie isoparamétrica em H™t! <« H" x {¢y}, para
algum tp € R. Portanto, concluimos do (ALIAS; IMPERA; RIGOLI, 2013, Teorema 2) que ™
é isométrica a um cilindro hiperbélico H'(—+/1 + 72) x S"~!(r), que n3o é uma variedade
fechada. Portanto, a igualdade em ((4.54]) ocorre se, e somente se, £ for uma hipersuperficie
totalmente umbilica de H™*! < H" x {tq}, para algum to € R. m

Consoante a observacio feita antes do Teorema [4.2.6] também temos a seguinte conse-

quencia:

Corolario 4.2.7 Seja ¥X™ uma subvariedade pnmc e fechada em H" x R, n > m > 4, com

segunda curvatura média Hy > 0. Se o n-angulo é constante, entdo

/Z 67*2Go 1z, (6], |T]) dS > 0, (4.58)

para cada ndmero real p > 2, onde

Go,11y () = (m — 2)2 + (m — 2)a/22 + m(m — 1)Hy
— (m = 1) (m(Hz = 2) + (m + 1)y?) .
Mais ainda, se Hy > 0 a igualdade (4.58)) vale se, e somente, se ¥ é uma hipersuperficie

totalmente umbilica em H™ ! — H" x {to} para algum to € R.
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O seguinte exemplo nos mostra a importancia da compacidade assumida nos Teorema[4.2.3

eld.2.0l

Exemplo 4.2.8 Lembremos que uma subvariedade ¥ de M™(c) x R € dita um cilindro
vertical sobre X1, se ¥ = 751 (S™ 1) onde ¥™! é uma subvariedade de M™"(c).
Podemos facilmente verificar que ™ é um cilindro vertical paralelo e ndo minimal de M"™(c) x
R se, e somente se, ¥ for uma subvariedade paralela ndo minimal em M"(c). Além disso,
o seu vetor curvatura média é dado por h = mT_lho, onde hg é o vetor curvatura média de
Y1 em M"™(c). Portanto, ¥™ é uma subvariedade pnmc Weingarten linear de M™(c) x R
que possui n-dngulo constante e que n3o esta contida em M"™(c) x {to}, para algum ty € R,
uma vez que que cilindros verticais sdo caracterizados pelo fato de que 9; é sempre tangente a
¥™ (cf. Observacdo . Sendo assim, vemos que a hipdtese de ¥ ser uma subvariedade

fechada assumida nos Teoremas[4.2.3 e[4.2.6 é, de fato, necessaria.

4.2.1 Dois casos particulares

Apds a conclusdo dos Teoremas [4.2.3] e [4.2.6) um questionamento surge de maneira na-
tural: seria possivel obtermos resultados andlogos aos Teoremas supracitados considerando
0s casos em que a dimensdo é igual a 2 e 37 Esta pequena sec3ao tem por objetivo respon-
der esta pergunta. Para isto serd necessaria uma adaptacdo na prova da Proposicao [4.1.2
Em verdade, veremos que nestes casos os Unicos objetos geométricos detectaveis sdo as
subvariedades totalmente umbilicas.

Primeiramente, note que as integrais obtidas nos Teoremas[4.2.3]e[4.2.6] s3o validas para
estes casos. Para vermos isto, vamos reescrever a desigualdade em ([3.14)

mH Y tr(¢ady) — Y N(dads — dpa) — D _ltr(dadp))’

onpFm ® (4.59)

m(m — 2) 2 Lo 212 3,4
Z—mHW’ ‘an’_i"bn‘ + [9]°|y _QW‘ .

De um célculo direto, podemos ver que

1 1
(6100l = =5 lonl* = Slel", (4.60)
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com a igualdade valendo se, e somente se, |¢| = |¢,| = 0, isto é, se, e somente se, M™ for

uma subvariedade totalmente umbilica. Além disso,

‘¢|2 = |¢77’2 + Z ’¢a|2 > |¢77’27 (4-61)
a>m+1
com a igualdade valendo se, e somente se, |¢o| = 0 para todo o > m + 1. Portanto,

inserindo (4.60) e (4.61)) em (4.59)), temos

mH Y tre(¢adg)— Y. N(ads — dpda) — O _[tr(dadp)]”

a,B#m+1 a

m(m — 2)

> —|o|? (\/mH¢| + 3|¢|2> :

Usando isto na Proposicao [4.1.2]

L(mH) > [VAP? = m?|VH” + em|¢n[* — 2em ) |¢a(T)? — emH (¢,(T),T)

(2 (4.62)

vm(m —1)

Portanto, substituindo (4.27]) e (4.33) em (4.62)

n (C(m— IT[2) + mH? — H|g| —3I¢>I2> 6]

L(mH) > [VAP =m?|[VHLc — 6o (9], IT1),

onde

Babe(@y) =22 + 0o pe(T,y).
com L. e g definidos em e (4.21), respectivamente. Sendo assim, como b > 0
podemos aplicar o Lema juntamente as desigualdades e para obtermos

2) > —a(m — 1)(6|p S Y B R
L(16P) 2 =20m = D(16PBapelo] [T = Loy | o P +b+ -

Da discussdo acima, obtemos:

Teorema 4.2.9 Seja ¥ uma subvariedade pnmc Weingarten Linear em S™ x R, n > m tal

que Ho = aH + b, com a,b > 0. Se o n-dngulo for constante, entdo

L1612 F (16 1T = o, (4.63)
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para todo nimero real p > 2, onde ?a,b € a funcdo dada por
?a,b(xa y) = 2$2 + ]:a,b(x,y)a

com Fyp(x,y) definido em (4.40). Mais ainda, a igualdade vale em (4.63)) se, e somente se,

Y™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica em S™*! — S" x {to} para algum tq € R.

Demonstracao. A prova segue os mesmos passos da prova do Teorema até atingirmos
a desigualdade trocando a fungdo 4 p.c POr P, ;. @0 longo dos calculos. Se a igualdade
em (|4.63)) acontece, entdo também acontece a igualdade em (|4.60)) e portanto, 3" é uma
totalmente umbilica. Além disso, a igualdade ocorre em , donde concluimos que T' = 0.
Portanto, ¥™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica em S™*! — S" x {t;} para algum
treR. m

Seguindo os mesmos passos da prova do e[4.2.9, temos

Teorema 4.2.10 Seja X™ uma subvariedade pnmc Weingarten Linear em H" x R, n > m

tal que Ho = aH + b, com a,b > 0. Se o n-dngulo for constante, ent3o

161725 (6], Tz = 0, (4.64)

para todo nimero real p > 2, onde G, é a funcdo dada por

?a,b(xu y) = 21‘2 + ga,b(xa y)7

com Gq p(x,y) definido em (4.55)). Mais ainda, a igualdade vale em (4.60) se, e somente se,

Y™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica em H™*! «— H" x {to} para algum to € R.

Observacao 4.2.2 A abordagem desenvolvida aqui ndo é efetiva para detectar subvariedades
paralelas com duas curvaturas principais distintas, assim como na Proposicdo[4.2.2, por conta
disso, apenas o utilizamos nos casos onde m = 2 e m = 3. Sendo assim, seguindo (GUO; LI,
2013, Observacdo 3.2), um interessante questionamento € se a Proposigéo vale ou n3o

param=2em = 3.
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5 O FUNCIONAL CURVATURA MEDIA TOTAL EM ESPACOS PRODUTO E
APLICACOES

Encerramos este trabalho de tese ainda estudando os resultados de rigidez em espacos
ambientes da forma M"(c) x R, no entanto por uma abordagem diferente das utilizadas
anteriormente. Neste capitulo, estudaremos subvariedades fechadas que s3o pontos criticos
de um determinando funcional. Nosso propésito é obter uma equacdo de Euler-Lagrange para
o funcional curvatura média total H e utiliza-la no estudo das subvariedades que sdo pontos
criticos deste funcional. Em particular, nossos resultados principais estdo concentrados no
estudo das superficies imersas no produto S™ X R e na obtencdo de ferramentas que possam

ser utlizadas em sua classificac3o.

5.1 A PRIMEIRA FORMULA DE VARIACAO

Diferente dos outros capitulos, aqui usaremos uma abordagem tensorial para a obten-
c3o dos nosso resultados. Neste sentido é conviente reescrevermos alguns dos elementos e
conceitos ja vistos no Capitulo [2

Seja X uma subvariedade imersa no espaco produto S x R. Denotaremos por A a
segunda forma fundamental e A¢ o operador de Weingarten associado, na dire¢cdo normal ¢,

0s quais satisfazem:

<A(X7Y)’€> - <A§<X),Y>, (5'1)

para todo X, Y € X(X). Além disso, as expressdes a seguir sdo conhecidas como as respec-

tivas férmulas de Gauss e Weingarten de ¥X™ em S™ x R
VxY =VxY + A(X,Y) e Vx€&=—A¢(X)+ V%, (5.2)

para todo campo vetorial tangente X,Y € X(X). Utilizando (2.4)) e (2.7) e (5.1)), podemos
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obter as seguintes equacdes de Gauss,
<R(X7Y)Z7 W> = <X7 Z><Y7 W> - <Y7 Z><X7 W> + <Z’T>(<Y’T><X7 W> - <X7T><K W>)
+ (Y, 2)(X,T) = (X, 2)(Y, T))(T, W) + (A(X,Y), A(Y, W))
—(A(Y, 2), A(X, W))
(53)

e de Codazzi,

(V)J;A)(X7 Z) - (V%{A)(Y, Z) = (E(X7Y>Z)L7 (5'4)
onde V1A satisfaz:
(VxAY,Z) = V% A(X,Z)— A(VxY,Z) — A(Y,VxZ). (5.5)

Denotemos por h o campo vetorial curvatura média de X" em S™ x R, definido por

1
h= tr(4) (5.6)

e por H sua norma, isto é, H? = (h, h). E facil ver que {€my1,...,ens1} é um referencial

ortonormal de X(X)*+, podemos escrever (5.6]) do seguinte modo:
1
h = %:Haea, onde H* := atr(Aa) = (h,eq),

e A, := A.,. Em particular, mH? = tr(4y,).
Recordemos ainda, que o operador Laplaciano AL : X(X)+ — X(X)*, é definido por

Ate = (V%) Zvivl (5.7)

onde ey, ..., e, é um referencial ortonormal ao longo de 3.
Em seu trabalho (CHEN, 1971)) introduziu o funcional curvatura média total, para qualquer

subvariedade > fechada no espaco euclideano R™ da seguinte forma

- /Z H™dS. (5.8)

Chen provou que H é limitado inferiormente pelo volume da m-esfera unitéria, com a igual-

dade sendo obtida precisamente quando a subvariedade é a prépria m-esfera unitéria.
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Nesta se¢do, nés estudaremos o funcional definido em (5.8 considerando agora que ¥™
é uma subvariedade fechada imersa no produto M"(c) x R, com o propdsito de estudar os
pontos estacionarios deste funcional, a comecar pela obtenc3o da férmula de Euler-Lagrange

para o mesmo, por meio do célculo da primeira variacdo de H, na proposicao a seguir.

Proposicdo 5.1.1 Sejax : X™ — S"(c) x R uma imerso isométrica da variedade compacta
™. Entdo x é um ponto estacionario do funcional H, ou uma H-subvariedade se, e somente

se,

H™2 (Alh + (m — |1 - mHQ) h—m(N,h)N + > H%r(Aq o Aﬁ)eﬁ) =0, (5.9)
a,B

param > 2, e

Ath+ (2= |T)> = 2H?)h — 2(N,h)N + > H*tr(AaAg)es = 0, (5.10)
a,B

no caso em quem =2, ondem+1<a,B8<n-+1.

Demonstracdo. Consideremos uma variacdo de z, isto é, uma aplicacdo suave, X : X x
(—e,e) — S™ X R, tal que para cada s € (—¢,¢€), a aplicagdo X, : ¥™ — S" x R, dado
por X4(p) = X (s,p) é uma imersdo e Xy = x. Portanto, podemos agora calcular a primeira

variacdo de H ao longo de X, isto &,

H"d¥
s=0 " ds /

= Hm d>
/ ds /

onde, paracada s € (—¢,¢), H; = \/(hs, hs) representa a norma do vetor curvatura média de

d
%H(Xs)

I

5:0

3™ em S™ x R com respeito a métrica induzida por X e dXs denota o respectivo elemento
de volume.

. Por simplicidade, denotemos v = d/ds. Afirmamos que

s=0

d m
Vamos calcular - (HJ")

o(m?)

5 = (mh —|T|*h — m(N,h)N + > Hr(AqAg)eg,v")

s=0 a,fB (511)
+ %UT(H% + (h, Atvh).
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Vamos supor agora que m > 2. Entdo,

m
2

v(H)| = w(H{") = o((HY)

s=0

S

) = 5 HIPo(H2) (5.12)

e, consequentemente,

o(HM)| = H™ *mh—|T]*?h— m(N,h)N + > Htr(AqAp)eg,v™)
s=0 a.p (5.13)
+H" (T;LUJ‘<H2) + (h, AT”UJ‘>) .

Mais ainda, utilizando (WEINER), 1978) temos

v(d¥s)

= (=m{h,v") + div(v")) dx. (5.14)

s=0

Portanto, ao longo de X, m > 2 vale

v(H'd%s)| = v(H{")

s=0

A + H™v(dS,)
s=0

s=0
= {H"2 ((mh = |T]?h = m(N, h)N — mH?h,v")) } dS

+ {Hm_2 (Z HCtr(AaAg){es, vt) + div(H™0") + (Atot, h>>) } "

o,

onde foram utilizadas (5.11]) e (5.13]) e o fato de que
div(H™T) = %H”“%T(HQ) + H™div(v").

Consequentemente,

d
— | H™dX,
ds /g s

:/ Hm_2<ALvl,h)dZ+/ H™ 23" Hr(Aadg)(eg, v )dx
s=0 b by B

_ / H™ 2 (([T?h — mh + m{N, )N +mH?h,v")) 5.
>

Portanto, x é um ponto estacionério de H se, e somente se,

H™ 2 (ALh — [TPh+mh — m(N,h)N —mH?h + > Htr(AaAg m) -
a,B

O caso m = 2 segue de um argumento analogo usando ([5.11)) ao invés de (5.13).
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Resta mostrarmos a afirmacio. De (2.6)), segue que mH? = tr(Ay,), deste modo podemos
escrever,

mo(H7) =Y (Vo Ap,)ei,ei) = (Z(VvAhs(ei),eﬁ - Z(Ahs(vvez‘)T7€i>> , (5.15)
para todo {ey,. .., e, } referencial ortonormal em X(X). Em particular, dado p € 3, podemos
escolher este referencial de modo que o mesmo seja geodésico, isto é, (V,e;)(p) = 0 para
todo 1 <i4,5 < m.

Apesar de considerar os préximos calculos no ponto p, por simplicidade, o omitiremos.
Vamos denotar

1= Z(Vq,flhs(ei),ez e II= Z A, (Ve T e;), (5.16)
i

e calcular ambos os termos separadamente. De (5.2) e [v,¢;] = Vye; — Ve, 0 =0,

I:—Zﬁﬁ s, +Zv Vo hs,e:)

= Z U €; hSaez - Z(veivvh576i> - Z<véh57vvei>

= U ez hsael - ei<vvh87ei> + <vvh5ave'ei> - <V%h8averv>
Z > Z i) = > (Vehs, Ve,

= Z v,ei)h,e; —f—ZeZ (hs, Vyei) +Z (Vohs, Alei, e;))

=D (Vihs, Alei,v ")) = > (Vi h, Vo vb).

i

Usando as formulas de Gauss e Weingarten,

I= Z(E(v, ei)h,e;) + Zei<h5,veiv> +m(Vyhs, hs) — ZWéhs, A(ei,vT»

— Z Vo hs, Vo vb)

—Z (v, €i)hs, €) +Zez he, A(ei,v >+Zi:ei<hs,Vévi>+ZLv(H2)

=Y AVehs, AW’ e)) = > (Vi hs, Veur)

%
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Utilizado ((5.7)) e (2.6]), obtemos
= Z (v,ei)hs, e;) + Z Vth,A( ei)) + Z(hs,V;A(UT,ei»

+ ;W;hs, Vioh) + ;ms, VEVEeh) + %U(HQ)

(5.17)
- ZW;hS, AW’ e)) =D (Vo hs, Vevb)
- Z (v, i) hs, €i) +Z (he, VEAWT, 1)) + (he, ATty + %v(fﬂ).
Da equacdo de Codazzi (5.4]) e de (5.5
VLAW  e) = (VEA) T e) + Alei, Ve, vT)
(5.18)

= (R(v", ei)ei) " + (Vi A)(es, e1) + Alei, Ve,oT).
Inserindo (5.18)) em (5.17))

I= Z<E(UJ‘, ei)hs, ;) + Z<hs, Vi Ales, ei)) + Z<hs,A(€i, Ve,v'))

+ (hy, Atot) + %U(HQ)
= Y (RW" ehs,ei) + S (D) + > (A, (e0), Ve, )
+ (hy, Atot) + %U(HZ).
Para a segunda expressio de
1l = Z<Ahs (Voei) T, i)

' (5.19)
= Z<Ah5 (VeivT -+ Veiv), ei) = Z<Ahs (VeiUT), €i> — tI‘(AhS o A,UL).

Portanto,
%U(Hg) = Y (R e i) + %UT(H,?) + (hg, Aot + te(Ap, A, L).
Daf,
%U(HQ) = Y (R eh e + %UL(H% (b Atoly £ tr(ApA, ). (5.20)
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Por outro lado, escrevendo vt = Z(vL,eg)eg, temos

B
A=Y HAq e A, =) (vh es)As.
o B
Portanto,
tr(ApA,) = Z Hotr(AaAg) (vt ep). (5.21)
o,
Além disso, de
f:@(vl, ei)h, e;) = —(mh — |T|?h — m(N, h)N, v>). (5.22)
i=1

A afirmacdo fica provada substituindo (5.21)) e (5.22)) em (5.20)). m

N3o é dificil ver que as superficies minimas s3o pontos estacionarios do funcional cur-
vatura média total H. De fato, é trivial para subvariedades minimas e também
é satisfeita uma vez que H = 0 implica que o campo vetorial curvatura média se anula ao
longo de ™. Vamos mostrar que as subvariedades minimas s3o os (nicos pontos estacio-
narios deste funcional na classe das totalmente umbilicas contidas em um slice de S x R.

Para comecar, precisaremos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 5.1.2 Se X" for uma subvariedade totalmente umbilica contida em um slice de S" xR,

entdo o vetor curvatura média é paralelo ao longo do fibrado normal.
Demonstracao. Da umbilicidade, segue que
AX,)Y)=(X,Y)h, XY €X(2).
Portanto, um célculo rapido a partir da equacdo de Codazzi, nos da:
(Y, Z)(X,T) — (X, Z)(Y,T))N = (X, Z)Viyh — (Y, Z)Vxh, X, Y € ¥(%). (5.23)

Como T' = 0, de ([5.23))
(Y, 2)Vxh = (X, Z)Vyh,

para todo X,Y,Z € X(X). Portanto, escolhendo Y = Z ortogonal a X, concluimos que h
é paralelo no fibrado normal. m

Fecharemos esta secdo com a seguinte consequéncia:
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Corolario 5.1.3 Seja X" uma subvariedade totalmente umbilica contida em um slice de
S™ x R. Entdo, ¥X™ é uma H-subvariedade de S™ x R se, e somente se, for totalmente

geodésica.

Demonstracado. Seja X uma subvariedade de S™ x R nas condicGes do corolario. Do
Lema segue que V-1 = 0. Uma vez que ™ esta contida em um slice, T = 0. Usando

(2.23)) e a hipdtese de umbilicidade, temos
0= (An(X),Y) = (A(X,Y),N) = (X,Y)(N,h), paratodo XY € X(%),

portanto, (IV,h) = 0. Além disso a umbilicidade de X, também implica que, para todo

m+1<a<n+1, vale que A,(X) = (h,eq)X.
<Aa(X)7Y> = <U(X7 Y)vea> = <X7Y><h7 ea>7

portanto, tr(Ay,) = m(h,eq).

Dai, a primeira formula da variacdo para H, Proposicdo [5.1.1| se torna
0=H™?2 (mh —mH?*h+m» (h, ea>2h> = mH™ ?h,
(03

se m > 2, e simplesmente h = 0 no caso em que m = 2. Portanto, é imediato verificar que
>™ é uma H—subvariedade se, e somente, for minima. E, portanto, da umbilicidade, se e

somente se, for totalmente geodésica. m

5.2 DOIS LEMAS FUNDAMENTAIS

Nesta secdo apresentaremos algumas ferramentas analiticas importantes para a obtencao
dos resultados principais deste capitulo. Vamos comecar denotando o conjunto das secdes
do fibrado normal TS+ por X(X)* e, o conjunto das funcdes suaves de X por C®(X%).

Associado a segunda forma fundamental A de ™, vamos considerar o seguinte operador

P:X(2) x (%) — X(2)* por

P(X,Y) =m(X,Y)h — A(X,Y). (5.24)
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Observemos que P é simétrico e que seu traco é dado por tr(P) = m(m — 1)h. A respeito

de P, vamos considerar o seguinte operador diferencial de segunda ordem:
O X(2)t = ¢ (%)
por
0*() = (P, VZ¢),
onde, (, ) representa o produto interno de Hilbert-Schmidt. Vejamos que para cada o € {m+
1,...,n+ 1}, vale
(P(X,Y),eq) = (m(X,Y)h— A(X,Y),eq)
=m(X,Y)(h,eq) — (A(X,Y), eq)

= m(X, Y)Y HP{ea,c5) — (Aa(X),Y)
B

=m(X,Y)H® — (A,(X),Y)
= <POC(X)7Y>7
onde o operador P, : X(X) — X(X), dado por, P, = mH*I — A,, é simétrico e tal que

tr(Py) =m(m—1)H* e

Ztr(Pa)ea =m(m —1) ZHaea =m(m — 1)h = tr(P).

«

Deste modo, podemos definir o operador diferencial de segunda ordem:
0:C®°(%) - x(0)*

pondo
a(f) = Ztr(Pa o Hessf)eq.

O préximo resultado nos fornece uma relac3o entre os operadores [1* e [J introduzidos acima.
Lema 5.2.1 Seja ¥™ uma subvariedade compacta no espaco produto M"(c) x R. Ent3o
[ 10©ds = [0, dS +cm—1) [ (£(VF6N) = (N,€)(V1.17)) d.

para todo f € C?*(X) e& € TYL.
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Demonstracdo. Sejap € ™ e {ey, ..., ey} um referencial mével de X(X) numa vizinhanca
U C ¥™ de p, o qual é geodésico em p, isto é, (V,e;)(p) = 0. Usando o produto interno

de Hilbert-Schimidt, temos que
FO*(€) = F(P, V) fz (eires), V% eire;))
= Z ej (F(Pleie), VEE)) - Z (e (F)(Pleie;). €))
- fZ% Plei e)), V&) — > eilej () (Plei, e5), )

i’j

(5.25)

+ Zej 6276]) §>
Por outro lado, por um calculo direto, temos que
> eilei(£){Peisej), € mzez ej ()8, (h, €) = > eile;()))(Alei, e5), )

1, 1,

=mAf(h,&) =Y eilej(f))(Aale) ej)(eas )

a’l)-]

=mAf Y Hea &) = D (e, Ve, V) {Aalei), ) {€a, €)

— Z(mHan —tr(Aq o Hessf))(ea, &)
=Y tr(Pa o Hessf){ea, &) = (O(f), ),

(5.26)
onde §;; = (ej, ;). Inserindo ((5.26)) em (55.25]) temos
a6 = fz P(e;, €5), V .6) —{—Zej P(e,,ej) £)

i,

(5.27)
+Zej< w) S exes ()P (e es) ).
iJ

Podemos ver que as dltimas expressdes em (5.27) podem ser vistas como divergéncias, isto

é:

Zdiv (ej(f)< 61,6] Zeg 6176] f)div(ei)+zei (ej(f)) (eiaej)=§>
2y

Z‘?j
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(S

Zdiv (f(P(ei,eJ) vt -£) ej) fz (€i,€5), §>d1v e; +Z e; ( (ei,ej),veliﬁ)) :
.3

7‘7
Uma vez que p € ¥™, vale que div(e;)(p) = div(e;)(p) = 0, para qualquer 1 < i < m, daf

obtemos

> div (£(P(eirej). VEEe; = ei(H){(Pleirej). &)ei)

=S es (FPlenes). Vi) = L es({Plen ) )

Agora usando a equacdo de Codazzi, temos

(5.28)

(Ve Pleises), V&) = méi j (Vi h, Vi &) — (Vi Aleis¢)), Vi &) + (Rlei ) Vi€, ¢j)
= méi,j(vejh, Véf> - <V$A(eia€j)’vei§>

+ (Ve N) (Ve T e eg) — (e T){ejre) s
e portanto,

fz Plei,ej),§) = —c(m = 1)(N,ENV [, T). (5.29)

De forma similar,

ze] Plej, €5),€) = —c(m — 1)(N, NV, T). (5.30)

Substituindo ((5.28)), (5.29) e (5.30) em (5.27)),

FO7(€) = O, €) + Yo div (F(Ples ), VEE)es — e5(N)(Pless ), es)
2y

+ c(m — 1) (f(VFE, N) — (N,ENVL,T)).
E importante pontuarmos que a expressdo no termo de divergéncia é independente do re-

ferencial utilizado. Sendo assim, concluimos o resultado desejado ao aplicar o Teorema da

Divergéncia. m

Observacdo 5.2.1 Devemos notar que, quando ¢ = 0, o espaco produto M™(c) x R se

torna o espaco Euclideano R"*!. Neste caso particular, temos

| r@ds = [ o). gds. (5.31)
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Para f =1 no Lema (5.2.1)), temos

Corolario 5.2.2 Seja X uma subvariedade compacta no espaco produto M™(c) xR. Ent3o,

para todo £ € TX+
/ O*(€)dY = ¢(m — 1) / (VF€, N)d.
% )

O préximo resultado nos fornece uma desigualdade do tipo Hiusken para subvariedades no

espaco produto.

Lema 5.2.3 Se ¥ uma subvariedade do espaco produto M™(c) x R, entdo

m

VAP >
m + 2

(3m|VEh[2 + de(m — 1)(VFh, N)) (5.32)
Demonstracdo. Seja F': X(X)% — X(X)+ um tensor definido por
F(X,Y,Z) = VZA(X,Y) +a (Y, 2)Vih+ (X, Z)V¥h + (X, Y)VEh)
para a € R. Um célculo direto nos assegura que:
(F(X,Y,Z),F(X,Y,2)) = (VZA(X,Y),VZA(X,Y)) + 2aQ:(X,Y, Z)
+a*Qa(X,Y, Z),
onde Q1 e (Y2 sdo dadas, respectivamente, por

Q1(X,Y, 2) = (Y, Z)(Vxh, VZAX,Y)) + (X, Z)(Vyh, VZA(X,Y))

+ (X, Y\ (V4h, VZA(X,Y))

Qa(X,Y, 2) = (Y, 2)2(Vch, Vih) + (X, Z)2(Vih, Vi) + (X, Y)X(Vh, Vh))
+2 (Y, 2)(X, Z)(Vxh, VEh) + (Y, Z)(X, Y )(Vih, V£h))
+2(X, Z)(X,Y)(Vyh,VZh).
Com o propdsito de calcular estes ultimos termos, vamos tomar p € X e um referencial
ortonormal {e1,...,e2} em X(X) numa vizinhanca U C ¥ de p, que é geodésico em p.
Ent3o, vemos que

Z(V;A(ei, ej), Vé'kA(ei, 6j)> = ’VLAIZ e Z QQ(@Z‘, ej, ek) = 3(m + 2)]Vlh|2.

i3,k i.g,k
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Para além disso, da equa¢do de Codazzi ((5.4) temos

Z;C Qi(eiej,ex) = 2% (%k(véh, Ve olei ) + 0V h, Ve, oles, ej)>)
1,7, 2,75

+ Z 6ij<ijh, ija(ei, ej))
2,9,k

=3m|V>h? +2(m — 1)) (e;, T)(Vah,N)

2

= 3m|V+th2 4+ 2(m — 1)(VFh, N).
Portanto,
P2 = |V AP + 20 (3m| VR 4 2mm — 1)(Vh, N)) + 3 (m + 2)[ V24|

Fazendo a = —m/(m + 2) obtemos (5.31)). m

5.3 RESULTADO PRINCIPAL

Daqui em diante, trataremos apenas com H-superficies imersas no espaco produto S” x R.
Antes de provar nosso resultdo principal, Teorema(5.3.2] precisaremos da seguinte proposicdo

auxiliar.
Proposicdo 5.3.1 Seja 2 uma H-superficie no espaco produto S™ x R. Ent3o, temos
/E <1V¢A|2 +2) tr(Aq o HessHo‘)> x> /E (2<N, R)2 — (2 —|T) + !¢\2)H2) dx.
o
Demonstracao. Primeiramente, de , um calculo direto nos fornece o seguinte:

(P,V?€) = (Plei,e5), V(e €5))

,J
=23 05 (h, Ve (e €9)) = D _(Alews e5), V(i 5)
" " (5.33)
=2 ZUM VZ¢(ei€)) — Z<A(6z‘7 e;), V*E(eir €5))

= 2(h, AE) = Y (Alei, ¢), VE(eie))),

,J
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para todo referencial ortonormal {e1,e2} € X(X). Mais ainda, de forma similar a ([5.26]),

como

Alej,ej) = Z(Aﬁ(ei),ej>eﬁ e V2£(e¢,ej) = Z(Hessga(ei),ej>ea,
B «

onde £ =), £%eq, entdo,

Z<A(6Z,ej) V3¢ (e, €5) Ztr o © Hess £%)).
1,

Portanto,

O0%(€) = 2(h, AE) =) " tr(Aq o HessH®) . (5.34)
Agora fazendo £ = 2h, temos
O%(2h) = 4(h, AT h) — 2 tr(Aq o HessH®)
“ (5.35)
= (AYh h) 4+ 3(ATh, h) — 2 tr (Ag o HessH?) .
Por outro lado, utilizando a seguinte identidade
1
5AH2 = (AR, ) + |V*R)?,
em ([5.35)), temos

0*(2h) = (ALh, h) + 5

§AH2 — 3|V+h)? - 2za:tr (Aq o HessH®).
Utilizando o Lema para m = 2,
—3|V1h? > —|VA]2 4+ 2(V+h, N).
Portanto,
0*(2h) > (Ath,h) + gmﬂ \VLA? +2(V$h, N) Ztr o0 HessHY). (5.36)

Vamos considerar agora {e3,...,e,+1} um referencial ortonormal em X(X)*. Escrevendo

h =3_, H"ey, e considerando a definicdo de ¢, segue que

ZHatr(AaA5)<eg,h> = Z HYH"tr(AaAg)(es, €y)

a,,@ avﬁv’y
= H Htr(patp) +2) (H*)*(H)®
a,f o,

=Y HHPtr(¢adp) + 2H".
a7ﬂ
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Daf, pela Proposicdo [5.1.1}

(At h) + (2= [TP)H? = 2(N,h)? + > H*Htr(¢adg) = 0. (5.37)
a’/B
Agora vamos considerar A,g = tr(¢q o ¢g). Desta maneira, a matriz (A,3) de ordem

(n —1) x (n — 1) é simétrica e pode ser considerada diagonal para uma escolha adequada

dos {en}. Portanto,

> HOHtr(dadp) = D_(Htr(¢2) < D (HY)® D tr(¢p)* = H’¢l>.  (5.38)
a, o « B

Dai, substituindo (5.37)) e (5.38]) em ([5.36]),

3
0% (2h) = 2(V7h, N) 2 =(2 = |T* + [¢]*) H? + 2(N, h)* + S AH?
(5.39)
—|Vta)? - QZtr(Aa o Hess H?).
(0%
Portanto, considerando o Corolario e o teorema da divergéncia, segue que

1 2 o 2 2 2 2
/E<|v ol +2za:tr(AaoHessH )) d22/2(2<N,h> — (2= |T]? + [ H?) d3,

como gostariamos que fosse. m
Agora, estamos prontos para apresentar a demonstracdo do nosso resultado principal a

seguir

Teorema 5.3.2 Seja ¥? uma H-superfice compacta no espaco produto S™ x R. Entdo
LA (=0T = 161 ) 167 — 2000 + DITP + 2} dE < amx(®). (540)
Em particular, a igualdade vale se, e somente se, »2 & isométrica a
(i) um slice S* x {to}, ou
(i) uma 2-sphere totalmente geodésica ou um toro de Clifford em S® x {to}, ou
(iii) uma superficie Veronese em S* x {to},

para algum ty € R.
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Demonstracao. Para comecar, considerando a definicdo de ¢, é imediato verficarmos que

paratodo 3 < a,8<n+1

AaAB - AﬂAa = ¢a¢5 - ¢,8¢a~

Mais ainda, uma vez que para qualquer 3 < a < n+1 ¢, é uma matriz simétrica 2 X 2 com

tr(¢a) = 0, obtemos facilmente que ¢2 = A para um certo A € R e, consequentemente,

tr(¢2ps) = 0. (5.41)

Além disso, de um célculo direto e considerando (5.41]), obtemos as seguintes identidades

algébricas:

> tr(Ap)tr(AZAp) = 2H?|9]> + 4AH' + 4 H*H tr($ads),
a?ﬁ a?ﬁ

> [tr(Aadp)? =Y [tr(dadp))® + AH* + 4> H*Htr(¢ads).
a,B a,B a,B

Portanto, de todas as identidades acima,
—Z( N(Aads — AgAa) + [tr(Aadg)? — tr(Ag)tr(A2Ag))
=3 (N(6ads — d96a) + [tr(0ads))?) + 2H|6[.

Entdo, a Proposicdo pode ser escrita do seguinte modo:

A|A|2 \vﬂ;%zztr Ay 0 Hess HY) + 2|on | — 4Z|¢a
+ (2= TP + 2H?) |2 — m{gn(T), T) (5.42)
2 (N (665 — d36a) + [tr(9acp)?)
Observe agora que, usando o Lema [2.1.6]
- (N(@ads — Ba6a) + [tr(da 0 95)]%) > —5 61 (5.43)
Além disto, da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

—42\% > > —4|¢’IT)> and  —2(¢n(T),T) > —2|¢s|IT|*. (5.44)
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Inserindo ((5.43)) e (5.44)) in (5.42)), obtemos

SANAP > [VEAPR 423 tr(Aq o Hess HY) + 2l6n]? — 216 | TP

3
+ (2 —5|T* +2H? — 2\¢|2> 6]
Tomando a integral e usando o Teoram da Divergéncia, segue da Proposicdo [5.3.1

oz/E (2|¢N\2+2<N,h)2+(|¢\2+|T|2)H2) dx.

3 (5.45)
+ [ (2 510 = 5ITP) loP - 2% - 2l 7P| .
Ent3o,
3
/2 [(2 ~ Sl - 5\T]2> 62 — 22 — Q\qﬁhHT\Q} dx < 0. (5.46)
Por outro lando, da equacdo de Gauss, tem-se
2H? = 2K + |9 —2(1 — |T%).
Portanto, o Teorema de Gauss-Bonnet implica em
3
LA (1= 310 = 5ITR) 16 - 2(nl + DITP + 2} dE < dm(®). (547

Se a igualdade ocorre em (5.47)), entdo todas as desigualdades obtidas ao longo da
demonstrac3o, se tornam igualdades. Em particular, a igualdade em e (5.46). Desta
forma, temos que |¢n| = (N,h) = 0eou |T| = |¢| = 0 ou H = 0. No primeiro caso, que 3.2
é uma H-superficie satisfazendo as condices to Corolario , e portanto é totalmente
geodésica. Sendo assim ent3o ou serd isométrica a um slice S? x {ty} < S? x R no caso em
que n =2, ou a uma esfera totalmente geodésica S? em S3 x {to} < S x R para algum
to € R.

Agora vamos focar no segundo caso. Por outro lado, j& que |pn| = (N,h) = 0 a
identidade em implica que Ay = 0. Consequentemente, de temos que |T|
é constante em Y2, portanto |N| também serd. Da hipétese de H = 0, a igualdade no
Lema também ocorre, o que nos garante que X2 é uma superficie paralela de S x R,

isto é, que V1A =0. Entio a igualdade de Codazzi se escreve como,

0= (R(X,Y)N,Z)=|NP2(X,TNY,Z) — (Y,T)X.,Z)), X,Y,Z€X(%).
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Portanto, é facil vermos que N = 0 ou 7' = 0. No caso em que N = 0, devemos ter que ?
é um cilindro vertical 7=1(7), onde v é um circulo em S" e 7 : S® x R — R é a projecio
natural. Este caso n3o pode ocorrer, uma vez que contradiz o fato de ¥? ser compacta.
Portanto 7' = 0, e ¥2 é uma superficie minima em um slice de S x R. Para o caso em que
Y2 pode ser isometricamente imersa em um certo S* x {to}, um classico resultado a cerca
de superficies isoparamétricas em espacos forma Riemannianos (LAWSON, 1969), nos garante
que Y2 é isométrica a um toro de Clifford S'(1/4/2) x S*(1/v/2) em S? x {to}, para algum
to € R. Para os outros casos observe que pela igualdade em , obtemos que

/ A2 <;’|Ay2 - 2) ds =0
b))

Portanto, de (LI; LI, 1992} Teorema 1) ¥ é isométrica a uma superficie Veronese em S* x {0},

para algum tp € R. m
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