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RESUMO

Neste trabalho, estudamos as equacdes de Navier-Stokes em duas situacoes diferentes, o
primeiro caso trata-se do problema fracionario em que temos o modelo de Keller-Segel acoplado
com as equacdes de Navier-Stokes, o segundo diz respeito as equacdes de Navier-Stokes com
viscosidade hereditaria. Para o modelo acoplado provamos a existéncia de solucdes brandas
globais, com dados iniciais pequenos em espacos de Besov-Morrey criticos, e unicidade em um
sentido especifico. Os resultados apresentados nos permite obter solucGes auto-similares desde
que os dados iniciais sejam funcdes homogéneas com normas pequenas e considerando o caso
do atraente quimico sem taxa de degradacdo. Além disso, verificamos a estabilidade assintética
de solucbes com o tempo tendendo ao infinito e obtemos uma classe de solucoes assintoti-
camente auto-similares. Para as equacoes com viscosidade hereditaria usamos a estrutura dos
resolventes subordinados para aplicar a mesma metodologia do caso acoplado. Da mesma
forma, garantimos com isso a existéncia e unicidade, também em um sentido especifico, de
solucdes brandas globais ou locais, a depender do nicleo da equacao integro-diferencial, com
condicGes iniciais pequenas em espacos de Besov-Morrey. Para as solucées globais também

obtemos resultados de estabilidade sob perturbacdo dos dados iniciais.

Palavras-chaves: modelos de quimiotaxia; equacdes de Navier-Stokes incompressiveis; boa

colocacdo; comportamento assintético; espacos de Besov-Morrey; viscosidade hereditéria.



ABSTRACT

In this work, we study the Navier-Stokes equations considering two different situations,
the first case is about the fractional problem where we have the Keller-Segel model coupled
with the Navier-Stokes equations, the second case concerns the Navier-Stokes equations with
hereditary viscosity. For the coupled model we prove the existence of global mild solutions with
the small initial data in critical Besov-Morrey spaces, and uniqueness in a specific sense. Our
results enable us to obtain the self-similar solutions provided the initial data are homogeneous
functions with small norms and considering the case of chemical attractant without degradation
rate. Moreover, we show the asymptotic stability of solutions as the time goes to infinity and
obtain a class of asymptotically self-similar ones. For the equations with hereditary viscosity we
use the structure of subordinate resolvents to apply the same methodology of the coupled case.
Likewise, we ensure the existence and uniqueness, also in a specific sense, of either global or
local mild solutions, depending on kernel of the integrodifferential equation, with small initial
conditions in Besov-Morrey spaces. For the global solutions we also obtain stability results

under perturbation of the initial data.

Keywords: chemotaxis models; incompressible Navier-Stokes equations; well-posedness; asymp-

totic behavior; Besov-Morrey spaces; hereditary viscosity.
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1 INTRODUCAO

As equacdes de Navier-Stokes vém desempenhando, ao longo da histéria, um impor-
tante papel no que diz respeito a teoria da mecanica dos fluidos, o leitor pode consultar
(LADYZHENSKAYA, [1969; LIONS, 1996) para a teoria matematica dessas equacdes. Além disso,
a boa colocacdo para esse tipo de problema vem sendo bastante discutida para casos cada
vez mais gerais e sofisticados, podemos citar aqui por exemplo as equacdes fracionérias
(ver (CARVALHO-NETO; PLANAS| [2015))), o modelo acoplado ao sistema de Keller-Segel (ver
(KOZONO; MIURA; SUGIYAMA|, 2016))) e os fluidos ndo Newtonianos (ver (BARBU; SRITHARAN,
2003)).

1.1 PROBLEMA ACOPLADO FRACIONARIO

Neste trabalho, um dos problemas que estudaremos serd o modelo quimiotaxico duplo

de ordem fracionaria sob o efeito do fluido de Navier-Stokes:

‘Dén+u-Vn=An—V-(nVe)— V- (nVov), em RN x (0,0),
‘Dic+u-Ve=Ac—nc, em RY x (0, 00),

D +u-Vv=Av—v+n, em RY x (0, c0),

“Déu+ (u-V)u=Au—Vp—nf, em RY x (0, 00), (1.1)
V-u=0, em RY x (0, c0),

n(z,0) = no(z), c(z,0) = co(z), em RV

v(z,0) = vo(x), u(z,0) = up(x), em RY,

onde N > 2, v >0, °Dy é a derivada fracionaria, segundo Caputo, de ordem « € (0,1). Os
termos n(z,t), c(x,t), v(x,t), u(z,t) e p(x,t) representam a densidade celular, concentracdo
de oxigénio, concentracdo de atraente quimico, velocidade e pressao do fluido, respectivamente.
O pardmetro v > 0 denota a taxa de degradacdo do atraente, enquanto ny = ng(x), cog =
co(x), vo = vo(x) e ug = up(x) representam os dados iniciais.

As bactérias e micro-organismos, ambos vivem em fluidos viscosos em que a biologia da
quimiotaxia esta intimamente relacionada com a fisica predominante (ver (CHAE; KANG; LEE,

2013)). As descobertas experimentais, por sua vez, indicam que as interacdes quimiotaxia-
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fluido podem nos levar a um tipo bem complexo de comportamento coletivo
(ver (DOMBROWSKI et al., [2004; TUVAL et al., 2005)).

E importante destacar também que ha um grande interesse no desenvolvimento da analise
matematica fracionaria para o modelo de quimiotaxia que é motivado pela compreensao de
certos fendmenos biolégicos. Observa-se que, em um nivel macroscépico, a subdifusdo anémala
pode ser modelada como um movimento Browniano fracionario ou passeios aleatérios de tempo
continuo. Com isso podemos modificar a equacido da difusdo usando o operador fracionario
temporal (ver e.g. Langlands e Henry (LANGLANDS; HENRY, [2010)).

O sistema (1.1) com o = 1 foi proposto primeiro por Tuval et al. (TUVAL et al., [2005))
para descrever a dinamica de bactérias aerdébicas nadadoras vivendo em um fluido viscoso
incompressivel, que nadam em direcao a uma maior concentracdo de oxigénio e atraente
quimico. O modelo de Tuval et al. e seus variantes receberam muita atencdo da comunidade
matematica ao longo dos Ultimos anos (ver e.g. (BRAUKHOFF, 2017; DUAN; XIANG, [2014;

LANKEIT, 2016 TAO; WINKLER, 2012 ZHANG; LI, [2015)).

1.1.1 Os fluidos e a quimiotaxia

De um ponto de vista matematico o foco no estudo do sistema envolvendo o fluido e
a quimiotaxia é o desenvolvimento de uma teoria qualitativa de solucGes. A seguir daremos
uma breve revisdo de alguns resultados nesse constexto.

O modelo em 3D
om+u-Vn=0An—V - (x(c)nVe),
Oc+u - Ve = plAe — k(c)n,

O+ (u-V)u=vAu—Vp—nf,

V-u=0,

foi considerado por Duan et al. (DUAN; LORZ; MARKOWICH, 2010), eles provaram a existéncia
de solugdes classicas desde que os dados iniciais (10, co, uy) sejam uma pequena perturbacdo
suave do estado constante (n,0,0) , com ny > 0. Recentemente, (LORZ, 2012) estudou
o caso de um modelo com quimiotaxia simples sob o efeito do fluido de Stokes linear e
mostrou a existéncia de solucdes globais em R?, d = 2, 3, com dados iniciais suficientemente
pequenos. Chae et al. (CHAE; KANG; LEE, |2013)) exploraram propriedades de boa colocacdo e

critério de exploséo local para solucdes suaves de (1.2) em espacos H™, com m > 3 em 2D
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e 3D. Considerando com o = 1 e v = 0, Choe-Lkhagvasuren (CHOE; LKHAGVASUREN,
2017) mostrou a existéncia de solucdo branda global para dados iniciais pequenos (ng, o, ug)
em espacos de Besov criticos B;12+3/T(R3) X 337/17"(1[%3) X B;11+3/T(]R3) para r € [1,3) (ver
(ZHAO; ZHOU, [2018)) para uma extens&o dos resultados de (CHOE; LKHAGVASUREN, 2017)) para
r € [1,6)). Para o modelo ([1.2)), usando a técnica de localizacdo de Fourier Zhang (ZHANG,
2014) obteve a boa colocacdo local para dados iniciais (ng, co, ug) em espacos de Besov ndo
homogéneos B; . (RY) x Byt (RY) x By ' (RY) com 1 <p <oo, 1 <r<ooes> T +1
para N = 2,3, generalizando assim o resultado anterior de Chae et al. (CHAE; KANG; LEE,
2013). Zhang também mostra um critério de explos3o do tipo Beale-Kato-Majda com a ajuda
de uma desigualdade logaritmica.

Se o fluxo de fluido é lento, as equacdes de Navier-Stokes podem ser simplificadas para
equacdes de Stokes. Em (WINKLER, [2012)) o autor considera no caso & = 1 com a equagao
de evolucdo de Stokes ao invés de uma equacdo de Navier-Stokes e obteve a existéncia de
solucdo branda global para (ng,co,ug) € C°(Q) x W14(Q) x D((—PA)?®), onde ¢ > N,
s € (3/4,1), P é a projecdo de Leray-Helmholtz e © é um dominio limitado suave em R3.
Em contraste ao sistema quimiotaxia-Stokes, muitos poucos resultados de solucdo global estdo
disponiveis para o sistema quimiotaxia-Navier-Stokes n3o linear completo. Recentemente, para
o caso tridimensional (em dominios convexos limitados) do fluido de Navier-Stokes com dados
iniciais grandes, a existéncia de solu¢des brandas foi demonstrada por Winkler (WINKLER,
2016)).

Usando o teorema da funcdo implicita Kozono et al. (KOZONO; MIURA; SUGIYAMA, 2016])
obteve a existéncia de solucoes brandas globais para considerando « = 1, N > 3,
dado inicial pequeno ng € Lw%(RN), co € L®(RY) com Vg € LY(RY), vy € S'/P com
Vg € LY(RY) e ug € LY (RY), e forca pequena f € LY(RY), onde P denota o conjunto
de polinémios com N varidveis. No caso N = 2, a condicdo ng € L. (R?) é substituida por
no € L*(R?). Eles também mostram a estabilidade assintética de solucdes com o tempo indo
ao infinito e fornecem a existéncia de solucdes auto-similares com funcdes homogéneas nos
dados iniciais que por sua vez possuem normas pequenas na classe invariante por escala. Os
resultados de Kozono et al. cobrem os resultados anteriores na literatura de Biller et al. (BILER
et al,, [2004)), Corrias e Perthame (CORRIAS; PERTHAME, 2006), Kato (KATO, 1984), Kozono e
Yamazaki (KOZONO; YAMAZAKI, [1999) e Yagi (YAGI, [1997). Recentemente Ferreira e Postigo
(FERREIRA; POSTIGO, 2019) trataram a boa coloca¢do global para (|1.1)) considerando o = 1,

N > 2 e dados iniciais pequenos em espacos de Besov-Morrey criticos; mais precisamente,
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eles consideram

N_9 N
ng € -/\[Q?QLOO(RN)a Co € LOO(RN)v com V¢ € Mfrl,io(RN% (1 3)

vo € 8'/P com Vo, € M%;;(RN), uy € ./\/p%,;})o(]RN) com V -1y =0,
e forca f € /\/l]N\,1 (RY), onde os expoentes p,p1,q, q1,7,71 € N; satisfazem as condices de
Kozono et al. (ver (KOZONO; MIURA; SUGIYAMA, 2016))). Comparando com esse ultimo traba-
lho podemos dizer que a classe de dados iniciais ([1.3) e de forcas f adotadas por (FERREIRA;
POSTIGO, [2019) sdo mais gerais. Além disso a configuracdo de Besov-Morrey adotada em (FER-
REIRA; POSTIGO, [2019)) permite fazer um significante avanco na compreensdo das equacdes
quimiotaxia-Navier-Stokes. Vale ressaltar que os espacos de Besov-Morrey foram introduzidos
por (KOZONO; YAMAZAKI, [1994) (ver também (MAZZUCATO, 2003))), que também garantiu a
existéncia e unicidade de solucoes globais para dois problemas de Cauchy, onde um deles é do

tipo Navier-Stokes, com dados iniciais suficientemente pequenos nesses espacos.

1.2 EQUACAO DE NAVIER-STOKES COM VISCOSIDADE HEREDITARIA

Neste trabalho estudamos também a equacdo de Navier-Stokes com viscosidade hereditaria

ou t N
En + (u-V)u— / g(t —s)Au(x,s)ds = =Vp+ f, R x (0,00),
0

div(u) =0 RY x (0,00), (1.4)

u(r,0) = up(z), xRN,
onde u é o campo velocidade de um fluido em RY, p é a pressdo hidrostatica do fluido, f é
uma forca externa, ug é o campo velocidade no tempo inicial t = 0 e g representa uma funcao
material. Do ponto de vista fisico, esta equacdo descreve a dinamica do campo velocidade
de um fluido nao-Newtoniano, viscoelastico, homogéneo, isotrépico e incompressivel, o qual
é completamente determinado pela funcdo g, ver (BARBU; SRITHARAN, 2003; PRUSS, 2013).
AplicacGes de fluidos nao-Newtonianos sdo mencionadas nas mais diversas areas, como por
exemplo, inddstrias alimenticias, sistemas de aquecimento/resfriamento e usinas energéticas,
ver (CHHABRA; RICHARDSON, [1999)) e referéncias citadas.

Ao contrario da classica equacdo de Navier-Stokes, o estudo matematico das equacdes
de Navier-Stokes com viscosidade hereditaria é recente. Salvo melhor juizo, tal problema foi
primeiramente apresentado em (BARBU; SRITHARAN, 2003), onde os autores estudaram a boa

colocacdo local em subespacos de L? para uma vers3o tridimensional de ((1.4). Em tal trabalho
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foi provado ainda uma propriedade de velocidade de propagacao finita do campo de vorticidade
para a equac3do. Recentemente em (ANDRADE; SILVA; VIANA, 2021)), os autores utilizaram as
teorias de operadores setoriais e transformada de Laplace para estabelecer condicdes suficientes
para boa colocacdo local e regularidade espacial de em espacos de Lebesgue no caso dos

chamados materiais do tipo poténcia, isto é, quando a funcdo material é dada por

g(t):m, t>0eac(0,1).

Em tal trabalho foi provado ainda um resultado de boa colocacdo global para dados iniciais
com norma pequena. Outras referéncias que vale a pena citar aqui sao (ANDRADE; SILVA;
VIANA, [2021) e (AZEVEDO; POZO; VIANA, 2022; CARVALHO-NETO; PLANAS, [2015) que tratam

versOes fracionarias para as equacdes de Navier-Stokes.

1.2.1 Principio da subordinacao

Na formulacao de alguns problemas de equacdes diferenciais parciais é comum que nos
deparemos com um operador do tipo resolvente. Nesse caso podemos utilizar o principio da
subordinacdo introduzido em (PRUSS, 2013) para garantir tanto que esses operadores estdo
bem definidos como também uma boa estrutura que nos permita relacionar o operador resol-
vente da equacdo subordinada de Volterra com o da equacdo “subordinante”. Para que isso
ocorra, é necessario o aprofundamento de uma teoria a parte que serd melhor discutida no
Capitulo 2.

Embora tenhamos interesse em casos mais gerais, veremos a seguir que na literatura
é comum encontrar estudos em que o nucleo de uma equacdo de Volterra é uma funcao
do tipo gs(t) = t°~1/T(B), B > 0; isso ocorre possivelmente devido ao grande interesse
da comunidade cientifica na teoria das equacdes fracionérias. Em (BAZHLEKOVA, [2000)), por
exemplo, estuda-se os detalhes desse principio para o problema de Cauchy abstrato fracionario,
cDfu = Au, a > 0, em que A é um operador densamente definido em um espaco de Banach
X; entre outras propriedades (BAZHLEKOVA, [2000)) discute a invertibilidade, férmula inversa
e semigrupo de Feller dos operadores subordinados. Em (BAZHLEKOVA, 2015)) é estudada a

equacdo diferencial fraciondria
u'(t) = Au(t) + yDf Au(t) + f(t), t > 0,u(0) = a € X, (1.5)

onde A é um operador que gera um semigrupo fortemente continuo em um espaco de Banach

X, D é a derivada fracionéria de Riemann-Liouville de ordem v € (0,1), v > 0 e f é uma
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func3do avaliada em X. No trabalho de Bazhlekova é provado que o problema (|1.5) esta bem

posto e seu operador solucdo S(t) possui a estrutura de subordinagdo
S(t) = [ et T)T(r) dr, £ >0,
0

onde T'(t) é o Cy-semigrupo gerado por A e ¢(t,7) é uma funcdo densidade de probabilidade
em cada varidvel. Uma outra estrutura de subordinacdo também é encontrada em (ABADIAS;
MIANA, [2015, Teorema 12). Especificamente (ABADIAS; MIANA| |2015) apresenta o conceito
de familia resolvente (ga, g3)-regularizada, {S, 5(t)}+>0 C B(X), o, 8 > 0, gerada por um
operador linear A fechado e densamente definido num espaco de Banach X; entre outras
condicGes esses operadores devem satisfazer a equacdo integral
-1 a-1
Sap(t)r = ;iﬁ)x + A (/Ot (tl:(z))Saﬁ(s)x ds)
para todo x € X et > 0. Por fim, citamos aqui (BAZHLEKOVA, 2019) que explora o resolvente

do problema de Cauchy abstrato

cDlu(z,t) = —(=A)u(x,t), (z,t) € R” x (0,00),

u(z,0) = v(x),
onde 0 < a, 8 < 1 e (—A)* é o Laplaciano fracionario de acordo com a definicdo de Bala-
krishnan (ver (BALAKRISHNAN|, 1960]))

(—a)e f = Snom /OOO A*IN — A) Y (=A)fdA, 0 < a < 1.

7

Nesse trabalho sao estabelecidas algumas propriedades do niicleo de subordinacao e represen-
tacdes em termos da funcdo de Mainardi e densidades estaveis extremas de Lévy.

Nosso objetivo no presente trabalho é tratar a equacdo de Navier-Stokes com viscosidade
hereditaria em espacos mais gerais do que aqueles presentes na literatura atual, a saber, os
espacos de Besov-Morrey. Nossa abordagem se baseia no principio de subordinacdo desenvol-
vido em (PRUSS, [2013). A ideia central é utilizar esta teoria para estabelecer propriedades de
suavizacdo para a familia resolvente associada a equacdo utilizando como base resulta-
dos similares ja conhecidos para o classico problema de Navier-Stokes. Até onde sabemos, este
tratamento ainda ndo foi utilizado no estudo da equacdo ([1.4]). Neste sentido, nosso trabalho

contribui com o desenvolvimento da teoria matematica destas equacdes.
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1.3 OBJETIVOS PRINCIPAIS

Neste trabalho vamos determinar a existéncia e unicidade de solucdes para dois problemas
diferentes envolvendo as equacdes de Navier-Stokes em espacos de Morrey e Besov-Morrey.
No Capitulo 3, intitulado “boa colocacdo global para equacdes de quimiotaxia com fluido de
Navier-Stokes em espacos criticos do tipo Besov-Morrey” vamos considerar o sistema fraciona-
rio . Nesse capitulo além da existéncia e unicidade de solucdes brandas globais, também
sera obtido um resultado de estabilidade assintética com o tempo tendendo ao infinito e uma
classe de solucdes assintoticamente auto-similares; vale ressaltar que um resumo dessa pes-
quisa foi publicado na referéncia (AZEVEDO et al., 2022). Ja no Capitulo 4 vamos verificar a boa
colocacido e estabilidade assintética (no caso da solucdo global) para a equacdo com dados
iniciais suficientemente pequenos, em norma, também sobre espacos de Besov-Morrey. Nesse
capitulo faremos uso das ferramentas técnicas apresentadas no Capitulo 2 para obter uma boa
estrutura de subordinac&o e estimar o operador solucdo, para isso o nicleo g : [0,00) — R da
equacao sera tomado de tal forma que 1 * g seja uma funcdo completamente positiva. A
teoria da subordinacdo, os espacos de Besov-Morrey e outros assuntos importantes para uma

melhor compreensao do nosso trabalho serdo discutidos no Capitulo 2 com mais detalhes.
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2 PRELIMINARES

No decorrer deste trabalho denotaremos por X um espaco de Banach e C' > 0 uma

constante genérica.

2.1 SEMIGRUPOS

Nesta secdo apresentaremos resumidamente as principais definicGes e propriedades da teoria
de semigrupos. O leitor podera encontrar mais detalhes nos livros (PAZY| |1983} [ENGEL; NAGEL,
2000). Denotaremos por L£( X7, X5) o espaco dos operadores lineares continuos de um espaco
de Banach X; em um espaco de Banach X5, que por sua vez também é um espaco de Banach.
Se X; = X, poderemos denotar £( X7, Xs) simplesmente por £(X;). Em alguns momentos,
quando estiver claro o espaco de Banach utilizado, representaremos as normas simplesmente

por || - ||, ao invés de || - || x-

Definicdo 2.1.1. Uma familia {T'(t)}+>0 de operadores em L(X) é um semigrupo de opera-

dores lineares limitados em X se
(i) T(0) =1,
(i) T(t+s) =T(t)T(s), para cada t, s > 0.

Agora, seja {T'(t) }+>0 um semigrupo de operadores lineares limitados (podendo ser deno-

tado simplesmente por 7'(t)), o operador

A: DA CX — X

r — Az = lim M,
t—0+ t

onde

D(A) = {x € X: lim W existe} :

t—0t
é chamado gerador infinitesimal do semigrupo T'(t).

Se um semigrupo de operadores limitados {7'(t)}:>o também é fortemente continuo, isto

lim T(t)x =z, Vo € X,

t—0t
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ele é chamado de semigrupo de classe Cy (ou Cy-semigrupo). O resultado a seguir (ver (ENGEL;
NAGEL, 2000, Lema 1.3) destaca algumas propriedades fundamentais do gerador infinitesimal

de um Cj-semigrupo.

Teorema 2.1.2. (PAZY, 1983, Teorema 2.4). Seja A : D(A) — X o gerador infinitesimal de

um Cy-semigrupo {T'(t) }+>0, as seguintes propriedade s3o satisfeitas.

(i) Paraz e X
1 ft+h
lim — T(s)xds =T(t)x.

h—0 h Jt
(i) Se x € D(A), entdo T'(t)x € D(A) e

d
d—tT(t)x =T(t)Ax = AT (t)x

para cadat > 0.

t
(i) Para cadat >0 ex € X, tem-se que/ T(s)xds € D(A) e
0
t
Ttr —x= A/ T(s)xds.
0
(iv) Paracadat>0ex € D(A),

Ttr —x= /Ot T(s)Azds.

Além das propriedades acima, vale destacar também que o gerador infinitesimal A :
D(A) € X — X é um operador linear fechado e densamente definido (ver (PAZY, 1983,
Corolario 2.5)).

Antes de introduzir o préximo resultado é importante ter em mente algumas definicdes.

Definicdo 2.1.3. Um Cy-semigrupo {T'(t)}+>¢ € dito do tipo (M,w) com M > 1 ew € R,
se para cadat > 0, temos que

IT@)llecx) < Me™.

Em particular se um Cy-semigrupo é do tipo (1,0) ele é chamado de Cy-semigrupo de con-

tracoes.

Seja A : D(A) € X — X um operador linear, define-se também o conjunto resolvente
p(A) como o conjunto de todos os nimeros complexos A para os quais o operador A\ — A
é invertivel, (\T — A)~! : Im(\ — A) — X é linear, limitado e densamente definido (ver

(VRABIE,2003, p. 51)). Denotaremos mais adiante o operador (A — A)~! por R(\, A).
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O teorema abaixo fornece condices necesséarias e suficientes para que um operador linear

A seja gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (ver (VRABIE, 2003, Teorema 3.3.1)).

Teorema 2.1.4 (Teorema de Hille-Yosida). Um operador linear A : D(A) C X — X éo

gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo do tipo (M,w) se e somente se:
(i) A é fechado e densamente definido;

(ii) (w,4+00) C p(A) e
M

R(X, A" <
IR A) [ 2ex) < O

para cada A > w en € N.

Na literatura é comum que o teorema acima seja atribuido a Feller-Miyadera-Phillips,
isso ocorre porque a versdo oficial do teorema de Hille-Yosida é mais particular (ver (ENGEL;
NAGEL}2000, Teorema 3.5 e Teorema 3.8)).

Uma vantagem em se garantir que um operador linear A : D(A) C X — X é o gerador
infinitesimal de um Cjy-semigrupo estd em determinar existéncia e unicidade de solucées para

o problema de Cauchy abstrato homogéneo
u'(t) = Ault), t >0,
u(0) = wup,
sempre que uy € D(A), como pode se notar pelo teorema a seguir.
Teorema 2.1.5. (PAZY, |1983, Capitulo 4, Teorema 1.3). Seja A : D(A) C X — X um
operador linear densamente definido com resolvente p(A) ndo vazio. O problema possui

uma dnica solucdo u(t), que é continuamente diferenciavel em [0,00), para cada x € D(A),

se e somente se A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) }1>o.

No contexto em que é apresentado o teorema acima uma solucdo para o problema ([2.1)) é
uma funcao

u € C([0, +00), X) N CH((0, +00), D(A))

que satisfaz (2.1)).
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2.2 SUBORDINACAO
2.2.1 Familia resolvente para equacoes de Volterra

E importante deixar claro que todas as construcdes, definicdes e resultados apresentados
nesta secdo constam em (PRUSS| 2013), logo n&o entraremos em detalhes.
Seja A um operador linear fechado, n3o necessariamente limitado em X, com dominio

D(A) denso, a € L,.(R,) n3o identicamente nula e considere a equacio integral

u(t) = f(t) + /Ot a(t — s)Au(s)ds, t € J, (2.2)
onde f € C(J;X), J =10,T].
Definicao 2.2.2. Uma familia {S(t)}+>0 C B(X) de operadores linares limitados em X é

chamada resolvente para (ou operador solucdo para ) se as seguintes condicées s3o

satisfeitas.
(51) S(t) é fortemente continuo em R, e S(0) = I,
(52) S(t) comuta com A, ou seja, S(t)D(A) C D(A) e AS(t)xr = S(t)Azx para todo
xr€D(A) et >0;
(53) a equagéo resolvente
S(t)x =z + /Ot a(t — s)AS(s)xds, para todo x € D(A), t >0,
é satisfeita. Por conveniéncia, pode-se denotar {S(t)}i>o simplesmente por S(t).

Perceba que uma solucdo para o problema ({2.1)) deve satisfazer também a equacio de

Volterra

¢
u(t) = uo —I—/O Au(s)ds, t >0,

e que dos Teoremas e a solucdo deve ser u(t) = T(t)ug, em que T(t) é o Cyp-

semigrupo cujo gerador infinitesimal é o operador A. Logo
t
T (t)up = ug +/ AT (s)upds, t > 0;
0

juntando isso as demais propriedades de Cj-semigrupos apresentadas na Secdo[2.1| n3o é dificil
perceber que um Cy-semigrupo T'(t) é um caso particular de resolvente em que o nicleo da
equacdo de Volterra associada é a(t) = 1.

Como em semigrupos, define-se também o tipo de um operador resolvente como a seguir.
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Definicdo 2.2.3. (PRUSS,|2013, Definicdo 1.5). Suponha que S(t) é um resolvente para (2.2).

Diz-se que S(t) € limitado exponencialmente se existem constantes M > 1 e w € R tais que
1S()]l2x) < Me**, para todo t > 0;

w ou mais precisamente (M,w) é chamado o tipo de S(t).

A existéncia de um resolvente do tipo (M, w) para a equacdo ([2.2)) pode ser caracterizada

pelo teorema a seguir.

Teorema 2.2.4. (PRUSS, 2013, Teorema 1.3). Seja A um operador linear ilimitado em X com
dominio denso D(A) C X ea € L}, (R,) tal que [5° e “!a(t)|dt < co. Entdo a equacio
admite um resolvente S(t) do tipo (M,w) se e somente se as seguintes condicdes sdo

satisfeitas.
(H1) a(\) #0 el/a(\) € p(A) para todo A > w;
(H2) H(\) = (I —a(\)A)~'/\ satisfaz as estimativas

TH™ N ||y < Mal(A —w)™ " X > w, n e N,

Perceba que se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo e a(t) = 1, o Teorema de

Hille-Yosida torna-se um caso particular do teorema acima em que H™ = R(\, A)("*+1),

2.2.5 Um pouco sobre integral de Riemann-Stieltjes

Considerando J = [a, b], diz-se que uma funcdo k : J — X é de variacdo limitada se
I 2_[E(E;) = E(sp)lll < oo
J

para qualquer escolha finita de intervalos ndo sobrepostos (¢, s;) em J (ver (HILLE; PHILLIPS,

1957, Definicdo 3.2.4)). Ja se a fungdo k for de tal forma que

M
SUP{Z [k(t;) — k(- s to<ti <. <tum, t; €J, M€ N} < 00,
=1

diz-se nesse caso que k é de variacdo fortemente limitada. O espaco das funcdes de J em X

de variagdo fortemente limitadas serdo denotadas daqui em diante por BV (J; X).
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Agora, sejam F': J - X, f:J - R, P = {ty = a,--- ,t, = b} uma particdo de J e
Tep = {t1,-- ,t,} um subconjunto de J = [a,b] em que t; € [z;_1,x;], admitindo a soma

parcial
n

SGP)’ T]P’vF7 B) = ZF(tz)[ﬂ(ll?l) - 5(xi—1)]7

=1

definimos a Integral de Riemann-Stieltjes como a seguir.

Definicdo 2.2.6. (HILLE; PHILLIPS,|1957, Definicdo 3.3.1). Considerando |r| := max |z — 251

e representando S(IP, Ty, F, 3) simplesmente por S.(F,[3) o limite im0 S(F,[3), caso

exista na topologia do espaco X, é definido como sendo a integral

[ Feoasio)

Além disso se

lim [ F(7)dB(r)

s—+00 J

existe, o mesmo ¢é representado pela integral

[ Fease.

A importancia de se considerar espacos de variacdo limitada muitas vezes estara relacionada
a existéncia das integrais de Riemann-Stieltjes (ver (HILLE; PHILLIPS| 1957, Teorema 3.3.2) e
(WIDDER, (1941} Teorema 4a)), assim como o uso de suas propriedades (ver (WIDDER, (1941,
Teorema 4b)).

Vale destacar o seguinte resultado que serad bastante utilizado neste trabalho.

Proposicdo 2.2.7. Sejam X um espaco de Banach, F € C([0,400), X) e 8 € B([0,4+),R).
Se parat >0

[ F)aser)

existe, o mesmo vale para [;F> F(7)d(Be;)(T) e

[T F@d@e) ) = [ s - Fos),

onde
1 |, setT <t
e(r) =eg(t—71) =
0 , seT>t.
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Demonstracdo. Fixo t > 0, é suficiente provar que para todo s >t

/03 F(T)d(ﬁet)(T) = /Ot F(T)dﬂ(q-) _ F(t)ﬂ(t)

Seja £ > 0, como a integral de Riemann-Stieltjes [i F(7)d3(7) existe, podemos tomar uma
particdo IP. de [0, ] e um conjunto finito T. C [0,t] de modo que para toda particdo refinada
P={zg=0,---,x, =t} D P. e todo conjunto refinado Tp = {t1,--- ,t,} D T, tal que

t; € [r;—1,x;] paracada i€ {1, - n},

HS(]P’, Tp, F, 3) — /OtF(T)dﬁ(T) < = (2.3)

Além disso, digamos que a funcdo [ é limitada por C' > 0, como F' é continua em t, existe

0 > 0 tal que
€

2C
sempre que |t — &| < 6. Escolhendo 7 € [0,t) de modo que |t — Z| < § e € [7,t], tomamos

1F(@) = F(&)llx < 55 (2.4)

uma particio P = {yo,--- ,ym} de [0, 5] que refina P, U {Z} U {s}; em seguida para algum
ts € [t,s] construimos um conjunto T = {sy,---,s,} DO T. U {t} U {t,} de modo que
€ [yi—1,y:] paracadai € {1,--- ,m}. Dessa forma teremos

S(P, T, F,e.8) — /OtF(T)dﬁ(T) + F(t)B(t) = Zm:F Mew(y:)B(yi) — ei(yi1)B(yi-1)]

t

[ Pr)as(r) + P50
= 3 P8 ~ ewo) )] - f}F(snet(y»ﬁ(%_o
- S F(s)eetw) i) = [ PO + PO .
= ZF Jee(yi)[B(yi) — Byi-1)] + ;F(Si)ﬁ(yi—l)[et(yi) — e (yi-1)]
/ )+ F(HB()
Note que para algum j € {1,--- ,m}, y; =t, entdo teremos e,(y;) = 1, para 1 <i < j—1le

e:(y;) = 0, caso contrario. Além disso [e;(y;) — e:(yi—1)] vale —1, se i = j, e vale 0, se i # j.

Substituindo essas informacdes em (2.5 obtemos que

S(@,T,F,etﬁ)—/OtF(T)dﬁ(T)JrF(f)ﬁ(t) = ZF — B(yi-1)] — F(s7)B(yj-1)
/ ™)+ F(HA()
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= S F)I8w) — B - [ Frs(r) — F(s)[B(0) — Blyy)
FE(B() — F(s7)(u1)
= S F(B) — Blu)] = [ Fr3() + FOB() - F(s;)5(0),

i=1

Aplicando a norma em X acima e usando as desigualdades (2.3)) e (2.4) chegamos que

ISE. T, Fe8) — [ Fr)ds(r) + F@)50)]x

< ,jZIF@i)[B(yi) — Byi-1)] — /OtF(T)dB(T) +IF@)B#) — F(s;)B0) x
< % FIBO)IF(t) — F(s;)]x
< €

Y

o que conclui o resultado desejado.

Em particular temos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.8. Considerando a funcdo w(t;7) = e Teo(t — 7), definida em R, x R, e
{T'(t)}+>0 um Cy-semigrupo. Como T : [0,+00) — L(X) é fortemente continuo e para cada

t >0 a aplicagio 7+ T(7)e™" é continua em [0,1], pela Proposicdo[2.2.7 temos que

/OJFOO T(r)dw(t;7) = =T (t)e " — /Ot T(r)e "dr,

para todo t > 0.

2.2.9 Funcées completamente positivas

Antes de falar sobre equacdes subordinadas é importante destacar alguns conceitos e resul-
tados importantes. Comecaremos introduzindo algumas classes de funcdes, sdo elas: funcdes
completamente mondtonas, funcdes de Bernstein e funcdes do tipo creep (ou do inglés “creep

functions”).

Definicdo 2.2.10. Uma funcdo C*°, f : (0,00) — R, é chamada completamente mondtonas
se

(=1)"f"™(X) > 0, para todo A >0, n € Ny.

A classe das funcées completamente mondtonas sera denotada por CM.
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Em outras palavras trata-se de uma classe de funcdes que alterna o sinal a medida que a

derivamos. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.2.11. S3o exemplos de funcées completamente mondtonas f(\) = A7!, g(\) =

e~ e h(\) = A7, todas definidas em (0, c0).

No decorrer das préximas secoes utilizaremos conceitos de integrais de Riemann-Stieltjes e
Laplace-Stieltjes sem entrar em detalhes, recomendamos a consulta de (HILLE; PHILLIPS| [1957;

WIDDER|, |1941; |PRUSS|, 2013) para uma melhor compreens3o.

Teorema 2.2.12 (Teorema de Bernstein). Uma funcdo C*, f : (0,00) — R é completamente

mondtona se, e somente se, existe uma funcdo ndo decrescente b : R, — R, tal que

FO) = /0 T e Map(), A > 0.

Normalizando b(t) por “b(0) = 0 e b(t) continua a esquerda”, b(t) é unicamente determinada

por f.
Para entender melhor o que é uma fun¢do normalizada recomendamos (WIDDER, (1941)).

Definicao 2.2.13. Uma fungdo C*, ¢ : (0,00) — R, é chamada funcdo de Bernstein se
©(A) >0 para A > 0 e ¢’ é completamente mondtona. A classe das funcées de Bernstein serd

denotada por BF.

Exemplo 2.2.14. S3o exemplos de funcdo de Bernstein f(\) = 2\, g(\) = 1 —e* e
h(\) = 1In(A + 1), todas definidas em (0, 00).

O conjunto CM é fechado para o produto de fun¢des; contudo, o mesmo n3o vale para a

classe BF. Quanto a composicao tem-se o resultado a seguir.

Proposicao 2.2.15. (PRUSS, 2013, Proposicdo 4.2). Sejam f € CM e ¢,v € BF. Entdo
(i) fopeCM;
(i) 1 o € BF.

Definicdo 2.2.16. (PRUSS, 2013, Definicdo 4.4). Uma funcdo k : (0,00) — R é chamada
funcdo creep se k(t) é ndo negativa, ndo decrescente e céncava. Uma funcio creep k(t) possui
a forma padrao

t
K() = ko + it + [ Ra(7)dr, £>0,
0
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onde ky = lim k(t) > 0, koo = lim k(t)/t = infk(t)/t > 0, e ki(t) = k' (t) — ko € ndo
t—0t+ t—o0 t>0
negativa, ndo crescente, tlim k1(t) = 0. A classe das funcdes do tipo creep serd denotada por

CF.

Note que toda funcdo de Bernstein é uma funcao creep, ou seja, BF C CF. Além disso,

o seguinte resultado é comentado por (PRUSS, 2013, p. 91).

Corolario 2.2.17. ¢ € BF se, e somente se, p(\) = Adk()\) para algum k € CF.

Agora, seja p(A) uma funcdo de Bernstein, da Proposicdo [2.2.15| segue que (é o go) (\)

é completamente mondtona, entdo pelo Teorema de Bernstein existe ¢ € BV),.(R,) tal que
de = 1/p(X). Por outro lado, pelo Corolario 2.2.17] ¢(A) = Adk(A), A > 0, para algum

k € CF. Entao tem-se a relacdo
— 1
de(N)dk(N) = % A >0,
de onde, pela unicidade da transformada de Laplace, obtém-se

t t
/ c(t — 7)dk(r) = / k(t — 7)de(r) = t, t >0, (2.6)
0 0
ou seja, ¢(t) deve resolver a equacdo de Volterra do primeiro tipo ([2.6)).

Definicao 2.2.18. (PRUSS|2013, Definicdo 4.5). Seja ¢ € BV,.(R,). A medida dc é dita
completamente positiva se existe uma funcdo creep k(t) tal que (2.6) é satisfeita. Se ¢ é
absolutamente continua em cada intervalo [0, 7] e dc é completamente positiva entdo c'(t) é

chamada de funcdo completamente positiva.

2.2.19 Principio da subordinacao

Agora, considere a equacao de Volterra
t

ult) = £(6) + [ bt = T)Au(r)dr, ¢ >0, (27)
0

onde A é linear, fechado e densamente definido, o nicleo b € L}, .(R,) é tal que
J52 b(t)|e=Ptdt < oo, onde 3 > 0, e ¢,(t) é uma funcio completamente positiva. Definindo

a € Llloc(]R-‘r) por

a(A):8< ! ),/\20, (2.8)
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onde
&t (l) se [c,(t)dt > %
. D B/ 0 P 3’
0, caso contrario,
a equacao

a(t) = g(t) + | "alt — 7Y Au(r)dr, t >0, (2.9)

é dita subordinada da equacdo ([2.7)) via c,(t).
Supondo que a equacdo ([2.7)) admite uma familia resolvente, nos perguntamos se o0 mesmo
vale para a equacdo (2.9)). Afim de estabelecer condicdes para que isso ocorra, (PRUSS, [2013)

apresenta o seguinte resultado.

Teorema 2.2.20. (PRUSS, |2013, Teorema 4.1). Seja A um operador linear, fechado e den-
samente definido em X, e sejam a, b, ¢, € L}OC(RJr) satisfazendo a relacdo (@ tais que

J52 [b(t)|e~Ptdt < oo para algum (3 € R. Assumindo que

(i) c,(t) é uma fungdo completamente positiva;

(ii) existe um resolvente Sy(t) de do tipo (M, wy), wy > 0;
ent3o existe um resolvente S,(t) para (2.9). Além disso, definindo

67 (2), se et > L,

0, caso contrario;

We =

existe uma constante M, > 1 tal que

1Sa() |l zx) < Mget, t >0, sew, =0 ouwy,y(0) # 1,
1Sa()lcx)y < Meet,  t>0, sew, >0 ewyé,(0) =1,

para cada ¢ > 0.

Seja dc uma medida completamente positiva, @(A\) = 1/dc(\) é chamada funcio de
Bernstein associada a medida dc. Por sua vez, a funcdao w : Ry x R, — R obtida a partir da

relacao
e_T(p(A)

A

onde a transformada de Laplace esta sendo tomada apenas sobre a primeira variavel, é chamada

w(A;T) = , A>0, TERy,

funcao de propagacao associada a medida completamente positiva dc. Neste contexto a funcao
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creep k € BV,.(Ry) tal que p(A) = /\cfl\c()\) também desempenhard um papel importante e

0s termos

Kk =ko, w= ke, p:tl_i>1(1)rl+k1(t)—|—koo, (2.10)

em que ko, ks, k1 sdo como na Definicao [2.2.16] serdo utilizados com bastante frequéncia

daqui em diante.
O resultado a seguir nos fornece uma boa ideia do comportamento de uma funcio de

propagacao.

Proposicao 2.2.21. (PRUSS, 2013, Proposicdo 4.9). Seja dc completamente positiva, e seja

w sua funcdo de propagacdo associada. Entdo temos que
(i) w(-;-) é uma funcdo Borel mensuréavel sobre Ry x R, ;

(ii) w(-;T) é ndo decrescente, continua a esquerda sobre R e

w(0;7) =0, Jim w(t;T) =", V1 >0.

(iii) A funcdo w(t;-) é ndo crescente, continua a direita sobre R, e

w(t;0) = lim w(t;7) =1, lim w(t;7) =0, Vi > 0;

T—0+ T—00

(iv) w(t;T) = 0 se, e somente se, t < kT e lim w(k7;s) = lim w(s;7)=¢e*", 7>0.
ST s—rTt

(v) A funcio s(t; ) definida pela equacdo integral
t
s(ti) + g1 [ s(t =7 p)de(r) =1, >0,
0
pode ser representada como

s(typ) = — /OOO e "dyw(t;T), > 0.

Exemplo 2.2.22. Na Tabela [l vemos alguns exemplos de funcées completamente positiva,
creep e propagacdo associada a funcdo de Bernstein p(\); os termos ey(t) e erfc(t) repre-
sentam a funcdo de Heavside e a funcdo erro complementar, respectivamente, a constante o

pertence ao intervalo (0,1) e os nimeros s, e ¢, denotam sin(am) e cos(ar), nessa ordem.

Como podemos observar no resultado a seguir, a funcdo de propagacao desempenha um

importante papel no estudo da estrutura do “resolvente subordinado”.
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Tabela 1 — Exemplos de funcdo de propagac3o, creep e funcdo ¢ em que ¢’ é completamente positiva.

(N c(t) k(t) w(t; 7)
A t 1 eo(t — 1)
1+ A 1—et 1+t e Teg(t — )
AV | 24/t/m + eterfe/t — 1| 14 24/t/7 | erfe(r/2¢/T — T)eo(t — T)
to tl—oc 00 e—rt—Tro‘ca
a - e 1— —2/ - @ for N
A Mot i) r2—a) | . sin(7r%s, )dr

Fonte: (PRUSS,2013| Tabela 4.1 e Tabela 4.2)

Corolario 2.2.23. (PRUSS, |2013, Corolario 4.5). Nas hipéteses do Teorema e sendo
w(t;T) a funcdo de propagaco associada a c € L}, (R, ). Entdo os resolventes S,(t) e Sy(t)

de e (2.9), respectivamente, sio relacionados pela igualdade
Sa(t) = —/ Sy(r)doaw(t; 7), t > 0; (2.11)
0

onde é satisfeita no sentido forte.

Segue de um resultado do Priss (ver (PRUSS, 2013, Proposicdo 4.10)) que se dc for

completamente positiva, sua funcdo de propagacdo associada pode ser escrita como
w(t;7) =e “Twy(t — kr;7) + e PTeg(t — kT), t, T >0, (2.12)

onde wy(+;7) é ndo decrescente, continua a esquerda, wy(t; ) é continua a direita, ndo cres-

cente, wo(0+;7) = 0 e wy(t;7) > 0 se e somente se ¢ > 0. Substituindo (2.12)) em (2.11)) e

denotando
t/K
So(t) = / Sy(r)o(t; T)dr, t > 0,
0

onde

v(t;T) = e (kwo(t — KT T) — wor(t — KT;T)
(2.13)
+wwo(t — KT, 7)) + pe PTeo(t — kT), t,7 >0,

obtém-se uma estrutura ainda mais refinada, como podemos observar no seguinte teorema.

Teorema 2.2.24. (PRUSS,|2013, Teorema 4.4) Seja A um operador linear fechado densamente

definido em X e b, ¢, € L}, (R.) Laplace transformaveis. Se

(i) c,(t) é uma funcdo completamente positiva, com funcdo creep k € W1 (0, 00);

(ii) existe um resolvente Sy(t) para do tipo (M,wy). Ent3o o resolvente S,(t) para
(2.9) possui a estrutura

Sa(t) = Sp(t/r)e™"/" + So(t), t >0,
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onde Sy(t) é L(X)-continuo em (0,00), e em todo R, se k > 0 e p < 0.

Tratando o operador A como o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {7'(t)}:>0, da

teoria de semigrupo tem-se que 7'(¢) é um resolvente para a equacdo

v(t) = g(t) + /Ot Av(s)ds,

em que g € C([0,7],X). Além disso, tomando b = 1 em (2.8) tem-se que a = ¢. Com
essas informacdes, o Teorema [2.2.24| garante também o seguinte resultado (ver (PRUSS, 2013,
Teorema 4.2)).

Corolario 2.2.25. Sejam a € L} (R,) uma funcdo completamente positiva com funcdo

loc
creep k € W2'(0,00) e A : D(A) € X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
{T'(t)}+>0, entdo para f € C([0,T]; X), onde T > 0, a equacdo de Volterra

u(t) = f(t) + /Ota(t — s)Au(s)ds, t >0,

possui um operador solucdo S, (t) dado por S,(0) =1 e

em que
t/K
So(t) = [ T(ryuts r)dr, ¢ >0,
0
onde a fungdo v(t; ) é definida em (2.13). Além disso Sy(t) é L(X)-continuo em (0,00) e

em todo Ry sek >0 e p < oc.

2.3 DERIVADA FRACIONARIA

Nesta secdo nos limitaremos apenas a definicdo de derivada fracionéria segundo Caputo,
mas antes precisamos relembrar algunas funcdes importantes. A funcdo Gamma I'(p) definida

como
(0.0
[(p) ::/ P~ le " dx, Re(p) > 0,
0
pode ser interpretada como uma extens3o da funcdo fatorial

I'n)=(m-1)neN,

ao semiplano complexo {p € C : Re(p) > 0}. Uma das propriedades da funcdo Gamma

consiste em satisfazer a equacdo

L(p+1) =pl(p),
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para todo p € C tal que Re(p) > 0.
Outra funcao que serd bastante utilizada ao longo do trabalho é a funcdo Beta, cuja

representacao integral é
1
B@ﬂ%z/lf*ﬂ—wﬁ“ﬂa
0

em que Re(p) > 0 e Re(q) > 0. A funcdo Gamma e a funcdo Beta sdo relacionadas pela

igualdade
I'(p)I'(q)

L(p+q)

Para mais detalhes sobre essas fungdes, indicamos (MAINARDI, [2010).

B(p,q) =

Seja a > 0, considere a funcdo g, : R — R definida como

tafl

——, set>0,
ga(t) = { T(@)

0, set <0.

Assumindo T' > 0 e v € L*(0,T; X) define-se a integral fraciondria de Riemann-Liouville de

ordem « da funcdo v como

JEu(t) == go x0(t) = F(la) /Ot(t — 5)* tu(s)ds, t €10,T).

Definicdo 2.3.1. Sejam a € (0,1), T > 0 ev € C([0,T]; X) de modo que g1, * v €
W(0,T; X). A derivada fraciondria de Caputo de ordem o da funcdo v é dada pela expressio

@ o d 11—« _ d 1 ¢ —«
eDju(t) = — [T e w(t) = v(0))] = - lm_a)/o (t—s)"“(v(s) — U(O))ds] .
Exemplo 2.3.2. Considerando, por exemplo, X = R e v(t) = t7, supondo inicialmente

v>—1eae(0,1), perceba que v € L'(0,T;R) para qualquer 0 < T < oo e

/Ot(t —5) %lds = t77¢ /Ot <1 — j) - (i)ﬂY ds

1
= t”“‘“/ (1 —7r)"%"dr
0

= "B (1 —a,y+1)
['1l—a)l(y+1)

_ tv-i-l—oc
re+~y—a) ’

logo
['(y+1)

JITwt) =t
¢ o) r2+~—a)
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Em particular se v > 0, v € C([0,T];R) para cada T > 0 e v(0) = 0, entdo

d

cDo(t) = l !

pr F(l_a)/o(t—s)o‘s”dsl

_ o LA —a)l(y+1)

= U= e ey —a)
Iy+1)

— pe_UT 4oy
'l+vy—aw)

Para uma melhor exploracdo da teoria de derivadas fracionarias sugerimos a leitura

de (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO) 2006)).

2.4 OPERADORES DE MITTAG-LEFFLER

Antes de introduzir os principais resultados, é importante ter em mente a seguinte definic3o.

Definicdao 2.4.1. (CARVALHO-NETO/|2013, Definicdo 1.20) Seja A : D(A) C X — X um
operador linear fechado e densamente definido. O operador A é chamado de operator setorial

se existir 0 € (0,7/2), M > 1 e p € R tal que
Sop={AeC: 0 <|arg(A—p)| <7} C p(A)

(ver Figurall) e
M

A — ul

Além disso se . = 0, A é chamado de operador setorial positivo.

AL — A) Ml ex) <

) A€ 59,;1\{:“}‘

Se A é um operador setorial, entdo —A gera um Cy-semigrupo {7'(t) }+>0 (ver (CARVALHO-
NETO,2013, Teorema 1.22)); se, além disso, A é um operador setorial positivo, para ¢ > 0 o

operador de poténcia fracionaria A~¢ é definido como

1 o)
—/ s171T(s)ds, para ¢ > 0,
A= Ta) Jo (2.14)

I, parag=0,

e A7 := (A~9)~L. O leitor pode conferir mais propriedades sobre operadores fracionérios em
(CARVALHO-NETO, [2013} [PAZY} [1983).
Considerando agora o € (0,1) e A: D(A) C X — X um operador setorial positivo, para
cada t > 0 tome
Ba(—t74) = —— [ Maa1(xe 4 A4)1a) (2.15)

271 JHa
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Figura 1 — Setor Sp ,,

Im

Fonte: CARVALHO-NETO| (2013))

-«

Bua(=t74) i= 5 [ eM( + 4)"dA (2.16)

271

onde, parae > 0e 6 € (7/2,m), Ha é o caminho
Ha = {te" : t €[e,00)} U{ee™: t €[-0,0]} U{te ™ : t c[e,00)}.

O teorema seguinte garante que se Ha C p(—A), entdo os operadores (2.15)) e (2.16) estdo

bem definidos; nesse caso sdo chamados de operadores de Mittag-Leffler.

Teorema 2.4.2. (CARVALHO-NETO,2013, Teorema 2.41) Sejam o € (0,1) e A : D(A) C

X — X um operador setorial positivo. Os operadores E,(—t*A) e E, .(—t*A) definidos
em e (2.16), tais que Ha C p(—A), estdo bem definidos e E,(—t*A) é fortemente

continuo, isto é, para cada x € X

lim ||Ey(—t*A)z — z|| = 0.

t—0+

Demonstracdo. Ver (CARVALHO-NETO, 2013, p. 48). O

Para o € (0, 1) define-se também a funcdo de Mainardi de indice «,

M, : C — C, pela expressao

- 00 (—Z)n
Mal®) = 2 A a4 )

Dentre varias propriedades da funcdo de Mainardi, é importante destacar a seguinte.
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Proposicao 2.4.3. (CARVALHO-NETO; PLANAS, |2015, Proposicdo 2). Seja o € (0,1) e =1 <

r < 00, se restringimos M, a reta real positiva, entdo M, (t) > 0 para todot > 0 e

oo r 1
/ tTMa(t)dt = ﬁ
0 ['(ar+1)
Demonstracdo. A prova desse resultado pode ser vista em (MAINARDI,2010, p. 251). O

A Proposicdo [2.4.3] juntamente com o teorema a seguir desempenhardo um papel impor-

tante no desenvolvimento do Capitulo 3.

Teorema 2.4.4. (CARVALHO-NET0,2013, Teorema 2.42) Considerando as mesmas hipdteses
do Teorema e sendo {T'(t) : t > 0} o Cy-semigrupo gerado por —A, os operadores em
{Eo(—t*A): t >0} e{Eaa(—t*A): t > 0} podem ser reescritos como

Eo(—t7A) = /Oo Mo ()T(st%)ds, t > 0,
0

Eupo(—t*A) = /OO asM,(s)T(st*)ds, t > 0.
0

2.5 ESPACOS DE MORREY E BESOV-MORREY

Nesta secao faremos um breve resumo da teoria de espacos de Morrey e Besov-Morrey. Para
mais detalhes recomendamos (KATO, 1992; |FERREIRA; POSTIGO, [2019; [KOZONO; YAMAZAKI,

1994; |ALMEIDA; PRECIOSO, 2015)).

Definicao 2.5.1. Sefam 1 < p < oo e0 < XA < N, o espaco de Morrey de indices p e ),
M, A(RY), ou simplesmente M,, , é definido como
A
MpaRY) == {f € LioRY) s sup BR[| flleomacoy < oo},
zo€RY, R>0

onde

3=

iz = ([, . F@IPas) e Belan) = o € RV o= ol < ),
R\Zi

juntamente com a norma dada por

_A
[fllpr = sup  R77[|f]lr(Br(zn)-

zo€RN, R>0



39

Essa norma, por sua vez, satisfaz a relacdo de escala

N-—X\
p

1) o =3~ CF 1 f o

E importante destacar que os espacos M,, , sdo espacos de Banach que contém os espacos

LP e L2 (LP-fraco) tal que vale a cadeia de inclusGes
LPRY) & L (RY) & Mya(RY),

emquer <peX= N(1—r/p) (ver (ALMEIDA; PRECIOSO, [2015, p. 343)). O caso p = o©
também pode ser adicionado aos espacos de Morrey de modo que M,y = L.

Outra propriedade importante dos espacos de Morrey é a seguinte.

Lema 2.5.2 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p, <ocoe0 < \; < N, j=1,2,3. Se

U RTINS B VRS VIR GRSy
p3 p1+p2 ePB p1 +p2 entao

1£9llpsxs < [1Fllps 21 [1g]lp2 2

Considere agora o € C5°, tal que supp(p) C {E € RV : 27t < |¢] <2} e

S (2R =1,V E£0.

k=—o00

Para cada k € Z considere a funcdo ¢y definida por ¢ (&) = Ftp(27%¢), € € RY, em que
F~1 denota a transformada de Fourier inversa; para f € S'(RY), 1<p< o0, 0 <A< N e

s € R, defina a quantidade

1
(z@“n@k*fnpw) L 1<p<oo, 1<r<oo, s€R,
kEZ

1 1Lz

DA, T

suPgez (2%l * fllpn), 1<p<oo, r=o00, scR.

Chama-se espaco de Besov-Morrey homogéneo N3, .(RY) (ou simplesmente N, ) o con-

junto
arRY) ={f € S®RY)/P: |Iflng,, < ook

onde P € o conjunto de polinémios com n varidveis, juntamente com a norma || - ||y, .
p,AT

Os espacos de Besov-Morrey homogéneos também sao espacos de Banach e para A = 0 os
espacos de Besov-Morrey coincidem com os espacos de Besov homogéneos, mais precisamente

J— - S
=By,

S
p,0,r
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Sejams € R, 0 < A< Nel<p< oo, define-se o espaco de Sobolev-Morrey homogéneo

S

como o conjunto M

A= (—A)~2M,,» munido com a norma

1 laeg, = 1=2)72 fllpa,

. . 7o s . .
onde o Laplaciano fracionario (—A)=2 é um caso particular de 1} Assim como o espaco

de Morrey, os espacos de Sobolev-Morrey possuem a seguinte relacdo de escala

N

s N=2
1O, =25 1l

Outra caracteristica importante (ver (FERREIRA; POSTIGO, 2019, p. 1437)) é a de que pode-se

reescrever os espacos de Besov-Morrey como espacos de interpolacao real

Noor = Mg Mo,

para todo s; # S92, 0 < 8 < 1es = (1—0)s; + 0sy. Aqui (X,Y )y, representa o espaco
de interpolacdo real entre os espacos X e Y construido via K-método, para mais detalhes
recomendamos a leitura de (BENNETT; SHARPLEY, (1988). Mantendo as mesmas condi¢bes das

linhas anteriores sobre s, s1, $o e #, também vale que

] S S
Np,/\,r - ( q,l)\,m? q,Q)\,Tl)GJ"

Para concluir esta secao, vejamos algumas inclusdes importantes.

Lema 2.5.3. (ALMEIDA; PRECIOS0,2015, Lema 2.1). Sejam s1, s € R, 1 < p; < 0 e
0< X\ <N,ie{l,2,3}.

(i) Se (N —X)/p1 = (N —X2)/p2 ep2 < p1,

0
Mm,)q C Mp2,>\2 € 1 C Mle\l C Npl,)\l,oo'

0
P1,A1,

N — )\ N — A
(ii) Se pa < pi1, s1 < sy sdo tais que sy — S s 1 entio para = A = Ay
P2 h

89 s1
Mpzy)\ C P1,A

e para cadal <r, <r; < oo,

_n=Xy

. So
52 S1 52 P2
e Boor .
P2,A2,T2 C P1,A1,71 P2,A2,T2 C Doo,ra
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2.6 OPERADOR CALOR

Para cada t > 0 considere a funcdo

gt : RN — R

[
4t

v (4rt) N2

Agora, seja 1 < p < 0o, defina uma familia de operadores limitados em LP(RY) como G(0) =
I (operador identidade sobre o espaco LP(RY)) e G(t)f = g;  f para todo f € LP(RY)
et > 0. A proposicdo a seguir garante que a familia {G(¢)}:>o construida acima é um Cy-
semigrupo sobre o espaco LP(RY); esse semigrupo, por sua vez, é conhecido na literatura

como semigrupo do calor.

Proposicao 2.6.1. (ENGEL; NAGEL, 2000, p. 69). A familia acima definida forma um
Co-semigrupo sobre LP(RY), 1 < p < oo, e seu gerador infinitesimal A coincide com o fecho
do operador Laplaciano

N82

Af(z) :wa@l,'“ ) Tn)
i=1 Y

definido para cada f no espaco de Schwartz S(RY).

Nos perguntamos aqui se os operadores G(t) considerados acima ndo podem ser estendidos
a espacos de Banach mais fracos de modo que, ainda assim, constituam um Cy-semigrupo. Em
(KATO, [1992) é feito o estudo desses operadores em espacos de Morrey M,, 5. Considerando

o subespago de M,,
Mpx={f € Myx: |I7yf = flloa = 0, y — 0}

em que 7, denota a translacdo em y, isto é, 7, f(x) = f(z—y) para todo z € RY, do Teorema
de Banach-Steinhaus tem-se que M, é um subespaco fechado de M, . Um resultado
apresentado mais adiante nos garantird que os operadores GG(t) constituem um Cy-semigrupo
no subespaco definido acima.

Para (N — \)/p > 0, KATO) reescreve os espacos de Morrey como
1 (N—=2N)

M(P) :Mp)\a P = <p7p> S ‘7

em que 4 denota o tridngulo retdngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0, N), com o lado inferior

excluido (exceto na origem), veja a Figura [ (KATO| [1992) também denota a norma || f||,,

por [Lf; Pl[ (com |[f; Ol = [ flo0)-
Um dos resultados de (KATO, [1992)) é o seguinte.
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Figura 2 — Tridngulo Usado por |KATO!

N

A = constante

"Wlm-------m"y

Fonte: KATO| (1992)

Lema 2.6.2. (KATO, 1992, Lema 2.1). Sejam P, P, € A4, onde P, é um ponto que estd
no segmento [OP;] ou do lado direito desse segmento. Considere também oy = y(Py) e
ay = y(P,) (coordenadas do eixo y dos pontos Py e P,) tais que 0 < as < a3 < N. Set > 0,
os operadores G(t), W (t) = VG(t) e 9,G(t) sdo limitados de M(Py) para M(Py) C M(P,)

e dependem continuamente de t (em norma). Além disso, para cada f € M(P)

(i) t2=F|G@) f; Bo|| < C||f; Pr]|, com C =1 se P, = P,
(i) 3 =F W) f; B < C|f; P,
(iii) 1452 0,G(t) f; Pa|| < C|f; Pl

em que as constantes representadas por C' dependem de Py, P>, a; € as.

As estimativas acima desempenham um papel importante na teoria desenvolvida por
(KATO, [1992)), onde se consegue solugcBes para o problema de Navier-Stokes em espacos de
Banach especificos utilizando um argumento de ponto fixo.

Além disso, (KATO, [1992)) também verifica as seguintes equivaléncias.

Lema 2.6.3. (KATO, 1992, Lema 3.1) Seja f € M(P). As seguintes condicdes sdo equiva-

lentes.
(i) € M(P).
(ii) |7y f — f; P|| — 0, sempre que y — 0.

(i) |G(t)f — f; P|| = 0, sempre que t — 0.
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Como consequéncia do Lema o corolario abaixo garante que {G(t)}i>0 € um Cy-

semigrupo no espaco M (P).

Corolério 2.6.4. (KAT0/1992, Corolario 3.2). M(P) é o subespaco fechado maximal de
M(P) onde a familia 7, forma um grupo fortemente continuo e, ao mesmo tempo, o subespaco

maximal onde {G(t)}:>o € um Cy-semigrupo.

Em particular, tomando X = ./\/l(P) na Proposicdo|2.2.25, o corolario anterior nos garante

o seguinte resultado.

Corolério 2.6.5. Se a € L},.(R,) é uma funcio completamente positiva com func3o creep

ke W2’1(0, ) eg € C([0,T7; M(P)) para algum T' > 0, a equacdo de Volterra

loc
ult) = glt) + /Ota(t — ) Au(s)ds, ¢ >0,

possui um operador solucdo S(t) dado por S(0) =1 e

em que

onde a funcdo v(t;T) é definida em ([2.13). Além disso Sy(t) é L(X)-continuo em (0,00) e

em todo R, sek >0 e p < 0.

Esse ultimo corolario desempenhard um papel importante no Capitulo 4, assim como o
préximo lema, que diz respeito as estimativas do operador calor considerando os espacos de
Morrey e Besov-Morrey. Assim como (FERREIRA; PRECIOSO, [2011)), denotaremos daqui em
diante 7,, = (N — \)/p, para0 < A < N e 1 < p < oo, e V¥ a derivada sobre o R" de

multi-indice k.

Lema 2.6.6. (FERREIRA; PRECIOSO, |2011, Lema 2.2) Sejam j um multi-indice, s; < s,

$; €R, 1<r<oo, 1<p; <py<o0el<)\<N. Existe uma constante C > 0 tal que

j S _L(r, AT
IVIG @) fllmy,n < Ct7272mammm||flla,
) _liltGse=sy) 1
va{:G(t)fH./\/';;AJ < Ct 2 5 (Tp1,2 pzi)\)HfHN;i)\,r’ (217)

para cada f € S' et > 0.
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Do lema anterior e usando teoria de interpolacdo é possivel verificar também o resultado

a seguir.

Corolario 2.6.7. Sejam j um multi-indice, s1 < S5, s; ER, 1 <p; <py <00, 0 <A< N

el <r < oo, entdo para cada f € N 5,

\jl+(52—51)7;(
2 2

HV;G(t)fHN;;AJ S Cct™ Tpl,A*Tpg,/\) HfH/\/’;ll’/\m’ (218)

para todo t > 0.

Demonstracdo. Como s; < s, 51 < 283 — s1 (em particular 255 — 51 # s1) e (259 — 31)(%) +

51(3) = 5o, de (FERREIRA; PRECIOSO), 2011, p. 1437-1438)

N Nt )y = Nt ©

289 —S81
D2, pg,)\,r NQ A0 pg)\r‘)

p

pg)\oo - ( %,oo‘ (219)

Denotando X = , observe que:

52
D2,
(i) de (BENNETT; SHARPLEY, (1988, p. 300, Proposicdo 1.8), X é um espaco intermediario

2s3—s1 1.
entre N3 ) oA

(i) de (BENNETT; SHARPLEY, 1988, p. 309-310, Definicdo 2.2) e (2.19), X é de classe
0= %;

(iii) para f € X, ||fllx = ||f||%71, onde || - ||%71 representa a norma do espaco intermediario

. p ~ 2s9—581 S1
obtido pelo K-método (X, Xl)%,l' que no nosso caso sdo Xo = N 3 e Xi =N,

como s; < 259 — 51 e 51 < sq, pelo Lema 6| VIG(t)f €

/\/jjz’A SPON,) - Logo, de (i), (ii), (iii) e (BENNETT; SHARPLEY, [1988, p. 316, Proposicdo

2.10)

Agora, seja f € N\,

IViGW sz, < CIVIGW Iy o

p2>\

1
vIGWSIL
l71+((2s9—51)—51)
1 [,M%fl(‘rpl A~ Tpg, A):| HfHNﬂ (220)

1[_ 14l

L P

onde a dltima desigualdade é devido a estimativa (2.17). Finalmente, simplificando ([2.20)
obtemos ([2.18)). O
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2.7 RESULTADOS DE EXISTENCIA E UNICIDADE

Nessa secao, vamos enunciar os principais resultados que utilizaremos para garantir a
existéncia e unicidade dos problemas apresentados nos capitulos subsequentes. Como referéncia

recente, sugerimos aqui a leitura de (ARGAWAL; JLELI; SAMET, [2018)).

Teorema 2.7.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam X um espaco métrico ndo vazio

eS : X — X uma contracdo estrita, ou seja, existe C' < 1 tal que
d(SUl, SUQ) S Cd(?)l, ’UQ)
para todo vy, vo € X. Entdo o operador S possui um tnico ponto fixo u = Su.

Os lemas a seguir sdo consequéncias do teorema anterior e suas demonstracdes seguem um
padrdo comumente encontrado na literatura (ver (CARVALHO-NETO; PLANAS, 2015; FERREIRA;

PRECIOSO, [2011))).

Lema 2.7.2. Sejam X e Y espacos de Banach, T : Y — X um operador linear limitado e

B: X x X — X um operador bilinear limitado, isto é, existe K > 0 tal que

1B(u, v)llx < Kullxvllx, Yu, ve X

Para cada 0 < e < 5z eug € Y tal que |luolly < 3[7 €xiste um dnico u € B; := {ue X:
llu|lx < e} tal que

u="T(up) + B(u,u).

Em particular o lema acima nos garante que, nas hipdteses apresentadas, a aplicacao
up — u definida sobre o conjunto {ug € Y : ||uolly < ¢/(2||T||)} estd bem definida. Mais

do que isso, essa funcdo é Lipschitz continua, como é apresentado no préximo lema.

Lema 2.7.3 (Dependéncia Continua). Sejam ug e iy nas condicdes do Lema oS res-
pectivos pontos fixos u € B, e i € B, fornecidos por esse mesmo lema devem satisfazer a

desigualdade
7]l

Ju—allx < m”uo — dolly-
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3 BOA COLOCACAO GLOBAL PARA EQUACOES DE NAVIER-STOKES COM
QUIMIOTAXIA EM ESPACOS DE BESOV-MORREY CRITICOS

Neste capitulo, desenvolveremos os resultados referentes ao problema que em resumo
sao: a boa colocacdo em espacos de Morrey, a auto-similaridade e a estabilidade assintética.
Este capitulo é organizado como a seguir. Na préxima secdo serad apresentada a formulacdo
integral para o nosso problema e faremos o estudo das principais estimativas para os operadores
de Mittag-Leffler. Por altimo, na Secao [3.2] apresentaremos os principais teoremas e suas
respectivas provas.

Somente neste capitulo representaremos por M? o espaco M, \ explorado na Secdo

para A = N(1 — p;/p) e denotaremos o espaco '/VzliN(l—pl/p)m simplesmente por N* para

D,p1,7?
1<r<occeseR.

Observacio 3.0.1. Da desigualdade Hélder (Lema[2.5.2), sejam 1 < p; <p < o0,1< ¢ <

g<ocoel<r <r<oo. Se%:%%—% e%:p%%—qil, ento
1 fallmg, < 1 llamz, [lgllag, - (3.1)

para todo f € MP ege M].

Observacdo 3.0.2. Do Lema[2.6.6, sejam 1 <p; <p<ooel< ¢ <g<oo.Sep>qe
£ > 4 entio existe C' > 0 tal que
P1 q1
N1
IG@) g, < O =G| £l (32)

1_1

N1y 1
VGO, < OG22 f] g, (3.3)
Além disso, paral < q; < q < 00, vale também

GO flle < CE 20| f]| ag, (3-4)
IVG@) fllee < O 22| fllag, - (3.5)

Observacao 3.0.3. Para s < 0 temos as seguintes equivaléncia de normas (ver (MAZZUCATO,

2003)).

g, . = spt (G el g, (36)
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3.1 ESTIMATIVAS PARA OS OPERADORES DE MITTAG-LEFFLER

Aqui e no que segue, definimos G, (t) = e "/G(t) como o semigrupo do calor amor-
tecido e denotamos por IP o projetor de Leray-Helmholtz no espaco de campos vetoriais sole-
noidais. Aplicando P na quarta equacdo em (|1.1)) e usando o principio de Duhamel, o sistema

(1.1)) pode ser formalmente convertido na seguinte formulacdo integral

n(t) = E.(t*A)ng— /Ot(t — 8)* " Epal((t — 5)*A)(u- Vn)(s)ds
-/ (= )91V < (= $)*A)(nVe + nVo)(s)ds
= EL(t*A)ng + By (u,n) () + BLy(n, ¢)(t) + BLy(n, v) (1),
c(t) = E (t*A)co— /Ot(t —8)* T Eyo((t — 8)*A)(u - Ve + ne)(s)ds
= EL(t*A)eo + B2y (u, ¢)(t) + B o(n, c)(b),
o) = Eult (3= [ (6= 9" Baallt = (A = ))(u- Vo - n)(s)ds
= Eat*(8 = 7))o + By (. 0)(®) + La(m) 1),
u(t) = Eu(t"A)ug — /Ot(t — 8)* 1 By ot — 8)*A)P(u - V)u(s)ds
- [ 9 Bl - 5 DB () (5)ds

= Ba(t"A)uy + Bl y(u,u) (1) + La(n) ().

(3.7)
Como ja vimos, {E,(t*) : t > 0} e {Eyq(t*) : t > 0} sdo denominadas familias de
Mittag-Leffler, precisaremos, em particular, dos operadores

EL(t°A) = /0 M, (s)G(st%)ds,

E,o(t*A) = /OOO asM,(s)G(st")ds, (38)

EL(t*(A — 7)) = / Mo (5)G- (st%)ds,
0
B (t*(A — 7)) = / My (s)G, (st%)ds,
0
onde M,(-) é a fun¢do de Mainardi definida na pégina [37]
Uma 4-upla (n, ¢, v, u) satisfazendo (3.7 é chamada solucédo branda de ([1.1).
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3.1.1 Estimativas para os operadores de Mittag-Leffler

Demonstraremos as estimativas lineares para os operadores de Mittag-Leffler sob a condi-

cao a seguir.

Condicao 3.1.2. Assuma que N > 2 e~y > 0. Para N > 3, suponha que os expoentes p, q

e r satisfazem, exclusivamente, (i), (ii) ou (iii), onde

N Ngq Ngq
— N, N N
(:)2<q< , <p<N , <T<N ,

—4q —4q

(i) g= N, N<p<oo, N<r<oo,

Nq
q— N’

N
(i) N <q<2N,N<p< %dqgr<
-

No caso N = 2 assumimos que p, q e r satisfazem a condicdo (iii) acima.

Além disso, suponha também que p1, q1,71 € N, satisfazem as seguintes condicdes:
() 1<p<p1<q<q1<m<r,1<N <N,

1 1 1 1 1 1 1 1
D1 q1 T1 q1 Y41 T1 N, q1

p q r
o) —< L=,
()Pl_Q1 r1

1 1 1 1
dp|—+— §p<+>.
( ) ! <N1 Q1> N ¢
Além disso vamos utilizar a notacdo

ab
a+b

s(a,b) =

O préximo lema nos fornece estimativas para os operadores de Mittag-Leffler em espacos

de Morrey, somente aqui denotaremos a norma || - ||z(x,y) por || - || x>y
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Lema 3.1.3. Supondo que a Condicio[3.1.2 seja satisfeita, temos que

HV : Ea,a(taA)HMS(Pq M,
s(p1,491)

||V FE, a(taA) HMs(r @)

s(r1,91)

IV B ("A) iz, 1

q
—Myg,

IV Eaat* )l ypor L pe
s(p1,71)

B () gy, -
(\RCINT I

IV Baalt*(A =)l yoom L ppe
s(p1,71)

IV Eaa® Bz s,
IV Eo o (8% (A = )l g, sz,

||Ea,a (taA) HMiE%f)

p
-
a1) Mo,

Demonstracdo. Da Condicdo 3.1.2) segue que 1 < s(p1,q1) < s(p,q) <

/AN /AN /AN VAN VNS VAN VAN VANS VAN

IN

Entdo usando (3.8)), (3.3]) e a Proposicdo obtemos

aN

Ct =~
.
orEE,

orEs

[M]]

MQ

Q

[e]3

Ct~ %,

Ot %

n[R

IV Baalt*B)gllag, < [ asMa(s)[V - Glst)glluss ds

_aN_a [ 1 N
< OB [T B AML(9)dslgl

_aN _ o F(% %)
S Ct w2 a alN
L(1+§— 2p)

s(p1,91)

l9ll peor

s(p1,91)

que resulta em (| - Para provar ( inicialmente observamos que 1 < s(71,¢1) < s(r,q) <

q ~ _s(rng)
ge > qu . Dai, usando ( - obtemos

IV BaaltB)gllag, < CEFF [ 7550 ()dsllgl i

§_E
< Ot %% LG (ZN
F(1+§_ 27')

Usando (3.8)), (3.5) e o fato de que (1 — %) > —1 obtemos

s(ri,q1

lgll vescro

s(r1,91)

IV Boat™D)gllim < [~ asMa(s)|[V - Glst)g]l1=ds

[e.e]

[e=]

3
(3 -2

)

2079 Mo (s)ds|g L aep,

30-7%

>>||9HMPI

)
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logo obtemos também a desigualdade ((3.11)). Para obter ([3.12)) observamos que 1 < s(py,r1) <
s(p,r)<re > ng’:i). Usando (3.8) e (3.3)) obtemos

_aN_a [ 1_N
IV - Baat*A)glla, < CC %% [T 5B M, (s)dsllgl ypnr
s(p1,7m1

3 N

< Orws G~ 3)

T+ g0 -3 W,

(3.13) segue de ([3.4) procedendo de modo analogo a ((3.11). Para provar ([3.14) observamos
que da condicdo , temos quer > g e N(é — %) < 1, entdo usando ([3.8)) e ((3.3]) obtemos

IV Eaalt*B)glg, < CFGDF [T 3G (5)dsllgl v

aN(l_1)_ a F(%'_ %«% _'%))

(1+2(1-N(@E - %») ”9||Mgl.

q

A prova de ((3.15)) é similar a (3.12). Para provar ([3.16]) usamos (3.8)) e ([3.3) para obter

IV BaaltB)glag, < 55 [T st B (s)dslgll
P1 0 p1/2

G~ 5) lgll o -
DL+ g1 =) Mo

A prova de ([3.17)) é similar a de ([3.14)). Finalmente, para obter ([3.18]) notamos que p > s(q, N)

e %(%—i—%—l) < 2, entdo

aN

< Ct »—

[N]1)

p
« 00
Baalt*Bgllg, < R [TECRD M (s)dslgl s
’ Pl 0 s(N1,q1)

aN (1 1 1

< Ot 2 WD g)| e

B HgHMSExlqﬂzn)

Com isso, completamos a prova do Lema|3.1.3] O

3.2 PRINCIPAIS RESULTADOS

A meta deste capitulo é estender os resultados obtidos recentemente em (FERREIRA; POS-
TIGO, 2019) (ver também (KOZONO; MIURA; SUGIYAMA, 2016))) para o problema de quimiotaxia
e fluido acoplado fracionario. Para ser mais preciso, devemos provar a boa colocacdo global
para o modelo de quimiotaxia sob efeito do fluido ndo linear de Navier-Stokes fraciona-
rio em todo o espaco R" com dados iniciais pequenos em espacos de Besov-Morrey criticos
dados em (|1.3)) (ver Teorema . Os resultados apresentados também nos permitem obter
solucBes auto-similares desde que os dados iniciais ng, cg, v, 4o € f sejam funcdes homogé-

neas de grau —2,0,0, —1 e —1, respectivamente, com normas pequenas em classes invariantes
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por escala e considerando o caso do atraente quimico sem taxa de degradacdo (ver Corolario
3.2.5)). Além disso, mostramos que as solu¢des sdo assintoticamente estaveis para pequenas
perturbacdes dos dados iniciais (ver Teorema . Como um subproduto, obtemos também
uma classe de solucBes assintoticamente auto-similares quando v = 0 (ver Corolario [3.2.7)).
Antes de entrar em detalhes é importante mencionar que nossos resultados constituem um
primeiro passo na direcdo de uma teoria de existéncia abrangente para o sistema fracionario
acoplado . Note que cobrimos aqui também os resultados obtidos previamente sobre o
sistema de Keller-Segel fracionario de Azevedo et al. (AZEVEDO; CUEVAS, 2019). Por outro
lado, se ignoramos o efeito da quimiotaxia, i.e. n = ¢ = v = 0, entao o sistema ([1.1)) se reduz
a equacdo de Navier-Stokes incompressivel fracionaria com a soma das forcas externas sendo
nula, para esse caso os resultados ainda sdo recentes (ver (CARVALHO-NETO; PLANAS, [2015;
LEMARIE-RIEUSSET, 2002))).

Realizamos uma analise de escala para encontrar a configuracdo funcional adequada. Ape-
sar de que o sistema ([1.1)) ndo possui uma propriedade de escala, pode-se considerar uma
escala intrinseca que é herdada do caso sem taxa de degradacdo do atraente quimico, isto
é v = 0. Assuma temporariamente v = 0 e f uma distribuicido homogénea de grau —1.
Se (n,c,v,u,p) é uma solucdo para que ¢é suficientemente regular, o mesmo ocorre
para (ng,Co, Vg, Uy, Psy) com dados iniciais (o*ng(ox), co(ox), vo(ox), oug(ox)), para cada
o > 0, onde n,(z,t) = o’n(ox,0at), co(x,t) = clox,oat), ve(z,t) = v(ox,oat),

Uy (2,t) := ou(oz,oat) e py(x,t) := o?p(ox, oat). Isso nos leva a considerar funcdes escalas

(n,c,v,u) = (N4, ¢y Vo, Ug) (3.19)

(ng, co, Vo, o) — (0*ng(ox), co(ox), vo(0x), oup(or)).

Os espacos funcionais invariantes por essas funcdes sdo chamados criticos para (|1.1)) e as so-
lugBes invariantes por (3.19)) sdo denominadas auto-similares. Ent&o, para (n, ¢, v,u) ser uma
solucdo auto-similar, é necessario que os dados iniciais ng, o, v, ug € a forca f sejam homo-
géneos de grau —2,0,0, —1 e —1, respectivamente. Motivados pela anélise de escala acima,
consideramos os dados iniciais criticos ng, cg, Vg € ug COmo em eaforca f € M%l (RN).
Iremos agora assumir a seguinte condi¢do introduzida em (KOZONO; MIURA; SUGIYAMA, 2016,

Teorema 1) e (FERREIRA; POSTIGO, 2019, Hipdtese 1).
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As solucGes serdo obtidas em um espaco critico X'* definido como a seguir. Vamos inici-

almente definir os espacos

Xy = {n : t—%JrO‘neB((O,oo);Mgl)}’

alN

Xy = {c: ce B((0,00); L) com t~ 2 *2Vc € B((0,00); M)},
alN
S

Xy = {v:ov(,t)eS/Pparat>0et = "2Vv e B((0,00); ML)},

X4a — {U . t‘%Jr%uGB((OaOO)aMgl)}’

que sdo espacos de Banach munidos com as respectivas normas

_aN _aN o
12/l xp = supt™ 2 (1) [ pg, s ellag = sup [le(t)]|ze +supt™ 2 *2 | Ve(t) || ay, ,
t>0 t>0 t>0

_aN_ _aN o
Iollag = sup 55 [ VoO)llag,  Nullp = supt™ 5+ u(t),
Em seguida, vamos introduzir os espacos X' e Z* como

XY = {(n,q,v,u) : ne X ce X, ve Xy ue XY

7% = {(no,co,v0,u0) : Mo,Co, Vo € Uy como em (1.3},

que sao espacos de Banach com as normas

[(n, c,v,u)]| xo = nflxe + llcllag + [[vllxe + |lullxe,

1(no, co, vo, wo)llze 2= lmoll o+ fleoflz + [[Veo|l| 2

9,91 ,°0 71,0

Vool o+ lluoll s

TT1,0 P,P1,%©

Nosso primeiro resultado de boa colocacdo é o seguinte.

Teorema 3.2.1. Seja N > 2 e considerando os expoentes p,pi,q,q,7,71 € Ni como na
Condicao . Suponha que os dados iniciais (ng,co, vo,ug) € I e a forca externa f €
MY, (RY). Existe uma constante positiva ¢, 6 = é(¢), e K, tais que o problema ([1.1)) possui
uma dnica solucdo branda global (n,c,v,u) € X satisfazendo ||(n,c,v,u)||xa < 2Kie
sempre que ||(ng, co, vo, uo)||ze < 8. Além disso, a fungdo F : T — MY (RY) que leva cada

dado inicial em sua respectiva solucdo é localmente Lipschitz continua.

Para a demonstracdo do Teorema precisaremos de trés lemas que, de forma resumida,
vdo nos permitir utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Banach (ver (FERREIRA; POSTIGO, 2019,
Lema 4.1)).
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Lema 3.2.2. Sob as hipdteses do Teorema [3.2.1 existem constantes positivas C;'s, i =

1,...,7 tais que

/AN VAN VAN VAN VAN VAN

IN

Crlinllxellullxg,

Col[nxe llel| xg,

Csl[n|xe ||v]] g

Calle|lxg|ul e,
Cs||nlap el g

Csllvllxg [[ull xg,

Crllull xo [ ] 2z

Y

Y

3.20

w
)

1

w
N

2

W w
NN

4

w
[\S)

(
(
(
(
(
(3.25
(

)
)
)
3)
)
)
)

3.26

para todon € X, c € X3, v € A ewu,u € X, onde os operadores Bf’j 's s3o dados em

7).

Demonstracdo. Usando ((3.9)) e a desigualdade de Holder (Observacdo (3.0.1]) obtemos que

1841 (u, ) ()| aae,

< L= 9T Bual(t = ) 8) (wn) () g ds

IA

IA

IN

C’/ t—sg
C’/ t—sgf
C’/ t—sa

M

M

S \

TN @n)(9)] e ds

2

Dos itens (i), (ii) e (iii) da Condic3o , temos que 1 — %

53— — ) < L Portanto

_alN gy o
B )0, < CB(1+ S

de onde obtemos ([3.20)).

+ =3
)

s(p1,491)

(), ()| g, ds

1-8y-1 g(%+%_3)d8HUHXfH”“Xf'

>0eN(,+ ) > 1, logo

o N
5= ?)) Jull 2 lln ] e,

Para provar (3.21]), usamos (3.10) e a Observacdo [3.0.1, ent3o tendo em mente que

1-Y>0, N+

181 2(n, €)(£) | aag,

<

IN

IA

IN

1 «Q N

C’/ (t—s)
C’/ (t—s)
C’/ (t—s)

Ct'2 ‘QB(l + g(

a

»

M\Q

M\Q

r

)—1 %(%4_%_
N N « N
. +7—3) 5(1—7))Hn”x3”c”xg-

&) < 1 inferimos que

D7 (nVe)(s)

”M (ra)

ds

s(r1,91)

- ‘1||n(S)I|MgIH(VC)(S)HM:IdS

B ds|n) xp e e
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De modo similar

aN _ . o
1By, 0)()Lagg, < Co%B(1+ 5

logo ([3.22)) também é verificado.
Usando ((3.11)), a desigualdade de Holder e o fato de que 1 — % >0e §(1— %) < 1 temos

que

183 2(u, ) () [ <

N N
7_'_7_

o N
7 3= Inllag [l

[ = 1T Bt = )" 8) ) () s
[t = )30 ) () g, s
[=9)

IR
a, N

a N
03(1 + 5(; - 1), 5(1 - E))HUHXE‘HCHXE‘

w|R

_Ny_
U u(s) g, lle(s)l e ds

w[R

Ny 1 _aN_a
(=315 (5ds||u||Xf||C||X2‘*

Temos as seguintes estimativas para VB3 ,:

||VBE,2(U» c)(t) ||/vl:1

IA

IA

IN

IA

t

[ =9 IV Eaal(t = 5)78) - Ve)(s)l g, ds

t « N
C / (t—$)F0 D (- Ve) ()] o ds

0 s(p1,71)

¢ a( Ny
C [t =920 uls)Lagg V(o) g, ds

t N a(N
O/ t—s)20= )15

(- 9) :

o N
p

aN _ «
t"2B(1+ =
Cts =3 (+2(

N1l

N _
TR ds||ul v e g
_'_

X ||ul| o llc]| g

(3.27)

(3.28)

De (3.27) e (3.28)) obtemos (3.23). Podemos estimar B}, e VB3;, como a seguir: Usando
(3.13), a desigualdade de Holder e o fato de que (1 — %) >0el—+ oz(z—]\(; — 1) > 0 obtemos

185 2(n, ) (8)] 2

<

IA

IN

IN

t
C [t = )"0 (00) (3) | v, ds
0
t oa(1—Ny_
C [ (=)0 ()l g () < ds
t a(l-Ny—1 aN_4
C [ (= )08 55 s ag el g

N N
CB(1+alg, = D all = 50))lInllx el

(3.29)
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Visto que 1 > N(; — 1) e a(1 — 51) < 1 usando (3.14) inferimos que

VB )W), < C [ (6= 9TV me)(s) g ds
< 0 [t = )FINED T o) gy (o)
< O [ (0= 9F NG E sl g el
aN « 1 1
< Ct% :B(1- 1-N(=—-=
< C (1-a+ 5 30=NC =)
||| x flel - (3.30)

Das estimativas ([3.29)) e ([3.30]) obtemos (3.24)). Agora usando ([3.15]) e procedendo de modo

analogo a ((3.28), conseguimos estimar V133 5(u,v) em M7 como

a

VB 0)Ollag, < C [ (6= 9T fu(s) g, 1 90(5) e, ds

N N N
< C’tzr‘ZB<1+g(p+r—2),3(1—20))

X |ullagllollxg (3.31)

que nos da ([3.25]).

Usando ((3.16)) e (3.1)) temos

Bl )b, < C [ 0= )50 @a)s)] o ds
< 0 [t =920 uls) g 15()lLag ds
< 0 [t - 9D sl il
< o EB(1-a s 250 D)l
de onde obtemos . Com isso completamos a prova do Lema m O

Lema 3.2.3. Sob as hipéteses do Teorema existem constantes positivas Cs e Cy tais

que

[L3(n)|lxe < CslInf|xe, (3.32)
[Ls(n)|lxe < Collnl|xe, (3.33)

P
para todo n € X}, onde os operadores L;s sdo dados em .
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Demonstracdo. Usando (3.17) e levando em conta que 1 > N(f Deal-g5) <1,

obtemos que

IV L3 (1) (1) pr,

com isso conseguimos ([3.32)). Provaremos agora (3.33). Tendo em mente que 1 > N(% -1

t
< [t =9IV Ewal(t = 5)°(A = ))n(s) ag, ds
t e 1_1
< O (=80T In(s) | g, ds
0
t o
< C [ (t—9)F NG T 0 sl 1
0
aN_ o alN 1 1
< Ctw 23(1+E—a 2(1—N(5—;)))\|n\|xla,

e & —a+ 1> 0 e usando (3.18) e obtemos que

[1£a(n) ()| aag,

< O [t =9 N Eual(t = 5)"B)n(s) g, ds
< cfw- s>f“—N<%—%>>—1Hn(s)fuwm ds
s(N1,q1)
< O [t =98N (o) g s Ly,
< O [0 = NG g ey,
< OB EB(14 ST -0, 30 = NG = 1)l Il

completando assim a prova do Lema (3.2.3]

]

Lema 3.2.4. Suponha que os dados iniciais (ng, co, vo, no) pertencem a Z® e que a Condigdo

€ satisfeita. Entdo existem constantes positivas C', C11, Ci2 € Ci3 tais que

[Ea(t*A)nollxp < Crollnoll ~ -,
q,91,°0
|Ea(t*D)collag < Cua(lleoll + [ Veoll 2 ),
71,00
[ Ea(t*(A = y))vollxg < C'12||VUO||Ng_1,
71,00
HEa(taA)UOHXf < CIgHUOHN%_I.
p;p1,00

Demonstracdo. Em vista de ([3.6]) temos que

|| o (t® A)noHMq <t

o, T(3)
2 o lnoll

1—‘(1—044’05];[) qulio’

de onde obtemos que ([3.34)).

Por (NAGAI; YAMADA, 2007, Lema 3.1), temos que

| Ea(t*A)col| L < Cllcoles-

(3.34)

(3.35)
(3.36)
(3.37)

(3.38)
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Tendo em mente que 7 > N e usando a equivaléncia ([3.6]) obtemos que

U(;+5)
oy IV - 3.39
D550 ol (339)

IV Ea(tA)collaey, <52

As estimativas ([3.38)) e ((3.39)) sdo responsaveis pela desigualdade ([3.35)). A desigualdade ((3.36))
é similar a (3.39)). Levando em conta que p > N e usando ((3.6)) temos que

aN _ o (% + %)
2p 2 e} alN HUOH %*1 ’
F(]. - 5 + 2p ) Np,pl,oo

obtemos assim ([3.37)). Isso completa a prova do Lema (3.2.4] O

|Ea(t*Auollpey, < ¢

Prova do Teorema[3.2.1. Comecamos definindo
y = (B (t*A)ng, Eo(t*A)co, Eq(t(A — 7))vo, Eo(t*A)ug)

e para x = (n,c,v,u) € X*, denotamos

Do Lema , temos que os operadores Bﬁj's sao bilineares e continuos. Pelo Lema m
temos também que L3 e L4 sao operadores lineares continuos. Em seguida, definimos K; =
1 -+ Cg -+ 09, K2 = (Cg + Cg)(cl + 02 + 03) -+ 21-7:1 Cl e Co = maX{C’m, 011, 012, 013}.
Em vista do Lema temos também que ||y[|x= < Col|(no, co, Vo, uo)||ze < € sempre que

(10, co, vo, uo)|lze < 6 = &.Se 0 < e < entdo (FERREIRA; POSTIGO, 2019, Lema

_1
1K, Ky
4.1) implica que existe uma Gnica solu¢do (n,c,v,u) € X de tal que ||(n, ¢, v, u)||xo <
2K;e. Sejam z = (n,c,v,u) e x = (n, ¢, v,u) duas solucdes correspondentes aos dados iniciais
Ty = (no, Co, Vg, ug) exy= (ﬁo, 60,170,@0), respectivamente, pela representacdo ([3.7]) obtemos
que

|z = Z]lxe < |70 = To|z,

1— 4K1K2€‘

entdo a continuidade da funcdo xy — = é garantida. Com isso a prova fica completa. O]

Visto que o espaco X'“ é critico com respeito a escala, podemos obter solucdes auto-

similares.
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Corolario 3.2.5. Seja N > 3 ey = 0. Assuma que (ny, ¢o, Vo, ug) € f sdo como no Teorema
3.2.1. Suponha também que ny, ¢y, vg, ug € f sdo funcées homogéneas de grau —2,0,0, —1
e —1, respectivamente. Entdo, a solucdo (n,c,v,u) obtida por meio do Teorema é

auto-similar.

Demonstracdo. A solucdo obtida através do Teorema [3.2.1fé o limite em X'* da sequéncia de

iteracoes

(n(l), c(l), v(l), u(l)) = (Eu(t"A)ng, E,(t*A)co, Eo(tA)vg, Eq(t*A)ug)

(D = (U (m)) + B 2(n(m)7 ™) + Bi:&(n(m)a ™),
C(m+1) _ (u >+BQ ( (m ,C(m)),

T 343(u(m (m)) 4 L3(n™),

um = 4 B (™ ul™) + Ly (n™).

Por hipotese temos que nyg, co, v, ug € f sao funcdes homogéneas de grau —2,0,0, —1 e —1,
respectivamente. Além disso, da definicdo do semigrupo do calor, n3o é dificil verificar que se

g : RY — R é uma funcio homogénea de grau —k, para o > 0
" G(a’t)g(ox) = (G(t)g)(x), Vo € RV,

Entao temos que

8

s

(5)o?(G(a?st*)ng)(ox)ds

o*nW (o, oat) =

8

s

(s)(G(st)ng)(x)ds = n(l)(:t, t),

8

s

Doz, oat) =

(5)(G(c*st*)cy)(ox)ds

8

s

() (G(st*)co) (2)ds = D, ),

v (oz, oat) =

=

(5)(G(c*st*)vy)(ox)ds

8

s

(s)(G(st)vo)(z)ds = M (x,1),

8

s

(5)o(G(a?st)ug)(ow)ds

ouV(ox,oat) =

8

O\D\o\o\gc\o\o\c\

s

(s)(G(st*)up)(z)ds = u® (x,1),
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onde na terceira sequéncia de igualdades percebemos a importancia de se tomar v = 0. Entao

temos que

n®(z,t) = o2nW(oz, oat),
D(z,t) = cV(oz,oat),

v (z,t) = vV (0z, oat),
uD(z,t) = ouV(cz, oat),

ou seja, (n, My 4M) ¢ invariante por (3.19).

(3.40)

A seguir, provaremos que (n?,c® v 4?) é invariante por (3.19). Usando a primeira

e quarta igualdade de (3.40]), temos que

WD Tn0(z5) = 3 ul(z,) 5 (0 5))

Da mesma forma, também temos de (3.40)) que

= o'V . (V) (o2, O'%S),

= o*(uV - ve)(oz, 0%3),

= 02(71(1)0(1))(02,0%3).

(2,5)

V- -nWvel(zs) = V- (nPvVel)(oz, ags),
(2,5)
(2, 5)

De ((3.41)), obtemos

04 (B0t — $)*A)(u® - VM) (5as)) (o)

= o /Ooo ar My (r)G(ro®(t — 5)®) (u - Vn(l))(ags)(ax)dr

1 loz—y|?

(3.41)

3.42

w
o

3

w
E-N

(3.42)
(3.43)
(3.44)
(3.45)

3.45

4 - —oa (1) (1) =
= 0 arM,(r / e dre?t=9* (yu\Y - Vn'Y)(y, oo s)dydr

t—s))z
1 lz—z|2

— ot /OO ar M, (r / e = (V) . VW) (o2, 0w s)dzdr
0 ") Jow (4mr(t — 5)) 2 ( ! )

lz—z|2

o0 1
= / arMa(r)/ e T (uM . vnW)(z, s)dzdr
0 RN (47r(t — s)*)z

- /0 T ar M (NG (r(t — )* A - VM) () (z)dzdr

= (Bao((t = 5)*A8)(u® - VnW)(s))(x).

(3.46)
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De modo analogo, das igualdades (3.42)-(B.45) temos que

(V- Baolo?(t — $)°A)(nOVeD) (0a5)) (o)
= (V: Eaal((t = 5)*A)(nMVeD)(s5)) (),

04 (V - Enal(o?(t — 5)*A)(nVoW)(005))(0x)
= (V- Eaal(t — 5)°A)(nMVoM)(s)) (), (3.47)

0% (B a(0?(t — 5)°A) (u® - VD) (0% 5)) (o)
= (Baal(t = 5)*A) (™ - VeW)(s))(x),
02 (Eqa(0(t — 5)*A)(nNe) (05 5)) (02) = (Baa((t — 5)7A) (nDcD)(s))(2).

Usando (3.46]) e a definicdo do operador Bil temos

2B, (u®), V) (0, o2 1)
2

- "ot — B, L ((tod — 5)7A)(u - Vn)(s) (o) ds
[T (1 () B (o (1= () 8) (- T
= o2 (4 ) By (02— 1) A u - Vi) (o) (oo dr
= [ Bl ) IO () )

= BélL,l (u(l)v n(l)) (LU, t)

(3.48)
De modo semelhante, usando (3.47)), provamos também que
028%,2 (n(l)a c(l))(o'x, U%t) = B%,2 (n(1)7 C(l))<x7 t)a
028%,3(n(1), v (oz, a%t) = 8%73(71(1), vW)(z, 1),
e
B, (u, e (0w, 0at) = B2, (uh), ¢V (2, 1),
s s (3.49)
B%,Q(n(l)a C(l))(O'{L', O-%t) = B%,Q(n(l)a C(l))(xa t)
Ent3o, de (3.48)-(3.49), deduzimos as igualdades
@) (z,t) = o2n®( at)
n'\¥(z, o‘n'*(ox,oat),
(3.50)

@(z,t) = D (oz,0at).

Além disso as identidades

0% (Eaa(0”(t = 5)*A) (- Vo)) (0% 5)(00) = (Baa((t — )" A) (™ - Vo) (s))(2),
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02 (Baa(@?(t — 5)° AN (0%5)) (02) = (Baa((t — 5)*A)nW(s))(x),
03 (B a(o?(t — s)aA)IP’(u(l) . V)u(l)(ags))(ax) = (Epa((t— S)O‘A)]P’(u(l) . V)u(l)(s))(:c)
0% (Baa(0(t — 5)* AP f)(055))(02) = (Baal(t — 8)°A)P(nY £)(s))(2),

sao responsaveis pelas igualdades

Big(u(l), vW)(oz, O'%t) = 83’3(u(1), vW) (1),

(3.51)
Ls(nW)(ox,oat) = L3(nW)(x,1),
e
B, (W, uV)(ox, oat) = B, (u®, uM)(z, 1),
1 ) ) = Bi( )(z,1) (3:52)
o Ly(nW)(oz, oat) = La(nD)(, ).
Assim, de (3.51)) e (3.52)), deduzimos também que
V@ (2,1) = v (0, 0at),
(1) ( ) (353)

u®(z,t) = ou®(ox, oat).

Tendo em vista e temos que (n'¥,c® v 4?)) ¢é invariante por (3.19).
Por meio de um argumento de induco, podemos checar que (n(™, ™ v(™) (™) satisfaz
a propriedade de escala ([3.19)), para todo m € N. Visto que (n,c,v,u) é o limite em X* da
sequéncia {(n(™), c(™ (™ 4 (M) e anorma || - ||xe é invariante por escala (ver seco
“propriedades de escala” em (MAZZUCATO), [2003))) inferimos que a solucdo (n, ¢, v,u) é auto-

similar. Fica portando provado o Corolario (3.2.5] O

Agora apresentaremos um resultado de estabilidade assintética para as solu¢des do

sistema ([1.1)).

Teorema 3.2.6. Sob as hipéteses do Teorema|3.2.1. Assuma que (n,c,v,u) e (n,¢,v,u) sdo
duas solucées dadas pelo Teorema correspondentes aos dados iniciais (ng, ¢y, vo, ug) €

(ng, Co, Vo, Ug) respectivamente. Temos que

Ea(t*A)(no — o) = o(t% ~%) em M7, t — oo,

q1’

E,(t*A)(co — o) = o(1) em L™, t — 0,

VE.L(t*A)(co — Go) = ot ~5), em M, t — o0, (3.54)
VEL(*(A = 7)) (v — To) = o(t% ~%) em MZ,, t — o0,
Ea(t*A)(ug — i) = ot %) em M2, t — oo,
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se e somente se

n(t) — i(t) = o(t® ~*) em M2, t — oo,

c(t) — &(t) = o(1) em L=, t — oo,

Ve(t) — VE(t) = o(ts ~3) em ML, t — oo, (3.55)
Vo(t) — Vo(t) = ot ~5) em M7, t — oo,

u(t) —u(t) = o(t™ %) em M2, t — oo,

Demonstracdo. Primeiramente mostraremos que ([3.54) implica (3.55)). Sejam (n,c,v,u) e

(n,¢,v,u) duas solucdes brandas obtidas pelo Teorema|3.2.1] Lembre-se que a norma || - || x

dessas solucdes sdo limitadas por 2K, onde K7 = 1+ Cs + Cy. Vamos intruzir as seguintes

notacoes:
A = limsuptf%JraHn(t) —n(t)|| me.
t—o00 .
Ay = limsup |[c(t) — é(t)]| pe~,
t—o00
Az = limsupt 2 +§||VC( t) = Vet me
t—o00 "
Ay = limsupt = +3‘||Vv( t) — Vu(t)|| ame
t—o00 "
As = hmsupt QHU() (t)HMZl-
t—o00
Observe que A; < 00, i =1,...,5. Em seguida, devemos estimar a norma Mgl da diferenca

—alN = ~ .
t~ 2 " (n — n). Obtemos entdo a desigualdade

% n(t) -

A, < 0By (t"‘A)(no—no)llMgl
+ 5B (= @) (8) = By (1, m = ) (1),
By (0 = 1, 0)(t) = Bl ¢ — €)(1)]Lag,
BB g(n — 7, 0) () — BLa(n, v = 0) (1),
= T Ba(tA) (0 — 7o) g, + T4 (1)

+J15(t) + J15(1). (3.56)
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Usando a prova do Lema (3.2.2} temos as seguintes cotas para os termos J; ;,J{, € J} 5

IN

_aN_ _ _aN_, _ _
t 2 By (=, n) (8) g, + 12 By (@ — ) (8) ]| g,

_aN ., t a(1_Ny_1 aN_, _
Ct Tl [ (¢ = )T 07T u(s) = ls) gy, ds

T (1)

IA

aN _«

a t &
+Ot 51 /0 (t = )20 B3 fn(s) — Als)] g, d

N
[\
=
A
S
—
V2]
N—
N1}
-
|
=
|
—_
V>)
R
S|z
+
2|z
|
o
—~
~
V)
N—
|
)
=
Jr
w|R
<
—~
~
V)
S~—
|
I~
S
~
V)
N—
S
=
Q
V2]

+%—3) (ts)—%-‘roe

x||In(ts) = n(ts)| pg, ds, (3.57)

IN

_aN_, _ _aN_ _ _
t 2 By g(n =, ¢) (1)l g, + 1 2By o (1, ¢ — €)(8) | g,

. t P « o
Ot~ 549 of| e /0 (t — 5) 30D E G54 I (s) — a(s) g ds

Jio(t)

IN

@ t « «@ « [e3
HOE B il [ (= )30 V(e - 0)(9) g, ds

IN

1 a({_Ny_ | eN N_ _aN ., i
2K1gc/0 (1 5) 80— L E G+ (1) =54 (1) — i(t) | agg d
1
F2UGC [ (1= )BT ()5
0
<[V (¢ — &)(ts)l| iy, ds. (3.58)

De modo similar, temos que

1 a( Ny q aN N_ _aN_, _
Tt < zKIgc/J (1—5)50- D3 (16) 54 n(ts) — i(ts)| g, ds
N

1 . § )
+2K1€C/ (1— 5) 3018 CHT 9 355 +35
0

x|V (v — 0)(ts)|| sy, ds. (3.59)

Tendo em mente (3.57)), (3.58) e (3.59) e calculando o limite superior em ([3.56)) obtemos

1 o o
0
1 (e
HALF AC [ (1= )RS
0

1 N a(N_ N
(A + ANC [ (1= S)g(l_r)_182(q+r_3)ds)
0
2K1€((A1 + A5)Cl + (Al + Ag)CQ + (A1 + A4)03) (360)

IN
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Denote
JZQ(t) = ||B4 2(“ u, C)(t) + 62,2(1_% Cc— 5)(t)||L°°7
J12,2<t) = “81,2(” —n, C)(t) + B%,2(77 Cc— 5)(t)||L°°7
Tio(t) = 5 FE|VBE,(u— ,c)(t) + VB, (i, c — &) () |y,
TEy(t) = tTE VB (n —a,c)(t) + VB (i, ¢ — &)(H) ||y,
Ent3o

le(t) = ()]l < [ Ea(t*A)(co = o)l + Jio(t) + JEa(t), (3.61)

alN

£ V(e =), <t T VEL(A) (o — @)l wy, + T2a(t) + T2o(t). (3.62)

; NS 2 2 72 72 .
Observe que valem as seguintes limitacdes para os termos Jio, Jig, Jis € Jio:

1 [e] [e] «@ @ «
Fat) < 2U2C [ (1= 930D (1) 75 5 u(ts) - (ts) g, ds
) 0 p1
1 (7 [e] «@
2K eC / (1— )80 55 ||c(ts) — c(ts)|| e ds, (3.63)
0

o

1 a(l—Ny_1 eN_, ~ _aN_ _
Jiy(t) < 2K1€O/0 (1— )27 %0~ (gg) " 20 F In(ts) — n(ts)|| sz, ds

1 «
+2K,C / (1 — )23 "1557 =9 |¢(ts) — &(ts)|| 1o ds, (3.64)
0

N

P (ts) "B 8 lu(ts) — a(ts)| e, ds

1 (o] o
Ji,(t) < 2K1€C’/ (1-— 5)5(1_%)_135(
’ 0

alN

1
+2K150/ (1= 30013 E o0 ety
0

x|V (c = &)(¢s) ||, ds, (3.65)

1 [e3 (o3 (23
Tolt) < 20150 [ (1= )80 NG 1) 5 n(ts) = ales) g, ds
' 0

1 a 1 [
+2K,eC / (1 — 8) 20 NG=D1 6%~ c(ts) — &(ts)|| pds. (3.66)
0

Calculamos ent&o o limite superior em ([3.61)) (resp., (3.62))), e entdo usamos ([3.63)), ((3.64))
(resp., (3.69), (3.66))), na sequéncia, para obter

A2 S 2K1€((A5 + A2)04 + (Al + AQ)C5),

Ag S 2K1€((A5 + A3)C4 + (Al + Az)cg,)
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Além disso, podemos verificar que

5 V(0=0) (), 5[ VEL(E (A=) (o—T0)|laeg, +T35(6) +LP(1), (3.67)

—oN 4 o

_aN o _
w2 u(t) = a(t) vy, <t 72| EaltA) (uo — o) [lagg, + J1a(t) + L), (3.68)

onde
Tia(t) = tETE|VB(u— a,0)(t) + VB (@, 0 — 0)(t)]|
L¥(t) = 5 FE|VL(n — )(t)]|
T = 5B (u— au)(t) + Bhy(@,u— a)(t)| e
Lit) = % 3| Ly(n —1)(t) | aep, -

Também temos as seguintes estimativas para J3, Ji,, L3 e L*:

1 « « [e] «
Tt < 2K150/ (1— )30 8 G2 (1) ™%+ u(ts) — alts)|| v, ds
) 0 P

ozN+

l «@ [e]
—|—2K150/ (1 — 5) 5018 GHT=2 (1)~ 5 +3
0

x[|Vo(ts) — Vo(ts)|| sy, ds, (3.69)

y<C / SUNG=I L5 (1) 5 " n(ts) — alts)| v, ds,  (3.70)
1 [e7 (o] (o] (o]
Th(t) < 4[(150/0 (1— )30 307065 0 (ts) "% 5 |lu(ts) — @(ts)|up ds,  (3.71)
1 a(l_N(L_1y)y_] eN_,  _aN_ _
L(t) SCHflleNvl/0 (1— )20 NG5 =0 (1) =50 | n(ts) — ii(ts)| s, ds. (3.72)

Tomando lim sup em ([3.67)) e (3.68)), e usando ([3.69)), (3.70) e (3.71)), (3.72)), obtemos
t—o00

A4 S 2K1806<A5 + A4) + CgAl, (373)

A5 < 4K1€C7A5+09A1. (374)

Recordando que Ky = (Cg + Cy)(Cy + Cy + C3) + 37, C; (ver a prova do Teorema [3.2.1)),
somando todos os A;'s e tendo em mente (3.60)) chegamos que Z?Zl A; < 4K Kye Zle A;.
Visto que 4K Kse < 1, segue que A; =0,i=1,...,5.
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Resta provar a reciproca, isto é ([3.55)) implica ([3.54). Procedendo de modo analogo ao

que foi feito em linhas precedentes, temos que

lim sup t*%Jra”Ea(taA)(nO — 77L0)||Mg1 < A+ liItn sup(Jil(t) + J1172(t) + Jlljg(t))
—00

t—o00

< Al + 2K1€((A1 + A5)Cl + (Al + A3)02

+(A; + Ay)Cs),

limsup [|[EL(t*A)(co — ¢)||lpe < Az 4+ lim sup(Ji2(t) + J1272(t))
t—o0

t—o00

< Ay +2Kqe((As 4+ A2)Cy + (A1 + Ay)Cs),

limsupt™ 2 5|V E,(t“A)(co — &) | My, < Ag+limsup(Jo(t) + J75(t))
t—ro0 t—ro0
< A+ 2Kie((As + As)Ca+ (A1 + Ag)Cs),
limsupt™ 2 5|V E, (t“(A — 7)) (vo — vo)llmy, < As+lim sup(J3 5(t) + L*(t))
t—ro0 t—ro0

< A4 —+ 2K1€<A5 + A4)C6 + CgAl,

lim sup TR | Eo(t*A)(ug — ﬂo)||M§1 < A5+ h?iigp(‘]i“(t) + LA(t))

t—o00

S A5 + 4K1€C7A5 + CgAl.

Por hipétese A; = 0 para todo ¢ = 1,...,5, entdo ([3.54) fica verificado. Com isso finalizamos

a demonstracao. O]

Como consequéncia, considerando o caso v = 0, o Teorema fornece uma classe
de solucBes assintoticamente auto-similares no infinito. Mais precisamente, temos o seguinte

resultado.

Corolario 3.2.7. Seja N > 3 e assuma que (ny, co, Vo, ) € f sdo como no Teorema|3.2.1]
Sejam (n, c,v,u) e (n, ¢, v, u) duas solucées com dados iniciais (ng, co, Vg, uo) € (ng+ @1, co+
V2,09 + 3, U + ©4), respectivamente, com @; € C§°. Entdo, no caso v = 0, a solucdo

perturbada (n,c,v,u) é atraida para a solucdo auto-similar (n,c,v,u) no sentido de ([3.55]).

Demonstracdo. Pelo Teorema [3.2.6| é suficiente provar as seguintes propriedades:

alN

Jim ¢ 5 Bt )1 g, =0, (3.75)
lim [|Ea(t"A)pallze =0, (3.76)
Jim 575 | VEL(t*A)¢s | aay, =0, (3.77)
Jim 65|V Eo (¢ 0) s ey, =0, (3.78)
Jim =% | B (1 A)ull v, =0 (3:79)
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Para obter ([3.75]), tomamos [ tal que 2ng <l<f%seN>4el<l<3seN =3 Usando
(3.2) obtém-se

5 | Ba(tA)pr g, < Ct*a(%*”/o 572070 My (s)ds||on

que resulta em ([3.75)). Para verificar (3.76]) usamos ([3.4) e obtemos

o _aN [ _ N
|Eat*A)pallie < 5 [ 75 5Mo(s)ds | pall g,
N

on 11
< Otﬁr((jfv))wMgl,

fica provado entdo (3.76)).

As provas de ([3.77)) e (3.78]) sdo anélogas, logo basta verificar (3.77)). Para isso tomamos

[ tal que rﬂ\:}"\, < [ < r, entdo por (3.3) obtemos
I VE(E e, < O F [T EEDM (9dseal
N1 _ 1
T

Para provar ([3.79), tomamos [ tal que ;2= < [ < N, ent3o usando ([3.2) inferimos que

2p+N

55| By (t°A) gl e, < Ct*%(T*”/O s~ 2070 My (s)ds||oall
r

Isso conclui a prova de ([3.79). [
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4 PROBLEMA DE NAVIER-STOKES COM VISCOSIDADE HEREDITARIA

4.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Considere a equacdo de Navier-Stokes com viscosidade hereditaria

t
O - Vu [ gt~ $)du(s, 2)ds = ~Vp-+ [(1) em B x (0,00),
0

V-u=0emRY x (0,00),

u(0) = ug em RV,

Aplicando o operador de Leray IP na equacao acima obtemos o sistema

f;: _ /Otg(t — 8)Au(s)ds + F(t,u(t)) em RV x (0, 00),

u(0) = ug em RY,

(4.1)

de modo que A := A é o operador Laplaciano e F'(t,u(t)) = P(f(t) — u(t) - Vu(t)), para
cada t > 0.

Considere agora os problemas

du(t)
e Au(t), t >0,
u(0) = uy,

dlobz(tﬂ - /otg(t — 8)Au(s)ds, t >0,
u(0) = .

Aplicando a integral de 0 a ¢ nos sistemas acima obtemos, respectivamente, as equacdes de

Volterra

t
u(t) = uo +/ Au(s)ds, t >0,
0

u(t) = up + /Ot a(t — s)Au(s)ds, t >0, (4.2)

onde a = 1xg. Pelo Corolério se a(t) = (1xg)(t) é uma funcdo completamente positiva,
entdo, considerando o espaco de Banach X = Mp,x, emque 0 < A< Nel<p<oo a
equacdo ([4.2)) possui um resolvente {S(¢)}:>o com a seguinte estrutura

S() =G (i) L Sy(t), £ >0, (4.3)
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onde k e p sdo definidos em [2.10l Além disso o operador Sy(t), que é L£(M,, ,)-continuo em

(0,400), possui a estrutura
t/k
So(t) = [ Glryu(rydr, >0, (4.4)
0

onde v(t;7) é a funcdo definida em (2.13) que depende da funcdo de propagacdo w(t;7)
associada a funcdo creep k(t). Além disso em (4.3), o termo e ”*/* deve ser interpretado

como 0, se p =00 ou Kk = 0.

Exemplo 4.1.1 (Fluido Newtoniano). Considerando g(t) = 6(t) na equacdo temos que
(1xg)(t) =1, para cadat > 0. Além disso 1 = ¢’ para c(t) =t e tomando k(t) = 1 temos
que

/Ot k(t— 7)de(r) = £, £ > 0.

Logo a(t) = 1 é uma funcdo completamente positiva com funcdo creep k(t) = 1 (veja a
Tabela . Observe que mesmo nosso problema se tratando de um Fluido Newtoniano a
funcdo creep a ser considerada é referente ao Sélido de Hooke e a funcdo de propagacdo
associada serd w(t; ) = eo(t — 1), isso acontece devido a condicdo de que 1 x g = a, ou seja,

a funcdo a é “Volterra-dependente” da funcio g.

Exemplo 4.1.2. Considere ¢(t) tal que (1 % g)(t) = e™*, para todo t > 0, onde podemos
verificar que a(t) = (1x g)(t) = e~* é uma funcdo completamente positiva. De fato, note que
a=c parac(t) =1—e" que é absolutamente continua em cada intervalo [0, 7]. Além disso

tomando k(t) =1+t (ver Tabela|l) temos que

EN)de(N) = kW)I(N)
— 1

= I+ = 5.

Aplicando a transformada inversa de Laplace acima chegamos que
t
/ k(t — 7)de(r) =1, t > 0.
0

Logo a(t) é uma funcdo completamente positiva e k(t) = 1+t é sua funcdo creep associada.
Pela Tabe/a também notamos que a funcio de propagacio para essa funcio creep é w(t; ) =

e Teg(t — T), onde ey(t) representa a funcdo de Heaviside.

Sabendo que S é do tipo (M,w,), para algum w, > 0 que é obtido no Teorema [2.2.20)
de (PRUSS, |2013| p. 43) temos que vale a igualdade

S(\) = (I —a\A) /A X > Re w,.
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Ent3o, aplicando integral de 0 a ¢ no Problema [4.I, tomando a transformada de Laplace
e utilizando a identidade acima, através de um processo em que se recupera a funcido u
percebemos que uma solucdo classica para o Problema (4.1]), sob condi¢cdes adequadas deve

satisfazer a formulacdo integral
t
u(t) = S(t)uo + / S(t — s)F(s,u(s))ds, para cada t € [0,T"), (4.5)
0

onde nessa e nas proximas secoes 1™ sera interpretado como 7™ = oo ou 7™ < 0.
Considerando uma fungdo f : [0,7*) x X — X e X um espaco de Banach, dizemos que
uma aplicacdo u : [0,7*) — X é uma solucdo branda para (4.1)) se ela satisfaz (4.5]), em que
S :[0,400) x X — X possui a estrutura . A solucao é dita global se T* = oo e local
se T™ < o0.
Neste capitulo estamos interessados no caso em que f = 0, entdo poderemos reescrever a

equacdo (4.5)) como
u(t) = Sty — [ " S(t — 5)P(u- Vu)(s)ds.

4.2 PRINCIPAIS ESTIMATIVAS

Figura 3 — Regido Ry = {(t,7) € R?>: t € (0,T*), 7 € (0,t/K)}

T

3|

Ry

O T* t

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Daqui em diante S(t) e v(¢; T) serdo interpretados como na Secdo [4.1] e associados a uma
determinada funcdo creep k(t) e uma funcdo completamente positiva a(t) = ¢/(t), que no
nosso caso trata-se da funcdo (1xg)(t). Como primeiro objetivo desta secdo buscaremos estimar
o operador S(t) nos espacos de Morrey e Besov-Morrey. Para garantir que a integral
também seja incluido nos nosso célculos de estimativas introduziremos a seguinte condicao

sobre a fungdo v(t; 7).
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Condicao 4.2.1. Considerando (1xg)(t) uma funcdo completamente positiva com uma funcdo
creep associada k(t) e v(t;T) a funcdo estabelecida em (4.4), suponha que existem ¢y, c5 > 0
en € R de modo que a funcio v satisfaz a desigualdade |v(t; T)| < cie™ "t ¢, para todo

(t,7) € Ry (ver Figura[3).

4.2.2 Estimativas Lineares

Lema 4.2.3. Sejam k e p como em (2.10), 0 < A< N, 1 < ¢ < g < o0 e j um multi-indice

13 (rga—Tgn)
2 2

tais que 1 — > 0. Assuma também que v(t;T) satisfaz a Condicdo [4.2.1] e

considere f € Mg\. Sep =00 ouk =0 (ousep <oo, k>0en—12>0) entdo existe
C > 0 tal que

(Tgx—7q,\)
2

) _ s .
IVeS(t) fllgn < CtT7H75 1 fllz., ¢ € (0,T7).
Para o casop < oo, k>0el—n>0,C=C(p,k,m) >0.

Demonstracdo. Seja f € M,

IvisOfl = |92(6(5)e#r+ 5]
< |[via (L) e 5o, + 13S0l (4.6)
= I(t)+ J(1).

Vamos tratar cada parcela da soma acima separadamente, de modo que I(t) deve ser consi-

derada apenas no caso em que p < 0o e Kk > 0. Comegando por J(t), temos

J(t) = Hvi/ﬁ G(T)(t;7) fdr
t ° q,A
- H/ ViG(r)u(t;7) fdr
(t) A
< [T DIIVIG) flardr
S C/ CQtt 777-7%7%(76»\77%)\)Hlej’)\dT
< Clflgat™ [ et ity
0

t 2( |.7| Tq)\ Tq)\)) t
Cllflaat™ [ ( ) L s

Co Co

Ol fllgat7+= 452 [ e dClil-ran—man g
0

= o1 (5(-1il = (7aa m>>+1) A T8

B Ct_n+1+§(—|J|_(T¢7a)‘_7—q’)‘)) Hf”c? A
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onde a segunda desigualdade é devido ao Lema [2.6.6l Entao
J(t) < thn+1+%(*Ijlf(fq,rfq,x))Hquw t e (0,T), (4.7)

0 que prova o caso p = oo ou k = (. Supondo agora que p < o0, Kk > 0 en—1> 0 devemos

considerar também a parcela

) t pt pt . t
0-[e (o)) - o (),
K q,\ K A
donde pelo Lema [2.6.6| chegamos que
t, il 1
1) < Cet 4 -bommn i,
o (48)
< Clp, )t 78 )| g
Logo, substituindo (4.7)) e (4.8) em (4.6) também obtemos a estimativa desejada. O

Quanto ao comportamento do operador S(t) em espacos de Besov-Morrey, temos o resul-

tado a seguir.

Lema 4.2.4. Sejam 0 < A< N, 1 <p<qg<o0, $1 <89, 1 <r < o0 ejum multi-indice

tais que 1 — %' — (82581) — (T”’*;T‘l’*) > 0. Assuma também que v(t; ) satisfaz a Condicdo
4.2.1 e considere f € N} .. Se p=o00 our =0 (ousep <oo, k>0en—12>0) entdo

existe C' > 0 tal que

1_lil _(sa=s1) (Tp,A—Tg,\)
2 2 p) |

VeSO fllas, < O [Fllaes > e (0,T7).

Paraocasop<oo, k>0el—n>0, C=C(p,k,n) >0.

Demonstracdo. Como a prova sera anéloga a do Lema [4.2.3] omitiremos alguns detalhes. Seja
feNphs
. . t pt -
J s < J _ s J
w501, < |2 (6 () #0)| ., +Ivesorly, - @9

Desenvolvendo o segundo termo da soma acima temos

t

IV2508) s, < [ " o IVAGE) Ly dr

o0 lil+(so—s1) 1
—c2f N~ =5 (Tp,A—Tg,2)
< O b AT f g dr

1 .
= T (Ul = (52 = s0) = (o= 7)) + 1) (410)
=145 (=il (s2=51) = (Tp,x=7g,2)) s
x|

— Oy (L= (52— 1) = (Tp A= Tg,0)) s
Ct 2 ! ! ||f||/\/'p,1)\,r7
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paratodo ¢ € (0,7*), de modo que a segundo desigualdade é devido ao Lema[2.6.6} verificamos
entdo o caso p = oo ou k = 0. Supondo agora que p < 00, kK > 0en—12> 0 temos também

que

_pt
€ k

IN

M)ty = 2196 () Ay

_pt lilH(so—s1) 1

(4.11)

A
Q
o
x
.
3
>
|
5
z
=
5
&

l3l+(s2—=s1) 1
=5

< Clp,k,mt "

AT fll e
P,

para todo ¢ € (0,7%), onde a segunda desigualdade também & obtida a partir do Lema [2.6.6]
Finalmente, substituindo (4.10]) e (4.11)) em (4.9) obtemos a estimativa desejada. O

Lema 4.2.5. Sejam 0 < A< N, 1 <p<g<oo, 1 <r <00, 0 <0 ej um multi-indice
tais que 1 — MT_U — 3(Tpx — Tgn) > 0. Assuma também que v(t; 7) satisfaz a Condig:éom
e considere [ € NiJ,,. Sep =00 our =0 (oup <oo, x>0en—12>0) entdo existe

C > 0 tal que

lil=o _ (Tpa—

. 7‘[1’)\) *
IV2S(0)fllyn < O et e (0,77,

Parap <oo,k>0en—1>0,C=C(p,k,n) >0.
Demonstracdo. Seja f € N7, ., paracadat € (0,T%)

IV2S®) flan = [[ViG (£) e % 1+ Vis) ]

(4.12)
< |vig (%) e_%tqu)\ + V4S80 () fllgn-

Tratando cada parcela da soma acima separadamente, comecando pela segunda, temos

EAES

192550 llaa = IV2 [ Gt ) fdr

t

< [T REDIVICE) laadr

Como N\, € My C N, ., obtemos que

t

L @D IEGE) g,

C [ e VG fllyg, dr
0 q,\,1

IN

IV72.50(8) fllg.x

IN

Fl

t
C / "ot T || f e dr
0 o

IN
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S A e
b sT O
- < s — 53 (ma=Tan) ¢t
= Ct g, [ e (t) to
T J0 Cy Co

— |~ (Tp, A~ ) [OO . ( _ )
CHfHN;Mt’”“*mTJ*%W / PR E A 2 RV
A, ;

jl—o 1 Cprq_lil=e _ (pa—Tg )
7 3l = )|

onde a terceira desigualdade é devido ao Corolario [2.6.7| Entdo

- eri-

(pa—

. _ _ljl=o Tg,\)
IV3.S0(t) fllgn < O3 z [ fllve, s (4.13)

P

com isso fica provado o caso p = oo ou kK = 0. Supondo agoraque p < oo,k >0el—n>0

temos também que

R (VIG (L) fllan
e HIVIG () flae,
jl=o 1

Ce wt="7" 30 =Ta)|| f| o

PAT

[vie () e =4,

IN

(4.14)

IA

Clp, v, )71 254030 £ e

P’

IA

para cada ¢ € (0,7%), onde a segunda desigualdade é devido ao Corolério 2.6.7| Assim,
substituindo (4.14]) e (4.13) em (4.12)) obtemos o resultado desejado.

m
4.2.6 Estimativas Bilineares
Nesta secao vamos explorar as estimativas do operador bilinear
t
B(u(t), a(t)) = / S(t — s)P(u - Vi)(s)ds (4.15)
0

em espacos de Morrey. Denotaremos s(qi, g2) como no capitulo anterior.

Lema 4.2.7. Sefam 0 < A< N, 1 < q1,¢q2 < o0, $(q1,q2) = % > 1 e j um multi-indice

tais que 1 — ‘;—‘ — T“TA > 0. Supondo também que v(t;T) satisfaz a Condicdo onde
2—n— %' — 2 > 0, tome u(t) € Mgy, » e Vi(t) € Mg, . Sea eb € R sdo tais que
a+0b <1, entdo existe C' > 0 tal que, para p = 0o ou k = 0 (ou para p < oo, Kk > 0 e
0<n—1<5(=lil=74n)+1)

IV2B(u, @) ()l < CtT727 2772777 sup t*flu(®)llgn sup ' Va() g,
te(0,77) te(0,77*)
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para cadat € (0,T*). Para o caso em que k > 0, p <00 e 0 <n—1 < 3(—[j| = 740) + 1,

C=C(p,k,m) > 0.

Demonstracdo. Antes de iniciar a demonstracdo, vamos verificar que

[1E (u, 0)[lpx < fullr Al V0[],

onde F(u,v) = P(u-Vv), sempre que u € M, 5, Vv € M, e % =1+ 1 De fato, por Kato

(1984, p. 474) temos que a estimativa

1 (w, )l < flull[Volls

é obtida simplesmente pela desigualdade de Holder. Entdo nas condicdes acima

2
[E(uw,0)lpa = sup R 2[[F(u,v)]|Lr(Br@))

zeR”, R>0

_A A
= sup R TR 5| F(u,0)| o(Br)

z€R”, R>0

VAN

z€R", R>0

IN

z€R", R>0

= CllullallVolls.

Voltando & demonstracio do Lema , como - + - =

o Lema[4.2.3 temos

V2B (), @) o
< [VIVES( ~ $E(u - V) ()l ads

C sup  ROR|ufu

A
C sup R =||ullya]| Vol

T‘(‘h q2)

t 7m7 q1 by
<[ (-9 B - V) (3) g .05

t \JI Tq A ~
< C/ t—g) ||u(s)||q17>\||Vu(s)||Q2’/\d3

$(Br())

L*(Br())

el <7r(q,q2) < go, usando

<0 [(t=HETE Dy )l s V) rds
s€(0,T*) s€(0,T*)
a LTy,
=C sup #llu(®)llon sup | Va(t) gyt T
te(0,7*) te(0,T)
t Jrl*qu—ql'X —a—b
= 6
0 t t
onde a segunda desigualdade acontece porque
1E (u, @) [|s(g1.02)0 < Nullgr [ V]| go.n
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As condicbes impostas sobre j, 7, \, 1, a e b faz com que possamos utilizar a funcdo beta,

de modo que teremos

IV2B(u(t), @(t)) g, A

l3] _ Ta1.A
xS gy () g0 sup £ V() g0
te(0,7*) te(0,7)

=0t T sup ' u(t) [l sup ) Va(t) |l
te(0,7%) te(0,7)

para todo ¢ € (0,7*). Com isso fica provado o caso em que p = co ou k = 0. Supondo agora

p<oo,k>0e0<n—-1< %(—M —Ty.0) + 1, aplicando novamente o Lema obtemos

que
IVaB(u(t), @(t)) g1
t oy lil_Ta .
< |, Ol =) 2T P(u - Va)(s) s ads
<CB(-n+2- -2 —a—b+1)
il _ TapA
<t E T sup [u(®)llgoa sup V() g
te(0,7) te(0,7*)
para todo t € (0,7™), isso conclui a demonstracdo. ]

Como também temos que 1 < s(q1,q2) < ¢1, podemos utilizar o Lema novamente,

de modo que repetindo toda a prova do lema anterior conseguimos o seguinte resultado.

Lema 4.2.8. Sefam 0 < A < N, 1 < q1,q2 < o0, s(q1,q2) > 1 e j um multi-indice

tais que 1 — % — 22 > (. Supondo também que v(t;7) satisfaz a Condic3o com

2—n— % — 22 > (), tome u(t) € Mg, x, Vi(t) € Mg, x ea, b € R tais que —a—b+1 > 0.
Sep=ocour=0 (ousep<oo, k>0e0<n—1<3(—[j| =74 +1) entdo existe
C > 0 tal que
. | Tap A " 5
V2B, @) (t)llgp < CtT"272 772777 sup t*flu(®)]lga sup £[IVa(t)]g,a
te(0,7%) te(0,7)

para cadat € (0,T*). Parap < oo,k >0e0<n—1< 3(—|j|—74n)+1, C=C(p,k,1n) >
0.

4.3 PRINCIPAIS RESULTADOS

Tomandon € R, 1 < ¢q1,qo <00oe < A< N, denotamos a, b > 0 como

3 Tq1,\
= - — — 717 416
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b::2—n—7‘1—§’A (4.17)
e definimos o espaco de Banach
X":={u: t"u € B((0,T%); Mg ), t'Vu € B((0,T%); My, 1)} (4.18)

munido com a norma
[ullxn == sup t*flut)]lgx + sup *|Vu(t)]ga
te[0,7*) te[0,7*)
O principal objetivo neste capitulo serd demonstrar o resultado a seguir.

Teorema 4.3.1. (Teorema de Existéncia e Unicidade)

Sejam v(t;T) e n sob a Condicdo considere 1 < p < qy, go <00 e <\ <N tais

que
(i) s(q1,q2) > 1,
(i) Tgn+ Tgor > 5 — 41,
(iii) o :=7,x+4n—5 <0,
(iv) min{a,b} > 0, onde a e b sdo introduzidos em e (4.17), respectivamente.

(1) Se k =0 ou p = o0 assuma que:

. 1 Ta1,\ 3 Ta1,\ Tga,\ TLI2)\}
A Z 49 =1 -, -242n+ —=7>0.
mm{2 9 2+ n -+ 9 9 +2n + 9

(2) Se k>0 ep < oo, assuma (1) e também que:

0<n—-1 <min{1— Tq“)‘,l—w}.
2 2 2
Além disso assuma que 1 < r < 0o e considere o espaco de Banach X" definido em .
Nessas condicées existem constantes positivas € e §(¢) tais que, para cada uy € /\/;;f A que
satisfaz |luolln7, =< 6, existe uma dnica funcdo u € X", satisfazendo |[ul[x» < €, que é
solucdo branda para o problema . Além disso, a funcdo que associa uma solucdo para

cada dado inicial é localmente Lipschitz continua.
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Demonstracdo. Dividiremos a prova em duas partes principais. Primeiro mostraremos que o
operador bilinear B : X" x X" — X", definido em (4.15]), é limitado, depois mostraremos que

o mesmo vale para o operador linear S(-) : — X". Por fim, utilizaremos o Lema [2.7.2]

PN
e o Lema [2.7.3| para concluir a demonstracao.
Vamos tratar aqui apenas a situacdoem que p < coe k > 0, paraocaso p =ocou k =0
basta repetir o mesmo argumento, mas sem utilizar a condic3o (2).
Os itens (7), (i7), (iv), (1) e (2) nos permite usar o Lema para j = 1. Entdo existe

Ch > 0 tal que

- _pp3_TaA a -
IVBu(t), a(t))llgpn < Crt™™ 277277 sup *fju(®)]lgn sup £[IVa(t)]g,a,
t€(0,7%) te(0,7%)

para cada t € (0, 7). Substituindo o valor de a definido em (4.16)) obtemos que
MV O)r < Cr sup s sup PUIVED o, (4.19)
te(0,7*) te(0,7)
para todo t € (0,7%).
Da mesma forma, os itens (i), (ii), (iv), (1) e (2) nos permite usar o Lema [4.2.8| para

7] = 0. Logo existe Cy > 0 de modo que

~ — _Tq ’A_a/_ a ~
1B, @) (#) g0 < Cot ™" 272770 sup t*|ut)llga sup [ Va(t)]go,
te(0,7*) te(0,7*)

para todo t € (0,7™). Substituindo o valor b definido em (4.17)) obtemos que

tBu(t), a(t)llga < Co sup t*Jut)llgn sup £°[Va(t) ]|, (4.20)
te(0,7*) te(0,7%)

para todo ¢ € (0,77).
Das estimativas (4.19) e (4.20) inferimos que existe & > 0 tal que

1B(u, @)[|xn < K[| xnl[a]l x,

para todo u, u € X"; o que prova a primeira parte da demonstracdo.

Assim como no caso anterior, para provar que o operador S(+) é limitado trataremos apenas
a situacdo em que p < oo e k > 0. Seja ug € N, ., as suposicdes (iii), (1) e (2) nos permite
utilizar o Lema tomando |j| = 0, ¢ = ¢1 € p o mesmo das condicdes deste teorema.

Entao existe C' > 0 tal que

(Tp,A~7g3,2)

IS0l n < OS2 fug v

pAT]
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para cada t € (0,7™). Substituindo (éi7) obtemos que
S @)uollgn < Clluollns, (4.21)

para todo ¢ € (0,77).
Da mesma forma, os itens (zii), (1) e (2) nos permitem usar o Lema para j = 1,
q = g» € p como nas condicdes deste teorema. Entdo, também temos que

AT Tgg,))

el g_(TPi
IVS(t)uollgx < CtT7272 7 luollwe,

AT

para algum C' > 0 e todo ¢t € (0,7*). De modo anélogo ao caso anterior, substituimos (i)
e obtemos que

VS (t)ugllgyn < Clluollns, (4.22)

para todo t € (0,7™). Aplicando sup nas estimativas (4.21) e (4.22)), e somando em
te(0,7)
seguida, obtemos que existe C' > 0 de modo que

1S )uollxn < Clluollne, -

Tomando no Lema , Y = oW X = X" T :Y — X o operador definido
como Tug = S(-)ug, B : X7 x X" — X" o operador bilinear estabelecido em e
d=¢/Q2|T
para cada ug € N, ,, que satisfaca ||uo||n, =<, existe uma Gnica solucdo branda para o

problema (4.1), u € X", satisfazendo ||u||x» < . Além disso o Lema nos garante que

), em que € > 0 é escolhido de modo que 0 < ¢ < 1/(2K), concluimos que

a funcao que leva cada dado inicial em sua respectiva solucdo é Lipschitz continua. O

Considere agora o espaco de Banach

X7 :={u: t"u € BC((0,T*); My,.»), t'Vu € BO((0,T*); Mg},

se a solucdo for global, ou seja T* = oo, temos ainda o seguinte resultado de estabilidade

assintdtica.

Teorema 4.3.2. Sejam u, U duas solucbes brandas globais para o Problema dadas pelo

Teorema com condigdes iniciais ug e Uy, respectivamente. Supondo u, u € X, entdo

c’

lim (¢*S(t)(uo — @) lgs.x + "I VS (t) (0 — o) | gor) = 0 (4.23)

t——+00

se, e somente se,

lim (¢ |u(t) = w(®) ]l + IV ((t) = a(t))llg0) = 0. (4.24)

t——+o00
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Demonstracdo. Sejam u e u solucbes dadas pelo Teorema [4.3.2] com condicGes iniciais ug e

Uy, isto é,
u(t) = S(t)ug + /Ot St — s)P(u- Vu)(s)ds (4.25)
e
a(t) = S(t) + /0 S(t — )P(u - Va)(s)ds. (4.26)
Subtraindo (4.26]) de ([4.25]) temos
w(t) — () = S(t) (o —Tig) + / Plu- V) (s)ds — [ ' S(t—s)P(@- Va)(s)ds. (4.27)

Aplicando t*|| - ||4,,» acima obtemos

t*Jut) = w(®)llgn < t1S(E) (w0 — Uo)llgun + t°1B(u, u)(t) — Bu, u)(t)[lgn-  (4.28)

Supondo inicialmente (4.23)), é claro que, ao aplicar o limite com ¢ tendendo ao infinito em
(4.28)) o primeiro termo da soma, que fica do lado direito da desigualdade, é anulado. Vamos

nos dedicar entdo ao segundo termo; note que

t1B(u, u)(t) = Bu,u)()]lgn = t*[|B(u, u)(t) — Blu,u)(t)
+B(u,w)(t) — B, w)(t)||q, A

IN

1B, = @) (Ol + 171 B(1 — 7, ) ()]
t
ct? t—s)"
/ (=)
ot [(t—s) (0 =) - T)(3)] g2
t Ta2, A
Ot [ (¢ = 5) 7T sup 7 fu(s) | 4 IV (uls) = ()l m s
0 s>0

Tgo,A

t T
+C’ta/ (t—s) T2
0

e [(1-2) (2) " UV Cals) = ()i

R / t (1 =TI () ) — a6 s

/ (1— =% e T (e )
/ "+ ()" u(€t) — W€D 208

‘H’(é*t) 9 ule) — T(E0))ll g nd6

o b(et) u(€t) — WL e,

IN

IN

$7 705 u(s) = () o 2 S0 o7 [ V(3) a0
S

5\ —a—b

IN

Ct®||uf| xnt "1

+Ct“||ﬂ||xnt =

= CHuHXntQ

+C |l xn

ce [(a-gr
1

+05/0 (1— &)

IN

(4.29)
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onde na dltima desigualdade usou-se que 2 — 7 — T”TA —b=0equewu, ue€ B..Seja {t,}nen
uma sequéncia real tal que

t, — +00, n — +o0.

Por continuidade, para cada n € N a fun¢do f,, : (0,1) — R definida como

qu

B0 () |V (w(Etn) — TE) lgons

fal) = (1 =€

é mensuravel em (0, 1) munido com a medida de Borel. Além disso para cada n € N a funcdo

fn € ndo negativa e

Tag,\

fal€) < g(€) :==2(1 = &) —2 ¢t

para todo & € (0,1), onde g : (0,1) — R é integravel, por se tratar do integrando da funcdo
beta, que pode ser aplicada devido as condicdes (ii) e (iv). Com essas informacdes, utilizando
conceitos de teoria da medida obtemos que

1

limsup [ (1—&)~7

n—00 0

Tq2

B2 6 ()P Y (w(Etn) — T(EL)) | gy ndE

f_a_b liglﬁsolip(ﬁtn)bHV(u(ﬁtn) —u(&tn)) ||q2,>\d§-

Tag,\

< /01(1 — &)

De modo anélogo também temos que

1 Tag
limsup [ (1—&)77

msup J, B0 (€t (€t ) — T(ER) g S

1 Tq9,A
< [ (1= 7 et sup(€t) ) — 68

Combinando (|4.28)) com ({4.29)) e aplicando lim sup em seguida, das desigualdades obtidas

t—00
acima temos que
A1 S 016(141 + AQ), (430)
onde
Ay = limsup t°[Ju(t) — u(t)[g,
t—+00
e

Ay = limsup 2|V (u(t) — a(t)) |l gpx;

t——+o0
observe que A; < oo e Ay < o0, visto que u,u € B.. Por outro lado, tomando °||V - [ Mgy
em ({4.27)) obtemos
IV (u(t) = a(t) s < IVS(H)(uo — o)|lgan
q2 ” (4.31)

+1°|V (B(u, u)(t) — B(@, 0)(t))]|gx-
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Desenvolvendo o segundo termo da soma acima temos
IV (B(u, u)(t) = B@ @) ()l = *IV(Blu,u)(t) - Blu,a)(t)

+V(B(u,u)(t) = B(@, w)(t))]]g2.1

S

< VB, — 1))l gyr + IVB(w =, 7)) 4y
3 1 Tq1,
< O [t =) B V= 0)(5) g s
t 1 Ta1,)
O [t = sy B (= ) - V) (3) g ad
t 1 Tqq1,
< O (=) 0 sup () a5 9 (u(5) — (5)) s rds
0 s
t 1 Tqp,A g
Ot [ (1= ) u(s) — ()] 5p o7 V() g ads
0 s>0
1_Tay, t _77"%_%77)\ —a—b
< Offull i [ (122 (5) UV Culs) =) s
0 t o\t ’
1 qu,)\ t S _77+%_ q%,/\ S —a—b
B / (1_t> <t> s7|u(s) — ()|l 1S
0
3 Ta A, 1 _pal Tanx _
= Cllullxntd™ ¥ [ (1 - 7 |V (u(et) — T(ED) srde
3_p_Tah 1 gl Tanx a _
Ol atd 5 [ (1 - g et e u(er) — a(€n) e,
1 1T A _
< Oe [ (1= gy PV (ulet) — ) e

a1

+Cg/01<1 B 5)—774-%_ 2’*€_a_b(§t)a”u(§t) _ﬂ(§t>||q1,)\d§,
3 _ T

onde para a (ltima desigualdade usou-se que 5 — 7 :

a=0equeu, ue B.. Aplicando

lim sup em (4.31]) e usando o mesmo argumento anterior, obtemos também que
t—+o00

A2 S 028(141 + Ag) (432)

Por construcao C'; e C5 sao as constantes que satisfazem ' + C5; = K na demonstracdo do

Teorema [4.31]
Somando ((4.30]) e (4.32)) obtemos que

0 < (A1 + Ay) < (C1 4 Cr)e(Ar + Ay)

ou seja

onde a primeira desigualdade ocorre porque 1 — Ke > 0; ja que do Lema e<1/(2K) <
1/K. Entdo ({4.33]) implica que A; + A3 =0, e como A; > 0 e Ay > 0 s6 podemos ter que
A; = Ay = 0. Note que, como as funcoes dentro de A; e As sdo ndo negativas esses termos

ainda se anulam se trocarmos lim sup por lim .
t—+o0 t=+o0
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Reciprocamente, supomos agora que A; = Ay = 0, isolando o termo S(t)(up — Tp) em

obtemos
S(t)(uo—Tp) = (u(t)—u(t))—/otS(t—s)P(qu)(s)ds—i—/OtS(t—s)IP’(u'Vu)(s)ds. (4.34)
Aplicando || - ||4,.n em obtemos
1S () (uo — To)llgyr < t*|ult) —w(t)llgn + t1B(@, w)(t) — Bu, w)(t)llg, A
< tf|ult) = (@) llgn + 1B (w, w =) (#)]|g, A
) B(u =, w)(8) [l gy -

Procedendo de forma anéloga ao primeiro caso obtemos

115 (@) (uo = o) llgr x < 1*[[u(t) = w(®)llgr x

Tao

FCillulln [ (1= €7 6V — 1) (€|

—_ ! — +17Tq2’>\ —a—b a —
+01!IU\\xn/0 (1 =& (6t) || (w — ) (&8)]] g AdE-
Aplicando lim sup acima chegamos que

t——+o0

lim sup t*(|S(t) (uo — o) ||l n < A1 + Cre(Ar + Az) = 0.

t——4o00

De modo anédlogo obtemos também que

lim sup t°||V.S(¢) (uo — To)||ger < Az + Coe(A; + Ay) = 0.

t—+00

]

Corolério 4.3.3. Sejam uy € N\, e p € C5°. Nas condicGes do Teorema a solucdo u

referente a condicdo inicial perturbada ty = uy + € atraida para a solucdo u com condicao

inicial uy no sentido de (4.24).

Demonstracdo. Pelo Teorema é suficiente provar que

lim_ )15l = 0= lim PIVS(E)elgr (4.35)

t——+o0

Escolhendo 1 <[ < ¢ tal que

5
—2n+ =< TiA o TaA

1.
2 2 2+
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temos pelo Lema [4.2.3] para |j| = 0, que

Taq

_py3_Tar
tS@Bellgr = T2 TE[SOellgi

TILN
S S 1P

Aplicando tLler acima obtemos a primeira igualdade em (|4.35]). Agora vamos escolher 1 <

r < ¢ tal que
5 Tr )\ Tao. )\ 1
_2 7<7’<& —.
Tty 2 T3

Utilizando novamente o Lema [4.2.3| para |j| = 1, temos que

Tqo

A
2 [IVS@)¢llgan

Tro

AL I [P

VS pllgn = 777

Aplicando lim acima obtemos a segunda igualdade de (|4.35)).

t——+o00
O
4.4 APLICACOES
A seguir temos dois exemplos em que p < co e kK > 0.
Exemplo 4.4.1. Considerando as equagdes, ja projetadas,
du t N
—+u~Vu—/ Au(t — s,z)dh(s) =0 em RY x (0, 00),
dt 0 (4.36)

u(0) = ug em RY.

onde h(s) = eo(s) + e*, temos que (1 x dh)(t) = e~*, que é uma funcdo completamente
positiva. Pela Tabela |1l a funcdo creep associada é dada por k(t) = 1+t e a funcdo de
propagacdo é w(t;T7) = e Teo(t —7),t >0, 7 > 0.

Pelo Corolario e o Exemplo temos que
t
S(t) = G(t)e " + / G(r)edr,
0

logo, comparando com a estrutura de subordinacdo dada pelo Teorema temos que
v(t;7) =e 7, paratodot >0 et € (0,t). Tendo em vista a solucdo local vamos utilizar que

parat € (0,1)
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sempre que T € (0,t). A desigualdade acima ocorre porque tet(1=t) < te1=1) < 1, para todo

t € (0,1). Entdo para todo T > 0 existe Cr > 0 de modo que
e " < Cre ittt €(0,T), 7€ (0,t).

Tomando entdo n = 1, o item (2) do Teorema é satisfeito. Além disso, perceba que
tomando 1 < q1,q0 < 00, 0 < A< N el <p<min{q,q} tais que 7, » < 1, T4\ < 2,
Tor < 1 e 7y n + 7gn > 1 as demais suposicbes sdo satisfeitas. Portanto, conseguimos
garantir existéncia e unicidade de solucbes brandas para o Problema nas condicées do

Teoremal4.31.

Exemplo 4.4.2. Para o caso Newtoniano

t
Cci;tL +u~Vu—/ Au(t — s,x)dh(s) = 0 em RY x (0,00),
0

u(0) = ug em RY,
onde h(s) = ey(s), temos que (1+dh)(t) = 1, que é uma funcdo completamente positiva. Do
Exemplo vimos que a funcdo de propagacio para esse caso é w(t;T) = et — T), entdo
do Corolario e da Proposicdo|2.2.

S(t) = — /0°° G(r)d(eo(t — 7)) = G(t), t > 0.

Logov(t;T) =0, paratodot >0 et € (0,t), e a Condicdo serd satisfeita para qualquer
valor de n, em particular podemos tomar 1 como no exemplo anterior garantindo assim o

mesmo resultado de existéncia e unicidade, agora para T* = oo (solucdo global).
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