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RESUMO

Os sistemas de radar de abertura sintética(Synthetic Aperture Radar - SAR) tém
sido uma ferramenta bastante eficiente na resolucdo de problemas de sensoriamento re-
moto. Tais sistemas apresentam diversas vantagens; tais como, eles podem operar inde-
pendentemente das condi¢oes atmosféricas e produzir imagens com alta resolucao espacial.
Entretanto, as imagens SAR sdo contaminadas por um tipo de interferéncia denominada
ruido speckle, dificultando assim a analise e o processamento delas. Assim, a proposta de
técnicas estatisticas que considere o ruido speckle se torna uma importante etapa para
usudrios do sistema SAR, em particular, modelos de regressao. Vasconcelos| (2018)) propos
o modelo de regressao GOI (RGOI), indicando que ele tem uma grande importancia na
interpretacio de imagens de intensidade SAR. E sabido da Teoria Assint6tica de primeira
ordem que o viés do estimador de méxima verossimilhanca é de ordem O(n™'), podendo
ser significativo para tamanhos de amostra pequenos ou moderados. Nesta dissertacao,
objetiva-se propor um estimador melhorado para os parametros de (RGOI) a partir da
derivacao do viés de segunda ordem proposto por Cox-Snell. Esta proposta encontra jus-
tificagdo uma vez que o processamento de imagens SAR é requerido o uso de janelas
pequenas e moderadas, como no estudo de atributos na vizinhanca de pixels para clas-
sificacao e filtragem. Assim, a proposta de métodos de Teoria Assintética de segunda
ordem ou ordem superior se torna necessaria. Nesta dissertacao, apresentam-se os pri-
meiros avancos nesta direcdo considerando o suposto da regressao GOI. Primeiramente,
varias expressoes em forma fechada para cumulantes de terceira ordem para RGOI sao
apresentadas. Subsequentemente, propoe-se uma expressao em forma fechada para viés
de segunda ordem segundo a expressao de Cox-Snell. A fim de quantificar o desempenho
da estimacao melhorada, sua performance é quantificada comparativamente aquela das
estimativas de maxima verossimilhanca original. Finalmente uma aplicacao a dados re-
ais é realizada. Em todos os resultados numéricos, é possivel observar a importancia da

proposta desta dissertacao.

Palavras-chave: distribuicao GOI; regressao GOI; correcao de viés; imagem SAR; proces-

samento em janelas pequenas.



ABSTRACT

Synthetic Aperture Radar (SAR) systems have been a very efficient tool in solving
sensing problems remote. Such systems have several advantages; such as, they can operate
independently atmospheric conditions and produce images with high spatial resolution.
However, SAR images are contaminated by a type of interference called speckle noise, thus
making their analysis and processing difficult. Thus, the proposal to statistical techniques
that consider speckle noise becomes an important step to users of the SAR system, in par-
ticular regression models. [Vasconcelos| (2018) proposed the GOI regression model (RGOI),
indicating that it has a great importance in the interpretation of SAR intensity images.
It is known from the First Order Asymptotic Theory that the bias of the maximum like-
lihood estimator is of order O(n™'), which can be significant for small and moderate
sample sizes. In this dissertation, the objective is propose an improved estimator for the
parameters of (RGOI) from the derivation of the second-order bias proposed by Cox-Snell.
This proposal is justified by a since the processing of SAR images is required to use small
and moderate windows, as in the study of attributes in the neighborhood of pixels for
classification and filtering. Thus, the proposal of second-order or higher-order Asymptotic
Theory methods becomes necessary. This dissertation presents the first advances in this
direction. Considering the assumption of the GOI regression. First, several expressions in
closed form for third-order cumulants for RGOI are presented. Subsequently, we propose a
closed-form expression for second-order bias according to the expression by Cox-Snell. In
order to quantify the performance of the improved estimation, its performance is quanti-
fied compared to that of maximum likelihood estimates original. Finally, an application
to real data is performed. in all numerical results, it is possible to observe the importance

of the proposal of this dissertation.

Keywords: GOI distribution; GOI regression; bias correction; image SAR; processing in

small windows.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

O sensoriamento remoto é um conjunto de técnicas cujo objetivo é coletar, pro-
cessar e analisar informagoes de um meio fisico, a partir da interacdo de um alvo com
radiagoes eletromagnéticas (JENSEN] 2009)). Sua utilizagao é de fundamental importéncia
no contexto das sociedades atuais, por meio de tais técnicas é possivel evidenciar dados
geograficos e/ou historicos pertencentes aos espagos naturais e sociais, por exemplo, ava-
liacdo de impactos ambientais (SOUZA et al., 2021)).

Dentre as técnicas de sensoriamento remoto, podemos citar os sistemas opticos e
o sistema de radar de abertura sintética (Syntethic Aperture Radar — SAR). Os sistemas
Opticos, fornecem informagoes sobre a superficie terrestre de forma que as imagens de-
pendam das condigoes atmosféricas existentes (CHAVES et al., 2003). Por outro lado,
os sistemas de radar de abertura sintética (Syntethic Aperture Radar — SAR) tém como
principal vantagem a capacidade de atuar independentemente da luminosidade e das con-
di¢des climaticas, fornecendo imagens com alta resolugao espacial. E, por esse motivo, o
sistema SAR tém sido bastante utilizado no geo sensoriamento de regides geograficas, prin-
cipalmente aquelas de grandes dimensoes continentais (LEE; POTTIER, [2017). Entre as
diversas dreas de atuacao do sistema SAR, podemos citar: monitoramento ambiental (FAN
et al., 2015)), mapeamento de superficies terrestres (LING et al) 2021), planejamento ur-
bano (ZHAI et all 2016), e no reconhecimento de atividades agricolas (SRIVASTAVA
et al) 2011). Recentemente, |[Krestenitis et al| (2019) descrevem uma abordagem para
imagens SAR por meio de redes neurais aplicados a identificacdo de poluicao por derra-
mamento de 6leo. Tariq et al. (2021)) obtiveram pela primeira vez imagens dos satélites

Sentinel — 2 para avaliar areas queimadas em incéndios florestais.

Em contraste com a eficiéncia do sistema SAR em lidar com problemas reais de
sensoriamento remoto, a formagao de imagens SAR utiliza iluminacdo coerente E], como
consequéncia, as imagens sao corrompidas por um ruido, chamado ruido speckle (LEE;
POTTIER, 2017). Esse fato dificulta consideravelmente a modelagem, a interpretacao e
o processamento das imagens resultantes. Assim, o estudo de modelos probabilisticos e o
desenvolvimento de métodos inferenciais adequados se tornam fundamentais no processa-
mento de dados de imagens SAR (NASCIMENTO et al., [2009). Na literatura encontramos
algumas distribuicoes de probabilidade que lidam com o ruido speckle como, por exemplo,
as distribui¢oes Wishart(LEE et al, 1994)) e Gama (FRERY et al., |1997).

1

Em decorréncia da caracteristica coerente do sensor, a amplitude e a fase do sinal recebido (repre-
sentado por um ntmero complexo), sdo resultantes de uma soma vetorial (coerente) dos diversos

elementos do alvo (FREITAS et al., 2005).
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Dados chamados de polarimétricos single-lookﬂ sao obtidos pela emissao e recep-
¢ao de pulsos polarizados nos sentidos horizontal e vertical (“H” e “V”, respectivamente),
resultando em um vetor complexo, diga-se (Ryg, Ryv, Rvu, Ryy) € C*, para cada en-
trada da imagem. Na pratica, e considerando as condi¢ées do teorema de reciprocidade
(ULABY; ELACHI, |1990), verifica-se que Ryy = Rypy. Dado um elemento associado ao
k-ésimo canal k € (HH, HV,V'V), tal elemento é definido por Ry = |Ry|exp {jor}, para
¢r € (0,27 a fase de Ry. Nessa dissertacdo, consideramos um modelo condicional para

intensidades Ry, em que, I, = Rj>.

Em estudos recentes, Gao| (2010]) prop6s uma pesquisa que descreve quatro aborda-
gens para a modelagem de intensidades, destacando-se uma classificada como modelagem
multiplicativa. Segundo essa abordagem, o retorno SAR é o produto de duas variaveis
aleatorias: uma descreve o efeito do ruido speckle e a outra o comportamento de re-
levo. Varios trabalhos na literatura de dados SAR indicaram a distribuicao I' como uma
suposigao estocédstica para dados singlelook e multilook pouco texturados (GIERULL;
SIKANETA, 2002). Contudo, em aplicagoes a dados reais de intensidade, o modelo GY
proposto por Frery et al.| (1997) tem se mostrado bastante significativo. Esse modelo se
destaca por caracterizar areas com diferentes graus de textura (de leve a fortemente tex-
turados). A distribuigao G? ¢ muito utilizada para descrever cenarios urbanos (CHAN et
al., 2016|) e, muitas aplicagbes mostraram seu excelente desempenho no ajuste desse tipo
de dado. Alguns resultados o propoem como um modelo universal para dados do tipo
speckle (MEJAIL et al., 2001]).

A distribuigdo GY é indexada por trés parametros, que indicam rugosidade (),
brilho () e o niimero de looks (L£). O tltimo pardmetro representa uma quantidade, que
esté relacionada ao sinal do ruido em imagens SAR (valores altos de £ indicam imagens
mais suaves). Vérios trabalhos tém sido propostos no sentido de colaborar quanto a in-
feréncia pontual na distribuigdo GY: baseada em méxima verossimilhanca (MV) (FRERY
et al} 2004), método dos momentos (FRERY et al., 2000) e, métodos robustos (FRERY
et al.l [2004);(FRERY et all, |1997); (BUSTOS et al., 2002);(ALLENDE et al., |2006). O
método mais utilizado em aplicagdes envolvendo o SAR é o método MV, devido suas

propriedades assintéticas, como centralidade e normalidade em grandes amostras.

Recentemente, alguns trabalhos tém sido enderecados no sentido de aplicar mode-
los de regressao ao processamento de imagens SAR. Nesse contexto, [Vasconcelos| (2018]),
introduziu o modelo RG? aplicado a dados de imagens SAR. Palm et al| (2019) propu-
seram uma regressao que estima a média dos sinais SAR por uma distribuicao Rayleigh.
E Nascimento et al. (2022), apresenta um modelo de regressao K-Bessel (KBR), na qual

uma fungao da resposta de intensidade média é explicada por outras caracteristicas (ou

2 O processamento de um look simples resulta em uma tnica visualizacdo em cada dimensdo usando

toda a largura de banda de sinal disponive.
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covariaveis) determinadas em paralelo para predizer o relevo em imagens de intensidades

SAR.

Por mais que o estimador de maxima verossimilhanca (EMV), seja frequentemente
tendencioso para amostras finitas (tendo viés O(n™ 1) EI, em que n ¢ o tamanho amostral
(CORDEIRO; MCCULLAGH, [1991)), tal viés ndo é considerado em situagdes praticas,
pois seu valor é desprezivel em relacido ao erro padrio, que tem O(n~"/ 2). Contudo, tais
vieses podem ser substanciais em situacoes em que sao utilizados tamanhos de amostra
pequenos ou moderados, por exemplo, ha areas no processamento de imagens SAR que
demandam a utilizagdo de janelas de tamanhos pequenos. Assim, a proposta de expressoes

analiticas para o viés do EMV sao de suma importancia.

Cox e Snell (1968) propuseram uma férmula geral para o viés de segunda ordem
do EMV. Desde entao, varios trabalhos empregaram esta férmula como um meio de ob-
ter estimadores melhorados para parametros de varias distribuigoes. Vasconcellos e Silva
(2005) aplicaram-na & distribuigdo G° univariada, sendo frequentemente usada para mo-
delar imagens SAR. Nesta dissertacao, propoem-se versoes de estimadores melhorados

para os parametros da distribui¢io G? segundo a abordagem de Cox-Snell.

Em particular, a derivacao de expressoes que possibilitem reduzir o viés se torna
importante para a obtencao de estimadores mais precisos. Desta forma, apresentamos
expressoes de cumulantes de terceira ordem de forma fechada para o calculo do viés de

segunda ordem em expressao matricial a partir da expressao de |Cox e Snell (1968).

1.2 Contribuicoes desta dissertacao

1% Contribuicao

Propor uma nova abordagem para derivar a inversa da matriz de informacao de
Fisher a fim de diminuir a complexidade e, consequentemente, reduzir o tempo de proces-
samento de calculos matriciais. O método entao abordado é uma técnica de subdivisao de
matrizes €, geralmente, utilizada a fim de isolar ou separar uma matriz de grande porte
em blocos menores, no qual torna as manipulacoes algébricas e inversoes mais simples.
Além da subdivisao, utilizamos o determinante de Schur e a diagonalizacao de Aitken

para o calculo da inversao de uma matriz particionada em blocos (ZHANG] 2006).

‘ 2% Contribuicao ‘

3 O(e) (“de ordem no méximo igual a”) sdo usados para comparar as ordens de magnitude de sequéncias

de constantes, detalhes verem (CORDEIRO; VASCONCELLOS] [1999)
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Propor versoes de estimadores melhorados de maxima verossimilhanca do modelo

de regressao GY por meio da derivagdo matricial dos vieses de segunda ordem proposto

por (COX; SNELL, 1968)).

1.3 Plataforma computacional

Linguagem de programacao

A linguagem de programacao utilizada em nosso estudo para a producao de graficos
e estudo de simulagao, foi a linguagem de programagao R (CHAMBERS) 2008). O texto
foi escrito no LATEX [[] e suas referéncias foram feitas com o BibteX. Em particular,

algumas funcgoes foram criadas com as seguintes finalidades:

» Estimacao dos parametros;
o Correcao de viés por meio da expressao de Cox-Snell;

» Realizacao de simulagoes e experimentos reais.

1.4 Sensor AIRSAR(Airborne Syntethic Aperture Radar - AIRSAR)

O radar de abertura sintética aerotransportado (AIRSAR) foi projetado e cons-
truido pelo laboratério de propulsao a jato (Jet Propulsion Laboratory-NASA-JPL) em
1980 e sua primeira versao foi acoplada a aeronave CV-990. Entretanto, devido a um
grave acidente em julho de 1985, a versao inicial do sistema foi completamente destruida.
Apos o ocorrido, uma nova versao conhecida por AIRSAR, foi desenvolvida pelo JPL,
cuja imagem ¢ exibida na Figura Eﬂ e a Figura |2 representa a geometria de uma imagem
por um sistema aerotransportado. A nova versao operou em modo polarimétrico sob as
bandas P — (0,45GHz), L — (1,26GHz) e C' — (5,31GH z), simultaneamente. O sensor
AIRSAR serve como um banco de teste de tecnologia de radar da NASA para varias
técnicas avancadas de SAR. O AIRSAR voou pela primeira vez em 1987 e continuou a
realizar pelo menos uma campanha de voo a cada ano, seja nos Estados Unidos ou em
missoes internacionais (LEE; POTTIER) 2017).

1.5 Dados utilizados

Como base de dados, utilizamos uma imagem da Baia de Sao Francisco (EUA)
capturada pelo sensor AIRSAR na banda L e adotando o ntimero de looks 4. Esta ima-

gem PolSAR ¢ utilizada em diversos estudos, devido apresentar trés regides notadamente
4

Para mais informagoes e detalhes sobre o sistema de tipografia LATEX, visite
<http://www.tex.ac.uk/CTAN /latex>.

° Disponivel em:<https://airsar.jpl.nasa.gov/>, Acesso em: 24 de nov. 2022.
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Figura 1 — Sistema AIRSAR

Fonte: Projeto AIRSAR. El

Figura 2 — Geometria SAR

adar

fi — angulo de incidéncia
Azimute — direcao de deslocamento da plataforma
Ground range — diregdo de alcance

Fonte: CCRS (2022)

explicitas: oceano, floresta e areas urbanas. A seguir, a Figura EI apresenta a imagem
com coloracao conforme a representagao de Pauhﬂ, assim como um mapa especificando as

regioes.

6 Disponivel em: <https://earth.esa.int/web/polsarpro/data-sources/sample-datasets>, Acesso em: 03

de jan.2023

A representacdo de Pauli é reconhecia por delinear a imagem sobre as combinagbes HH4+-VV, HH-VV,
HV as relacionando as cores azul, vermelho e verde. O que possibilita acrescentar coloragdo a uma
imagem PolSAR permitindo destacar algumas de suas caracteristicas importantes.
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Figura 3 — Bafa de Sdo Francisco (EUA)

(b) Mapa de Sdo Francisco.

Golden -

(a) Imagem AIRSAR de Sao Francisco

a}i'ﬂ‘n A3

A
$-

s ™y,

Fonte: esa (2023

1.6 Organizacao da dissertacao

O restante desta dissertacao estd organizado da seguinte forma:

« O Capitulo 2 faz uma abordagem sobre o modelo. Inicialmente, a distribuicio GY e

algumas propriedades. Em seguida, apresenta o modelo de regressao proposto por

\Vasconcelos| (2018), inferéncia de maxima verossimilhanga, a derivagao da matriz de

informacao de Fisher e sua inversa.

o O Capitulo 3 discorre sobre a correcao de viés, faz-se uma revisao literaria expondo

os trabalhos mais relevantes a respeito do tema. Uma breve discussao sobre a corre-

¢ao proposta por (COX; SNELL| 1968). E por fim a formulagdo de uma expressao

matricial para os vieses de segunda ordem dos EMVs do modelo de regressao GY e

um novo estimador de MV para o modelo.

o O Capitulo 4 aborda uma discussao numérica sobre os resultados apresentados com
a proposta da corre¢ao de viés. Inicialmente, a proposta citada é submetida a dados
sintéticos via simulacao Monte Carlo. Em seguida, experimentos com dados reais de

intensidade SAR sao realizados.
« Capitulo 5 apresenta as consideracoes finais e perspectivas futuras.

o Finalmente, é apresentado os apéndices com as expressoes matematicas e resultados

do estudo de simulagao, respectivamente.



20

2 REGRESSAOQ ¢!

As imagens SAR sao originadas por pulsos polarizados (nas diregdes horizontais,
“H”, e verticais, “V”) enviados a uma superficie geografica e ecos sdo retornados e registra-
dos (LEE; POTTIER) 2017). Cada imagem é produzida de modo que cada pixel é repre-
sentado por um nimero complexo, denominado canal de polarizacao. Este canal pode as-
sumir um dentre os quatro estados: (i) horizontal-horizontal (HH), (ii) horizontal-vertical
(HV), (iii) vertical- horizontal (VH) e (iv) vertical-vertical (VV). Segundo Almeida-Junior
e Nascimento| (2021)), um canal de polarizacao associado a entrada (m,n) de uma imagem
SAR multilook é definido como

L N(m,n)

R(m,n) = ; Z Le(m,n)exp {jork(m,n)}, (2.1)

em que £ é o numero de looks, N(m,n) é o numero de scatters em cada célula de resolugao,
j = v/—1 é a unidade imagindria e A;x(m,n) e ¢ (m,n) representam a amplitude e a

fase no k-ésimo scatter e no [-ésimo look para a célula (m,n), respectivamente. Além

disso, A(m,n) \/R (m,n)* ,n) e I(m,n) = A(m,n)? representam a amplitude e

*

a intensidade de R(m,n), respectlvamente, e (\)* é o conjugado do nimero complexo.
Devido a formacao fisica das imagens, o interesse do detalhamento de imagens SAR sob

uma perspectiva multilook tem crescido bastante nos ultimos anos.

Obtidas a partir de uma iluminacao coerente de ecos retornados, imagens SAR
sdo fortemente contaminadas por um ruido speckle (NASCIMENTO et al., [2009). Este
ruido fornece imagens com aspecto granuloso, impondo desvios das propriedades classicas
de aditividade e distribuicao gaussiana. Portanto, dificulta tanto a interpretacao como a
modelagem e analise no processamento dessas imagens. Nesse sentido, a modelagem mul-
tiplicativa (MM) é a mais utilizada na literatura para descrever dados tipicos de imagens
com aspecto granuloso, devido essa modelagem apresentar uma estrutura descritiva pro-
xima a formagdo fisica da imagem (OLIVER; QUEGAN]| [2004). Nesta se¢ao, assumimos
a distribuicio G? como modelo para descrever intensidades I(e, ®) sobre uma abordagem

de regressao.
2.1 Distribuicdo G?
Seja 0 modelo Z = I(m,n) de intensidades SAR seguindo uma abordagem MM,

digamos Z € R, . Entao, a variavel aleatéria Z é definida como o produto de duas variaveis

aleatorias positivas e independentes, tais que uma descreve o retroespalhamento do terreno
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e fornece informagoes sobre a area mapeada (como relevo e umidade), digamos X, a outra

representa o ruido speckle, digamos Y. Assumindo
Z =X XY,

em que X ~ I'Y(a,7) e Y ~ T'(L,L). Frery et al. (1997) propuseram a distribuicao G?
com fungao densidade de probabilidade (fdp) dada por

LT (L — )

L—1 a—L
ST —a)T(C) 25 v+ L2, (2.2)

fZ(Z;a77a‘C) =

com —a > 0,7 = p(—a —1) > 0 e L > 0, representando o ruido, brilho e o nimero
de looks, respectivamente. Neste caso, Z ~ G%(a, v, L). A seguir, algumas propriedades

importantes

Frery et al| (1997) propuseram o n-ésimo momento ordinério da distribui¢io GY

no Lema que segue.

Lema 2.1.1. Seja Z ~ G¥(a, v, L). O k-ésimo momento ndo central de Z é dado por

IMZ@::<2>RBU2;E;:;—kX

para o < —k; caso contrdrio, é infinito. Na expressio acima, B(a,b) = [} 2% ' (1—z)* 'dx

¢ a funcao beta.

Consequentemente, do Lema decorrem-se as seguintes quantidades:

B=E(Z) = —1 . wu@:uﬂ(

(—a—1) a+1>£+1_q’

a+2 L

para a < —2.|Vasconcelos (2018) derivou o momento inverso e caracterizou a distribuigao

GY como familia escala, como se segue nos Lemas subsequentes.

Lema 2.1.2. Seja Z ~ G%(a,v, L). Entdo, o k-ésimo momento inverso de T = (y+ LZ)

¢ dado -
1 ] —a+1
E(—)=— _.
<T€> 7k££<_a+c+4)

Lema 2.1.3. A distribuicio G? é uma familia escala.
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Figura 4 — Densidades da G?

(a) i =1, variando a e L. (b) a = —b, variando L e p.
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Fonte: Autor(2023).

2.2 Modelo de regressio GY

Em diversas situacoes, faz-se necessario analisar o impacto de um conjunto de
variaveis sobre média de outra. Uma forma de quantificar tal relagao é através de modelos
de regressao. No contexto de imagens SAR polarimétricas, cada pixel é associado a no
minimo trés retornos dos canais de polarizagdo e seus atributos associados (tal como
a intensidade) podem ser modelados e preditos. Parte da literatura, faz a modelagem
marginal de um canal sem considerar o efeito dos demais. Em contraste, Vasconcelos
(2018)) apresentou evidéncias de que a abordagem preditiva por regressao ¢ mais razoavel
para analisar a dependéncia linear apresentada nos canais de polarizagao extraidos de

imagens SAR (como intensidades).

Seja Z, uma variavel aleatéria tal que
7y, = exp(z,, B) ek, kE=1,...,n. (2.3)

em que B = (Bo, B1,---,B,)" éo vetor de coeficientes de regressao, @y = (1, Tp1, .- ., Trp)
o vetor p < n de varidveis explicativas (conhecidas) e e, ~ G%(a, —(a + 1), £). Do Lema,
213} temos [Zi|zk] ~ GP(a, . £), com v = p(—a = 1), e = g7 (k) e e = B,
e g(e) é uma funcao de ligagdo de valor positivo. Existem varias fungoes de ligagdo na
literatura (YOUNG et al., 1987), (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004), (MCCULLAGH;
NELDER |1989), (ATKINSON; [1986), por questoes de tratabilidade analitica e interpre-

tativa, consideraremos

g(x) = log(x).

Assim, assumiremos que n intensidades SAR de um determinado canal sao des-

critas pelas varidveis aleatérias 7y, ..., 7, tal que Z, ~ G¥(a, v, L), tem média py, =
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exp(x] B) e o vetor x;, de caracteristicas associadas a Zj,.

2.2.1 Inferéncia baseada em verossimilhanca para o modelo GY

Considere uma amostra aleatéria (Z|x1), ..., (Z,|x,) de tamanho n tal que Z; ~
G, vk, L£). Das expressoes (2.2)) e (2.3)), o logaritmo da fungao de verossimilhanca (fungao
de log-verossimilhanca) em 6 = (8", o, £)" é dada por

= i 0x(9), (2.4)

em que

le(0) = Llog(L) +logI'(L — ) — alog(ug) — alog(—a — 1) — logI'(—a)
—log I'(£) + (£ — 1) log(zx) + (o — £) log(t),

ty = Yk + Lz tal que 2 é uma saida de Z.

2.2.2  Funcoes escore

A funcao escore obtida da diferenciacdo da log-verossimilhanca com relacao aos

parametros ¢ dada por

alo) au(v) az@)T

U0) = (U5 0" = (50 50 O

determinado por:

Usg =aX "E(T* — p"), (2.5)

Uy =nU(a, L) + Z log <M > - L) zn: (';Z) : (2.6)

Ur=nU(a, L) + Z log< ) - L) zn: (i:) , (2.7)

Sendo X uma matriz n X p cuja k-ésima linha é =), ¢'(z) = dg(z)/dx, c; = (L —

a)(—a = 1), E = diag (Ope/0n) = diag{1/g'(p1),---,1/9' (), -, 1/g'(un)}, T* =
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(Tr, ... T, ... T com Tf = —¢i /aTy e p* = (1 gy .. 1 py -, 1/ pn) " B U(z) =
dlog'(z)/dz é a funcao digama,

Ui(a, L) = V(L —a) + V(—a) — log(—a— 1) + =t

Us(a, L) =log(L) + 1+ V(L —a) — Y(L).
Para mais detalhes ver Apéndice [A]

2.2.3 Matriz de informacao de Fisher

Para determinar a matriz de informagao de Fisher, considere inicialmente a matriz
X de dimensdo (n + 2) x (p + 2) dada por

X
X=10
0

0 0

101,

0 1

Em que X ¢é a matriz de variaveis explicativas. Por outro lado, seja M a matriz (n+2) x
(n + 2) definida como

Mpgg Mg, Mp,
M = Ma,@ Maa Maﬁ )
Mz M, M,

em que Mgg = diag{my,...,my,...,my}, Mgy, = coEp*, M., = ncs, My = ncy,

MM:Magzoe
m=a (i) )"
P\ c—a+ 1) w2 \on )

Entdo, podemos definir a matriz de informacio de Fisher para @ = (8", a, £)" como

Kps Kpa Kpr -
K@O)=| e K,. K, |=X"MX. (2.8)

o o K.

Observa-se que os parametros 8 e a nao sao ortogonais, diante do fato de 6; e 6; em
0 = (01,...,0,)" sdo ortogonais denotado por ;L 6;, se e somente se, E [0%((0)/06,0,] = 0,
para todo 7 # j. Por outro lado, temos que BLL e al L.
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Para uma amostra suficientemente grande e satisfazendo as condig¢oes de regulari-
dade usuais (BICKEL; DOKSUM, [2015), segue-se que v/7(0 — ) %) N,+1(0, K=1(6)),
no qual, 0 é o EMV de 0, ﬁ representa a convergéncia em distribuicao quando n é
suficientemente grande, e N,(p, ) indica a distribui¢do normal multivariada com média

@ e matriz de covariancia 3.

2.2.4 Inversa da matriz de informacao de Fisher

Nesta secao apresentamos uma contribuicao de nosso estudo, em que simplifica o
processo para formulagdo de uma matriz inversa. Para determinar a inversa da matriz
de informacdo de Fisher K~1(6) do modelo de regressio GY consideramos um método
de subdivisao de matrizes, isto é, particionar a matriz em blocos que torna o processo
algébrico mais simples e facil de manipular, principalmente, para matrizes com ordens

grandes. Segundo Anton e Busby| (2006), podemos particionar a matriz de modo que

A B
K(0) = ,
U
em que,
X"MX cXTEp 0
A= @ “ » ,B—[()],talqueB—BTeD—nc4.

) nes

E por|Anderson e Anderson| (1958)) e Rencher e Schaalje (2008)) a matriz K () é positiva
definida e nao singular, respectivamente. Além disso, a submatriz A é também simétrica
positiva e definida (LEISERSON et al., |1994). Diante dos resultados, podemos considerar
o conceito de determinante ou complemento de Schur (SCHUR] |1918). Esse determinante
desempenha um papel muito importante na Estatistica, Andalise Numérica, Algebra Li-
near e em diversas outras areas da Matematica e suas aplicagoes (ZHANG 2006). O

complemento de Schur para a matriz K (0) é definido por

(K/A)=D-B'"A'B.

Obtemos a inversa da matriz de informacio de Fisher K~!(#) por meio do processo
de inversao de Banachiewicz e pela diagonalizacdo de Aitken, para mais detalhes ver

Banachiewicz (1937) e Zhang| (2006)). E entao, a inversa é dada por

KB8 [Ba KBL
K~ 1 ( 0) — | o Koo Kol 7
° ° K[ZE
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em que KPP = (aXTMX) ! +&971¢7, K = —¢9~!, Ko = 97!, K* = D1,

com D = ney,

c — *
¢= (X' MX) (X Ep)
€
2
9 =nes — 2(XTEp) (X"TMX) (X Ep).
a

Os célculos da matriz de informacao de Fisher estao apresentados com maiores
detalhes no Apéndice [A] Tais métodos entdo descritos, como subdivisdo de matrizes,
complemento de Schur e o método de inversao considerado sao muito utilizados, princi-
palmente na estatistica, por facilitar e de certa forma diminuir o processo para encontrar

a inversa de uma matriz de grande magnitude, tendo assim um menor custo analitico.

2.2.5 Estimativas

As EMV de «, B e L sdo obtidas com a solugao do sistema nao linear (U,, Ug, Ur) =
(0,0,0). Na pratica, as estimativas sao obtidas através da maximizagdo numérica da
funcao logaritmica por meio de um algoritmo de otimizagao nao linear; por exemplo,
o método de Newton-Raphson ou um algoritmo quase-Newton, como BFGS (Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno )(PRESS et al., |2007)).

Para utilizacao do método iterativo precisamos determinar as estimativas inici-
ais dos parametros. Para o pardmetro B as estimativas iniciais foram consideradas as
estimativas de minimos quadrados ordinarios, obtido a partir de uma regressao das res-
postas transformadas g(21), g(22), ..., g(2,), isto é, (X T X 1) X T log(z), em que log(z) =
log(z1),...,log(zk), ... ,log(zn)]T. A estimativa preliminar de « fixando o valor de L, foi

obtido igualando a fungao escore de ([2.2)) ao vetor nulo, como se segue

Ua = n[¥(~a) = W(L — a) — log(7)] + 3 log(Ti) = 0

k=1
[§ n
no

Através de U, o chute inicial de « ¢ dado por a = E&%, com S =30 1/Ty, ey é
Y

obtido da equacao nao linear
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3 CORRECAO DE VIES

3.1 Introducao

Uma revisao da literatura dos estimadores de maxima verossimilhanca de amostras
finitas ou moderadas tém sido frequentemente abordado em pesquisas estatisticas. Estes
estimadores possuem propriedades assintéticas razoaveis, tais como, consisténcia, invari-
ancia e eficiéncia assintotica. Porém, uma propriedade indesejavel é que eles sao viesados
para os verdadeiros valores dos parametros quando o tamanho da amostra n é pequeno.
Para uma amostra de tamanho n grande, os EMV tém vieses de ordem O(n™1), os quais
sdo comumente desconsiderados quando comparado ao erro padrao de ordem O(n~'/2).
Todavia, quando trabalhamos com tamanho de amostra pequeno ou mesmo moderado,
esse viés pode ter magnitude expressiva quando comparado ao erro padrao. Nesse sen-
tido, o viés de segunda ordem pode ser apreciavel ou até mesmo da mesma magnitude
do erro padrao, tratando-se de amostras finitas ou moderadas. Por esse motivo, férmulas

que permitem a correcao do viés sdo extremamente importantes.

Em um modelo com parametro @ p-dimensional, o viés assintotico do estimador

de méxima verossimilhanca para o i-ésimo parametro de 8; pode ser escrito como

n n?

+en (3.1)

em que by(0;),b2(6;), etc., sdo fungdes de 8; e n é interpretado como o niimero de obser-

vagoes. Assim, B(6;) = O(n™!) e o termo b,(6;)/n é chamado de viés de segunda ordem

do estimador 6.

A proposta de correcao de viés tém sido bastante abordada na literatura estatis-
tica. Historicamente, o primeiro a tratar do viés de segunda ordem foi |[Bartlett (1953)), que
em seu artigo apresenta uma expressao para o viés de ordem O(n~!) para o EMV no caso
uniparamétrico. Posteriormente, Haldane (1953) e Haldane e Smith (1956)), forneceram
expressoes de ordem O(n~!) para os primeiros quatro cumulantes em amostras aleatoérias
de um ou dois pardmetros desconhecidos. [Shenton e Wallington (1962)), desenvolveram
uma expressao geral para os vieses de ordem O(n~!) dos estimadores de momentos e de
méxima verossimilhanga no contexto biparamétrico. |[Bowman| (1965), apresentou expres-
soes para o viés do EMV de ordem até O(n~?) e covarincias de mesma ordem para o caso
multiparamétrico. |(Cox e Snell (1968), obteve uma expressao geral para o viés de ordem

O(n~') dos EMVs no caso uniparamétrico e multiparamétrico.

Nos tltimos anos, tem havido grande interesse acerca de encontrar féormulas fe-
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chadas para os vieses de segunda ordem dos EMVs de modelos de regressao. Box (1971))
apresentou os vieses de segunda ordem dos EMVs em modelos nao-lineares em que a co-
varidncia é conhecida. Cook et al.| (1986) forneceram os vieses dos EMVs em um modelo
de regressao normal nao-linear. |Young e Bakir (1987) exibiram uma correcao de viés para
o modelo de regressao log-gama generalizada e mostraram que essa corre¢ao melhora as
estimativas. Posteriormente, (Cordeiro e McCullagh| (1991)) obtiveram uma férmula geral
para os vieses de segunda ordem dos EMVs em modelos lineares generalizados. Expressoes
para os vieses de ordem O(n~!) dos EMVs em modelos de regressiao heterocedésticos siao
encontrados em |Cordeiro| (1993). Cordeiro e Vasconcellos (1997)) obtiveram uma férmula
geral para calcular o viés de segunda ordem em uma classe de modelos de regressao mul-
tivariados, em seguida, Cordeiro e Vasconcellos (1999)) obtém os vieses de ordem O(n~1)
dos EMVs no modelo de regressao Von Mises. |Cordeiro et al.| (2000)), fornecem os vieses
de segunda ordem dos EMVs em forma matricial para modelos de regressao multivariados
nao-lineares com erro t—Student. |Cordeiro et al.| (2000), derivam uma férmula geral dos
vieses de segunda ordem em uma classe de modelos de regressao nao-linear simétricos. Em
Cribari-Neto e Vasconcellos| (2002) estuda o comportamento dos EMVs dos parametros
da distribuicao beta, em amostras finitas. Uma férmula para os vieses de segunda ordem
dos EMVs em um modelo de regressao nao-linear t—Student, em que o grau de liberdade
é desconhecido foi dada por |Vasconcellos e Silval (2005). Logo apés, |Ospina et al.| (2006)
derivaram expressoes de forma fechada para os vieses de ordem O(n™!) em um modelo
de regressao beta, tal resultado foi generalizado por Simas et al. (2010). E mais recen-
temente, em |Silva et al.| (2017)) é apresentado correcao de viés em modelos nao lineares
generalizados de séries de poténcia. Melo Tatiane FN e Ferrari (2018), apresentam a cor-
recao de viés para um modelo de regressao eliptica multivariado. E [Medeiros et al.| (2021)
consideram duas estratégias diferentes de correcdo de viés dos estimadores de maxima

verossimilhanca para os parametros que indexam o modelo de regressao beta prime.

3.2 Correcao de Cox-Snell

A féormula geral para determinar os vieses de segunda ordem dos estimadores de
maxima verossimilhanca de modelos multiparamétricos, com vetor de parametros 6 =
(6y1,...,6,)" foi desenvolvida por |Cox e Snell| (1968)) e dada por

~ 1
B(@a) = Z KY RS (Hrs,u + 2/17’51/,) y (32)

r,8,U

o~

tal que, B(0,) = b1(0,)/n, o viés de segunda ordem. E os indices a,r,s,u indexam os
pardmetros do modelo e k" é o elemento correspondente a entrada (a, ) da inversa da ma-
triz de informagao de Fisher K (0) e 0s cumulantes fee o € Koo serao definidos na préxima

secdo. Para calcular o viés basta conhecer a inversa da matriz de informacao de Fisher e
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os cumulantes Kys ., Krsy com relacao aos parametros do modelo. Além disso, a expressao
(Krsu + Frsu/2) em (3.2) pode ser substituida por (n&;) — Krsu/ 2), como consequéncia da
identidade de Bartlett K,5, + Ky — kW = 0.

rSs

Entao, a partir de (3.2)) podemos definir um estimador corrigido 6 como

~ — ~

0@ = 9(1 - B(ea)7 (33)

tal que E(GAG) é 0 viés estimado de 6. E possivel mostrar que o viés do EMV corrigido 6 é
E(f) =0+0(n"?),

isto é, o novo estimador 6 tem viés de segunda ordem, o que o torna preferivel em relacao

ao EMV ndo corrigido  que tem viés de ordem O(n™').

A seguir, discorreremos uma das principais contribui¢oes da pesquisa realizada

nesse trabalho, a corregdo de Cox-Snell dos EMVs no modelo de RGY.

3.3 Correcdo de Cox-Snell dos EMV no modelo de regressio G?

O objetivo desta secao é obter expressdes matriciais para os vieses de segunda
ordem dos EMV do modelo da RGY apresentado na Secgao Para isto, utilizaremos a
formula geral dada em desenvolvida por (Cox e Snell (1968) para determinar o viés
de ordem O(n™1).

Inicialmente, consideramos a fungao densidade de probabilidade(fdp) e a funcao
de log-verossimilhan¢a dada em e , respetivamente; e suponhamos que seja
diferencial até terceira ordem. E mais, as derivadas da funcao de log-verossimilhanga com
relacdo aos parametros desconhecidos sao indicados por indices, onde 7, s, u indicam os
derivados em relagao aos componentes de 8; ja o « é utilizado para denotar as derivadas
em relagdo ao parametro . Apresentaremos a correcao de viés apenas para os parametros
B e «a, considerando o parametro £ como constante, essa suposi¢ao tem amparo na pratica
de processamento de imagens SAR. Desse modo, podemos definir as derivadas de terceira

ordem com reagao a o e B como:

530() 830()

v T 9°((0) 0%((6)
P 95,06,08, 7" T 95,08,0a

Uaoz: ) Uaaazia te.
fraa = 53 a2 dad = CC

Usaremos também a notagao introduzida por |Lawley| (1956) para definir os momentos

dessas derivadas como sendo:

Hﬂrﬁsﬁu - E [Uﬂrﬂeﬁu] ’ K’ﬁrﬁsa - E [Uﬂrﬂsa] ) K/Braa = ]E [Ulgraa] ) K’ﬁrﬂs;a - E [Uﬂrﬂe UOZ] )
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continuadamente. Por fim, as derivadas desses momentos sao denotados por:

Lo _ O8ss @ _ OKss @ _ OKa (@) _ OKpa
5755 aﬁu ) BrBs aa ’ Bra aﬂu ’ Bra T aa ?

sucessivamente. Todas essas quantidades sdo apresentadas no Apéndice [A]

Seja B(6,) o viés O(n~") do EMV para a-ésima componente do vetor de pardmetros
0 = (91, . ¢9k+1) = (BT, a)'. Entdo, da férmula geral dada em (3.2)) obtemos o viés

de segunda ordem pela expressao a seguir

Z I{ar su{ /frsu} + Z K,aa su{ ;Rasu}
+ Z P au{ "irau} + Z K ke sa{ K\ ;Krsa}

Z Kaoe ozu{ aa ;Kozau} + Z Kaoz sa{ g?;) ;'%asa}
1 1
+ Z Har aa{ Ta 2 Kraa} + Z Haa aa{ aa 2 fiaaa}

r,o,x [eNe'Ne’

(3.4)

E, de (2.5), notemos que as entradas com relagdo a 3 e « sao todas diferentes de zero, logo,
todos os termos (3.4) devem ser considerados. Tais termos sdo deduzidos dos momentos
e cumulantes apresentados no Apéndice [Al Apéds alguns célculos algébricos, expressamos

o viés de ordem O(n~') com relagao a B = (B1, B2y, By) " na forma matricial por

B(B) = e] K#°XT M 635 + e] KP*tr (MQXK%XT) +
ea K7 (XTMX) K7 + ] K (XT M3 X ) K74
el KP* diagonal (M) X K% + e KP* diagonal(Ms) X KP4
e KPP X T diagonal(Ms) " K + e} KK tr(Msg).
Reorganizando, temos
B(B) = K7XT [M155,B + (My + M3) X KP4 diagonal(Mg,)TKo‘a} +

K% [tr (MyX KPP XT) 4+ K tr(Ms) + [diagonal (M + M;)] XK |
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em que, K% ¢ K5 sdo os vetores p x p e p x 1, que corresponde aos parametros 3 e a da
matriz de informagao de Fisher, respectivamente. E dgz é o vetor nx1 obtido da diagonal
principal da matriz X K%° X T, e diagonal(e) é o vetor linha formado com as entradas da

diagonal principal de uma matriz quadrada.

Definindo & o vetor (n+1) como

M35 + (M + M3) X kP + diagonal (M) "k

S
I

)

tr (MQX/QWXT) + K2 tr(Ms) + [diagonal (M, + Ms)] X kP
e considerando também o bloco superior p X (p + 1) da matriz K~1(0) dado por
K"’ = (K K*).
O viés de ordem O(n~!) de B pode ser expresso como

B(B) =K X'$. (3.5)

Similarmente, expressamos o viés de ordem O(n~!) com relagao a pardmetro o na

forma matricial como

B(@) = K*X " Mybgs + K tr (MyXKPXT) +
K (XTMX) K7 4+ K9 (XTMyX ) KPot
Ko diagonal(M,) X KP* + K diagonal(M;) X s *+
K*PX T diagonal(Ms) " K* + KK tr(Ms).

Logo,

B@) = KX [Ml%ﬁ + (M, + M3) X KP* + diagonal(M5)TKW} +

Ko [tr (MyX KX T) 4+ K tr(My) + [diagonal (M + Ms)] X K7 .
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De modo andlogo, considerando 1 X (p+1) o bloco inferior da matriz K () dado

por
K* = (K" K*).
O viés de ordem O(n~!) de @ pode ser expresso como

B(@) = K** X'4. (3.6)

Assim, de (3.5) e (3.6) concluimos que o viés de ordem O(n~') do EMV do vetor

de parametros @ = (B, )" do modelo de regressao GY, tem a forma
BO) =K '(0)X'6=(X"MX)'X'5, (3.7)
Definindo € = M1 a expressao (3.7) torna-se

BO)=(X"MX)'X " ME. (3.8)

-~

Portanto, a componente B(f) pode ser estimado através de uma regressao linear ponde-
rada. A partir da expressao (3.7)), definimos um estimador de maxima verossimilhanga

corrigido # da seguinte maneira:

em que B(0) denota o EMV de B(8), isto é, os pardmetros desconhecidos sido substituidos
por suas respectivas estimativas de maxima verossimilhanca. Este é o procedimento da
correcao de viés. E espera-se que o estimador corrigido 0 apresente melhores propriedades

em amostras finitas quando comparado ao estimador usual 6.
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4 RESULTADOS E APLICACOES

4.1 Estudo com dados sintéticos

O estimador de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo de regres-
sao GY dado nas Equacoes , e nao tem forma fechada, portanto, métodos
numeéricos iterativos sao necessarios. Em nosso estudo, consideramos o método quase-
Newton, conhecido como BFGS (PRESS et al., [2007)).

Inicialmente, realiza-se um estudo de simulacao em que os dados sao gerados a
partir da distribuicio G? (a, eﬁowwl,ﬁ), com tamanhos de amostra n = {25,49,81}. E
como cenarios, escolhemos o = {—4,5; —3} (cenarios frequentemente associados a areas
urbanas e florestas densas), Sy = /1 = {0,5;1,1} e L = {4,8} (ntimero de looks utiliza-
dos com frequéncias em imagens SAR). Dentro do estudo, adotamos algumas suposigoes
necessarias para a realizacao da simulacao, entre elas p = 1, este parametro pode ser
entendido como uma quantidade conhecida dada pela média amostral das intensidades
observadas e [Freitas et al. (2005) adotaram p = 1 para cenarios SAR polarimétricos. Uti-
lizamos 10.000 replicacoes de Monte Carlo e, em cada uma, computamos para @, a média
das estimativas de MV, viés, viés relativo, varidncia e o erro quadratico médio (EQM).
E seguindo essas suposi¢oes, computamos também a média do EMV | viés, viés relativo,
variancia e o erro quadratico médio (EQM) para a versdo corrigida segundo Cox- Snell,
0. Além das medidas ja citadas, para titulo de comparacao, foi computado os critérios de
informacao: Critério de informagao de Akaike (AIC) e sua versao corrigida AICc, e critério

de informagao bayesiano (BIC) do EMV, 0, e sua versio corrigida segundo Cox-Snell, 6.

Diante de todas as consideragoes e tendo em vista que o pardmetro a € (—o0, —2),
muitas vezes a EMV em nossa anélise excede o previsto. Assim, para melhorar a EMV do
pardametro supomos uma restrigao para «. Foi considerado o valor absoluto de (& — a) <
—3a. Tal restrigdo foi contabilizada em cada simulagao como [Y- contagem /10.000] %, tal
que contagem varia de 1 a 10.000. Como resultado, temos o desconto percentual para
cada tamanho amostral. Ademais, consideramos apenas os resultados em que o desconto

percentual foi inferior a 35% e, expressamos graficamente na Figura [5]
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Figura 5 — Desconto percentual do estudo de simulacao sob a restrigdo de a.

(a) Bo=P1=0,5eL =4 (D) Bo=pr=1,1eL =4
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(¢) Bo=B1=0,5¢eL=S8. (d) Bo=p1=1,1e L =S8.
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Fonte: Autor(2023).

As Tabelas [1] a [3] a seguir apresentam o desempenho do EMV para suas versoes
nao-corrigida, e corrigida via Cox-Snell, 8. Consta nos resultados o viés, a varidncia e
a raiz do erro quadratico médio. A Tabela [I| apresenta o desempenho da simulagao para
o pardmetro By = 1,1 quando o« = {—4,5;—-3} e L = {4,8}. A Tabela [2 apresenta o
desempenho da simulagdo para 57 = 1,1 com as mesmas condi¢des para a e L e, na
Tabela [3, temos o desempenho de o = {—4,5; =3} quando fy = 81 = 1,1 e £ = {4,8}.
Em cada tabela, observamos que os EMV em sua versao corrigida, 6, apresenta vieses
menores comparado aos EMV sem correcgao, 9, em cada cenario e para todos os tamanhos
amostrais considerados. Disto, evidencia-se a razoabilidade da corre¢ao de viés proposta.
Adicionalmente, no Apéndice[B], apresentamos os resultados do estudo para 5y = 51 = 0,5

sobre as mesmas especificagdes de o e L.

Analisando os resultados da raiz do erro quadratico médio, podemos notar que o
erro para amostra n = 25 é sempre menor para a versao corrigida 6 comparado a sua versao
nao corrigida 6. Observamos que para o intercepto [y para os tamanhos amostrais n = 49
e 81 o erro se iguala. Assim como, para o pardmetro de inclinagao ;. E para o pardmetro
de incomodo « o erro do EMV na sua versao corrigida é sempre menor comparado a
versao nao corrigida. De forma resumida, o erro quadratico médio é significativo quando

a amostra ¢ de tamanho pequeno ou moderado e, decresce a medida que o tamanho da
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amostra aumenta. E comparando pelo niimero de looks observamos que para o parametro
a as estimativas sao mais préoximas do verdadeiro valor do pardmetro em £ = 8. Isso se
justifica na pratica de processamento de imagem SAR, pois este caso endereca imagens

menos ruidosas.

Nas Figuras [0] e [I0] no Apéndice [B] expomos o comportamento do viés relativo
absoluto de cada cenario. E, por fim, as Tabelas [4] e no Apéndice [B] apresentam os
resultados da simulagao das estatisticas dos critérios de informacao para cada cenario. Po-
demos notar também que a versao corrigida de Cox-Snell apresenta um resultado melhor
para os critérios comparado a versao nao corrigida do EMV em cada cenério, principal-
mente, para a amostra de tamanho n = 25. E a medida que aumenta a amostra e o

numero de looks alguns resultados para a versao corrigida e nao corrigida sao iguais.

Tabela 1 — Resultados das EMV e suas versoes corrigidas para Sy = 1, 1.

L=4 L=38

n 6 Média Viés Varidncia +/EQM Média Viés Variancia EQM

Bo 1,09448 -0,00552  0,08726  0,29545 1,07929 -0,02071  0,07797 0,280
25 By 1,09464 -0,00536  0,08726  0,29545 1,07951 -0,02049  0,07798 0,280

[ Bo 1,09158 -0,00842  0,04409  0,21014 1,08777 -0,01223  0,03685  0,19235
S 49 [y 1,09165 -0,00835  0,04408  0,21012 1,08789 -0,01211  0,03685  0,19235

Bo 1,09391 -0,00609  0,02591  0,16108 1,09045 -0,00955  0,02099  0,14519
81 B 1,09394 -0,00606  0,02591  0,16108 1,09053 -0,00947  0,02099  0,14519

Bo 1,1114 0,0114 0,07201  0,26859 1,08721 -0,01279  0,06057  0,24644
25 By 1,11125 0,01125  0,07201  0,26858 1,0874  -0,0126 0,06058  0,24645

0
N 5:0 1,09904 -0,00096  0,03464  0,18612 1,09137 -0,00863  0,02793  0,16735
g 49  Bo 1,09909 -0,00091  0,03464  0,18612 1,09146 -0,00854  0,02793  0,16734
ﬂ:o 1,09608 -0,00392  0,02012 0,1419 1,09561 -0,00439  0,01649  0,12849
81 f[o 1,0961  -0,0039 0,02012 0,1419 1,09566 -0,00434  0,01649  0,12849

0: EMV; 6: EMV corrigido (Cox-Snell).
Fonte: Autor(2023).
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Tabela 2 — Resultados das EMV e suas versoes corrigidas para 1 = 1, 1.
L=4 L=28
n 6 Média Viés Varidncia EQM Média Viés Variancia +EQM
ﬁ:l 1,07895 -0,02105  0,05805  0,24185 1,09075 -0,00925  0,05172  0,22761
25 (/p 1,07897 -0,02103  0,05804  0,24183 1,09084 -0,00916  0,05172 0,2276
[ae]
| A
[ fi 1,08651 -0,01349  0,02337  0,15347 1,09824 -0,00176  0,01999 0,1414
S 49 B 1,08652 -0,01348  0,02337  0,15347 1,0983  -0,0017 0,01999 0,1414
5:1 1,09109 -0,00891  0,01174  0,10872 1,09947 -0,00053 0,0096 0,09798
81 B 1,0911  -0,0089 0,01174  0,10872 1,09952  -0,00048 0,0096 0,09798
ﬁ:l 1,08222 -0,01778  0,05441  0,23394 1,10523  0,00523 0,0461 0,21477
25 (/p 1,08225 -0,01775  0,05441  0,23393 1,10519  0,00519 0,0461 0,21477
L0
h 5:1 1,09482 -0,00518  0,02156  0,14692 1,10119 0,00119  0,01899  0,13781
QS 49 By 1,09483 -0,00517  0,02156  0,14692 1,10116  0,00116  0,01899  0,13781
5:1 1,09777 -0,00223  0,01157  0,10759 1,10084 0,00084  0,01015  0,10075
81 (B 1,09778 -0,00222  0,01157  0,10759 1,10082 0,00082  0,01015  0,10075
0: EMV; : EMV corrigido (Cox-Snell).
Fonte: Autor(2023).
Tabela 3 — Resultados das EMV e suas versoes corrigidas quando Sy = 81 = 1, 1.
L=4 L=38
n 6 Média Viés Variancia +EQM Média Viés Variancia EQM
& -4,22076  -1,22076 4,2165 2,38888 -3,97842  -0,97842 296437  1,98032
25 & -4,16089 -1,16089  3,84831  2,27947 -3,95365 -0,95365  2,84515  1,93768
[ae]
I
I & -3,75493  -0,75493  2,25406  1,68047 -3,46885 -0,46885  1,11986  1,15745
3 49 a  -3,740 -0,740 2,17456 1,6499 -3,46364 -0,46364  1,10519  1,14898
& -3,44805 -0,44805  1,05956  1,12264 -3,27026  -0,27026  0,53397  0,77911
81 & -3,44404 -0,44404 1,0448 1,11444 -3,26861  -0,26861 0,5315 0,77695
& -6,26575  -1,76575  11,81462  3,86426 -6,01522  -1,51522 8,7093 3,31741
25 & -6,07298 -1,57298  9,94211 = 3,52369 -5,03822 -1,43822  8,11897  3,19178
L0
T & -5,73344 -1,23344  7,36328  2,98071 -5,3263  -0,8263 3,96656  2,15623
49 & -5,67039 -1,17039  6,81947  2,86169 -5,30481 -0,80481  3,85404  2,12173
3
& -5,31015 -0,81015 3,9615 2,14892 -4,95584  -0,45584  1,76988 1,4063
81 & -5,28791 -0,78791  3,81765  2,10676 -4,94844  -0,44844  1,74855 1,3963

0: EMV; : EMV corrigido (Cox-Snell).
Fonte: Autor(2023).
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Figura 6 — Média dos resultados da simulagao de Monte Carlo do viés relativo absoluto do EMV, 0 e, sua
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Tabela 4 — Medidas de informacao para dados SAR sintéticos quando 5y = 5, = 1,1 .

L=4 L=38
n 6 AlIC CAIC BIC AIC CAIC BIC
9: -136,7225 -134,7225  -131,847 -134,1729  -132,1729 -129,2974
25 6 -136,723  -134,723  -131,8475 -134,1731  -132,1731 -129,2976
™
| N
I 9 -280,4538 -279,5447 -272,8865 -276,9827 -276,0736 -269,4154
S 49 0 -280,4539 -279,5448 -272,8866 -276,9828  -276,0737 -269,4155
1‘2 -473,7003 -473,1739 -464,1225 -467,8884 -467,3621 -458,3106
81 6 -473,7003 -473,174  -464,1225 -467,8884 -467,3621 -458,3106
9: -140,2655 -138,2655  -135,39 -135,4811 -133,4811 -130,6056
25 6 -140,2667 -138,2667 -135,3912 -135,4816 -133,4816 -130,6061
i)
h 9: -285,4175 -284,5084 -277,8502 -276,1806 -275,2715 -268,6133
!S 49 6 -285,4179 -284,5089 -277,8507 -276,1808 -275,2717 -268,6135
1‘2 -479,5975 -479,0711  -470,0197 -464,1179  -463,5916  -454,5401
81 6 -479,5976 -479,0713 -470,0198 -464,1179  -463,5916  -454,5401

0: EMV; : EMV corrigido (Cox-Snell).
Fonte: Autor(2023).

Observa-se nas Tabelas [I], [2] e [3] como também nas Figuras [6] e [I0] que o viés e
o viés relativo é mais significativo para o parametro o enquanto os parametros [y e [y
apresentam resultados bem préximos para todos os tamanhos de amostras. Além disso,

os cenarios que apresentam melhores desempenhos sao quando n = 25.

Segue-se uma conclusao deste primeiro estudo numérico. Como mencionado, os
vieses sao substanciais em métodos que requerem menores tamanhos amostrais. Neste
sentido, os estimadores corrigidos, diga-se Bo, 51 e @, destacados neste estudo, possuem
melhor desempenho que os estimadores nao corrigidos. Adicionalmente, como esperado, os
EMVs corrigidos e nao corrigidos sao assintoticamente semelhantes. Portanto, a proposta

de corrigir o viés fornece estimadores melhorados.

4.2 Aplicacao a dados reais de imagens SAR

Nesta secdo, aplicamos o modelo de regressio GY para o processamento de dados
reais de imagens SAR e comparamos os ajustes do modelo com a corre¢ao de Cox-Snell
apresentada na Segao [3.3] Para nosso estudo, consideramos uma amostra de tamanho
49 com dados extraidos de areas urbanas das regides da Baia de Sao Francisco (EUA).
Descrevemos intensidades devido aos canais de polarizacdo Zxgy e Zyy em termos de
intensidades do canal Zgy. Formamos dois modelos de regressao linear simples sob as

funcgoes de ligacao:
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pan =E(Zgn | Zuv) = exp (8o + b1 Zuv)
pvy =E(Zyy | Zuy) =exp (Bo + 51 Zuv)
A seguir, pretendemos descrever as intensidades SAR obtidas por o sensor AIRSAR

(LEE; POTTIER, 2017)) de cenas das regioes da Baia de Sao Francisco (EUA). Para este

estudo, o modelo de regressao G? esté equipado pela seguinte fungio de ligagao:

log(u) = Bo + Prxk,

em que a varidvel resposta é Z;, ~ GY(a, up(—a — 1)) e a rugosidade o é um parametro
incomodo. Para quantificar o desempenho dos ajustes considerados, usamos as medidas:
Valor absoluto do erro de predigdo (VAEP) e a Raiz quadrada do erro quadratico médio
de predicao (RQEMP) dados por:

VAEP = 212 — 24 e RQEMP:\I12<Zk—Zk)2,
k=1 "=

respectivamente, ver Tabela 5l As EMV para os parametros envolvidos sdo apresentados

na Tabela[6] Os modelos ajustados sdo dados por

forms = exp(—3.4371 4 1.3908 Zgv,i)
Zpn ~ Znpv -
frme = exp(—3.4311 + 1.3884 Zpv),

vy = exp(—3.4851 + 2.2811 Zpv)
Zyy ~ Zgy -
,lNJ/VV,k = exp(—3.4790 4+ 2.2772 ZHV,k')-

Além disso, foram quantificadas as medidas de critérios de informacao: critério
de informacao de Akaike (AIC) e sua versao corrigida AICc, e critério de informagao
bayesiano (BIC) e o modelo com a corregao proposta apresenta o resultado mais aceitavel

como mostra a Tabela [7]
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Tabela 5 — Medidas estatisticas para o modelo G? e o proposto com a corregao de Cox-Snell com base em
dados reais.

Zyg ~ Zpgv

Modelo VAEP QEMP QEMP
Gy 0,0176  0,7043  0,0212

Cox-Snell 0,0176  0,6999 0,0212

Zyv ~ gy

Modelo VAEP QEMP QEMP
G? 0,0181 0,7367  0,0226

Cox-Snell 0,0181  0,7312 0,0226

Fonte: Autor(2023).

Tabela 6 — Estimativas dos pardmetros para dados reais de imagem SAR.

ZHHNZHV ZVVNZHV
Pardmetro EMV  COX-SNELL EMV  COX-SNELL

o 7,0117 _5,6775 -6,8014 -5,4673
Bo -3,4371 -3,4311 -3,4851 -3,4790
B 1,3908 1,3884 2,2811 92,2772

Fonte: Autor(2023).

Tabela 7 — Medidas de informacdo para modelo de imagem SAR com base em dados reais.

Zug ~ Zrv

Modelo AIC CAIC BIC
Go 232,9854 -232,4520 -227,3099
Cox-Snell 233,6369 -233,1035 -227,9614

Zyv ~ Ly

Modelo AIC CAIC BIC
Q? -226,9800 -226,4466 -221,3045
Cox-Snell -228,3462 -227,8129 -222.6707

Fonte: Autor(2023).
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Assim como no estudo de simulacao, os resultados obtidos para a versao corrigida
apresentam melhores desempenhos comparado a versao nao corrigida para dados SAR
reais. Na Tabela [5], observemos que o modelo proposto sob a corregao, apresenta melhores
desempenhos em relagao a medida QEM P. No que diz respeito as medidas de informacao,
ver Tabela[7], o modelo com a corre¢ao apresenta melhores resultados em todos os critérios
considerados comparado ao modelo de RGY para Zyy ~ Zgy e Zyy ~ Zygy. Portanto, os
resultados mostram que para dados reais de intensidades SAR a corre¢do de viés produz

estimativas melhoradas.

Por fim, uma andlise baseada em residuos. A analise residual geralmente é feita
em termos de residuos comuns, variantes padronizadas ou residuo deviance. Neste caso,

Vasconcelos| (2018) deduziu o k-ésimo residuo padronizado como:

Zy, — fig
Var(Z,)

T =

A

em que iy = g (o] B)

Var(Zk):ﬂinJrl) L+1 ]

R |
a+2) L

Quando a distribuicdo dos residuos nao é conhecida, plotagens com envelopes
simulados sdo uma ferramento de diagnéstico muito utilizada (ATKINSON, [1986). O
principal objetivo é tornar o grafico o melhor possivel e, os envelopes simulados podem

ser usados para decidir se os residuos observados sao consistentes com o modelo ajustado.

As Figuras [§ e [0 apresentam os graficos: residuos padronizados versus previstos,
histograma dos residuos e o grafico Q-Q normal de residuos de desvio absoluto com uma
simulagao envelope, para o modelo usual e o0 modelo proposto com a correcao de viés. E,
na Figura[7] temos os gréficos ajustados para a versao nao-corrigida e corrigida do modelo.
E ambos tém indicativos de que o modelo proposto com a correcao de viés, seja 1til no

processamento de imagens.
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Figura 7 — Gréfico ajustado dos dados sob as intensidades Zgg ~ Zyv e Zyy ~ Zgy (& esquerda os
graficos sdo do modelo usual e os da banda direita sdo do modelo corrigido).

Fonte: Autor(2023).
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Figura 8 — Gréficos de diagnéstico para dados de imagens SAR do modelo Zg gy ~ Zgy (painéis a esquerda
os gréficos sao do modelo usual e os gréficos da banda direita sdo do modelo corrigido).
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Fonte: Autor(2023).
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Figura 9 — Gréficos de diagnéstico para dados de imagens SAR do modelo Zyy ~ Zgy (painéis & esquerda
os gréficos sao do modelo usual e os gréficos da banda direita sdo do modelo corrigido)
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Em suma, os resultados entao apresentados nesta se¢ao evidencia que o estimador

corrigido apresenta melhores propriedades ao lidar com atributos extraidos de imagens

SAR. Assim como, o ajuste do modelo com base nos residuos é mais significativo para o

modelo na versao corrigida. De modo geral, a proposta de correcao se torna significativa

para o pre-processamento de dados SAR.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

De forma geral, esta dissertacao revisita o proposto em |Vasconcelos (2018)), no
qual se levanta evidéncias de que o modelo de regressao GY é razodvel para descrever
intensidades SAR. A partir dessa abordagem de descrever intensidades pelo modelo de

regressao GY, propo-se um estimador corrigido para os pardmetros do modelo.

No Capitulo 2, propomos uma nova abordagem para derivar a inversa da matriz
de informagao de Fisher a fim de diminuir a complexidade e, consequentemente, reduzir
o tempo de processamento de calculos matriciais. No capitulo 3, derivamos uma expres-
sdo em forma matricial para o viés de segunda ordem de (COX; SNELL| [1968)) para os
estimadores de mdxima verossimilhanga dos pardmetros do modelo de regressio GY. Em
particular, estimadores melhorados para a média de retorno das intensidades SAR foram
obtidos. Mostramos que a expressao para tal viés pode ainda ser expressa como o vetor de

coeficientes estimados em uma regressao linear ponderada, facilitando assim os célculos.

Além dessas contribuicoes, no Capitulo 4 estudos de simulacao foram feitos com
a finalidade de verificar o efeito da correcao de viés no modelo de regressao G?, dos quais
podemos tirar as seguintes conclusoes; de modo geral, os resultados das simulacoes de
Monte Carlo para a correcao de viés mostraram que, entre os estimadores em estudo, o
estimador de maxima verossimilhanca corrigido via Cox-Snell é o mais eficaz, em termos
do viés, viés relativo, e raiz do erro quadratico médio para os EMV. Ainda, utilizando
como figuras de mérito os critérios de informacgao, obtivemos melhores desempenhos para
a versao corrigida comparada a nao corrigida. Em particular, percebe-se que para os
parametros de regressao as estimativas produziram pouca melhoria, enquanto, que para o
parametro «, as estimativas sdo bastante significativas. Vale-se ressaltar que o pardmetro
«a é muito importante para o processamento de imagens SAR visto que ele tem uma

relacdo direta com o tipo de terreno sob processamento.

E, na aplicacdo em dados reais consideramos como intensidades SAR, a imagem
AIRSAR da Baifa de Sao Francisco (EUA), devido aos canais de polarizacdo Zpy e Zyy
em termos de intensidades do canal Zgy. Como medidas de comparagao, foi considerado
o Valor absoluto do erro de predigdo (VAEP) e a Raiz quadrada do erro quadrético médio
de predicao (RQEMP), além das medidas de informagao AIC, CAIC e BIC. E, também
para complementar a andlise da aplicacao de imagens SAR, consideramos o estudo de
diagnostico do modelo. Podemos observar que em termos dessas medidas, o modelo com

a estimativa melhorada apresenta melhores resultados.

Em suma, concluimos que estimadores obtidos por meio da correcao de viés podem

ser indicados como uma alternativa eficiente para se estimar os parametros do modelo
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de regressdo f3y, 31 e a da distribuicio GY. Estimativas menos viesadas foram obtidas,
principalmente em pequenos tamanhos de amostra, tornando as expressoes de viés como

quantidades importantes no nivel de pré-processamento de imagens.

Como trabalhos futuros, tem-se outras frentes de atuacao: (i) corre¢oes por com-
putagdo intensiva (tais como bootstrap paramétrico e ndo paramétrico); (ii) estimagao
intervalar: ICA (intervalo de confianga assintético), ICBt, (intervalo de confian¢a bo-
otstrap) e ICP (intervalo de confianga bootstrap percentil); (iii) corre¢oes de David-
Firth (FIRTH,|1993) e baseada em verossimilhanca perfilada modificada (BARNDORFF-
NIELSEN, 1994) e (SEVERINI, 2000); (iv) estimagao robusta e (v) estimacao bayesiana.
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APENDICE A - INVERSA DA MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER E
EXPRESSAO DE COX-SNELL

A partir d4 log-verossimilhanca da distribui¢do G? apresentamos as derivadas de

primeira, segunda e terceira ordem e seus respectivos cumulantes para a formulacao da

matriz de informagao de Fisher K(0) assim como também a inversa K ~'(8) e por fim a

expressao fechada do viés de ordem O(n™!) de B e a. A seguir, apresentamos as constantes

Cy =
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Ce

Cr

Cs

Cy

Cio = [UfQ)(a,ﬁ) —

__[04(2044-1—5) ala—1)
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i L
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2
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1

A partir de (2.4) obtemos as fungdes escore com relagao aos pardmetros 3, « e L. Apre-

sentadas a seguir:

Com

E ¥(z) =dlogl'(x)/dx a fun¢ao digama.
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Ur = kil ({Mﬁkf) =nUs(a, £) + ilog (ik) + (a— L) i (Zk> ,

k=1 k k=1 Ty

Com

Us(a, £) =log(L) + 1+ ¥ (L —a) — U(L).
A seguir as derivadas de segunda ordem com relacao aos parametros «a, 3 e L,

1 O | Op o o) 0B

Uﬁrﬂs = 8/87‘8/85 =

M=

k

Il
M=

k

o = Wl 0 fflacBiCacn) o) (m) )

:Z“: [_(2@—1—1—5) N (a—L)(—a— 1) 1] (auk>%ﬂ.

T, h o \ O

- g [0 ) (32)

e 058 ()

On

9 [Ua]

Upe = e [nUl(oz,E) + kzn:llog <Tk> — (= E)kzn:l (;Z)]

Hoke

= nUl(l)(a,[,) — 2;::1 (;:) —(a—L) Xn: ('uk>2,

ot (o) o ()] G ) o
| oud Ok O | Opw \ O O, no
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em que Ul(l)(oz7 L) é a derivada de primeira ordem de Ui (v, £) com relagao a a.

Onde U (z) = ok log I'(z) /0" para x > 0.

2 [Ur]

Uee = =7 :[nUgaﬁ Zlog( > a—ﬁ)i@:)}

=3 [pretie-w-ve] 2 (F) - @0 ()

Aplicando o valor esperado nas expressoes acima obtemos os cumulantes de segunda

ordem. E pelas condigoes de regularidade temos que E (94(0)/0ux) = 0. Entao

n 1820,(0)] (O \
K//Bv"ﬁs - ]E Uﬁrﬁs kz::l]E [ 82% ‘| <a77k; Tkr Tks

= Ot
z:: |f% +c(—a—1)E (Tzﬂ (5%) Thr Lhos

oAy ()
T \L—att) &g\ ) T
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wemstia=-oEfe(h) oo 5] 5)

E [Zy/T?] ¢ obtido derivando ambos os lados de E [1/T}] com relacdo a £, dado por

Zk _ «
. (T) = Tica— DL -

1 1
o = Ella] =m0 £) =23 miE () ~ (- zukE( )
k=1 iy k=1 Ty,
= Ncs.
1) " A Zy,
KQL:E[UQL]:—TL\I/ (E—Oé)—f—ZE( )‘FZM}JE( ) Zuk]E T2
= NIk Ty, = T7
:0’

pois, pelas condigoes de regularidade, temos que E [U,] = 0, teremos

NE

E [log(Tk)] = —nUi(e, £) + Z log (11) Zi: (i E ( >

1 k=1

B
Il

e derivando com relagao a £ ambos os lados

n

;:%E <i:) =nUW(L—a) =Y uE <T1k) Z pelE <T2>

e = ElUeel =n [ + 902 - a) - 00(0)] 238 (2) - (a- 038 ()

= NCy,
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onde derivando Y}_; E [Zy/T}] com relagdo a £ obtemos

(B (7, —
> E 72 UL —a) -2 wE T2 —2(a—L)> wE 73 |
k=1 k k=1 2 k

k=1

De E[1/Ty], E[Zy/T7] e S5, E[Zi/Tk], temos que

S E (Z’“) — (L — a),
k=1 T

k

derivando com relagdo L, temos

Inversa da Matriz de Informacao de Fisher

Para determinar a matriz inversa, vamos particionar a matriz K (@) e aplicando
o método da inversao de Banachiewicz (BANACHIEWICZ| [1937) e diagonalizacao de
Aitken (ZHANG], [2006), temos

[ —aB][A 0 I 0
o T 0 (K(@)/A)™ || —A'BT I

AT u(K(0)/A) T —u(K(0)/A)!

| —(K(0)/A) v’ (K(0)/A)~
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em que v =A1'B. E A~! ¢ dada por

(aXTMX) '+ g9’
A7l =
_1971€T
em que,
2
Y = nc —Q(XTEM YN XTMX)

_&9—1

1971

X TEpY),

€= 2(X"MX) (X Ep).

v

Derivadas e cumulantes de terceira ordem
a n
U r~MsHMzu = a5
BrBsB ) m {Z

vt (o) * L (o).
= Lok \ Ok ) Ok [ O \ O

o) o
= O | [OpF \ O Oy | Oy \ O

0l

0%
9B

677k e ankz
] ( k)} <k> Llr Llg Lk
577k 6nk T

o,

Mk)
On,

)
Sl (o) -2 o (3]
(

o a7 (o)) (50) + e L3
Op | Opgy \ O O O, | Opu

)] () e
onc )] J \ong ) Tt
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A2 53 (e ) i Lo (3o ) )] (o) e
U a — ~_ + = rdks
e Da {k; L%% <877k Opur. | Opur, \ O o )
=345 ) () * 3 Lova Lo o )|} (i) 2o
=\ oo 0] \om ) 0a |Opx) |0 \Ome )] f \ome )

2ci + (—a =1  2c(—a—Dm 1] (Om
e e B ()¢

On,

- e Gl () e
Tx T2 ] | O \ O o )

_ i [_2(2@ — L+ D 2017 2 ] (M) .

T? 3 Tp| \ o

" Qo — L4+ Ve cpi o 1] (O
— 2 Sl L
2 [ o T o)™

— U®(a, L) 3;1:1 (;:)2 —2a—L)Y (‘T‘DS

Aplicando o valor esperado nas expressoes anteriores obtemos os cumulantes de terceira

ordem como se segue



60

n ARG T
K6,8:0u = E[Up,p.8.] = Z{ [ 3] <k> +

k=1 aﬂk 877k

o2 5 [ ()] (3 ) (3 e
-S{ [ oo ()] (5) +
Lo e () o (o)) (o) (o) v

o[ () o (8] (3 e
k=1 5:“% on, 6/;2 O \ Oy, O krTksThu-

et £ ()] ()

On,

+ l_(QOz —L+1E <;k) — iR (%{2) - /Ll/j laik (g’:;:ﬂ } <g/;:> ThrThs

o (o) o o ()] (5 ) e
= A ® e | O \ O A )|

Kgaa = E Uﬂraa = 22[2a—£+1)ukﬂ§ <T2> —i—CleE <T3> —i—E( )] < Mk)l‘kr

k=1 877k:

“o% (on)

On,
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1 1
Kaoa = E[Usaal = nUl(Q)( -3 ZMkE <T2> ~ e ;/”Lk]E <T3>
k=1 1

= NcCip-

em que U1(2)(0z, L) é a derivada de segunda ordem de U («, £) com relagao a a.

Derivada dos cumulantes de segunda ordem,

Or 0 "1 (o’ 0 B,
(w) _ INBBs _ L[ Ok Hi Mk
Fibrbe 0B, O l‘)‘ (c “a+t 1) kZl 12 (ank> ‘””’“] (an) (aﬁu>

—a( £ >Zn: 0 L a'uk % Tpr LT
\L—a+1)Zom | 22 \ on, ker Thes Tk

Mg

) A ()
= O pi | O \ O O TR

kg 0 L "1 (0w’
(@) _ 9FBiB _ ( ) e
K’ﬁrﬁs aa 806 [Oé L —a+ 1 ];:1 [1/%, < N LhrLks

ol 2
C12 Z (ank> LlrLks-

k1/~‘k

== a5 () 7] (o) (35)

9B, O =1 e \ Ok onk ) \ 0B,
_y 0L (’Mﬂ <0uk>

B 62;; 3!% [Mk (3% 577k Tl Lk

e I G 3 [ e
O L | O \ On O, o
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it e \ O
00| a0 Ca-N0+L-a) & \ow)
= C —X T
14]219/(#]“) ke k
OKaa 0 | & 2a ala—1)
@ _ Do _ O (1)
Koo Do Oa kz::lUl (@ L)+ (ra=1)(L-a) (-a—-1*(L-a+]1)
= NCy5.

E mais k() = 0. Definindo as matrizes diagonais da forma

(1 1 (o)’ [0 (0m\] (D)
M, = 7 |Ben—ac) s {50m ) — (2 I
1 dzag{2 [( c11 — acs) 2 <377k> (2¢11 + acs) 2 [8% <3?7k)] (ale )
M, = o Bas—ea) 5|5~ — (2 ik
sl (32 o [ (2] ()

o ] em 2 1| 0 (Oug Oy,
M3 = dmg{z [(2012 — 07)Mi (ank> - Csuk [auk (5’%)] <377k )
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. 1
Mg = diag {2 (2¢15 — C10)} :

Das expressoes acima, obtemos:

1 n
u
"4’7("5) - i/ﬁrsu = Z MAET fr Lks Tk,
k=1
@ _ L.
Kas — §’io¢5u - Z M2k T ks Tk,
k=1
1 1
u u
lig“a) - §’£rozu = ’i((ls) - §’fo¢su = Z M2k T ks Lk,
k=1
1 n
a
gs) Qﬁrsa = Z M3k ThrLks,
k=1
u
K'géog Hozau Z MakThu,
a
&S) '%asa Z M5ELLs,
@ _ Lo @
Kpro — iﬁraoc = Rgs /{ocsoc Z M5ETks,
a
Iigza) ’iaaa Z Mgk -

Agora calculamos cada termo em (3.4)), que fornece os vieses de ordem O(n™!) dos EMVs

no modelo de regressio GY. Fazendo para o pardmetro 3 e de forma similar encontramos

de o
) _ 1 3
ar ,.su U _ ar .su
Z K™K /@(«5 - iﬁrsu - Z K Z Mk kr Tks Tk
r,8,U r,8,U k=1

n
= Z mik Z /{m,xkr Z Ts ﬁsuxku
k=1 T S,U

n
= gY Z Mk Tk (J:;Kﬁﬁxk)
k=1

= el KPP X M,645,
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em que, e, é o a-ésimo vetor coluna da matriz identidade pxp.

1
ao, su u ao . su
E R R {H&) Rasu E K E Mok Thsliy
k=1

a,s,U a,s,U

ax Su
= Z Mok Y Tps ™ Ty
k=1 S,u

= g Xn: mop (.Qf;—K/Bﬁ.CEk)

k=1

= eg K7 tr (MpX KPP X)),

com tr(e) corresponde ao trago de uma matriz quadrada.

n
Z P au{ 1fi7«au} Z KO o Z Mok T kr T o

r,0,U r,o,U k=1

ar au
=5 o YR, Y K,
k=1 I8 u
n
.
= Z Mo (H“ﬁxk) (/f“/’)xk>
k=1

n
= g (Z kagkxz> K
k=1

= g K7 (X7 MpX ) K7,
> limlisa{lﬁlgg) — ;ﬁma} =e] KPP (XTMgX) KPe
Z Koo au{ ) 1Kfaau} Z Pl Z Mk Tk

n
—_ Z Mg I{aa Z K'auxku
k=1 u
= 1Y ma (pf XK)
k=1

= e) K" diagonal(My) X K",
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onde py é o k-ésimo vetor coluna da matriz identidade n x n. Consequentemente,

1
Z /i““/f”‘{/—i(o‘) — QHQSQ} = eaTKB“ diagonal (Ms) XKP

as
a,s,a

1
Z ﬁ“rmaa{/@%) — 2/@“@@} = eZKﬂﬁXTdiagonal(M5)TKo‘°‘,

o,

E por fim, temos

> n“%“a{ngg - ;/@aw} = > KR mgp = eq KUK tr(Ms).

a,o,0 a0, k=1
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Resultado do estudo de simulagdo realizado com o cendrio aw = {—4,5; =3}, By =
p1=0,5e L ={4,8} para a EMV, 0, e sua versio corrigida via Cox-Snell, 6.

Tabela 8 — Resultados das EMV e suas versbes corrigidas para 5y = 0, 5.

L=4 L=38

n 6 Média Viés Varidncia +EQM Média Viés Variancia EQM
5:0 0,48829 -0,01171  0,08741  0,29588 0,47555 -0,02445  0,07588  0,27655
25 By 0,48845 -0,01155 0,0874 0,29587 0,47578 -0,02422  0,07589  0,27654

e

| N

[ Bo 04874  -0,0126 0,04257  0,20671 0,48676 -0,01324  0,03593  0,19001
S 49 [y 0,48747 -0,01253  0,04257  0,20671 0,48688 -0,01312  0,03593  0,19001
,6i0 0,49181 -0,00819  0,02483  0,15779 0,49037 -0,00963  0,02062  0,14392
81 py 0,49185 -0,00815  0,02483  0,15779 0,49045 -0,00955  0,02062  0,14391
5:0 0,50202 0,00202  0,07115  0,26675 0,48522 -0,01478  0,05972  0,24482
25 By 0,50187 0,00187  0,07115  0,26675 0,4854  -0,0146 0,05973  0,24483

i}
h ﬂ:o 0,49695 -0,00305  0,03427  0,18515 0,4912  -0,0088 0,02776  0,16685
g 49 By 0,49701 -0,00299 0,03427  0,18515 0,49129 -0,00871  0,02777  0,16687
,6?0 0,49496 -0,00504  0,01996  0,14137 0,49565 -0,00435 0,01646  0,12837
81 [y 0,49498 -0,00502 0,01996  0,14137 0,4957  -0,0043 0,01646  0,12837

0: EMV; 0: EMV corrigido (Cox-Snell).
Fonte: Autor(2023).
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Tabela 9 — Resultados das EMV e suas versoes corrigidas para 51 = 0, 5.

L=4 L=28
n 6 Média Viés Varidncia EQM Média Viés Variancia EQM
ﬁ:l 0,50522  0,00522 0,05016  0,22403 0,50742 0,00742  0,04592  0,21442
25 (/1 0,50519  0,00519 0,05015 0,224 0,50733 0,00733  0,04592  0,21441
[ae]
| A
[ fi 050311 0,00311 0,0201 0,14181 0,50495 0,00495 0,01788  0,13381
S 49 B; 0,50309 0,00309 0,0201 0,14181 0,50489 0,00489  0,01788  0,13381
ﬁ:l 0,50099  0,00099 0,01005  0,10025 0,50384 0,00384  0,00886  0,09421
81 (B 0,50098  0,00098 0,01005  0,10025 0,5038  0,0038 0,00886 0,0942
ﬁ:l 0,4946  -0,0054 0,05189  0,22786 0,50776  0,00776  0,04492  0,21209
25 (/1 0,49462 -0,00538  0,05189  0,22786 0,50772 0,00772  0,04492  0,21208
L0
N ﬁil 0,49865 -0,00135  0,02084  0,14437 0,50174 0,00174  0,01879  0,13709
QS 49 By 0,49866 -0,00134  0,02084  0,14437 0,50171 0,00171  0,01879  0,13709
ﬁ:l 0,49945 -0,00055  0,01138  0,10668 0,50098 0,00098  0,01012 0,1006
81 (/1 0,49945 -0,00055  0,01138  0,10668 0,50096 0,00096  0,01012 0,1006
0: EMV; : EMV corrigido (Cox-Snell).
Fonte: Autor(2023).
Tabela 10 — Resultados das EMV e suas versdes corrigidas quando 5y = 51 = 0, 5.
L=4 L=38
n 6 Média Viés Variancia +EQM Média Viés Variancia EQM
& -4,03782  -1,03782  4,09768  2,27481 -3,8665  -0,8665 2,88425 1,90659
25 a -3,98363 -0,98363 3,7498 2,17194 -3,84338 -0,84338  2,77121 1,86615
[ae]
I
I & -3,61889 -0,61889  2,14609  1,59032 -3,40694 -0,40694  1,08107  1,11654
S 49 & -3,60552 -0,60552 < 2,07304  1,56195 -3,40203 -0,40203  1,06739  1,10861
& -3,36064 -0,36064  1,01128  1,06834 -3,23369 -0,23369  0,52275  0,75984
81 & -3,3570  -0,3570 0,99769  1,06073 -3,23210 -0,23210  0,52041  0,75781
& -6,14781 -1,64781 11,59913  3,78344 -5,9786  -1,4786 8,67648  3,29587
25 & -5,96271 -1,46271  9,78264  3,45285 -5,90254 -1,40254  8,09003 3,1713
L0
T & -5,67527 -1,17527  7,32178  2,95009 -5,31602 -0,81602  3,96929  2,15295
49 & -5,61362 -1,11362  6,78268  2,83246 -5,29463  -0,79463 3,8567 2,11852
3
& -5,28872  -0,78872  3,97638 2,1444 -4,9522  -0,4522 1,76975 1,40508
81 & -5,26667 -0,76667  3,83193 = 2,10231 -4,94482  -0,44482  1,74845 1,3951

0: EMV; : EMV corrigido (Cox-Snell).

Fonte: Autor(2023).



Figura

Viés relativo absolute

Viés relativo absoluto

Viés relativo absoluto

020 0.30 040

0.10

0.010 0.020 0.030

0.000

0.005 0.010 0.015

0.000

10 — Média dos resultados da simulagao de Monte Carlo do viés relativo absoluto do EMV, 6 e,

sua versao corrigida, 6.

(a) a = {-4.5,—-3} quando £ = 4.

20 30 40 50 60 70

Tamanho amostral

(C) Bo = 0,5 quando £ = 4.

T T T T T T
20 30 40 50 60 70

Tamanho amostral
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Fonte: Autor(2023).



Tabela 11 — Medidas de informacéo para dados SAR sintéticos quando By = 51 = 0, 5.

L=4 L£=38
n 6  AIC CAIC BIC AIC CAIC BIC
f -8252658 -80,52658 -77,65107  -78,66038 -76,66038 -73,78488
25 0 -82,5270  -80,5270  -77,6515 -78,66058 -76,66058 -73,78508
(ap]
| .
I f -171,3265 -170,4174 -163,7592 -164,9366 -164,0275 -157,3693
S 49 § -171,3266 -170,4175 -163,7593 -164,9366 -164,0275 -157,3694
6 2902779 -289,7516 -280,7001 279,8245  -279,2982  -270,2467
81 6§ -290,2779 -289,7516 -280,7001 279,8245  -279,2982  -270,2467
0 -82,34129 -80,34129 -77,46579 76,36787 -7T4,36787 -71,49237
25 0 -82,3424  -80,3424  -77,4669 76,36839 -74,36839  -71,49289
0O
h 6 -169,7959 -168,8368 -162,2286 159,032 -158,1229 -151,4647
QS 49 6 -169,7963 -168,8872  -162,229 -159,0321  -158,123  -151,4648
0 -286,6591 -286,1328 -277,0814 270,1052  -269,5788  -260,5274
81 0§ -286,6593 -286,133 -277,0815 270,1052  -269,5780  -260,5274

0: EMV; : EMV corrigido (Cox-Snell).
Fonte: Autor(2023).
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