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RESUMO

Neste estudo são calculados os modos magnetostáticos de uma esfera oca ferromagné-
tica, onde temos como base o trabalho do R.Plumier, pois para obter a relação de dispersão
nesta geometria precisamos reescrever os potênciais magnetostáticos e aplicar os polinômios
associados de Legendre. A equação característica está em função dos parâmetros 𝜅, 𝜈 e dos
modos magnetostáticos indexados por (𝑙,𝑚, 𝑟 = cos 𝜃0), que estão relacionados com os po-
linômios associados de Legendre e o (cos 𝜃0) advindo do grau de liberdade da condição de
contorno. Provamos que quando o raio interno, 𝑟1 = 0, a equação característica da esfera oca
ferromagnética se iguala à da esfera sólida ferromagnética obtida por R.Plumier para os casos
𝑙 = 𝑚 + 𝑖, sendo 𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4.... Para as magnetizações 𝑚𝑥, 𝑚𝑦, da esfera oca quando o
raio interno 𝑟1 é nulo encontramos os mesmos resultados das compontentes da magnetização
obtidas por R.Plumier. Analisamos as semalhanças com o trabalho de McKeever, no qual é
realizada simulações micromagnéticas em uma esfera oca ferromanética nanométrica que está
sendo excitada com um pulso gaussiano, por serem nanoesferas ocas os termos de energia de
troca entre vizinhos mais próximos, energia anisotrópica magnetocristalina cubica, energia de
zeeman, energia magnetostática e o parâmetro de amortecimento 𝜆 da equação de Landau-
Lifshitz são levados em conta na formulação do problema. É realizada uma análise Topológica
do comportamento dessas magnetizações dentro da esfera oca, fazendo comparações com o
trabalho do Volodymyr P. Kravchuk de 2016, onde é possivel obter soluções em Skyrmion
para alguns casos. Os casos particulares onde é colocado um PEC (Condutor Perfeitamente
Elétrico) e um dielétrico dentro da esfera oca são estudados usando mudanças nas condições
de contorno do problema e teoria de perturbação.

Palavras-chaves: ressonância rerromagnética;modos magnetostáticos; ondas de spin.



ABSTRACT

In this study, the magnetostatic modes of a ferromagnetic hollow sphere are calculated,
where we have as base the work of R.Plumier, because to obtain the dispersion relation
in this geometry we need to rewrite the magnetostatic potentials and apply the associated
Legendre polynomials. the equation characteristic is a function of the parameters 𝜅, 𝜈 and the
magnetostatic modes indexed by (𝑙,𝑚, cos 𝜃0), which are related to the associated Legendre
polynomials and the (cos 𝜃0) from the degree of freedom of the boundary condition. We
prove that when the inner radius, 𝑟1 = 0, the characteristic equation of the ferromagnetic
hollow sphere equals that of the ferromagnetic solid sphere obtained by R.Plumier for the
cases 𝑙 = 𝑚 + 𝑖, where 𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4.... For the magnetizations 𝑚𝑥, 𝑚𝑦, of the hollow
sphere when the inner radius 𝑟1 is null, we find the same results as for the magnetization
components obtained by R.Plumier. We analyzed the similarities with McKeever’s work, in
which micromagnetic simulations are performed in a nanometric ferromagnetic hollow sphere
that is being excited with a gaussian pulse, because the terms of exchange energy between
nearest neighbors, cubic magnetocrystalline anisotropic energy, are hollow nanospheres, zeeman
energy, magnetostatic energy and the damping parameter 𝜆 of the Landau-Lifshitz equation are
taken into account in the formulation of the problem. A Topological analysis of the behavior of
these magnetizations inside the hollow sphere is performed, making comparisons with the work
of Volodymyr P. Kravchuk from 2016, where it is possible to obtain solutions in Skyrmion for
some cases. The particular cases where a PEC (Perfectly Electric Conductor) and a dielectric
are placed inside the hollow sphere are studied using changes in problem boundary conditions
and perturbation theory.

Keywords: ferromagnetic ressonance; magnetostatic waves; spin waves; magnons.
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1 INTRODUÇÃO

A absorção por ressonância ferromagnética (FMR) foi discutida teoricamente por Gans,
Loyarte (GANS; LOYARTE, 1921) e Dorfmann (DORFMANN, 1923) antes de sua descoberta
experimental por Griffith (GRIFFITHS, 1946) no Laboratório Clarendon em Oxford em 1946.
Em particular, o artigo teórico de Landau e Lifshitz escrito em Kharkov em 1935 (LANDAU;

LIFSHITZ, 1992) sobre a teoria da dispersão para a permeabilidade magnética em materiais fer-
romagnéticos, foi a base para trabalhos relacionados. O artigo pioneiro de Griffith (GRIFFITHS,
1946) nos dá resultados experimentais sobre a absorção ressonante em algumas frequências de
microondas em filmes finos de ferro, cobalto e níquel [(HURBEN; PATTON, 1996)]. O fenômeno
da FMR tem sido amplamente utilizado como uma ferramenta para investigar propriedades
magnéticas em materiais. A largura à meia altura do pico de ressonância pode ser interpre-
tada de acordo com a teoria de relaxação temporal de sistemas magnéticos, de acordo com
N. Bloembergen e com Landau e Lifshitz [(HOLSTEIN; PRIMAKOFF, 1940), (VLECK, 1951)].
Com os avanços científicos atuais e a possibilidade de obter diferentes estruturas e geome-
trias com dimensões nanométricas, os problemas de FMR ganharam destaque. Na literatura,
o material comumente utilizado para a absorção ressonante é a granada de ítrio ferro (YIG),
um material ferrimagnético [(PHILLIPS; ROSENBERG, 1966), (LEE et al., 2016)]. Um regime de
excitação comumente usado é conhecido por modos magnetostáticos, em que ∇⃗ × 𝐻⃗ = 0.
Esses modos apresentam comprimentos de onda muito menores que os comprimento de onda
eletromagnético com a mesma frequência [(HURBEN; PATTON, 1996), (HOLSTEIN; PRIMAKOFF,
1940)]. O comprimento de onda desses modos é grande o suficiente para negligenciar os efeitos
de troca [(REZENDE, 2020)], onde os menores comprimentos de onda envolvidos tem dimen-
sões aproximadamente iguais as do tamanho da amostra. Robert L. White e Irvin H. Solt,
Jr publicaram um trabalho sobre multiplas ressonâncias ferromagnéticas em 1956 descobrindo
experimentalmente que se aplicarmos campos magnéticos inomogêneos de radio frequência
fixa em esferas de ferrita, a absorção de energia ocorre em varios campos magnéticos dis-
tintos. Isso é atribuído à existência de modos de oscilação de comprimento de onda longo
da amostra ferromagnética, consistente com as condições de excitação para supor que essas
novas absorções são associados a modos de oscilação do conjunto de spins em que a fase
varia ao longo da amostra. Nos experimentos os campos excitantes de rf não variam muito
rapidamente sobre a amostra e o comprimento de onda desses modos devem ser comparáveis
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com as dimensões do material. No mesmo ano L.R.Walker escreveu um artigo pioneiro so-
bre os modos magnetostáticos em um elipsoide de ferrita, cujas dimensões micrométricas são
grandes o suficiente para ignorar a energia de troca ao passo que são pequenas para ignorar a
propagação eletromagnética. As forças no sistema são puramente magnétostáticas, cada spin
se move proveniente do campo magnético externo e do campo dipolar resultante dos outros
spins. As equações de Maxwell são resolvidas na aproximação magnetostática (∇ × 𝐻⃗ = 0)

agregando com a equação de Landau-Lifshitz linearizada e sem amortecimento para obter as
Equações Diferencias Parciais do potencial magnetostático no espaço para que seja possível
encontrar a equação caractetistica dos modos magnetostáticos. O espectro dos modos do
esferóides é descrito pelos parametros (𝑛,𝑚, 𝑟) provenientes dos Polinômios Associadas de
Legendre de primeira e segunda ordem, (𝑃𝑚

𝑛 , 𝑄𝑚
𝑛 ) que são usados para expandir as soluções

dos pontencias magnetostáticos dentro e fora do esferoide em função das coordenadas esferoi-
dais do sistema, (𝜉, 𝜂, Φ) e o indice 𝑟, que é relacionado com os r-ésimos zeros da expansão
do Polinômio Associado de Legendre 𝑃𝑚

𝑛 (𝑧) . Este tema passou a ser amplamente estudado
na literatura, explorando então outras geometrias ainda não estudadas, como o artigo sobre
modos magnetostáticos em um cilindro ferromagnético oco de Patrizio Ansalone e Vittorio
Basso em 2020. Os modos magnetostáticos ou modos de Walker foram inicialmente apresen-
tados por Walker [(WALKER, 1957)] em uma geometria elíptica, e consequentemente com o
caso particular de geometria esférica. Estudos sobre outras geometrias têm sido apresentados
na literatura [(ESHBACH; DAMON, 1960), (SAKHAROV et al., 2019)]. A equação inicial para as
soluções dos modos magnetostáticos é conhecida como equação de Walker. Trabalhos recen-
tes apresentaram a solução para os modos magnetostáticos em cilindros ferromagnéticos ocos
[(ANSALONE; BASSO, 2020)]. Os autores derivam uma expressão analítica para o potencial
escalar magnétostático para os modos de superfície azimutais, uniformes ao longo do eixo
do cilindro. Outros estudos apresentam alternativas a esta geometria, investigando como a
dinâmica de spin é modificada em nanotubos magnéticos poligonais [(KÖRBER; KÉZSMÁRKI;

KÁKAY, 2022)]. Os autores provam que diminuindo a simetria rotacional, um número crescente
de modos de ondas de spin ocorre, que são degenerados para o cilindro perfeito. Para esferas
ocas, poucos trabalhos foram apresentados, especificamente no estudo dos efeitos desmagneti-
zantes [(PRAT-CAMPS et al., 2015)]. Estudos recentes mostraram uma alternativa para estudar,
através da eletrodinâmica aplicada à análise de TE (elétrico transversal), os modos ressonantes
em esferas ferrimagnéticas [(KRUPKA et al., 2019)]. As soluções Skyrmion foram encontradas
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em estudos sobre a topologia além da estabilidade de estados de magnetização de equilíbrio
em casca esférica [(KRAVCHUK et al., 2016)]. Outra tentativa de estudar a dinâmica da mag-
netização em esferas ocas foi desenvolvido usando simulação micromagnética [(MCKEEVER;

OGRIN; AZIZ, 2019)]. Cascas esféricas ferromagnéticas nanométricas estão em alta demanda
devido as suas aplicações tecnológicas em dispositivos de microondas, armazenamento de me-
mória magnética, biomedicina, etc [(ANSALONE; BASSO, 2020)- (DOBROVOLSKIY et al., 2020)].
As propriedades de baixa densidade e forte absorção em uma ampla banda de frequência são
necessárias para aplicações diferentes. Devido à importância de estudar novas geometrias para
aplicações, o objetivo no presente trabalho foi encontrar a relação de dispersão para modos
magnetostáticos em uma esfera ferromagnética oca.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEORICA

2.1 RESSONÂNCIA FERROMAGNÉTICA

A absorção por ressonância ferromagnética foi discutida teoricamente por (Gans , Loyarte)
(GANS; LOYARTE, 1921) e Dorfmann(DORFMANN, 1923) antes de sua descoberta experimental
por Griffiths (GRIFFITHS, 1946) no Laboratório Clarendon em Oxford em 1946. Em particular, o
artigo teórico de Landau e Lifshitz(LANDAU; LIFSHITZ, 1992), escrito em Kharkov em 1935 sobre
a teoria de dispersão da permeabilidade magnética em materiais ferromagnéticos deu base para
novos trabalhos depois de algumas modificações essenciais. Depois da primeira observação da
ressonância ferromagnética o desenvolvimento do tema, foi amplamente estudado e afetado
por trabalhos em ressonância nuclear e paramagnética.

O artigo pioneiro de Griffiths (GRIFFITHS, 1946) nos da resultados experimentais da absor-
ção de ressonância em algumas frequências de microondas em filmes finos de ferro, cobalto e
níquel. É observado experimentalmente que, para altas frequências, existe uma perda maior de
energia com o aumento do campo magnético externo, o que sugere que a energia está sendo
usada por absorções ressonantes, Figura 1.

Figura 1 – Absorção anômala

Fonte: (GRIFFITHS, 1946)

No artigo do C.Kittel (KITTEL, 1951) é possivel interpretar os resultados em termos da
equação de Larmor, conectando a frequência de ressonância e o campo aplicado:

𝜔0 = 𝑔
𝑒

2𝑚𝑐𝐻. (2.1)
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A demonstração da equação (2.1) é baseada na equação de movimento

dJ⃗
d𝑡 = M⃗ × H⃗, (2.2)

J⃗ é o momento angular por unidade de volume e M⃗ é a magnetização. Supomos que

M⃗ = 𝛾J⃗, (2.3)

sendo 𝛾 a razão giromagnética.
O campo H⃗, é constante e supomos que está na direção 𝑧. A magnetização é dada por

M⃗ = 𝑚𝑥(𝑡)⃗i +𝑚𝑦(𝑡)⃗j +𝑀𝑧k⃗, (2.4)

na base cartesiana (⃗i, j⃗, k⃗). Assumimos que 𝑚𝑥,𝑚𝑦 << 𝑀𝑧, aplicando a equação de movi-
mento (2.2) e (2.3), temos que

𝑚𝑥(𝑡) = 𝑚0 cos𝜔0, 𝑚𝑥(𝑡) = 𝑚0 sin𝜔0, (2.5)

onde,
𝜔0 = 𝛾𝐻. (2.6)

A equação (2.6) é usada para interpretar os resultados de Griffiths, onde encontramos os
valores de 𝑔 entre 2.1 e 2.2, Figura 2.

Figura 2 – Gráfico do artigo original do griffiths para diferentes valores de g

Fonte: (KITTEL, 1951)
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A frequêcia de ressonância depende da forma do objeto, em geral para um elipsoide com
fatores desmagnetizantes 𝑁𝑥, 𝑁𝑦, 𝑁𝑧 e com um campo magnético auxiliar externo estático
na direção 𝑧, pode ser obtido por meio de

𝜔0 = 𝛾[𝐻𝑧 + (𝑁𝑦 −𝑁𝑧)𝑀𝑧][𝐻𝑧 + (𝑁𝑦 −𝑁𝑧)𝑀𝑧]1/2. (2.7)

A equação (2.7) para a frequência 𝜔0, no caso da esfera se reduz para

𝜔0 = 𝛾𝐻𝑧 (2.8)

que foi experimentalmente verificado pela primeira vez por Hewitt(JR, 1948). Se tivermos
um cristal ferromagnético simples, a frequência de ressonância vai depender do ângulo de
magnetização com o eixo cristalino, como resultado da energia de anisotropia magnetica.
Dado efeito foi descuberto em um simples cristal anisotropico por Kip e Arnold(KIP; ARNOLD,
1949), que trabalharam no plano (001) do cristal de Si-Fe.

O efeito de troca em uma ressonância ferromagnética foi estudado por Kittel em 1950.
Quando um objeto é uniformemente magnetizado, as interações de troca não fazem efeito
na frequência de ressonância, como consequência de que o operador de magnetização ∑︀𝑖 S⃗ix

comuta com o operador de troca ∑︀
𝑖 𝑗S⃗i · S⃗j. Na linguagem clássica temos que o campo

magnético molecular de Weiss H⃗w é sempre paralelo à magnetização M⃗ e o torque H⃗w × M⃗

deve desaparecer. Segundo Kittel, a densidade de energia de troca é escrita como

𝑓𝑡𝑟𝑜𝑐𝑎 = 𝐴

𝑀2
𝑠

(∇⃗ · M⃗)(∇⃗ · M⃗), (2.9)

sendo 𝐴 = 2𝐽𝑆2

𝑎
= 2.0 · 10−6𝑒𝑟𝑔𝑠/𝑐𝑚 para o ferro.

A figura 3 mostra o grafico da curva de ressonância no artigo de Kittel (1951), de pequenas
esferas de Ferrita de Níquel 𝑁𝑖𝑂 − 𝐹𝑒2𝑂3 :
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Figura 3 – Curva de Ressonância, cuja ordenada é a absorção de energia, para um cristal simples de ferrita de
níquel na forma de uma esfera, cujo diâmetro é 0.10cm e frequência de 24000mc/s (Yager, Galt,
Merritt, Wood and Matthias).

Fonte: (KITTEL, 1951)

O fenômeno da ressonância ferromagnética tem sido muito usado como ferramenta para a
investigação de propriedades magnéticas em ferritas. A orientação cristalográfica com o campo
requerido para a ressonância nos da informação acerca das constantes anisotrópicas magnéticas
dos cristais. O campo magnético para ressonância corrigido pelos efeitos anisotrópicos nos dá o
fator magnético 𝑔. Mais importante ainda é que a largura na meia altura do pico de ressonância
em 𝜔 ou em 𝐻 pode ser interpretado de acordo com a teoria de relaxação temporal de sistemas
magnéticos segundo N.Bloembergen (BLOEMBERGEN; PURCELL; POUND, 1948) ou Landau e
Lifshitz(LANDAU; LIFSHITZ, 1992).

Dois problemas que pertencem a esta ultima propriedade tem intrigado por varios anos
pesquisadores que usavam tecnicas convencionais de ressonância ferromagnética: 1) Por que
é um fato experimental que a absorção ressonante muitas vezes está longe de ser simétrica
em forma e pode até exibir um máximo secundário, especialmente para amostras grandes. 2)

Porque os tempos de relaxamento medidos das larguras de linha são pequenos?
A resposta para a primeira pergunta é que modos mais altos de ressonância ferromagnética,

em que a fase precessional varia de ponto a ponto dentro da amostra, são apresentados para
existir e ter campos para ressonância em geral diferentes do valor Kittel. O formado de linha
"distorcido"e máximos secundários "espúrios"podem ser explicados como causa pela excitação
acidental do modos de ressonância altos.
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2.1.1 Ressonância Ferromagnética causada por Campos Oscilantes Amortecidos

Consideramos que a amostra magnética é colocada em uma região onde existe um campo
magnético estático H⃗ e um campo oscilante perpendicular ao campo estático cuja frequência
é 𝜔, sua intensidade pode ser escrita por

H⃗ =
(︁
ℎ𝑥i + ℎ𝑦j

)︁
𝑒−𝑖𝜔𝑡 +𝐻k⃗, (2.10)

onde ℎ𝑥, ℎ𝑦 << 𝐻. A magnetização é dada por

M⃗ =
(︁
𝑚𝑥i +𝑚𝑦j

)︁
𝑒−𝑖𝜔𝑡 +𝑀𝑧k⃗. (2.11)

Se aplicarmos a equação de Landau-Lifshitz, vamos ter que na forma tensorial,

m⃗ = 𝜒̄ · h⃗, (2.12)

onde é o tensor de suscetibilidade magnética representado pela matriz quadrada

𝜒̄ =

⎛⎜⎜⎝𝜒𝑥𝑥 𝜒𝑥𝑦

𝜒𝑦𝑥 𝜒𝑦𝑦

⎞⎟⎟⎠ ,
onde

𝜒𝑥𝑥 = 𝜒𝑦𝑦 = 𝜔𝑀𝜔0

𝜔2
0 − 𝜔2 , (2.13)

𝜒𝑦𝑥 = −𝜒𝑥𝑦 = 𝑖
𝜔𝑀𝜔0

𝜔2
0 − 𝜔2 , (2.14)

onde 𝜔𝑀 = 4𝜋𝑀𝑧, no sistema CGS. O que implica em que a amplitude da resposta da
magnetização aumenta rapidamente quando a frequência 𝜔 se aproxima de 𝜔0, ou seja, a
suscetibilidade diverge em 𝜔 = 𝜔0, que é uma situação não-física, mostrando então que a
relação não pode ser ignorada. Resolvendo este problema introduzindo uma parte imaginária
na frequência de ressonância, ou seja, 𝜔0 −→ (𝜔0−𝑖𝜂), onde 𝜂 é a taxa de relaxação magnética.
Então as novas componentes do tensor são

𝜒𝑥𝑥 = 𝜒𝑦𝑦 = 𝜔𝑀𝜔0

𝜔2
0 − 𝜔2 − 𝑖2𝜔0𝜂

, (2.15)

𝜒𝑦𝑥 = −𝜒𝑥𝑦 = 𝑖
𝜔𝑀𝜔0

𝜔2
0 − 𝜔2 − 𝑖2𝜔0𝜂

, (2.16)
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para o caso onde 𝜂 << 𝜔0, que significa um pequeno amortecimento. Quando 𝜔 ≈ 𝜔0, então,
𝜔2

0 −𝜔2 ≈ 2𝜔0(𝜔0 −𝜔), então as partes real e imaginária das componentes diagonais do tensor
de suscetibilidade magnética se transformam em

𝜒
′

𝑥𝑥 = 𝜒
′

𝑦𝑦 = 𝜔𝑀(𝜔0 − 𝜔)/2
(𝜔0 − 𝜔)2 + 𝜂

, (2.17)

𝜒
′′

𝑥𝑥 = 𝜒
′′

𝑦𝑦 = 𝜔𝑀𝜂/2
(𝜔0 − 𝜔)2 + 𝜂

. (2.18)

Assumindo que o campo somente tem componente ℎ𝑥, a média temporal da potência absorvida
pelo material, por unidade de volume, é dada por

𝑃 (𝜔) = 1
2𝜔𝜒

′′

𝑥𝑥ℎ
2
𝑥. (2.19)

A figura 4 mostra os gráficos da parte real e imaginária das componentes diagonais da susce-
tibilidade para uma frequência 𝜔 constante

Figura 4 – Parte real e imaginária das componentes diagonais da suscetibilidade para uma frequência 𝜔/2𝜋 =
9.8𝐺𝐻𝑧, 𝜔𝑀 = 3𝑘𝑂𝑒 e 𝜂/𝜔 = 0.04.

Fonte: (REZENDE, 2020)

2.1.2 Modos Magnetostáticos em Ressonância Ferromagnética

Robert L. White e Irvin H.Solt Jr(WHITE; JR, 1956) em maio de 1956 publicaram o artigo
"Multiplas Ressonâncias Ferromagnéticas em Esferas de Ferrita", mostrando que sob certas
condições a absorção , em frequência fixa, pode passar por um número máximo quando o
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campo magnético externo é variado. Uma condição necessária para a excitação destas multi-
plas absorções é que o campo magnético externo seja inomogêneo. A separação em relação ao
campo externo desses picos extras podem ser interpretadas de acordo com a teoria de Kittel
(KITTEL, 1951), usualmente excitada por campos uniformes, que estas separações são inde-
pendentes do tamanho da esfera, para amostras suficientemente pequenas. Ao mesmo tempo
estas separações dos picos dependem da magnetização de saturação da ferrita e variam com
a temperatura. É consistente supor que estas novas absorções estão associadas a modos de
oscilação de um conjunto de spins que sua fase varia ao longo da amostra. Nos experimentos
os campos magnéticos não variam rapidamente na amostra e o comprimento de onda destes
modos devam ser comparáveis as dimensões da amostra.

A figura 5 representa o aparato experimental, para detectar as potências absorvidas dos
picos extras.

Figura 5 – Aparato experimental para a detecção.

Fonte: (WHITE; JR, 1956)

A figura 6 representa as posições da amostra na cavidade ressonante retangular 𝑇𝐸102.

Figura 6 – Posição da amostra dentro da cavidade ressonante retangular para a ressonância ferromagnética.

Fonte: (WHITE; JR, 1956)
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Na figura 7 podemos observar que a variação do campo magnético externo, numa dada
frequência, causa os picos extras de absorção na esfera de ferrita. Quando é alterado a posição
da amostra na cavidade ressonante, representa pelos autores por ’Posição 2’, os picos 𝐷 e
𝐸 desaparecem enquanto o pico de absorção 𝐴 surge e o 𝐵 se torna mais evidente para os
mesmo valores de campo magnético externo em Gauss. Ou seja, é possivel excitar as absorções
separadamente ou em subgrupos usando a posição apropriada da amostra dentro da cavidade
e selecionando a orientação do campo magnético externo.

Figura 7 – Gráficos da Potência Magnética absorvida em função do campo magnético na amostra. Artigo
"Multiplas Ressonâncias Ferromagnéticas em Esferas de Ferrita,Robert L. White e Irvin H.Solt Jr
(1956)", apresentam picos extras causados pelo campo magnético inomogeneo ocasionados pelo
gradiente do campo magnético ao mudar as posições do circuito.

Fonte: (WHITE; JR, 1956)

Em 1956, L.R Walker publicou o artigo "Modos Magnetostáticos em Ressonância Ferro-
magnética"(WALKER, 1957), onde elipsoides ferromagnéticos cujas dimensões não são menores
que alguns micrômetros, implicando que os menores comprimentos de onda são nessa ordem.
Podemos então ignorar as interações de troca e pseudo dipolares cujo campo efetivo de troca
para um comprimento de onda 𝜆(𝑐𝑚) vale 10−8

(𝜆)2 𝑜𝑒𝑟𝑠𝑡𝑒𝑑𝑠, então 𝜆 deve ser aproximadamente
10−5𝑐𝑚 antes da troca se tornar comparável com o campo magnético aplicado usual que vale
em torno de alguns kilogauss. O termo pseudo dipolar será menor do que isto devido as intera-
ções de troca.A propagação eletromagnética dentro da ferrita será sempre significativa quando
a frequência e o campo aplicado são necessários para produzir uma permeabilidade efetiva alta
no meio. O range dessas frequências será mais estreito quanto menor for a amostra, então a
propagação será tomada em conta se as dimensões do material ferromagnético for da ordem
desses comprimentos de onda provenientes da onda eletromagnética.

Elipsoides cujas dimensões são da ordem de poucos micrômetros, é de se esperar que
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a propagação eletromagnética não seja importante para essas dimensões.Ou seja, amostras
cujas dimensões são suficientemente grandes para ignorar as interações de troca e pequenas o
suficiente para negligenciar propagação, exceto em regiões criticas do campo e frequência onde
devem ter modos que são essencialmente independentes do tamanho. Por hora consideramos
que as interações são puramente magnétostáticas, cada spin se move sob ação do campo
magnético externo e o campo dipolar resultante dos outros spins.

Então, iremos deixar a propagação de lado e assumiremos que os spins desviam suavemente
da direção de propagação do campo magnético aplicado e que as equações de movimento
devem ser linearizadas. Suas soluções fornecem uma relação entre as componentes transversais
da magnetização e do campo magnético externo. Dado que o campo magnético externo está
orientador no eixo 𝑧, temos que

H⃗(⃗r, 𝑡) = 𝐻𝑖1⃗z + h⃗𝑒𝑖𝜔𝑡, (2.20)

M⃗(⃗r, 𝑡) = 𝑀01⃗z + m⃗𝑒𝑖𝜔𝑡, (2.21)

onde 𝜔 é a frequência do campo magnético externo, h⃗ esta localizado no plano 𝑥 − 𝑦 e é
pequeno comparado a 𝐻𝑖. O mesmo acontece para m⃗ que está no plano 𝑥 − 𝑦 e é pequeno
comparado a 𝑀0, que é chamado de magnetização de saturação.

2.1.3 Condição Magnétostática e Equação Característica

Pelas Equações de Maxwell, sabemos que

∇⃗ · E⃗ = 0, (2.22)

∇⃗ × E⃗ = −1
𝑐

𝜕

𝜕𝑡

(︁
H⃗(⃗r, 𝑡) + 4𝜋M⃗(⃗r, 𝑡)

)︁
(2.23)

∇⃗ · B⃗ = ∇⃗ ·
(︁
H⃗(⃗r, 𝑡) + 4𝜋M⃗(⃗r, 𝑡)

)︁
= 0, (2.24)

∇⃗ × H⃗ = 𝜖

𝑐

𝜕E⃗
𝜕𝑡

+ J⃗. (2.25)
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A condição de magnetostática negligencia a equação de Maxwel propagante, ou seja

𝜖

𝑐

𝜕E⃗
𝜕𝑡

= 0, (2.26)

como não temos densidades de corrente J⃗,então

J⃗ = 0. (2.27)

Temos que as equações a serem usadas são

∇⃗ · B⃗ = 0, (2.28)

∇⃗ × H⃗ = 0. (2.29)

A aproximação é chamada de "magnetostática", pois a condição ∇⃗ × H⃗ = 0 é válida
apenas no limite de baixa frequência, em relação a frequência da luz, para um dado número de
onda k. Para uma excitação magnética, cuja frequência é dada por 𝜔𝑘, esta condição implica
em

𝜔𝑘 ≪ 𝑘𝑐, (2.30)

ou seja, para uma frequência 𝜔𝑘, o numero de onda 𝑘 do modo será muito maior que o
da luz 𝑘0 nessa mesma frequência. A amostra será um esferoide cujo eixo de simetria será o
eixo 𝑧, onde será aplicado o campo magnético externo. Arazão do eixo longitudinal ,𝑏, com
o eixo transversal 𝑎, será denotada por 𝛼. Para a condição magnetostática (2.29), podemos
considerar soluções em onda plana para os campos H⃗(⃗r, 𝑡) e M⃗(⃗r, 𝑡) cuja frequência 𝜔𝑘 e o
vetor de onda k⃗ são dados por

H⃗(⃗r, 𝑡) = h𝑘𝑒
𝑖 (k · r − 𝜔𝑘𝑡), (2.31)

M⃗(⃗r, 𝑡) = m𝑘𝑒
𝑖 (k · r − 𝜔𝑘𝑡). (2.32)

Substituimos as equações (2.31),(2.32) e a condição magnetostática (2.29) na equação
(2.24), para obter a expressão do dipolo h𝑘 associado a uma onda de spin propagante cujo
vetor de onda e frequência k , 𝜔𝑘 respectivamente

h𝑘 ≈ −4𝜋
𝑘2 k(k · m𝑘). (2.33)
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O objetivo é começar do conjunto completo das equações de Maxwell(para quando J⃗ = 0) e
encontrar uma solução geral para h𝑘, demonstrando que esta expressão se reduzirá a equação
(2.33) no limite 𝑘 ≫ 𝑘0. Aplicando o rotacional na equação de Maxwell (2.25) e usando a
equação (2.23) obtemos a equação de onda para o vetor H⃗(⃗r, 𝑡), supondo soluções em ondas
planas (2.31) e (2.32) a relação geral entre as amplitudes independentes do tempo h𝑘 e m𝑘

é dada por
h𝑘 = − 1

𝑘2 − 𝑘2
0
4𝜋k(k · m𝑘) + 𝑘2

0
𝑘2 − 𝑘2

0
4𝜋m𝑘. (2.34)

Como já indicado, 𝑘0 é o numero de onda para uma onda eletromagnética se propagando na
mesma frequência 𝜔𝑘 em um dielétrico

𝑘0 = 𝜔𝑘

𝑐

√
𝜖. (2.35)

Então, no limite |𝑘| ≫ 𝑘0 a expressão para a amplitude h𝑘 é tal que somente a contribuição
do campo de dipolo permance e retornamos a equação (2.33), evidênciando assim a natureza
da aproximação magnetostática.

O campo interno desmagnetizante dentro do esferoide ,𝐻0 − 4𝜋𝑀0𝑁𝑧,[(OSBORN, 1945)]
será chamado de 𝐻𝑖.

A equação de movimento é dada pela fórmula de Landau-Lifshit sem amortecimento

dM⃗
d𝑡 = 𝛾M⃗ × H⃗ (2.36)

Na aproximação linear, se transforma em

𝑖𝜔m⃗ = 𝛾
[︁
1⃗z × (𝑀0h⃗ −𝐻𝑖m⃗)

]︁
. (2.37)

As quantidades h⃗ e m⃗, devem satisfazer as equações (2.17) e (2.18)

∇⃗ × h⃗ = 0 (2.38)

∇⃗ · h⃗ + 4𝜋m⃗ = 0, (2.39)

dado que estamos usando o sistema CGS de unidades.Temos que a propagação é ignorada,
Podemos atribuir um potencial Ψ, dado que h⃗ = ∇⃗Ψ, então

∇2𝜓 + 4𝜋∇⃗ · m⃗ = 0. (2.40)
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A equação (2.16) pode ser escrita como

𝑖𝜔𝑚𝑥 = 𝛾(𝐻𝑖𝑚𝑦 −𝑀0ℎ𝑦), (2.41)

𝑖𝜔𝑚𝑦 = 𝛾(−𝐻𝑖𝑚𝑥 +𝑀0ℎ𝑥). (2.42)

Sabemos que h⃗ = ∇⃗Ψ, substituimos 𝑚𝑥 e 𝑚𝑦 na equação (2.19), então
Para dentro do esferoide, temos

(1 + 𝜅)( 𝜕
2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 )𝜓 + 𝜕2𝜓

𝜕𝑧2 = 0, (2.43)

Para fora do esferoide, temos(︃
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧2

)︃
𝜓 = 0,

onde 𝜅 = Ω𝐻

Ω2
𝐻−Ω2 , Ω = 𝜔

4𝜋𝛾𝑀0
, Ω𝐻 = 𝐻𝑖

4𝜋𝑀0
, 𝑣 = Ω

Ω2
𝐻−Ω2 .

Então, temos que aplicar as condições de contorno do problema, onde a continuidade
do potencial magnetostático na superfície e a componente normal do campo magnético são
continuas.

Definimos as coordenadas esferoidais como sendo (𝜉, 𝜂, Φ), logo

𝑥 = (𝑎2 − 𝑏2)(1 + 𝜉2)1/2(1 − 𝜂2)1/2 cos Φ, (2.44)

𝑦 = (𝑎2 − 𝑏2)(1 + 𝜉2)1/2(1 − 𝜂2)1/2 sin Φ, (2.45)

𝑧 = (𝑎2 − 𝑏2)𝜉𝜂, (2.46)

A equação da superficie do elipsoide é

𝑥2 + 𝑦2

𝑎2 + 𝑧2

𝑏2 = 1, (2.47)

onde é dada por 𝜉 = 𝜉0 e 𝜉2
0 = 𝛼2

1−𝛼2 .
A solução em polinômios associados de Legendre do primeiro e segundo tipo para a solução

exterior é dada por

Ψ𝑒 = 𝑄𝑚
𝑙 (𝑖𝜉)𝑃𝑚

𝑙 (𝜂) exp{𝑖𝑚Φ}. (2.48)
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Para a solução interior temos que

Ψ𝑖 = 𝑃𝑚
𝑙 (𝑖𝜉)𝑃𝑚

𝑙 (𝜂) exp{𝑖𝑚Φ}. (2.49)

Usando a versão integral dos polinômios de Legendre interiores e as condições de contorno
usuais, temos que a equação característica vale

𝑖𝜉0
𝑄𝑚

′

𝑙 (𝑖𝜉0)
𝑄𝑚

𝑙 (𝑖𝜉0)
− 𝑖𝜉

′

0
𝑃𝑚

′

𝑙 (𝑖𝜉′
0)

𝑃𝑚
𝑙 (𝑖𝜉′

0)
= 𝑚𝑣

𝑏2

𝑎2 = 𝑚𝑣𝛼2, (2.50)

onde,

𝜉
′ = (1 + 𝜅)1/2𝛼

[1 − (1 + 𝜅)𝛼2]1/2 . (2.51)

As naturezas das soluções da equação característica são interpretadas mais claramente se
escritas em função dos zeros da função dos polinomios associados de Legendre para observar-
mos o espectro, onde podemos escrever a mesma como sendo

𝐹

(︃
2Δ + Δ2

Ω𝐻

)︃
= |𝑚|

⎛⎝𝐺𝑙,𝑚(𝛼) + 2
𝑝∑︁

𝑟=1

1 − (2Δ + Δ2

Ω𝐻
)

𝛼2(1 − 𝑧2
𝑟 ) − [𝑧2

𝑟 + 𝛼2(1 − 𝑧2
𝑟 )](2Δ + Δ2

Ω𝐻
)

⎞⎠−1

onde 𝑧𝑟 são os zeros da função dos polinômios de Legendre e Δ = Ω − Ω𝐻 .Temos que

𝐹

(︃
2Δ + Δ2

Ω𝐻

)︃
= Δ 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 > 0, (2.52)

𝐹

(︃
2Δ + Δ2

Ω𝐻

)︃
= −(Δ + 2Ω) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑚 < 0. (2.53)
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Figura 8 – Gráfico original de 𝐹
(︁

2Δ + Δ2

Ω𝐻

)︁
em função de Δ e as retas Δ e −(Δ + 2Ω) para o caso onde

𝑙 = 8 e 𝑚 = 2 [𝑝 = 3].

Fonte: (WALKER, 1957)

A Figura 8 mostra o grafico original do artigo de L.R.WALKER, onde podemos observar
que a intersecção dos graficos (as curvas e retas) são as soluções da equação característica
representando então os modos magnétostaticos.

Com isto podemos calcular qualquer modo (𝑙,𝑚, 𝑟), onde 𝑟 é o r-ésimo zero da função dos
polinomios associados de legendre. E podemos observar o gráfico da variação de frequências
reduzidas em função da frequência Ω𝐻 , para o caso da esfera sólida, para diferentes modos.
A esfera é um caso típico pois ocorrem modos de degenerecência, especialmente entre os
modos uniformes. Ou seja, existem dois modos com diferentes valores de 𝑛,𝑚, 𝑟 que têm
a mesma frequência 𝜔. O trabalho de Walker é um pioneiro na determinação da equação
característica e no cálculo dos modos magnetostáticos em um esferoide, e seu caso especial
quando a excentricidade é igual a 1, onde se foi dando abertura para varios outros trabalhos
abordando outras geometrias.
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3 MODOS MAGNETOSTÁTICOS EM UMA ESFERA FERROMAGNÉTICA

3.1 MODOS MAGNETOSTÁTICOS EM UMA ESFERA FERROMAGNÉTICA

A figura 9 representa uma esfera o ferromagnética onde 𝑅 é o raio, dado que a região
interna é formada por um material ferromagnético.

Figura 9 – Esfera ferromagnética sólida de raio R

Fonte: Desenhado pelo autor

Para encontrar a relação de dispersão temos que aplicar a equação de Landau-Lifshit e
usar a aproximação magnétostática já vista no capitulo de Fundamentação teórica. Separamos
o problema em duas partes,já vistas anteriormente no artigo do Walker(WALKER, 1957).

1º) A equação diferencial parcial do potencial magnetostático na região externa (𝑟 > 𝑅)

(︃
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧2

)︃
Ψ = 0. (3.1)

2º) A equação diferencial parcial do potencial magnetostático na região interna (𝑟 < 𝑅)

(1 + 𝜅)
(︃
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2

)︃
Ψ + 𝜕2Ψ

𝜕𝑧2 = 0, (3.2)

onde 𝜅 = Ω𝐻

(Ω2
𝐻−Ω2) , Ω = 𝜔

4𝜋𝛾𝑀0
, Ω𝐻 = 𝐻𝑖

4𝜋𝑀0
, 𝑣 = Ω

(Ω2
𝐻−Ω2) .
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Pela simetria esférica do problema usaremos a expansão em polinomios associados de
Legendre, onde a solução geral é

Ψ(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

(𝛼𝑚
𝑙 𝑟

𝑙 + 𝛽𝑚
𝑙 𝑟

−𝑙−1)𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃) exp(𝑖𝑚𝜑) (3.3)

Para a região interna, faremos a mudança de variável 𝑧 → 𝑧
′ = (1 + 𝜅)1/2𝑧 obtendo a

nova EDP da seguinte forma

(︃
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧′ 2

)︃
Ψ = 0. (3.4)

Temos que a nova coordenada 𝑧′ depende das novas coordenadas esféricas (𝑟′
, 𝜃

′) representada
na equação (3.5)

𝑧
′ = 𝑟

′ cos 𝜃′
, (3.5)

onde
𝑟

′ 2 = 𝑥2 + 𝑦2 + (1 + 𝜅)𝑧2, (3.6)

𝑟
′ 2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝜅𝑧2, (3.7)

𝑟
′ 2 = 𝑟2 + 𝜅𝑟2 cos2 𝜃, (3.8)

𝑟
′ = 𝑟

(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁1/2
. (3.9)

Então para calcular cos 𝜃′ temos que

cos 𝜃′ = 𝑧
′

𝑟′ , (3.10)

cos 𝜃′ = 𝑧(1 + 𝜅)1/2

𝑟(1 + 𝜅 cos2 𝜃)1/2 =
√︃

cos2 𝜃(1 + 𝜅)
1 + 𝜅 cos2 𝜃

. (3.11)

Logo, para simplificar escrevemos

𝑃𝑚
𝑙

(︁
𝑐𝑜𝑠𝜃

′)︁ = 𝑃𝑚
𝑙

⎛⎝√︃cos2 𝜃(1 + 𝜅)
1 + 𝜅 cos2 𝜃

⎞⎠ . (3.12)

• Dado que 𝑧1, 𝑧2 ∈ C, sendo 𝑧1 = cos 𝜃′ e 𝑧2 = 𝑟
′ ;
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Para 𝑧1, o domínio é
|𝑧1| < 1,

0 <

⎯⎸⎸⎷⃒⃒⃒⃒⃒cos2 𝜃(1 + 𝜅)
1 + 𝜅 cos2 𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1.

A restrição que temos é dada por

1 + 𝜅 cos2 𝜃 ̸= 0,

Em termos das frequências reduzidas temos

Ω ̸=
√︁

Ω𝐻(Ω𝐻 + Ω𝐻 cos2 𝜃).

Então, podemos dizer que a EDO que está relacionada a variável 𝑧1, quando é realizada a
separação de variáveis da Equação de Lapace (∇2

(︁
Ψ′

2

)︁
= 0), é a equação diferencial hiperge-

ométrica dada por

(1 − 𝑧2
1)𝑦′′ − 2𝑧1𝑦

′ +
(︃
𝜆(𝜆+ 1) − 𝑚2

1 − 𝑧2
1

)︃
𝑧1 = 0,

que tem singularidades em 𝑧1 = 0 e 𝑧1 = 1. Sendo 𝑦 = 𝑃𝑚
𝑙 (𝑧1), os polinômios associados

de legendre do 1º tipo, pois para |𝑧1| > 1, não existe domínio então a solução do 2º tipo
𝑦 = 𝑄𝑚

𝑙 (𝑧1) é descartada. Logo 𝑧1 é analítica na região |𝑧1| < 1

Para 𝑧2, o dominio é dado por
|𝑧2| > 0,

Então, podemos dizer que a EDO que está relacionada a variável 𝑧2, quando é realizada a
separação de variáveis da Equação de Lapace (∇2

(︁
Ψ′

2

)︁
= 0), é a equação diferencial hiperge-

ométrica confluente, que por sua vez apresenta uma singularidade em 𝑧2 = 0. Logo é analítica
na região |𝑧2| > 0.

Que nos dá garantia que a parte radial é expandida

𝑅𝑙(𝑧2) = 𝐵
′

𝑙𝑧
𝑙
2 + 𝐶

′

𝑙

1
𝑧𝑙+1

2
,

Então, vamos escrever a solução do potencial magnetostático para as 2 regiões
Para 𝑟 < 𝑅 temos

Ψ1(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

𝐴𝑚
𝑙 (𝑟′)𝑙𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃′) exp(𝑖𝑚𝜑). (3.13)
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Substituindo 𝑟′ concluimos

Ψ1(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

𝐴𝑚
𝑙 𝑟

𝑙(1 + 𝜅 cos2 𝜃)𝑙/2𝑃𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃′) exp(𝑖𝑚𝜑). (3.14)

Para 𝑟 > 𝑅 temos que

Ψ2(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

𝐵𝑚
𝑙 𝑟

−𝑙−1𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃) exp(𝑖𝑚𝜑). (3.15)

Existem duas condições de contorno para o problema
1º) Continuidade do Potencial Magnetostático em 𝑟 = 𝑅.
2º) Continuidade da componente normal do campo magnético em 𝑟 = 𝑅, ou seja, B⃗ =(︁

h⃗ + 4𝜋m⃗
)︁

𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙
.

Sabemos do capítulo de Fundamentação Teórica que;

h⃗ = ∇⃗Ψ, (3.16)

4𝜋𝑚𝑥 = 𝜅
𝜕Ψ
𝜕𝑥

− 𝑖𝑣
𝜕Ψ
𝜕𝑦

, (3.17)

4𝜋𝑚𝑦 = 𝑖𝑣
𝜕Ψ
𝜕𝑥

+ 𝜅
𝜕Ψ
𝜕𝑦

. (3.18)

Para calcular a componente normal do campo magnético temos que fazer o produto in-
tenrno com o versor r̂:

B⃗𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 =
(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

=
(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
· r̂ (3.19)

onde r̂ = sin 𝜃 cos𝜑x̂ + sin 𝜃 sin𝜑ŷ + cos 𝜃ẑ. Sabemos que o campo magnético dentro do
material vale

(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

=
[︃
(1 + 𝜅)𝜕Ψ

𝜕𝑥
− 𝑖𝑣

𝜕Ψ
𝜕𝑦

]︃
x̂ +

[︃
(1 + 𝜅)𝜕Ψ

𝜕𝑦
+ 𝑖𝑣

𝜕Ψ
𝜕𝑥

]︃
ŷ + 𝜕Ψ

𝜕𝑧
ẑ. (3.20)

Fazemos as transformações

𝜕

𝜕𝑥
= cos𝜑 sin 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
+ cos𝜑 cos 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
− sin𝜑
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
(3.21)

𝜕

𝜕𝑦
= sin𝜑 sin 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
+ sin𝜑 cos 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
+ cos𝜑
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
(3.22)
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𝜕

𝜕𝑧
= cos 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
− sin 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(3.23)

Então a componente normal do campo magnético B⃗ dentro do material em relação as
coordenadas esféricas vale

B⃗𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 =
(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
· r̂ =

(︁
1 + 𝜅 sin2 𝜃

)︁ 𝜕Ψ
𝜕𝑟

+ 𝜅 sin 2𝜃
2𝑟

𝜕Ψ
𝜕𝜃

− 𝑖𝑣

𝑟

𝜕Ψ
𝜕𝜑

(3.24)

Para calcular a componente normal do campo para 𝑟 > 𝑅 basta atribuir 𝜅 = 0 e 𝑣 = 0 .
Aplicamos a primeira condição de contorno para 𝑟 = 𝑅 , temos que

Para 𝑟 = 𝑅

Ψ1(𝑟 = 𝑅, 𝜃, 𝜑) = Ψ2(𝑟 = 𝑅, 𝜃, 𝜑) (3.25)

Igualando termo a termo , temos que

𝐵𝑚
𝑙 = 𝑅2𝑙+1𝐴𝑚

𝑙

(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁𝑙/2 𝑃𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃′)
𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃) . (3.26)

Aplicamos a segunda condição de contorno para 𝑟 = 𝑅, 𝜃, Φ:

B⃗𝑟<𝑅
𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 (𝑟 = 𝑅, 𝜃, 𝜑) = B⃗𝑟>𝑅

𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 (𝑟 = 𝑅, 𝜃, 𝜑) (3.27)

Igualando os termos, temos

B𝑚
𝑙 = −(𝑙+1)−1𝐴𝑙𝑅

2𝑙+1(1+𝜅 cos2 𝜃)𝑙/2 [𝜅𝑙 sin2 𝜃 + 𝑙 +𝑚𝑣 − 0.25(1 + 𝜅 cos2 𝜃)−1𝜅2𝑙 sin 2𝜃]×

𝑃 𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃

′ ))
𝑃 𝑚

𝑙
(cos 𝜃) + 0.5𝜅 sin 2𝜃 +

d𝑃 𝑚
𝑙

(𝑐𝑜𝑠𝜃
′
))

d𝜃

𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃)

(3.28)

Igualando os 𝐵𝑚
𝑙 , temos que a relação de dispersão da esfera sólida ferromgnética para o

caso onde 𝜃 = 𝜃* que é atribuido nas condições de contorno vale

⎡⎢⎣𝑙𝜅 sin2 𝜃* + 2𝑙 + 1 +𝑚𝑣 − 𝑙𝜅2 sin2 2𝜃*

4(1 + 𝜅 cos2 𝜃*) +
𝜅 sin 2𝜃* d𝑃 𝑚

𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃
′ (𝜃*)))

d𝜃

2𝑃𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃′(𝜃*)))

⎤⎥⎦ = 0.
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(3.29)

Usando as relações de recorrência dos polinômios associados de legendre (3.37) e (3.38),
podemos provar que para 𝑙 = 𝑚 + 𝑖 , 𝑖 = 0, 1, 2, 3... a relação de dispersão independe do
ângulo 𝜃*, cada modo magnetostático é definido pelos indices (𝑙,𝑚).

Temos como base para este trabalho o artigo do R.Plumier 1961(PLUMIER, 1962) onde
obtem-se modos magnetostáticos para uma esfera ferromagnética. A principal diferença é
como são definidos os potenciais interior e exterior a esfera ferromagnética onde o Potencial
fora da esfera é

Ψ+
𝑙,𝑚 = 𝑐

𝑅2𝑙+1𝑃𝑚
𝑙 exp{𝑖𝑚Φ}
𝑟𝑙+1 = 𝑐

𝑅2𝑙+1𝑌 𝑚
𝑙

𝑟𝑙+1 (3.30)

O Potencial dentro vale
Ψ𝑚

𝑙 = 𝑐𝑟𝑙𝑌 𝑚
𝑙 (3.31)

A ideia principal é usar a forma integral dos polinomios de legendre interiores, onde podemos
encontrar no livro do Whittaker-Watson e substituir o 𝑧 por 𝑧′ = (1 + 𝜅)1/2𝑧 então,

Ψ𝑚
𝑙 = (𝑙 +𝑚)!

2𝜋𝑖𝑚𝑙!

⎡⎣∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑒𝑖𝑚𝑢𝑑𝑢[(𝑧 + 𝑖𝑥+ 𝑖𝑦)𝑙 +

𝑙∑︁
𝑝=1

𝑙!
𝑝!(𝑙 − 𝑝)!(𝑧 + 𝑖𝑥+ 𝑖𝑦)𝑙−𝑝( 𝑟 cos 𝜃𝜅

1 + (1 + 𝜅)1/2 )𝑝]
⎤⎦ ,

(3.32)
pois usamos a expansão binomial e o fato de que

(1 + 𝜅)1/2 = 1 + 𝜅

1 + (1 + 𝜅)1/2 . (3.33)

De acordo com a relação de recorrência (3.39)

(2𝑙 + 1) cos 𝜃𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃) = (𝑙 +𝑚)𝑃𝑚

𝑙−1(cos 𝜃) + (𝑙 −𝑚+ 1)𝑃𝑚
𝑙+1(cos 𝜃), (3.34)

podemos provar que a série para o potencial inferior é finita e da forma

Ψ𝑚
𝑙 = 𝑟𝑙 exp{𝑖𝑚Φ}

[︁
𝑓0𝑃

𝑚
𝑙 + 𝑓1𝑃

𝑚
𝑙−2 + 𝑓2𝑃

𝑚
𝑙−4 + ...+ 𝑓[1/2(𝑙−𝑚)]𝑃

𝑚
𝑙−[1/2(𝑙−𝑚)]

]︁
, (3.35)

onde os 𝑓0,𝑓1,𝑓2,... são funções de 𝑙,𝑚 e 𝜅. Segue a Tabela 1 dos potenciais interiores de
acordo com essa logica
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Tabela 1 – Tabela contendo os potenciais magnetostáticos interiores segundo R.Plumier

𝑙 Potencial Magnetostático Interior
𝑙 = 𝑚 Ψ = 𝑐𝑟𝑙𝑌 𝑙

𝑙

𝑙 = 𝑚+ 1 Ψ = 𝑐𝑟𝑙𝑌 𝑙−1
𝑙

𝑙 = 𝑚+ 2 Ψ = 𝑐𝑟𝑙𝑌 𝑙−2
𝑙 + 𝑐𝑓0

𝑓1
𝑟𝑙−2𝑌 𝑙−2

𝑙−2 (𝑟2 −𝑅2)
𝑙 = 𝑚+ 3 Ψ = 𝑐𝑟𝑙𝑌 𝑙−3

𝑙 + 𝑐𝑓0
𝑓1
𝑟𝑙−2𝑌 𝑙−3

𝑙−2 (𝑟2 −𝑅2)

Fonte: (PLUMIER, 1962)

Se usarmos a condição de contorno da igualdade das componentes normais do campo
magnético dentro e fora da esfera ferromagnética em 𝑟 = 𝑅 para 𝑙 = 𝑚 ( na notação de
Plumier seria 𝑛 = 𝑚), 𝑙 = 𝑚+ 1,𝑙 = 𝑚+ 2 ..., temos que

Primeiro tomamos 𝑙 = 𝑚 , entao

𝐵𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙
𝑜𝑢𝑡𝑠𝑖𝑑𝑒 (𝑟 = 𝑅, 𝜃,Φ) = 𝐵𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

𝑖𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 (𝑟 = 𝑅, 𝜃,Φ) (3.36)

Tomamos para o caso onde 𝑙 = 𝑚 o Ψ𝑙
𝑙 = Ψ , então usamos a equação (3.24) para dentro

e fora da esfera e usando as relações de recorrência

1) (2𝑙 + 1) cos 𝜃𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃) = (𝑙 +𝑚)𝑃𝑚

𝑙−1(cos 𝜃) + (𝑙 −𝑚+ 1)𝑃𝑚
𝑙+1(cos 𝜃), (3.37)

2) d𝑃𝑚
𝑙 (𝑓(𝜃))

d𝜃 =
(d𝑓(𝜃)

d )
(𝑓(𝜃))2 − 1)

[︁
𝑙𝑓(𝜃)𝑃𝑚

𝑙 (𝑓(𝜃)) − (𝑙 +𝑚)𝑃𝑚
𝑙−1(𝑓(𝜃))

]︁
. (3.38)

Podemos provar que para 𝑙 = 𝑚 a relação de dispersão calculada por Plumier vale

2𝑙 + 1 + 𝑙(𝜅+ 𝑣) = 0. (3.39)

Se fizermos para 𝑙 = 𝑚+ 1 o potencial interno é dado por

Ψ = 𝑐𝑟𝑙𝑃 𝑙−1
𝑙 (cos 𝜃) exp(𝑖(𝑙 − 1)Φ). (3.40)

Usando a condição de contorno da normal do campo magnético novamente e as relações de
recorrências (3.37) e (3.38) podemos provar que a relação de dispersão de R.Plumier é

2𝑙 + 1 + (𝑙 − 1)(𝜅+ 𝑣) = 0 (3.41)
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Assim como a relação de dispersão dos modos 𝑙 = 𝑚 podemos notar que a relação de
dispersão (3.41) não depende dos ângulos 𝜃* e Φ e podemos provar que por causa das relações
de recorrência (3.37) e (3.38) é possivel generalizar esta ideia de invariância dos angulos 𝜃*

e Φ para outros valores de 𝑙 = 𝑚 + 𝑖 , sendo 𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4, ... e desta mesma maneira
encontramos as outras relações de dispersão para 𝑖 = 2, 3, 4, 5.

Sendo angulos invariantes 𝜃* e Φ para a relação a equação característica no artigo do
R.Plumier podemos tomar a liberdade de escolher ângulos especificos para a nossa ideia de
resolução da relação de dispersão do mesmo problema das esferas ferromagnéticas pois não
importa a escolha dos angulos, a equação caracteristica deve ser a mesma para os modos
𝑙 = 𝑚+ 𝑖 . Já fizemos isto acima quando igualamos as componentes normais dentro e fora da
esfera ferromagnética usando o modelo de solução proposto por este trabalho. Como exemplo
disto para 𝑙 = 𝑚 , temos que a relacao de dispersão é

⎡⎢⎣𝑙𝜅 sin2 𝜃* + 2𝑙 + 1 + 𝑙𝑣 − 𝑙𝜅2 sin2 2𝜃*

4(1 + 𝜅 cos2 𝜃*) +
𝜅 sin 2𝜃* d𝑃 𝑚

𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃
′ (𝜃*)))

d𝜃

2𝑃𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃′(𝜃*)))

⎤⎥⎦ = 0. (3.42)

Dado as relações (3.37) e (3.38), provamos que para 𝑙 = 𝑚

𝜅 sin 2𝜃* d𝑃 𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃

′ (𝜃*)))
d𝜃

2𝑃𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃′(𝜃*))) = 𝑙𝜅(𝜅+ 1) cos2 𝜃*

1 + 𝜅 cos2 𝜃* .

(3.43)

Substituindo em (3.42), temos

2𝑙 + 1 + 𝑙𝑣 + 𝑙𝜅 sin2 𝜃* − 𝑙𝜅2 sin2 2𝜃*

4(1 + 𝜅 cos2 𝜃*) + 𝑙𝜅(𝜅+ 1) cos2 𝜃*

1 + 𝜅 cos2 𝜃* = 0, (3.44)

Tomando um mesmo denominador,temos

2𝑙 + 1 + 𝑙𝑣 + 𝑙𝜅(𝜅 cos2 𝜃* + cos2(𝜃*) + sin2(𝜃*))
1 + 𝜅 cos2 𝜃* = 0, (3.45)

podemos simplificar e obter a relação de disperção para os modos 𝑙 = 𝑚,que é a mesma obtida
por R.Plumier[(PLUMIER, 1962)]

2𝑙 + 1 + 𝑙(𝜅+ 𝑣) = 0. (3.46)
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Para 𝑙 = 𝑚+ 1, usamos as mesmas relações de recorrência (3.37) e (3.38), para calcular
a fração dada por

𝜅 sin 2𝜃* d𝑃 𝑙−1
𝑙

(𝑐𝑜𝑠𝜃
′ (𝜃*)))

d𝜃

2𝑃 𝑙−1
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃′(𝜃*)))

, (3.47)

onde obtemos que a relação de dispersão (3.29), para 𝑙 = 𝑚+ 1, é dada por

2𝑙 + 1 + (𝑙 − 1)(𝜅+ 𝑣) = 0, (3.48)

sendo a mesma expressão encontrada por R.Plumier [(PLUMIER, 1962)]. Para os seguintes
modos 𝑙 = 𝑚 + 2,𝑙 = 𝑚 + 3,𝑙 = 𝑚 + 𝑖,𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4, 5..., se usarmos as relações de
recorrência (3.37) e (3.38) provaremos que as relações de dispersão independem dos ângulos
𝜃* e Φ, obtendo então os mesmos resultados de R.Plumier.
A relação de dispersão (3.29), pode ser interpretada como um limite de 𝜃 → 𝛼, onde 𝛼 é um
angulo qualquer, pois provamos a invariância dos ângulos. Temos que⎡⎢⎣𝑙𝜅 sin2 𝜃 + 2𝑙 + 1 +𝑚𝑣 − 𝑙𝜅2 sin2 2𝜃

4(1 + 𝜅 cos2 𝜃) +
𝜅 sin 2𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃
′ ))

d𝜃

2𝑃𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃′))

⎤⎥⎦
𝜃→𝛼

= 0 (3.49)

Escolhemos o valor 𝛼 = 𝜋/2 e o modo 𝑙 = 𝑚+ 1, o limite

𝐿 = lim
𝜃→𝜋/2

𝜅 sin 𝜃 cos 𝜃

⎡⎢⎢⎢⎣
d𝑃 𝑙−1

𝑙
(
√︁

( cos2 𝜃(1+𝜅)
1+𝜅 cos2 𝜃

)

d𝜃

𝑃 𝑙−1
𝑙 (

√︁
( cos2 𝜃(1+𝜅)

1+𝜅 cos2 𝜃
)

⎤⎥⎥⎥⎦ , (3.50)

será calculado usando as relações (3.37) e (3.38) onde 𝑓(𝜃) =
√︁

cos2 𝜃(1+𝜅)
1+𝜅 cos2 , entao

𝐿 = lim
𝜃→𝜋/2

−𝜅 sin 𝜃 cos 𝜃
d𝑓(𝜃)

d𝜃
sin2 𝜃

1+𝜅 cos2 𝜃

⎡⎢⎣ 𝑙𝑓(𝜃)𝑃 𝑙−1
𝑙 (𝑓(𝜃)) − 𝑃 𝑙−1

𝑙

𝑓(𝜃)

𝑃 𝑙−1
𝑙

⎤⎥⎦ ,
(3.51)

𝐿 = −𝜅. (3.52)

Substituindo em (3.49), temos que para 𝑙 = 𝑚+ 1

2𝑙 + 1 + 𝑙𝜅+ 𝑙𝑣 − 𝑣 − 𝜅 = 0, (3.53)
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2𝑙 + 1 + (𝑙 − 1)(𝜅+ 𝑣) = 0. (3.54)

Se atribuirmos o valor de 𝛼 = 0 e o modo 𝑙 = 𝑚+1 na equação característica (3.49),temos

⎡⎢⎢⎢⎣2𝑙 + 1 + (𝑙 − 1)𝑣 + lim
𝜃→0

𝜅 sin 𝜃 cos 𝜃

⎡⎢⎢⎢⎣
d𝑃 𝑙−1

𝑙
(
√︁

( cos2 𝜃(1+𝜅)
1+𝜅 cos2 𝜃

)

d𝜃

𝑃 𝑙−1
𝑙 (

√︁
( cos2 𝜃(1+𝜅)

1+𝜅 cos2 𝜃
)

⎤⎥⎥⎥⎦
⎤⎥⎥⎥⎦ = 0. (3.55)

Chamamos o limite da equação (3.55) de 𝐿′ , entao usando as relações (3.41) e (3.42), temos

𝐿
′ = lim

𝜃→0
−𝜅 sin 𝜃 cos 𝜃

d𝑓(𝜃)
d𝜃

sin2 𝜃
1+𝜅 cos2 𝜃

⎡⎢⎣ 𝑙𝑓(𝜃)𝑃 𝑙−1
𝑙 (𝑓(𝜃)) − 𝑃 𝑙−1

𝑙

𝑓(𝜃)

𝑃 𝑙−1
𝑙

⎤⎥⎦ , (3.56)

por fim, o valor do limite 𝐿′ é
𝐿

′ = 𝑙𝜅− 𝜅. (3.57)

Substituindo em (3.55), encontramos a mesma relação de dispersão (3.48)

2𝑙 + 1 + (𝑙 − 1)(𝜅+ 𝑣) = 0, (3.58)

o mesmo vale para quando 𝑙 = 𝑚 + 𝑖, sendo 𝑖 = 2, 3, 4, 5..., usamos as mesmas relações
de recorrência (3.37) e (3.38) que nos dará mais termos pois quando se aumenta o 𝑖 mais
termos recorrentes aparecem para o cálculo do limite.
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4 MODOS MAGNETOSTÁTICOS EM UMA ESFERA FERROMAGNÉTICA

OCA

4.1 MODOS MAGNETOSTÁTICOS EM UMA ESFERA FERROMAGNÉTICA OCA

A Figura 10 representa um modelo de esfera oca ferromagnética onde 𝑟1 é o raio interno e
𝑟2 é o raio externo, dado que a região entre os raios é formada por um material ferromagnético
e as regiões internas e externas são a vácuo.

Figura 10 – Esfera Ferromagnética Oca

Fonte: Desenhado pelo autor

Para encontrar a relação de dispersão temos que aplicar a equação de Landau-Lifshit e
usar a aproximação magnétostática já vista no capitulo de Fundamentação teórica. Separamos
o problema em duas partes,já vistas anteriormente no artigo do Walker(WALKER, 1957).

1º) A equação diferencial parcial do potencial magnetostático na região (𝑟 > 𝑟2) e 𝑟 < 𝑟1

é

(︃
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧2

)︃
Ψ = 0. (4.1)

2º) A equação diferencial parcial do potencial magnetostático na região 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2 é
dada por

(1 + 𝜅)
(︃
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2

)︃
Ψ + 𝜕2Ψ

𝜕𝑧2 = 0, (4.2)
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onde 𝜅 = Ω𝐻

(Ω2
𝐻−Ω2) , Ω = 𝜔

4𝜋𝛾𝑀0
, Ω𝐻 = 𝐻𝑖

4𝜋𝑀0
, 𝑣 = Ω

(Ω2
𝐻−Ω2) .

Pela simetria esférica do problema usaremos a expansão em polinomios associados de
legendre, onde a solução geral é

Ψ(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

(𝛼𝑚
𝑙 𝑟

𝑙 + 𝛽𝑚
𝑙 𝑟

−𝑙−1)𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃) exp(𝑖𝑚𝜑) (4.3)

Para a região, 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2 faremos a mudança de variável 𝑧 → 𝑧
′ = (1 + 𝜅)1/2𝑧 obtendo

a nova EDP da seguinte forma

(︃
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧′ 2

)︃
Ψ = 0. (4.4)

Temos que a nova coordenada 𝑧′ depende das novas coordenadas esféricas (𝑟′
, 𝜃

′) representada
por

𝑧
′ = 𝑟

′ cos 𝜃′
, (4.5)

onde
𝑟

′ 2 = 𝑥2 + 𝑦2 + (1 + 𝜅)𝑧2, (4.6)

𝑟
′ 2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝜅𝑧2, (4.7)

𝑟
′ 2 = 𝑟2 + 𝜅𝑟2 cos2 𝜃, (4.8)

𝑟
′ = 𝑟

(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁1/2
. (4.9)

Então para calcular cos 𝜃′ temos que

cos 𝜃′ = 𝑧
′

𝑟′ , (4.10)

cos 𝜃′ = 𝑧(1 + 𝜅)1/2

𝑟(1 + 𝜅 cos2 𝜃)1/2 =
√︃

cos2 𝜃(1 + 𝜅)
1 + 𝜅 cos2 𝜃

. (4.11)

Logo, para simplificar escrevemos

𝑃𝑚
𝑙

(︁
𝑐𝑜𝑠𝜃

′)︁ = 𝑃𝑚
𝑙

⎛⎝√︃cos2 𝜃(1 + 𝜅)
1 + 𝜅 cos2 𝜃

⎞⎠ . (4.12)

• Dado que 𝑧1, 𝑧2 ∈ C, sendo 𝑧1 = cos 𝜃′ e 𝑧2 = 𝑟
′ ;
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Para 𝑧1, o domínio é
|𝑧1| < 1,

0 <

⎯⎸⎸⎷⃒⃒⃒⃒⃒cos2 𝜃(1 + 𝜅)
1 + 𝜅 cos2 𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1.

A restrição que temos é dada por

1 + 𝜅 cos2 𝜃 ̸= 0,

Em termos das frequências reduzidas temos

Ω ̸=
√︁

Ω𝐻(Ω𝐻 + Ω𝐻 cos2 𝜃).

Então, podemos dizer que a EDO que está relacionada a variável 𝑧1, quando é realizada a
separação de variáveis da Equação de Lapace (∇2

(︁
Ψ′

2

)︁
= 0), é a equação diferencial hiperge-

ométrica dada por

(1 − 𝑧2
1)𝑦′′ − 2𝑧1𝑦

′ +
(︃
𝜆(𝜆+ 1) − 𝑚2

1 − 𝑧2
1

)︃
𝑧1 = 0,

que tem singularidades em 𝑧1 = 0 e 𝑧1 = 1. Sendo 𝑦 = 𝑃𝑚
𝑙 (𝑧1), os polinômios associados

de legendre do 1º tipo, pois para |𝑧1| > 1, não existe domínio então a solução do 2º tipo
𝑦 = 𝑄𝑚

𝑙 (𝑧1) é descartada. Logo 𝑧1 é analítica na região |𝑧1| < 1

Para 𝑧2, o dominio é dado por
|𝑧2| > 0,

Então, podemos dizer que a EDO que está relacionada a variável 𝑧2, quando é realizada a
separação de variáveis da Equação de Lapace (∇2

(︁
Ψ′

2

)︁
= 0), é a equação diferencial hiperge-

ométrica confluente, que por sua vez apresenta uma singularidade em 𝑧2 = 0. Logo é analítica
na região |𝑧2| > 0.

Que nos dá garantia que a parte radial é expandida

𝑅𝑙(𝑧2) = 𝐵
′

𝑙𝑧
𝑙
2 + 𝐶

′

𝑙

1
𝑧𝑙+1

2
,

Então, vamos escrever a solução do potencial magnetostático para as três regiões.
Para 𝑟 < 𝑟1 temos

Ψ1(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

𝐴𝑚
𝑙 𝑟

𝑙𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃) exp(𝑖𝑚𝜑). (4.13)
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Para 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2, temos

Ψ2(𝑟
′
, 𝜃

′
, 𝜑) =

∞∑︁
𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

[︁
𝐵𝑚

𝑙 (𝑟′)𝑙 + 𝐶𝑚
𝑙 (𝑟′)−𝑙−1

]︁
𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃′) exp(𝑖𝑚𝜑). (4.14)

Substituindo 𝑟′ , concluimos

Ψ2(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

[︁
𝐵𝑚

𝑙 (𝑟(1 + 𝜅 cos2 𝜃)1/2)𝑙 + 𝐶𝑚
𝑙 (𝑟(1 + 𝜅 cos2 𝜃)1/2)−𝑙−1

]︁
𝑃𝑚

𝑙

(︁
𝑐𝑜𝑠𝜃

′)︁ exp(𝑖𝑚𝜑).

(4.15)
Para 𝑟 > 𝑟2 temos que

Ψ3(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

𝐷𝑚
𝑙 𝑟

−𝑙−1𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃) exp(𝑖𝑚𝜑). (4.16)

Existem duas condições de contorno para o problema:
1º) Continuidade do Potencial Magnetostático em 𝑟1 e 𝑟2,
2º) Continuidade da componente normal do campo magnético em 𝑟1 e 𝑟2, ou seja, B⃗ =(︁

h⃗ + 4𝜋m⃗
)︁

𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙
,

Sabemos do capítulo de Fundamentação Teórica que;

h⃗ = ∇⃗Ψ, (4.17)

4𝜋𝑚𝑥 = 𝜅
𝜕Ψ
𝜕𝑥

− 𝑖𝑣
𝜕Ψ
𝜕𝑦

, (4.18)

4𝜋𝑚𝑦 = 𝑖𝑣
𝜕Ψ
𝜕𝑥

+ 𝜅
𝜕Ψ
𝜕𝑦

. (4.19)

Para calcular a componente normal do campo magnético temos que fazer o produto in-
tenrno com o versor r̂:

B⃗𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 =
(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

=
(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
· r̂ (4.20)

onde r̂ = sin 𝜃 cos𝜑x̂ + sin 𝜃 sin𝜑ŷ + cos 𝜃ẑ. Sabemos que o campo magnético dentro do
material vale

(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

=
[︃
(1 + 𝜅)𝜕Ψ

𝜕𝑥
− 𝑖𝑣

𝜕Ψ
𝜕𝑦

]︃
x̂ +

[︃
(1 + 𝜅)𝜕Ψ

𝜕𝑦
+ 𝑖𝑣

𝜕Ψ
𝜕𝑥

]︃
ŷ + 𝜕Ψ

𝜕𝑧
ẑ. (4.21)
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Fazemos as transformações

𝜕

𝜕𝑥
= cos𝜑 sin 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
+ cos𝜑 cos 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
− sin𝜑
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
(4.22)

𝜕

𝜕𝑦
= sin𝜑 sin 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
+ sin𝜑 cos 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
+ cos𝜑
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
(4.23)

𝜕

𝜕𝑧
= cos 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
− sin 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(4.24)

Então a componente normal do campo magnético B⃗ dentro do material em relação as
coordenadas esféricas vale

B⃗𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 =
(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
· r̂ =

(︁
1 + 𝜅 sin2 𝜃

)︁ 𝜕Ψ
𝜕𝑟

+ 𝜅 sin 2𝜃
2𝑟

𝜕Ψ
𝜕𝜃

− 𝑖𝑣

𝑟

𝜕Ψ
𝜕𝜑

(4.25)

Para calcular a componente normal do campo para 𝑟 < 𝑟1 e 𝑟 > 𝑟2 basta atribuir 𝜅 = 0 e
𝑣 = 0.
Aplicamos a primeira condição de contorno para 𝑟 = 𝑟1 e 𝑟 = 𝑟2, temos que

Para 𝑟 = 𝑟1

Ψ1(𝑟1, 𝜃, 𝜑) = Ψ2(𝑟1, 𝜃, 𝜑). (4.26)

Igualando termo a termo, temos que

𝐴𝑚
𝑙 =

[︁
𝐵𝑚

𝑙 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)𝑙/2 + 𝐶𝑚
𝑙 𝑟

−2𝑙−1
1 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)−𝑙/2−1/2

]︁ 𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)
𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃) . (4.27)

Para 𝑟 = 𝑟2, temos

Ψ2(𝑟2, 𝜃, 𝜑) = Ψ3(𝑟2, 𝜃, 𝜑). (4.28)

Igualando termo a termo, temos que

𝐷𝑚
𝑙 =

[︁
𝐵𝑚

𝑙 𝑟
2𝑙+1
2 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)𝑙/2 + 𝐶𝑚

𝑙 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)−𝑙/2−1/2
]︁ 𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃′)
𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃) (4.29)

Aplicamos a segunda condição de contorno para 𝑟 = 𝑟1 e 𝑟 = 𝑟2 onde o ângulo 𝜃 = 𝜃0

onde obteremos um sistema 4 × 4 com os coeficientes das soluções expandidas em polinômios
associados de legendre. Igualaremos 𝐴𝑚

𝑙 da primeira condição de contorno com o mesmo da



46

segunda condição e faremos a mesma operação com 𝐷𝑚
𝑙 para obter duas equações com duas

incognicas (𝐵𝑚
𝑙 e 𝐶𝑚

𝑙 ) onde resolvemos a equação secular para obter a relação de dispersão
da esfera ferromagnética oca, dada por

(︁
𝑟1
𝑟2

)︁2𝑙+1
⎡⎣−𝜅 sin2 𝜃0 + 𝜅2 sin2 2𝜃0

4(1+𝜅 cos2 𝜃0) − 𝜅 sin 2𝜃0
d𝑃 𝑚

𝑙
(cos 𝜃

′
(𝜃0))

d𝜃

2𝑙𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃′ (𝜃0)) − 𝑚𝑣
𝑙

⎤⎦×

×

⎡⎣−𝜅 sin2 𝜃0 + 𝜅2 sin2 2𝜃0
4(1+𝜅 cos2 𝜃0) + 𝜅 sin 2𝜃0

d𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃
′
(𝜃0))

d𝜃

2(𝑙+1)𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃
′ (𝜃0)) + 𝑚𝑣

𝑙+1

⎤⎦−

⎡⎣1 + (𝜅 sin2 𝜃0+1)(𝑙+1)
𝑙

− (𝑙+1)𝜅2 sin2 2𝜃0
4𝑙(1+𝜅 cos2 𝜃0) − 𝜅 sin 2𝜃0

d𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃
′
(𝜃0))

d𝜃

2𝑙𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃′ (𝜃0)) − 𝑚𝑣
𝑙

⎤⎦×

×

⎡⎣1 + 𝑙(𝜅 sin2 𝜃0+1)
𝑙+1 − 𝑙𝜅2 sin2 2𝜃0

4(𝑙+1)(1+𝜅 cos2 𝜃0) + 𝜅 sin 2𝜃0
d𝑃 𝑚

𝑙
(𝑐𝑜𝑠𝜃

′
(𝜃0)))

d𝜃

2(𝑙+1)𝑃 𝑚
𝑙

(𝑐𝑜𝑠𝜃′ (𝜃0)) + 𝑚𝑣
𝑙+1

⎤⎦ = 0

(4.30)

Temos então a equação caracteristica para os modos magnetostáticos de uma esfera ferro-
magnétia oca, onde esta relação de dispersão depende de 3 parâmetros sendo eles (𝑙,𝑚, 𝑟 =

cos 𝜃0).
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5 RESULTADOS E DISCUSSÃO

5.1 ANÁLISE DA EQUAÇÃO CARACTERÍSTICA

No capítulo 4 vimos que a equação característica dos modos magnetostáticos da esfera
ferromagnética oca depende de (𝑙,𝑚, 𝑟 = cos 𝜃0), dada por (4.30). Onde o valor de 𝑟 = cos 𝜃0

é limitado.
Se tomarmos 𝑟1 = 0, temos que a relação de dispersão é

⎡⎢⎣𝑙𝜅 sin2 𝜃0 + 2𝑙 + 1 +𝑚𝑣 − 𝑙𝜅2 sin2 2𝜃0

4(1 + 𝜅 cos2 𝜃0)
+
𝜅 sin 2𝜃0

d𝑃 𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃

′ (𝜃0)))
d𝜃

2𝑃𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠𝜃′(𝜃0)))

⎤⎥⎦ = 0,

Que por sua vez é a mesma relação de dispersão do caso da esfera ferromagnética sólida.
Como foi provado anteriormente, suas respectivas relações de dispersão para 𝑙 = 𝑚+ 𝑖 sendo
𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4, 5..., selecionando 𝑟1 = 0 são as mesmas do artigo do R.Plumier 1961.

Para o caso onde 𝑙 = 𝑚 ou na notação de Plumier 𝑛 = 𝑚 e usando o 𝜃 = 𝜋/2, temos que
a relação de dispersão da esfera oca é

(︂
𝑟1

𝑟2

)︂2𝑙+1
(𝜅+ 𝑣)

[︃
−𝜅+ 𝑙𝑣

𝑙 + 1

]︃
+
[︃
1 + (𝜅+ 1)(𝑙 + 1)

𝑙
− 𝑣

]︃ [︃
1 + 𝑙(𝜅+ 1)

𝑙 + 1 + 𝑙𝑣

(𝑙 + 1)

]︃
= 0.

(5.1)

Se fizermos 𝑟1 = 0 e multiplicarmos por (𝑙+ 1) toda a expressão, a equação caracteristica
é dada por

2𝑙 + 1 + 𝑙(𝜅+ 𝑣) = 0. (5.2)

Igualando assim a equação caracteristica do artigo de R.Plumier .
Se fizermos 𝑙 = 𝑚+ 1, temos que a equação caracteristica da esfera oca resulta em

(︁
𝑟1
𝑟2

)︁2𝑙+1
[(1 − 𝑙)(𝜅+ 𝑣)] [−𝜅(𝑙 + 2) + 𝑣(𝑙 − 1)]

− [2𝑙 + 1 + 𝜅(𝑙 + 2) + 𝑣(1 − 𝑙)] [2𝑙 + 1 + (𝑙 − 1)(𝜅+ 𝑣)] = 0.
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Se fizermos 𝑟1 = 0 e multiplicarmos por (𝑙 + 1) toda a expressão, temos que a equação
caracterista vale

2𝑙 + 1 + 𝑙𝜅+ 𝑙𝑣 − 𝑣 − 𝜅 = 0, (5.3)

2𝑙 + 1 + (𝑙 − 1)(𝜅+ 𝑣) = 0, (5.4)

igualando a equação caracteristica para 𝑙 = 𝑚 + 1 do artigo do R.Plumier.Como sabemos,
para os casos 𝑙 = 𝑚 + 𝑖,𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4.. sendo 𝑟1 = 0 as relações de dispersão inderpendem
do ângulo 𝜃0.

5.2 ANÁLISE GRÁFICA

5.2.1 Gráficos Esfera Ferromagnética Sólida

Para 𝑟1 = 0, a equação característica volta para o caso da esfera sólida como vimos
anteriormente . Então plotamos o grafico Δ × Ω𝐻 para comparar com o gráfico do caso
especial da esfera do artigo do L.R.Walker. Tomamos varios valores de 𝑙,𝑚, incluindo os
modos uniformes quando 𝑙 = 𝑚 e 𝑙 = 𝑚+ 1 onde não ocorre desvios da frequência reduzida
e o grafico permanece constante.
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Figura 11 – Gráfico da equação de dispersão para quando 𝑟1 = 0 𝑒 𝑙 = 𝑚 + 1 𝑜𝑢 𝑙 = 𝑚

Fonte: O autor (2022)

Podemos notar que todos os modos 𝑙 = 𝑚 𝑒 𝑙 = 𝑚 + 1 são uniformes e ocorrem de-
generecências em alguns modos, um exemplo é o modo (𝑙 = 4;𝑚 = 1) 𝑒 (𝑙 = 1;𝑚 = 1),
onde apresentam o mesmo Δ variando o Ω𝐻 .

Na Figura 12 vemos a representação de outros modos e também a coincidência dos modos
com os mesmos do artigo pioneiro (WALKER, 1957).
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Figura 12 – Gráfico da equação de dispersão para quando 𝑟1 = 0 𝑒 (𝑙, 𝑚) 𝑞𝑢𝑎𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟

Fonte: O autor (2022)

Nas Figuras 11 e 12, observamos a variação de frequência Δ em função de Ω𝐻 é mostrado
para uma série de modos representativos para o caso de uma esfera(𝛼 = 1 e 𝜉 = ∞), na
notação de Walker. De fato, vê-se que o cruzamento de modos ou sua degenerecência de
frequências acidental em valores particulares de Ω𝐻 é de ocorrência comum. Em particular,
o modo uniforme, (1,1), mostra tais degenerescências. Seria esperado encontrar isto refletido
em efeitos sobre os perfis de linha em campos magnéticos onde estas degenerecências ocorrem
com modos nos quais o acoplamento do modo(1,1) por não linearidades ou imperfeições é
considerável.

5.2.2 Gráficos Esfera Ferromagnética Oca

5.2.2.1 Modos Magnetostáticos 𝑙 = 𝑚 e 𝜃0 = 𝜋
2

Para a esfera oca quando 𝑙 = 𝑚 e 𝜃0 = 𝜋
2 , temos a seguinte equação característica já vista

anteriormente:
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(︂
𝑟1

𝑟2

)︂2𝑙+1
(𝜅+ 𝑣)

[︃
−𝜅+ 𝑙𝑣

𝑙 + 1

]︃
+
[︃
1 + (𝜅+ 1)(𝑙 + 1)

𝑙
− 𝑣

]︃ [︃
1 + 𝑙(𝜅+ 1)

𝑙 + 1 + 𝑙𝑣

(𝑙 + 1)

]︃
= 0,

(5.5)

onde se fizermos um gráfico Δ × Ω𝐻 , observaremos o comportamento para diferentes
valores de 𝑏 = 𝑟1

𝑟2
e 𝑙.

Figura 13 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=1 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
H

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

=
H

l = m = 1

b=0
b=0.25
b=0.5
b=0.75
b=0.95

Fonte: O autor (2022)
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Figura 14 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=2 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2
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Fonte: O autor (2022)

Figura 15 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=3 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2
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Fonte: O autor(2022)
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Figura 16 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=4 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2
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Fonte: O autor (2022)

Podemos notar que quando diminuimos a razão dos raios 𝑏 = 𝑟1
𝑟2

, o grafico fica mais
uniforme que é o esperado para quando 𝑟1 = 0 pois os modos 𝑙 = 𝑚, são uniformes para a
esfera como vimos na figura 11. Ao passo que se aumentamos esta razão 𝑏 o grafico passa
a apresentar comportamentos não-lineares pois o efeito da esfera oca toma conta para a sua
relação de dispersão.
Um recente trabalho de C.McKeever, F. Y. Ogrin,M. M. Aziz [(MCKEEVER; OGRIN; AZIZ,
2019)], aplicou um pulso magnético gaussiano, cuja largura de aproximadamente 5𝑝𝑠 numa
esfera ferromagnética oca de dimensões nanométricas onde foi feita uma simulação micromag-
nética com o MUMAX3 solver para resolver a equação de Landau-Lifshitz com amortecimento
𝜆 em cada célula na grade de simulação, dada por

dM⃗
d𝑡 = −𝜇0𝛾M⃗ × H⃗eff − 𝜆 M⃗ × (M⃗ × H⃗eff), (5.6)

onde o campo efetivo H⃗eff tem contribuições da energia magnetocristalina cubica, energia
magnetostática, energia de troca entre vizinho mais próximos e energia de Zeeman para o
campo aplicado. A intensidade do pulso é fraca H⃗ext = 2𝑂𝑒, para garantir que o pulso ocorra
na região linear do sistema. A frequência 𝜔 para trocar ressonância em particulas esféricas foi
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calculado por Aharoni e é dado por

𝜔 = 𝛾

(︃
2𝐴𝜇2

𝑘𝑛

𝑅2
2𝑀𝑠

+ H⃗z

)︃
. (5.7)

Sendo 𝐴, a constante de troca,𝑅2 o raio externo, 𝜇𝑘𝑛 são os auto valores e 𝛾𝐻𝑧 é a
frequência de ressonância ferromagnética. Para a esfera ferromagnética oca, temos que os
autovalores 𝜇𝑘𝑛, são calculados pela equação trancedental [(AHARONI, 2002)]

(︃
𝜕𝑗𝑛(𝜇𝑘𝑛)
𝜕𝜇𝑘𝑛

)︃(︃
𝜕𝑦𝑛(𝜌)
𝜕𝜌

)︃
𝜌= 𝜇𝑘𝑛𝑅1

𝑅2

−
(︃
𝜕𝑦𝑛(𝜇𝑘𝑛)
𝜕𝜇𝑘𝑛

)︃(︃
𝜕𝑗𝑛(𝜌)
𝜕𝜌

)︃
𝜌= 𝜇𝑘𝑛𝑅1

𝑅2

= 0, (5.8)

onde 𝑗𝑛 e 𝑦𝑛 são as funções de Bessel esféricas de primeira e segunda ordem respectivamente.
Para cada número 𝑛 = 0, 1, 2, 3..., existe uma infinidade de soluções para a equação (5.10),
onde 𝑘 = 1, 2, 3... corresponde cada solução. Diferindo do trabalho do C.McKeever, F. Y.
Ogrin,M. M. Aziz, para este trabalho sobre modos magnetostáticos em uma esfera ferromag-
nética oca, desconsideramos interações de troca, excluimos o amortecimento , da equação de
Landau e consideramos que todas as forças são puramente magnetostáticas, onde cada spin
se move no campo magnético externo e pela resultante do campo dipolar dos outros spins. Se
observamos a Figura 17 do [(MCKEEVER; OGRIN; AZIZ, 2019)], temos que

Figura 17 – Gráfico original do artigo do McKeever

Fonte: (MCKEEVER; OGRIN; AZIZ, 2019)
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Podemos notar a dependencia do tamanho da ressonância ferromagnética para a esfera
sólida (linha preta) e para cascas esfericas de diferentes razões de raios 𝑅1/𝑅2, a amplitude dos
modos de troca tornam-se extremamente pequenas no limite 𝑅1/𝑅2 → 0 quando os campos
anisotrópicos provenientes da casca esférica transitam para campos uniformes da esfera. Isso
ocorre porque os coeficientes dos modos de troca desaparecem se o campo magnético interno
é completamente uniforme, depois disso apenas o modo uniforme de Kittel é excitado. No
entanto, a amplitude do modo zero do espectro da suscetibilidade dinâmica é comparável ao
da ressonância ferromagnética para certos valores da espessura da casca que sugere que pode
ser observado experimentalmente em nano esferas de óxido de ferro.A frequência deste modo é
inversamente proporcional à magnetização de saturação conforme descrito pela equação (5.9),
então aparecerá em frequências mais altas em partículas de óxido quando em comparação com
cascas de cobalto ou liga de ferro-cobalto. Comparando ao nosso trabalho analítico vemos
muita similaridade com os gráficos das Figuras 13,14,15 e 16. Mais especificamente com os
gráficos 15 e 16 que representam modos de mais alta ordem, como descreve no abstract do
artigo do [(MCKEEVER; OGRIN; AZIZ, 2019)]. Plotamos os gráficos do shift de frequências Δ

em função da frequência reduzida Ω𝐻 , que por sua vez é dada por

Ω𝐻 = 𝐻𝑖

4𝜋𝑀0
, (5.9)

onde Ω𝐻 é inversamente proporcional a magnetização de saturação 𝑀0, logo pela equação
(5.9), para as quantidades do denominador (𝑅2

2𝑀2) se manterem aproximadamente "constan-
tes", podemos notar gráficamente que

Ω𝐻 ∝ 1
𝑅2

2
, (5.10)

o que nos dá base para interpretar a similaridade dos gráficos mesmo sendo dois problemas
diferentes, seja em relação as energias envolvidas e suas dimensões. Pois a dimensão usual para
problemas de modos magnetostáticos é da ordem de micrometros, já o caso do C.McKeever
são esferas ferromagnéticas ocas nanométricas, onde as interações de troca entre vizinhos mais
próximos não pode ser desconsiderada,mesmo no problema as anisotropias de superfície sendo
desconsideradas e o fator de amortecimento , esta presente.
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5.2.2.2 Gráficos da Relação de Disperção (Δ × 1
𝑅2

2
) para os modos l=m e 𝜃 = 𝜃0 = 𝜋

2

Como não podemos provar matemáticamente de maneira precisa a similaridade dos gráficos
deste trabalho com o [(MCKEEVER; OGRIN; AZIZ, 2019)] por causa de todas as diferenças já
citadas anteriormente dos trabalhos iremos plotar os gráficos (Δ × 1

𝑅2
2
) mantendo o campo

externo H⃗i constante, ou seja, Ω𝐻 = 𝐶, onde C é um valor constante e o raio interno 𝑅1

também constante, variando apenas o raio externo 𝑅2. Onde o campo externo H⃗i é análogo
ao pulso gaussiano de 2 𝑂𝑒 usado por MCKeever nas simulações micromagnéticas e o eixo
das Abscissas tem é idêntico com o produzido por [(MCKEEVER; OGRIN; AZIZ, 2019)], variando
as unidades do sistema métrico internacional de medidas onde que de nanometros passamos
para milímetros.

Figura 18 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=1 e 𝜃 = 𝜋
4 para diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1

𝑟2
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Fonte: O autor (2022)
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Figura 19 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=2 e 𝜃 = 𝜋
4 para diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1

𝑟2
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Fonte: O autor (2022)

Figura 20 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=3 e 𝜃 = 𝜋
4 para diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1

𝑟2
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Fonte: O autor (2022)
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Figura 21 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=4 e 𝜃 = 𝜋
4 para diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1

𝑟2
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Fonte: O autor (2022)

Podemos então visualizar que os gráficos obtidos são parecidos com os gŕaficos do artigo
original do McKeever, onde quando o valor de 𝑏, se aproxima de zero, vemos o aparecimento
dos modos uniformes.Usamos que o campo H⃗i = 1000𝑂𝑒 e o raio interno 𝑅1 = 1.3𝑚𝑚 para
plotar os gráficos para fazer uma comparação gráfica dos dois trabalhos.

5.2.2.3 Modos Magnetostaticos l=m e 𝜃0 = 𝜋
4

Se alterarmos o valor de 𝑟 = cos 𝜃0, obteremos novos gráficos de relação de disper-
são, onde podemos verificar modos com degenerecência na frequência onde para os modos
𝑙 = 𝑚 e 𝜃0 = 𝜋

4 quando 𝑏 = 0 e 𝑏 = 0.25, notamos uma degenerescência com os modos
𝑙 = 𝑚 = 1, 𝜃0 = 𝜋

2 .
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Figura 22 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=1 e 𝜃 = 𝜋
4 para diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1

𝑟2
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Fonte: O autor (2022)

Em comparação ao modo 𝑙 = 𝑚 = 1 e 𝜃0 = 𝜋
2 a relação de dispersão se "estreita"mais

nos valores altos de Ωℎ.

5.2.2.4 Modos Magnetostáticos 𝑙 = 𝑚 e 𝜃0 = 0

Para 𝑙 = 𝑚 e 𝜃0 = 0 temos que
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Figura 23 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=1 e 𝜃 = 0 para diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2

Fonte: O autor (2022)
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Figura 24 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=2 e 𝜃 = 0 para diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2

Fonte: O autor (2022)
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Figura 25 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=3 e 𝜃 = 0 para diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2

Fonte: O autor (2022)
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Figura 26 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=4 e 𝜃 = 0 para diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2

Fonte: O autor (2022)

Para os modos 𝑙 = 𝑚 e 𝜃0 = 0 observamos algo curioso onde todos os modos para valores
diferentes de 𝑏 = 𝑟1

𝑟2
são uniformes. Onde notamos algumas degenerescências com os modos

𝜃0 = 𝜋
2 e 𝜃0 = 𝜋

4 ambas com 𝑙 = 𝑚. Por exemplo, o modo (𝑙 = 1,𝑚 = 1, 𝜃0 = 0 e 𝑏 = 0.75

tem a mesma frequência de ressonância que o modo (𝑙 = 2,𝑚 = 2, 𝜃0 = 𝜋
2 e 𝑏 = 0.

5.2.2.5 Modos Magnetostáticos l=m+1 e 𝜃0 = 𝜋
2

Vimos que para os modos 𝑙 = 𝑚+ 1 da esfera oca a relação de dispersão é dada por

(︂
𝑟1

𝑟2

)︂2𝑙+1
[(1 − 𝑙)(𝜅+ 𝑣)] [−𝜅(𝑙 + 2) + 𝑣(𝑙 − 1)]

− [2𝑙 + 1 + 𝜅(𝑙 + 2) + 𝑣(1 − 𝑙)] [2𝑙 + 1 + (𝑙 − 1)(𝜅+ 𝑣)] = 0 (5.11)

Então plotamos o grafico Δ × Ω𝐻 para quando 𝑙 = 𝑚 + 1 para diferentes valores de 𝑙 e
𝑏 = 𝑟1

𝑟2
.
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Figura 27 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m+1=1 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2
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Fonte: O autor (2022)

Figura 28 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m+1=2 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2
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Fonte: O autor (2022)
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Figura 29 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m+1=3 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2
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Fonte: O autor (2022)

Figura 30 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m+=4 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
H

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

=
H

l = m + 1 = 4

b=0
b=0.25
b=0.5
b=0.75
b=0.95

Fonte: O autor (2022)
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Originalmente os modos em uma esfera normal para 𝑙 = 𝑚+1 são uniformes . Observamos
o mesmo comportamento dos modos 𝑙 = 𝑚 quando variamos o parametro 𝑏 . Quanto menor a
razao dos raios mais uniforme se apresentam os modos e para valores grandes de 𝑏 , observamos
comportamentos não lineares .Para o caso onde 𝑙 = 𝑚+1 = 1 observamos um comportamento
não linear em todos os seus valores de 𝑏 = 𝑟1

𝑟2

5.3 POLARIZAÇÃO DOS MODOS MAGNETOSTÁTICOS NA ESFERA FERROMAGNÉ-
TICA OCA E PROPRIEDADES TOPOLÓGICAS DOS ESTADOS DE MAGNÉTIZA-
ÇÃO

Temos que uma solução particular do Potencial Magnetostático da Esfera Ferromagnética
Oca Ψ2, em função apenas dos coeficientes 𝐵𝑚

𝑙 , sendo obtida usando a condição de contorno
da continuidade da normal do Fluxo Magnético B⃗, é dada por

Ψ𝑙,𝑚,𝜃0
2 (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐵𝑚

𝑙

(︃
𝑟𝑙(1 + 𝜅 cos2 𝜃)𝑙/2 − 𝛾𝑚,𝜃0

𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣)
𝑟𝑙+1(1 + 𝜅 cos2 𝜃) 𝑙+1

2

)︃
𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃′) exp{𝑖𝑚𝜑},

(5.12)
onde

𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 =

(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃0

)︁𝑙+1/2
(𝑏𝑟2)2𝑙+1

⎡⎣−𝜅 sin2 𝜃0 + 𝜅2 sin2 2𝜃0
4(1+𝜅 cos2 𝜃0) − 𝜅 sin 2𝜃0

d𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃
′
0)

d𝜃

2𝑙𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃
′
0) − 𝑚𝑣

𝑙

⎤⎦
⎡⎣1 + (𝜅 sin2 𝜃0+1)(𝑙+1)

𝑙
− (𝑙+1)𝜅2 sin2 2𝜃0

4𝑙(1+𝜅 cos2 𝜃0) − 𝜅 sin 2𝜃0
d𝑃 𝑚

𝑙
(cos 𝜃

′
0)

d𝜃

2𝑙𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃
′
0) − 𝑚𝑣

𝑙

⎤⎦ .

Vimos que as componentes da magnetização m⃗, são dadas por;

4𝜋𝑚𝑥 = 𝜅
𝜕Ψ
𝜕𝑥

− 𝑖𝑣
𝜕Ψ
𝜕𝑦

, (5.13)

4𝜋𝑚𝑦 = 𝑖𝑣
𝜕Ψ
𝜕𝑥

+ 𝜅
𝜕Ψ
𝜕𝑦

. (5.14)

Fazemos as transformações,

𝜕

𝜕𝑥
= cos𝜑 sin 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
+ cos𝜑 cos 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
− sin𝜑
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
, (5.15)

𝜕

𝜕𝑦
= sin𝜑 sin 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
+ sin𝜑 cos 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
+ cos𝜑
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
, (5.16)
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𝜕

𝜕𝑧
= cos 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
− sin 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
. (5.17)

Substituindo temos:

𝑚𝑥(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐵𝑚
𝑙

1
4𝜋𝑃

𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)𝑒𝑖𝑚𝜑

⎧⎨⎩𝑟𝑙−1
(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁𝑙/2
⎡⎣𝑙𝜅 cos𝜑 sin 𝜃 +

𝜅 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚
𝑙 (cos 𝜃

′ )
d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝜅2𝑙 sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑖𝑚𝜅 sin𝜑

sin 𝜃 − 𝑖𝑣𝑙 sin𝜑 sin 𝜃 −
𝑖𝑣 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

+ 𝑖𝑣𝑘𝑙 sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑚𝑣 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦+ 𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣)

𝑟𝑙+2 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)
𝑙+1

2

⎡⎣𝜅(𝑙 + 1) cos𝜑 sin 𝜃

−
𝜅 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′) − 𝜅2(𝑙 + 1) sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃

2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑖𝑚𝜅 sin𝜑
sin 𝜃

− 𝑖𝑣(𝑙 + 1) sin𝜑 sin 𝜃 +
𝑖𝑣 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

+ 𝑖𝑣𝑘(𝑙 + 1) sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑚𝑣 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦⎫⎬⎭

𝑚𝑦(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐵𝑚
𝑙

1
4𝜋𝑃

𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)𝑒𝑖𝑚𝜑

⎧⎨⎩𝑟𝑙−1
(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁𝑙/2
⎡⎣𝑖𝑣𝑙 cos𝜑 sin 𝜃 +

𝑖𝑣 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚
𝑙 (cos 𝜃

′ )
d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝑖𝑣𝜅𝑙 sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑚𝑣 sin𝜑

sin 𝜃 + 𝜅𝑙 sin𝜑 sin 𝜃 +
𝜅 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝜅2𝑙 sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑖𝑚𝜅 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦+ 𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣)

𝑟𝑙+2 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)
𝑙+1

2

⎡⎣𝑖𝑣(𝑙 + 1) cos𝜑 sin 𝜃

−
𝑖𝑣 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′) − 𝑖𝑣𝜅(𝑙 + 1) sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃

2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑚𝑣 sin𝜑
sin 𝜃

+ 𝜅(𝑙 + 1) sin𝜑 sin 𝜃 −
𝜅 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝜅2(𝑙 + 1) sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑖𝑚𝜅 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦⎫⎬⎭
Dado que,

m⃗ = 𝑚𝑥i +𝑚𝑦j, (5.18)
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iremos normalizar o vetor magnétização para futuras aplicações, logo

⃒⃒⃒⃒
m⃗
⃒⃒⃒⃒
= 1, (5.19)

𝑚2
𝑥 +𝑚2

𝑦 = 1, (5.20)

Se separarmos 𝐵𝑚
𝑙 , do vetor magnetização de tal forma que

m⃗ = 𝐵𝑚
𝑙

(︃
𝑚

′

𝑥i +𝑚
′

𝑦j
)︃
, (5.21)

então, pela equação de normalização (5.23)

𝐵𝑚
𝑙 =

(︃
𝑚

′

𝑥
2 +𝑚

′

𝑦
2
)︃−1/2

, (5.22)

logo temos o valor do coeficiente 𝐵𝑚
𝑙 :
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𝐵𝑚
𝑙 =

⎧⎨⎩
{︃

1
4𝜋𝑃

𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)𝑒𝑖𝑚𝜑

{︃
𝑟𝑙−1

(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁𝑙/2
⎡⎣𝑙𝜅 cos𝜑 sin 𝜃 +

𝜅 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚
𝑙 (cos 𝜃

′ )
d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝜅2𝑙 sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑖𝑚𝜅 sin𝜑

sin 𝜃 − 𝑖𝑣𝑙 sin𝜑 sin 𝜃 −
𝑖𝑣 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

+ 𝑖𝑣𝑘𝑙 sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑚𝑣 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦+ 𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣)

𝑟𝑙+2 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)
𝑙+1

2

⎡⎣𝜅(𝑙 + 1) cos𝜑 sin 𝜃

−
𝜅 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′) − 𝜅2(𝑙 + 1) sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃

2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑖𝑚𝜅 sin𝜑
sin 𝜃

− 𝑖𝑣(𝑙 + 1) sin𝜑 sin 𝜃 +
𝑖𝑣 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

+ 𝑖𝑣𝑘(𝑙 + 1) sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑚𝑣 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦}︃}︃2

+

{︃
1

4𝜋𝑃
𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)𝑒𝑖𝑚𝜑

{︃
𝑟𝑙−1

(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁𝑙/2
⎡⎣𝑖𝑣𝑙 cos𝜑 sin 𝜃 +

𝑖𝑣 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚
𝑙 (cos 𝜃

′ )
d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝑖𝑣𝜅𝑙 sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑚𝑣 sin𝜑

sin 𝜃 + 𝜅𝑙 sin𝜑 sin 𝜃 +
𝜅 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝜅2𝑙 sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑖𝑚𝜅 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦+ 𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣)

𝑟𝑙+2 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)
𝑙+1

2

⎡⎣𝑖𝑣(𝑙 + 1) cos𝜑 sin 𝜃

−
𝑖𝑣 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′) − 𝑖𝑣𝜅(𝑙 + 1) sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃

2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑚𝑣 sin𝜑
sin 𝜃

+ 𝜅(𝑙 + 1) sin𝜑 sin 𝜃 −
𝜅 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝜅2(𝑙 + 1) sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑖𝑚𝜅 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦}︃}︃2
⎫⎬⎭

−1/2

.

Temos então o valor do vetor magnetização normalizado m⃗(𝑟, 𝜃, 𝜑), em toda região do espaço.
Sabemos que a magnetização dinâmica total é dada por

M⃗(⃗r, 𝑡) = 𝑀𝑆k⃗ +
(︁
𝑚𝑥i +𝑚𝑦j

)︁
e𝑖𝜔𝑡. (5.23)

Normalizando a magnetização dinâmica total temos

M⃗(⃗r, 𝑡) = 1√︁
𝑀2

𝑆 + 2(𝐵𝑚
𝑙 )2e𝑖2𝜔𝑡

(︁
𝑀𝑆k⃗ + (𝑚𝑥i +𝑚𝑦j)

)︁
e𝑖𝜔𝑡 (5.24)
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5.3.1 Polarização dos modos para 𝑏 = 0

Na condição onde 𝑏 = 0, ou seja,

𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣) = 0, (5.25)

recuperamos as componentes da magnetização 𝑚𝑥 e 𝑚𝑦 da Esfera Ferromagnética Sólida,
como calculou anteriormente (PLUMIER, 1962).
Para exemplificar, o autor calcula a magnetização no plano (𝑥, 𝑦), centrado em 0𝑧, ou seja,
𝜃 = 𝜋/2 e assumimos 𝜑 = 0.

• Para os modos 𝑙 = 𝑚,temos que as componentes da Esfera Sólida, nas condições que
Plumier escreveu

4𝜋𝑚𝑥 = 𝐵𝑙
𝑙𝑃

𝑙
𝑙 (cos 𝜃)𝑒𝑖𝑙𝜑𝑙

(︁
𝜅+ 𝑣

)︁
𝑟𝑙−1, (5.26)

para deixar igual ao artigo usamos a Relação de recorrencia dada por

1
sin 𝜃𝑃

𝑚
𝑙 (cos 𝜃) = − 1

2𝑚
[︁
𝑃𝑚+1

𝑙−1 (cos 𝜃) + (𝑙 +𝑚− 1)(𝑙 +𝑚)𝑃𝑚−1
𝑙−1

]︁
,

(5.27)

para 𝑙 = 𝑚, 𝜃 = 𝜋/2 e assumimos o valor de 𝜑 = 0

𝑃 𝑙
𝑙 (cos 𝜃) = −(2𝑙 − 1)𝑃 𝑙−1

𝑙−1 , (5.28)

então a componente 𝑚𝑥 é dada or

4𝜋𝑚𝑥 = −𝐵𝑙
𝑙(2𝑙 − 1)𝑃 𝑙−1

𝑙−1 𝑒
𝑖𝑙𝜑𝑙
(︁
𝜅+ 𝑣

)︁
𝑟𝑙−1, (5.29)

onde o sinal de menos pode ser incorporado no coeficiente 𝐵𝑙
𝑙 , pois se multiplicarmos por um

escalar a solução do Potencial Magnetostático Ψ2, não se altera. Então

4𝜋𝑚𝑥 = 𝐵𝑙
𝑙

(︁
𝜅+ 𝑣

)︁
𝑙(2𝑙 − 1)𝑟𝑙−1𝑌 𝑙−1

𝑙−1 . (5.30)
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Fazemos a mesma análise para a componente 𝑚𝑦, assumimos 𝜃 = 𝜋/2 e assumimos 𝜑 = 0

então,

4𝜋𝑚𝑦 = 𝑖𝐵𝑙
𝑙

(︁
𝜅+ 𝑣

)︁
𝑙(2𝑙 − 1)𝑟𝑙−1𝑌 𝑙−1

𝑙−1 . (5.31)

Se fizermos esta analise e usarmos as relações de recorrência (3.37) e (3.38), conseguiremos
todas as componentes 𝑚𝑥 e 𝑚𝑦 para 𝑙 = 𝑚+ 𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4... para a esfera ferromagnética
Sólida. Para 𝑏 = 0 e 𝑙 = 𝑚 temos a polarização circular pois o módulo das componentes (5.30)
e (5.31) é o mesmo. Para 𝑏 = 0 e 𝑙 = 𝑚 + 1 também recuperamos as mesmas componentes
da magnetização calculadas por plumier e obteremos as mesmas polarizações circulares.

5.3.2 Grau de um Mapa de um Campo Vetorial

5.3.2.1 Definição do Grau de um Mapa

Usando a referência do livro "Modern Geometry— Methods and Applications: Part II: The
Geometry and Topology of Manifolds "(DUBROVIN; FOMENKO; NOVIKOV, ).Nessa seção nosso
interesse será na teoria de classes de homotopia para mapas entre variedades fechadas e ori-
entadas (M e N) de mesma dimensão n,especialmente no caso onde N é uma esfera. Seja
ℱ : 𝑀 → 𝑁 um mapa suave, e 𝑦0 ∈ 𝑁 seja um valor regular de {. Isto significa que toda
a imagem inversa de 𝑦0 consiste somente em pontos finitos 𝑥1, · · ·, 𝑥𝑚, e que se 𝑥𝛽

𝑖 são co-
ordenadas locais numa vizinhança de 𝑥𝑖, e 𝑦𝛼

0 são as coordenadas locais na vizinhança de 𝑦0,
o jacobiano 𝑑𝑒𝑡 𝜕𝑦𝛼

0
𝜕𝑥𝛽

𝑖

é não nulo em 𝑥𝑖 para cada 𝑖 = 1, ...,𝑚. Desde que assumamos que as
variedades M, N sejam orientadas, os jacobianos das funções de transição entre as coordenadas
na intersecção das coordenadas locais da vizinhança sejam sempre positivas.

O grau de um mapa suave ℱ : 𝑀 → 𝑁 de variedades fechadas e conectadas, com respeito
a um valor regular 𝑦0 ∈ 𝑁 é dado por

𝑑𝑒𝑔ℱ =
∑︁

𝑓(𝑥𝑖=𝑦0)
𝑠𝑔𝑛 𝑑𝑒𝑡

(︃
𝜕𝑦𝛼

0

𝜕𝑥𝛽
𝑖

)︃
, (5.32)

onde 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑚, são as pre imagens de 𝑦0 em relação a ℱ . O grau de um Mapa tem
importantes propriedades de invariância.
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• Teorema. O grau de um mapa ℱ independe da escolha de um valor regular 𝑦0, e é
invariante sobre homotopias ("deformações").

5.3.2.2 Aplicações do Grau de um Mapa: Relação entre o grau e Integral

Seja ℱ um mapa suave de grau Q entre variedades conectadas, fechadas e orientadas M e N,
seja Ω uma forma diferencial em 𝑁 de rank 𝑛 = 𝑑𝑖𝑚𝑀 = 𝑑𝑖𝑚𝑁 , dado por 𝜙𝑖(𝑦)𝑑𝑦1

𝑖 ∧...∧ 𝑑𝑦𝑛
𝑖

em termos das coordenadas locais 𝑦𝛼
𝑖 na i-ésima vizinhança de 𝑁 . A integral ∫︀𝑁 Ω na forma

Ω em relação a 𝑁 , é também a integral ∫︀𝑀 ℱ * Ω da forma restrita ℱ * Ω em relação a 𝑀 .
Temos que

ℱ * Ω = 𝜙𝑖(ℱ(𝑥))𝑑𝑥1
𝑗 ∧ ... ∧ 𝑑𝑥𝑛

𝑗 𝑑𝑒𝑡

⎛⎝𝜕𝑦𝛼
𝑖

𝜕𝑥𝛽
𝑗

⎞⎠ , (5.33)

onde 𝑥𝑗 são as coordenadas locais em 𝑀 , ou seja, na região de 𝑀 que está sendo mapeada
por ℱ no gráfico de 𝑁 cujas coordenadas locais são 𝑦𝛼

𝑖 .

• Teorema. Sendo ℱ : 𝑀 → 𝑁 , e Ω definido anteriormente, temos que∫︁
𝑀

ℱ * Ω = (𝑑𝑒𝑔ℱ)
∫︁

𝑁
Ω. (5.34)

5.3.2.3 Grau de um Campo Vetorial numa Hiper Superfície

Seja 𝜉 = (𝜉𝛼(𝑥)), 𝛼 = 1, ...𝑛, um campo vetorial suave definido na região 𝑈 no espaço
euclidiano n-dimensional R𝑛, cujas coordenadas 𝑥1, ..., 𝑥𝑛. Desde que 𝜉(𝑥) ̸= 0 em todos os
pontos em 𝑈 , o campo vetorial 𝜉 pode ser escrito como um campo vetorial unitário 𝑛(𝑥) = 𝜉(𝑥)

|𝜉|

em 𝑈 , o que leva por sua vez ao mapa Gaussiano esférico ℱ : 𝑈 → 𝑆𝑛−1, onde para cada
ponto 𝑥 ∈ 𝑈 , ℱ(𝑥) é a ponta do vetor unitário 𝑛(𝑥).(ℱ(𝑥) é um ponto na 𝑛 − 1- esfera,
como requerido). Dado 𝑄 sendo qualquer hipersuperfície completamente contida em 𝑈 , o
grau do mapa de restrição ℱ|𝑄 : 𝑄 → 𝑆𝑛−1, é chamado de grau de um campo vetorial 𝜉 na
hipersuperfície Q.

• Corolário. O grau de um campo vetorial não nulo 𝜉(𝑥) em uma hipersuperfície fechada
𝑄 no espaço Euclidiano, é dada pela integral ∫︀𝑄 ℱ * Ω, onde ℱ : 𝑄 → 𝑆𝑛−1 é o mapa
Gaussiano determinado pelo campo vetorial, e Ω é a (𝑛− 1)-forma em 𝑆𝑛−1. Onde no
espaço euclidiano R3 ∖ {0} em coordenadas esféricas, temos Ω = 1

4𝜋
| sin 𝜃|𝑑𝜃𝑑𝜑.
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Usando o teorema (5.34), podemos dizer que o grau do campo vetorial 𝜉(𝑥) em uma
hipersuperficie fechada 𝑄 para o espaço Euclidiano R3 ∖ {0} é dado por

𝑑𝑒𝑔 ℱ = 1
4𝜋

∫︁
𝑄

∫︁ 𝑑𝜇 𝑑𝜈

|𝜉|3

⟨
𝜉,

[︃
𝜕𝜉

𝜕𝜇
,
𝜕𝜉

𝜕𝜈

]︃⟩
, (5.35)

5.3.3 Propriedades Topológicas dos Estados de Magnetização na Esfera Ferromag-

nética Oca

Para encontrar os estados topológicos de magnetização na esfera ferromagnética oca deste
trabalho vamos nos basear no artigo (KRAVCHUK et al., 2016), onde o grupo estuda estados
de magnetização topologicamente estáveis em cascas esféricas cujo raio é aproximadamente
16nm. Métodos topológicos estão sendo amplamente usados em sistemas da física da matéria
condensada, geometrias não triviais podem induzir defeitos topológicos e resultam em novas
interações. Nanofilmes curvilíneos com uma geometria fechada exibem novas interações devido
a existência natural de invariantes topológicos no sistema, neste caso os autores analisam o
campo vetorial da magnetização m⃗, definido na superfície do material ferromagnético, onde
é realizado um mapa da superfície em uma esfera 𝑆2. Como visto anteriormente este mapa é
definido por um grau 𝑄 ∈ Z, que por sua vez é um invariante topológico do sistema, onde dado
uma distribuição da magnetização m⃗ numa superfície fechada é caracterizada por um número
inteiro 𝑄 que é conservado em relação a qualquer deformação contínua da magnétização. Ou
seja, o grau deste mapa jacobiano é invariante sob homotopias (deformações).
O grau 𝑄 do mapa Jacobiano, realizado por um campo vetorial tridimensional normalizado
m⃗, definido em uma superfície fechada bidimensional é dado por

𝑄 = 1
4𝜋

∫︁
𝒮

𝒥 𝑑𝒮, (5.36)

o mapa Jacobiano 𝒥 é dado por

𝒥 = −𝜖𝛼,𝛽m⃗ ·
[︁
∇𝛼m⃗ × ∇𝛽m⃗

]︁
/2, (5.37)

onde as letras gregas 𝛼, 𝛽 representam as coordenadas curvilíneas 𝜉𝛼, introduzidas na superfície
da esfera, assim como para representar as componentes da base local e⃗𝛼. Os indices em
latin 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3 indexam as coordenadas e as componentes vetoriais na base cartesiana
x⃗𝑖 ∈ x⃗, y⃗, z⃗.
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• A magnetização m⃗ pode ser dada como

m⃗ = 𝑚𝛼e⃗𝛼 +𝑚𝑛n⃗, (5.38)

onde e⃗𝛼 é a base curvilinea e n⃗ = e⃗1 × e⃗2 é o vetor normal a superfície. Dado que |m⃗| = 1

fazemos as parametrizações angulares 𝑚1 + 𝑖𝑚2 = sin 𝜃𝑒𝑖𝜑 e 𝑚𝑛 = cos 𝜃.
Os angulos 𝜃 e 𝜑 , dependem de 𝜉1 e 𝜉2,ou seja:

𝜃 = 𝜃(𝜉1, 𝜉2), (5.39)

𝜑 = 𝜑(𝜉1, 𝜉2). (5.40)

Usando transformações de bases curvilíneas pode-se provar que

𝒥 = 𝒥 n⃗ = − sin 𝜃(∇𝜃 − Γ⃗) × (∇𝜑− Ω⃗) − cos 𝜃
[︁
𝜕𝜑Γ⃗ × ∇𝜃 + n⃗𝒦

]︁
, (5.41)

onde Γ⃗(𝜑) = ‖ℎ𝛼𝛽‖ · 𝜖⃗(𝜑), sendo 𝜖⃗ = cos𝜑e⃗1 + sin𝜑e⃗2 a projeção normalizada do vetor m⃗

no plano tangencial e ‖ℎ𝛼𝛽‖ é o tensor de Weingarten. O vetor Ω⃗ denota a conexão de Spin
e 𝒦 = 𝑑𝑒𝑡 ‖ℎ𝛼𝛽‖ é a curvatura Gaussiana.

O vetor 𝒥 é o limite para o caso bidimensional para o vetor densidade topológica, ou vetor
de giro acoplamento J⃗,que em coordenadas cartesianas é dado por

𝐽𝑖 = −𝜖𝑖𝑗𝑘m⃗ · [𝜕𝑗m⃗ × 𝜕𝑘m⃗]/2. (5.42)

Para o caso onde o comprimento 𝐿 → 0 da casca esférica, temos que J⃗ → 𝒥 . Podemos
calcular o grau 𝑄 do mapa jacobiano usando o vetor de giro acoplamento dado por

𝑄 = 1
4𝜋

∫︁
𝒮

J⃗ · d⃗𝒮. (5.43)

5.3.3.1 Energia Magnética em uma casca curvilínea

O funcional de energia magnética é dado por

𝐸 = 𝐿
∫︁ [︁

𝐴ℰ𝑒𝑥 −𝐾(m⃗ · n⃗)2 +𝐷ℰ𝐷

]︁
𝑑𝒮, (5.44)

onde o primeiro termo do integrando é a densidade de energia de troca ℰ𝑒𝑥 = 𝜕𝑖m⃗ · 𝜕𝑖m⃗

sendo 𝐴, a constante de troca. O segundo termo é a densidade de energia de anisotropia
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uniaxial, na qual força os spins a se manterem na geometria. O ultimo termo é a densidade
de energia Dzyaloshinskii-Moriya (DMI), ℰ𝐷 = 𝑚𝑛∇ · m⃗ − (m⃗ · ∇)𝑚𝑛, na qual tem origem
no acoplamento spin orbita e é relacionada com a quebra de inversão de simetria na interface
do filme, usualmente é tipica pra filmes ultra finos.

5.3.3.2 Caso da Casca Esférica

Usamos as equações de Euler-Lagrange para obter as equações diferencias envolvendo os
angulos 𝜃 = 𝜃(𝜗, 𝜒) e 𝜑 = 𝜑(𝜗, 𝜒), sendo 𝜗 = 𝜉1, 𝜒 = 𝜉2, que por sua vez é possivel provar
uma simetria axial, logo, 𝜑 = 0 e 𝜃 = 𝜃(𝜗). A magnetização m⃗ é

m⃗ = sin 𝜃e⃗𝜗 + cos 𝜃n⃗, (5.45)

então aplicando as equações de Euler-Lagrange, que irão minimizar o funcional de energia,
temos que

𝜃′′ + cot𝜗𝜃′ − sin 𝜃 cos 𝜃
[︃

cos 2𝜗
sin2 𝜗

+ 𝑅2

𝑙2
− 4𝐷
𝐷𝑐

]︃
+ 2 cot𝜗 sin2 𝜃

(︂
1 + 𝐷

𝐷𝑐

)︂
= 0, (5.46)

é a equação diferencial envolvendo 𝜃 = 𝜃(𝜗), onde 𝑙 =
√︁

𝐴
𝐾

é o comprimento caracteristico
magnético e 𝐷𝑐 = 2𝐴

𝑅
é a "força"do efeito da curvatura induzida DMI, que é exclusivamente

impulsionado pela troca. Existem duas condições de contorno para o problema, pois temos na
equação diferencial o fator sin2 𝜗 no denominador, ou seja, dois pontos singulares dado que

• 𝜃(0) = 0, 𝜃(𝜋) = (𝑤 − 1)𝜋,

• 𝜃(0) = 𝜋, 𝜃(𝜋) = (𝑤)𝜋,

onde 𝑤 é o numero de winding da magnetização em loop através dos polos em 𝜗 = 0 e
𝜗 = 𝜋.

O grau do mapa jacobiano 𝑄, pode ser obtido pela definição (5.36), depois de ter feito a
integral nas coordenadas curvilineas do sistema, temos

𝑄 = −1
2 [(m⃗ · n⃗)𝜗=0 + (m⃗ · n⃗)𝜗=𝜋] (5.47)

É possivel encontrar valores de 𝑄 = 0,+1,−1, como os graus do mapa jacobiano para uma
classe de soluções. Dado um numero winding 𝑤, dizemos que o grau 𝑄 é um invariante topo-
lógico, se fizermos a transformação m⃗ → −m⃗, o funcional de energia, na ausência de campos
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externos, não muda mas o grau 𝑄 se transforma em 𝑄 → −𝑄, onde esta transformação causa
uma dupla degenerecência em relação ao estado 𝑤.

• Soluções em 𝑄 = 0, são soluções triviais em Skyrmion.(KRAVCHUK et al., 2016).

5.3.4 Soluções Skyrmion para a Efera Ferromagnética Oca Submicrométrica

Para o caso da esfera ferromagnética oca, que é estudada neste trabalho, obtivemos
o campo vetorial normalizado da magnetização dinâmica normalizada, descrito na equação
(5.24), diferindo do trabalho (KRAVCHUK et al., 2016), onde a magnetização é estática. Mesmo
que seja excitada por campos externos uniformes, a energia magnetostática é desprezível com-
parado as energias de troca. Nesta seção iremos analisar o caso onde a casca esférica de
tamanho 𝐿 = 𝑅2 −𝑅1 é muito pequena, de tal modo que a magnetização normalizada (5.24),
não dependa do raio 𝑟, fixando assim um raio intermediário 𝑟 = 𝑟* entre os raios externo (𝑅2)

e interno 𝑅1.

5.3.4.1 Hamiltoniano para a Esfera Ferromagnética Oca Submicrométrica

Como já mencionado no capítulo de fundamentação teórica, a dimensão da esfera fer-
romagnética oca é grande o suficiente para negligenciar as interações de troca e grande o
sufiente para anular a propagação eletromagnética, sendo a esfera oca isotrópica podemos
negar a energia de anisotropia seja ela cúbica ou uniaxial. Vimos que a condição magnetos-
tática ∇⃗ × H⃗ = 0, implica na dinâmica de dipolos magnéticos, onde as energias envolvidas
são as energias de Zeeman, energias desmagnetizantes (PRAT-CAMPS et al., 2016), que por sua
vez dependem da suscetibilidade e da razão dos raios, e o somatório das energias cinéticas
dos dipolos magnéticos por causa da dependência temporal da magnetização (5.24). Então, o
hamiltoniano é dado por

ℋ = −
∫︁

𝑉
M⃗(⃗r, 𝑡) · H⃗(⃗r, 𝑡)𝑑𝑉 −

∫︁
𝑉

M⃗(⃗r, 𝑡) · H⃗𝑑(⃗r, 𝑡)𝑑𝑉 +
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑚𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙𝑜𝑟
*2

2
(︁
𝜃2

𝑖 + 𝜑̇2
𝑖 sin2(𝜃𝑖)

)︁
,

(5.48)
onde a primeira integral é a contribuição da energia de Zeeman, o segundo termo é dado pela
energia desmagnetizante, cujos H⃗𝑑(⃗r, 𝑡) = 𝑁M⃗(⃗r, 𝑡), são calculados em (PRAT-CAMPS et al.,
2016), onde o tensor diagonal 𝑁 , depende da suscetibilidade e da razao dos raios, o ultimo
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termo é dado pelo somatório das energias cinéticas dos i-ésimos dipolos magnéticos, sendo
𝑚𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙𝑜 a massa de cada dipolo que aproximadamente tomamos a mesma. As equações de
movimento de Hamilton são dadas por

𝑞𝑘, 𝑖 = 𝜕ℋ
𝜕𝑝𝑘, 𝑖

, (5.49)

𝑝̇𝑘, 𝑖 = − 𝜕ℋ
𝜕𝑞𝑘, 𝑖

, (5.50)

onde 𝑞𝑘, 𝑖 e 𝑝𝑘, 𝑖 são as i-ésimas coordenadas e momentos generalizados. As duas primeiras
integrais não contribuem para as equações de movimento de Hamilton, pois é realizada uma
integral no volume da casca esférica. Não iremos resolver as equações completas, porém usando
a equação (5.50), para a coordenada generalizada 𝜑𝑖, temos

𝑝𝜑𝑖
= 𝜕𝐾

𝜕𝜑̇𝑖

= 𝑚𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙𝑜𝑟
*2 sin 𝜃𝑖𝜑̇𝑖, (5.51)

𝑝̇𝜑𝑖
= −𝜕ℋ

𝜕𝜑𝑖

=
d
(︁
sin 𝜃𝑖𝜑̇𝑖

)︁
d𝑡 = 0, (5.52)

então podemos dizer que 𝜑𝑖 é cíclico, ou ignorável, de tal modo que podemos atribuir a solução
𝜑𝑖 = 0, sendo uma simetria axial ao problema para o caso onde o raio é fixado, quando a
subtração dos raios (𝐿 = 𝑅2 − 𝑅1) é muito pequena como feito no artigo do (KRAVCHUK et

al., 2016). A relação de 𝜑 em coordenadas esféricas é dada por

𝜑 = arctan(𝑦/𝑥), (5.53)

então se 𝜑 = 0 →y=0.
Usando coordenadas cartesianas na equação (5.12), e o fato de que 𝑦 = 0, então 𝑟 =

√
𝑥2 + 𝑧2 e cos 𝜃 = 𝑧√

𝑥2+𝑧2 , substituindo, temos o novo potencial Ψ2, em função de 𝑥 e 𝑧,

Ψ𝑙,𝑚,𝜃0
2 (𝑥, 𝑧) (5.54)

O mapa Jacobiano em coordenadas cartesianas

𝐽𝑖 = −𝜖𝑖,𝑗,𝑘m⃗ ·
[︁
𝜕𝑗m⃗ × 𝜕𝑘m⃗

]︁
/2 (5.55)

Como, 𝑦 = 0, temos que a magnetização é dada por

4𝜋𝑚𝑥 = 𝜅
𝜕Ψ
𝜕𝑥

, (5.56)
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4𝜋𝑚𝑦 = 𝑖𝑣
𝜕Ψ
𝜕𝑥

, (5.57)

𝑚𝑧 = 𝑀𝑆, (5.58)

sendo o novo M⃗r⃗,𝑡 normalizado.

• Calculando o Grau do Mapa Jacobinano em coordenadas cartesianas para o novo vetor
magnetização no caso 𝑦 = 0 cujas componentes ,

𝑄 = (4𝜋)−1
∫︁

𝑆
J⃗i · d⃗S, (5.59)

𝑄 = (4𝜋)−1
∫︁

𝑆
−𝜖𝑖,𝑗,𝑘m⃗ ·

[︁
𝜕𝑗m⃗ × 𝜕𝑘m⃗

]︁
/2 𝑑𝑆, (5.60)

então efetuando a integral obtemos 𝑄 = 0, pois o produtor vetorial
[︁
𝜕𝑗m⃗ × 𝜕𝑘m⃗

]︁
, vale

zero por causa que 𝜑 = 0. Onde ,

J⃗y = m⃗ ·
[︁
𝜕𝑥m⃗ × 𝜕𝑧m⃗

]︁
− m⃗ ·

[︁
𝜕𝑧m⃗ × 𝜕𝑥m⃗

]︁
= 0,

pois os produtos vetoriais
[︁
𝜕𝑥m⃗ × 𝜕𝑧m⃗

]︁
e
[︁
𝜕𝑧m⃗ × 𝜕𝑥m⃗

]︁
, são nulos. Obtendo assim uma

solução em Skyrmion.

5.3.4.2 Análise do Campo Vetorial da Magnetização da Esfera Ferromagnética Oca para

𝜑 = 0

Vimos anteriormente que as componentes da magnetização são dadas por
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𝑚𝑥(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐵𝑚
𝑙

1
4𝜋𝑃

𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)𝑒𝑖𝑚𝜑

⎧⎨⎩𝑟𝑙−1
(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁𝑙/2
⎡⎣𝑙𝜅 cos𝜑 sin 𝜃 +

𝜅 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚
𝑙 (cos 𝜃

′ )
d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝜅2𝑙 sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑖𝑚𝜅 sin𝜑

sin 𝜃 − 𝑖𝑣𝑙 sin𝜑 sin 𝜃 −
𝑖𝑣 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

+ 𝑖𝑣𝑘𝑙 sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑚𝑣 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦+ 𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣)

𝑟𝑙+2 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)
𝑙+1

2

⎡⎣𝜅(𝑙 + 1) cos𝜑 sin 𝜃

−
𝜅 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′) − 𝜅2(𝑙 + 1) sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃

2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑖𝑚𝜅 sin𝜑
sin 𝜃

− 𝑖𝑣(𝑙 + 1) sin𝜑 sin 𝜃 +
𝑖𝑣 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

+ 𝑖𝑣𝑘(𝑙 + 1) sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑚𝑣 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦⎫⎬⎭,

𝑚𝑦(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐵𝑚
𝑙

1
4𝜋𝑃

𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)𝑒𝑖𝑚𝜑

⎧⎨⎩𝑟𝑙−1
(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁𝑙/2
⎡⎣𝑖𝑣𝑙 cos𝜑 sin 𝜃 +

𝑖𝑣 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚
𝑙 (cos 𝜃

′ )
d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝑖𝑣𝜅𝑙 sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑚𝑣 sin𝜑

sin 𝜃 + 𝜅𝑙 sin𝜑 sin 𝜃 +
𝜅 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝜅2𝑙 sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑖𝑚𝜅 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦+ 𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣)

𝑟𝑙+2 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)
𝑙+1

2

⎡⎣𝑖𝑣(𝑙 + 1) cos𝜑 sin 𝜃

−
𝑖𝑣 cos𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′) − 𝑖𝑣𝜅(𝑙 + 1) sin 2𝜃 cos𝜑 cos 𝜃

2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑚𝑣 sin𝜑
sin 𝜃

+ 𝜅(𝑙 + 1) sin𝜑 sin 𝜃 −
𝜅 sin𝜑 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝜅2(𝑙 + 1) sin 2𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑖𝑚𝜅 cos𝜑

sin 𝜃

⎤⎦⎫⎬⎭,

𝑚𝑧(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝑀𝑆.
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Na qual, o campo vetorial da magnétização dinâmica pode ser normalizado,como mostrado
na equação (5.28). Para 𝑟 = 𝑟* e 𝜑 = 0, as componentes estáticas são dadas por

𝑚𝑥(𝜃) = 𝐵𝑚
𝑙

1
4𝜋𝑃

𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

⎧⎨⎩𝑟*𝑙−1
(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁𝑙/2
⎡⎣𝑙𝜅 sin 𝜃 +

𝜅 cos 𝜃 d𝑃 𝑚
𝑙 (cos 𝜃

′ )
d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝜅2𝑙 sin 2𝜃 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑚𝑣

sin 𝜃

⎤⎦+ 𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣)

𝑟*𝑙+2 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)
𝑙+1

2

⎡⎣𝜅(𝑙 + 1) sin 𝜃

−
𝜅 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′) − 𝜅2(𝑙 + 1) sin 2𝜃 cos 𝜃

2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑚𝑣

sin 𝜃

⎤⎦⎫⎬⎭,

𝑚𝑦(𝜃) = 𝐵𝑚
𝑙

1
4𝜋𝑃

𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

⎧⎨⎩𝑟*𝑙−1
(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁𝑙/2
⎡⎣𝑖𝑣𝑙 sin 𝜃 +

𝑖𝑣 cos 𝜃 d𝑃 𝑚
𝑙 (cos 𝜃

′ )
d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′)

− 𝑖𝑣𝜅𝑙 sin 2𝜃 cos 𝜃
2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) + 𝑖𝑚𝜅

sin 𝜃

⎤⎦+ 𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣)

𝑟*𝑙+2 (1 + 𝜅 cos2 𝜃)
𝑙+1

2

⎡⎣𝑖𝑣(𝑙 + 1) sin 𝜃

−
𝑖𝑣 cos 𝜃 d𝑃 𝑚

𝑙 (cos 𝜃
′ )

d𝜃

𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃′) − 𝑖𝑣𝜅(𝑙 + 1) sin 2𝜃 cos 𝜃

2(1 + 𝜅 cos2 𝜃) − 𝑖𝑚𝜅

sin 𝜃

⎤⎦⎫⎬⎭,

𝑚𝑧(𝜃) = 𝑀𝑆.

Podemos notar que existe em ambas as componentes 𝑚𝑥 e 𝑚𝑦 o sin 𝜃 no denominador, fazendo
assim, uma singularidade no campo vetorial de magnetização M⃗𝜃. Onde se 𝜃 = 0, ou 𝜃 = 𝜋,
existe um "defeito"na magnetização, tendo a mesma característica do artigo (KRAVCHUK et

al., 2016), no qual como visto anteriormente, os autores encontram esta singularidade na
equação diferencial ordinária proveniente das equações de Euler-Lagrange, quando o funcional
é minimizado.
Também podemos notar que existe no denominador nas componentes do campo vetorial da
magnetização a seguinte expressão

(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁
, (5.61)

onde para alguns valores de 𝜅 e cos2 𝜃, existe outra singularidade na forma de uma curva 𝛾,
que está condida na superfície fechada da esfera 𝒮. Para encontrar quais são os valores de 𝜅,
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limitantes e as regiões dos pares (Ω,Ω𝐻) que contém duas singularidades, soluções do tipo
Skyrmion usual, e as regiões de pares (Ω,Ω𝐻), que de fato é possível encontrar valores de 𝜃,
que se tenha esta singularidade adicional em forma de uma curva 𝛾. Para fazer esta análise,
este novo defeito na magnetização surge se

(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁
= 0, (5.62)

cos2 𝜃 = −1
𝜅

(5.63)

• Para o caso onde 𝜅 < −1, haverá um valor de cos 𝜃 para que ocorra esta singularidade
em forma de curva 𝛾, fechada na superfície da esfera 𝒮. Além da singularidade nos polos
norte e sul (𝜃 = 0, 𝜃 = 𝜋)

• Para 𝜅 > −1, a função cos 𝜃, não está definida, ou seja, para qualquer valor de theta,
desde que não seja 𝜃 = 0 ou 𝜃 = 𝜋, não haverá singularidade proveniente do denominador
(1 + 𝜅 cos2 𝜃). E as soluções em Skyrmion usual irão acontecer.

Sendo o valor 𝜅 = −1, o limitante para as regiões com duas ou 3 singularidades, a Figura 31
mostra para quais valores de Δ = Ω − Ω𝐻 e Ω𝐻 .

Figura 31 – Regiões onde é possível encontrar as soluções do tipo Skyrmion usuais com duas singularidades,
𝜃 = 0 e 𝜃 = 𝜋. E três singularidades, incluindo as curvas com ”defeito”

Fonte: O autor (2022)
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Podemos notar que, analisando os gráficos das relações de dispersão, é possível encontrar
soluções apenas com duas singularidades, 𝜃 = 0 e 𝜃 = 𝜋, para valores pequenos de Ω𝐻 , ou seja,
para pequenos campos magnéticos externo. Tendo semelhança com o artigo do (KRAVCHUK

et al., 2016), onde é uma solução estacionária sem a presença de campos externos.

• Para a região Δ > Ω − Ω𝐻 =
√︁

Ω2
𝐻 + Ω𝐻 − Ω𝐻 , temos apenas duas singularidades em

𝜃 = 0 e 𝜃 = 𝜋
2 .

• Para a região Δ < Ω − Ω𝐻 =
√︁

Ω2
𝐻 + Ω𝐻 − Ω𝐻 , temos duas singularidades em 𝜃 = 0 e

𝜃 = 𝜋
2 e uma terceira singularidade dada por uma curva 𝛾, que é invariante ao valor de

𝜑, por ter um valor de cos 𝜃, tal que o denominador (1 + 𝜅 cos2 𝜃) seja nulo. Ou seja,
haverão duas curvas 𝛾, pois cos2 𝜃 = − 1

𝜅
, logo para cada valor de 𝜅 < −1, cujos valores

de Δ = Ω−Ω𝐻 e Ω𝐻 estejam na região acima, existem dois valores de 𝜃, para o mesmo
valor de cos 𝜃, que seja válido. Para esta região haverá os pontos singulares 𝜃 = 0 e
𝜃 = 𝜋

2 e duas curvas 𝛾, uma no hemisfério norte (0 < 𝜃 < 𝜋
2 ) e outra no hemisfério sul

(𝜋
2 < 𝜃 < 𝜋).

5.4 ESFERA FERROMAGNÉTICA OCA COM UM CONDUTOR ELÉTRICAMENTE PER-
FEITO(PEC)

A Figura 32 representa uma esfera oca ferromagnética onde 𝑟1 é o raio interno e 𝑟2 é o
raio externo, dado que a região entre os raios é formada por um material ferromagnético, a
região interna 𝑟 < 𝑟1 é formada por um Condutor Perfeito e a externa 𝑟 > 𝑟2 é vácuo. Cascas
esféricas ferromagnéticas são produzidas pelo revestimento de esferas metálicas.
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Figura 32 – Esfera Ferromagnética Oca com um Condutor Perfeitamente Elétrico

Fonte: O autor (2022)

O Campo Elétrico dentro de um Condutor é nulo. (E⃗ = 0), pois a condutividade 𝜎 tende
ao infinito. Então pela lei de Faraday

∇⃗ × E⃗ = −𝜕B⃗
𝜕𝑡
, (5.64)

se E⃗ = 0, logo
B⃗ = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒, (5.65)

o que é razoável atritribuir B⃗ = 0.
Para encontrar a relação de dispersão temos que aplicar a equação de Landau-Lifshit e

usar a aproximação magnétostática já vista no capitulo de Fundamentação teórica. Separamos
o problema em duas partes,já vistas anteriormente no artigo do Walker(WALKER, 1957).

1º) A equação diferencial parcial do potencial magnetostático na região (𝑟 > 𝑟2) e 𝑟 < 𝑟1

é

(︃
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧2

)︃
Ψ = 0. (5.66)

2º) A equação diferencial parcial do potencial magnetostático na região 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2 é
dada por

(1 + 𝜅)
(︃
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2

)︃
Ψ + 𝜕2Ψ

𝜕𝑧2 = 0, (5.67)
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onde 𝜅 = Ω𝐻

(Ω2
𝐻−Ω2) , Ω = 𝜔

4𝜋𝛾𝑀0
, Ω𝐻 = 𝐻𝑖

4𝜋𝑀0
, 𝑣 = Ω

(Ω2
𝐻−Ω2) .

Pela simetria esférica do problema usaremos a expansão em polinomios associados de
legendre, onde a solução geral é

Ψ(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

(𝛼𝑚
𝑙 𝑟

𝑙 + 𝛽𝑚
𝑙 𝑟

−𝑙−1)𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃) exp(𝑖𝑚𝜑) (5.68)

Para a região, 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2 faremos a mudança de variável 𝑧 → 𝑧
′ = (1 + 𝜅)1/2𝑧 obtendo

a nova EDP da seguinte forma

(︃
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧′ 2

)︃
Ψ = 0. (5.69)

Temos que a nova coordenada 𝑧′ depende das novas coordenadas esféricas (𝑟′
, 𝜃

′) representada
por

𝑧
′ = 𝑟

′ cos 𝜃′
, (5.70)

onde
𝑟

′ 2 = 𝑥2 + 𝑦2 + (1 + 𝜅)𝑧2, (5.71)

𝑟
′ 2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝜅𝑧2, (5.72)

𝑟
′ 2 = 𝑟2 + 𝜅𝑟2 cos2 𝜃, (5.73)

𝑟
′ = 𝑟

(︁
1 + 𝜅 cos2 𝜃

)︁1/2
. (5.74)

Então para calcular cos 𝜃′ temos que

cos 𝜃′ = 𝑧
′

𝑟′ , (5.75)

cos 𝜃′ = 𝑧(1 + 𝜅)1/2

𝑟(1 + 𝜅 cos2 𝜃)1/2 =
√︃

cos2 𝜃(1 + 𝜅)
1 + 𝜅 cos2 𝜃

. (5.76)

Logo, para simplificar escrevemos

𝑃𝑚
𝑙

(︁
𝑐𝑜𝑠𝜃

′)︁ = 𝑃𝑚
𝑙

⎛⎝√︃cos2 𝜃(1 + 𝜅)
1 + 𝜅 cos2 𝜃

⎞⎠ . (5.77)
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Assumindo que 𝑍 ∈ C e 𝑍 = cos 𝜃′ , pela análise complexa dos polinômios associado
de legendre 𝑃𝑚

𝑙 (𝑍) é sabido que a função é analítica no intervalo descrito pela desigualdade
descrita na equação (4.13)

|𝑍| < 1 (5.78)

Ou seja, podemos dizer que 𝑍 = cos 𝜃′) está condizente com a definição, então seu domínio
vale

0 <

⎯⎸⎸⎷⃒⃒⃒⃒⃒cos2 𝜃(1 + 𝜅)
1 + 𝜅 cos2 𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1. (5.79)

A restrição que temos é dada por

1 + 𝜅 cos2 𝜃 ̸= 0 (5.80)

Em termos das frequências reduzidas temos

Ω ̸=
√︁

Ω𝐻(Ω𝐻 + Ω𝐻 cos2 𝜃) (5.81)

Então, podemos dizer que a EDO que está relacionada a variável 𝑧1, quando é realizada a
separação de variáveis da Equação de Lapace (∇2

(︁
Ψ′

2

)︁
= 0), é a equação diferencial hiperge-

ométrica dada por

(1 − 𝑧2
1)𝑦′′ − 2𝑧1𝑦

′ +
(︃
𝜆(𝜆+ 1) − 𝑚2

1 − 𝑧2
1

)︃
𝑧1 = 0,

que tem singularidades em 𝑧1 = 0 e 𝑧1 = 1. Sendo 𝑦 = 𝑃𝑚
𝑙 (𝑧1), os polinômios associados

de legendre do 1º tipo, pois para |𝑧1| > 1, não existe domínio então a solução do 2º tipo
𝑦 = 𝑄𝑚

𝑙 (𝑧1) é descartada. Logo 𝑧1 é analítica na região |𝑧1| < 1

Para 𝑧2, o dominio é dado por
|𝑧2| > 0,

Então, podemos dizer que a EDO que está relacionada a variável 𝑧2, quando é realizada a
separação de variáveis da Equação de Lapace (∇2

(︁
Ψ′

2

)︁
= 0), é a equação diferencial hiperge-

ométrica confluente, que por sua vez apresenta uma singularidade em 𝑧2 = 0. Logo é analítica
na região |𝑧2| > 0.
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Que nos dá garantia que a parte radial é expandida

𝑅𝑙(𝑧2) = 𝐵
′

𝑙𝑧
𝑙
2 + 𝐶

′

𝑙

1
𝑧𝑙+1

2
,

Então, vamos escrever a solução do potencial magnetostático para as três regiões.
Para 𝑟 < 𝑟1 temos

Ψ1(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 0, (5.82)

pois B⃗ = 0.
Para 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2, temos

Ψ2(𝑟
′
, 𝜃

′
, 𝜑) =

∞∑︁
𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

[︁
𝐵𝑚

𝑙 (𝑟′)𝑙 + 𝐶𝑚
𝑙 (𝑟′)−𝑙−1

]︁
𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃′) exp(𝑖𝑚𝜑). (5.83)

Substituindo 𝑟′ , concluimos

Ψ2(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

[︁
𝐵𝑚

𝑙 (𝑟(1 + 𝜅 cos2 𝜃)1/2)𝑙 + 𝐶𝑚
𝑙 (𝑟(1 + 𝜅 cos2 𝜃)1/2)−𝑙−1

]︁
𝑃𝑚

𝑙

(︁
𝑐𝑜𝑠𝜃

′)︁ exp(𝑖𝑚𝜑).

(5.84)
Para 𝑟 > 𝑟2 temos que

Ψ3(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
∞∑︁

𝑙=0

𝑚=𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

𝐷𝑚
𝑙 𝑟

−𝑙−1𝑃𝑚
𝑙 (cos 𝜃) exp(𝑖𝑚𝜑). (5.85)

Existem duas condições de contorno para o problema:
1º) Continuidade do Potencial Magnetostático em 𝑟1 e 𝑟2,
2º) Continuidade da componente normal do campo magnético em 𝑟1 e 𝑟2, ou seja, B⃗ =(︁

h⃗ + 4𝜋m⃗
)︁

𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙
,

Sabemos do capítulo de Fundamentação Teórica que;

h⃗ = ∇⃗Ψ, (5.86)

4𝜋𝑚𝑥 = 𝜅
𝜕Ψ
𝜕𝑥

− 𝑖𝑣
𝜕Ψ
𝜕𝑦

, (5.87)

4𝜋𝑚𝑦 = 𝑖𝑣
𝜕Ψ
𝜕𝑥

+ 𝜅
𝜕Ψ
𝜕𝑦

. (5.88)
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Para calcular a componente normal do campo magnético temos que fazer o produto in-
tenrno com o versor r̂:

B⃗𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 =
(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

=
(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
· r̂ (5.89)

onde r̂ = sin 𝜃 cos𝜑x̂ + sin 𝜃 sin𝜑ŷ + cos 𝜃ẑ. Sabemos que o campo magnético dentro do
material vale

(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

=
[︃
(1 + 𝜅)𝜕Ψ

𝜕𝑥
− 𝑖𝑣

𝜕Ψ
𝜕𝑦

]︃
x̂ +

[︃
(1 + 𝜅)𝜕Ψ

𝜕𝑦
+ 𝑖𝑣

𝜕Ψ
𝜕𝑥

]︃
ŷ + 𝜕Ψ

𝜕𝑧
ẑ. (5.90)

Fazemos as transformações

𝜕

𝜕𝑥
= cos𝜑 sin 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
+ cos𝜑 cos 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
− sin𝜑
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
(5.91)

𝜕

𝜕𝑦
= sin𝜑 sin 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
+ sin𝜑 cos 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
+ cos𝜑
𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜑
(5.92)

𝜕

𝜕𝑧
= cos 𝜃 𝜕

𝜕𝑟
− sin 𝜃

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(5.93)

Então a componente normal do campo magnético B⃗ dentro do material em relação as
coordenadas esféricas vale

B⃗𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 =
(︁
h⃗ + 4𝜋m⃗

)︁
· r̂ =

(︁
1 + 𝜅 sin2 𝜃

)︁ 𝜕Ψ
𝜕𝑟

+ 𝜅 sin 2𝜃
2𝑟

𝜕Ψ
𝜕𝜃

− 𝑖𝑣

𝑟

𝜕Ψ
𝜕𝜑

(5.94)

Para calcular a componente normal do campo para 𝑟 < 𝑟1 e 𝑟 > 𝑟2 basta atribuir 𝜅 = 0 e
𝑣 = 0.

Para calcular a equação caracteristica aplicamos as condições de contorno para os dois
raios e em seguida resolvemos a equação secular como já fizemos anteriormente, entao temos
que

(︁
𝑟1
𝑟2

)︁2𝑙+1
⎡⎣−1 − 𝜅 sin2 𝜃 + 𝜅2 sin2 2𝜃

4(1+𝜅 cos2 𝜃) − 𝜅 sin 2𝜃
d𝑃 𝑚

𝑙
(cos 𝜃

′
)

d𝜃

2𝑙𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃′ ) − 𝑚𝑣
𝑙

⎤⎦×

×

⎡⎣−𝜅 sin2 𝜃 + 𝜅2 sin2 2𝜃
4(1+𝜅 cos2 𝜃) + 𝜅 sin 2𝜃

d𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃
′
)

d𝜃

2(𝑙+1)𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃′ ) + 𝑚𝑣
𝑙+1

⎤⎦−
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⎡⎣ (𝜅 sin2 𝜃+1)(𝑙+1)
𝑙

− (𝑙+1)𝜅2 sin2 2𝜃
4𝑙(1+𝜅 cos2 𝜃) − 𝜅 sin 2𝜃

d𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃
′
)

d𝜃

2𝑙𝑃 𝑚
𝑙

(cos 𝜃′ ) − 𝑚𝑣
𝑙

⎤⎦×

×

⎡⎣1 + 𝑙(𝜅 sin2 𝜃+1)
𝑙+1 − 𝑙𝜅2 sin2 2𝜃

4(𝑙+1)(1+𝜅 cos2 𝜃) + 𝜅 sin 2𝜃
d𝑃 𝑚

𝑙
(𝑐𝑜𝑠𝜃

′
))

d𝜃

2(𝑙+1)𝑃 𝑚
𝑙

(𝑐𝑜𝑠𝜃′ ) + 𝑚𝑣
𝑙+1

⎤⎦ = 0

Temos então a equação caracteristica para os modos magnetostáticos de uma esfera ferro-
magnétia oca, onde esta relação de dispersão depende de 3 parâmetros sendo eles (𝑙,𝑚, cos 𝜃 =

cos 𝜃0).Onde o angulo 𝜃 = 𝜃0, é qualquer angulo entre 0 < 𝜃 < 2𝜋 que usamos para atribuir
as condições de contorno.

5.4.1 Gráficos da Relação de Dispersão da Esfera Ferromagnética Oca com um

PEC

5.4.1.1 Modos 𝑙 = 𝑚 = 1 e 𝜃 = 𝜃0 = 𝜋/2

Figura 33 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=1 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2
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Fonte: O autor (2022)
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Figura 34 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=2 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2
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Fonte: O autor (2022)

Figura 35 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=3 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2
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Fonte: O autor (2022)
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Figura 36 – Gráfico da equação de dispersão para quando l=m=3 e diferentes valores de 𝑏 = 𝑟1
𝑟2
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Fonte: O autor (2022)

Percebemos uma similaridade entre os gŕaficos da relação de dispersão quando a região in-
terna é formada por vácuo e este contendo dentro um Condutor Perfeito. O mesmo apresenta
frequências mais altas para os mesmos valores do campo externo H⃗i, comparados a situação
a vácuo.
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5.5 ESFERA FERROMAGNÉTICA OCA COM UM DIELÉTRICO INTERNO

A Figura 37 é uma esfera oca ferromagnética onde 𝑟1 é o raio interno e 𝑟2 é o raio externo,
dado que a região entre os raios é formada por um material ferromagnético, a região interna
𝑟 < 𝑟1 é formada por um dielétrico 𝜖 e a região externa,𝑟 > 𝑟2 é vácuo.

Figura 37 – Esfera Ferromagnética Oca envolvida por um dielétrico

Fonte: O autor (2022)

A aproximação magnetóstática é dada por

∇⃗ · b⃗0 = 0, (5.95)

∇⃗ × h⃗0 = 0. (5.96)

Para aproximações de mais alta ordem, temos

∇⃗ · E⃗ = 0, (5.97)

∇⃗ × E⃗ = −1
𝑐

𝜕B⃗
𝜕𝑡

(5.98)
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∇⃗ · B⃗ = 0, (5.99)

∇⃗ × H⃗ = 𝜖

𝑐

𝜕E⃗
𝜕𝑡
. (5.100)

Partindo da solução dos campos b⃗0(⃗r, 𝑡) = h⃗0 + 4𝜋m⃗ e h⃗0, já calculados na aproximação
magnetostática, vamos usar as equações de Maxwell iteradas para fazer uma perturbação no
sistema e calcular as correções de primeira ordem do campo elétrico E⃗ e do campo magnético
h⃗1.

5.5.1 Determinando o Campo Elétrico E⃗

Podemos definir o campo elétrico E⃗, como uma soma da parte rotacional de um potencial
vetor e do gradiente de um campo escalar

E⃗ = ∇⃗ × A⃗′ + ∇⃗𝜙, (5.101)

aplicando o rotacional em ambos os lados, temos

∇⃗2A⃗′ − ∇⃗(∇⃗ · A⃗′) = ∇⃗ × E⃗ = −1
𝑐

𝜕b⃗0

𝜕𝑡
, (5.102)

pelo Gauge de coulomb, temos que

∇⃗ · A⃗′ = 0 = −𝜕𝜙

𝜕𝑡
, (5.103)

podendo atribuir que ∇⃗𝜙 = 0, então a equação diferencial é dada por

∇⃗2A⃗′ = −1
𝑐

𝜕b⃗0

𝜕𝑡
, (5.104)

que é resolvida usando a teoria de Green, onde podemos dividir em três partes:

• A⃗′ para 𝑟 < 𝑟1.

A⃗′

𝑟<𝑟1 = − 1
4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ 𝑟1

0

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*

|⃗r − r⃗*|
𝜕h⃗01(⃗r*, 𝑡)

𝜕𝑡
, (5.105)

A⃗′

𝑟<𝑟1 = − 1
4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ 𝑟1

0

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*√︁
𝑟2 + 𝑟*2 − 2𝑟𝑟*(cos 𝜃 cos 𝜃* + sin 𝜃 sin 𝜃* cos (𝜑− 𝜑*))

𝜕h⃗01(⃗r*, 𝑡)
𝜕𝑡

,
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• A⃗′ para 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2.

A⃗′

𝑟1<𝑟<𝑟2 = − 1
4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ 𝑟2

𝑟1

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*

|⃗r − r⃗*|
𝜕b⃗02(⃗r*, 𝑡)

𝜕𝑡
, (5.106)

A⃗′

𝑟1<𝑟<𝑟2 = − 1
4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ 𝑟2

𝑟1

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*√︁
𝑟2 + 𝑟*2 − 2𝑟𝑟*(cos 𝜃 cos 𝜃* + sin 𝜃 sin 𝜃* cos (𝜑− 𝜑*))

𝜕b⃗02(⃗r*, 𝑡)
𝜕𝑡

,

• A⃗′ para 𝑟 > 𝑟2.

A⃗′

𝑟>𝑟2 = − 1
4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ ∞

𝑟2

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*

|⃗r − r⃗*|
𝜕h⃗03(⃗r*, 𝑡)

𝜕𝑡
, (5.107)

A⃗′

𝑟>𝑟2 = − 1
4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ ∞

𝑟2

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*√︁
𝑟2 + 𝑟*2 − 2𝑟𝑟*(cos 𝜃 cos 𝜃* + sin 𝜃 sin 𝜃* cos (𝜑− 𝜑*))

𝜕h⃗03(⃗r*, 𝑡)
𝜕𝑡

.

5.5.1.1 Recalculando as Soluções Particulares dos Potenciais magnetostáticos para as três

regiões em função dos coeficientes 𝐵𝑚
𝑙

Usando a condição de contorno da continuidade dos potenciais e da continuidade da
componente normal do fluxo do campo magnético B⃗, podemos reescrever os potenciais em
toda a região em função dos coeficientes 𝐵𝑚

𝑙 , então

• Para 𝑟 < 𝑟1.

Φ1 = Φ(𝑟 < 𝑟1) = 𝐵𝑚
𝑙 𝛾

𝑚
𝑙

′
𝑟𝑙𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜑, (5.108)

• Para 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2.

Φ2 = Φ(𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2) = 𝐵𝑚
𝑙

(︃
𝑟𝑙(1 + 𝜅 cos2 𝜃)𝑙/2 − 𝛾𝑚,𝜃0

𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣)
𝑟𝑙+1(1 + 𝜅 cos2 𝜃) 𝑙+1

2

)︃
𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃′) exp{𝑖𝑚𝜑},

(5.109)

• Para 𝑟 > 𝑟2.

Φ3 = Φ(𝑟 > 𝑟2) = 𝐵𝑚
𝑙 𝛾

𝑚
𝑙

′′
𝑟−𝑙−1𝑃𝑚

𝑙 (cos 𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜑, (5.110)

onde 𝛾𝑚,𝜃0
𝑙 (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣) é dado pela equação (5.12) e 𝛾𝑚

𝑙

′ , 𝛾𝑚
𝑙

′′ são coeficientes que dependem
de (𝑏, 𝑟2, 𝜅, 𝑣, ,𝑚, 𝜃0) provenientes das duas condições de contorno do problema usadas nas
interfaces.
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5.5.1.2 Calculando h⃗01, b⃗02 e h⃗03

Iremos calcular estes vetores usando as coordenadas (⃗r*, 𝑡) = (𝑟*, 𝜃*, 𝜑*, 𝑡), pois a integral
dos Potenciais magnetostáticos estão em relação as coordenadas (*), então

h⃗01(⃗r*, 𝑡) =
(︃
𝜕𝜑1(⃗r*, 𝑡)
𝜕𝑥* i⃗ + 𝜕𝜑1(⃗r*, 𝑡)

𝜕𝑦* j⃗ + 𝜕𝜑1(⃗r*, 𝑡)
𝜕𝑧* k⃗

)︃
𝑒𝑖𝜔𝑡, (5.111)

b⃗02(⃗r*, 𝑡) =[︁(︁
(1 + 𝜅)𝜕𝜑2 (⃗r*,𝑡)

𝜕𝑥* − 𝑖𝑣 𝜕𝜑2 (⃗r*,𝑡)
𝜕𝑦*

)︁
i⃗ +

(︁
(1 + 𝜅)𝜕𝜑2 (⃗r*,𝑡)

𝜕𝑦* + 𝑖𝑣 𝜕𝜑2 (⃗r*,𝑡)
𝜕𝑥*

)︁
j⃗ + 𝜕𝜑2 (⃗r*,𝑡)

𝜕𝑧* k⃗
]︁
𝑒𝑖𝜔𝑡, (5.112)

h⃗03(⃗r*, 𝑡) =
(︃
𝜕𝜑3(⃗r*, 𝑡)
𝜕𝑥* i⃗ + 𝜕𝜑3(⃗r*, 𝑡)

𝜕𝑦* j⃗ + 𝜕𝜑3(⃗r*, 𝑡)
𝜕𝑧* k⃗

)︃
𝑒𝑖𝜔𝑡. (5.113)

Fazemos as transformações em relação as coordenadas *, então

𝜕

𝜕𝑥* = cos𝜑* sin 𝜃* 𝜕

𝜕𝑟* + cos𝜑* cos 𝜃*

𝑟*
𝜕

𝜕𝜃* − sin𝜑*

𝑟* sin 𝜃*
𝜕

𝜕𝜑* (5.114)

𝜕

𝜕𝑦* = sin𝜑* sin 𝜃* 𝜕

𝜕𝑟* + sin𝜑* cos 𝜃*

𝑟*
𝜕

𝜕𝜃* + cos𝜑*

𝑟* sin 𝜃*
𝜕

𝜕𝜑* (5.115)

𝜕

𝜕𝑧* = cos 𝜃* 𝜕

𝜕𝑟* − sin 𝜃*

𝑟*
𝜕

𝜕𝜃* (5.116)

5.5.1.3 Calculando o campo vetorial E⃗𝑟,𝜃,𝜑

Sabemos que
E⃗(𝑟,𝜃,𝜑) = ∇⃗(𝑟, 𝜃, 𝜑) × A⃗′(𝑟, 𝜃, 𝜑), (5.117)

iremos calcular os três campos vetoriais para o campo vetorial E⃗(𝑟,𝜃,𝜑),usando o operador
rotacional na base cartesiana e usando as transformações, (5.91), (5.92), (5.93), em relação
agora as coordenadas (𝑟, 𝜃, 𝜑), que vai atuar nas integrais, (5.105), (5.106), (5.107), dos
potênciais vetor. para as regiões, então

• E⃗1
(𝑟,𝜃,𝜑) = ∇⃗(𝑟, 𝜃, 𝜑) × A⃗′

𝑟<𝑟1(𝑟, 𝜃, 𝜑),

E⃗1
(𝑟,𝜃,𝜑) =

⎛⎝𝜕A⃗𝑟<𝑟1
′
𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕A⃗𝑟<𝑟1

′
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠ i⃗+
(︃
𝜕A⃗𝑟<𝑟1

′
𝑥

𝜕𝑧
− 𝜕A⃗𝑟<𝑟1

′
𝑧

𝜕𝑥

)︃
j⃗+

⎛⎝𝜕A⃗𝑟<𝑟1
′
𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕A⃗𝑟<𝑟1

′
𝑥

𝜕𝑦

⎞⎠ k⃗,
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(5.118)

onde A⃗𝑟<𝑟1
′
𝑖, sendo 𝑖 a componente cartesiana do potencial vetor em sua forma integral.

• E⃗2
(𝑟,𝜃,𝜑) = ∇⃗(𝑟, 𝜃, 𝜑) × A⃗′

𝑟1<𝑟<𝑟2(𝑟, 𝜃, 𝜑),

E⃗2
(𝑟,𝜃,𝜑) =⎛⎝𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2

′
𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2

′
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠ i⃗ +
(︃
𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2

′
𝑥

𝜕𝑧
− 𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2

′
𝑧

𝜕𝑥

)︃
j⃗+

⎛⎝𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2
′
𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2

′
𝑥

𝜕𝑦

⎞⎠ k⃗,

onde A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2
′
𝑖, sendo 𝑖 a componente cartesiana do potencial vetor em sua forma integral.

• E⃗3
(𝑟,𝜃,𝜑) = ∇⃗(𝑟, 𝜃, 𝜑) × A⃗′

𝑟>𝑟3(𝑟, 𝜃, 𝜑),

E⃗3
(𝑟,𝜃,𝜑) =⎛⎝𝜕A⃗𝑟>𝑟3

′
𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕A⃗𝑟>𝑟3

′
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠ i⃗ +
(︃
𝜕A⃗𝑟>𝑟3

′
𝑥

𝜕𝑧
− 𝜕A⃗𝑟>𝑟3

′
𝑧

𝜕𝑥

)︃
j⃗+

⎛⎝𝜕A⃗𝑟>𝑟3
′
𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕A⃗𝑟>𝑟3

′
𝑥

𝜕𝑦

⎞⎠ k⃗,

onde A⃗𝑟>𝑟3
′
𝑖, sendo 𝑖 a componente cartesiana do potencial vetor em sua forma integral.

Usando as transformações (5.91), (5.92), (5.93) para que as derivadas entrem no integrando
dos potenciais vetores.

5.5.1.4 Determinando a correção de primeira ordem do campo vetorial h⃗0 : O campo h⃗1

Podemos definir o campo magnético h⃗1, como uma soma da parte rotacional de um
potencial vetor e do gradiente de um campo escalar

h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑) = ∇⃗ × A⃗′′ + ∇⃗𝜙, (5.119)
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aplicando o rotacional em ambos os lados, temos

∇⃗2A⃗′′ − ∇⃗(∇⃗ · A⃗′′) = ∇⃗ × h⃗1 = 𝜖

𝑐

𝜕E⃗(𝑟,𝜃,𝜑)

𝜕𝑡
, (5.120)

pelo Gauge de coulomb, temos que

∇⃗ · A⃗′′ = 0 = −𝜕𝜙

𝜕𝑡
, (5.121)

podendo atribuir que ∇⃗𝜙 = 0, então a equação diferencial é dada por

∇⃗2A⃗′′ = 𝜖

𝑐

𝜕E⃗(𝑟,𝜃,𝜑)

𝜕𝑡
, (5.122)

que é resolvida usando a teoria de Green, onde podemos dividir em três partes:

• A⃗′′ para 𝑟 < 𝑟1.

A⃗′′

𝑟<𝑟1 = 𝜖

4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ 𝑟1

0

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*

|⃗r − r⃗*|
𝜕E⃗1

(𝑟*,𝜃*,𝜑*)

𝜕𝑡
(5.123)

A⃗′′

𝑟<𝑟1 = 𝜖

4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ 𝑟1

0

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*√︁
𝑟2 + 𝑟*2 − 2𝑟𝑟*(cos 𝜃 cos 𝜃* + sin 𝜃 sin 𝜃* cos (𝜑− 𝜑*))

𝜕E⃗1
(𝑟*,𝜃*,𝜑*)

𝜕𝑡
,

• A⃗′′ para 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2.

A⃗′′

𝑟1<𝑟<𝑟2 = 𝜖

4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ 𝑟2

𝑟1

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*

|⃗r − r⃗*|
𝜕E⃗2

(𝑟*,𝜃*,𝜑*)

𝜕𝑡
, (5.124)

A⃗′′

𝑟1<𝑟<𝑟2 = 𝜖

4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ 𝑟2

𝑟1

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*√︁
𝑟2 + 𝑟*2 − 2𝑟𝑟*(cos 𝜃 cos 𝜃* + sin 𝜃 sin 𝜃* cos (𝜑− 𝜑*))

𝜕E⃗2
(𝑟*,𝜃*,𝜑*)

𝜕𝑡
,

• A⃗′′ para 𝑟 > 𝑟2.

A⃗′′

𝑟>𝑟2 = 1
4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ ∞

𝑟2

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*

|⃗r − r⃗*|
𝜕E⃗3

(𝑟,𝜃,𝜑)

𝜕𝑡
, (5.125)

A⃗′′

𝑟>𝑟2 = 1
4𝜋𝑐

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ ∞

𝑟2

𝑟*2 sin 𝜃*𝑑𝑟*𝑑𝜃*𝑑𝜑*√︁
𝑟2 + 𝑟*2 − 2𝑟𝑟*(cos 𝜃 cos 𝜃* + sin 𝜃 sin 𝜃* cos (𝜑− 𝜑*))

𝜕E⃗3
(𝑟*,𝜃*,𝜑*)

𝜕𝑡
.
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5.5.1.5 Calculando o campo vetorial h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)

Sabemos que
h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑) = ∇⃗(𝑟, 𝜃, 𝜑) × A⃗′′(𝑟, 𝜃, 𝜑), (5.126)

iremos calcular os três campos vetoriais para h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑), usando o operador rotacional na base
cartesiana e usando as transformações, (5.91), (5.92), (5.93), em relação agora as coordenadas
(𝑟, 𝜃, 𝜑), que vai atuar nas integrais, (5.123), (5.124), (5.125), dos potênciais vetor. para as
regiões, então

• h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)1 = ∇⃗(𝑟, 𝜃, 𝜑) × A⃗′′
𝑟<𝑟1(𝑟, 𝜃, 𝜑),

h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)1 =
⎛⎝𝜕A⃗𝑟<𝑟1

′′
𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕A⃗𝑟<𝑟1

′′
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠ i⃗+
(︃
𝜕A⃗𝑟<𝑟1

′′
𝑥

𝜕𝑧
− 𝜕A⃗𝑟<𝑟1

′′
𝑧

𝜕𝑥

)︃
j⃗+
⎛⎝𝜕A⃗𝑟<𝑟1

′′
𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕A⃗𝑟<𝑟1

′′
𝑥

𝜕𝑦

⎞⎠ k⃗,

(5.127)

onde A⃗𝑟<𝑟1
′′
𝑖 , sendo 𝑖 a componente cartesiana do potencial vetor em sua forma integral.

• h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)2 = ∇⃗(𝑟, 𝜃, 𝜑) × A⃗′′
𝑟1<𝑟<𝑟2(𝑟, 𝜃, 𝜑),

h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)2 =⎛⎝𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2
′′
𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2

′′
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠ i⃗ +
(︃
𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2

′′
𝑥

𝜕𝑧
− 𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2

′′
𝑧

𝜕𝑥

)︃
j⃗+

⎛⎝𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2
′′
𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2

′′
𝑥

𝜕𝑦

⎞⎠ k⃗,

onde A⃗𝑟1<𝑟<𝑟2
′′
𝑖 , sendo 𝑖 a componente cartesiana do potencial vetor em sua forma integral.

• h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)3 = ∇⃗(𝑟, 𝜃, 𝜑) × A⃗′′
𝑟>𝑟3(𝑟, 𝜃, 𝜑),
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h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)3 =⎛⎝𝜕A⃗𝑟>𝑟3
′′
𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕A⃗𝑟>𝑟3

′′
𝑦

𝜕𝑧

⎞⎠ i⃗ +
(︃
𝜕A⃗𝑟>𝑟3

′′
𝑥

𝜕𝑧
− 𝜕A⃗𝑟>𝑟3

′′
𝑧

𝜕𝑥

)︃
j⃗+

⎛⎝𝜕A⃗𝑟>𝑟3
′′
𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕A⃗𝑟>𝑟3

′′
𝑥

𝜕𝑦

⎞⎠ k⃗,

onde A⃗𝑟>𝑟3
′′
𝑖 , sendo 𝑖 a componente cartesiana do potencial vetor em sua forma integral.

Usando as transformações (5.91), (5.92), (5.93) para que as derivadas entrem no integrando
dos potenciais vetores.
Temos então os vetores h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑),em forma de integrais elípticas, para as três regiões

• Para 𝑟 < 𝑟1, temos h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)1,

• Para 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2, temos h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)2,

• Para 𝑟 > 𝑟2, temos h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)2,

todos estes vetores,h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑), que representam campos induzidos pelas corrente de pola-
rização, 𝜖𝜕E⃗

𝜕𝑡
dentro da esfera , foram resolvidos por um método perturbativo, no qual primei-

ramente o campo magnético magnetostático b⃗0, gera um campo elétrico E⃗, que por sua vez
causa a correção de primeira ordem h⃗1 do campo magnético auxiliar magnetostático h⃗0, ob-
tido anteriormente através da condição magnetostática. Porém, provamos na fundamentação
teórica que a natureza desta condição magnetostática está no fato de que os modos magne-
tostáticos tem um regime de baixas frequências, ou seja, 𝜔𝑘 ≪ 𝑘𝑐, então para manter este
regime, vamos expandir em taylor as componentes dos vetores h⃗1, em relação a frequência 𝜔
nas três regiôes até a ordem (𝜔2). De acordo com (PLUMIER, 1962), para o caso da esfera
sólida, a corrente de polarização 𝜖𝜕E⃗

𝜕𝑡
vai induzir um campo adicional h⃗1, que vai causar um

aumento na ordem de 0.1, em relação ao campo magnetostático h⃗0, usando uma permissivi-
dade eletrica 𝜖 = 16 e o raio 𝑅 ≈ 1.5𝑚𝑚. O processo perturbativo pode ser calculado para
mais altas ordens, porém o interesse físico está limitado na ordem, onde (𝜔2).

Denotando os vetores h⃗1, como

h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑)𝑖, (5.128)



99

sendo 𝑖 = 1, 2, 3, as regiões da esfera oca ferromagnética envolvida pelo dielétrico, fazemos a
aproximação em Taylor, em relação a frequência 𝜔 de tal forma que

h⃗1(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)𝑖 ≈ h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑 𝜔 = 0)𝑖+𝜕h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)𝑖

𝜕𝜔
|𝜔=0 (𝜔)+1

2
𝜕2h⃗1(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)𝑖

𝜕𝜔2 |𝜔=0 (𝜔)2

(5.129)

5.5.2 Solução Numérica para Equação Característica da Esfera Ferromagnética

Oca envolvida por um Dielétrico 𝜖

Para obter a solução numérica para a nova equação característica, vamos usar a condição
de contorno em relação aos vetores h⃗1𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)𝑖, em alguma interface da esfera ferro-
magnética oca, vamos usar a condição de contorno em 𝑟 = 𝑟1, ou seja, usando os vetores,
h⃗1𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)1 e h⃗1𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)2, de tal forma que

n⃗ ×
(︁
h⃗1(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟 = 𝑟1, 𝜃 = 𝜃0, 𝜑 = 𝜑0, 𝜔)2 − h⃗1(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟 = 𝑟1, 𝜃 = 𝜃0, 𝜑 = 𝜑0, 𝜔)1

)︁
= 0,

(5.130)
sendo n⃗, o vetor normal a superfície.

Temos que, em relação a base cartesiana

h⃗1(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)1 = ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)1⃗i+ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)1⃗j+ℎ1𝑧(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)1k⃗,

h⃗1(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)2 = ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)2⃗i+ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)2⃗j+ℎ1𝑧(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)2k⃗,

Os vetores h⃗1𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜔)𝑖, estão sendo multiplicados pelos coeficientes 𝐵𝑚
𝑙 , de tal

maneira que quando usarmos a condição de contorno (5.130), os coeficientes irão se anular,
obtendo assim a solução da equação caracteristica numérica.
Fazendo uma mudança de base dos vetores unitários cartesianos para esféricos, talque

(︁
i, j⃗, k⃗

)︁
−→ (⃗e𝑟, e⃗𝜃, e⃗𝜑) , (5.131)

e usando (5.130), temos
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⎡⎣(︃ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1
)︃

cos 𝜃0 cos𝜑0+(︃
ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1

)︃
cos 𝜃0 sin𝜑0−(︃

ℎ1𝑧(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑧(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1
)︃

sin 𝜃0

⎤⎦(︁e⃗𝑟 × e⃗𝜃

)︁
+

⎡⎣−
(︃
ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1

)︃
sin𝜑0+

(︃
ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1

)︃
cos 𝜃0 cos𝜑0

⎤⎦(︁e⃗𝑟 × e⃗𝜑

)︁
= 0.

Para expressar a equaçao característica, temos que ambos os fatores que multiplicam os
vetores unitários devem ser nulos, ou seja⎡⎣(︃ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1

)︃
cos 𝜃0 cos𝜑0+(︃

ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1
)︃

cos 𝜃0 sin𝜑0−(︃
ℎ1𝑧(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑧(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1

)︃
sin 𝜃0

⎤⎦ = 0,

⎡⎣−
(︃
ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1

)︃
sin𝜑0+

(︃
ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1

)︃
cos 𝜃0 cos𝜑0

⎤⎦ = 0.

Então, a equação característica da esfera ferromagnética oca com o dielétrico é obtida
igualando as duas equações iguais a zero, logo

⎡⎣(︃ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1
)︃

cos 𝜃0 cos𝜑0+(︃
ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1

)︃
cos 𝜃0 sin𝜑0−(︃

ℎ1𝑧(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑧(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1
)︃

sin 𝜃0

⎤⎦−
⎡⎣−

(︃
ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑥(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1

)︃
sin𝜑0+

(︃
ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)2 − ℎ1𝑦(𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥)(𝑟1, 𝜃0, 𝜑0, 𝜔)1

)︃
cos 𝜃0 cos𝜑0

⎤⎦ = 0.
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Notamos que a equação característica depende dos parâmetros (𝑙,𝑚, 𝜃0, 𝜑0), e a relação
de dispersão pode ser obtida de maneira numérica, por alguns métodos, como por exemplo o
método de runge kutta para a solução das integrais elipticas que naturalmente aparecem.
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