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RESUMO

Lasers aleatórios são sistemas ópticos não-lineares com inomogeneidades espaciais em seus
constituintes e que operam em um regime de emissão caótica. Estes lasers são interessantes
por suas propriedades não convencionais, como a ausência de coerência temporal e a am-
plificação de luz na presença de múltiplos modos com superposição (“overlap”) espacial. A
intensidade emitida por estes sistemas fotônicos tem característica aleatória, principalmente
para potências de excitação acima do limiar de emissão laser (“laser threshold”). Desse modo,
a análise estatística das intensidades emitidas por lasers aleatórios é feita usando distribuições
de probabilidade, tais como a distribuição de Lévy, que possui cauda pesada, e a gaussiana,
dependendo da potência de excitação. A presença de caudas pesadas nessa distribuição é uma
característica importante dos lasers aleatórios, e pode ser explicada pelo acoplamento entre
os múltiplos modos que o constituem. Nesse trabalho, revisamos a teoria que explica a pre-
sença de tais distribuições e construímos histogramas de intensidade máxima de distribuições
de Lévy a partir de dados experimentais de alguns lasers aleatórios. Uma outra característica
relevante dos lasers aleatórios é a possibilidade destes exibirem uma fase análoga aos vidros de
spins magnéticos, incluindo o fenômeno conhecido como quebra de simetria de réplicas. Tal
fenômeno é caracterizado pela distribuição 𝑃 (𝑞) de valores do parâmetro 𝑞 de Parisi de overlap
de réplicas. Após uma breve introdução à teoria de Parisi no contexto dos lasers aleatórios,
calculamos 𝑃 (𝑞) a partir de dados experimentais e obtemos os perfis que indicam a existência
de uma fase com simetria de réplicas abaixo do threshold (𝑃 (𝑞) com um único máximo central
em 𝑞 = 0) e uma fase vítrea com quebra de simetria de réplicas acima do threshold (𝑃 (𝑞)

com dois máximos laterais em 𝑞 = ±1). Calculamos também o coeficiente de correlação de
Pearson, que dá uma medida da correlação linear entre as intensidades de luz em diferentes
comprimentos de onda do laser aleatório. Essa medida é útil para ajudar no entendimento das
propriedades estatísticas desses sistemas ópticos a partir das medidas de correlação entre os
modos. Utilizamos as correlações de Pearson para construir os “mapas de calor” destas cor-
relações. Por fim, no Apêndice nós incluímos os programas escritos em python que calculam
a distribuição de intensidades, distribuição 𝑃 (𝑞) de Parisi, e correlações de Pearson de lasers
aleatórios.

Palavras-chave: lasers aleatórios; distribuição de Lévy; vidros de spin; parâmetro de sobre-
posição de Parisi; quebra de simetria de réplicas; coeficiente de correlação de Pearson.



ABSTRACT

Random lasers are nonlinear optical systems with spatial inhomogeneities in their constituents
and operating in a chaotic emission regime. These lasers are interesting for their unconventional
properties, such as the absence of temporal coherence and light amplification in the presence of
multiple modes with spatial overlap. The intensity emitted by these photonic systems displays
random characteristics, mainly for excitation powers above the laser emission threshold. Thus,
the statistical analysis of the intensities emitted by random lasers is performed using probability
distributions, such as the Lévy distribution, which has a heavy tail, and the Gaussian one,
depending on the excitation power. The presence of heavy tails in this distribution is an
important characteristic of random lasers, and can be explained by the couplings between
the multiple modes that constitute it. In this work, we review the theory that explains the
presence of such distributions and build histograms of maximum intensity of Lévy distributions
from experimental data of some random lasers. Another relevant feature of random lasers
is their possibility of exhibiting a phase analogous to the magnetic spin glasses, including
the phenomenon known as replica symmetry breaking. This phenomenon is characterized by
the distribution 𝑃 (𝑞) of values of the Parisi parameter 𝑞 of overlapping replicas. After a
brief introduction to Parisi’s theory in the context of random lasers, we calculate 𝑃 (𝑞) from
experimental data and obtain the profiles that indicate the existence of a phase with replica
symmetry below the threshold (𝑃 (𝑞) with a single central maximum at 𝑞 = 0) and a glassy
phase with replica symmetry breaking above threshold (𝑃 (𝑞) with two side maxima at 𝑞 = ±1).
We also calculate Pearson correlation coefficient, which gives a measure of the linear correlation
between light intensities at different wavelengths of the random laser. This measure is useful
to help understand the statistical properties of these optical systems from the measurement
of correlations between modes. We applied Pearson correlations to build heatmaps of these
correlations. Finally, in the Appendix we include the codes written in python that calculate the
intensity distribution, Parisi 𝑃 (𝑞) distribution, and Pearson correlations of random lasers.

Keywords: random lasers; Lévy distribution; spin glasses; Parisi overlap parameter; replica
symmetry breaking; Pearson correlation coefficient.
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1 INTRODUÇÃO

Quando inferirmos que somos capazes de prever os resultados subsequentes de um conjunto
de dados a partir dos dados inciais das medidas, nos deparamos com um sistema determinístico.
Contudo, quando temos uma probabilidade associada a cada medida realizada ou também uma
medida futura, é considerado um sistema probabilístico. E nesses dois principais conceitos é que
a estatística está definida, pois ela é a análise e interpretação dos dados de um espaço amostral,
ou, de maneira mais técnica, “a Estatística é uma ciência que se dedica ao desenvolvimento e ao
uso de métodos para a coleta, resumo, organização, apresentação e análise de dados” (FARIAS;

SOARES; CéSAR, 2003). E a estatística está em diversas áreas como na física, matemática,
economia, computação, meteorologia, etc, sendo um dos campos da ciência mais antigos, pois
nasceu no período muito remoto da antiguidade. Acreditando-se que os primeiros registros de
dados estatísticos foram associados a prisioneiros do Egito antigo por volta de 3000 a.C. e
estes escreveram nas paredes utilizando gravetos ou pedras.

Sabemos que a estatística é utilizada por povos de todas as culturas, uma vez que temos
a incessante necessidade de fazer contagens, avaliar valores e determinar resultados melhores
para nossos problemas. Se fizermos uma análise mais refinada da estatística que conhecemos
hoje, percebemos que nasceu junto com a teoria das probabilidades entre os séculos XVI e
XVII, onde diversos cientistas se interessavam em resolver problemas justamente de caráter
probabilístico. E naquela época era muito comum os matemáticos proporem desafios e suas
soluções. Dentre estes, podemos citar o Blaise Pascal (1623 – 1662) e o Pierre Fermat (1601
– 1665), pioneiros na teoria das probabilidades (ROGéRIO, 2013).

Poderia ser contada toda a história, em que os registros se perdem ao longo do tempo,
porém, vamos dar um salto para os dias atuais e introduzir a estatística dentro da Física.
Acreditamos que na física temos diversos problemas que são interpretados através de teorias,
regras e leis estatísticas. Tanto que um dos problemas mais relevantes explicado por teoria
estatística na física é o caminhante aleatório. Este problema é extremamente importante para
o entendimento deste trabalho, deixando especialmente para ele, no capítulo 2, a seção 2.1.
E para afunilar ainda mais o conteúdo a ser tratado neste trabalho, nosso interesse é usar o
contexto da física estatística dentro de um outro campo da física: Óptica.

A óptica é o estudo da luz e seus fenômenos, sendo um dos campos mais antigos da ciência.
Uma das primeiras descobertas da óptica nos foi fornecida por Isaac Newton em 1704, que
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culminou na explicação do arco-íris e alguns outros fenômenos corpusculares da luz. Séculos
após, ressaltando aqui que nos referirmos na transição entre os séculos XIX e XX, um outro
brilhante cientista mostrou que a óptica também era um ramo do eletromagnetismo através
de um conjunto de equações que leva seu nome, as Equações de Maxwell (BONI, 2018). E
posteriormente vieram as contribuições de Max Planck em 1900 considerando mais uma vez a
radiação como partícula, com isso, a luz ficou compreendida como um ente cujo caráter possui
comportamento dual, tanto corpuscular quanto ondulatório (EISBERG; RESNICK, 1983).

E a óptica proporcionou uma grande evolução científica e tecnológica, por causa disto,
podemos citar algumas invenções revolucionárias como as máquinas fotográficas, lentes ocu-
lares, luminárias, televisores, computadores e também surgiram os lasers por volta do ano de
1960, o qual tratamos dele na seção seguinte. Dando uma ressalva, a definição da palavra
“Laser”, que em inglês significa “Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation”, e
em português significa “amplificação de luz por emissão estimulada de radiação”.

1.1 O PRINCÍPIO DO LASER

Albert Einstein previu teoricamente em 1917 o processo de emissão estimulada da luz.
Reforçando que, poucos anos antes, Niels Bohr já havia abordado em seu modelo atômico a
questão da absorção Fig.(1) e emissão espontânea Fig.(2) de quanta de luz (ou fótons) por
elétrons realizando transições entre níveis atômicos (BONI, 2018). A primeira situação ocorre
quando uma radiação incide em um sistema cuja diferença dos níveis de energia Δ𝐸 = 𝐸2−𝐸1

é igual a sua energia 𝐸 = ℎ𝜈, onde ℎ é a constante de Planck e 𝜈 é a frequência da radiação
incidente. Ao absorver a energia da radiação, o átomo passa do estado fundamental 𝐸1 para
o estado de maior energia, ou estado excitado, 𝐸2.

Figura 1 – Processo de absorção.

Fonte: O autor (2022).
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Figura 2 – Processo de emissão espontânea.

Fonte: O autor (2022).

A segunda situação, que é sobre a emissão espontânea, seria o processo inverso à absorção.
Neste caso o átomo retorna espontaneamente ao nível fundamental 𝐸1 e com isso libera a
radiação (EISBERG; RESNICK, 1983).

Figura 3 – Processo de emissão estimulada.

Fonte: O autor (2022).

Einstein propôs que o sistema excitado poderia retornar ao nível fundamental não apenas de
forma espontânea, mas também de maneira estimulada. E neste regime de emissão estimulada,
um fóton incide no átomo que está no nível de maior energia e o átomo relaxa de maneira
estimulada ao nível fundamental liberando um fóton idêntico ao que o estimulou, como na
Fig(3).

Desse modo houve amplificação da luz, uma vez que entrou um fóton no sistema e saíram
dois. Para estes processos, abordaremos as equações teóricas mais a frente.

E em 1960, a teoria de Einstein veio receber uma grande aplicação realizada pelo físico
Theodore Harold Maiman, ao inventar o laser de rubi, representado na Fig(4).

Para o funcionamento do laser de rubi, Maiman utilizou dois espelhos, que formam uma
cavidade óptica, cujo primeiro espelho é 100% refletor e o segundo deve ser parcialmente
refletor, ou seja, neste segundo espelho, parte da luz reflete e parte da luz refrata. O objetivo
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Figura 4 – Laser de Rubi inventado por T. H. Maiman.

Fonte: (DIAZ, 2016).

Figura 5 – Processo de formação do feixe do laser de rubi com átomos de cromo.

Fonte: (DIAZ, 2016).

era excitar os átomos de um cristal de rubi (𝐴𝑙2𝑂3), dopado com íons de cromo (𝐶𝑟3+), através
da lâmpada espiralada de alta intensidade de quartzo. A luz do tubo excitava os átomos de
cromo e estes liberavam fótons, representados pelas setinhas amarelas, que percorriam todo
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o cilindro de alumínio, como mostra a Fig.(5). Devido ao processo de emissão estimulada, os
fótons saem com bastante intensidade através do espelho semirrefletor e assim gera-se o feixe
do laser.

Os primeiros lasers são normalmente chamados de lasers convencionais. Os seus elementos
essenciais, mostrados na Fig.(4), são: a cavidade óptica, constituída pelos espelhos e por um
meio de ganho, que é onde as atividades de emissão e absorção acontecem e um deles sendo
parcialmente refletor, meio de ganho que é onde a atividade de emissão e absorção acontecem;
e também a fonte de excitação que pode ser uma diferença de potencial ou até mesmo uma
outra onda eletromágnetica, a depender do laser em questão. A cavidade óptica viabiliza os
modos ópticos ressonantes e o meio de ganho excitado pela fonte de excitação. Uma das
peculiaridades para o meio de ganho é que ele seja altamente transparente à luz emitida, pois
o espalhamento dessa radiação causa perdas no sistema.

Todos os processos descritos anteriormente já eram conhecidos antes do laser, se consi-
derarmos o Maser (amplificação de micro-ondas por emissão estimulada de radiação). Esta
invenção também recebeu o prêmio Nobel em 1964, e foi dado aos físicos Charles Townes,
Nicolay Basov e Aleksandr Prokhorov. Contudo, não será detalhado neste trabalho sobre o
Maser, não sendo aqui o ponto principal, pois há um vasto assunto sobre o mesmo em diversos
livros, artigos e/ou sites.

1.1.1 Coeficientes de Einstein e as equações de taxa

Vamos começar com uma notação mais simples e aos poucos, em cada capítulo, vamos
utilizando maneiras mais gerais de descrever matematicamente os conteúdos abordados. Fa-
zendo uso de um sistema de dois níveis como mostrado nas Figs.(1)-(3), para compreendermos
as equações dos processos mencionados anteriormente.

• Absorção

Partindo de um sistema no estado fundamental no qual uma radiação incide (como na
Fig.1). Vamos caracterizar o processo como "𝑅1→2", ou seja, a elevação do sistema que parte
do estado fundamental 𝐸1 para o estado excitado 𝐸2 sendo proporcional à um determinado
"coeficiente"e também proporcional a densidade de energia da radiação que incide, de forma
que,

𝑅1→2 = 𝐵12𝜌(𝜈), (1.1)
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onde 𝐵12 agora se trata do coeficiente de absorção e 𝜌(𝜈), como dito acima, é a densidade de
energia da radiação incidente na frequência 𝜈, que vem da discussão do corpo negro realizada
por Max Planck (EISBERG; RESNICK, 1983; HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016):

𝜌(𝜈) = 8𝜋ℎ𝜈3

𝑐3

(︃
1

exp(ℎ𝜈/𝑘𝑇 ) − 1

)︃
, (1.2)

onde ℎ é a constante de Planck, 𝑐 é a velocidade da onda eletromagnética, 𝑘 é a constante
de Boltzmann e 𝑇 é a temperatura do sistema.

• Emissão espontânea

Quando um átomo está no estado excitado, ele tende de forma espontânea a voltar para
o seu estado fundamental. E como discutido na seção anterior (Seção1.1), se existe uma
relaxação para o estado fundamental, por consequência uma energia é emitida. Nesse caso
não há interferência de alguma radiação incidente, o que ocorre quando nos referirmos ao
processo de emissão estimulada. Da mesma maneira que fizermos na Eq.(1.1), vamos também
definir um coeficiente para a emissão espontânea, denotado por,

𝐴2→1 = 𝐴21, (1.3)

onde o termo 𝐴21 é o coeficiente de emissão espontânea, nome adequado pois estamos consi-
derando que o sistema sai do estado 2 para o estado 1 espontaneamente, como mostrado na
Fig.(2).

• Emissão estimulada

Como mostrado na Fig.(3), que é o sistema no estado excitado, se um fóton interage com
um átomo e este estando no estado excitado, ele irá retornar para o estado fundamental de
forma que outro fóton idêntico é gerado. E aqui já podemos definir o coeficiente de emissão
estimulada de 𝐵21. Concluímos então que se uma densidade de energia é necessária para que
haja a emissão estimulada, logo, de forma semelhante à Eq.(1.1), este processo de emissão
estimulada será idêntica a 𝐵21𝜌(𝜈). E são esses coeficientes que definimos para a absorção e
as emissões que são chamados de "coeficientes de Einstein".

Para escrever a equação para a relaxação considerando o sistema no estado excitado, temos
que a taxa de relaxação para o estado fundamental é:

𝑅2→1 = 𝐴21 +𝐵21𝜌(𝜈). (1.4)
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Podemos perceber que a taxa de relaxação 𝑅2→1 está diretamenta relacionada com as
emissões espontânea 𝐴21 e as emissões estimuladas 𝐵21𝜌(𝜈). Concluímos então que a Eq.(1.1)
é a taxa de ocorrer a transição para o estado excitado, enquanto a Eq.(1.4) é a taxa de ocorrer a
transição para o estado fundamental. Lembrando que essas equações são válidas para átomos,
moléculas e até mesmo os íons (EISBERG; RESNICK, 1983; HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016).

• Coeficientes de Einstein no equilíbrio térmico

O que é comum pensar após as informações dadas até este momento é que, no equilíbrio
térmico, as taxas das Eq.(1.1) e Eq.(1.4) se igualam. Considerando uma determinada quanti-
dade de íons no estado fundamental 𝑛1 e uma quantidade de íons que estão no estado excitado
𝑛2, teremos da Eq.(1.1) e Eq.(1.4),

𝑛1[𝐵12𝜌(𝜈)] = 𝑛2[𝐴21 +𝐵21𝜌(𝜈)]. (1.5)

E a partir da Eq.(1.5), vamos obter o valor da densidade de energia. Que podemos isolar
𝜌(𝜈) na equação acima, se tornando,

𝜌(𝜈) = 𝑛2𝐴21

𝑛1𝐵12 − 𝑛2𝐵21
. (1.6)

Dividindo e multiplicando por 1/(𝑛2𝐵21), reobtemos,

𝜌(𝜈) =
𝐴21
𝐵21

𝑛1𝐵12
𝑛2𝐵21

− 1
. (1.7)

E ao considerar o sistema no equilíbrio térmico, podemos fazer uso da distribuição de
Boltzmann para as populações 𝑛1 e 𝑛2 dada por,

𝑛2 = 𝑛1 exp(−ℎ𝜈/𝑘𝑇 ), (1.8)

De modo que aplicando a Eq.(1.8) na Eq.(1.7) temos,

𝜌(𝜈) =
𝐴21
𝐵21

𝐵12
𝐵21

exp(ℎ𝜈/𝑘𝑇 ) − 1
. (1.9)

Comparando as Eq.(1.2) e Eq.(1.9), conclui-se que,
𝐵12

𝐵21
= 1. (1.10)

Logo, no equilíbrio térmico, a absorção é igual a emissão estimulada. Reforçando que
estamos tratando em um sistema de dois níveis. Mas não é só isso que podemos concluir ao
comparar as Eq.(1.2) e Eq.(1.9), temos também que,

𝐴21

𝐵21
= 8𝜋ℎ𝜈3

𝑐3 , (1.11)
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ou ainda,
𝐴21 = 8𝜋ℎ𝜈3

𝑐3 𝐵21. (1.12)

Podemos notar na Eq.(1.12) que para altas frequências, como é o caso da luz visível e
raios-x, o coeficiente de emissão espontânea 𝐴21 é maior que o da emissão estimulada 𝐵21.
Contudo, na região do micro-ondas a frequência é menor, fazendo com que 𝐴21 < 𝐵21. Sendo
essa a conclusão de que a emissão estimulada poderia ser maior que a emissão espontânea,
que ocasionou na invenção do maser, e posteriormente, o surgimento do laser.

E após todas essas informações, podemos construir as equações de taxa de variação da
população dos níveis excitado e fundamental, que são,

𝑑𝑛2

𝑑𝑡
= 𝑛1[𝐵12𝜌(𝜈)] − 𝑛2[𝐴21 +𝐵21𝜌(𝜈)], (1.13)

𝑑𝑛1

𝑑𝑡
= −𝑛1[𝐵12𝜌(𝜈)] + 𝑛2[𝐴21 +𝐵21𝜌(𝜈)]. (1.14)

As Eq.(1.13) e Eq.(1.14) são equações de taxa acopladas, sendo justamente uma inter-
pretação da Eq.(1.5). A interpretação segue que a variação temporal da população do estado
excitado 𝑑𝑛2/𝑑𝑡 aumenta de acordo com o coeficiente de absorção, afinal, se o sistema ab-
sorve energia, mais átomos irão popular o estado excitado 𝑛2. Em contrapartida, decresce
de acordo com as emissões espontânea e estimulada, motivo que explica o sinal negativo na
frente do segundo termo à direita da Eq.(1.13). Então podemos concluir que, se estamos em
um sistema de dois níveis, o que uma população perde, a outra ganha, e isso explica o fato
da similaridade entre as Eq.(1.13) e Eq.(1.14), trocando os sinais (EISBERG; RESNICK, 1983;
HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016).

1.1.2 Sistemas de 3 e 4 níveis

De modo didático, na seção anterior foi tratado um sistema de 2 níveis, porém, para
conseguir amplificação em um sistema de dois níveis é bastante difícil, pois é necessário ter
um sistema em que a população total esteja inicialmente no estado excitado, correspondendo
a uma situação fora do equilíbrio térmico, e assim que um fóton incidir sobre o sistema, a
reação em cadeia faz com que o primeiro átomo relaxe de forma estimulada criando outro
fóton que interage com o próximo átomo e assim por diante. Para o laser funcionar, vamos
comentar um pouco sobre um sistema de 3 ou 4 níveis.

A Fig.(6) nos mostra, em sequência, os sistemas em 2, 3 e 4 níveis. Os coeficientes 𝐵𝑖𝑗

significam absorção se 𝑖<𝑗, ou emissão estimulada caso o contrário, e no geral significa que
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Figura 6 – Sistema de 2, 3 e 4 níveis.

Fonte: (ACADEMY, 2018).

está ocorrendo uma transição do estado 𝑖 para 𝑗 ou também o inverso. As setas de cor preta
indicam um decaimento não-radionativo, ou seja, um decaimento espontâneo. Em um sistema
de 2 níveis, levando em consideração a Eq.(1.10), a absorção é igual ao decaimento por emissão
estimulada, de forma que este tipo de sistema não serveria para tratarmos do laser. Contudo,
em um sistema de 3 níveis, representado pelo desenho do meio da Fig.(6), é suficiente para
gerar laser. E é o laser que foi inventado por T. H. Maiman, que funciona com um sistema
de 3 níveis, que se utilizou um rubi dopado com íons de cromo 𝐶𝑟+3. Um sistema ainda mais
eficiente está demonstrado também na mesma figura, que se utiliza íons de neodímio 𝑁𝑑+3.

Em se tratando do sistema de 3 níveis, se um átomo é excitado para o nível 3, ele pode
relaxar muito rapidamente para o nível 2, e com isso o seu tempo de vida 𝜏 no nível 3 é
muito curto, como também está demonstrado na Fig.(6), e do nível 2 para o nível 1, no
relaxamento, é liberado um fóton que pode ser absorvido por outro átomo de um sistema e
levar este novo átomo para o nível 2 ou até para o nível 3. Para minimizar o efeito da absorção
e do relaxamento não-radioativo, pois o objetivo é amplificar a luz, foi necessário propor um
sistema de 4 níveis, pois assim o nível 3 poderá ter um tempo de vida longo. E foi através
de pesquisas que foi encontrado esse sistema de 4 níveis nos íons de neodímio em seu estado
trivalente. Assim, ao absorver, o átomo que é excitado até o nível 4, pode ter seu relaxamento
rapidamente para o nível 3, mas nesse nível o tempo de vida é longo (da ordem de 100 𝜇𝑠),
facilitando o decaimento estimulado para o nível 2. E uma vez no nível 2, pode ocorrer uma
relaxação rápida (« 1 𝜇𝑠 para o nível 1, evitando uma nova absorção neste nível. Por este
motivo, esse sistema é mais eficiente que o de 3 níveis. Além de fazermos muito uso do 𝑁𝑑+3

nos experimentos até mesmo de lasers aleatórios, sendo este abordado na próxima seção.
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1.2 LASER ALEATÓRIO

Com a invenção do laser, mais tarde começaram a surgir grandes avanços devido aos
interesses humanos e também comerciais. O laser é utilizado em muitos lugares e de diversas
formas, desde alguns objetos que hoje em dia está em desuso, como em leitores de discos, e
outros que estão em uso, como a caneta laser, também em comunicação e até transmissão de
dados, mencionando também em diversas outras áreas, de Engenharia até Medicina. E não só
isso, o laser convencional foi utilizado para gerar um novo tipo de laser que é o Laser Aleatório
(LA), ou em inglês, e como normalmente iremos nos referir a eles, o Random Laser (RL).

O RL é um laser gerado em um meio desordenado. Diferentemente dos lasers convencio-
nais, que necessitam de uma cavidade óptica, o laser aleatório não depende da presença de
uma cavidade. A teoria proposta para este tipo de laser surgiu em 1967 no artigo intitulado
“Stimulated Emission of an Ensemble of Scattering Particles with Negative Absorption” (LE-

TOKHOV, 1967), onde o autor fez uma interpretação da equação da difusão da física estatística
para fótons em um meio desordenado com ganho. E para entendermos o meio desordenado
basta sabermos que é um meio no qual estejam compostas partículas dispostas de forma
aleatória, ou também, um meio no qual o índice de refração linear muda aleatoriamente den-
tro desse meio. Após alguns anos da publicação de Letokhov, no ano de 1986, Markushev
e colaboradores relataram a primeira demonstração experimental da geração de amplificação
radiativa de luz em um meio desordenado utilizando algumas diferentes amostras dopadas
com 𝑁𝑑3+ (MARKUSHEV; ZOLIN; BRISKINA, 1986). A hipótese de que esta seja a primeira
demonstração experimental de um RL, mesmo ter sido mostrado uma constrição espectral
no limiar da transição 4𝐹3/2 −→ 4𝐹11/2 como evidência de uma amplificação da luz, não foi
totalmente aceita porque havia uma possibilidade da presença de cavidades ressonantes dentro
das partículas, nos levando ao caso de um laser convencional. No ano de 1994, Lawandy e
colaboradores realizaram a primeira demonstração experimental não ambígua de emissão RL
em um sistema desordenado (LAWANDY et al., 1994). A preparação do experimento consistia
em soluções de etanol, partículas de dióxido de titânio e Rodamina 640. Os autores mostraram
um estreitamento do espectro para a emissão do laser aleatório excitando a amostra com o la-
ser de Nd:YAG em 532 𝑛𝑚, que é justamente uma das características bem fundamentais para
este tipo de laser. Não ficando só nisso, uma outra característica importante é do decaimento
temporal das emissões encurtando quando há aumento do ganho fornecido, este processo é
evidenciado no limiar que opera o laser.
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Figura 7 – Representação esquemática de emissão laser em um meio espalhador.

Fonte: (JUNIOR, 2019).

Na Fig.(7) existe uma fonte de luz externa que incide em um conjunto aleatório de par-
tículas que contém corante laser com o propósito de excitar o sistema e obter inversão de
população. O corante em seu interior acaba amplificando a luz devido ao processo de emissão
estimulada (Seção 1.1.2), fazendo as partículas espalharem a luz. Logo, a luz que é amplificada
percorre um trajeto aleatório até deixar o sistema (JUNIOR, 2019).

Em outro panorama de pesquisa dos lasers aleatórios, vários pesquisadores analisaram a
analogia entre fenômenos observados nos RLs e a estatística de sistemas complexos. Como será
abordado no próximo capítulo (Cap.2), observa-se a partir das flutuações das intensidades de
saída dos RLs que há uma transição de regimes estatísticos com aumento no ganho do sistema.
Para energias de excitação abaixo do limiar (ou "threshold") de emissão RL, as intensidades
emitidas possuem distribuição gaussiana, enquanto que para energias de excitação acima deste
limiar a sua distribuição de valores é descrita por uma estatística de Lévy (ver detalhes a seguir).



24

Em 2013, foi demonstrado tanto de uma forma teórica quanto experimental, uma transição
gaussiana-Lévy-gaussiana nos regimes estatísticos das flutuações de intensidades de saída dos
RLs (IGNESTI et al., 2013).

É importante mencionar também que os lasers aleatórios possuem variadas aplicações, onde
a sua propriedade de baixa coerência é aproveitado. Podendo citar, por exemplo, a mensuração
do teor de gordura presente no leite (ABEGãO et al., 2016), o uso no sensoriamento (CHURKIN

et al., 2012), sendo possível, através de tingimento do tecido biológico com corante laser,
identificar a presença de células cancerígenas, uma vez que um tecido com células saudáveis
emite luz laser com menor aleatoriedade que um tecido cancerígeno (POLSON; VARDENY,
2010), entre outras diversas aplicações. Além desses benefícios já citados, temos ainda o seu
baixo custo. Entretanto, uma desvantagem se dá decorrente a complexidade de se ter um
tratamento teórico de forma única para esse fenômeno, pois tanto o comportamento aleatório
da emissão quanto o próprio mecanismo que se realimenta, são constituídos pela natureza
e morfologia do meio de ganho não ordenado (REVILLA et al., 2009). Em resumo, esses dois
fatores influenciam totalmente na característica do sistema de tal forma que podem gerar dois
tipos de realimentação, comumente chamados de feedback de intensidade e de amplitude.

Antes de prosseguirmos para os capítulos seguintes, ainda é essencial discutir neste capítulo
um assunto que descreve "a base" para todos os demais capítulos. De fato, na seção seguinte
apresentamos as equação de Langevin, partindo de um movimento browniano para chegarmos
na equação de Fokker-Planck, e na última seção faremos considerações sobre meios não lineares
com inomogeneidades, polarização não linear, equações de Fokker-Planck e outros assuntos,
com foco na descrição dos RLs.

1.3 EQUAÇÃO DE LANGEVIN E EQUAÇÃO DE FOKKER-PLANCK

Iniciando com a equação de Langevin, que representa uma abordagem alternativa para a
análise de certos processos estocásticos, consistindo de uma equação diferencial estocástica
para a velocidade, por exemplo, de um caminhante aleatório. Sabemos que se conhecermos
a somatória de todas as forças que atuam em uma partícula de massa 𝑚, de acordo com a
segunda lei de Newton, conseguiríamos descrever completamente o movimento dessa partícula.
Para um caso de colisões de partículas com as moléculas do fluído, vamos considerar que a
partícula descreve um movimento browniano unidimensional, separando as forças que atuam
na partícula em dois grupos: as forças que existem devido a campos externos (exemplo, campo
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gravitacional, campo elétrico, etc.) e as forças internas (exemplo, as colisões aleatórias das
moléculas do fluido com a partícula) (SALINAS, 2008; TOMé; OLIVEIRA, 2014).

Considerando o que foi comentado anteriormente, a segunda lei de Newton é dada por,

𝑚
𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
= −𝛽𝑣⃗ + 𝐹𝑎𝑙(𝑡) + 𝐹𝑒𝑥𝑡, (1.15)

onde 𝑣⃗ é a velocidade da partícula de massa 𝑚, 𝛽 é o coeficiente de arrasto das forças de
viscosidade (o atrito com o meio), 𝐹𝑒𝑥𝑡 identifica todas as forças externas, e 𝐹𝑎𝑙(𝑡) representa
uma força de caráter aleatório independente da velocidade, mas tratando entre colisões de
párticulas, representa o bombardeamento das moléculas do fluído. A força 𝐹𝑎𝑙(𝑡) é tal que seu
valor médio ⟨𝐹𝑎𝑙(𝑡)⟩ = 0 e não apresenta correlações temporais, ou seja,

⟨𝐹𝑎𝑙(𝑡𝑖)𝐹𝑎𝑙(𝑡𝑗)⟩ = 𝑔𝛿(𝑡𝑖 − 𝑡𝑗). (1.16)

A Eq.(1.15) é conhecida como equação de Langevin (LEMONS; GYTHIEL, 1997). A solução
da equação de Langevin nos informa sobre o comportamento de grandezas médias como
posição e velocidade da partícula. Uma solução possível para a equação anterior mas que
não iremos abordar o método para encontrar sua solução, pois este se encontra em diversos
livros/artigos de Mecânica Estatística e/ou Física Matemática, por exemplo, os livros (ARFKEN;

WEBER, 2005; SALINAS, 2008), para o caso em que 𝐹𝑒𝑥𝑡 = 0, pode ser escrita na forma,

𝑣(𝑡) = 𝑣(0) exp(−𝛽𝑡/𝑚) + exp(−𝛽𝑡/𝑚)
𝑡∫︁

0

exp(𝛽𝜏/𝑚)𝐹𝑎𝑙(𝜏)𝑑𝜏. (1.17)

Dizemos que uma variável é estocástica quando apresenta um comportamento aleatório
no tempo. Em geral, muitos processos estocásticos podem ter algum tipo de correlação entre
escalas de tempo diferentes. Um dos processos mais simples envolvendo correlações temporais
é o processo Markoviano, cujo próximo estado é determinado exclusivamente pelo estado pre-
sente (WEISS, 1994; SALINAS, 2008). Quando no processo temos apenas um conjunto discreto
de estados, denominamos de cadeias de Markov. Contudo, se o estado futuro é determinado
por muitos eventos do passado, dizemos que a caminhada apresenta memória de longo alcance
e, nestes casos, o processo é não Markoviano.

Se desejarmos saber qual a probabilidade de um caminhante aleatório chegar na posição 𝑥2

no tempo 𝑡2 após ter estado na posição 𝑥1 no tempo 𝑡1, precisaremos da noção de probabilidade
condicional (e mais detalhes do caminhante aleatório será apresentada no Cap.(2)). Faremos
uso da notação 𝑃 (𝐴|𝐵) para designar a probabilidade condicional de ocorrer 𝐴 dado que



26

𝐵 ocorreu. A probabilidade condicional pode ser definida pela relação 𝑃 (𝐴|𝐵) = 𝑃 (𝐴 ∩

𝐵)/𝑃 (𝐵). Além de obedecer a relação de Chapman-Kolmogorov, que é dado por,

𝑃 (𝐴𝑁 |𝐵0) =
𝑁∑︁

𝑘=1
𝑃 (𝐴𝑁 |𝐵𝑘)𝑃 (𝐴𝑘|𝐵0). (1.18)

Utilizaremos o conceito de probabilidade condicional para demonstrar a equação de Fokker-
Planck.

A equação de Fokker-Planck é uma equação diferencial que fornece a evolução temporal
da densidade de probabilidade de uma dada variável estocástica (RISKEN; FRANK, 1996; SA-

LINAS, 2008). Ou também podemos dizer que a equação de Fokker-Planck é uma equação
de movimento para 𝑃 (𝑥, 𝑡). A equação de Fokker-Planck será apresentada na sua forma mais
geral e para um sistema em uma dimensão.

Considere 𝑣𝑖 como sendo um dado evento (por exemplo, a velocidade) ocorrendo no ins-
tante de tempo 𝑡𝑖. Para este conjunto de eventos podemos escrever uma versão contínua da
Eq.(1.18) como,

𝑃 (𝑣𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑣𝑖, 𝑡𝑖) =
∫︁
𝑃 (𝑣𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑣𝑘, 𝑡𝑘)𝑃 (𝑣𝑘, 𝑡𝑘 − 𝑡𝑖|𝑣𝑖)𝑑𝑣𝑘. (1.19)

Devido ao fato do instante inicial poder ser escolhido de maneira arbitrária, vamos reescreve
a Eq.(1.19) para que as probabilidades dependam apenas do intervalo de tempo entre os
instantes inicial e final, ou seja,

𝑃 (𝑣𝑓 , 𝑡𝑓 − 𝑡𝑖|𝑣𝑖) =
∫︁
𝑃 (𝑣𝑓 , 𝑡𝑓 − 𝑡𝑘|𝑣𝑘)𝑃 (𝑣𝑘, 𝑡𝑘 − 𝑡𝑖|𝑣𝑖)𝑑𝑣𝑘. (1.20)

Fazendo uma mudança de variáveis, substituindo 𝑡𝑓 −𝑡𝑖 por 𝑡+Δ𝑡 e 𝑡𝑘 −𝑡𝑖 por 𝑡. Teremos,

𝑃 (𝑣𝑓 , 𝑡+ Δ𝑡|𝑣𝑖) =
∫︁
𝑃 (𝑣𝑓 ,Δ𝑡|𝑣𝑘)𝑃 (𝑣𝑘, 𝑡|𝑣𝑖)𝑑𝑣𝑘. (1.21)

A equação acima ainda pode ser reescrita para ser ajustada no contexto do movimento
Browniano, obtendo assim,

𝑃 (𝑣, 𝑡+ Δ𝑡|𝑣0) =
∞∫︁

−∞

𝑃 (𝑣,Δ𝑡|𝑣′)𝑃 (𝑣′, 𝑡|𝑣0)𝑑𝑣′. (1.22)

onde o termo 𝑃 (𝑣,Δ𝑡|𝑣0) pode ser compreendido como uma probabilidade de transição entre
dois estados distintos.

Para encontrarmos uma relação para as probabilidades de transição que relacione apenas
os estados inicial e final, é necessário algumas manipulações algébricas. Começando por mul-
tiplicar ambos os lados da Eq.(1.22) por uma função bem comportada 𝜑(𝑣) e integrando cada
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termo em 𝑣. Tendo, assim,
∞∫︁

−∞

𝑃 (𝑣, 𝑡+ Δ𝑡|𝑣0)𝜑(𝑣)𝑑𝑣 =
∞∫︁

−∞

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

𝑃 (𝑣,Δ𝑡(𝑣′))𝜑(𝑣)𝑑𝑣
⎞⎠𝑃 (𝑣′, 𝑡|𝑣0)𝑑𝑣′. (1.23)

Expandindo em série de Taylor (vide Apêndice(A)) o termo 𝑃 (𝑣, 𝑡+ Δ𝑡|𝑣0) e substituindo
no lado esquerdo da equação anterior, obtemos,

∞∫︁
−∞

𝑃 (𝑣, 𝑡+ Δ𝑡|𝑣0)𝜑(𝑣)𝑑𝑣 =
∞∫︁

−∞

𝑃 (𝑣, 𝑡|𝑣0)𝜑(𝑣)𝑑𝑣 + Δ𝑡
∞∫︁

−∞

𝜕𝑃 (𝑣, 𝑡|𝑣0)
𝜕𝑡

𝜑(𝑣)𝑑𝑣 + · · · (1.24)

Expandindo em série de Taylor o termo 𝜑(𝑣) entre parênteses do lado direito da Eq.(1.24),
∞∫︁

−∞

𝑃 (𝑣,Δ𝑡|𝑣′)𝜑(𝑣)𝑑𝑣 =
∞∫︁

−∞

𝑃 (𝑣,Δ𝑡|𝑣′) ×

(︂
𝜑(𝑣′) + 𝜑′(𝑣′)(𝑣 − 𝑣′) + 1

2𝜑
′′(𝑣′)(𝑣 − 𝑣′)2 + · · ·

)︂
𝑑𝑣

= 𝜑(𝑣′) + 𝜑′(𝑣′)𝒟(1)(𝑣′)Δ𝑡+ 1
2𝜑

′′(𝑣′)𝒟(2)(𝑣′)Δ𝑡+ · · · , (1.25)

onde 𝒟(1) e 𝒟(2) são dados, respectivamente, por

𝒟(1)(𝑣′) = 1
Δ𝑡

∞∫︁
−∞

𝑃 (𝑣,Δ𝑡|𝑣′)(𝑣 − 𝑣′)𝑑𝑣,

𝒟(2)(𝑣′) = 1
Δ𝑡

∞∫︁
−∞

𝑃 (𝑣,Δ𝑡|𝑣′)(𝑣 − 𝑣′)2𝑑𝑣. (1.26)

Substituindo a Eq.(1.25) no lado direito da Eq.(1.24), passamos a ter,
∞∫︁

−∞

𝑃 (𝑣′, 𝑡|𝑣0)
(︂
𝜑(𝑣′) + 𝜑′(𝑣′)𝒟(1)(𝑣′)Δ𝑡+ 1

2𝜑
′′(𝑣′)𝒟(2)(𝑣′)Δ𝑡+ · · ·

)︂
𝑑𝑣′. (1.27)

Agora será necessário fazer uma integração por partes no segundo e terceiro termos da
expressão acima,

∞∫︁
−∞

𝑃 (𝑣′, 𝑡|𝑣0)𝒟(1)(𝑣′)𝜑′(𝑣′)𝑑𝑣′ = −
∞∫︁

−∞

𝜑(𝑣′) 𝜕
𝜕𝑣′ (𝑃 (𝑣′, 𝑡|𝑣0)𝒟(1)(𝑣′))𝑑𝑣′,

∞∫︁
−∞

𝑃 (𝑣′, 𝑡|𝑣0)𝒟(2)(𝑣′)𝜑′′(𝑣′)𝑑𝑣′ = −
∞∫︁

−∞

𝜑(𝑣′) 𝜕2

𝜕(𝑣′)2 (𝑃 (𝑣′, 𝑡|𝑣0)𝒟(2)(𝑣′))𝑑𝑣′. (1.28)

Substituindo todos estes valores diretamente na Eq.(1.24) e desprezando os termos de
segunda ordem na série de Taylor (Δ𝑡 pequeno), obtemos finalmente a equação de Fokker-
Planck, que é

𝜕𝑃 (𝑣, 𝑡|𝑣0)
𝜕𝑡

= − 𝜕

𝜕𝑣
(𝒟(1)(𝑣)𝑃 (𝑣, 𝑡|𝑣0)) + 1

2
𝜕2

𝜕𝑣2 (𝒟(2)(𝑣)𝑃 (𝑣, 𝑡|𝑣0)), (1.29)
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sendo que, no contexto da difusão de partículas para o movimento browniano, 𝒟(1)(𝑣) é o
coeficiente de arrasto e 𝒟(2)(𝑣) é o coeficiente de difusão (sendo que 𝒟(2)(𝑣) > 0). Notemos
que 𝑣 não precisa ser necessariamente a velocidade, fazendo 𝑣 = 𝑥, 𝒟(1)(𝑣) = 0 e 𝒟(2)(𝑣) = 𝐷,
obtemos

𝜕𝑃 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

= 𝐷
𝜕2𝑃 (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2 (1.30)

onde o 𝐷 = 𝑙2/(2𝜏), em que 𝑙 é um comprimento fixo de passos que leva um tempo 𝜏 . Sendo
esta última equação conhecida como Equação de Difusão Normal. Assim, percebemos que a
equação de difusão normal é um caso particular da equação de Fokker-Planck.

1.4 EQUAÇÕES DE LANGEVIN E FOKKER-PLANCK ASSOCIADAS

Esta seção teve como base o artigo (RAPOSO; GOMES, 2015). Na seção anterior mostramos
as Equações de Langevin e de Fokker-Planck, e como obtemos essas equações de maneira mais
simplista, contudo, para chegarmos no título que é atribuído a esta seção, vamos rever alguns
outros importantes conceitos. Iniciamos considerando um meio dielétrico, que é um material
que pode ser polarizado por um campo elétrico externo, ou seja, ele pode armazenar energia
elétrica. A polarização elétrica é descrita pela susceptibilidade elétrica do meio, que é uma
medida de como ele responde a este campo elétrico. Contudo, teremos como fundamento o
meio dielétrico não linear, que é aquele cuja susceptibilidade elétrica depende da intensidade
do campo elétrico aplicado. Isso significa que a resposta do material não é linear, e pode
levar a efeitos não triviais, como a geração de novas frequências. E mais uma informação, uma
cavidade ressonante é uma região do espaço que é capaz de armazenar ondas eletromagnéticas
por um período de tempo suficientemente longo (GRIFFITHS, 2010; MACHADO, 2012). Em um
laser aleatório a luz é emitida por um meio ativo (como um gás ou um cristal) que é estimulado
a emitir luz coerente (WIERSMA, 2008).

Um meio dielétrico não linear desordenado de um laser aleatório é um material que é capaz
de armazenar energia óptica, e cuja resposta não linear é afetada pela presença de desordem
(ou seja, variações aleatórias na estrutura do material). Isso pode levar a efeitos não lineares
interessantes, como a auto-focalização de luz e a geração de novas frequências ópticas. Esses
efeitos podem ser explorados para aplicações em óptica não linear e em geração de frequências
ópticas, por exemplo (CAO, 2005; CONTI; FRATALOCCHI, 2010; SKIPETROV; OSTROVSKY, 2011).
A aleatoriedade espacial do meio ativo implica em um índice de refração estático com um perfil
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espacialmente aleatório, como
𝑛(r) = 𝑐

√︁
𝜇0𝜀(r). (1.31)

Como, em geral, o meio de ganho do RL pode suportar um grande número 𝑁 de modos de
ressonância sobrepostos (os modos lasers), escrevemos a solução de campo eletromagnético
das equações não lineares de Maxwell como (ANGELANI et al., 2006a; ANGELANI et al., 2006b;
LEUZZI et al., 2009; CONTI; LEUZZI, 2011),

E(r, 𝑡) = 𝑅𝑒

{︃
𝑁∑︁

𝑛=1
𝑎𝑛(𝑡)E𝑛(r) exp(−𝑖𝜔𝑛𝑡)

}︃
, (1.32)

H(r, 𝑡) = 𝑅𝑒

{︃
𝑁∑︁

𝑛=1
𝑎𝑛(𝑡)H𝑛(r) exp(−𝑖𝜔𝑛𝑡)

}︃
, (1.33)

onde as amplitudes de campo de valor real {E𝑛(r),H𝑛(r)} aparecem acima modificadas pelo
pré-fator adimensional dependente do tempo complexo 𝑎𝑛(𝑡) devido a não linearidade do meio
de amplificação. E esse pré-fator é dado por,

𝑎𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛(𝑡) exp [𝑖𝜑𝑛(𝑡)], (1.34)

em que 𝐴𝑛(𝑡) é a dinâmica da amplitude real evoluindo muito mais lentamente do que a fase
𝜑𝑛(𝑡). O sinal de intensidade do RL associado a uma dada frequência de ressonância 𝜔𝑛 pode
ser expresso como a média temporal 𝐼𝑛 = ⟨𝐼𝑛(𝑡)⟩, com

𝐼𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛𝐴
2
𝑛(𝑡), (1.35)

e aqui temos uma constante de proporcionalidade dependende do modo 𝑐𝑛, que é fixada através
do fluxo médio por área 𝐴 da potência eletromagnética, que é,

𝑐𝑛 = (2𝐴)−1
∫︁

𝐴
𝑑𝐴[E𝑛(r) × H𝑛(r)] · n(r). (1.36)

A intensidade total é,
𝐼 =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐼𝑛. (1.37)

A dinâmica das amplitudes complexas {𝑎𝑛(𝑡)} é governada pelo sistema de equações de
movimento de Langevin acopladas (ANGELANI et al., 2006b):

𝑑𝑎𝑛

𝑑𝑡
= −1

2

𝑁∑︁
{𝑝,𝑞,𝑠}′ =1

𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠𝑎𝑞𝑎𝑠𝑎
*
𝑝 + (𝛾𝑛 − 𝛼𝑛)𝑎𝑛 + 𝜂𝑛, (1.38)

com 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁 , e também, 𝛾𝑛 e 𝛼𝑛 representam, respectivamente, as taxas de amplifica-
ção (ganho) e coeficiente de perda de radiação dependentes do modo, o termo complexo 𝜂𝑛
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representa o ruído multiplicativo (ANGELANI et al., 2006b), de modo que ⟨𝜂𝑛(𝑡)⟩ = ⟨𝜂*
𝑛(𝑡)⟩ = 0

e correlações bitemporais dadas por ⟨𝜂𝑛(𝑡)𝜂𝑚(𝑡′)⟩ = ⟨𝜂*
𝑛(𝑡)𝜂*

𝑚(𝑡′)⟩ = 0 e ⟨𝜂𝑛(𝑡)𝜂*
𝑚(𝑡′)⟩ =

2𝐷𝛿𝑛,𝑚𝛿(𝑡 − 𝑡′), com a variância 𝐷 fornecendo uma medida da amplitude do ruído relaci-
onada à temperatura do banho de calor do sistema. Além de que, o símbolo {𝑝, 𝑞, 𝑠}′ na
Eq.(1.38) indica que a soma é restrita a combinações de modos tais que 𝜔𝑛 + 𝜔𝑝 = 𝜔𝑞 + 𝜔𝑠

(O’BRYAN; SARGENT, 1973).
Por fim, o tensor complexo de quarta ordem 𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠 na Eq.(1.38) marca a assinatura da não

linearidade do meio ativo de volume 𝑉 através da polarização não linear de ordem principal,
que é

𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠 = 1
2𝑖

∫︁
𝑉
𝑑𝑉

𝑁∑︁
{𝛼,𝛽,𝜙,𝜏}=𝑥,𝑦,𝑧

𝜒
(3)
𝛼𝛽𝜙𝜏 (𝜔𝑛;𝜔𝑞, 𝜔𝑠,−𝜔𝑝, r) × 𝐸𝛼

𝑛 (r)𝐸𝛽
𝑝 (r)𝐸𝜙

𝑞 (r)𝐸𝜏
𝑠 (r), (1.39)

onde a aleatoriedade espacial do meio desordenado também está implícita no tensor de sus-
cetibilidade de resposta de terceira ordem 𝜒

(3)
𝛼𝛽𝜙𝜏 (𝜔𝑛;𝜔𝑞, 𝜔𝑠,−𝜔𝑝, r). De fato, na ausência de

desordem, a parte real do tensor 𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠 assume um valor constante que se torna 𝑔𝑅
𝑛𝑝𝑞𝑠 = 𝑔,

como no caso de sistemas de laser padrão com bloqueio de modo passivo (LEUZZI et al., 2009;
GORDON; FISHER, 2003).

Existe uma dificuldade quando analisamos 𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠 na Eq.(1.38) em decorrência da presença
de desordem aleatória de 𝑁 equações acopladas. Podemos contornar a situação fazendo 𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠

serem variáveis aleatórias identicamente distribuída 𝑔 e usando a aplicação de técnicas de
quebra de simetria de réplica (ou replica symmetry breaking, em inglês), sobre a qual iremos
nos aprofundar no Cap.3) com as fases {𝜑𝑛(𝑡)} sendo as variáveis dinâmicas relevantes.

Podemos multiplicar ambos os lados da Eq.(1.38) pelo complexo da Eq.(1.34), obtendo,

𝑎*
𝑛

𝑑𝑎𝑛

𝑑𝑡
= −1

2

𝑁∑︁
{𝑝,𝑞,𝑠}′ =1

𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠𝑎
*
𝑛𝑎𝑞𝑎𝑠𝑎

*
𝑝 + 𝑎*

𝑛(𝛾𝑛 − 𝛼𝑛)𝑎𝑛 + 𝑎*
𝑛𝜂𝑛, (1.40)

Aplicando a relação da Eq.(1.35) na Eq.(1.34) e seu complexo, na Eq.(1.40), reobtemos,[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[−𝑖𝜑𝑛(𝑡)] 𝑑

𝑑𝑡

{︃[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[𝑖𝜑𝑛(𝑡)]

}︃
= −1

2

𝑁∑︁
{𝑝,𝑞,𝑠}′ =1

𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠𝑎
*
𝑛𝑎𝑞𝑎𝑠𝑎

*
𝑝 +

+
[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[−𝑖𝜑𝑛(𝑡)](𝛾𝑛 − 𝛼𝑛)

[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[𝑖𝜑𝑛(𝑡)] + 𝑎*

𝑛𝜂𝑛, (1.41)

Primeiramente, resolvendo o lado esquerdo da igualdade da Eq.(1.41),[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[−𝑖𝜑𝑛(𝑡)] 𝑑

𝑑𝑡

{︃[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[𝑖𝜑𝑛(𝑡)]

}︃
=
[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[−𝑖𝜑𝑛(𝑡)] ×{︃

1
2

[𝐼𝑛]−1/2

𝑐
1/2
𝑛

exp[𝑖𝜑𝑛(𝑡)]𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡
+
[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
𝑖 exp[𝜑𝑛(𝑡)]𝑑𝜑𝑛(𝑡)

𝑑𝑡

}︃
, (1.42)



31

desprezando o último termo pois consideramos a parte real,
[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[−𝑖𝜑𝑛(𝑡)] 𝑑

𝑑𝑡

{︃[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[𝑖𝜑𝑛(𝑡)]

}︃
=
[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[−𝑖𝜑𝑛(𝑡)] ×{︃

1
2

[𝐼𝑛]−1/2

𝑐
1/2
𝑛

exp[𝑖𝜑𝑛(𝑡)]𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡

}︃
=
[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[−𝑖𝜑𝑛(𝑡)]12

[𝐼𝑛]−1/2

𝑐
1/2
𝑛

× (1.43)

exp[𝑖𝜑𝑛(𝑡)]𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡
= 1

2𝑐𝑛

𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡
,

colocando o resultado da Eq.(1.43) de volta na Eq.(1.41), teremos,

1
2𝑐𝑛

𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡
= −1

2

𝑁∑︁
{𝑝,𝑞,𝑠}′ =1

𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠𝑎
*
𝑛𝑎𝑞𝑎𝑠𝑎

*
𝑝 +

[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2 [︂𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
×

exp[𝑖(𝜑𝑛(𝑡) − 𝜑𝑛(𝑡))](𝛾𝑛 − 𝛼𝑛) + 𝑎*
𝑛𝜂𝑛, (1.44)

ou mais ainda,

1
2𝑐𝑛

𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡
= −1

2

𝑁∑︁
{𝑝,𝑞,𝑠}′ =1

𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠𝑎
*
𝑛𝑎𝑞𝑎𝑠𝑎

*
𝑝 + 𝐼𝑛

𝑐𝑛

(𝛾𝑛 − 𝛼𝑛) + 𝑎*
𝑛𝜂𝑛, (1.45)

Por fim, organizando os termos e determinando a parte real,

1
𝑐𝑛

𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡
= −𝑅𝑒

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑁∑︁

{𝑝,𝑞,𝑠}′ =1

𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠𝑎
*
𝑛𝑎𝑞𝑎𝑠𝑎

*
𝑝 − 2𝑎*

𝑛𝜂𝑛

⎫⎪⎬⎪⎭+ 2𝐼𝑛

𝑐𝑛

(𝛾𝑛 − 𝛼𝑛), (1.46)

Para analisarmos as combinações de modos, devemos notar a soma restrita que está abran-
gendo três classes, sendo elas: 𝜔𝑛 = 𝜔𝑞 e 𝜔𝑛 = 𝜔𝑠, também 𝜔𝑛 = 𝜔𝑠, e 𝜔𝑞 = 𝜔𝑝, além de
considerar as demais possibilidades desde que 𝜔𝑛 + 𝜔𝑝 = 𝜔𝑞 + 𝜔𝑠. Contudo, a última classe
normalmente é desconsiderada (ANGELANI et al., 2006b; O’BRYAN; SARGENT, 1973), com isso,
vamos fazer uso de algumas dessas classes na somatória da Eq.(1.46) e fazendo uso das
Eqs.(1.34) e (1.35):

• 𝑛 = 𝑝 = 𝑞 = 𝑠

𝑁∑︁
𝑛=𝑝=𝑞=𝑠=1

𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎
*
𝑛𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎

*
𝑛 = 𝑔𝑅

𝑛𝑛𝑛𝑛

[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2 [︂𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2 [︂𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2 [︂𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
×

exp[𝑖(𝜑𝑛 − 𝜑𝑛 + 𝜑𝑛 − 𝜑𝑛)] = 𝑔𝑅
𝑛𝑛𝑛𝑛

[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂2
, (1.47)

• 𝑛 = 𝑞 e 𝑝 = 𝑠
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𝑁∑︁
𝑠=1(𝑠 ̸=𝑛)

𝑔𝑛𝑠𝑛𝑠𝑎
*
𝑛𝑎𝑛𝑎𝑠𝑎

*
𝑠 =

𝑁∑︁
𝑠=1(𝑠 ̸=𝑛)

𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑛𝑠

[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2 [︂𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2 [︂𝐼𝑠

𝑐𝑠

]︂1/2 [︂𝐼𝑠

𝑐𝑠

]︂1/2
×

exp[𝑖(𝜑𝑛 − 𝜑𝑛)] exp[𝑖(𝜑𝑠 − 𝜑𝑠)] =
𝑁∑︁

𝑠=1(𝑠 ̸=𝑛)
𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑛𝑠

𝐼𝑛

𝑐𝑛

𝐼𝑠

𝑐𝑠

, (1.48)

• 𝑛 = 𝑠 e 𝑝 = 𝑞

𝑁∑︁
𝑝=1(𝑝 ̸=𝑛)

𝑔𝑛𝑝𝑝𝑛𝑎
*
𝑛𝑎𝑝𝑎𝑛𝑎

*
𝑝 =

𝑁∑︁
𝑝=1(𝑝̸=𝑛)

𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑛𝑠

[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2 [︃𝐼𝑝

𝑐𝑝

]︃1/2 [︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2 [︃𝐼𝑝

𝑐𝑝

]︃1/2

×

exp[𝑖(𝜑𝑛 − 𝜑𝑛)] exp[𝑖(𝜑𝑝 − 𝜑𝑝)] =
𝑁∑︁

𝑝=1(𝑝 ̸=𝑛)
𝑔𝑅

𝑛𝑝𝑝𝑛

𝐼𝑛

𝑐𝑛

𝐼𝑝

𝑐𝑝

, (1.49)

e chamando 𝑝 = 𝑠, temos,
𝑁∑︁

𝑠=1(𝑠 ̸=𝑛)
𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑠𝑛

𝐼𝑛

𝑐𝑛

𝐼𝑠

𝑐𝑠

. (1.50)

Colocando os resultados das Eqs.(1.47),(1.48) e (1.50) na Eq.(1.46) e passando o termo
𝑐𝑛 do lado esquerdo da equação para o lado direito, reobtemos assim,

𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡
= −𝑔𝑅

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼2
𝑛

𝑐𝑛

− 𝐼𝑛

𝑁∑︁
𝑠=1(𝑠 ̸=𝑛)

(𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑛𝑠 + 𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑠𝑛)𝐼𝑠

𝑐𝑠

+

+2𝑐𝑛𝑅𝑒{𝑎*
𝑛𝜂𝑛} + 2𝐼𝑛(𝛾𝑛 − 𝛼𝑛). (1.51)

Analisando o terceiro termo da equação acima, em que o ruído óptico pode ser expresso
como uma soma dos processos estocásticos estatisticamente independentes aditivos e mul-
tiplicativos (SCHENZLE; BRAND, 1979), de forma que 𝜂𝑛(𝑡) = 𝜂(0)

𝑛 (𝑡) + 𝑎𝑛(𝑡)𝜂(1)
𝑛 (𝑡), então

teremos,

𝑅𝑒{𝑎*
𝑛𝜂𝑛} = 𝑅𝑒

{︃[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[−𝑖𝜑𝑛]

[︁
𝜂(0)

𝑛 + 𝑎𝑛𝜂
(1)
𝑛

]︁}︃

= 𝑅𝑒

{︃[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[−𝑖𝜑𝑛]

[︃
𝜂(0)

𝑛 +
[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[𝑖𝜑𝑛]𝜂(1)

𝑛

]︃}︃

= 𝑅𝑒

{︃[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
exp[−𝑖𝜑𝑛]𝜂(0)

𝑛 + 𝐼𝑛

𝑐𝑛

𝜂(1)
𝑛

}︃
(1.52)

como exp(−𝑖𝜑𝑛) = cos𝜑𝑛 − 𝑖 sin𝜑𝑛, e considerando a parte real,

𝑅𝑒{𝑎*
𝑛𝜂𝑛} =

[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
[cos𝜑𝑛 − 𝑖 sin𝜑𝑛]𝜂(0)

𝑛 + 𝐼𝑛

𝑐𝑛

𝜂(1)
𝑛

=
[︂
𝐼𝑛

𝑐𝑛

]︂1/2
[cos𝜑𝑛𝜂

(0)𝑅
𝑛 + sin𝜑𝑛𝜂

(0)𝐼
𝑛 ] + 𝐼𝑛

𝑐𝑛

𝜂(1)𝑅
𝑛 . (1.53)
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Como as fases 𝜑𝑛 variam muito rápido em comparação com as amplitudes {𝐴𝑛(𝑡)}, elas
podem ser calculadas em média, levando ao sistema correspondente de equações estocásticas
acopladas de Langevin que governam a dinâmica do modo intensidades. Então usando o
resultado da Eq.(1.53) na Eq.(1.51), e os termos com 𝜂(0)

𝑛 são desconsiderados, temos,

𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡
= −𝑔𝑅

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼2
𝑛

𝑐𝑛

− 𝐼𝑛

𝑁∑︁
𝑠=1(𝑠 ̸=𝑛)

(𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑛𝑠 + 𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑠𝑛)𝐼𝑠

𝑐𝑠

+ 2𝑐𝑛
𝐼𝑛

𝑐𝑛

𝜂(1)𝑅
𝑛 + 2𝐼𝑛(𝛾𝑛 − 𝛼𝑛), (1.54)

e reorganizando,

𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡
= −𝑔𝑅

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼2
𝑛

𝑐𝑛

− 𝐼𝑛

𝑁∑︁
𝑠=1(𝑠 ̸=𝑛)

(𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑛𝑠 + 𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑠𝑛)𝐼𝑠

𝑐𝑠

+ 2𝐼𝑛𝜂
(1)𝑅
𝑛 + 2𝐼𝑛(𝛾𝑛 − 𝛼𝑛), (1.55)

com 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁 .
Quando analisamos a Eq.(1.55) podemos notar a presença do ruído multiplicativo, por

este motivo, podemos fazer um vínculo entre o sistema de equações de Langevin acopladas e
também a equação de Fokker-Planck, usando como base as Eqs.(1.15) e (1.29), de maneira
mais simples, sendo esta equação normalmente apresentada nos textos como (SOARES; LARA;

DIETERICH, 2022; VICTOR, 2019),

𝜕𝑝(𝑣, 𝑡; 𝑣0)
𝜕𝑡

= − 𝜕

𝜕𝑣
[𝐴(𝑣)𝑝(𝑣, 𝑡; 𝑣0)] + 1

2
𝜕2

𝜕𝑣2 [𝐵(𝑣)𝑝(𝑣, 𝑡; 𝑣0)]. (1.56)

A equação de Fokker-Planck para a densidade de probabilidade de intensidades 𝑃 ({𝐼𝑚})

é dado como,
𝜕𝑃

𝜕𝑡
= −

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜕

𝜕𝐼𝑛

[(ℒ + 2𝑄𝐼𝑛)𝑃 ] + 2𝑄
𝑁∑︁

𝑛=1

𝜕2

𝜕𝐼2
𝑛

(𝐼2
𝑛𝑃 ), (1.57)

sendo o parâmetro𝑄 o parâmetro que controla o ruído multiplicativo através de ⟨𝜂(1)𝑅
𝑛 (𝑡)𝜂(1)𝑅

𝑚 (𝑡′)⟩ =

𝑄𝛿𝑛,𝑚𝛿(𝑡− 𝑡′), e nós definimos,

ℒ({𝐼𝑚}) = −𝑔𝑅
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼2
𝑛

𝑐𝑛

− 𝐼𝑛

𝑁∑︁
𝑠=1(𝑠 ̸=𝑛)

(𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑛𝑠 + 𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑠𝑛)𝐼𝑠

𝑐𝑠

+ 2𝐼𝑛(𝛾𝑛 − 𝛼𝑛). (1.58)

Podemos utilizar uma notação simplificada, tal que, reescrevemos a Eq.(1.55), como,

𝑑𝐼𝑛

𝑑𝑡
= 𝑑𝑛𝐼𝑛 − 𝑏𝑛𝐼

2
𝑛 + 2𝐼𝑛𝜂

(1)𝑅
𝑛 (1.59)

sendo a equação de Langevin e,

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝐼𝑛

[(ℒ𝑛 + 2𝑄𝐼𝑛)𝑃 ] + 2𝑄 𝜕2

𝜕𝐼2
𝑛

(𝐼2𝑃 ), (1.60)

a equação de Fokker-Planck, no qual

ℒ𝑛({𝐼𝑚}) = 𝑑𝑛𝐼𝑛 − 𝑏𝑛𝐼
2
𝑛 + 2𝐼𝑛, (1.61)
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e os novos coeficientes estão apenas indicando que,

𝑑𝑛 = −
𝑁∑︁

𝑠=1(𝑠 ̸=𝑛)
(𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑛𝑠 + 𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑠𝑛)𝐼𝑠

𝑐𝑠

+ 2𝐼𝑛(𝛾𝑛 − 𝛼𝑛) (1.62)

e
𝑏𝑛 = 𝑔𝑅

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑐𝑛

. (1.63)

A partir da dinâmica das intensidades, poderemos calcular a função de densidade de pro-
babilidade usando as Eqs.(1.60) e (1.61), com sua solução estacionária descrita por (RAPOSO;

GOMES, 2015),
𝑃𝑠𝑠(𝐼𝑛) = 𝒞𝑛

𝐼𝜇𝑛
𝑛

exp
(︃

−𝑔𝑅
𝑛𝑛𝑛𝑛

2𝑐𝑛𝑄
𝐼𝑛

)︃
, (1.64)

onde a constante de normalização é,

𝒞𝑛 = 1
Γ(2𝑑𝑛/2𝑄)

(︃
𝑏𝑛

2𝑄

)︃𝑑𝑛/(2𝑄)

, (1.65)

sendo o expoente da lei de potência definido como

𝜇𝑛 = 1 + 1
2𝑄

𝑁∑︁
𝑠=1(𝑠 ̸=𝑛)

(𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑛𝑠 + 𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑠𝑛)𝐼𝑠

𝑐𝑠

− 1
𝑄

(𝛾𝑛 − 𝛼𝑛). (1.66)

A Eq.(1.64) corresponde ao limite assintótico da distribuição de Lévy (RAPOSO; GOMES,
2015). É a solução do modelo. E esta distribuição pode ser usada para caracterizar os espectros
dos lasers aleatórios acima do limiar de emissão.

Tratamos a relação entre as quantidades expostas na Eq.(1.66) e os parâmetros expe-
rimentais como a energia de bombeamento e a força da desordem no capítulo seguinte, o
Cap.(2). Por ora, escrevemos os vetores deslocamento e indução magnética, respectivamente,
como D = 𝜖0𝑛

2E + P𝑁𝐿 e B = 𝜇0H, sendo a polarização não linear de ordem principal, dada
por

P𝑁𝐿(r, 𝑡) =
∑︁

{𝑛,𝑝,𝑞,𝑠}′

∑︁
𝛼,𝛽,𝜙,𝜏

e𝛼𝜒
(3)
𝛼𝛽𝜙𝜏 (𝜔𝑛;𝜔𝑞, 𝜔𝑠,−𝜔𝑝, r) ×

𝐸𝛽
𝑝 (r)𝐸𝜙

𝑞 (r)𝐸𝜏
𝑠 (r) exp(−𝜔𝑛𝑡), (1.67)

no qual o tensor 𝑔𝑛𝑝𝑞𝑠 foi definido na Eq.(1.39) e estamos considerando o termo real da
Eq.(1.67). A contribuição para a energia eletromagnética média devido ao caráter não linear
do meio ativo é,

𝐸𝑁𝐿 = 1
2
∑︁
𝑛,𝑠

(𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑛𝑠 + 𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑠𝑛)𝐼𝑛

𝑐𝑛

𝐼𝑠

𝑐𝑠

. (1.68)

Uma energia de bombeamento crescente 𝐸𝑝 induzida no RL através da fonte de laser de
bombeamento, leva a uma soma maior na Eq.(1.66). Em contra-partida, a amplitude do ruído
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𝑄 é proporcional à temperatura do banho de calor do sistema e desempenha um papel oposto
em relação à energia de bombeamento na Eq.(1.66). E isso é possível, podendo consultar
alguns artigos que citam sobre isto (UPPU; MUJUMDAR, 2014; WIERSMA; CAVALIERI, 2001;
LEONETTI; CONTI, 2010).

E os termos 𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑛𝑠 e 𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑠𝑛 também incorporam as propriedades de desordem aleatória do
meio ativo. Em particular, a força da desordem é medida através da variância das distribuições
de valores de 𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑛𝑠 e 𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑠𝑛 na Eq.(1.66). De fato, na ausência de desordem a dispersão dessas

quantidades é nula, o que leva a 𝑔𝑅
𝑛𝑠𝑛𝑠 = 𝑔𝑅

𝑛𝑠𝑠𝑛 = 𝑔 (RAPOSO; GOMES, 2015).
A Eq.(1.67) pode ser reescrita de maneira mais apropriada para compreendermos algumas

seções seguintes (como a Seção 2.3.1), pois quando consideramos uma polarização não linear
P𝑁𝐿 que tem componentes geralmente escritos em termos dos tensores efetivos de suscetibili-
dade não linear 𝑋(𝑓−1) de ordem 𝑓 (usando a convenção de somatório de Einstein) (GONZáLEZ

et al., 2021). A equação passa a ser,

𝑃𝑁𝐿,𝑛 = 𝜖0(𝜒(1)
𝑝 𝐸𝑝 + 𝜒(2)

𝑛𝑝𝑞𝐸𝑝𝐸𝑞 + 𝜒(3)
𝑛𝑝𝑞𝑠𝐸𝑝𝐸𝑞𝐸𝑠 +

𝜒
(4)
𝑛𝑝𝑞𝑠𝑡𝐸𝑝𝐸𝑞𝐸𝑠𝐸𝑡 + 𝜒

(5)
𝑛𝑝𝑞𝑠𝑡𝑢𝐸𝑝𝐸𝑞𝐸𝑠𝐸𝑡𝐸𝑢 + · · · ). (1.69)

E a equação de Langevin, que apresentamos inicialmente na Eq.(1.38) e, posteriormente
(e de maneira mais geral), na Eq.(1.59), para ter relação ao tratarmos com a ordem do tensor
𝑓 da equação acima, e evitarmos o uso excessivo dos somatórios, reescrevemos como,

𝑑𝑎𝑛

𝑑𝑡
= −𝜕Θ(𝑓)

𝜕𝑎*
𝑛

+ 𝜂𝑛(𝑡), (1.70)

onde a função Θ(𝑓) esta descrevendo o que foi abordado desde o início desta seção (das
Eqs(1.32)-(1.37)), que é a interação entre o campo elétrico e a polarização não linear como
uma expansão em série até a ordem 𝑓 nos campos, ou de ordem (𝑓 − 1) nas suscetibilidades
não lineares efetivas. E esta função geralmente é dado, em termos também de ordem 𝑓 , como,

Θ(𝑓) = 𝑔(2)
𝑛𝑝 𝑎𝑛𝑎

*
𝑝 + 𝑔(4)

𝑛𝑝𝑞𝑠𝑎𝑛𝑎
*
𝑝𝑎𝑞𝑎

*
𝑠 +

𝑔
(6)
𝑛𝑝𝑞𝑠𝑡𝑢𝑎𝑛𝑎

*
𝑝𝑎𝑞𝑎

*
𝑠𝑎𝑡𝑎

*
𝑢 + · · · + 𝒪(𝑔(𝑓)𝑎(𝑓/2)𝑎*(𝑓/2)). (1.71)

De fato, veremos em seguida que a solução da equação de Fokker-Planck com não-
linearidades de ordens superiores irá gerar a chamada distribuição de Izrailev de intensidades
emitidas pelos RLs (ver a seguir).
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2 DISTRIBUIÇÕES DE PROBABILIDADES: MODELOS E FITS DOS DADOS

2.1 O CAMINHANTE ALEATÓRIO

Vamos iniciar esse capítulo relembrando o conceito do Teorema Central do Limite para,
logo em seguida, discutirmos sobre a distribuição de Lévy.

Se considerarmos a soma 𝑥 de 𝑁 variáveis aleatórias 𝑠𝑖 independentes e identicamente
distribuídas de acordo com a distribuição 𝑤 = 𝑤(𝑠𝑖)(SALINAS, 2008), temos:

𝑥 =
𝑁∑︁

𝑖=1
𝑠𝑖. (2.1)

Para um caminhante aleatório (em 1-dimensão), podemos interpretar 𝑠𝑖 como o desloca-
mento associado ao 𝑖-ésimo passo, portanto, 𝑥 será a posição do caminhante após 𝑁 passos.
A probabilidade 𝑝(𝑥) de determinar o valor da soma 𝑥 nos limites entre 𝑥 e 𝑥 + 𝑑𝑥 é jus-
tamente a probabilidade de encontrar o caminhante neste intervalo. E, para isso, como os
passos são estatisticamente independentes, a probabilidade de uma sequência única de passos
com o 𝑖-ésimo deslocamento entre 𝑠𝑖 e 𝑠𝑖 + 𝑑𝑠𝑖 é obtido pelo produto das suas respectivas
probabilidades, ou seja, por 𝑤(𝑠1)𝑑𝑠1 · 𝑤(𝑠2)𝑑𝑠2 · ... · 𝑤(𝑠𝑁)𝑑𝑠𝑁 .

Após fazermos a soma desta probabilidade sobre todos os deslocamentos individuais que
sejam consistentes com a condição dada de que o deslocamento total 𝑥 sempre esteja justa-
mente entre os limites 𝑥 e 𝑥+ 𝑑𝑥, teremos o que esperamos, a probabilidade total 𝑝(𝑥)𝑑𝑥. E
agora fazemos,

𝑝(𝑥) =
∫︁
...
∫︁
𝑤(𝑠1)𝑤(𝑠2)...𝑤(𝑠𝑁)𝑑𝑠1𝑑𝑠2...𝑑𝑠𝑁 , (2.2)

levando em conta que a integração é sobre todos os possíveis valores das variáveis 𝑠𝑖, e a única
restrição que temos é

𝑥 <
𝑁∑︁

𝑖=1
𝑠𝑖 < 𝑥+ 𝑑𝑥. (2.3)

Agora temos um novo problema, que a integral é bem complicada de calcular porque a
restrição adicional deixa os limites de integração difícil de serem explicitados. Porém, uma
possível abordagem para contornar essa dificuldade é fazer uso das funções especiais, também
descritas com mais detalhes no Apêndice A.

Temos um problema geométrico e podemos resolvê-la integrando sobre todos os valores
da variável 𝑠𝑖 sem restrição, mas ao fazer isso, devemos estar cientes de que essa a dificuldade
das condições de contorno é passada para o integrando, e o ponto chave é que fazemos uso
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da Função de Dirac, então temos a nova expressão

𝑝(𝑥) =
∫︁ ∞

−∞
...
∫︁ ∞

−∞
𝑤(𝑠1)𝑤(𝑠2)...𝑤(𝑠𝑁)

[︃
𝛿

(︃
𝑥−

𝑁∑︁
𝑖=1

)︃]︃
𝑑𝑠1𝑑𝑠2...𝑑𝑠𝑁 , (2.4)

e a restrição do domínio de integração não existe mais. E para solucionar essa nova equação,
a função 𝛿 precisa ser reformulada com o auxílio da transformada de Fourier (e o Teorema da
Função Inversa), ou seja,

𝛿

(︃
𝑥−

𝑁∑︁
𝑖=1

)︃
= 1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
exp

(︃
𝑖𝑘

[︃
𝑁∑︁

𝑖=1
−𝑥

]︃)︃
𝑑𝑘. (2.5)

Utilizando o resultado da Eq.(2.5) em (2.4), reobtemos

𝑝(𝑥) =
∫︁ ∞

−∞
...
∫︁ ∞

−∞
𝑤(𝑠1)...𝑤(𝑠𝑁)

(︂ 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
exp 𝑖𝑘(𝑠1 + ...+ 𝑠𝑁 − 𝑥)𝑑𝑘

)︂
𝑑𝑠1...𝑑𝑠𝑁 , (2.6)

e reorganizando,

𝑝(𝑥) = 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
exp(−𝑖𝑘𝑥)𝑑𝑘

∫︁ ∞

−∞
𝑤(𝑠1) exp(𝑖𝑘𝑠1)...

∫︁ ∞

−∞
𝑤(𝑠𝑁) exp(𝑖𝑘𝑠𝑁)𝑑𝑠𝑁 , (2.7)

Ficando mais acessível em resolver o problema anterior, pois a variável de integração passa
despercebida e as variáveis individuais de 𝑠𝑖 estão igualmente distribuídas, mesmo tendo N
integrais, todas elas podem ser resumidas em

𝐹 (𝑘) ≡
∫︁ ∞

−∞
𝑤(𝑠) exp(𝑖𝑘𝑠)𝑑𝑠. (2.8)

A função 𝐹 (𝑘) é a transformada de Fourier da distribuição 𝑤(𝑠), e é chamada de função

característica associada a esta distribuição.
Em resumo, a Eq.(2.7) se torna

𝑝(𝑥) = 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
exp(−𝑖𝑘𝑥)[𝐹 (𝑘)]𝑁𝑑𝑘. (2.9)

A Eq.(2.9) nos informa que a distribuição final para a soma de 𝑁 variáveis 𝑠𝑖 é a transfor-
mada de Fourier inversa da função característica dos passos individuais elevada à 𝑁 -ésima
potência. Percebemos que no momento só usamos apenas a condição de que as variáveis 𝑠𝑖

são independentes e estão identicamente distribuídas. Este resultado para a distribuição de
probabilidades 𝑝(𝑥) do caminhante após 𝑁 passos é válido independentemente à finitude dos
momentos de 𝑤(𝑠). Portanto, para resolver esse problema completamente, faremos o cálculo
de duas integrais de Fourier. Mais adiante faremos uso deste resultado.

Os cálculos demonstrados, por conseguinte, servirão para provarmos o Teorema Central do
Limite (TCL). Contudo, precisamos descobrir que aproximações para as expressões acima (Eq.
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(2.9)) são apropriadas no limite de um número muito grande de variáveis aleatórias, 𝑁 ≫ 1.
O integrando de 𝐹 (𝑘) contém o fator exp(𝑖𝑘𝑠), uma função oscilatória de 𝑠 que oscila mais
rapidamente à medida que 𝑘 aumenta de magnitude, logo, a quantidade 𝐹 (𝑘) tende em
geral a ser cada vez menor nesse limite. Elevando 𝐹 a uma grande potência 𝑁 , segue que
[𝐹 (𝑘)]𝑁 decai rapidamente quando k aumenta. Logo, para calcular 𝑝(𝑥) pela equação anterior,
um conhecimento de [𝐹 (𝑘)]𝑁 para pequenos valores de 𝑘 é suficiente, já que para grandes
valores de 𝑘 a contribuição de [𝐹 (𝑘)]𝑁 na integral será extremamente pequena. Podemos
então aproximar [𝐹 (𝑘)]𝑁 por uma expansão em potências de 𝑘. Todavia, como [𝐹 (𝑘)]𝑁 varia
muito rapidamente com 𝑘, é aconselhável procurar uma expansão em série de potências que
convirja mais rapidamente, como o logaritmo natural ln[𝐹 (𝑘)]𝑁 , uma vez que ele varia bem
lentamente.

Contudo, precisamos obter 𝐹 (𝑘) para pequenos valores de 𝑘, e para isso, vamos expandir
exp(𝑖𝑘𝑠) em série de Taylor, e a expressão que teremos é,

𝐹 (𝑘) ≡
∫︁ ∞

−∞
𝑤(𝑠) exp(𝑖𝑘𝑠)𝑑𝑠 =

∫︁ ∞

−∞
𝑤(𝑠)

(︂
1 + 𝑖𝑘𝑠− 1

2𝑘
2𝑠2 + ...

)︂
𝑑𝑠, (2.10)

ou ainda
𝐹 (𝑘) = 1 + 𝑖𝑘𝑠− 1

2𝑘
2𝑠2 + ..., (2.11)

aonde
𝑠𝑛 ≡

∫︁ ∞

−∞
𝑤(𝑠)𝑠𝑛𝑑𝑠 (2.12)

é uma constante que representa a definição usual do 𝑛-ésimo momento da distribuição 𝑤(𝑠).
Temos que assumir a hipótese fundamental de que |𝑤(𝑠)| → 0 vá bastante rápido, o suficiente
para que |𝑠| → ∞, de forma que esses dois primeiros momentos sejam finitos. Usando a
expansão anterior,

ln[𝐹 (𝑘)]𝑁 = 𝑁 ln𝐹 = 𝑁 ln
[︂
1 + 𝑖𝑘𝑠− 1

2𝑘
2𝑠2 + ...

]︂
. (2.13)

Da expansão do logaritmo em série de Taylor, válida para 𝑔 ≪ 1,

ln(1 + 𝑔) = 𝑔 − 1
2𝑔

2 + ..., (2.14)

mantendo os termos quadráticos em k, a equação pode ser reescrita como

ln𝐹𝑁 ≈ 𝑁
[︂(︂
𝑖𝑘𝑠− 1

2𝑘
2𝑠2
)︂

− 1
2(𝑖𝑘𝑠)2

]︂
= 𝑁

[︂
𝑖𝑘𝑠− 1

2(Δ𝑠)2𝑘2
]︂
, (2.15)

onde definimos a expressão para a variância

(Δ𝑠)2 ≡ (𝑠2) − (𝑠)2. (2.16)
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Por fim, obtemos
𝐹𝑁(𝑘) = exp

(︂
𝑖(𝑠)𝑁𝑘 − 1

2𝑁(Δ𝑠)2𝑘2
)︂
. (2.17)

Substituindo na Eq.(2.9), encontramos

𝑝(𝑥) = 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
exp

(︂
𝑖𝑘(𝑁𝑠− 𝑥) − 1

2𝑁(Δ𝑠)2𝑘2
)︂
𝑑𝑘. (2.18)

Esta integral é da forma (𝑎 > 0)

∫︁ ∞

−∞
exp(−𝑎𝑢2 + 𝑏𝑢)𝑑𝑢 =

∫︁ ∞

−∞
exp

⎛⎝−𝑎
(︃
𝑢− 𝑏

2𝑎

)︃2

+ 𝑏2

4𝑎

⎞⎠ 𝑑𝑢. (2.19)

Fazendo a substituição 𝑔 = 𝑢−𝑏/2𝑎 e usando o resultado para a integral gaussiana, a expressão
acima se reduz a

exp(𝑏2/4𝑎)
∫︁ ∞

−∞
exp(−𝑎𝑔2)𝑑𝑔 = exp(𝑏2/4𝑎)

√︂
𝜋

𝑎
(2.20)

Identificando, ainda, 𝑏 = 𝑖(𝑁𝑠−𝑥) e 𝑎 = (𝑁)(Δ𝑠)2/2, podemos reescrever a Eq.(2.18) como,

𝑝(𝑥) = 1
2𝜋

⎯⎸⎸⎷ 2𝜋
𝑁(Δ𝑠)2

exp(−(𝑁𝑠− 𝑥)2/2𝑁(Δ𝑠)2). (2.21)

de modo que, definimos
𝜇 ≡ 𝑁𝑠 (2.22)

e
𝜎2 ≡ 𝑁(Δ𝑠)2, (2.23)

E o resultado é a importante distribuição gaussiana

𝑝(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎2

exp(−(𝑥− 𝜇)2/2𝜎2), (2.24)

sendo a distribuição para a soma das variáveis 𝑠𝑖 no limite em que 𝑁 −→ ∞, e nos informando
a densidade de probabilidade de encontrar o caminhante em uma posição especifica 𝑥 após
muitos passos.

2.1.1 Teorema Central do Limite

Brevemente, o Teorema Central do Limite (TCL) afirma que a soma de 𝑁 variáveis ale-
atórias independentes 𝑥, com mesma distribuição e variância finita, é uma variável que se
aproxima da distribuição gaussiana quando 𝑁 aumenta. Vamos considerar, como na maioria
dos textos sobre o assunto, um dado não viciado. Sabemos que o dado possui 6 lados e cada
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um desses lados enumerado de 1 a 6. Se eu te perguntasse qual a probabilidade de você tirar
exatamente o resultado 5 só com um lançamento? Obviamente a resposta é 1/6. Contudo,
agora não queremos ver o resultado em tirarmos determinado valor entre 1 e 6 e sim como a
média se comporta com 10 lançamentos, 50 lançamentos, 100 lançamentos.

Para que isso seja analisado, temos um forte ponto a se considerar, Pois, para apenas 6
lançamentos, a média dos resultados obtidos é 3.5. Se tivermos 20 lançamentos, a média dos
resultados obtidos também é 3.5. E não difere do fato de termos 100 lançamentos, a média
desses lançamentos sempre estará em torno de 3.5. Podemos exemplificar fazendo uso dos
dados na Tabela (1) para um dado sem vício (SILVEIRA, 2018).

Tabela 1 – Lançamentos, média e desvio padrão de dados não viciados.

Lançamentos Média Desvio padrão
6 3,5 1,71
10 3,5 0,54
20 3,5 0,38
50 3,5 0,24
100 3,5 0,17

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A sensação que passa, se for analisar só a média, é que os valores extremos, ou seja, o
valor 1 e 6 parece q ocorre menos do que os valores entre eles, mas isso é apenas a média e
também o valor obtido pode ser qualquer um dos valores dos dados e não exatamente o valor
1 ou 6. Conforme cresce o tamanho das amostras, mais estreita é a distribuição das médias
amostrais e melhor é a aderência da distribuição das médias à curva (SHIMAKUR, 2016). A
generalidade deste resultado é a razão de grande parte das médias de quantidades mensuráveis
estar distribuída de forma gaussiana, o que ressalta sua extrema importância. A Fig.(8) nos
mostra a distribuição das médias de determinados lançamentos (amostra) do dado sem vício
por sua frequência relativa.

E o motivo pelo qual comentamos sobre o TCL logo após termos em mãos a Eq.(2.4)
e sendo um gancho que será utilizado na Seção(2.2), é o fato da distribuição de Lévy não
satisfazer a hipótese de finitude, não satisfazendo aos requisitos do TCL e gerando inúmeras
consequências na busca aleatória. Por isso temos distribuições que satisfazem o TCL como ou-
tras que não o satisfazem, e sobre essas, elas são governadas pelo chamado TCL generalizado,
como veremos na seção seguinte.
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Figura 8 – Distribuição das médias dos lançamentos.

Fonte: (SILVEIRA, 2018)

2.1.2 Teorema Central do Limite Generalizado

Como dito anteriormente, o TCL tem a sua limitação, pois agora temos distribuições
que não satisfazem a hipótese de finitude do segundo momento da distribuição, e para isso, o
maior responsável pela iniciativa sobre o assunto foi o matemático francês Paul Lévy (KLAFTER;

SHLESINGER; ZUMOFEN, 1996). O objetivo é encontrar distribuições estáveis que não obedecem
o TCL (segundo momento divergente), isto é, distribuições 𝑝𝑁(𝑥) para a soma dos 𝑁 passos
𝑋1 +𝑋2 + ...+𝑋𝑁 que possuem a mesma distribuição 𝑝(𝑥) dos passos individuais.

Pelo TCL estudado na seção anterior, poderíamos dizer (e que é uma resposta aceitável),
é que 𝑝(𝑥) deve ser uma gaussiana, porque a soma de 𝑁 gaussianas ainda é uma gaussiana,
com os passos individuais 𝑁 vezes a variância da distribuição inicial. E não é a única porque
o próprio Lévy provou que existe outras respostas e, todas elas, envolvem variáveis aleatórias
com variâncias infinitas (ROCHA, 2020).

Agora adentramos em formulação matemática, o primeiro que podemos mencionar e que
contribuiu foi o Augustin Cauchy, que em 1853 percebeu a existência de outras soluções para o
problema da adição de 𝑁 variáveis aleatórias, sendo uma delas a função característica, definida
como a transformada de Fourier da distribuição 𝑝𝑁 , (ver Eq.(2.8)):

𝜑𝑁(𝑘) = exp(−𝑁 |𝑘|𝛼) (2.25)

Da expressão acima, se fizermos uma transformada voltando ao espaço x e atribuindo
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𝛼 = 1, temos a conhecida distribuição de Cauchy, que é

𝑝𝑁(𝑘) = 1
𝜑𝑁(1 + (𝑥/𝑁)2) = 1

𝑁
𝑝1(𝑥/𝑁). (2.26)

Analisaremos mais essa situação (𝛼 = 1) na seção seguinte, por ora, podemos comentar
que a distribuição de passo único 𝑝1(𝑥) está conectada com 𝑁 passos, o 𝑝𝑁(𝑥). Na década de
1930 Lévy generalizou este resultado obtendo as chamadas distribuições 𝛼-estáveis de Lévy,
com parâmetro 𝛼 compreendido entre 0 e 2 e 𝑝(𝑥) será positiva para todo 𝑥, apenas não
sendo normalizável à unidade.

Quando nos referirmos as distribuições 𝛼-estáveis de Lévy, nos referirmos aquelas que
constituem a classe de todas as distribuições estáveis. Enquanto, a nomenclatura distribuição
de Lévy é geralmente empregada para caracterizar uma escolha particular dos parâmetros
que definem as distribuições 𝛼-estáveis, explicitamente 𝛼 = 1/2 e 𝛽 = 1, utilizaremos a
denominação distribuição de Lévy para as distribuições 𝛼-estáveis de uma forma geral. Existem
três expressões fechadas conhecidas para as densidades de probabilidade 𝑝(𝑥): as distribuições
gaussianas (quando 𝛼 = 2), de Cauchy e de Lévy (UPPU; MUJUMDAR, 2014).

Ainda não temos a forma geral de parametrização de todas as possíveis distribuições
estáveis 𝑝(𝑥). Para obté-la, devemos utilizar a função característica definida a partir da trans-
formada de Fourier da função densidade de probabilidade 𝑝(𝑥), ou seja,

𝜑(𝑘) =
∫︁ ∞

−∞
exp(𝑖𝑘𝑥)𝑝(𝑥)𝑑𝑥. (2.27)

as distribuições estáveis possuem, de modo geral, função característica da forma

𝜑(𝑘;𝛼, 𝛽, 𝜎, 𝜇) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp(−𝜎𝛼|𝑘|𝛼[1 − 𝑖𝛽𝑠𝑔𝑛(𝑘) tan(𝜋𝛼/2)] + 𝑖𝜇𝑘), se 𝛼 ̸= 1

exp(−𝜎|𝑘|[1 + (2𝑖𝛽/𝜋)𝑠𝑔𝑛(𝑘) ln |𝑘|] + 𝑖𝜇𝑘), se 𝛼 = 1
(2.28)

onde 𝜑(𝑘) determina completamente a distribuição de 𝑥, e os intervalos 0 < 𝛼 ≤ 2, −1 ≤

𝛽 ≤ 1, e a função sinal que é 𝑠𝑔𝑛(𝑘). O parâmetro 𝛼 é conhecido também como "expoente de
Lévy" e é o responsável pela variação das distribuições, a introdução de uma fase dependendo
do novo parâmetro 𝛽 é responsável pela assimetria da distribuição e também denominado
como parâmetro Skewness, o parâmetro 𝜇 é o de localização e 𝜎 é a largura.

A principal importância das distribuições estáveis reside justamente no fato de que estas se
comportam como “atratores” estatísticos, de modo semelhante ao comportamento de gaus-
sianas como consequência do TCL, mas com um abarcamento muito maior por não exigirem



43

finitude dos momentos. Este importante resultado é conhecido como o Teorema Central do
Limite generalizado.

Reafirmando, o TCL diz que a soma normalizada de termos independentes com média e
variância finitas converge para uma distribuição gaussiana. Por outro lado, o TCL generalizado
mostra que se o requisito da variância e momento finitos for ignorado, os únicos resultados
limites possíveis são as distribuições estáveis, descritas pela Eq.(2.28).

2.2 DISTRIBUIÇÃO DE LÉVY

Como dito na seção anterior, a generalização do TCL nos diz que a distribuição normal é
um caso especial da 𝛼-estável, ou, a distribuição de Lévy, e normalmente vemos esse resultado
com outra aparência, que só é necessário tirar o logaritmo em ambos os lados da Eq.(2.28),
ou seja,

ln𝜑(𝑘;𝛼, 𝛽, 𝜎, 𝜇) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝜎𝛼|𝑘|𝛼(1 − 𝑖𝛽 tan(𝜋𝛼/2)𝑠𝑔𝑛(𝑘)) + 𝑖𝜇𝑘, se 𝛼 ̸= 1.

−𝜎|𝑘|(1 + (2𝑖𝛽/𝜋)𝑠𝑔𝑛(𝑘) ln |𝑘|) + 𝑖𝜇𝑘, se 𝛼 = 1.
(2.29)

A transformada inversa de Fourier da função de densidade de probabilidade, em inglês,
probability density function (PDF), consegue descrever completamente uma distribuição de
cauda longa, uma vez que o expoente 𝛼 descreve a taxa na qual as caudas diminuem, com
𝛼 = 2 indicando o comportamento Gaussiano e 𝛼 < 2 indicando o comportamento de Lévy,
lembrando que 𝛼 ∈ (0, 2] (ROCHA, 2020).

Vamos agora imaginar a seguinte situação para descrevermos brevemente os Lévy flights e
a diferença com as Lévy walks, pois não tem como falarmos de um sem mencionar o outro: uma
partícula que procura alimentos, quando chega em uma região onde há bastante alimentos fica
por lá até se satisfazer ou não haver mais alimento. Feito isso, essa partícula tende a ir para um
outro lugar distante dali onde terá alimentos novamente. Isto é como imaginar um caminhante
aleatório, mas dessa vez são os chamados Lévy flights, que através do exemplo citado, podemos
resumir que são definidos como passos instantâneos (duração nula), de forma que a partícula
efetivamente salta entre as posições de destino no espaço de busca. Consequentemente, o
deslocamento médio quadrático não existe como função do tempo. Essa propriedade impede
aplicações diretas de Lévy flights em fenômenos físicos (SANTOS, 2021).

E nas Lévy walks, a partícula viaja com velocidade constante, independente do tamanho do
passo. Então, o tempo de percurso é proporcional à distância total percorrida, logo, faz com que
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o deslocamento médio quadrático exista como função do tempo e cresça super-linearmente,
ou mais ainda, de forma super difusiva (SANTOS, 2009). É esta propriedade que torna as Lévy
walks adequadas para modelar o comportamento de difusão anômala. A diferença reside no
fato de que a distância total percorrida em um Lévy flight corresponde então ao tempo total
de percurso em uma Lévy walk.

Figura 9 – Lévy flights.

Fonte: (SANTOS, 2021)

Na Fig. (9) representamos os Lévy flights em duas dimensões da partícula. Notamos que
em muitos momentos, como é o caso da região demarcada em vermelho, a partícula faz
pequenos "deslocamentos". Porém, em outros momentos esse deslocamento é muito longo, o
que significaria que foi em busca de alimento em outro lugar distante.

2.3 DISTRIBUIÇÃO DE INTENSIDADE EM LASERS ALEATÓRIOS

No Cap.1 estudamos os RLs, a história de origem (que ainda é bem recente) e sua mate-
mática por trás. Nesta seção, iniciamos uma análise comparativa de duas classes de modelos
teóricos para a função densidade de probabilidade (PDF) de 𝑃 (𝐼) da intensidade 𝐼 emitida
por RLs (GONZáLEZ et al., 2021). As previsões dos modelos utilizados nesta seção foram com-
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paradas com os resultados experimentais de dois sistemas RL. O primeiro sistema é sobre a
dispersão de ondas eletromagnéticas em um meio aleatório com amplitudes de campo e fases
sendo tratadas como variáveis independentes aleatórias ou localmente correlacionadas, e para
esse sistema nos referimos como modelos baseados em soma de fase aleatória, em inglês,
random phase sum (RPS) (GONZáLEZ et al., 2021).

O modelo RPS produz uma distribuição de Rayleigh para a amplitude do campo e uma
distribuição exponencial para a intensidade quando a fase e amplitude do campo elétrico são
consideradas como variáveis aleatórias não correlacionadas. Em contrapartida, quando nos
referirmos as variáveis aleatórias que exibem correlações locais, o modelo RPS modificado dá
origem a distribuições K tanto para a amplitude quanto para a intensidade do campo.

O segundo sistema de modelos para a PDF de intensidades são baseados em equações
diferenciais estocásticas que descrevem a dinâmica dos modos de interação não linear em um
meio aleatório (RAPOSO; GOMES, 2015). Generalizamos e estendemos esse sistema de modelos
para levar em conta as não linearidades ópticas de qualquer grau 𝑓 nas interações dos modos.
É importante observar que as contribuições não lineares de ordem superior tornam-se cada
vez mais relevantes à medida que a potência de excitação aumenta acima do limite. Portanto,
a generalização proposta neste trabalho permite levar em consideração a influência de 𝜓𝑓−1

qualquer grau de suscetibilidade não linear nas propriedades de emissão dos RLs. Com isso,
surge uma nova família de distribuições de intensidade, as distribuições Izrailev generalizadas
de ordem 𝑓 .

Foram feitas as análises com os dados experimentais de dois RLs importantes e bastante
distintos, mas, no caso dos conteúdos que se seguirão, o dado experimental foi exclusivamente
de um baseado em nanopó cristalino de borato de alumínio e ítrio (𝑌 𝐴𝐵) com íons de
neodímio 𝑁𝑑3+ trivalentes. O outro foi um sistema corante-coloidal especialmente projetado
com nanopartículas de 𝑇𝑖𝑂2 funcionalizadas, estando disponível para consulta em (GONZáLEZ

et al., 2021). E para cada sistema foram realizadas a análise estatística de um extenso conjunto
(∼ 105) de espectros de emissão, para a situação em que o RL opera acima do limiar. Embora
os modelos baseados em RPS não forneçam ajustes satisfatórios dos dados experimentais, um
excelente acordo é encontrado com o modelo diferencial estocástico, indicando que ele pode
capturar adequadamente a influência de não linearidades ópticas de alta ordem na distribuição
de intensidade de RLs acima do limiar.

Revisitamos aqui os modelos baseados em RPS com variáveis aleatórias independentes ou
variáveis localmente correlacionadas. Além de apresentarmos o modelo diferencial estocástico e
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calculada também a distribuição de intensidades emitidas para um grau geral de não linearidade
óptica, com a proposta de uma nova família de distribuições de intensidade.

2.3.1 Modelos baseados em soma de fase aleatória e diferencial estocástico de

grau 𝑓

Para tratarmos o modelo RPS com variáveis aleatórias independentes, consideramos que o
campo elétrico espalhado em um meio aleatório é descrito como um somatório de contribuições
individuais de muitos termos aleatório 𝑁 , ou mais ainda, 𝐸 =

𝑁∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘 exp(𝑖𝜑𝑘) =
𝑁∑︀

𝑘=1
(𝑋𝑘 +

𝑖𝑌𝑘) = 𝐴 exp(𝑖𝜑). Logo, as PDF de amplitudes podem ser essencialmente determinadas de
um somatório de 𝑁 variáveis aleatórias complexas independentes e identicamente distribuídas.
Aplicando o TCL no limite 𝑁 → ∞, os componentes de quadratura 𝑋𝑘 e 𝑌𝑘 são normalmente
distribuídos. O modelo RPS assume que:

(i) as variáveis aleatórias que descrevem as fases 𝜑𝑘 e as amplitudes 𝐴𝑘 são não correlacio-
nadas e estatisticamente independentes com segundo momento finito;

(ii) as fases aleatórias são uniformemente distribuídas no intervalo [0, 2𝜋).

Assim, no regime em que se aplicam as premissas do TCL (visto na Seção 2.1.1), a PDF das
amplitudes de campo 𝐴 é dada no modelo RPS pela distribuição de Rayleigh,

𝑃𝑅(𝐴) = 𝐴

𝑏2 exp(−𝐴2/(2𝑏2)), (2.30)

com segundo momento 𝑏 = ⟨𝐴2⟩. Fazendo uso da relação 𝐼 = 𝐴2, temos, como normalmente
é denominada, a distribuição exponencial,

𝑃 (𝐼) = ⟨𝐼⟩−1 exp(−𝐼/⟨𝐼⟩). (2.31)

Devemos perceber que o modelo RPS pode ser ainda mais generalizado caso o número 𝑁
de termos no campo elétrico seja ele próprio uma variável aleatória com distribuição binomial
negativa de média ⟨𝑁⟩ e variância normalizada ⟨𝑁⟩−1 +𝜅−1 com 𝜅 > 0. No limite assintótico
⟨𝑁⟩ → ∞, encontra-se a distribuição gamma,

𝑃 (𝐼) = 𝜅𝜅𝐼𝜅−1

Γ(𝜅)⟨𝐼⟩𝜅
exp(−𝜅𝐼/⟨𝐼⟩), (2.32)

onde Γ(𝑥) denota a função gamma. Notamos que se fizermos 𝜅 = 1 na Eq.(2.32) obtemos
justamente a Equação (2.31).
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Se considerarmos os fatos iniciais de variáveis aleatórias estatisticamente independentes do
TCL modificada através da introdução de variáveis localmente correlacionadas, temos como
consequência, levando em consideração tal desvio do TCL, a PDF de intensidades neste modelo
RPS modificado, que assume a forma de uma distribuição 𝐾,

𝑃𝐾(𝐼) = 2𝑀
⟨𝐼⟩Γ(𝑀)

(︃
𝑀𝐼

⟨𝐼⟩

)︃𝑀−1
2

𝐾𝑀−1

(︂
2
√︁
𝑀𝐼/⟨𝐼⟩

)︂
, (2.33)

onde 𝑀 é um parâmetro livre e 𝐾𝜐(𝑥) denota a função de Bessel modificada de segundo
tipo. Percebe-se que a Equação (2.33) também se aproxima da distribuição exponencial (a
Eq.2.31), no limite 𝑀 → ∞.

Analisando os espectros de emissão dos RLs percebemos que é o resultado de um processo
de transporte óptico no qual as ondas eletromagnéticas são espalhadas e amplificadas de
forma desordenada. Levando em conta o que foi discutido na Seção.(1.2 e 1.3) do Cap.1,
e no início dessa seção, temos uma ligação entre os espectros da luz emitida dos RLs e os
modelos baseados em RPS de dispersão de ondas eletromagnéticas. Considerando de forma
adequada a desordem e as propriedades não lineares do sistema RL, que são incorporadas na
dinâmica estocástica dos modos de laser interativos, ao invés de apenas assumindo variáveis
aleatórias independentes ou localmente correlacionadas identicamente distribuídas, como nos
modelos RPS discutido mais acima. Assim, diferentemente dos modelos baseados em RPS, na
abordagem apresentada a seguir, a dinâmica dos modos de laser interativos é formulada em
termos de equações diferenciais estocásticas que governam as amplitudes dos modos.

Para dar continuidade com o assunto, precisamos adentrar na formulação do campo ele-
tromagnético em um meio não linear desordenado com índice de refração 𝑛(r) que exibe perfil
espacial aleatório, como em um sistema RL que pode ser descrito pelas equações não linea-
res de Maxwell. E aqui nos referirmos a polarização no material não linear que surge como
resultado da interação com a radiação eletromagnética que é dado por P = P𝐿 + P𝑁𝐿, no
Cap.1, Seção(1.3), com P𝑁𝐿 mostrado na Eq.(1.69) e utilizamos a equação de Langevin aco-
pladas, as Eqs.(1.70) e (1.71), para que possamos utilizar a solução estacionária da equação
de Fokker-Planck da PDF das intensidades emitidas 𝐼, e com isso, fazemos uso diretamente
da expressão que nos informa até um grau geral de não linearidade óptica 𝑓 ≥ 4 como,

𝑃𝑓 (𝐼) = 𝑁𝑓𝐼
𝜉𝑓 −1 exp

⎛⎝−
𝑓/2∑︁
𝜅=2

𝑐𝜅𝐼
(𝜅−1)

⎞⎠ , (2.34)

onde 𝑁𝑓 é a constante de normalização e 𝜉𝑓 e 𝑐𝜅 são parâmetros relacionados à intensidade
do ruído e acoplamentos advindos da ordem 𝑓 na equação de Langevin. A Eq.(2.34) pode ser
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conhecida como distribuição Izrailev, e com 𝑓 = 6 para caracterizar os espectro de autovalores
de sistemas clássicos e quânticos com dinâmica mista, nos quais os comportamentos regulares
e caóticos podem coexistir. A generalização para qualquer grau 𝑓 de não linearidade óptica
através da Eq.(2.34) nos permite considerar a influência de qualquer grau 𝑓 de suscetibilidade
não linear 𝜒(𝑓−1) nas distribuições de intensidade de sistemas RL.

Devemos observar que, como o RL é excitado por potências de bombeamento mais intensas
acima do limiar, efeitos ópticos não lineares de ordens superiores tornam-se cada vez mais
relevantes e mais termos na soma da Eq.(2.34) são bastante necessários para uma descrição
adequada da distribuição de intensidade em RLs, sendo demonstrado na próxima seção, em
que foi feito um histograma com 4 ordens.

Através da Eq.(2.34), vamos determinar algumas distribuições Izrailev, começando na or-
dem 𝑓 = 4, em que temos 2 representações, uma em forma de distribuição gamma, que
é

𝑃𝑓=4(𝐼) = 𝑁4𝐼
𝜉4−1 exp(−𝑐2𝐼), (2.35)

em que 𝜉 > 0, ou uma distribuição de lei de potência de cauda pesada com atenuação
exponencial, e

𝑃𝑓=4(𝐼) = 𝑁4

𝐼𝜇
exp(−𝑐2𝐼), (2.36)

em que 𝜉 < 0, com o expoente da lei de potência 𝜇 = 1 + |𝜉4|. Essas duas PDFs, a Eq.(2.35)
e a Eq.(2.36), podem apresentar propriedades estatísticas notavelmente distintas.
De ordem 𝑓 = 6 assume a forma,

𝑃𝑓=6(𝐼) = 𝑁6𝐼
𝜉6−1 exp(−𝑐3𝐼

2 − 𝑐2𝐼), (2.37)

E ainda temos, para efeito, de ordem 𝑓 = 8 e 𝑓 = 10 dados respectivamente por,

𝑃𝑓=8(𝐼) = 𝑁8𝐼
𝜉8−1 exp(−𝑐4𝐼

3 − 𝑐3𝐼
2 − 𝑐2𝐼), (2.38)

𝑃𝑓=10(𝐼) = 𝑁10𝐼
𝜉10−1 exp(−𝑐5𝐼

4 − 𝑐4𝐼
3 − 𝑐3𝐼

2 − 𝑐2𝐼). (2.39)

Se na Eq.(2.35) fizermos 𝜉4 = 1, obtemos exatamente a Eq.(2.31). O que diferencia imen-
samente a distribuição gamma dado pela Eq.(2.35) da lei de potência, dado pela Eq.(2.36),
é que a distribuição gamma exibe um segundo momento finito pertence à classe de PDFs
cujas estatísticas são conduzidas pelo TCL (2.1.1), com distribuição da soma de variáveis in-
dependentes e identicamente distribuídas convergindo assintoticamente para uma Gaussiana,
enquanto a PDF de lei de potência sem a o fator exponencial apresenta um segundo momento
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infinito se 1 < 𝜇 < 3, sendo assim regido pela TCL generalizada (2.1.2) com soma de variáveis
descrita pela distribuição de Lévy 𝛼-estável do índice de estabilidade 𝛼 = 𝜇− 1. Iremos, mais
a frente, fazer uso também da Eq.(2.28), que como foi estudado, é a PDF da distribuição de
Lévy 𝛼-estável.

Figura 10 – PDFs de intensidades normalizadas 𝐼/⟨𝐼⟩ (em escala log-log) dos modelos diferenciais estocásticos
e modelos RPS, exponencial e 𝐾.

Fonte: O autor (2022).

A Fig.(10) nos apresenta, para uma maneira geral, as distribuições Izrailev de ordem 𝑓 =

4, de linha em cor roxa, e de ordem 𝑓 = 6, de linha em cor azul, Eqs.(2.35) e (2.37),
respectivamente. Aonde os valores dos parâmetros para 𝑓 = 4 são: 𝜉4 = 12.5 e 𝑐2 = 8.6, e para
𝑓 = 6 temos: 𝜉6 = 1.5, 𝑐2 = −19.5 e 𝑐3 = 7.6. Além das PDFs dos modelos baseados RPS, a
exponencial, que foi dado pela Eq.(2.31), de linha em cor verde, para ⟨𝐼⟩ = 1 e a distribuição
𝐾, dado pela Eq.(2.33), de linha em cor preta, para 𝑀 = 5 e ⟨𝐼⟩ = 1. Considerando que
a escala no gráfico é log-log. Uma análise detalhada nos informa que a faixa de intensidades
𝐼/⟨𝐼⟩ normalizadas nas quais as PDFs Izrailev exibem probabilidades relevantes é mais estreita
tanto nos regimes baixo, quanto no regime alto, de 𝐼/⟨𝐼⟩.

2.3.2 Comparando as previsões dos modelos com dados experimentais

Com toda teoria das previsões dos modelos diferenciais em RPS e estocásticos discutidos
na seção anterior, fazemos no momento presente, uma abordagem para comparar com os
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dados experimentais. Esses dados que foram analisados estatisticamente e obtidos por uso de
dois RLs bastante diferentes e de suma importância, para um grande número de espectros,
aproximadamente ∼ 105. Contudo, para esta seção, utilizamos os dados de um RL para
comparar os dados experimentais, o outro pode ser lido no artigo (GONZáLEZ et al., 2021),
como comentado anteriormente.

O caso tratado como estudo é do RL baseado em um nanopó cristalino 𝑌 𝐴𝐵 dopado com
íons 𝑁𝑑3+ (CARREñO et al., 2016). Para excitar, foi utilizado um oscilador ótico paramétrico
(OPO) operando no comprimento de onda de 808 𝑛𝑚, em que a taxa de repetição foi de
10 𝐻𝑧 e largura de pulso de 5 𝑛𝑠. De acordo com os níveis de energia 𝑁𝑑3+ em 𝑌 𝐴𝐵, que
ao excitar a transição 𝐹 4

9/2 → 𝐹 4
5/2 em 808 𝑛𝑚, obtemos uma emissão RL em 1064 𝑛𝑚, que

corresponde a transição do 𝑁𝑑3+ de 𝐹 4
3/2 → 𝐹 4

11/2. Foi coletado um grande conjunto de 105

espectros de emissão no regime RL para cada potência de excitação P acima do limiar, no
qual em 𝑃/𝑃𝑡ℎ = 1.03 e 𝑃/𝑃𝑡ℎ = 3.9, onde o limite de energia RL é 0.32 𝑚𝐽 , corresponde
ao limiar de potência 𝑃𝑡ℎ = 64 𝑘𝑊 (MOURA et al., 2020). E com essas informações e dados
coletados em mãos, obtivermos as figuras a seguir, no qual, cada uma foi obtida com o uso
da linguagem de programação Python.

A Fig.(11) nos mostra uma excitação bem acima do limiar 𝑃/𝑃𝑡ℎ = 3.9, foram analisados
2000 dos 105 espectros dos dados e a faixa escolhida foi a que continha o maior valor da
intensidade, e podemos perceber que a intensidade máxima é próximo do valor 𝜆 = 1064 𝑛𝑚.

A Fig.(12) apresenta as séries de intensidades máximas 𝐼, normalizado pela sua média ⟨𝐼⟩,
e o gráfico é em relação aos espectros, no qual representamos como 𝑡 = 1, 2, ..., 105. E desse
resultado, ainda construímos o histograma de 𝑃 (𝐼/⟨𝐼⟩), que fizermos uso na Fig.(13).

A figura que nos apresenta cada um dos tipos de modelos estudado na sessão anterior, é a
Fig.(13), além de que, utilizamos o histograma produzido através dos dados da Fig.(12), que
está representado na figura por círculos de cor verde, e podemos perceber que a distribuição
Izrailev de ordem 𝑓 = 6, dado pela Eq.(2.37), é a que mais se aproximou dos dados experimen-
tais, nos regimes de baixa, média e alta intensidades, e com os parâmetros dados por 𝜉6 = 2.6,
𝑐2 = 0.60 e 𝑐3 = 0.77, sendo a linha de cor azul. Agora comentamos dos resultados que não
coincidiram com os dados experimentais, o da linha de cor roxa é a distribuição de Izrailev
de ordem 𝑓 = 4, dado pela Eq.(2.35), e com os parâmetros que são 𝜉4 = 3.9 e 𝑐2 = 3.8. E
também faz parte os modelos RPS, a distribuição exponencial que é dada pela Eq.(2.31), a
linha de cor vermelha, e a distribuição 𝐾, com ⟨𝐼⟩ = 1 e dada pela Eq.(2.33), com a linha de
cor preta. Sendo a escala do gráfico o log-log. Mesmo a PDF de Izrailev de ordem 𝑓 = 4 não
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Figura 11 – Potência de excitação relativa de 𝑃/𝑃𝑡ℎ = 3.9 para 2000 dos 105 espectros emitidos pelo RL do
nanopó cristalino dopado com 𝑁𝑑3+.

Fonte: O autor (2022).

Figura 12 – Intensidades máximas 𝐼 (normalizadas por sua média ⟨𝐼⟩) em função do rótulo do espectro
𝑡 = 1, 2, ..., 105.

Fonte: O autor (2022).

ter correspondido perfeitamente o histograma dos dados experimentais, podemos considerar
que ele funciona razoavelmente bem só que para valores de intensidade intermediária (vejamos
o valor em torno do máximo no gráfico e podemos perceber), ou seja, nos regimes de baixa
e alta intensidade não obtemos resultados estatísticos para descrevê-lo. Em contrapartida, as
distribuições exponencial e 𝐾 falham desmedidamente em ajustar os dados em toda a faixa
de intensidade. De fato, neste regime de alta excitação, com a potência de entrada 𝑃 quase
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Figura 13 – Histograma (círculos) de intensidades dos dados experimentais, com a distribuição Izrailev de
ordem 𝑓 = 4 e ordem 𝑓 = 6, e os modelos RPS exponencial e 𝐾.

Fonte: O autor (2022).

4 vezes maior que 𝑃𝑡ℎ, contribuições não lineares de ordem superior parecem ser necessárias
para fornecer uma descrição estatística satisfatória em toda a faixa de intensidades. Podemos
entender melhor com a Fig.(14), aonde exibimos mais duas ordem da distribuição Izrailev, de
ordem 𝑓 = 8 e 𝑓 = 10.

Na Fig.(14) apresentamos 4 ordens, na qual fizermos uso das Eqs.(2.35), (2.37), (2.38)
e (2.39), correspondendo respectivamente a 𝑓 = 4, 𝑓 = 6, 𝑓 = 8 e 𝑓 = 10. Para 𝑓 = 4

temos os parâmetros 𝜉4 = 3.68 e 𝑐2 = 3.42. De ordem 𝑓 = 6 temos 𝜉6 = 2.15, 𝑐2 = −0.50 e
𝑐3 = 1.08. De ordem 𝑓 = 8 os parâmetros são 𝜉8 = 2.43, 𝑐2 = 0.84, 𝑐3 = 0.19 e 𝑐4 = 0.22. E
para o de ordem 𝑓 = 10 temos 𝜉10 = 2.74, 𝑐2 = 3.03, 𝑐3 = −2.12, 𝑐4 = 1.47 e 𝑐5 = −0.05.
Notamos que a distribuição Izrailev de cada uma das imagens é de linha em cor vermelha. E
pela figura percebemos que quanto maior for a ordem de Izrailev, mais se ajusta ao histograma
dos dados experimentais. E a Fig.(14) tem sua aparência gaussiana, o que é comentado sobre
isso no Apêndice(C).

A Fig.(15) demonstra-se ser mais complexa pois emerge ligeiramente acima do limiar, e
que os histogramas (círculos de cor cinza) são as intensidades máximas 𝐼 de 105 espectros
emitidos pelo RL baseado em um nanopó cristalino dopado 𝑁𝑑3+ para, neste caso, 𝑃/𝑃𝑡ℎ =

1.03. Podemos perceber na figura que temos dois máximos, e estão relacionados a eventos
de emissão espontâneo baixo 𝐼 e estimulado intermediário-alto 𝐼. Foi usado uma mistura
estatística para ajustar os dados, que é dado por 𝑃 (𝐼/⟨𝐼⟩) = 𝑝𝑃1(𝐼/⟨𝐼⟩) + (1 − 𝑝)𝑃2(𝐼/⟨𝐼⟩),
e que a representação 𝑝 e (1 − 𝑝) aparece muito na física estatística, sendo no nosso caso as
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Figura 14 – Histograma dos dados experimentais com as distribuição de Izrailev de ordem 𝑓 = 4, 𝑓 = 6,
𝑓 = 8 e 𝑓 = 10.

Fonte: O autor (2022).

Figura 15 – Histograma (círculos) de intensidades máximas I de 105 espectros emitidos pelo RL de nanopó
cristalino dopado com 𝑁𝑑3+ para 𝑃/𝑃𝑡ℎ = 1, 03 muito próximo do limiar.

Fonte: O autor (2022).
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intensidades emitidas no regime escolhido.
A linha de cor amarela representa duas exponenciais, com ⟨𝐼⟩ = 0.15 e ⟨𝐼⟩ = 7.0 e a linha

de cor azul representa as duas distribuições 𝐾, com 𝑀 = 5.0, ⟨𝐼⟩ = 0.15 e ⟨𝐼⟩ = 7.0, em
ambos os casos, a primeira PDF tem peso 𝑝 = 0.9, ou mais ainda, os modelos baseados em RPS
não fornecem bons resultados para essa ocasião. Contudo, o modelo diferencial estocástico
mais uma vez sai na frente dessa corrida. Em que, temos a distribuição gamma (a Eq.2.35)
representada por roxo tracejado, com os parâmetros 𝜉 = 22.0, 𝑐2 = 57.9 e 𝑝 = 0.9, e a
PDF de Lévy, a Eq.2.28, com os parâmetros 𝛼 = 1.8, 𝛽 = 1.0, 𝜎 = 3.4 e 𝜇 = 4.2, e de
cor verde tracejado. A linha em cor vermelha é justamente a mistura da distribuição gamma
com o distribuição de Lévy. Estando consistentemente associadas com 𝐼 baixo no regime fraco
de flutuações de intensidade do tipo Gaussiano e os regimes intermediário-alto de flutuações
fortes do tipo Lévy.

No regime de emissão do RL bem acima do limiar, a contribuição mais significativa para
a intensidade emitida vem da emissão estimulada, o que explica a presença de apenas um
único máximo no histograma da Fig.(13). No próximo capítulo, iremos tratar do parâmetro de
sobreposição de Parisi, que é usado para quantificar a quebra de simetria além de descrever a
estrutura de algumas configurações de baixa energia para um sistema desordenado.
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3 FASE VIDRO DE SPINS FOTÔNICAS: TEORIA E DADOS EXPERIMENTAIS

PARA A FUNÇÃO DE PARISI

3.1 INTRODUÇÃO

Neste capítulo, descreveremos a fase vidro de spins fotônica e o fenômeno da quebra de
simetria de réplicas, ou, em inglês, replica symmetry breaking (RSB). Contudo, para tanto
será necessário, inicialmente, comentar sobre a fase magnética de vidro de spins, da qual a
teoria em sistemas fotônicos se originou (ANTENUCCI et al., 2016). Porém, o que vem a ser
um vidro de spins? A expressão vidro de spins, ou em inglês spins glass, diz respeito a um
ordenamento magnético em que os spins apontam em direções aleatórias que praticamente
não mudam com o tempo, e por isso o termo "vidro". Utilizando uma descrição mais técnica,
a fase vidro de spins corresponde a a configurações desordenadas de spins em temperaturas
abaixo de certa temperatura crítica de "congelamento" (ou "freezing") (LIMA, 2006). Para o
estado vidro de spins são essenciais dois ingredientes:

i) É necessário existir competições entre as interações de spins diferentes, no sentiddo de não
existir configuração de spins favorável para todas as interações (o que dá origem ao que
comumente se chama de "frustração");

ii) Algum tipo de aleatoriedade ou desordem deve estar presente no sistema, seja, por exemplo,
nas próprias interações entre os spins ou ainda na ocupação aleatória de sítios da rede
por spins ou por partículas não magnéticas.

Na fase de vidro de spins, os spins apresentam correlações no tempo bastante forte, além
de pequenas flutuações, quando comparadas com a fase paramagnética não correlacionada em
altas temperaturas.

O surgimento do conceito de RSB foi apresentado inicialmente por Parisi (PARISI, 1979;
PARISI, 1980; MéZARD; PARISI; VIRASORO, 1986), sendo utilizado para justificar que os sistemas
de vidro de spin orientado de forma idêntica com a mesma distribuição de interações spin-
spin de longo alcance aleatoriamente desordenadas sob condições idênticas (ou seja, cópias
ou réplicas do sistema de spin) pode atingir diferentes estados e levar a medidas distintas
de observáveis. O fenômeno RSB surge quando a energia livre do sistema se divide em um
grande número de mínimos locais no espaço de configuração, que são separados por barreiras
de energia relevantes. Como o sistema pode eventualmente ficar preso em um desses mínimos
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locais por um tempo consideravelmente longo, dificultando assim seu comportamento ergódico,
surgem propriedades dependentes do histórico da medição, como efeitos de irreversibilidade e
histerese magnética.

A caracterização do fenômeno RSB em sistemas de spin magnético pode ser realizada
através da análise da distribuição de valores de uma função de correlação spin-spin para um
grande número de réplicas do sistema. Esta quantidade mede a sobreposição entre cada duas
réplicas do sistema, sendo assim denominada parâmetro de sobreposição de réplicas. Se as
réplicas são consideradas simétricas (independentes, não correlacionadas), então a distribuição
dos valores desta réplica sobre o parâmetro é centrada em torno de zero, cenário observado na
fase paramagnética em altas temperaturas. A simetria da réplica também pode ser identificada
no estado ferromagnético sem desordem abaixo da temperatura crítica. Por outro lado, se
a distribuição dos valores de sobreposição da réplica exibir um máximo (ou máximos) em
valores diferentes de zero da réplica parâmetro de sobreposição, então a simetria das réplicas
é quebrada e uma fase de vidro de spin com RSB e correlações não triviais entre as réplicas do
sistema emerge nesses sistemas magnéticos fortemente desordenados em temperaturas abaixo
de alguma temperatura crítica de congelamento (MéZARD; PARISI; VIRASORO, 1986).

Dado essas informações iniciais, inclusive os itens (i) e (ii) acima, podemos dizer que a
desordem e frustração são considerados ingredientes essenciais para uma fase de vidro de spin.
E não só isso, devido a orientação aleatória dos spins, a magnetização do sistema tem resultado
nulo quando consideramos a fase de vidro de spin em baixa temperatura, assim como no estado
paramagnético de alta temperatura. Portanto, a magnetização não pode ser considerada como
o parâmetro de ordem da fase do vidro de spin. E o que pode ser feito para considerarmos
como parâmetro de ordem da fase do vidro de spin se a magnetização não pode ser? O que
é aceito está associado diretamente às distribuição de valores do parâmetro de sobreposição
da réplica, pois a temperatura crítica de congelamento marca a fronteira entre as fases com
comportamentos bastante distintos da quantidade em questão (MéZARD; PARISI; VIRASORO,
1986; PARISI, 1979; PARISI, 1980).

3.1.1 Formulação hamiltoniana de sistemas RL

Após uma breve discussão sobre o vidro de spin de sistemas fotônicos, vamos recorrer a
base teórica, na qual trataremos a formulação hamiltoniana dos sistemas fotônicos multimodo
abertos e fechados com desordem ou não.
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A formulação apresentada a seguir é de acordo com os textos (HACKENBROICH; VIVIESCAS;

HAAKE, 2002; VIVIESCAS; HACKENBROICH, 2003; HACKENBROICH, 2005), além de fazer uso
para RLs e lasers de fibra aleatórias, Temos o hamiltoniano de sistemas quânticos do ambiente
(que iremos nos referir outrora como banho) e que é descrito como

𝐻 = 𝐻𝐵 +𝐻𝑆 +𝐻𝑆𝐵, (3.1)

onde os primeiros dois termos descreve, respectivamente, o campo eletromagnetico quantizado
fora e dentro do ambiente do sistema, enquanto 𝐻𝑆𝐵 considera a interação sistema-banho.

Para separar as contribuições do campo eletromagnético nas regiões fora e dentro do
sistema é necessário partir da energia eletromagnética clássica, e não só isso, é considerado a
quantização adequada dos campos, permitindo identificar

𝐻𝑆 =
∑︁

𝑢

𝜔𝑢𝛼
†
𝑢(𝑡)𝛼𝑢(𝑡),

𝐻𝐵 =
∫︁
𝑑𝜔

∑︁
𝑣

𝜔𝛽†
𝑣(𝜔, 𝑡)𝛽𝑣(𝜔, 𝑡), (3.2)

𝐻𝑆𝐵 =
∫︁
𝑑𝜔

∑︁
𝑢,𝑣

𝑊𝑢𝑣(𝜔)𝛼†
𝑢(𝑡)𝛽𝑣(𝜔, 𝑡) + ℎ.𝑐.,

onde 𝛼𝑢(𝑡) e 𝛼†
𝑢(𝑡) são os operadores de aniquilação e criação, conceitos estes que advém

das relações de comutação canônica da representação de Heisenberg, que são atribuídos aos
automodos de campo do sistema com autofrequências discretas 𝜔𝑢 e 𝑢 são índices inteiros.
De modo análogo, 𝛽†

𝑣(𝜔, 𝑡) e 𝛽𝑣(𝜔, 𝑡) forma um conjunto contínuo de operadores pelos modos
fora do sistema com frequência contínua 𝜔 com seu índice discreto de canal relacionado 𝑣.
Faltando descrever o 𝐻𝐵 que é um grande reservatório de osciladores quânticos interagindo
em ambos os lados com os operadores 𝛼𝑢(𝑡) e 𝛼†

𝑢(𝑡), como indicado em 𝐻𝑆𝐵 pelas amplitudes
juntas𝑊𝑢(𝜔) em uma aproximação. Logo, a descrição de sistemas fechados, sem vazamento de
energia para a região externa e sem interação, envolve apenas 𝐻𝑆 (HACKENBROICH; VIVIESCAS;

HAAKE, 2002; VIVIESCAS; HACKENBROICH, 2003; HACKENBROICH, 2005).
As equações de Heisenberg do movimento que obtemos das Eqs.(3.1) e (3.2) nos dá

𝑑𝛼𝑢

𝑑𝑡
= −𝑖𝜔𝑢𝛼𝑢 − 𝑖

∫︁
𝑑𝜔

∑︁
𝑣

𝑊𝑢𝑣𝛽𝑣, (3.3)

e
𝑑𝛽𝑣

𝑑𝑡
= −𝑖𝜔𝛽𝑣 − 𝑖

∫︁
𝑑𝜔

∑︁
𝑢

ℎ̄𝑊 *
𝑢𝑣𝛼𝑢. (3.4)

Observamos que a equação da dinâmica para os campos 𝛽𝑣(𝜔, 𝑡) pode ser resolvida for-
malmente, com o resultado substituído na Eq.(3.3) no tratamento que se segue.
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Porém só isso não é o suficiente, ainda temos que considerar a interação átomo-campo
de Jaynes-Cummings, que surge por conta dos efeitos não lineares decorrentes do ganho no
sistema e com isso acrescentamos a 𝐻𝑆 na Eq.(3.2) (JAYNES; CUMMINGS, 1963). O que surge
de novo é a introdução do termo ∫︀

𝑑r𝑔*
𝑢(r)𝜎−(r, 𝑡) do lado direito de 𝑑𝛼𝑢/𝑑𝑡 em Eq.(3.3),

e a integral cobre toda a região interna e 𝜎− se refere ao operador redutor de densidade
atômica dos átomos (ou íons) responsáveis pelas emissões estimuladas de fótons. Restando
agora o acoplamento átomo-campo 𝑔𝑢(r) sendo proporcional a p · E𝑢(r), onde p representa
os elementos da matriz dipolo atômica e E𝑢(r) é a amplitude do campo elétrico dentro do
sistema. E para completar, se estamos tratando de um caso em que o meio não linear de
um sistema apresenta alguma desordem estrutural, o seu índice de refração 𝑛(r) é um perfil
espacial aleatório que influência de modo único o campo eletromagnético.

O que se ganha também na interação átomo-campo é a evolução temporal dos operadores
𝛼𝑢 e 𝛽𝑣 considerando em conjunto com as equações dinâmicas para 𝜎− e o operador de
inversão de densidade 𝜎𝑧(r, 𝑡), ou seja,

𝑑𝜎−

𝑑𝑡
= −𝜎−(𝛾⊥ + 𝑖𝜔𝑎) + 2

∑︁
𝑢

𝑔𝑟𝜎𝑧𝛼𝑢 + 𝐿− , (3.5)

e
𝑑𝜎𝑧

𝑑𝑡
= 𝛾‖(𝐵𝜌− 𝜎𝑧) −

∑︁
𝑢

(𝑔*
𝑢𝜎−𝛼

†
𝑢 + ℎ.𝑐.) + 𝐿𝑧 , (3.6)

onde 𝛾⊥ e 𝛾‖ são as taxas de decaimento, 𝜔𝑎 é a frequência da transição atômica ativa, 𝜌(r) é
a densidade atômica, 𝐿−(r, 𝑡) e 𝐿𝑧(r, 𝑡) surgem do acoplamento dos átomos do sistema com
o banho externo, e 𝐵 é a intensidade da bomba.

A evolução da dinâmica de 𝜎− e 𝜎𝑧 é mais rápida do que 𝛼𝑢 e 𝛼𝑣, então as Eqs.(3.5)
e (3.6) podem ser resolvidos recursivamente no regime estacionário e, além disso, a solução
para 𝜎− até terceira ordem nos campos 𝛼𝑢, tem os termos de ruído ignorados nas Eqs.(3.5)
e (3.6), e com essas informações podemos colocar de volta na equação de movimento para
𝑑𝛼𝑢/𝑑𝑡. Além do mais, considerando amplitudes de acoplamento 𝑊𝑢𝑣 independente de 𝜔 para
uma banda suficientemente larga em torno de 𝜔𝑎, que é a aproximação de Markov, e a forma
final de 𝑑𝛼𝑢/𝑑𝑡 é comparando com a equação de movimento de Heisenberg para 𝛼𝑢(𝑡), o
que permite escrever uma expressão quântica não-hermitiana efetiva (devido à abertura do
sistema) para a expressão hamiltoniana do sistema fotônico multimodo até quarta ordem nos
operadores 𝛼𝑢 e 𝛼†

𝑢 como,

𝐻𝑆 = −1
2
∑︁
𝑢1𝑢2

𝑔(2)
𝑢1𝑢2𝛼

†
𝑢1𝛼𝑢2 − 1

4!
∑︁

𝑢1𝑢2𝑢3𝑢4

𝑔(4)
𝑢1𝑢2𝑢3𝑢4𝛼

†
𝑢1𝛼𝑢2𝛼

†
𝑢3𝛼𝑢4 , (3.7)
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com

𝑔(2)
𝑢1𝑢2 = −2𝜔𝑢1𝛿𝑢1𝑢2 + 2𝜋(𝑊𝑊 †)𝑢1𝑢2 +𝐺(2)

𝑢1𝑢2 ,

𝐺(2)
𝑢1𝑢2 ∝ 𝑆

∫︁
𝑑r𝜌(r)𝑔*

𝑢1(r)𝑔𝑢2(r), (3.8)

𝑔(4)
𝑢1𝑢2𝑢3𝑢4 ∝ 𝑆

∫︁
𝑑r𝜌(r)𝑔*

𝑢1(r)𝑔𝑢2(r)𝑔*
𝑢3(r)𝑔𝑢4(r).

E o hamiltoniano da interação do sistema-banho na Eq.(3.2) pode ser escrito na forma

𝐻𝑆𝐵 =
∑︁

𝑢

𝑖𝐿𝑢𝛼
†
𝑢 + ℎ.𝑐., (3.9)

com
𝐿𝑢(𝑡) ≡ −𝑖

∫︁
𝑑𝜔

∑︁
𝑣

exp−𝑖𝜔(𝑡−𝑡0) 𝑤𝑢𝑣𝛽𝑣(𝜔, 𝑡0) (3.10)

aonde passa a ser entendido como um operador de ruído quântico (GARDINER; ZOLLER, 2004)
que depende dos operadores de banho apenas no tempo dado 𝑡 = 𝑡0. Da Eq.(3.10) nós obser-
vamos que a correlação de ruído ⟨𝐿*

𝑢(𝑡)𝐿*
𝑢′ (𝑡)⟩ normalmente não é proporcional a 𝛿𝑢,𝑢′𝛿(𝑡−𝑡′),

que implica em um ruído não multiplicativo. Contudo, o ruído pode ser multiplicativo e não
correlacionado em uma base adequada de modos de amplitude lenta quando é tratado no
contexto semiclássico, conforme discutido a seguir.

No contexto em questão, o acoplamento quártico 𝑔(4) no Hamiltoniano efetivo, a Eq.(3.7),
é justamente a principal fonte de não linearidade, pois se relaciona com a susceptibilidade não
linear 𝜒(3). Ainda damos destaque no caráter desordenado dos acoplamentos 𝑔(𝑝) em 𝐻𝑆, tanto
o quadrático (ordem 𝑝 = 2) quanto o quártico (𝑝 = 4), que deve-se em parte às posições
aleatórias dos átomos ou íons estimulados e ao perfil espacial aleatório do índice de refração.

No Hamiltoniano sistema-banho quântico similar de spins interativos, também expressamos
os termos de operadores de criação e aniquilação, no qual o ambiente externo de osciladores
quânticos se acopla também em uma forma bilinear com os operadores de spin do sistema.
Nesse caso, o hamiltoniano quântico efetivo geral exibe spins interagindo até a ordem 𝑝-ésima.
Além disso, uma restrição esférica na soma de operadores de spin quadrado é introduzido, o que
acaba definindo um modelo esférico 𝑝-spin quântico (no contexto fotônico, a restrição análoga
corresponde à fixação da potência óptica total (ANTENUCCI et al., 2015; ANTENUCCI; CRISANTI;

LEUZZI, 2015a; ANTENUCCI et al., 2016)). Quando os acoplamentos aleatórios de ordem 𝑝 com
distribuições Gaussianas são considerados no caso 𝑝 > 2, uma fase de vidro de spin emerge sob
o formalismo RSB de Parisi(MéZARD; PARISI; VIRASORO, 1986). Que discutiremos na próxima
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subseção que tais características encontrarão as suas contrapartes fotônicas na análise física
estatística de sistema RL governados por um hamiltoniano efetivo análogo à Eq.(3.7).

3.1.2 Sistemas RL com vidro de spin no tratamento estatístico

Retornando ao contexto semiclássico, a formulação hamiltoniana que é semelhante a
Eq.(3.7) mas com os operadores quânticos 𝛼†

𝑢 e 𝛼𝑢 substituídos por seus valores comple-
xos esperados 𝛼*

𝑢 e 𝛼𝑢, respectivamente, também produz uma fase fotônica de vidro de spin
RSB em sistemas RL multimodo em cavidades fechadas ou abertas para desordem suficiente-
mente forte em 𝑝 = 2 e 𝑝 = 4 acoplados aleatóriamente (ANTENUCCI et al., 2015; ANTENUCCI;

CRISANTI; LEUZZI, 2015a; ANTENUCCI et al., 2016).
É observado ainda que, além de considerar os valores esperados dos operadores de campo

na versão semiclássica da Eq.(3.7), também é conveniente trabalhar com base nos modos de
amplitude lenta 𝑎̄𝑢(𝑡), definidos como

𝛼𝜆(𝑡) =
∑︁

𝑢

𝐴𝜆𝑢𝑎̄𝑢(𝑡), (3.11)

com
𝑎̄𝑢(𝑡) = 𝑎𝑢(𝑡) exp(−𝑖𝜔𝑢), (3.12)

onde as dinâmicas dos modos de amplitude 𝑎𝑢(𝑡) evolui mais lentamente que do que as escalas
de tempo típicas 𝜔−1

𝑢 . Neste ponto notamos que, como a escolha da base em Eq.(3.11) não é
única, pode ser escolhida uma base de modos de lenta amplitude no ruído 𝐿𝜆, na Eq.(3.10), que
deve-se justamente ao acoplamento do ambiente externo sendo branco e não correlacionado.

Da Eq.(3.7) e negligenciando a forma semiclássica da Eq.(3.9) para o termo de ruído
relacionado à interação do sistema-banho, o hamiltoniano efetivo semiclássico do sistema
laser multimodo é dado por

𝐻 = −1
2

∑︁
𝑢1𝑢2|𝐹 𝑀𝐶

𝑔(2)
𝑢1𝑢2𝑎

*
𝑢1𝑎𝑢2 − 1

4!
∑︁

𝑢1𝑢2𝑢3𝑢4|𝐹 𝑀𝐶

𝑔(4)
𝑢1𝑢2𝑢3𝑢4𝑎

*
𝑢1𝑎𝑢2𝑎

*
𝑢3𝑎𝑢4 , (3.13)

em que as barras sobre os acoplamentos quadrático e quártico denota que os elementos da
matriz 𝐴𝜆𝑢 foram incorporados com a mudança de base na Eq.(3.11), e 𝐹𝑀𝐶 nas somas
está indicando as condições de união, na qual as frequências se aplicam, ou mais ainda,
| 𝜔𝑢1 − 𝜔𝑢2 | < 𝛾 na primeira soma e | 𝜔𝑢1 − 𝜔𝑢2 + 𝜔𝑢3 − 𝜔𝑢4 | < 𝛾 na segunda, com
𝛾 representando a largura de linha do modo típico. As restrições em questão surgem da
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transformada de Fourier dos modos de amplitude lenta, na forma 𝑎̄𝑢(𝜔) ≈ 𝛿(𝜔 − 𝜔𝑢). O
hamiltoniano na Eq.(3.13) representa o quadro semiclássico na aproximação de modos de
amplitude lenta para a descrição das propriedades fotônicas de sistemas fechados ou abertos
com meios não lineares desordenados. Em particular, recordamos que os RLs são geralmente
sistemas abertos com meios aleeatórios não lineares, como discutido no Cap.(1).

Conforme o que foi discutido, os acoplamentos quadráticos e quárticos na Eq.(3.13) carre-
gam a assinatura da desordem estrutural no caso de sistemas RL. Porém o seu cálculo explícito
a partir dos primeiros princípios é inviável e, para fins práticos, uma possibilidade é supor que
os seus valores sejam obtidos de alguma função de densidade de probabilidade (PDF).

Trataremos a abordagem de campo médio dos acoplamentos e que os modos entre eles são
estatisticamente independentes, fazendo com que o primeiro e o segundo momentos de suas
distribuições se tornem os únicos essenciais, além de considerar que todos os acoplamentos em
uma dada ordem (quadrática ou quártica) sejam obtidas da mesma PDF, juntamente com o
relacamento das restrições 𝐹𝑀𝐶, de modo que qualquer combinação de modos seja permitida
em cada soma, fazendo com que a Eq.(3.13) seja reformulada na forma hamiltoniana para,

𝐻 = −1
2
∑︁
𝑠𝑢

𝐽𝑠𝑢𝑎
*
𝑠𝑎𝑢 − 1

4!
∑︁
𝑠𝑢𝑣𝑦

𝐽𝑠𝑢𝑣𝑦𝑎
*
𝑠𝑎𝑢𝑎

*
𝑣𝑎𝑦, (3.14)

sendo o valor real dos acoplamentos de segunda e quarta ordem são, respectivamente, deno-
tados por 𝐽𝑠𝑢 (𝑝 = 2) e 𝐽𝑠𝑢𝑣𝑦 (𝑝 = 4), dados na abordagem de campo médio por distribuições
Gaussianas geralmente escritas como

𝑃 (𝐽𝑖1...𝑖𝑝) = 1√︁
2𝜋𝜎2

𝑝

exp
⎡⎣−

(𝐽𝑖1...𝑖𝑝 − 𝐽
(𝑝)
0 )2

2𝜎2
𝑝

⎤⎦ . (3.15)

Notamos da Eq.(3.15) que as PDFs Gaussiana 𝑝 = 2 e 𝑝 = 4 do primeiro e segundo
momentos tem sido convenientemente rescalado pelo número 𝑁 de modos do sistema,

𝜎2
𝑝 =

𝑝!𝐽2
𝑝

2𝑁𝑝−1

𝑒 𝐽
(𝑝)
0 = 𝐽

(𝑝)
0

𝑁𝑝−1 , (3.16)

onde 𝐽 (𝑝)
0 e 𝐽𝑝 são escalas de energia associadas respectivamente com as propriedades desor-

denadas (variância) e ordenadas (média) do sistema. Em (ANTENUCCI et al., 2015; ANTENUCCI;

CRISANTI; LEUZZI, 2015a; ANTENUCCI et al., 2016) os autores introduzem a seguinte parame-
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trização,

𝐽
(4)
0 = 𝛼0𝐽0, 𝛼0 =

⎛⎝𝐽 (2)
0

𝐽
(4)
0

+ 1
⎞⎠−1

, 𝐽0 = 𝐽
(2)
0 + 𝐽

(4)
0 ,

𝐽4 = 𝐽, 𝛼 =
(︂
𝐽2

𝐽4
+ 1

)︂−1
, 𝐽 = 𝐽2 + 𝐽4, (3.17)

onde os parâmetros 𝛼0 e 𝛼 controla o grau de não linearidade e tem os seus valores mais alto
no intervalo [0, 1], significando caráter não linear mais forte. Além disso, para um sistema em
equilíbrio com a fonte de bombeamento externa, a intensidade óptica total é constante, tendo
agora um novo parâmetro 𝜖 dado como,

𝜀 = 𝜖𝑁 =
∑︁

𝑢

|𝑎𝑢|2, (3.18)

que representa necessariamente a intensidade média por modo. Como dito acima, a restrição
é análoga àquela dos modelos de spin esférico (CRISANTI; SOMMERS, 1992; CUGLIANDOLO et

al., 2002), e com isso a Eq.(3.14) passa a ser analisada como um hamiltoniano semiclássico
esférico complexo (justamente devido à natureza complexa das variáveis tratadas 𝑎𝑢) que é
(𝑝 = 2) + (𝑝 = 4) para sistemas de laser multimodo geralmente abertos e desordenados. Tal
similitude também abre a possibilidade de uma fase de vidro de spin fotônico com propriedades
RSB em sistemas RL, sendo também detalhado abaixo, em analogia ao caso encontrado de
spin esférico (𝑝 = 2) + (𝑝 = 4) nos modelos desordenado.

A força de desordem e a taxa de bombeamento pode ser expressa por, respectivamente,
como

𝑅𝐽 = 𝐽

𝐽0

𝑒 𝑃 = 𝜖
√︁
𝛽𝐽0, (3.19)

sendo 𝛽 = (𝑘𝐵𝑇 )−1, onde 𝑘𝐵 denota a constante de Boltzmann, e 𝑇 representa a tempera-
tura do banho de calor (sendo proporcional à autocorrelação do ruído branco). Um detalhe
importante é perceber que da Eq.(3.19), a temperatura fotônica desemprenha essencialmente
o papel da potência de excitação de entrada inversa. Ou mais ainda, é possível antecipar
que as fases de baixa temperatura na descrição análoga de sistemas magnéticos desordenados
(como já mencionamos no vidro de spin com RSB) acabarão encontrando suas contrapar-
tes nos regimes fotônicos de alta potência de excitação acima do laser. Na parametrização
acima, o diagrama de fases do sistema decorrente da análise física estatística do hamiltoniano
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Eq.(3.14) será plotado a seguir em função dos parâmetros relevantes que determinam seu
comportamento fotônico, a saber, 𝛼 = 𝛼0, 𝑅𝐽 e 𝑃 .

Podemos separar a parte real e imaginária das variáveis de amplitude dos modos complexos
𝑎𝑢 na forma reescalonada,

𝑎𝑢 =
√
𝜖(𝜎𝑢 + 𝑖𝜏𝑢), (3.20)

de uma forma que a constante esférica na intensidade óptica total, na Eq.(3.18), se torne,
∑︁

𝑢

(𝜎2
𝑢 + 𝜏 2

𝑢) = 𝑁. (3.21)

Substituindo a Eq.(3.20) na Eq.(3.14), o hamiltoniano 𝐻 pode ser convenientemente re-
formulado em termos do novo conjunto de variáveis reais 𝜎𝑢 e 𝜏𝑢.

A física estatística para abordar a Eq.(3.14) começa escrevendo a função de partição do
sistema fotônico para uma dada realização 𝐽 dos acoplamentos gaussianos de segunda e quarta
ordem entre os modos, como

𝑍𝑁(𝐽) =
∫︁
𝐷𝑎 exp(−𝛽𝐻[𝑎, 𝐽 ]), (3.22)

com
𝐷𝑎 ≡

𝑁∏︁
𝑢=1

𝑑𝑎𝑢𝑑𝑎
*
𝑢. (3.23)

A energia livre por número 𝑁 de modos no limite termodinâmico é expressa pelo seu peso
adequado de cada realização 𝐽 na forma

𝑓 = − lim
𝑁→∞

1
𝛽𝑁

∫︁
𝐷𝐽𝑃 [𝐽 ] ln𝑍𝑁 [𝐽 ] ≡ − lim

𝑁→∞

1
𝛽𝑁

ln𝑍𝑁 [𝐽 ]. (3.24)

Neste ponto é importante frisar que o cálculo da densidade de energia livre 𝑓 pode ser
realizado com a ajuda do chamado truque de réplica (MéZARD; PARISI; VIRASORO, 1986),
que tira proveito de uma forma de limite bem conhecida para a função 𝑙𝑛 na Eq.(3.24).
Nesta abordagem, 𝑛 cópias (inteiras) do sistema são consideradas com a mesma realização e
distribuições de acoplamentos, e 𝑛 ser real no limite 𝑛 → 0 é tido como

𝑓 = − lim
𝑁→∞

lim
𝑛→0

1
𝛽𝑁

[︃
(𝑍𝑁 [𝐽 ])𝑛 − 1

𝑛

]︃
, (3.25)

onde

(𝑍𝑁 [𝐽 ])𝑛 =
∫︁
𝐷𝐽𝑃 [𝐽 ]

∫︁
𝐷𝑎1...𝐷𝑎𝑛 exp[−𝛽(𝐻[𝑎1, 𝐽 ] + ...+𝐻[𝑎𝑛, 𝐽 ])]. (3.26)

Uma observação importante a se fazer é perceber que a exponencial na Eq(3.26) apresenta
uma soma de hamiltonianos, cada um deles com a mesma realização 𝐽 de acoplamentos de
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segunda e quarta ordem entre os modos, mas com conjuntos distintos de variáveis de amplitude
dos modos, 𝑎𝑎 ≡ {𝑎𝑎

𝑢}, e índices dado por 𝑢 = 1, 2, ..., 𝑁 , atribuindo a diferentes réplicas do
sistema 𝑎 = 1, 2, ..., 𝑛, e não confunda o índice da réplica 𝑎 com as variáveis dos modos de
amplitudes {𝑎𝑎

𝑢}, uma vez que os índices da réplica são apresentados aqui pelas letras 𝑎 e 𝑏.
E é aconselhável definir as seguintes matrizes e variáveis,

𝑄𝑎𝑏 = 1
𝑁

∑︁
𝑢

(𝜎𝑎
𝑢𝜎

𝑏
𝑢 + 𝜏𝑎

𝑢𝜏
𝑏
𝑢) = 1

𝜖

∑︁
𝑢

𝑅𝑒[𝑎𝑎
𝑢(𝑎𝑏

𝑢)*], (3.27)

𝑅𝑎𝑏 = 1
𝑁

∑︁
𝑢

(𝜎𝑎
𝑢𝜎

𝑏
𝑢 − 𝜏𝑎

𝑢𝜏
𝑏
𝑢) = 1

𝜖

∑︁
𝑢

𝑅𝑒[𝑎𝑎
𝑢𝑎

𝑏
𝑢], , (3.28)

e
𝑚𝜎 =

√
2
𝑁

∑︁
𝑢

𝜎𝑎
𝑢, 𝑚𝜏 =

√
2
𝑁

∑︁
𝑢

𝜏𝑎
𝑢 , (3.29)

então
𝑚𝜎 + 𝑖𝑚𝜏 =

√
2
𝜖

∑︁
𝑢

𝑎𝑎
𝑢. (3.30)

Das equações acima, fica mais claro que 𝑄𝑎𝑏 e 𝑅𝑎𝑏 levam em conta a sobreposição entre
as réplicas 𝑎 e 𝑏, que retratando ao seu análogo complexo, é definido como o parâmetro de
sobreposição da réplica real na abordagem RSB de Parisi para a teoria do vidro de spin de
sistemas magnéticos desordenados (MéZARD; PARISI; VIRASORO, 1986). Da mesma forma, as
variáveis 𝑚𝜎 e 𝑚𝜏 são os análogos da magnetização. Além de observarmos que o índice de
réplica 𝑎 não aparece em 𝑚𝜎 e 𝑚𝜏 , que justificaremos logo em seguida. As quantidades 𝑄𝑎𝑏,
𝑅𝑎𝑏, 𝑚𝜎 e 𝑚𝜏 na verdade constituem os parâmetros de ordem que irão caracterizar as diversas
fases fotônicas do sistema laser multimodo (ANTENUCCI et al., 2015; ANTENUCCI; CRISANTI;

LEUZZI, 2015a; ANTENUCCI et al., 2016).
Em termos das quantidades definidas nas Eqs.(3.27)-(3.29), a 𝑛-ésima ordem média da

função de partição na Eq.(3.26) é expressa como

𝑍𝑛
𝑁 =

∫︁
𝐷𝑄𝐷𝑅𝐷𝑚𝜏𝐷𝑚𝜎 exp(−𝑁𝐺[𝑄,𝑅,𝑚𝜏 ,𝑚𝜎]), (3.31)

em que o funcional 𝐺 é tido como

𝐺[𝑄,𝑅,𝑚𝜎,𝑚𝜏 ] = −1
2
∑︁
𝑎𝑏

𝑔(𝑄𝑎𝑏, 𝑅𝑎𝑏) − 𝑛𝑘(𝑚𝜎,𝑚𝜏 )

−1
2 ln 𝑑𝑒𝑡(𝑄+𝑅) + 𝑚2

𝜎

2
∑︁
𝑎𝑏

(𝑄+𝑅)−1
𝑎𝑏 (3.32)

−1
2 ln 𝑑𝑒𝑡(𝑄−𝑅) + 𝑚2

𝜏

2
∑︁
𝑎𝑏

(𝑄−𝑅)−1
𝑎𝑏 ,
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e fazendo uso da definição de funções auxiliares, que são

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝜁2(𝑥2 + 𝑦2) + 𝜁4

2 (𝑥4 + 𝑦4 + 4𝑥2𝑦2),

ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑏2(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑏4(𝑥2 + 𝑦2)4. (3.33)

Os parâmetros acima 𝑏2, 𝑏4, 𝜁2 e 𝜁4 podem ser expressos em termos das variáveis relevantes
do sistema 𝛼0, 𝛼, 𝑅𝐽 e 𝑃 (referente as Eqs.(3.17) e (3.19), ou seja,

𝑏2 = (1 − 𝛼0)
4 𝑃

√︁
𝛽𝐽0, 𝑏4 = 𝛼0

96𝑃
2,

𝜁2 = (1 − 𝛼)2

4 𝛽𝐽0𝑃
2𝑅2

𝐽 , 𝜁4 = 𝛼2

6 𝑃
4𝑅2

𝐽 . (3.34)

Para lidarmos com a integral na Eq.(3.31) no espaço de réplica, o método de extremização
do ponto de sela pode ser aplicado no limite termodinâmico, de modo que,

𝑓 = 𝑓0 + lim
𝑛→0

𝐸𝑥𝑡𝑟
1
𝛽𝑛

𝐺[𝑄,𝑅,𝑚𝜎,𝑚𝜏 ], (3.35)

sendo a constante 𝑓0 termodinamicamente irrelevante e 𝐺 é avaliado em seu ponto estacionário
no limite 𝑛 → 0, ou seja, um ponto de máximo (ou mínimo) com relação às variações em 𝑄

e 𝑅 (ou 𝑚𝜎 e 𝑚𝜏 ).
Ainda falta fazer o cálculo do funcional 𝐺[𝑄,𝑅,𝑚𝜎,𝑚𝜏 ] na Eq.(3.32) no ponto estacioná-

rio. contudo, seguindo o que está descrito em (ANTENUCCI et al., 2015; ANTENUCCI; CRISANTI;

LEUZZI, 2015a; ANTENUCCI et al., 2016), com base na abordagem RSB de Parisi para siste-
mas de vidro de spin, chegamos a uma conclusão de que logo após o que foi estabelecido, a
equação é resolvida de modo mais simples na simetria de réplicas, de modo que 𝑄𝑎𝑏 = 𝑄 e
𝑅𝑎𝑏 = 𝑅 para qualquer par de réplicas distintas 𝑎 e 𝑏, não é termodinamicamente estável e
nem mais relevante quando se trata do espaço dos parâmetros, notadamente na região com
altos poderes de excitação (análogo a baixas temperaturass). Sem considerar as variáveis 𝑚𝜎

e 𝑚𝜏 na Eq.(3.29) são réplicas simétricas (ou seja, independentes da réplica particular 𝑎), uma
vez que são grandezas de réplica única.

Uma dificuldade semelhante com a réplica simétrica foi enfrentada por Parisi na abordagem
estatística para sistemas de vidro de spin no final dos anos de 1970. Com o intuito de contornar
o problema, Parisi introduziu nos seus conteúdos de RSB que, dependendo da região do
espaço de parâmetros, duas réplicas do sistema 𝑎 e 𝑏 podem, em princípio, não ser totalmente
equivalentes ou simétricos (MéZARD; PARISI; VIRASORO, 1986; PARISI, 1979; PARISI, 1980). O
que acaba implicando nos valores de 𝑄𝑎𝑏 diferindo para 𝑎 ̸= 𝑏 (o mesmo se aplica para 𝑅𝑎𝑏).
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Usando este contexto, a distribuição de probabilidade dos valores dessas grandezas tornam-se
um parâmetro de ordem separando as fases com e sem RSB. Para mais, no caso em que a
simetria da réplica é quebrada, acaba sendo possível que sistemas identicamente preparados
evoluam sob condições termodinâmicas equivalentes (ou mais ainda, cópias do sistema) que
atingem diferentes configurações de equilíbrio, dando assim origem a propriedades que são
geralmente dependentes sobre a história da medição, conforme discutido na Seção(3.1).

Considerando um ponto de vista mais prático, Parisi projetou um esquema de cálculo para
abordagem RSB consistindo no caso de um sistema com 𝑛 réplicas, uma matriz 𝑀 de 𝑛𝑥𝑛
pode ser construida no estado RSB de passos 𝑅 descrito pelos parâmetros (𝑀𝑅+1,𝑀𝑅, ...,𝑀0).
A matriz é dividida em blocos de matrizes diagonais de tamanho linear decrescente 𝑝𝑟, com
1 = 𝑝𝑅+1 < 𝑝𝑅 < ... < 𝑝 = 𝑛. E atribuimos 𝑀𝑎𝑏 = 𝑀𝑟 se as réplicas 𝑎 e 𝑏 pertencem ao
mesmo bloco (indicamos ver (ANTENUCCI et al., 2015; ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, 2015a;
ANTENUCCI et al., 2016; MéZARD; PARISI; VIRASORO, 1986; PARISI, 1979; PARISI, 1980), para
mais detalhes do esquema do cálculo RSB de Parisi).

E antes de continuarmos é importante perceber que na Eq.(3.28) e Eq.(3.28) que ambas
as matrizes 𝑄𝑎𝑏 e 𝑅𝑎𝑏 compreendem misturas de produtos 𝜎𝑎

𝑢𝜎
𝑏
𝑢 e 𝜏𝑎

𝑢𝜏
𝑏
𝑢 das partes real e

imaginário das variáveis de amplitude dos modos 𝑎𝑎
𝑢 e 𝑎𝑏

𝑢, como vemos na Eq.(3.20). E para
resolver isso, podemos definir as seguintes matrizes a serem incorporadas nos cálculos que se
seguem, que são

𝐴𝑎𝑏 = 𝑄𝑎𝑏 +𝑅𝑎𝑏 = 2
𝑁

∑︁
𝑢

𝜎𝑎
𝑢𝜎

𝑏
𝑢,

𝐵𝑎𝑏 = 𝑄𝑎𝑏 −𝑅𝑎𝑏 = 2
𝑁

∑︁
𝑢

𝜏𝑎
𝑢𝜏

𝑏
𝑢. (3.36)

A análise estacionária do funcional [𝑄,𝑅,𝑚𝜏 ,𝑚𝜎] dada pela Eq.(3.32) com respeito a
variações em 𝑄, 𝑅, 𝑚𝜏 , 𝑚𝜎 é realmente bastante interessante. Ao expressarmos os resultados
obtidos em termos das matrizes definidas na Eq.(3.36), é obtido as seguintes equações de
ponto de sela no limite do truque de réplica 𝑝0 = 𝑛 → 0,

ϒ(𝑄0, 𝑅0) − (𝐴0 −𝑚2
𝜎)

(𝐴2̂︀1) − (𝐵0 −𝑚2
𝜏 )

(𝐵2̂︀1) = 0,

ϒ(𝑄𝑟, 𝑅𝑟) − ϒ(𝑄𝑟−1, 𝑅𝑟−1) − (𝐴𝑟 − 𝐴𝑟−1)
(𝐴̂︀𝑟𝐴̂︂𝑟+1)

− (𝐵𝑟 −𝐵𝑟−1)
(𝐵̂︀𝑟𝐵̂︂𝑟+1)

= 0, (3.37)
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em relação a 𝑄𝑎𝑏, com 𝑟 = 1, ..., 𝑅 e definindo ϒ(𝑥, 𝑡) = 𝜕𝑔(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥. E para 𝑅𝑎𝑏 temos,

ϒ(𝑅0, 𝑄0) − (𝐴0 −𝑚2
𝜎)

(𝐴2̂︀1) + (𝐵0 −𝑚2
𝜏 )

(𝐵2̂︀1) = 0,

ϒ(𝑅𝑟, 𝑄𝑟) − ϒ(𝑅𝑟−1, 𝑄𝑟−1) − (𝐴𝑟 − 𝐴𝑟−1)
(𝐴̂︀𝑟𝐴̂︂𝑟+1)

+ (𝐵𝑟 −𝐵𝑟−1)
(𝐵̂︀𝑟𝐵̂︂𝑟+1)

= 0, (3.38)

com 𝑟 = 1, ..., 𝑅 + 1 e os valores de contorno 𝑄𝑅+1 = 1 e 𝑅𝑅+1 = 𝑅̄, e por fim,

𝑚𝜎 = 𝑏𝐴̂︀1, (3.39)

para variações em 𝑚𝜎 ou 𝑚𝜏 , com 𝑏 = (2𝑏2 + 4𝑏4𝑚
2
𝜎)𝑚𝜎 e considerando o caso 𝑚𝜏 = 0 (e a

partir daqui, 𝑚𝜏 = 0 será considerando sem perda de generalidade (ANTENUCCI et al., 2015;
ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, 2015a; ANTENUCCI et al., 2016). Acima, a notação com chapéu
representa a réplica da transformada de Fourier de uma matriz 𝑀𝑟 do 𝑅-RSB, dado por

𝑀̂︀𝑢 =
𝑅+1∑︁
𝑟=𝑢

𝑝𝑟(𝑀𝑟 −𝑀𝑟−1),

𝑀𝑟 =
𝑟∑︁

𝑢=0

1
𝑝𝑢

(𝑀̂︀𝑢 −𝑀̂︂𝑢+1), (3.40)

com valores nulos para essas quantidades quando os índices estão fora dos respectivos intervalos
de definição. Com isso, a solução do ponto de sela para 𝐺 na abordagem 𝑅-RSB é lida como

𝐺 = −1
2

𝑅+1∑︁
𝑟=0

(𝑝+ 𝑟 − 𝑝𝑟+1)𝑔(𝑄𝑟, 𝑅𝑟) − 𝑘(𝑚𝜎,𝑚𝜏 ) + 𝑚2
𝜎

2𝐴̂︀0 + 𝑚2
𝜏

2𝐵̂︀0
−1

2 ln(𝐴𝑅+1 − 𝐴𝑅) − 1
2

𝑅+1∑︁
𝑟=1

1
𝑝𝑟

ln
(︃
𝐴̂︀𝑟
𝐴̂︂𝑟+1

)︃
+ 𝐴0

𝐴̂︀1 (3.41)

−1
2 ln(𝐵𝑅+1 −𝐵𝑅) − 1

2

𝑅+1∑︁
𝑟=1

1
𝑝𝑟

ln
(︃
𝐵̂︀𝑟
𝐵̂︂𝑟+1

)︃
+ 𝐵0

𝐵̂︀1 .
As equações estacionárias, que são as Eqs.(3.37)-(3.39), apresentam soluções com 𝑚𝜏 = 0

na forma geral 𝐵𝑟 = 0 e 𝑄𝑟 = 𝑅𝑟 para 𝑟 = 0, ..., 𝑅. Os autores empregaram o esquema de
cálculo acima no caso específico para 𝑅 = 1, de modo que 𝑟 = 0, 1, ..., na chamada abordagem
RSB de uma etapa (1RSB) para o funcional 𝐺[𝑄,𝑅,𝑚𝜎,𝑚𝜏 ] na Eq.(3.32). Além de que, todo
o cálculo apresentado até aqui também tem forte impaccto nas análises do diagrama de fases
de sistemas de laser multimodo, no qual, quatro fases foram identificadas, são elas: onda
incoerente ou também denominada onda contínua (em inglês, incoherent wave ou continuous
wave), laser de travamento de modo (em inglês, mode locking laser), o laser aleatório como
já comentado, e a onda de bloqueio de fase (ou em inglês, phase locking wave), para mais
informações, veja em (ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, 2015a) e (ANTENUCCI et al., 2016).
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3.2 PARÂMETRO DE SOBREPOSIÇÃO DE PARISI

A função de Parisi é um conceito teórico importante na física estatística, e tem sido
aplicada em diferentes áreas da física, incluindo lasers aleatórios. A função de Parisi descreve
as flutuações da energia livre em sistemas desordenados, que apresentam múltiplos mínimos
locais em sua superfície de energia livre. Essa função foi proposta por Giorgio Parisi por volta
da década de 1980 (PARISI, 1979), para descrever o comportamento dos vidros de spin, que
são sistemas magnéticos desordenados com múltiplos estados de equilíbrio, como discutido na
seção anterior.

Sendo uma importante ferramenta para entender a natureza complexa e desordenada dos
lasers aleatórios. Em particular, ela é usada para descrever a distribuição estatística das in-
tensidades de luz em diferentes pontos do sistema, e para prever a correlação entre essas
intensidades. Quando mencionamos sobre os sistemas desordenados, é entendido como uma
abordagem mais geral, que busca compreender a natureza estatística de sistemas desordenados
em termos de suas flutuações e correlações.

Como é tratado neste trabalho a física de lasers aleatórios, essa função de Parisi descreve a
distribuição de intensidades de luz em diferentes pontos do sistema, e para prever a correlação
entre essas intensidades (MéZARD; PARISI; VIRASORO, 1986). Ela é especialmente útil para
entender a natureza complexa e aleatória da emissão de luz em lasers aleatórios baseados em
materiais desordenados, como vidros dopados com íons de terras raras (como grande parte do
nosso estudo neste trabalho com o 𝑁𝑑3+).

Temos também o parâmetro de sobreposição de Parisi (ou em inglês, Parisi overlap para-
meter), que é uma medida usada para descrever o grau de sobreposição de configurações em
um sistema com muitos graus de liberdade. Ele é frequentemente usado em modelos de vidros
de spin, como o modelo de spin de Edwards-Anderson (BERG; BILLOIRE; JANKE, 2002), para
descrever a estrutura das configurações de baixa energia.

A transição da fase fotônica paramagnética para a fase vítrea com RSB é um exemplo
de fenômeno que pode ser descrito usando o parâmetro de sobreposição de Parisi. Esse tipo
de transição ocorre em sistemas desordenados, onde assumimos que, ao iniciar a medição
do espectro, o sistema possui as mesmas condições físicas, por isso podemos usar o truque
de réplica para fazer nossa análise estatística. Ao aplicar esta abordagem a sistemas de RL,
percebemos ausência de correlações em baixas potências de bombeamento. Logo para altas
potências de bombeamento, acima do limiar de emissão do laser, uma transição de fase é
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caracterizada pela presença de espectros fortemente correlacionados, ou seja, neste regime
existem correlações entre réplicas próximas e distantes. Nesta fase, a correlação entre réplicas
oscila entre correlações positivas e anti correlações, exibindo um comportamento semelhante
ao fenômeno de frustração em cadeias de spin. Uma característica conhecida como quebra de
simetria da réplica. E como foi abordado sobre o RSB, que resumidamente, descreve como uma
propriedade de um sistema com muitos graus de liberdade pode ser diverso em diferentes cópias
do sistema. O parâmetro de sobreposição de Parisi é usado para quantificar essa quebra de
simetria e descrever a estrutura das configurações de baixa energia em um sistema desordenado.

Durante o conteúdo do Cap.(1), na Seção(1.3), foi mostrado a solução estacionária da
Eq.(1.60) com as Eqs.(1.62) e (1.63), que é dado pela Eq.(1.64), (SCHENZLE; BRAND, 1979;
RAPOSO; GOMES, 2015), no qual, reescrevendo aqui e considerando termos quadráticos e
quárticos (dos tensores), podemos resumir em,

𝑃 (𝐼𝑛) = 𝐴𝑛𝐼
(−𝜇𝑛)
𝑛 exp(−𝑏𝑛𝐼𝑛/2𝑄), (3.42)

com 𝐼𝑛 > 0, 𝐴𝑛 dado pela Eq.(1.65) e 𝜇𝑛 dado pela Eq.(1.66), apenas fazendo suas modifi-
cações considerando os valores dos termos já mencionados (GOMES et al., 2016).

A estatística da soma de 𝑁 variáveis aleatórias independentes 𝑥 com distribuição de lei de
potência 𝑃 (𝑥) = 𝐴𝑥−𝜇, no qual 1 < 𝜇 < 3, é descrita pela distribuição de Lévy 𝛼-estável com
𝛼 = 𝜇 − 1, para uma dada intensidade de desordem, temos também uma variação na taxa
de bombeamento crescente (ou energia de pulso de excitação), não só isso, essas estatísticas
de intensidades de emissão acabam mudando progressivamente, de um regime tipo Gaussiano
(quando é 𝜇𝑛 ≤ 1, 𝛼 = 2), para um tipo Lévy (quando é 1 < 𝜇𝑛 < 3, 𝛼 = 𝜇𝑛 − 1) e
posteriormente para um regime Gaussiano (quando é 𝜇𝑛 ≥ 3, 𝛼 = 2). Ou mais ainda, também
foi comentado no Cap.(2), Seção (2.2) os regimes aqui discutidos, caso seja de interesse se
aprofundar, aconselho consultar o artigo (RAPOSO; GOMES, 2015) para mais esclarecimentos.

Pode ser feita uma correlação com RSB vítrea que tem como princípio as propostas (LEPRI

et al., 2007; IGNESTI et al., 2013; UPPU; MUJUMDAR, 2014) que são atribuídas ao índice de Lévy
que se identifica como um limite de RL, passando a ser determinado pelo parâmetro 𝑞𝑚𝑎𝑥. O
que pode ser entendido é que os resultados mais recentes em sistemas RL evidenciam (GOMES

et al., 2016):

i) no regime Gaussiano de flutuação fraca prelasing1 em baixas energias de bombeamento,
o que corresponde a fase paramagnética fotônica (ou mesmo a onda de bloqueio de

1 Prelasing é uma fase em que o sistema ainda não está emitindo luz laser.
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fase) com 𝑞𝑚𝑎𝑥 = 0 (ANGELANI et al., 2006b; ANGELANI et al., 2006a; LEUZZI et al., 2009;
CONTI; LEUZZI, 2011), seguido por;

ii) a mudança súbita em 𝛼 no limiar do RL para o regime do tipo Lévy fortemente flutuante
em energias de bombeamento intermediárias, o que também sinaliza da transição RSB
para o regime vítreo com 𝑞𝑚𝑎𝑥 ̸= 0 (GHOFRANIHA et al., 2015; ANTENUCCI et al., 2015;
ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, 2015a; ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, 2015b), e por fim;

iii) um cruzamento consecutivo em altas energias de bombeamento para o chamado regime
de auto-média RL, com 𝑞𝑚𝑎𝑥 ̸= 0 e estatísticas gaussianas das intensidades emitidas
(IGNESTI et al., 2013; UPPU; MUJUMDAR, 2014; UPPU; MUJUMDAR, 2011; UPPU; TIWARI;

MUJUMDAR, 2012; UPPU; MUJUMDAR, 2013; UPPU; MUJUMDAR, 2015).

Na próxima seção será abordado os dados experimentais, pois analisaremos alguns gráficos
com este novo conceito sendo abordado aqui. No momento, é adequado dizer que as medições
em sistemas RL reais do parâmetro 𝑞𝑚𝑎𝑥 discutidas acima foi possível, cujo comportamento
identifica o limite entre as fases paramagnética prelasing e RL vítro, além do índice de Lévy
𝛼 definir as estatísticas das flutuações de intensidade como, ou sendo Gaussianas ou do tipo
Lévy. Ambos os fenômenos decorrem do mesmo referencial teórico, o que facilida a empregar
no mesmo conjunto de medidas, ou mais ainda, nas flutuações de intensidade espectral, que
serve para obter ambas as grandezas por meio de uma análise adequada.

Podemos caracterizar na transição fotônica RSB vítrea uma nova abordagem para um
parâmetro de sobreposição 𝑞𝛾𝛽 que é análogo ao parâmetro de sobreposição de Parisi na teoria
de vidro de spin (MéZARD; PARISI; VIRASORO, 1986). Sendo possível calcular as correlações
de dois pontos, sendo esses dois pontos entre amplitudes de modo 𝑎𝑛 (ANTENUCCI et al.,
2015; ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, 2015a), de fases (ANGELANI et al., 2006b; ANGELANI et

al., 2006a; LEUZZI et al., 2009; CONTI; LEUZZI, 2011) ou até mesmo de intensidades 𝐼𝑛 ∝ |𝑎𝑛|2

(GHOFRANIHA et al., 2015; ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, 2015b), entretando, os últimos sejam
os únicos acessíveis experimentalmente. Em particular, medindo as flutuações na intensidade
espectral média sobre 𝑁 disparos (ou réplicas do sistema), o parâmetro de sobreposição tem
a forma,

𝑞𝛾𝛽 =
∑︀

𝑘 Δ𝛾(𝑘)Δ𝛽(𝑘)√︁∑︀
𝑘 Δ2

𝛾(𝑘)
√︁∑︀

𝑘 Δ2
𝛽(𝑘)

, (3.43)

onde 𝛾, 𝛽 = 1, 2, 3, ..., 𝑁𝑠 denota os rótulos de réplica, 𝑘 é 𝐼(𝑘) = ∑︀𝑁𝑠
𝛾=1 𝐼𝛾(𝑘)/𝑁𝑠 represen-

tando a intensidade média no comprimento de onda, e Δ𝛾(𝑘) = 𝐼𝛾(𝑘) − 𝐼(𝑘) é a flutuação da
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intensidade (MéZARD et al., 1984; GOMES et al., 2016). A PDF 𝑃 (𝑞) é justamente o parâmetro
de sobreposição de Parisi na teoria da RSB de vidros de spins, e retrata a distribuição de
sobreposições de réplica 𝑞 = 𝑞𝛾𝛽, ie indica se é uma fase paramagnética não correlacionada
fotônica ou uma fase de vidro de spin se atingir o pico exclusivamente em 𝑞 = 0 (sem RSB)
ou também em valores |𝑞| ≠ 0, respectivamente. No capítulo seguinte, iremos ver a diferença
entre a representação do parâmetro de sobreposição de Parisi e o coeficiente de Pearson. O
valor |𝑞| = 𝑞𝑚𝑎𝑥 no qual a distribuição 𝑃 (𝑞) assume seu máximo está relacionado ao parâme-
tro de ordem de Edward-Anderson (BERG; BILLOIRE; JANKE, 2002) na teoria de vidro de spin.
Para concluir essa seção, podemos resumir a equação de sobreposição de Parisi na seguinte
fórmula,

𝑃𝑀=𝜆,𝑁=𝛽 = 𝑞𝛾𝛽 =
∑︀

𝑖 Δ𝛾𝑖Δ𝛽𝑖√︁
[∑︀𝑖(Δ𝛾𝑖)2][∑︀𝑖(Δ𝛽𝑖)2]

, (3.44)

no qual foi atribuído os valores de 𝑀 = 𝜆 e 𝑁 = 𝛽, além do índice de comprimento de onda
ser 𝐾 = 𝑖 (CORONEL et al., 2021). No próximo capítulo (Cap.(4)) apresentamos uma fórmula
mais geral, que inclui também a correlação de Pearson.

3.3 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Apresentaremos a seguir a análise estatística de resultados experimentais através de códigos
que construímos utilizando a linguagem de programação Python, em conexão com o uso de
bibliotecas normalmente conhecidas, como pandas, matplotlib, seaborn, numpy e scikit-learn.
Para mais detalhes, veja o Apêndice.(B).

Trataremos um novo conjunto de dados obtidos a partir de um RL à base de 𝑁𝑑 composto
por íons 𝑁𝑑3+ em nanocristal em pó (Nd:YAG) para energias de pulso de excitação (CORONEL

et al., 2022). O conjunto de dados consiste em seis tipos de pulsos de energia, sendo os valores:
0.52 mJ, 1.6 mJ, 2.6 mJ, 3.6 mJ, 4.7 mJ, 5.8 mJ e 6.8 mJ. Com isso, o interesse foi poder
determinar em qual região estaria a intensidade máxima desses pulsos e logo após, construírmos
um gráfico da distribuição 𝑃 (𝑞) através da Eq.(3.44) para cada um desses pulsos.

A Fig.(16) nos apresenta um histograma de 𝑃 (𝑞) para cada conjunto de dados, sendo
representados por cada um deles de uma cor específica, como: azul - 0.52 mJ, verde - 1.6 mJ,
amarelo - 2.6 mJ , vermelho - 3.6 mJ, roxo - 4.7 mJ, laranja - 5.8 mJ e preto - 6.8 mJ. Os três
primeiros valores (0.52 mJ, 1.6 mJ, 2.6 mJ) nos indicam que esses valores estão abaixo do
limiar. O valor 3.6 mJ se encontra em torno do limiar. Enquanto os últimos três valores (4.7
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Figura 16 – A distribuição 𝑃 (𝑞) dos valores dos parâmetros de sobreposição de Parisi.

Fonte: O autor (2022).

mJ, 5.8 mJ, 6.8 mJ) indicam que está acima do limiar. Esses resultados ficarão mais claros
quando criarmos os mapas de calor, no próximo capítulo, na Seção 4.2, deste mesmo conjunto
de dados.

Figura 17 – A distribuição 𝑃 (𝑞) para energia de pulso de excitação de valor 1.6 mJ.

Fonte: O autor (2022).

Analisando as Figs.(17) e (18), a primeira mencionada aqui podemos perceber que quando
está abaixo do limiar, o seu comportamento tem a "aparência"de uma Gaussiana. Enquanto
para a segunda distribuição apresentada, está acima do limiar, e sua aparência vai ficando
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Figura 18 – A distribuição 𝑃 (𝑞) para energia de pulso de excitação de valor 4.7 mJ.

Fonte: O autor (2022).

mais "achatada"no centro. Esses fatos decorrem justamente quando a fase fotônica replica-
simétrica paramagnética ou uma RSB da fase vítrea, respectivamente, se apresentar um único
perfil máximo com valores 𝑞 distribuídos em torno de 𝑞 = 0 (sem RSB) ou se um pico
duplo 𝑃 (𝑞) emerge (RSB), com a saturação ocorrendo quando os máximos 𝑃 (𝑞) ocorrem
nos valores extremos 𝑞 = ±1. Um fato curioso é que ao analisar suas faixas de valores de
intensidade máxima, a primeira tem um comportamento muito "desordenado", enquanto a
segunda, o seu comportamento é o esperado e com isso podemos até a determinar a faixa no
qual estão concentrados as intensidades máximas, como podemos ver nas Figs.(19) e (20),
respectivamente.
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Figura 19 – Intensidade máxima para energia de pulso de excitação de valor 1.6 mJ.

Fonte: O autor (2022).

Figura 20 – Intensidade máxima para energia de pulso de excitação de valor 4.7 mJ.

Fonte: O autor (2022).
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4 COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO DE PEARSON: TEORIA E DADOS EXPE-

RIMENTAIS PARA O MAPA DE CALOR

4.1 COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO DE PEARSON

Em lasers aleatórios, os coeficientes de correlação de Pearson podem ser usados para quan-
tificar a correlação entre as flutuações de intensidades em réplicas distintas (via o parâmetro
de Parisi), ou para medir a correlação entre comprimentos de onda distintos na mesma réplica,
como descrito a seguir.

A distribuição de intensidades ópticas em diferentes modos pode ser retratada por uma
distribuição de probabilidade complexa. A correlação entre as intensidades ópticas pode ser
afetada por vários fatores, como as propriedades ópticas do meio ativo e o espalhamento da
luz pelo meio desordenado. Esses coeficientes podem ser calculados usando as intensidades
ópticas medidas em diferentes modos (MERRILL; HUI; DUFRESNE, 2016).

Descreveremos a seguir a definição de um coeficiente de correlação de Pearson modificado
para englobar ambas as correlação de Parisi entre réplicas e as correlações entre comprimentos
de onda distintos na mesma réplica. Relembrando que desde o capítulo anterior, estamos
denotando 𝐼𝛾𝑖 como sendo a intensidade emitida pelo RL 𝑁𝑑 :YAG de comprimento de onda
𝜆𝑖 no espectro 𝛾. Além de definir 𝐼𝑖 como a intensidade do comprimento de onda 𝛾𝑖 em média
sobre o espectro Δ𝛾𝑖 sendo a diferença relativa (flutuação) com respeito a esta média, ou
sendo, Δ𝛾𝑖 = Δ𝛾𝑖/

√︁∑︀
𝐾(Δ𝛾𝑖)2 (MéZARD et al., 1984), onde Δ𝛾𝑖, da mesma forma que já

foi apresentado. Nossa notação segue a mesma do artigo (CORONEL et al., 2022), com isso,
esclarecendo como essas notações estão representadas, as letras latinas maiúsculas representam
os espectros (por exemplo, 𝐾 = 𝛾) ou comprimentos de onda (como exemplo, 𝐾 = 𝑖). Com
estas definições, podemos agora escrever o coeficiente de Pearson modificado, dado por,

𝑃𝑀𝑁 = Δ𝑀𝐾 Δ𝑁𝐾 , (4.1)

onde, como mais uma vez, usamos a convenção do somatório de Einstein sobre índices repe-
tidos. A normalização de Δ𝛾𝑖 pelo fator

√︁∑︀
𝐾(Δ𝛾𝑖)2 leva 𝑃𝑀𝑁 a ter seu domínio restringido,

por isso 𝑃𝑀𝑁 ∈ [−1, 1].
Este coeficiente de Pearson modificado carrega consigo duas fortes equações, uma delas

já abordada e retornamos a comentar, que são os parâmetros de sobreposição de Parisi 𝑞𝛾𝛽,
dado pela Eq.(3.44), que como comentado, caracteriza as fase vítrea fotônicas com RSB, e a
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outra é a correlação de Pearson 𝐶𝑖𝑗 entre as flutuações de intensidade.
Discutido o essencial sobre os parâmetros de sobreposição de Parisi anteriormente, trata-

remos do outro, e para isso, na Eq.(4.1) indexamos os comprimentos de onda 𝑀 = 𝑖 e 𝑁 = 𝑗

e o índice do espectro é 𝐾 = 𝛾, escrevemos o coeficiente de correlação padrão de Pearson
(MONTINARO et al., 2018; LEONETTI; CONTI; LOPEZ, 2011) entre as flutuações de intensidade
nos comprimentos de onda 𝜆𝑖 e 𝜆𝑗, logo,

𝑃𝑀=𝑖,𝑁=𝑗 = 𝐶𝑖𝑗 =
∑︀

𝛾 Δ𝛾𝑖Δ𝛾𝑗√︁
[∑︀𝛾(Δ𝛾𝑖)2][∑︀𝛾(Δ𝛾𝑗)2]

, (4.2)

Com uma análise minuciosa, o principal ponto de diferença daEq.(4.2) em relação a
Eq.(3.44) é o somatório sobre todos os comprimentos de onda, uma vez que no coeficiente de
Pearson 𝐶𝑖𝑗 as somas são sobre os espectros 𝛾 emitidos em diferentes tempos. O que implica
é que, a Eq.(4.2) está considerando a evolução dinâmica da correlação entre flutuações de
intensidade. Por exemplo, quando dois modos estão presentes no sistema com comprimentos
de onda 𝜆𝑖 e 𝜆𝑗, um valor nulo de 𝐶𝑖𝑗 implica que esses modos estão se comportando estatis-
ticamente de maneira não correlacionada no decorrer do intervalo de tempo da série espectral.
Entretanto, se tivermos um 𝐶𝑖𝑗 seja positivo, ou negativo, isso implica que as flutuações na
intensidade do modo 𝜆𝑖 são positivamente (ou negativamente) correlacionadas com as do
modo 𝜆𝑗, de maneira que os modos acoplados espacialmente sobrepostos compartilham (ou
competem por) ganho ao longo da série de medição de tempo (CORONEL et al., 2022), e por
isso também que leva o nome de coeficiente de correlação.

4.2 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Os gráficos que se seguem ainda são dos conjunto de dados obtidos de RLs baseados em
𝑁𝑑3+ para energias de pulso de excitação, os mesmos apresentados no Cap.(3), Seção (3.3).
Porém, externando novamente, o conjunto de dados consiste em seis tipos de pulsos de energia,
sendo os valores: 0.52 mJ, 1.6 mJ, 2.6 mJ, 3.6 mJ, 4.7 mJ, 5.8 mJ e 6.8 mJ (CORONEL et al.,
2022). E o interesse foi poder determinar os comprimentos de onda, e que, com o auxílio da
Eq.(4.2), criarmos os gráficos fazendo uso do conceito de "mapa de calor"(a partir de agora
iremos retirar as aspas, a ideia de escrever com aspas é para dizer que quando tratamos mapas
de calor, na linguagem Python principalmente, queremos entender quais pontos possuem maior
atividade, enquanto nossa situação é entendida como os comprimentos de onda estão se
relacionando no tempo com uma faixa de valores bem específicas).
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Figura 21 – Mapas de calor dos coeficientes de correlação de Pearson, comprimento de onda (𝑛𝑚) × compri-
mento de onda (𝑛𝑚) .

Fonte: O autor (2022).

A Fig.(21) nos apresenta os mapas de calor para cada conjunto de dados, no qual, lendo da
esquerda para a direita, os três gráficos da primeira coluna se referem aos que estão abaixo do
limiar, que são os valores: 0.52 mJ, 1.6 mJ e 2.6 mJ. O valor 3.6 mJ se encontra em torno do
limiar, que é o primeiro da segunda coluna. Enquanto os últimos três valores: 4.7 mJ, 5.8 mJ,
6.8 mJ, ou seja, os demais mapas indica que está acima do limiar. Um detalhe a se observar é
no mapa de calor de valor 4.7 mJ, que é o primeiro que está acima do limiar e suas flutuações
na intensidade são bastante correlacionadas.

Nas Fig.(22) e (23), representamos os perfis de 1000 espectros registrados, contudo, para a
primeira figura, são os perfis que estão abaixo do limiar (0.52 mJ, 1.6 mJ e 2.6 mJ), enquanto
a segunda figura, temos os demais casos já mencionados (3.6 mJ para o que se encontra em
torno do limiar, e 4.7 mJ, 5.8 mJ, 6.8 mJ acima do limiar). À medida que a potência de
excitação aumenta ainda mais, as flutuações de intensidade diminuem (Fig.23, os gráficos dos
três últimos valores, que são os valores 4.7 mJ, 5.8 mJ, 6.8) no regime RSB acima do limiar
demonstrando um 𝑃 (𝑞) bimodal (Fig.16, cor roxo, laranja e preto), com correlações ainda
mais fortes entre modos (Fig.21, também os gráficos dos três últimos valores, mesmos valores
já mencionados) que compartilham o ganho de forma cada vez mais homogênea. Esta fase
é denominada um regime de ganho auto média, com distribuição gaussiana das intensidades
emitidas. Isso contrasta com as estatísticas de intensidade do tipo Lévy observadas perto
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Figura 22 – 1000 perfis de espectros abaixo do limiar.

Fonte: O autor (2022).

do limiar e o primeiro regime gaussiano prelasing abaixo do limite (UPPU; MUJUMDAR, 2014;
RAPOSO; GOMES, 2015).

E como os modos se sobrepõem espacialmente e estocasticamente competindo por ganho,
notamos na Fig.21 (toda a figura) que essa competição pode favorecer alguns subconjuntos
de modos, exibindo valores de correlação cruzada de Pearson mais fortes, enquanto prejudica
outros com correlação mais baixa (regiões de mapa de calor menos intensas) (CORONEL et al.,
2022). Por fim, concluindo as nossas análises.
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Figura 23 – 1000 perfis de espectros em torno e acima do limiar.

Fonte: O autor (2022).
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, abordamos os sistemas fotônicos de lasers aleatórios (ou random lasers
- RLs) através de técnicas de física estatística, com o objetivo de estudar fenômenos como,
por exemplo, a quebra de simetria de réplicas, a estatística de Lévy de intensidades emiti-
das e as correlações entre modos. No Cap.(1), apresentamos as motivações do problema e
apontamos para o fato de que os RLs têm despertado um interesse crescente na comunidade
científica, uma vez que já podem, inclusive, ser utilizados em uma variedade de aplicações,
desde a comunicação óptica até a detecção remota. Do ponto de vista teórico, as equações
de Langevin e Fokker-Planck são importantes para descrever o comportamento estocástico de
sistemas físicos complexos, incluindo RLs. Essas equações descrevem a evolução temporal das
distribuições de probabilidade dos estados desses sistemas, e são fundamentais para entender
uma variedade de fenômenos físicos, desde a dinâmica molecular até os processos estocásticos
em sistemas complexos como redes neurais.

No Cap.(2) foi realizado um estudo comparativo de duas classes de modelos para as dis-
tribuições de intensidades emitidas em RLs. Comparando as previsões téoricas com resultados
experimentais, observamos que os modelos baseados em RPS não fornecem bons ajustes de
dados. De fato, um bom ajuste foi obtido com o modelo diferencial estocástico para as am-
plitudes dos modos, que pode levar em conta as não linearidades ópticas em graus superiores,
introduzindo, assim, uma nova família de distribuições Izrailev generalizadas. O método uti-
lizado para ajuste dos dados experimentais com os resultados teóricos foi implementado em
um código escrito em linguagem python, disponibilizado no Apêndice (B) dessa dissertação.

No Cap.(3) e (4), analisamos as correlações das flutuações de intensidade, fazendo a intro-
dução de um coeficiente de Pearson modificado que compreende simultaneamente o parâmetro
de sobreposição de Parisi, utilizado para caracterizar as propriedades estatísticas de RLs. Tais
medidas de correlação permitiram inferir a presença de quebra de simetria de réplicas (replica
symmetry breaking - RSB) na fase fotônica vítrea do RL, em conjunto com o aumento na
correlação entre modos na mesma réplica, medido pelo coeficiente de correlação de Pearson.
O código para tais análise também encontra-se no Apêndice (B) mencionado.

Como uma das perspectivas futuras, citamos o estudo da turbulência em RLs e sua re-
lação com a fase vítrea com RSB. Estes problemas estão entre os mais elusivos da física. O
comportamento do tipo turbulência fotônica foi recentemente relatado em um laser de fibra
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aleatória (CORONEL et al., 2022; GONZáLEZ et al., 2017; GONZáLEZ et al., 2018) e no livro (BOHR

et al., 1998). Pretendemos, assim, expandir os nossos códigos para permitir o estudo da fase
turbulenta via a análise das flutuações de intensidade entre réplicas consecutivas do RL.

Concluímos mencionando que todos os gráficos apresentados neste trabalho foram feitos
usando a linguagem Python e o código está disponível no Apêndice (B).
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APÊNDICE A – FUNÇÕES ESPECIAIS

A.1 FUNÇÃO DELTA DE DIRAC

Como na maioria das situações físicas, as funções encontradas são não nulas em pequenos
intervalos de tempo, como por exemplo, nas colisões onde forças muito intensas agem em
pequenos intervalos de tempo, iniciaremos esta parte com o estudo da função generalizada -
delta de Dirac.

Essa função generalizada (BASSALO; CATTANI, 2010) foi apresentada pela primeira vez
na Física por Dirac em seu livro - "The Principles of Quantum Mechanics", publicado pela
Universidade de Oxford, em 1930. O fundamento matemático foi feito por Laurent Schwartz,
o estudo das Distribuições, quer analítico, quer algébrico, é excelentemente feito por Jean-Paul
Marchand.

A "função"delta de Dirac (no estudo de Análise de Sistemas, ela se denomina - Função
Impulso), pode ser definida de várias maneiras. Consideremos a seguinte função,

𝛿𝑎(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
𝑎
, se |𝑡| < 𝑎.

0, se |𝑡| > 𝑎.

(A.1)

Seja ainda a função,
𝛿(𝑡) = lim

𝑎→0
𝛿𝑎(𝑡). (A.2)

Agora tomemos uma função (tensorial ou espinorial) 𝜑(𝑡), chamada função teste, contínua
e identicamente nula, fora de algum intervalo finito. A Função Generalizada (Distribuição -
segundo Schwartz, Função Imprópria - segundo Dirac) - 𝛿(𝑡) é definida pela seguinte relação,

∫︁ ∞

−∞
𝛿(𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜑(0) (A.3)

que não tem significado como uma integral ordinária. A "Função"delta de Dirac nunca será
tomada isolada, apenas envolvendo integrais.

A.1.1 Propriedades da "função" 𝛿(t)

I.
∫︀∞

−∞ 𝛿(𝑎𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡 =
[︁∫︀∞

−∞ 𝛿(𝑡)𝜑(𝑡+ 𝑡0)
]︁

𝑡=0
= 𝜑(𝑡0);

II. 𝛿(𝑎𝑡) = 1
|𝑎|𝛿(𝑡);
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III. 𝛿(−𝑡) = 𝛿(𝑡);

IV. 𝑓(𝑡)𝛿(𝑡) = 𝑓(0)𝛿(𝑡), com 𝑓(𝑡) contínua em 𝑡 = 0;

V. 𝑡𝛿(𝑡) = 0;

VI. 𝛿[𝜒(𝑡)] = ∑︀
𝑖

𝛿𝑡−𝑡𝑖

[Ξ𝑡−𝑡𝑖] ;

VII. Derivada da função: ∫︀∞
−∞ 𝜑(𝑡)𝛿′(𝑡)𝑑𝑡 = −𝜑′(0) (ARFKEN; WEBER, 2005).

A.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

Existe uma técnica operacional que permite representar as funções não periódicas por
meio de séries de Fourier. Essa representação, chamada de representação em frequência da
função dada, é muito útil em situações físicas, principalmente no estudo da Análise Espectral
(BASSALO; CATTANI, 2010).

Seja 𝑓(𝑡) uma função definida no intervalo (−∞,∞) e absolutamente integrável, ou seja,
∫︁ ∞

−∞
𝛿(𝑡)|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 < ∞. (A.4)

A nova função definida por,

ℱ{𝑓(𝑡)} ≡ ℱ(𝜔) =
∫︁ ∞

−∞
𝛿(𝑡)𝑓(𝑡) exp(−𝑖𝜔𝑡)𝑑𝑡, (A.5)

é denominada como a transformada de Fourier da função f(t).
Similarmente, podemos definir a operação inversa chamada antitransformada ou conju-

gada, através da equação,

ℱ−1{ℱ(𝜔)} ≡ 𝑓(𝑡) = 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
ℱ(𝜔) exp(𝑖𝜔𝑡)𝑑𝜔. (A.6)

É necessário compreender que oss autores que tratam do estudo das transformadas de
Fourier não são unânimes em sua definição. Existem várias definições e a passagem de uma
para outra se faz através de uma mudança adequada de variáveis.

A.2.1 Propriedades da transformada de Fourier

Não estamos interessado em provar os teoremas, pois já existe uma vasta coleção de
livros que tratam com mais detalhes as provas dos teoremas abaixo mencionados, podendo
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consultar as provas nos livros (ARFKEN; WEBER, 2005; BASSALO; CATTANI, 2010; NETO, 2011)
e outros de sua preferência. A ideia é tratar como uma consulta rápida para as necessidades
dos capítulos apresentados neste trabalho.

Teoremas:

I. Se 𝑓(𝑡) é real, então ℱ(−𝜔) = ℱ*(𝜔), onde * indica complexo conjugado;

II. A transformada de Fourier é linear;

III. Se 𝑎 é real, então:
(𝑖) ℱ{𝑓(𝑎𝑡)} = 1

|𝑎|
ℱ 𝜔

𝑎
.

(𝑖𝑖) ℱ{𝑓(−𝑡)} = ℱ(−𝜔);

IV. Se ℱ{𝑓(𝑡)} = ℱ{𝑓(𝜔)}, então, ℱ{𝑓(𝑡∓ 𝑡0)} = exp(∓𝑖𝜔𝑡0)ℱ(𝜔);

V. Se ℱ{𝑓(𝑡)} = ℱ(𝜔), então, ℱ{𝑓(𝑡) exp(∓𝑖𝜔0𝑡)} = ℱ{𝜔 ± 𝜔0};

VI. (i) Se 𝑓(𝑡) (contínua) → 0, quando 𝑡 → ±∞, então ℱ{𝑓 ′(𝑡)} = (𝑖𝜔)ℱ(𝜔).
(ii) Se 𝑓(𝑡), 𝑓 ′(𝑡), ..., 𝑓 (𝑛−1)(𝑡) (contínuas) → 0, quando 𝑡 → ±∞, então ℱ{𝑓 (𝑛)(𝑡)} =

(𝑖𝜔)(𝑛)ℱ(𝜔);

VII. Se ℱ{𝑓(𝑡)} = ℱ(𝜔), admitir derivadas até 𝑛-ésima ordem, então, ℱ{𝑡𝑛𝑓(𝑡)} = (−𝑡)−𝑛

×ℱ (𝑛)(𝜔).

A.2.2 Transformada de Fourier de algumas funções especiais

Também temos a transformada de Fourier para algumas funções especiais desde que sa-
tisfaçam à condição de integrabilidade absoluta. Fazemos o cálculo da transformada, de uma
maneira operacional, usando a teoria da "função" delta de Dirac desenvolvida na Seção (A.1.1),
o estudo rigoroso é feito através da Teoria das Distribuições (BRAGA, 2006).

1. Distribuição de Dirac

Pela definição de transformada de Fourier, podemos escrever,

ℱ{𝛿(𝑡)} =
∫︁ ∞

−∞
𝛿(𝑡) exp(−𝑖𝜔𝑡)𝑑𝑡 = exp(−𝑖𝜔𝑡)|𝑡=0 = 1. (A.7)
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Portanto,
ℱ{𝛿(𝑡)} = 1. (A.8)

Sendo ℱℱ* = ℐ (a demonstração dessa afirmação é feita usando o Teorema da Função
Inversa), teremos:

ℱℱ*(𝛿(𝑡)) = 𝛿(𝑡) = ℱ*(1) = 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
exp(𝑖𝜔𝑡)𝑑𝜔. (A.9)

Portanto,
𝛿(𝑡) = 1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
exp(𝑖𝜔𝑡)𝑑𝜔. (A.10)

2. Função Constante

Se 𝑓(𝑡) = 𝐶, usando a definição da transformada de Fourier, virá:

ℱ{𝑓(𝑡)} = ℱ{𝐶} =
∫︁ ∞

−∞
𝐶 exp(−𝑖𝜔𝑡)𝑑𝑡 = 𝐶

2𝜋
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
exp 𝑖(−𝜔𝑡)𝑑𝑡 =

2𝜋𝐶𝛿(−𝜔). (A.11)

Portanto (Propriedades da "função" 𝛿(𝑡), III),

ℱ{𝐶} = 2𝜋𝐶𝛿(𝜔). (A.12)

3. Função Periódica

Uma dada função periódica 𝑓(𝑡), poderá ser sempre representada por uma série de Fourier
(NETO, 2011; BASSALO; CATTANI, 2010). Assim,

𝑓(𝑡) =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐶𝑛 exp(𝑖𝑛𝜔0𝑡) ; 𝜔0 = 2𝜋

𝑇
. (A.13)

Calculando a transformada de Fourier da função 𝑓(𝑡) representada por uma série de Fourier,
obteremos,

ℱ{𝑓(𝑡)} = ℱ(𝜔) =
∞∑︁

𝑛=−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐶𝑛ℱ{exp(𝑖𝑛𝜔0𝑡)}𝑑𝑡

= 2
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐶𝑛

∫︁ ∞

−∞
exp 𝑖𝑡(𝑛𝜔0 − 𝜔)𝑑𝑡. (A.14)

Usando o resultado do item (1. - Distribuição de Dirac) desta seção, o resultado final é,

ℱ{𝑓(𝑡)} = 2𝜋
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐶𝑛𝛿(𝜔 − 𝑛𝜔0). (A.15)
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A.3 SÉRIE DE TAYLOR

Uma série de Taylor é a série de funções da forma (ARFKEN; WEBER, 2005),

𝑓(𝑥) =
∞∑︁

𝑛=0
𝑎𝑛(𝑥− 𝑎)𝑛, (A.16)

sendo
𝑎𝑛 = 𝑓 (𝑛)(𝑎)

𝑛! ,

onde 𝑓(𝑥) é uma função analítica dada. Neste caso, a série acima é dita ser a série de Taylor
de 𝑓(𝑥) em torno do ponto 𝑥 = 𝑎. Concomitantemente, o polinômio de Taylor de ordem 𝑛

em torno de 𝑥 = 𝑎 de uma dada função 𝑛-vezes diferenciável neste ponto é dado por,

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓 ′(𝑎)(𝑥− 𝑎)1

1! + 𝑓 ′′(𝑎)(𝑥− 𝑎)2

2! + · · · + 𝑓 (𝑛)(𝑎)(𝑥− 𝑎)𝑛

𝑛! (A.17)

No caso particular de 𝑎 = 0, a série da Eq.(A.17) também é chamada de Série de

Maclaurin ou, quando for o caso, de polinômio de Maclaurin.
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APÊNDICE B – CÓDIGOS EM PYTHON

Neste apêndice, disponibilizamos os códigos que utilizamos para a construção dos gráficos
que foram mostrados durante toda a dissertação, sendo feito na linguagem de programação
Python, onde criamos um pacote e este, que está disponível na plataforma GitHub, podendo
ser acessado nesta referência (NETO; GONZáLEZ; RAPOSO, 2022). Criamos também, dentro
do README.md do pacote disponibilizado, todas as intruções de como criar cada gráfico de
maneira mais adequada e correta, além de um arquivo com o título "test.py"com o intuito de
orientar como fazer uso de cada função dentro do código, e a base principal da construção do
pacote foi feito usando o conceito de herança (MENEZES, 2019) na linguagem python.

Código Fonte 1 – Análise estatística das intensidades emitidas por lasers aleatórios

1 import numpy as np

import pandas as pd

3 import seaborn as sns

import matplotlib.pyplot as plt

5

from random import randint

7 from scipy.optimize import curve_fit

9

class Opers:

11

def __init__(self , data):

13 self.data = data

15 @staticmethod

def deltait(data):

17 s, t = data.shape

p = np.zeros((s, t))

19 for j in range(t+1):

p = data[:j] - np.mean(data[:j])

21 return np.array(p)

23 def mat_norm(self , med=None):

ma = np.array(self.data)

25

if med:

27 ma_df = pd.DataFrame(ma)

ma = Opers.deltait(ma_df)

29

t1, t2 = ma.shape

31 um = np.ones(t1)
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ze = np.zeros((t1, t2))

33 ts = []

35 for i in range(0, t1):

um[i] = np.linalg.norm(ma[i, :])

37 ze[i, :] = (ma[i, :] / um[i])

39 for j in range(1, t1 - 1):

med = t1 - j

41 for k in range(0, med):

t = np.dot(ze[k, :], ze[j + k, :])

43 ts.append(t)

45 return ze, ts

47

class GrafsIzra(Opers):

49

def __init__(self , data):

51 Opers.__init__(self , data)

53 def fit_izra(self , model , density , color1 , color2 , title='', glog=None):

x = self.data

55 parameters = []

57 if glog:

mm = plt.hist(x, bins=np.arange(0, 2.0, 0.1), density=density , color=

color1)

59 else:

mm = plt.hist(x, ec='k', bins=np.arange(0, 1.8, 0.1), density=density

, color=color1)

61

bins = mm [1][1:]

63 medbins = [i - 0.05 for i in bins]

freq = mm[0]

65

if model == 'izrailev4 ':

67 def izrailev(x, a, b, c):

return ((x ** (a - 1)) / b) * np.exp(-x * c)

69 elif model == 'izrailev6 ':

def izrailev(x, a, b, c, d):

71 return ((x ** (a - 1)) / b) * np.exp(-(d * x ** 2) - x * c)

elif model == 'izrailev8 ':

73 def izrailev(x, a, b, c, d, f):

return ((x ** (a - 1)) / b) * np.exp(-(f * x ** 3) - (d * x ** 2)

- x * c)

75 elif model == 'izrailev10 ':
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def izrailev(x, a, b, c, d, f, g):

77 return ((x ** (a - 1)) / b) * np.exp(-(g * x ** 4) - (f * x ** 3)

- (d * x ** 2) - x * c)

else:

79 return 'Invalid Model '

81 # Plotting the graph

parametros , error = curve_fit(izrailev , medbins , freq)

83 for par in parametros:

parameters.append(par)

85

xfit = np.arange(0, 2, 0.01)

87 plt.plot(xfit , izrailev(xfit , *parametros), color=color2)

if glog:

89 plt.scatter(medbins , freq , s=18, c='black ')

plt.yscale('log')

91 plt.xscale('log')

plt.xlim (0.01, 1.8)

93 plt.title(f'Izrailev {title} Profile ')

plt.show()

95

# Analyzing the parameters

97 return parameters , error

99

class GrafsVar(Opers):

101

def __init__(self , data):

103 Opers.__init__(self , data)

105 @staticmethod

def sohist(data , density , color , title=''):

107 counts , bins = np.histogram(data , density=density)

plt.hist(bins[:-1], bins , weights=counts , color=color)

109 plt.title(title , fontsize =11, fontweight='bold', fontstyle='italic ',

fontfamily='serif ')

plt.show()

111

def varii(self , color , vall=None , title=''):

113 ze, _ = Opers(self.data).mat_norm ()

115 plt.plot(ze[vall , :], color=color)

plt.title(title , fontsize =11, fontweight='bold', fontstyle='italic ',

fontfamily='serif ')

117 plt.show()

119 return ze
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121 def grafs_a(self , color , title='', titlex='', titley='', titlez=''):

df = self.data

123 f = df.shape [0]

i = randint(0, df.shape [0] - 1)

125 diff = f - i

m1 = df[i:f]

127 x = np.linspace (1055, 1075, df.shape [1])

y = np.linspace(0, 1000, diff)

129 xx, yy = np.meshgrid(x, y)

fig , ax = plt.subplots(subplot_kw ={"projection": "3d"})

131 surf = ax.plot_surface(xx, yy, m1, cmap=color , linewidth =0.3, antialiased

=False)

fig.colorbar(surf , shrink=False)

133

plt.xticks ([1060 , 1065, 1070])

135 plt.yticks ([0, 250, 500, 750])

plt.title(title , fontsize =12, fontweight='bold', fontstyle='italic ',

fontfamily='serif ')

137 ax.set(xlabel=r"%s" % titlex , ylabel=r"%s" % titley , zlabel=r"%s" %

titlez)

plt.gcf().set_size_inches (12, 8)

139 plt.show()

141 return i

143 @staticmethod

def ht_map(data , cmap , title='', titlex='', titley=''):

145 dft = pd.DataFrame(data)

der = dft.corr()

147 sns.heatmap(der , cmap=cmap , vmin=0, linecolor='red')

plt.xticks ([0, 100], [1060, 1064])

149 plt.xlabel(titlex)

plt.yticks ([0, 100], [1060, 1064])

151 plt.ylabel(titley)

plt.title(title , fontsize =12, fontweight='bold', fontstyle='italic ',

fontfamily='serif ')

153 plt.show()

Fonte: (NETO; GONZáLEZ; RAPOSO, 2022)
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APÊNDICE C – TESTE DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

A ideia de utilizar o Teste de Kolmogorov-Smirnov em uma parte da amostra dos dados, da-
dos estes que construímos os gráficos da Fig.(14) que apresenta uma forma Gaussiana, a ideia
é comparar a função de distribuição cumulativa observada de uma variável com uma distribui-
ção teórica especificada, que pode ser normal (gaussiana), uniforme, Poisson ou exponencial,
sendo no nosso caso, a distribuição normal. O valor de Kolmogorov-Smirnov é calculado a par-
tir da diferença maior, neste caso é o valor absoluto (RIBEIRO, 2019). Esse teste de qualidade
do ajuste testa se as observações podem razoavelmente ter vindo da distribuição especificada.

Foi construído um código na linguagem python para fazer o teste, o conjunto de dados
consistia em mais de 100000 dados, sendo "pesado"para conseguir fazer o código calcular
diretamente a estatística de Kolmogorov-Smirnov e o valor de 𝑝. Contudo, foi viável pegar
𝑛 = 100 dados desses conjunto, e reforço que independente dos 100 dados escolhidos para
calculá-los, o resultado obtido é quase igual ao mostrado na Fig.(24) (exceções decorrem
das casas decimais), sendo mais viável calcular o valor crítico de Kolmogorov-Smirnov, que
na figura em questão, retorna um valor de 0.136, numa correção de significância de 0.05.
Reforçando que a distribuição de Kolmogorov não depende do tamanho da amostra.

Figura 24 – Resultados obtidos de um conjunto de dados.

Fonte: O autor (2023).

Foi possível comparar o resultado obtido por uma tabela de valores críticos para o teste de
Kolmogorov-Smirnov, tabela mostrada na Fig.(25) e disponível na internet (MORAES, 2019).
O que podemos concluir é que a aparência da Fig.(14) de fato pode ser compreendida como
uma distribuição normal. É importante lembrar que esse valor crítico é válido para o teste
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bilateral (dois lados) com uma distribuição de Kolmogorov assintótica.

Figura 25 – Valores Críticos para o teste de Kolmogorov-Smirnov.

Fonte: O autor (2023).

O código dos testes estão disponíveis logo abaixo. E para mais informações sobre o Teste de
Kolmogorov-Smirnov, pode ser consultado também nestes links: (RIBEIRO, 2019; LONDRINA,
2018; WIKIR, 2021; WIKIPéDIA, 2022)

Código Fonte 2 – Teste Kolmogorov-Smirnov

1 import pandas as pd

import numpy as np

3 import scipy.stats as stats

5 # 1

data = pd.read_excel(r"file path", engine="openpyxl")

7 data_np = np.array(data)

9 # 2 - Calculating the required values

med = np.mean(data_np)

11 print(med)

std = np.std(data_np , ddof =1)

13 print(std)

15 # 3 - Calculating the value of the Kolmogorov -Smirnov statistic for the data

ks_stat , ks_p_valor = stats.kstest(data_np , cdf='norm', args=(med , std), N = len(

y))

17

# 4 - Checking the critical value of the Kolmogorov -Smirnov test

19 def kolmogorov_smirnov_critico(n):

# table of critical values for the kolmogorov -smirnov test - 95% confidence

21 # Source: https ://www.soest.hawaii.edu/GG/FACULTY/ITO/GG413/

K_S_Table_one_Sample.pdf
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# Source: http ://www.real -statistics.com/statistics -tables/kolmogorov -smirnov

-table/

23 # alpha = 0.05 (95% confidential level)

25 if n <= 40:

kolmogorov_critico = data_np

27 ks_critico = kolmogorov_critico[n - 1]

elif n > 40:

29 kolmogorov_critico = 1.36 / (np.sqrt(n))

ks_critico = kolmogorov_critico

31 else:

pass

33

return ks_critico

35

37 ks_critico = kolmogorov_smirnov_critico(len(data_np))

print(ks_critico)

Fonte: O autor (2023).
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