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RESUMO

Lasers aleatdrios sao sistemas 6pticos nao-lineares com inomogeneidades espaciais em seus
constituintes e que operam em um regime de emissdo cadtica. Estes lasers s3o interessantes
por suas propriedades n3ao convencionais, como a auséncia de coeréncia temporal e a am-
plificacdo de luz na presenca de miltiplos modos com superposicdo (“overlap”) espacial. A
intensidade emitida por estes sistemas foténicos tem caracteristica aleatéria, principalmente
para poténcias de excitacdo acima do limiar de emiss3o laser (“laser threshold"). Desse modo,
a analise estatistica das intensidades emitidas por lasers aleatdrios é feita usando distribuicdes
de probabilidade, tais como a distribuicdo de Lévy, que possui cauda pesada, e a gaussiana,
dependendo da poténcia de excitacao. A presenca de caudas pesadas nessa distribuicao é uma
caracteristica importante dos lasers aleatérios, e pode ser explicada pelo acoplamento entre
os multiplos modos que o constituem. Nesse trabalho, revisamos a teoria que explica a pre-
senca de tais distribuicGes e construimos histogramas de intensidade maxima de distribuicdes
de Lévy a partir de dados experimentais de alguns lasers aleatérios. Uma outra caracteristica
relevante dos lasers aleatorios é a possibilidade destes exibirem uma fase analoga aos vidros de
spins magnéticos, incluindo o fen6meno conhecido como quebra de simetria de réplicas. Tal
fendémeno é caracterizado pela distribuicdo P(q) de valores do pardmetro ¢ de Parisi de overlap
de réplicas. Ap6s uma breve introducao a teoria de Parisi no contexto dos lasers aleatdrios,
calculamos P(q) a partir de dados experimentais e obtemos os perfis que indicam a existéncia
de uma fase com simetria de réplicas abaixo do threshold (P(q) com um dnico maximo central
em g = 0) e uma fase vitrea com quebra de simetria de réplicas acima do threshold (P(q)
com dois maximos laterais em ¢ = £1). Calculamos também o coeficiente de correlacdo de
Pearson, que d4 uma medida da correlacdo linear entre as intensidades de luz em diferentes
comprimentos de onda do laser aleatério. Essa medida é util para ajudar no entendimento das
propriedades estatisticas desses sistemas opticos a partir das medidas de correlacdo entre os
modos. Utilizamos as correlacdes de Pearson para construir os “mapas de calor” destas cor-
relacGes. Por fim, no Apéndice nés incluimos os programas escritos em python que calculam
a distribuicdo de intensidades, distribuicdo P(q) de Parisi, e correlacdes de Pearson de lasers

aleatoérios.

Palavras-chave: lasers aleatérios; distribuicao de Lévy; vidros de spin; parametro de sobre-

posicdo de Parisi; quebra de simetria de réplicas; coeficiente de correlacdo de Pearson.



ABSTRACT

Random lasers are nonlinear optical systems with spatial inhomogeneities in their constituents
and operating in a chaotic emission regime. These lasers are interesting for their unconventional
properties, such as the absence of temporal coherence and light amplification in the presence of
multiple modes with spatial overlap. The intensity emitted by these photonic systems displays
random characteristics, mainly for excitation powers above the laser emission threshold. Thus,
the statistical analysis of the intensities emitted by random lasers is performed using probability
distributions, such as the Lévy distribution, which has a heavy tail, and the Gaussian one,
depending on the excitation power. The presence of heavy tails in this distribution is an
important characteristic of random lasers, and can be explained by the couplings between
the multiple modes that constitute it. In this work, we review the theory that explains the
presence of such distributions and build histograms of maximum intensity of Lévy distributions
from experimental data of some random lasers. Another relevant feature of random lasers
is their possibility of exhibiting a phase analogous to the magnetic spin glasses, including
the phenomenon known as replica symmetry breaking. This phenomenon is characterized by
the distribution P(q) of values of the Parisi parameter ¢ of overlapping replicas. After a
brief introduction to Parisi’s theory in the context of random lasers, we calculate P(q) from
experimental data and obtain the profiles that indicate the existence of a phase with replica
symmetry below the threshold (P(q) with a single central maximum at ¢ = 0) and a glassy
phase with replica symmetry breaking above threshold ( P(q) with two side maxima at ¢ = +1).
We also calculate Pearson correlation coefficient, which gives a measure of the linear correlation
between light intensities at different wavelengths of the random laser. This measure is useful
to help understand the statistical properties of these optical systems from the measurement
of correlations between modes. We applied Pearson correlations to build heatmaps of these
correlations. Finally, in the Appendix we include the codes written in python that calculate the

intensity distribution, Parisi P(q) distribution, and Pearson correlations of random lasers.

Keywords: random lasers; Lévy distribution; spin glasses; Parisi overlap parameter; replica

symmetry breaking; Pearson correlation coefficient.
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1 INTRODUCAO

Quando inferirmos que somos capazes de prever os resultados subsequentes de um conjunto
de dados a partir dos dados inciais das medidas, nos deparamos com um sistema deterministico.
Contudo, quando temos uma probabilidade associada a cada medida realizada ou também uma
medida futura, é considerado um sistema probabilistico. E nesses dois principais conceitos é que
a estatistica esta definida, pois ela é a anélise e interpretacdo dos dados de um espaco amostral,
ou, de maneira mais técnica, “a Estatistica é uma ciéncia que se dedica ao desenvolvimento e ao
uso de métodos para a coleta, resumo, organizac3o, apresentacdo e anélise de dados” (FARIAS;
SOARES; CéSAR, 2003). E a estatistica estd em diversas 4reas como na fisica, matematica,
economia, computacdo, meteorologia, etc, sendo um dos campos da ciéncia mais antigos, pois
nasceu no periodo muito remoto da antiguidade. Acreditando-se que os primeiros registros de
dados estatisticos foram associados a prisioneiros do Egito antigo por volta de 3000 a.C. e
estes escreveram nas paredes utilizando gravetos ou pedras.

Sabemos que a estatistica é utilizada por povos de todas as culturas, uma vez que temos
a incessante necessidade de fazer contagens, avaliar valores e determinar resultados melhores
para nossos problemas. Se fizermos uma anélise mais refinada da estatistica que conhecemos
hoje, percebemos que nasceu junto com a teoria das probabilidades entre os séculos XVI e
XVII, onde diversos cientistas se interessavam em resolver problemas justamente de carater
probabilistico. E naquela época era muito comum os matematicos proporem desafios e suas
solugbes. Dentre estes, podemos citar o Blaise Pascal (1623 — 1662) e o Pierre Fermat (1601
— 1665), pioneiros na teoria das probabilidades (ROGéRIO, 2013).

Poderia ser contada toda a histéria, em que os registros se perdem ao longo do tempo,
porém, vamos dar um salto para os dias atuais e introduzir a estatistica dentro da Fisica.
Acreditamos que na fisica temos diversos problemas que s3o interpretados através de teorias,
regras e leis estatisticas. Tanto que um dos problemas mais relevantes explicado por teoria
estatistica na fisica é o caminhante aleatério. Este problema é extremamente importante para
o entendimento deste trabalho, deixando especialmente para ele, no capitulo 2, a secao |2.1]
E para afunilar ainda mais o contelido a ser tratado neste trabalho, nosso interesse é usar o
contexto da fisica estatistica dentro de um outro campo da fisica: Optica.

A optica é o estudo da luz e seus fen6menos, sendo um dos campos mais antigos da ciéncia.

Uma das primeiras descobertas da dptica nos foi fornecida por Isaac Newton em 1704, que
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culminou na explicacdo do arco-iris e alguns outros fendmenos corpusculares da luz. Séculos
apds, ressaltando aqui que nos referirmos na transicdo entre os séculos XIX e XX, um outro
brilhante cientista mostrou que a éptica também era um ramo do eletromagnetismo através
de um conjunto de equacdes que leva seu nome, as Equacdes de Maxwell (BONI, 2018). E
posteriormente vieram as contribuices de Max Planck em 1900 considerando mais uma vez a
radiacdo como particula, com isso, a luz ficou compreendida como um ente cujo carater possui
comportamento dual, tanto corpuscular quanto ondulatério (EISBERG; RESNICK, 1983)).

E a optica proporcionou uma grande evolucdo cientifica e tecnoldgica, por causa disto,
podemos citar algumas invencGes revolucionarias como as maquinas fotograficas, lentes ocu-
lares, luminarias, televisores, computadores e também surgiram os lasers por volta do ano de
1960, o qual tratamos dele na secdo seguinte. Dando uma ressalva, a definicao da palavra
“Laser”, que em inglés significa “Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation”, e

em portugués significa “amplificacdo de luz por emissao estimulada de radiacao”.

1.1 O PRINCIPIO DO LASER

Albert Einstein previu teoricamente em 1917 o processo de emissao estimulada da luz.
Reforcando que, poucos anos antes, Niels Bohr ja havia abordado em seu modelo atémico a
questao da absorcao Fig. e emissao espontanea Fig. de quanta de luz (ou fétons) por
elétrons realizando transicGes entre niveis atdmicos (BONI, 2018). A primeira situacdo ocorre
quando uma radiacao incide em um sistema cuja diferenca dos niveis de energia AE = Ey— F,
é igual a sua energia £ = hv, onde h é a constante de Planck e v é a frequéncia da radiac3o
incidente. Ao absorver a energia da radiacdo, o atomo passa do estado fundamental F; para

o estado de maior energia, ou estado excitado, Fj.

Figura 1 — Processo de absorc3o.

Fonte: O autor (2022).
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Figura 2 — Processo de emissdo espontanea.

@ E, &

E, & E,

Fonte: O autor (2022).

A segunda situacdo, que é sobre a emissao espontanea, seria 0 processo inverso a absorcdo.
Neste caso o atomo retorna espontaneamente ao nivel fundamental £, e com isso libera a

radiagdo (EISBERG; RESNICK| 1983)).

Figura 3 — Processo de emissdo estimulada.

o E, &

E, @ E,

Fonte: O autor (2022).

Einstein prop0ds que o sistema excitado poderia retornar ao nivel fundamental ndo apenas de
forma espontanea, mas também de maneira estimulada. E neste regime de emissao estimulada,
um féton incide no atomo que esta no nivel de maior energia e o atomo relaxa de maneira
estimulada ao nivel fundamental liberando um féton idéntico ao que o estimulou, como na
Fig.

Desse modo houve amplificacao da luz, uma vez que entrou um féton no sistema e sairam
dois. Para estes processos, abordaremos as equacdes tedricas mais a frente.

E em 1960, a teoria de Einstein veio receber uma grande aplicacdo realizada pelo fisico
Theodore Harold Maiman, ao inventar o laser de rubi, representado na Fig.

Para o funcionamento do laser de rubi, Maiman utilizou dois espelhos, que formam uma
cavidade éptica, cujo primeiro espelho é 100% refletor e o segundo deve ser parcialmente

refletor, ou seja, neste segundo espelho, parte da luz reflete e parte da luz refrata. O objetivo
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Figura 4 — Laser de Rubi inventado por T. H. Maiman.

Fonte: (DIAZ, [2016).

Figura 5 — Processo de formacdo do feixe do laser de rubi com dtomos de cromo.

Fonte: (DIAZ, 2016)).

era excitar os atomos de um cristal de rubi (Al,03), dopado com fons de cromo (Cr3*), através
da lampada espiralada de alta intensidade de quartzo. A luz do tubo excitava os atomos de

cromo e estes liberavam fétons, representados pelas setinhas amarelas, que percorriam todo
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o cilindro de aluminio, como mostra a Fig.. Devido ao processo de emissao estimulada, os
fétons saem com bastante intensidade através do espelho semirrefletor e assim gera-se o feixe
do laser.

Os primeiros lasers sdo normalmente chamados de lasers convencionais. Os seus elementos
essenciais, mostrados na Fig., sao: a cavidade dptica, constituida pelos espelhos e por um
meio de ganho, que é onde as atividades de emiss3o e absorcao acontecem e um deles sendo
parcialmente refletor, meio de ganho que é onde a atividade de emissao e absorcao acontecem;
e também a fonte de excitacdo que pode ser uma diferenca de potencial ou até mesmo uma
outra onda eletromégnetica, a depender do laser em questdo. A cavidade optica viabiliza os
modos &pticos ressonantes e o meio de ganho excitado pela fonte de excitacdo. Uma das
peculiaridades para o meio de ganho é que ele seja altamente transparente a luz emitida, pois
o espalhamento dessa radiacdo causa perdas no sistema.

Todos os processos descritos anteriormente ja eram conhecidos antes do laser, se consi-
derarmos o Maser (amplificacdo de micro-ondas por emissdo estimulada de radiacdo). Esta
invencdo também recebeu o prémio Nobel em 1964, e foi dado aos fisicos Charles Townes,
Nicolay Basov e Aleksandr Prokhorov. Contudo, ndo serd detalhado neste trabalho sobre o
Maser, nao sendo aqui o ponto principal, pois hd um vasto assunto sobre o0 mesmo em diversos

livros, artigos e/ou sites.

1.1.1 Coeficientes de Einstein e as equacdes de taxa

Vamos comecar com uma notacao mais simples e aos poucos, em cada capitulo, vamos
utilizando maneiras mais gerais de descrever matematicamente os contetidos abordados. Fa-
zendo uso de um sistema de dois niveis como mostrado nas Figs. (I)-(3)), para compreendermos

as equacdes dos processos mencionados anteriormente.
» Absorcdo

Partindo de um sistema no estado fundamental no qual uma radiacdo incide (como na
Fig.. Vamos caracterizar o processo como "R; 5", ou seja, a elevacao do sistema que parte
do estado fundamental E; para o estado excitado F5 sendo proporcional a um determinado
"coeficiente"e também proporcional a densidade de energia da radiacdo que incide, de forma
que,

Ry_5 = Biap(v), (1.1)
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onde Bj, agora se trata do coeficiente de absorcdo e p(v), como dito acima, é a densidade de
energia da radiacdo incidente na frequéncia v, que vem da discussao do corpo negro realizada

por Max Planck (EISBERG; RESNICK, 1983; HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016):

8rhi? 1
plv) = 3 (exp(hu/k:T) — 1) ’ (12)

onde h é a constante de Planck, ¢ é a velocidade da onda eletromagnética, k é a constante

de Boltzmann e T é a temperatura do sistema.
» Emissdo espontanea

Quando um atomo estd no estado excitado, ele tende de forma espontdnea a voltar para
o seu estado fundamental. E como discutido na secdo anterior (Secddl.1)), se existe uma
relaxacao para o estado fundamental, por consequéncia uma energia é emitida. Nesse caso
ndo ha interferéncia de alguma radiacdo incidente, o que ocorre quando nos referirmos ao
processo de emissdo estimulada. Da mesma maneira que fizermos na Eq., vamos também

definir um coeficiente para a emissido espontanea, denotado por,
Ay = A, (1.3)

onde o termo Ay € o coeficiente de emissdo espontanea, nome adequado pois estamos consi-

derando que o sistema sai do estado 2 para o estado 1 espontaneamente, como mostrado na
Fig..

= Emiss3o estimulada

Como mostrado na Fig., que é o sistema no estado excitado, se um féton interage com
um atomo e este estando no estado excitado, ele ird retornar para o estado fundamental de
forma que outro féton idéntico é gerado. E aqui ja podemos definir o coeficiente de emissao
estimulada de By;. Concluimos entdo que se uma densidade de energia é necesséaria para que
haja a emiss3ao estimulada, logo, de forma semelhante a Eq., este processo de emissao
estimulada serd idéntica a Byip(v). E sdo esses coeficientes que definimos para a absorcdo e
as emissdes que sdo chamados de "coeficientes de Einstein".

Para escrever a equacao para a relaxacdo considerando o sistema no estado excitado, temos

que a taxa de relaxac3o para o estado fundamental é:

R2i>1 = A21 + Bglp(y). (14)
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Podemos perceber que a taxa de relaxacao R, ,; estd diretamenta relacionada com as
emissGes espontinea As; e as emissdes estimuladas By p(v). Concluimos entdo que a Eq.
é a taxa de ocorrer a transicdo para o estado excitado, enquanto a Eq. ¢ a taxa de ocorrer a
transicdo para o estado fundamental. Lembrando que essas equacdes sdo validas para atomos,

moléculas e até mesmo os ions (EISBERG; RESNICK, 1983; [HALLIDAY; RESNICK; WALKER, [2016)).
» Coeficientes de Einstein no equilibrio térmico

O que é comum pensar ap6s as informacdes dadas até este momento é que, no equilibrio
térmico, as taxas das Eq.([1.1)) e Eq.(1.4) se igualam. Considerando uma determinada quanti-

dade de ions no estado fundamental n; e uma quantidade de ions que estdo no estado excitado

ng, teremos da Eq.(1.1) e Eq.(1.4)),
n1[Bizp(v)] = ng[Aa1 + Baip(v)]. (1.5)

E a partir da Eq.(1.5]), vamos obter o valor da densidade de energia. Que podemos isolar
p(v) na equacdo acima, se tornando,

n2A21

pv) = (1.6)

n1Bia — ngByy

Dividindo e multiplicando por 1/(nyBs;), reobtemos,

Ay

ngBay

E ao considerar o sistema no equilibrio térmico, podemos fazer uso da distribuicdo de

Boltzmann para as populacdes n; e ny dada por,
ny = ny exp(—hv/kT), (1.8)

De modo que aplicando a Eq.(1.8) na Eq.(1.7)) temos,
Aoy

B
= 21 . 1.9
pLv) g—éf exp(hv/kT) — 1 (19)

Comparando as Eq.(1.2)) e Eq.(1.9), conclui-se que,

Biz
BZl

=1. (1.10)

Logo, no equilibrio térmico, a absorcdo é igual a emissdo estimulada. Reforcando que
estamos tratando em um sistema de dois niveis. Mas nao € sé isso que podemos concluir ao

comparar as Eq.(1.2) e Eq.(1.9)), temos também que,

A21 o 87Thl/3
Bgl N 03

: (1.11)
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ou ainda,

By, (1.12)

Podemos notar na Eq. que para altas frequéncias, como é o caso da luz visivel e
raios-x, o coeficiente de emissdo espontinea A, é maior que o da emissdo estimulada Bo;.
Contudo, na regido do micro-ondas a frequéncia é menor, fazendo com que As; < Bs;. Sendo
essa a conclusdo de que a emissao estimulada poderia ser maior que a emissdo espontanea,
que ocasionou na invencdo do maser, e posteriormente, o surgimento do laser.

E apds todas essas informacdes, podemos construir as equacoes de taxa de variacao da

populacao dos niveis excitado e fundamental, que s3o,

ddnf = m[Biap(v)] = nafAn + Bup(v)), (1.13)
CZ? = —n1[Biap(v)] + na[Aa + Baip(v)]. (1.14)

As Eq.(L1.13) e Eq.(1.14) sio equagdes de taxa acopladas, sendo justamente uma inter-
pretacdo da Eq.. A interpretacdo segue que a variacao temporal da populacdo do estado
excitado dny/dt aumenta de acordo com o coeficiente de absorcdo, afinal, se o sistema ab-
sorve energia, mais atomos irdo popular o estado excitado ny. Em contrapartida, decresce
de acordo com as emissOes espontanea e estimulada, motivo que explica o sinal negativo na
frente do segundo termo a direita da Eq.. Entdo podemos concluir que, se estamos em
um sistema de dois niveis, o que uma populacdo perde, a outra ganha, e isso explica o fato
da similaridade entre as Eq.(1.13)) e Eq.(L.14)), trocando os sinais (EISBERG; RESNICK, [1983;

HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016).

1.1.2 Sistemas de 3 e 4 niveis

De modo didatico, na secdo anterior foi tratado um sistema de 2 niveis, porém, para
conseguir amplificacdo em um sistema de dois niveis é bastante dificil, pois é necessario ter
um sistema em que a populacao total esteja inicialmente no estado excitado, correspondendo
a uma situacao fora do equilibrio térmico, e assim que um féton incidir sobre o sistema, a
reacdo em cadeia faz com que o primeiro atomo relaxe de forma estimulada criando outro
féton que interage com o préximo atomo e assim por diante. Para o laser funcionar, vamos
comentar um pouco sobre um sistema de 3 ou 4 niveis.

A Fig.@ nos mostra, em sequéncia, os sistemas em 2, 3 e 4 niveis. Os coeficientes B;;

significam absorcdo se i<7j, ou emissdo estimulada caso o contrario, e no geral significa que
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Figura 6 — Sistema de 2, 3 e 4 niveis.

Fonte: (ACADEMY, [2018)).

esta ocorrendo uma transicdo do estado i para j ou também o inverso. As setas de cor preta
indicam um decaimento n3o-radionativo, ou seja, um decaimento espontaneo. Em um sistema
de 2 niveis, levando em consideracdo a Eq.(I.10)), a absor¢do é igual ao decaimento por emissdo
estimulada, de forma que este tipo de sistema n3o serveria para tratarmos do laser. Contudo,
em um sistema de 3 niveis, representado pelo desenho do meio da Fig.@, é suficiente para
gerar laser. E é o laser que foi inventado por T. H. Maiman, que funciona com um sistema
de 3 niveis, que se utilizou um rubi dopado com fons de cromo Cr*3. Um sistema ainda mais
eficiente estd demonstrado também na mesma figura, que se utiliza fons de neodimio Nd*3.

Em se tratando do sistema de 3 niveis, se um dtomo é excitado para o nivel 3, ele pode
relaxar muito rapidamente para o nivel 2, e com isso o seu tempo de vida 7 no nivel 3 é
muito curto, como também estd demonstrado na Fig.@, e do nivel 2 para o nivel 1, no
relaxamento, é liberado um féton que pode ser absorvido por outro atomo de um sistema e
levar este novo atomo para o nivel 2 ou até para o nivel 3. Para minimizar o efeito da absorcdo
e do relaxamento n3o-radioativo, pois o objetivo é amplificar a luz, foi necesséario propor um
sistema de 4 niveis, pois assim o nivel 3 poderd ter um tempo de vida longo. E foi através
de pesquisas que foi encontrado esse sistema de 4 niveis nos ions de neodimio em seu estado
trivalente. Assim, ao absorver, o &tomo que é excitado até o nivel 4, pode ter seu relaxamento
rapidamente para o nivel 3, mas nesse nivel o tempo de vida é longo (da ordem de 100 us),
facilitando o decaimento estimulado para o nivel 2. E uma vez no nivel 2, pode ocorrer uma
relaxacdo rapida (« 1 us para o nivel 1, evitando uma nova absorcdo neste nivel. Por este
motivo, esse sistema é mais eficiente que o de 3 niveis. Além de fazermos muito uso do Nd*3

nos experimentos até mesmo de lasers aleatérios, sendo este abordado na préxima secao.
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1.2 LASER ALEATORIO

Com a invencdo do laser, mais tarde comecaram a surgir grandes avancos devido aos
interesses humanos e também comerciais. O laser é utilizado em muitos lugares e de diversas
formas, desde alguns objetos que hoje em dia estd em desuso, como em leitores de discos, e
outros que estdao em uso, como a caneta laser, também em comunicacao e até transmissao de
dados, mencionando também em diversas outras areas, de Engenharia até Medicina. E ndo s
isso, o laser convencional foi utilizado para gerar um novo tipo de laser que é o Laser Aleatério
(LA), ou em inglés, e como normalmente iremos nos referir a eles, o Random Laser (RL).

O RL é um laser gerado em um meio desordenado. Diferentemente dos lasers convencio-
nais, que necessitam de uma cavidade Optica, o laser aleatério ndo depende da presenca de
uma cavidade. A teoria proposta para este tipo de laser surgiu em 1967 no artigo intitulado
“Stimulated Emission of an Ensemble of Scattering Particles with Negative Absorption” (LLE-
TOKHOV, |1967)), onde o autor fez uma interpretacdo da equac3o da difus3o da fisica estatistica
para fétons em um meio desordenado com ganho. E para entendermos o meio desordenado
basta sabermos que é um meio no qual estejam compostas particulas dispostas de forma
aleatéria, ou também, um meio no qual o indice de refracdo linear muda aleatoriamente den-
tro desse meio. Apds alguns anos da publicacdo de Letokhov, no ano de 1986, Markushev
e colaboradores relataram a primeira demonstracdo experimental da geracdao de amplificacdo
radiativa de luz em um meio desordenado utilizando algumas diferentes amostras dopadas
com Nd** (MARKUSHEV; ZOLIN; BRISKINA| [1986). A hipétese de que esta seja a primeira
demonstracao experimental de um RL, mesmo ter sido mostrado uma constricao espectral
no limiar da transicdo 4f%/, — 47,/ como evidéncia de uma amplificacdo da luz, ndo foi
totalmente aceita porque havia uma possibilidade da presenca de cavidades ressonantes dentro
das particulas, nos levando ao caso de um laser convencional. No ano de 1994, Lawandy e
colaboradores realizaram a primeira demonstracdo experimental ndo ambigua de emissdao RL
em um sistema desordenado (LAWANDY et al., 1994). A preparacdo do experimento consistia
em solucdes de etanol, particulas de didxido de titdnio e Rodamina 640. Os autores mostraram
um estreitamento do espectro para a emissao do laser aleatério excitando a amostra com o la-
ser de Nd:YAG em 532 nm, que é justamente uma das caracteristicas bem fundamentais para
este tipo de laser. Ndo ficando sé nisso, uma outra caracteristica importante é do decaimento
temporal das emissdes encurtando quando ha aumento do ganho fornecido, este processo é

evidenciado no limiar que opera o laser.
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Figura 7 — Representacdo esquematica de emissdo laser em um meio espalhador.

Fonte: (JUNIOR] [2019)).

Na Fig. existe uma fonte de luz externa que incide em um conjunto aleatério de par-
ticulas que contém corante laser com o propésito de excitar o sistema e obter inversao de
populacdo. O corante em seu interior acaba amplificando a luz devido ao processo de emissao
estimulada (Segéo, fazendo as particulas espalharem a luz. Logo, a luz que é amplificada
percorre um trajeto aleatério até deixar o sistema (JUNIOR, 2019).

Em outro panorama de pesquisa dos lasers aleatérios, varios pesquisadores analisaram a
analogia entre fendmenos observados nos RLs e a estatistica de sistemas complexos. Como sera
abordado no préximo capitulo (Cap., observa-se a partir das flutuacoes das intensidades de
saida dos RLs que ha uma transicao de regimes estatisticos com aumento no ganho do sistema.
Para energias de excitacdo abaixo do limiar (ou "threshold") de emissdo RL, as intensidades
emitidas possuem distribuicdo gaussiana, enquanto que para energias de excitacao acima deste

limiar a sua distribuicdo de valores é descrita por uma estatistica de Lévy (ver detalhes a seguir).
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Em 2013, foi demonstrado tanto de uma forma tedrica quanto experimental, uma transicdo
gaussiana-Lévy-gaussiana nos regimes estatisticos das flutuacdes de intensidades de saida dos
RLs (IGNESTI et al., 2013).

E importante mencionar também que os lasers aleatérios possuem variadas aplicacdes, onde
a sua propriedade de baixa coeréncia é aproveitado. Podendo citar, por exemplo, a mensuracao
do teor de gordura presente no leite (ABEG3O et al., | 2016)), o uso no sensoriamento (CHURKIN
et al, 2012), sendo possivel, através de tingimento do tecido biolégico com corante laser,
identificar a presenca de células cancerigenas, uma vez que um tecido com células saudaveis
emite luz laser com menor aleatoriedade que um tecido cancerigeno (POLSON; VARDENY,
2010), entre outras diversas aplicacdes. Além desses beneficios ja citados, temos ainda o seu
baixo custo. Entretanto, uma desvantagem se da decorrente a complexidade de se ter um
tratamento tedrico de forma tinica para esse fendmeno, pois tanto o comportamento aleatério
da emissao quanto o proprio mecanismo que se realimenta, sao constituidos pela natureza
e morfologia do meio de ganho n3o ordenado (REVILLA et al} [2009)). Em resumo, esses dois
fatores influenciam totalmente na caracteristica do sistema de tal forma que podem gerar dois
tipos de realimentacdo, comumente chamados de feedback de intensidade e de amplitude.

Antes de prosseguirmos para os capitulos seguintes, ainda é essencial discutir neste capitulo
um assunto que descreve "a base" para todos os demais capitulos. De fato, na secdo seguinte
apresentamos as equacao de Langevin, partindo de um movimento browniano para chegarmos
na equacao de Fokker-Planck, e na Gltima secao faremos consideracoes sobre meios nao lineares
com inomogeneidades, polarizacdo nao linear, equacoes de Fokker-Planck e outros assuntos,

com foco na descricdo dos RLs.

1.3 EQUACAO DE LANGEVIN E EQUACAO DE FOKKER-PLANCK

Iniciando com a equacdo de Langevin, que representa uma abordagem alternativa para a
andlise de certos processos estocasticos, consistindo de uma equacao diferencial estocastica
para a velocidade, por exemplo, de um caminhante aleatério. Sabemos que se conhecermos
a somatoéria de todas as forcas que atuam em uma particula de massa m, de acordo com a
segunda lei de Newton, conseguiriamos descrever completamente o movimento dessa particula.
Para um caso de colisdes de particulas com as moléculas do fluido, vamos considerar que a
particula descreve um movimento browniano unidimensional, separando as forcas que atuam

na particula em dois grupos: as forcas que existem devido a campos externos (exemplo, campo
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gravitacional, campo elétrico, etc.) e as forcas internas (exemplo, as colisdes aleatérias das
moléculas do fluido com a particula) (SALINAS, 2008; [TOMé; OLIVEIRA, [2014)).
Considerando o que foi comentado anteriormente, a segunda lei de Newton é dada por,

v . = -
ma = _6U+Fal(t) +Fe$t, (115)

onde U é a velocidade da particula de massa m, 5 é o coeficiente de arrasto das forcas de
viscosidade (o atrito com o meio), F.,; identifica todas as forcas externas, e ﬁal(t) representa
uma forca de carater aleatério independente da velocidade, mas tratando entre colisGes de
particulas, representa o bombardeamento das moléculas do fluido. A forca ﬁal(t) é tal que seu

valor médio (Fi(t)) = 0 e n3o apresenta correlacdes temporais, ou seja,
(Fa(t) Fu(l;)) = go(t: — t;). (1.16)

A Eq.(1.15)) é conhecida como equaggo de Langevin (LEMONS; GYTHIEL| [1997). A solucdo
da equacdo de Langevin nos informa sobre o comportamento de grandezas médias como
posicdo e velocidade da particula. Uma solucdo possivel para a equacao anterior mas que
ndo iremos abordar o método para encontrar sua solucdo, pois este se encontra em diversos
livros/artigos de Mecanica Estatistica e/ou Fisica Matematica, por exemplo, os livros (ARFKEN;

WEBER, 2005; |SALINAS, 2008)), para o caso em que F.,; = 0, pode ser escrita na forma,

v(t) = v(0) exp(—pFt/m) + exp(—pFt/m) /exp(BT/m)Fal(T)dT. (1.17)

Dizemos que uma varidvel é estocastica quando apresenta um comportamento aleatério
no tempo. Em geral, muitos processos estocasticos podem ter algum tipo de correlacao entre
escalas de tempo diferentes. Um dos processos mais simples envolvendo correlacdes temporais
é o processo Markoviano, cujo proximo estado é determinado exclusivamente pelo estado pre-
sente (WEISS, |1994; SALINAS| 2008). Quando no processo temos apenas um conjunto discreto
de estados, denominamos de cadeias de Markov. Contudo, se o estado futuro é determinado
por muitos eventos do passado, dizemos que a caminhada apresenta memoria de longo alcance
e, nestes casos, o processo é nao Markoviano.

Se desejarmos saber qual a probabilidade de um caminhante aleatério chegar na posicao -
no tempo ty apos ter estado na posicao x; no tempo tq, precisaremos da nocdo de probabilidade
condicional (e mais detalhes do caminhante aleatério serd apresentada no Cap.). Faremos

uso da notacdo P(A|B) para designar a probabilidade condicional de ocorrer A dado que
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B ocorreu. A probabilidade condicional pode ser definida pela relacdo P(A|B) = P(AN

B)/P(B). Além de obedecer a relagdo de Chapman-Kolmogorov, que é dado por,
N
P(Ax|By) = Z (An|By)P(A|Bo). (1.18)

Utilizaremos o conceito de probabilidade condicional para demonstrar a equacdo de Fokker-
Planck.

A equacdo de Fokker-Planck é uma equacdo diferencial que fornece a evolucdo temporal
da densidade de probabilidade de uma dada varidvel estocastica (RISKEN; FRANK, (1996 [SA-
LINAS, 2008). Ou também podemos dizer que a equagdo de Fokker-Planck é uma equacdo
de movimento para P(x,t). A equacdo de Fokker-Planck serd apresentada na sua forma mais
geral e para um sistema em uma dimens3o.

Considere v; como sendo um dado evento (por exemplo, a velocidade) ocorrendo no ins-

tante de tempo ¢;. Para este conjunto de eventos podemos escrever uma versao continua da

Eq.(1.18)) como,
P(Uf,tfh}i,ti) = /P(’Uf,tf‘vk,tk)P<Uk7tk —ti\vi)dvk. (119)

Devido ao fato do instante inicial poder ser escolhido de maneira arbitraria, vamos reescreve
a Eq.(1.19) para que as probabilidades dependam apenas do intervalo de tempo entre os

instantes inicial e final, ou seja,
Plug,ty —tilv;) = /P(vatf — ti|vg) P vk, ty — ti|v;) dvy. (1.20)
Fazendo uma mudanca de varidveis, substituindo ¢ —t; por t+At e ¢, —t; por t. Teremos,
P(vg, t + At|y;) = /P(vf,At!vk)P(vk,t\fui)dvk. (1.21)

A equacdo acima ainda pode ser reescrita para ser ajustada no contexto do movimento

Browniano, obtendo assim,

P(v,t + Atlvg) = / P(v, At|") P, o) do. (1.22)

—00
onde o termo P(v, At|vy) pode ser compreendido como uma probabilidade de transicdo entre
dois estados distintos.

Para encontrarmos uma relacao para as probabilidades de transicdo que relacione apenas
os estados inicial e final, é necessario algumas manipulacdes algébricas. Comecando por mul-

tiplicar ambos os lados da Eq.(1.22)) por uma funcdo bem comportada ¢(v) e integrando cada
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termo em v. Tendo, assim,

o0

/P@ £+ Atlvo)b(v)dv = / (/ v, At(v ()dv) PO, tu)d.  (1.23)

Expandindo em série de Taylor (vide Apéndice((A])) o termo P(v,t + At|vg) e substituindo
no lado esquerdo da equacdo anterior, obtemos

[e.o]

/P(v,t+At|v0)¢(v)dv: /P(v,t|vo) d(v)dv + At / M¢(v)dv+--- (1.24)

Expandindo em série de Taylor o termo ¢(v) entre parénteses do lado direito da Eq.([1.24)

7 P(v, At|")p(v)dv = 7 P(v, Atv') x

<¢(’U’) + ¢,(U’)(U — Ul) + ;¢”(U/)(U _ U/)2 4. > dv
= 6(v) + ¢ ()DY ()Mt + 2 (1))D

()AL + -, (1.25)

onde DM e DA s3o dados, respectivamente, por

DU () = Alt_jo P(v, At|v") (v — v)dv,
DO () = Alt [ P, st w vy dv (1.26)
Substituindo a Eq.(1.25)) no lado direito da Eq.(1.24]), passamos a ter
7 P, t|vo) (¢(v’) + ¢ () DO W) AL + ;d)”(v’)D(z) (W) At + - - ) a.  (127)

Agora serd necessario fazer uma integracdo por partes no segundo e terceiro termos da
expressao acima,

| PO o) DO (e = = [ o) (P, tho) DO (W),

[ Pt D) -

DO W = [ )

(P, tjvg)DP (v'))dv'. (1.28)

Substituindo todos estes valores diretamente na Eq.(1.24]) e desprezando os termos de

segunda ordem na série de Taylor (At pequeno), obtemos finalmente a equacdo de Fokker-
Planck, que é

OP (v, tvg) d . 10%
g = =5 (DU P(.tlw)) + 5 55 (DP (0) P(v, t]un)). (1.29)
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sendo que, no contexto da difusdo de particulas para o movimento browniano, DM (v) é o
coeficiente de arrasto e D@ (v) é o coeficiente de difusio (sendo que D (v) > 0). Notemos
que v n3o precisa ser necessariamente a velocidade, fazendo v = x, D (v) = 0e D?(v) = D,

obtemos
OP(x,t) D(92P(x, t)

ot 02

onde o D = [?/(27), em que [ é um comprimento fixo de passos que leva um tempo 7. Sendo

(1.30)

esta uUltima equacao conhecida como Equacdo de Difusdo Normal. Assim, percebemos que a

equacdo de difusdo normal é um caso particular da equacdo de Fokker-Planck.

1.4 EQUACOES DE LANGEVIN E FOKKER-PLANCK ASSOCIADAS

Esta secdo teve como base o artigo (RAPOSO; GOMES, |2015)). Na sec3o anterior mostramos
as Equacoes de Langevin e de Fokker-Planck, e como obtemos essas equacdes de maneira mais
simplista, contudo, para chegarmos no titulo que é atribuido a esta secao, vamos rever alguns
outros importantes conceitos. Iniciamos considerando um meio dielétrico, que é um material
que pode ser polarizado por um campo elétrico externo, ou seja, ele pode armazenar energia
elétrica. A polarizacdo elétrica é descrita pela susceptibilidade elétrica do meio, que é uma
medida de como ele responde a este campo elétrico. Contudo, teremos como fundamento o
meio dielétrico ndo linear, que é aquele cuja susceptibilidade elétrica depende da intensidade
do campo elétrico aplicado. Isso significa que a resposta do material ndo é linear, e pode
levar a efeitos n3o triviais, como a geracdo de novas frequéncias. E mais uma informac3o, uma
cavidade ressonante é uma regidao do espaco que é capaz de armazenar ondas eletromagnéticas
por um periodo de tempo suficientemente longo (GRIFFITHS, 2010; MACHADO, 2012). Em um
laser aleatério a luz é emitida por um meio ativo (como um gés ou um cristal) que é estimulado
a emitir luz coerente (WIERSMA)| 2008]).

Um meio dielétrico nao linear desordenado de um laser aleatério é um material que é capaz
de armazenar energia dptica, e cuja resposta nado linear é afetada pela presenca de desordem
(ou seja, variacdes aleatdrias na estrutura do material). Isso pode levar a efeitos n3o lineares
interessantes, como a auto-focalizacdo de luz e a geracdo de novas frequéncias Opticas. Esses
efeitos podem ser explorados para aplicacoes em éptica n3o linear e em geracdo de frequéncias
pticas, por exemplo (CAO, 2005, CONTI; FRATALOCCHI,[2010; SKIPETROV; OSTROVSKY, 2011).

A aleatoriedade espacial do meio ativo implica em um indice de refracao estatico com um perfil
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espacialmente aleatério, como
n(r) = c\/ poe(r). (1.31)

Como, em geral, o meio de ganho do RL pode suportar um grande niimero N de modos de
ressonancia sobrepostos (os modos lasers), escrevemos a solucdo de campo eletromagnético
das equacdes ndo lineares de Maxwell como (ANGELANI et al., 2006a; ANGELANI et al., [2006b;
LEUZZI et al., 2009} |CONTI; LEUZZI, 2011),

E(r,t) = Re {Z an(t)E,(r) exp(—iwnt)} : (1.32)

n=1

H(r,t) = Re {Z an(t)H,(r) exp(—iwnt)} : (1.33)

n=1

onde as amplitudes de campo de valor real {E,(r),H,(r)} aparecem acima modificadas pelo
pré-fator adimensional dependente do tempo complexo a,(t) devido a n3o linearidade do meio

de amplificacdo. E esse pré-fator é dado por,

an(t) = An(t) exp [ign(t)], (1.34)

em que A, (t) é a dindmica da amplitude real evoluindo muito mais lentamente do que a fase
¢n(t). O sinal de intensidade do RL associado a uma dada frequéncia de ressonéncia w,, pode

ser expresso como a média temporal I,, = (1,,(t)), com
L,(t) = e, A5 (1), (1.35)

e aqui temos uma constante de proporcionalidade dependende do modo ¢, que é fixada através

do fluxo médio por area A da poténcia eletromagnética, que é,
e = (24)71 / dA[E,(r) % Ho(r)] - n(r). (1.36)
A

A intensidade total §€,

I = f: L. (1.37)

n=1

A dindmica das amplitudes complexas {a,(t)} é governada pelo sistema de equacdes de

movimento de Langevin acopladas (ANGELANI et al., 2006b)):

da,, 1 N N
a2 Z GrpgsAgQsQyy + (Vo — Q) + 1, (1.38)
{pa.s}' =1

comn=1,2,..., N, e também, v, e a,, representam, respectivamente, as taxas de amplifica-

¢do (ganho) e coeficiente de perda de radiacdo dependentes do modo, o termo complexo 7,
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representa o ruido multiplicativo (ANGELANI et al., 2006b), de modo que (1,,(¢)) = (n(t)) =0
e correlacdes bitemporais dadas por (n,(t)n,(t')) = (ni(t)n: (") = 0 e (. ()0 () =
2D0, 1, d(t — t'), com a varidncia D fornecendo uma medida da amplitude do ruido relaci-
onada 3 temperatura do banho de calor do sistema. Além de que, o simbolo {p,q,s} na
Eq.(1.38) indica que a soma & restrita a combinagdes de modos tais que w, + w, = w, + ws
(O'BRYAN; SARGENT], |1973)).

Por fim, o tensor complexo de quarta ordem g,,,45 nNa Eq. marca a assinatura da nao
linearidade do meio ativo de volume V' através da polarizacdao nao linear de ordem principal,
que é

1 N (e T
Gnpgs = % /V dV Z Xfﬁ)gm(wquawsa —Wp, r) x Ey (r)EE(r)Eff(")Es (I‘), (1-39)

{a.B,p,7}=2,y,2
onde a aleatoriedade espacial do meio desordenado também estad implicita no tensor de sus-

®3)

cetibilidade de resposta de terceira ordem x5,

(W Wy, wWs, —wp, r). De fato, na auséncia de
desordem, a parte real do tensor g,,,s assume um valor constante que se torna gqus =g,
como no caso de sistemas de laser padrdo com bloqueio de modo passivo (LEUZZI et al., 2009;
GORDON; FISHER, 2003)).

Existe uma dificuldade quando analisamos g,,,4s na Eq.(1.38) em decorréncia da presenca
de desordem aleatéria de NV equagdes acopladas. Podemos contornar a situagao fazendo g,;qs
serem variaveis aleatdrias identicamente distribuida g e usando a aplicacdo de técnicas de
quebra de simetria de réplica (ou replica symmetry breaking, em inglés), sobre a qual iremos

nos aprofundar no Cap[3) com as fases {¢,,(t)} sendo as variaveis dindmicas relevantes.

Podemos multiplicar ambos os lados da Eq.([1.38)) pelo complexo da Eq.(1.34)), obtendo,

* dafn 1 N * * * *
G =3 Z Grpgs Uy qQsy, + Ay (Vn — Q) + Gy 1 (1.40)
{p.g,s} =1
Aplicando a relacdo da Eq.([1.35)) na Eq.(1.34) e seu complexo, na Eq.([1.40)), reobtemos,
]n 1/2 . d ]n 1/2 » 1 N i i}
{} exp|—io,(t)]— {} explidn(t)] p === D GnpgslyAqlss, +
Cn dt | le, 2 f
{p.,a,s} =1
1.1/ 11172
+[2] expl-ioa )0 —an) [2] T explion )] + aim, (1.41)

Primeiramente, resolvendo o lado esquerdo da igualdade da Eq.(|1.41]),

[ﬂ " epl—ion(t) L { [ﬂ v exp[i<bn(t)]} = {ﬂ " expleidn(®)]

C, dt | Le, -

—1/2 1/2
G oxtion(01 Gy + 2] esplon ), (142
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desprezando o Gltimo termo pois consideramos a parte real,

n Cn n
L[]V dI, I,7'? . 1[1,)7Y/2
{2 172 exp[ngn(t)]ﬁ = {CJ exp[—z¢n(t)]§ 172 X (1.43)
dl, 1 dI,
O (t)|—F = 5
explidn(t)]— 5 di
colocando o resultado da Eq.(1.43)) de volta na Eq.(1.41)), teremos,
1 dlI, - . . (LY
st =3 2 gt + 2] [2]
{p.as} =1
eXp[i(gbn(t) - ¢n(t))](7n - an) + @ZTIm (1-44)
ou mais ainda,
1 dI, 1 X \ . I \
e dt =5 . E/dgnpqsanaqasap + a(% — Qy) + agnn, (1.45)

Por fim, organizando os termos e determinando a parte real,

1dI, N § i i I,
——= = —ReS Y Gupgslnqlsy — 2051 ¢ 4+ 2= (Y — ), (1.46)
¢, dt f Cn,
{r.a,s} =1

Para analisarmos as combinacGes de modos, devemos notar a soma restrita que esta abran-
gendo trés classes, sendo elas: w, = w, € w, = ws, também w,, = ws, e w, = wy, além de
considerar as demais possibilidades desde que w,, + w, = w, + ws. Contudo, a dltima classe

normalmente é desconsiderada (ANGELANI et al., 2006b; |0'BRYAN; SARGENT, [1973)), com isso,

vamos fazer uso de algumas dessas classes na somatéria da Eq.(1.46) e fazendo uso das

Eqs.(39) o (T35)

u n:p:q:s

N L AY2 Y2 rp Y2 q1/2
Z gnnnna;anana; = gfnnn {n} |:n} ["} [”} X
n=p=q=s=1 Cn Cn Cn, Ch,

2
eXBli(6n = 60+ 6 — 0n)] = gl [2] (147)

u n:qep:S
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N N 1/2 1/2 1/2 1/2
I, I, I I

s=1(sn) =1 (o) el lend Lo e
| | o L1,
eXp[Z(d)n - ¢n)] eXp[Z(ng - ¢S)] = Z gnsns??? (148)
s=1(s#n) n s

" n=s5ep=q

N N 1/2 1/2 1/2 1/2
. . I, L I, L
SR o 1t B Y

=1(p#n) p=1(p#n) " “ Cn “
. . r Inl,
exp[l((bn - ¢n)] eXp[l(¢p - ¢P>] = Z gnppn??? (149)
p=1(p#n) nep
e chamando p = s, temos,
r Inls
Z gnssnii (150)
s=1(s#n) Cn Cs

Colocando os resultados das Eqs.(1.47)),(1.48]) e (1.50) na Eq.(1.46) e passando o termo

¢, do lado esquerdo da equacao para o lado direito, reobtemos assim,

dl, I? N I,
n s=1(s#n) S
+2c, Re{a;n,} + 21, (vn — an). (1.51)

Analisando o terceiro termo da equacdo acima, em que o ruido éptico pode ser expresso
como uma soma dos processos estocasticos estatisticamente independentes aditivos e mul-
tiplicativos (SCHENZLE; BRAND, [1979), de forma que 7,(t) = 79 (t) + a,(t)n{V(t), entdo

n n

teremos,

. [n 1/2 ‘
Re{a;n.} = Re { {C] exp—igy] [n{” + amﬁ”]}

I, 1/2 . I, 1/2 ‘
= Re { [Qj eXp[_Z¢n] [777(10) + |:Cn:| GXP[Z%]US)] }
1/2
— Re { [ﬂ exp[—ig,]n” + i"nff)} (1.52)

n n

como exp(—i¢p,) = cos ¢, — isin ¢,, e considerando a parte real,

In 1/2 [
Re{ayn,} = {c] [cos ¢, — i sin ¢y ]n, 0) 4 ; 77( )

n n

I.11/2 1
_ [ﬂ [cos ¢+ sin g + gD, (1.53)

n



33

Como as fases ¢,, variam muito rapido em comparacdo com as amplitudes {A,(t)}, elas
podem ser calculadas em média, levando ao sistema correspondente de equacdes estocasticas

acopladas de Langevin que governam a dindmica do modo intensidades. Entdo usando o

resultado da Eq.(1.53) na Eq.(1.51)), e os termos com 1?) s3o desconsiderados, temos,

dI, I2 il 1 L
n s=1(s#n) § m

e reorganizando,

I, r L al R r \Is ()R
n s=1(s#n) §

comn=1,2,...,.N.
Quando analisamos a Eq.(1.55) podemos notar a presenca do ruido multiplicativo, por
este motivo, podemos fazer um vinculo entre o sistema de equacdes de Langevin acopladas e

também a equacdo de Fokker-Planck, usando como base as Egs.(1.15)) e (1.29), de maneira

mais simples, sendo esta equacdo normalmente apresentada nos textos como (SOARES; LARA;

DIETERICH, 2022; VICTOR, 2019),

op(v,t;vg) 0 1 0?

— = [A(v)p(v, t;v0)] + 2902

ot v [B(v)p(v, t; vp)]. (1.56)

A equagdo de Fokker-Planck para a densidade de probabilidade de intensidades P({/,,})

é dado como,
opP o) 2

N9
== 2 o (€ +201)P]+ 262; @UiP), (1.57)

sendo o parametro () o pardmetro que controla o ruido multiplicativo através de (n(V % (#)n(DE(¢)) =

Q6,,m0(t —t'), e nés definimos,

]’2 N ]’S
n s=1(s#£n) s

Podemos utilizar uma notacdo simplificada, tal que, reescrevemos a Eq.(1.55]), como,

‘g; = d, I, — b, I? + 2I,n\VE (1.59)
sendo a equacao de Langevin e,
opr 0 0?
— = —— (L, +2QI,)P] +2Q == (I*P), 1.60
5 = ~ar (L 20L)P] + 2055 (1°P) (1.60)

a equacao de Fokker-Planck, no qual

L,({I,}) = d,I, — b, I? +2I,, (1.61)
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e os novos coeficientes estdo apenas indicando que,

N
I
d” - Z (gfsns + gﬁssn)i + 2]n(7n - an) (162)
s=1(s#n) Cs
e
R
b, = Innnn. (1.63)
Cn

A partir da dindmica das intensidades, poderemos calcular a funciao de densidade de pro-

babilidade usando as Egs.(1.60) e ([1.61]), com sua solucdo estaciondria descrita por (RAPOSO;
GOMES| 2015)),

ss\dn) = €x - nls .
I P 2¢,Q
onde a constante de normalizacdo é,
1 b\ 4/ (2Q)
Ch=or | = , 1.65
e (39) (169
sendo o expoente da lei de poténcia definido como
P I L Yy (1.66)
n — a9 nsns nssn) ~ — A\Tn T On). :
f 20, 2 g Gunssn) -~ 11

A Eq. corresponde ao limite assintético da distribuicdo de Lévy (RAPOSO; GOMES,
2015). E a solucio do modelo. E esta distribuicio pode ser usada para caracterizar os espectros
dos lasers aleatérios acima do limiar de emissao.

Tratamos a relacdo entre as quantidades expostas na Eq. e 0S parametros expe-
rimentais como a energia de bombeamento e a forca da desordem no capitulo seguinte, o
Cap.. Por ora, escrevemos os vetores deslocamento e inducdo magnética, respectivamente,
como D = ¢yn?E + Py, e B = 1oH, sendo a polarizacio nio linear de ordem principal, dada
por

PNL<ra t) = Z Z eoeXfygﬁ)w(Wn; Wy, Wsy —Wp, r) X
{n,p,q,s} @B,
I5] T
B (r)E:f(r)Es (r) exp(—wpt), (1.67)

no qual o tensor g,,,s foi definido na Eq.(1.39) e estamos considerando o termo real da
Eq.(1.67). A contribuicdo para a energia eletromagnética média devido ao carater n3o linear

do meio ativo é,

1 I, I

b _iNygr o gr yInds 168
NL 9 Z(gnsns + gnssn) Cpy Co ( )

n,s

Uma energia de bombeamento crescente E, induzida no RL através da fonte de laser de

bombeamento, leva a uma soma maior na Eq.(1.66)). Em contra-partida, a amplitude do ruido
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() é proporcional a temperatura do banho de calor do sistema e desempenha um papel oposto
em relacdo a energia de bombeamento na Eq.(1.66). E isso é possivel, podendo consultar
alguns artigos que citam sobre isto (UPPU; MUJUMDAR, 2014, WIERSMA; CAVALIERI, [2001;
LEONETTI; CONTI, 2010).

E os termos ¢Z e gf . também incorporam as propriedades de desordem aleatéria do
meio ativo. Em particular, a forca da desordem é medida através da variancia das distribuicoes
de valores de g% . e & na Eq.(1.66). De fato, na auséncia de desordem a dispersdo dessas
quantidades é nula, o que leva a g% . = g% _ = g (RAPOSO; GOMES, [2015).

A Eq. pode ser reescrita de maneira mais apropriada para compreendermos algumas
secBes seguintes (como a Sec3o , pois quando consideramos uma polarizacdo nao linear
P que tem componentes geralmente escritos em termos dos tensores efetivos de suscetibili-
dade n3o linear X(/=1 de ordem f (usando a convencio de somatério de Einstein) (GONZ4LEZ

et al, 2021)). A equac3o passa a ser,

Pypn = GO(X(l)Ep + X(Q) E, By + X%)ququEs +

p npq

@ By B BBy + X BB BB By + -+ ). (1.69)

anqst npqgstu

E a equagdo de Langevin, que apresentamos inicialmente na Eq.(1.38) e, posteriormente
(e de maneira mais geral), na Eq.(1.59)), para ter relacdo ao tratarmos com a ordem do tensor

f da equacdo acima, e evitarmos o uso excessivo dos somatdrios, reescrevemos como,

da, 00

= — 1.

onde a funcio ©V) esta descrevendo o que foi abordado desde o inicio desta secdo (das
Eqgs(1.32)-(1.37))), que é a interacdo entre o campo elétrico e a polariza¢do n3o linear como
uma expansdo em série até a ordem f nos campos, ou de ordem (f — 1) nas suscetibilidades

n3o lineares efetivas. E esta funcdo geralmente é dado, em termos também de ordem f, como,

O = ¢@a,ar + g anaiagal +

gv(zi))qstuana;aqa:ataz + -+ (’)(g(f)a(f/Q)a*(f/Q)) (171)

De fato, veremos em seguida que a solucdao da equacdo de Fokker-Planck com nao-
linearidades de ordens superiores ird gerar a chamada distribuicdo de lzrailev de intensidades

emitidas pelos RLs (ver a seguir).
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2 DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADES: MODELOS E FITS DOS DADOS

2.1 O CAMINHANTE ALEATORIO

Vamos iniciar esse capitulo relembrando o conceito do Teorema Central do Limite para,
logo em seguida, discutirmos sobre a distribuicdo de Lévy.
Se considerarmos a soma x de N variaveis aleatérias s; independentes e identicamente

distribuidas de acordo com a distribuicdo w = w(s;)(SALINAS, 2008)), temos:

r = 231 (2.1)

Para um caminhante aleatério (em 1-dimens3o), podemos interpretar s; como o desloca-
mento associado ao i-ésimo passo, portanto, x serd a posicao do caminhante apés N passos.
A probabilidade p(x) de determinar o valor da soma x nos limites entre = e = + dx é jus-
tamente a probabilidade de encontrar o caminhante neste intervalo. E, para isso, como os
passos sao estatisticamente independentes, a probabilidade de uma sequéncia tinica de passos
com o t-ésimo deslocamento entre s; e s; + ds; é obtido pelo produto das suas respectivas
probabilidades, ou seja, por w(sy)dsy - w(sz)dsy - ... - w(sy)dsy.

Apos fazermos a soma desta probabilidade sobre todos os deslocamentos individuais que
sejam consistentes com a condicao dada de que o deslocamento total x sempre esteja justa-
mente entre os limites = e x + dx, teremos o que esperamos, a probabilidade total p(z)dz. E

agora fazemos,
p(z) = /.../w(sl)w(SQ)...w(sN)dsldsz...dsN, (2.2)

levando em conta que a integracao € sobre todos os possiveis valores das variaveis s;, e a Unica
restricdo que temos é

N
<Y s <wx+da. (2.3)

i=1

Agora temos um novo problema, que a integral é bem complicada de calcular porque a
restricdo adicional deixa os limites de integracdo dificil de serem explicitados. Porém, uma
possivel abordagem para contornar essa dificuldade é fazer uso das funcdes especiais, também
descritas com mais detalhes no Apéndice [A]

Temos um problema geométrico e podemos resolvé-la integrando sobre todos os valores
da variavel s; sem restricao, mas ao fazer isso, devemos estar cientes de que essa a dificuldade

das condicOes de contorno é passada para o integrando, e o ponto chave é que fazemos uso
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da Funcao de Dirac, entdo temos a nova expressao
o o N
p(z) = / / w(sy)w(sz)..w(sy) |6 [z = || dsidss...dsy, (2.4)
- - i=1
e a restricao do dominio de integracdo ndo existe mais. E para solucionar essa nova equacao,
a funcdo ¢ precisa ser reformulada com o auxilio da transformada de Fourier (e o Teorema da
Funcdo Inversa), ou seja,
N 1 oo N
dlz=>] :—/ exp | ik |> —z| | dk. (2.5)
i=1 271 J oo i=1

Utilizando o resultado da Eq.(2.5) em (2.4)), reobtemos

p(z) = /_O:O .../_o:ow(sl)...w(sN) (21 /O:O expik(sy + ... + sy — x)dk) dsi...dsy, (2.6)

T J—

e reorganizando,
1 00 00 00
p(z) = 2—/ exp(—ik’x)dk/ w(s1) exp(iksl).../ w(sy)exp(iksy)dsy,  (2.7)
™ J—00 —00 —00
Ficando mais acessivel em resolver o problema anterior, pois a variavel de integracdo passa
despercebida e as variaveis individuais de s; estao igualmente distribuidas, mesmo tendo N
integrais, todas elas podem ser resumidas em
F(k) E/ w(s) exp(iks)ds. (2.8)
A funcdo F(k) é a transformada de Fourier da distribuicdo w(s), e é chamada de funcdo

caracteristica associada a esta distribuic3o.

Em resumo, a Eq.(2.7) se torna

p(z) = = /°° exp(—ika)[F (k)] dk. (2.9)

- % —0o0

A Eq.(2.9) nos informa que a distribuicgo final para a soma de N varidveis s; é a transfor-
mada de Fourier inversa da funcdo caracteristica dos passos individuais elevada a N-ésima
poténcia. Percebemos que no momento s6 usamos apenas a condicdo de que as variaveis s;
sdo independentes e estdo identicamente distribuidas. Este resultado para a distribuicao de
probabilidades p(z) do caminhante apds N passos é valido independentemente a finitude dos
momentos de w(s). Portanto, para resolver esse problema completamente, faremos o célculo
de duas integrais de Fourier. Mais adiante faremos uso deste resultado.

Os célculos demonstrados, por conseguinte, servirdo para provarmos o Teorema Central do

Limite (TCL). Contudo, precisamos descobrir que aproximacgdes para as expressdes acima (Eq.
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(2.9)) sdo apropriadas no limite de um niimero muito grande de variaveis aleatérias, N > 1.
O integrando de F'(k) contém o fator exp(iks), uma func3o oscilatéria de s que oscila mais
rapidamente a medida que k aumenta de magnitude, logo, a quantidade F'(k) tende em
geral a ser cada vez menor nesse limite. Elevando F' a uma grande poténcia N, segue que
[F (k)] decai rapidamente quando k aumenta. Logo, para calcular p(z) pela equac3o anterior,
um conhecimento de [F(k)]" para pequenos valores de k é suficiente, j4 que para grandes
valores de k a contribuicdo de [F'(k)]"V na integral serd extremamente pequena. Podemos
ent3o aproximar [F' (k)] por uma expanso em poténcias de k. Todavia, como [F(k)]Y varia
muito rapidamente com k, é aconselhavel procurar uma expansao em série de poténcias que

N uma vez que ele varia bem

convirja mais rapidamente, como o logaritmo natural In[F(k)]
lentamente.
Contudo, precisamos obter F'(k) para pequenos valores de k, e para isso, vamos expandir

exp(iks) em série de Taylor, e a expressdo que teremos é,

00 00 1
F(k) = / w(s) exp(iks)ds = / w(s) (1 + iks — 5]{252 + ) ds, (2.10)
ou ainda
1 .
F(k)=1+iks — §k252+..., (2.11)
aonde
ElE= /OO w(s)s"ds (2.12)

é uma constante que representa a definicdo usual do n-ésimo momento da distribuicdo w(s).
Temos que assumir a hipdtese fundamental de que |w(s)| — 0 va bastante rapido, o suficiente
para que |s| — oo, de forma que esses dois primeiros momentos sejam finitos. Usando a

expansao anterior,
I[F(E))YN =NInF = Nln |1+ ik5 — ;k232+ ] (2.13)
Da expansao do logaritmo em série de Taylor, valida para g < 1,
In(1 + g) :g—;g%r..., (2.14)

mantendo os termos quadraticos em k, a equacdo pode ser reescrita como
N e Lo e o T NAvIT
In FY ~ N |(iks — §k s?) — 5(11{;3) = N |iks — §(As)2k : (2.15)

onde definimos a expressdo para a variancia

(As)? = (s) — (s)% (2.16)
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Por fim, obtemos

FN(k) = exp (z’(s)Nk — ;N(As)zk‘Z> : (2.17)

Substituindo na Eq.(2.9)), encontramos

p(z) L /OO exp (ik(Ns —x) — ;N(As)2k/2> dk. (2.18)

:27T —00

Esta integral é da forma (a > 0)

= = b\* ¥
— 2 — J— - -
[m exp(—au” + bu)du [m exp ( a (u 2a> + 4a) du. (2.19)

Fazendo a substituicdo g = u—b/2a e usando o resultado para a integral gaussiana, a expressdo

acima se reduz a

exp(b? /4a) /Oo

—00

exp(—ag?®)dg = exp(62/4a)\/j (2.20)

Identificando, ainda, b = i(Ns—x) e a = (N)(As)2/2, podemos reescrever a Eq.([2.18]) como,

1 2

) = oo s (- (V5 2 2N BSF). (2.21)

de modo que, definimos
= N3 (2.22)
0? = N(As)?, (2.23)

E o resultado é a importante distribuicao gaussiana

p() = \/%exp(—(x—u)z/%z)? (2.24)

sendo a distribuicao para a soma das variaveis s; no limite em que N — oo, e nos informando
a densidade de probabilidade de encontrar o caminhante em uma posicao especifica = apéds

muitos passos.

2.1.1 Teorema Central do Limite

Brevemente, o Teorema Central do Limite (TCL) afirma que a soma de N varidveis ale-
atérias independentes x, com mesma distribuicao e variancia finita, é uma variavel que se
aproxima da distribuicdo gaussiana quando N aumenta. Vamos considerar, como na maioria

dos textos sobre o assunto, um dado n3o viciado. Sabemos que o dado possui 6 lados e cada
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um desses lados enumerado de 1 a 6. Se eu te perguntasse qual a probabilidade de vocé tirar
exatamente o resultado 5 sé com um lancamento? Obviamente a resposta é 1/6. Contudo,
agora nao queremos ver o resultado em tirarmos determinado valor entre 1 e 6 e sim como a
média se comporta com 10 lancamentos, 50 lancamentos, 100 lancamentos.

Para que isso seja analisado, temos um forte ponto a se considerar, Pois, para apenas 6
lancamentos, a média dos resultados obtidos é 3.5. Se tivermos 20 lancamentos, a média dos
resultados obtidos também é 3.5. E ndo difere do fato de termos 100 lancamentos, a média
desses lancamentos sempre estard em torno de 3.5. Podemos exemplificar fazendo uso dos

dados na Tabela para um dado sem vicio (SILVEIRA, 2018).

Tabela 1 — Lancamentos, média e desvio padrdo de dados n3o viciados.

Lancamentos Média Desvio padrao
6 3,5 1,71
10 3,5 0,54
20 3,5 0,38
50 3,5 0,24
100 3,5 0,17

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A sensacdo que passa, se for analisar s6 a média, é que os valores extremos, ou seja, o
valor 1 e 6 parece q ocorre menos do que os valores entre eles, mas isso é apenas a média e
também o valor obtido pode ser qualquer um dos valores dos dados e nao exatamente o valor
1 ou 6. Conforme cresce o tamanho das amostras, mais estreita é a distribuicio das médias
amostrais e melhor é a aderéncia da distribuicdo das médias a curva (SHIMAKUR, 2016). A
generalidade deste resultado é a razao de grande parte das médias de quantidades mensuraveis
estar distribuida de forma gaussiana, o que ressalta sua extrema importancia. A Fig.(8) nos
mostra a distribuicdo das médias de determinados lancamentos (amostra) do dado sem vicio
por sua frequéncia relativa.

E o motivo pelo qual comentamos sobre o TCL logo apds termos em maos a Eq.
e sendo um gancho que serd utilizado na Segéo, é o fato da distribuicao de Lévy n3o
satisfazer a hipdtese de finitude, n3o satisfazendo aos requisitos do TCL e gerando inimeras
consequéncias na busca aleatéria. Por isso temos distribuicoes que satisfazem o TCL como ou-
tras que nao o satisfazem, e sobre essas, elas sdo governadas pelo chamado TCL generalizado,

Como veremos na secdo seguinte.
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Figura 8 — Distribuicdo das médias dos lancamentos.

Fonte: (SILVEIRA| [2018])

2.1.2 Teorema Central do Limite Generalizado

Como dito anteriormente, o TCL tem a sua limitacdo, pois agora temos distribuicGes
que ndo satisfazem a hipétese de finitude do segundo momento da distribuicao, e para isso, o
maior responsavel pela iniciativa sobre o assunto foi o matematico francés Paul Lévy (KLAFTER;
SHLESINGER; ZUMOFEN, (1996)). O objetivo é encontrar distribuicdes estaveis que ndo obedecem
o TCL (segundo momento divergente), isto é, distribuicdes py(z) para a soma dos N passos
X; + Xo + ... + Xy que possuem a mesma distribuicdo p(z) dos passos individuais.

Pelo TCL estudado na secdo anterior, poderiamos dizer (e que é uma resposta aceitavel),
é que p(z) deve ser uma gaussiana, porque a soma de N gaussianas ainda é uma gaussiana,
com os passos individuais N vezes a variancia da distribuicdo inicial. E ndo é a (nica porque
o préprio Lévy provou que existe outras respostas e, todas elas, envolvem varidveis aleatérias
com variancias infinitas (ROCHA| 2020)).

Agora adentramos em formulacdo matematica, o primeiro que podemos mencionar e que
contribuiu foi o Augustin Cauchy, que em 1853 percebeu a existéncia de outras solucées para o
problema da adicdo de N variaveis aleatérias, sendo uma delas a funcao caracteristica, definida

como a transformada de Fourier da distribuicdo py, (ver Eq.(2.8)):
on (k) = exp(—N|k|Y) (2.25)

Da expressdo acima, se fizermos uma transformada voltando ao espaco x e atribuindo
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a =1, temos a conhecida distribuicio de Cauchy, que é

pn(k) = SN (1 +1<x/N>2) = ;pl(:z:/N). (2.26)

Analisaremos mais essa situacdo (o« = 1) na secdo seguinte, por ora, podemos comentar
que a distribuicio de passo Unico p; () estd conectada com N passos, o py(z). Na década de
1930 Lévy generalizou este resultado obtendo as chamadas distribuicdes a-estaveis de Lévy,
com parametro o compreendido entre 0 e 2 e p(x) serd positiva para todo z, apenas ndo
sendo normalizavel a unidade.

Quando nos referirmos as distribuicGes a-estaveis de Lévy, nos referirmos aquelas que
constituem a classe de todas as distribuicdes estaveis. Enquanto, a nomenclatura distribuicdo
de Lévy é geralmente empregada para caracterizar uma escolha particular dos parametros
que definem as distribuicdes a-estaveis, explicitamente & = 1/2 e = 1, utilizaremos a
denominacdo distribuicdo de Lévy para as distribuicoes a-estaveis de uma forma geral. Existem
trés expressdes fechadas conhecidas para as densidades de probabilidade p(z): as distribuicdes
gaussianas (quando a = 2), de Cauchy e de Lévy (UPPU; MUJUMDAR, 2014)).

Ainda ndo temos a forma geral de parametrizacido de todas as possiveis distribuicoes
estaveis p(x). Para obté-la, devemos utilizar a fun¢do caracteristica definida a partir da trans-
formada de Fourier da funcdo densidade de probabilidade p(z), ou seja,

oo
o(k) = /_ _ explika)p(x)dz. (2.27)
as distribuicGes estaveis possuem, de modo geral, funcio caracteristica da forma
exp(—o®|k|*[1 — ifsgn(k) tan(ra/2)] + iuk), se a#1
o(k;a, B, 0, p) = (2.28)
exp(—olk|[1 + (2i8/m)sgn(k) In|k|] + iuk), sea=1
onde ¢(k) determina completamente a distribuicdo de x, e os intervalos 0 < a < 2, —1 <
[ <1, e a funcio sinal que é sgn(k). O pardmetro « é conhecido também como "expoente de
Lévy" e é o responsavel pela variacdo das distribuicdes, a introducdo de uma fase dependendo
do novo parametro (3 é responsavel pela assimetria da distribuicio e também denominado
como parametro Skewness, o parametro i é o de localizacdo e o é a largura.

A principal importancia das distribuicGes estaveis reside justamente no fato de que estas se

comportam como “atratores” estatisticos, de modo semelhante ao comportamento de gaus-

sianas como consequéncia do TCL, mas com um abarcamento muito maior por n3o exigirem
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finitude dos momentos. Este importante resultado é conhecido como o Teorema Central do
Limite generalizado.

Reafirmando, o TCL diz que a soma normalizada de termos independentes com média e
variancia finitas converge para uma distribuicao gaussiana. Por outro lado, o TCL generalizado
mostra que se o requisito da varidancia e momento finitos for ignorado, os Unicos resultados

limites possiveis sdo as distribuicGes estaveis, descritas pela Eq.(2.28)).

2.2 DISTRIBUICAO DE LEVY

Como dito na secdo anterior, a generalizacao do TCL nos diz que a distribuicdo normal é
um caso especial da a-estavel, ou, a distribuicdo de Lévy, e normalmente vemos esse resultado
com outra aparéncia, que sé é necessario tirar o logaritmo em ambos os lados da Eq.,
ou seja,

—o%k|*(1 —iftan(wa/2)sgn(k)) + iuk, se o # 1.
Ino(k;a, B,0,1) = (2.29)
—olk|(1 4 (2i8/7)sgn(k) In |k]) + ipk,  se a=1.

A transformada inversa de Fourier da funcao de densidade de probabilidade, em inglés,
probability density function (PDF), consegue descrever completamente uma distribuicdo de
cauda longa, uma vez que o expoente o descreve a taxa na qual as caudas diminuem, com
« = 2 indicando o comportamento Gaussiano e o < 2 indicando o comportamento de Lévy,
lembrando que « € (0,2] (ROCHA, 2020).

Vamos agora imaginar a seguinte situacdo para descrevermos brevemente os Lévy flights e
a diferenca com as Lévy walks, pois ndo tem como falarmos de um sem mencionar o outro: uma
particula que procura alimentos, quando chega em uma regido onde ha bastante alimentos fica
por 14 até se satisfazer ou ndo haver mais alimento. Feito isso, essa particula tende a ir para um
outro lugar distante dali onde tera alimentos novamente. Isto é como imaginar um caminhante
aleatorio, mas dessa vez sdo os chamados Lévy flights, que através do exemplo citado, podemos
resumir que s3o definidos como passos instantaneos (duracdo nula), de forma que a particula
efetivamente salta entre as posicdes de destino no espaco de busca. Consequentemente, o
deslocamento médio quadratico n3o existe como funcdo do tempo. Essa propriedade impede
aplicacdes diretas de Lévy flights em fenémenos fisicos (SANTOS, [2021)).

E nas Lévy walks, a particula viaja com velocidade constante, independente do tamanho do

passo. Entao, o tempo de percurso é proporcional a distancia total percorrida, logo, faz com que
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o deslocamento médio quadratico exista como funcdo do tempo e cresca super-linearmente,
ou mais ainda, de forma super difusiva (SANTOS, 2009). E esta propriedade que torna as Lévy
walks adequadas para modelar o comportamento de difusao anémala. A diferenca reside no
fato de que a distancia total percorrida em um Lévy flight corresponde entao ao tempo total

de percurso em uma Lévy walk.

Figura 9 — Lévy flights.

Fonte: (SANTOS| 2021))

Na Fig. @D representamos os Lévy flights em duas dimensdes da particula. Notamos que
em muitos momentos, como é o caso da regido demarcada em vermelho, a particula faz
pequenos "deslocamentos". Porém, em outros momentos esse deslocamento é muito longo, o

que significaria que foi em busca de alimento em outro lugar distante.

2.3 DISTRIBUICAO DE INTENSIDADE EM LASERS ALEATORIOS

No Cap.1 estudamos os RLs, a histéria de origem (que ainda é bem recente) e sua mate-
matica por tras. Nesta secdo, iniciamos uma analise comparativa de duas classes de modelos
tedricos para a funcdo densidade de probabilidade (PDF) de P(I) da intensidade I emitida

por RLs (GONZALEZ et al., 2021)). As previsdes dos modelos utilizados nesta se¢do foram com-
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paradas com os resultados experimentais de dois sistemas RL. O primeiro sistema é sobre a
dispersdo de ondas eletromagnéticas em um meio aleatério com amplitudes de campo e fases
sendo tratadas como variaveis independentes aleatérias ou localmente correlacionadas, e para
esse sistema nos referimos como modelos baseados em soma de fase aleatéria, em inglés,
random phase sum (RPS) (GONZALEZ et al., 2021)).

O modelo RPS produz uma distribuicao de Rayleigh para a amplitude do campo e uma
distribuicao exponencial para a intensidade quando a fase e amplitude do campo elétrico sdo
consideradas como varidveis aleatérias ndo correlacionadas. Em contrapartida, quando nos
referirmos as variaveis aleatdrias que exibem correlacdes locais, o modelo RPS modificado da
origem a distribuicoes K tanto para a amplitude quanto para a intensidade do campo.

O segundo sistema de modelos para a PDF de intensidades sdo baseados em equacdes
diferenciais estocasticas que descrevem a dinamica dos modos de interacdo n3o linear em um
meio aleatério (RAPOSO; GOMES, [2015). Generalizamos e estendemos esse sistema de modelos
para levar em conta as nao linearidades épticas de qualquer grau f nas interacdes dos modos.
E importante observar que as contribuicdes n3o lineares de ordem superior tornam-se cada
vez mais relevantes a medida que a poténcia de excitacdao aumenta acima do limite. Portanto,
a generalizac3o proposta neste trabalho permite levar em consideracdo a influéncia de /!
qualquer grau de suscetibilidade nao linear nas propriedades de emissdo dos RLs. Com isso,
surge uma nova familia de distribuicGes de intensidade, as distribuicdes |zrailev generalizadas
de ordem f.

Foram feitas as analises com os dados experimentais de dois RLs importantes e bastante
distintos, mas, no caso dos contelidos que se seguirao, o dado experimental foi exclusivamente
de um baseado em nanopé cristalino de borato de aluminio e itrio (Y AB) com ions de
neodimio Nd>* trivalentes. O outro foi um sistema corante-coloidal especialmente projetado
com nanoparticulas de 70, funcionalizadas, estando disponivel para consulta em (GONZALEZ
et al., 2021)). E para cada sistema foram realizadas a anilise estatistica de um extenso conjunto
(~ 10°) de espectros de emiss3o, para a situacdo em que o RL opera acima do limiar. Embora
os modelos baseados em RPS n3o fornecam ajustes satisfatorios dos dados experimentais, um
excelente acordo é encontrado com o modelo diferencial estocastico, indicando que ele pode
capturar adequadamente a influéncia de nao linearidades 6pticas de alta ordem na distribuicdo
de intensidade de RLs acima do limiar.

Revisitamos aqui os modelos baseados em RPS com variaveis aleatérias independentes ou

variaveis localmente correlacionadas. Além de apresentarmos o modelo diferencial estocastico e
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calculada também a distribuicao de intensidades emitidas para um grau geral de nao linearidade

Optica, com a proposta de uma nova familia de distribuicdes de intensidade.

2.3.1 Modelos baseados em soma de fase aleatéria e diferencial estocastico de

grau f

Para tratarmos o modelo RPS com variaveis aleatérias independentes, consideramos que o
campo elétrico espalhado em um meio aleatério é descrito como um somatério de contribuicoes
individuais de muitos termos aleatério N, ou mais ainda, £ = kgjl Agexp(ioy) = kgjl(Xk +
iYy) = Aexp(ig). Logo, as PDF de amplitudes podem ser essencialmente determinadas de
um somatério de NV variaveis aleatérias complexas independentes e identicamente distribuidas.
Aplicando o TCL no limite N — oo, os componentes de quadratura X, e Y), sao normalmente

distribuidos. O modelo RPS assume que:

(i) as variaveis aleatérias que descrevem as fases ¢ e as amplitudes Ay sdo ndo correlacio-

nadas e estatisticamente independentes com segundo momento finito;
(ii) as fases aleatérias sdo uniformemente distribuidas no intervalo [0, 27).

Assim, no regime em que se aplicam as premissas do TCL (visto na Secdo [2.1.1)), a PDF das

amplitudes de campo A é dada no modelo RPS pela distribuicao de Rayleigh,

Pr(A) = Z;exp(—Az/(QbQ)), (2.30)

com segundo momento b = <A2>. Fazendo uso da relacdo I = A2, temos, como normalmente

é denominada, a distribuicdo exponencial,
P(I) = (1) exp(~I/{1). (2.31)

Devemos perceber que o modelo RPS pode ser ainda mais generalizado caso o nimero N
de termos no campo elétrico seja ele proprio uma variavel aleatéria com distribuicao binomial
negativa de média (V) e variancia normalizada (N)~' 4+ x~! com k > 0. No limite assintético
(N) — o0, encontra-se a distribuicdo gamma,

P = S (R, (2.32)
L(r) (1)~
onde I'(x) denota a funcdo gamma. Notamos que se fizermos x = 1 na Eq.(2.32)) obtemos

justamente a Equacado ([2.31]).
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Se considerarmos os fatos iniciais de variaveis aleatérias estatisticamente independentes do
TCL modificada através da introducao de variadveis localmente correlacionadas, temos como
consequéncia, levando em consideracao tal desvio do TCL, a PDF de intensidades neste modelo

RPS modificado, que assume a forma de uma distribuicdo K,

Pic(l) = (I)QFJ\{M) (%; ) Ky s (2,/M1/<1>> , (2.33)

onde M é um pardmetro livre e K, (z) denota a funcdo de Bessel modificada de segundo

tipo. Percebe-se que a Equacao também se aproxima da distribuicdo exponencial (a
Eq[2.31)), no limite M — oc.

Analisando os espectros de emissdo dos RLs percebemos que é o resultado de um processo
de transporte dptico no qual as ondas eletromagnéticas sdo espalhadas e amplificadas de
forma desordenada. Levando em conta o que foi discutido na Sec;éo. e do Cap.1,
e no inicio dessa secdo, temos uma ligacao entre os espectros da luz emitida dos RLs e os
modelos baseados em RPS de dispersdao de ondas eletromagnéticas. Considerando de forma
adequada a desordem e as propriedades nao lineares do sistema RL, que s3o incorporadas na
dinamica estocastica dos modos de laser interativos, ao invés de apenas assumindo variaveis
aleatédrias independentes ou localmente correlacionadas identicamente distribuidas, como nos
modelos RPS discutido mais acima. Assim, diferentemente dos modelos baseados em RPS, na
abordagem apresentada a seguir, a dindmica dos modos de laser interativos é formulada em
termos de equacdes diferenciais estocasticas que governam as amplitudes dos modos.

Para dar continuidade com o assunto, precisamos adentrar na formulacdo do campo ele-
tromagnético em um meio n3o linear desordenado com indice de refracdo n(r) que exibe perfil
espacial aleatério, como em um sistema RL que pode ser descrito pelas equacdes ndo linea-
res de Maxwell. E aqui nos referirmos a polarizacdo no material nao linear que surge como
resultado da interacdo com a radiacdo eletromagnética que é dado por P = P, 4+ Py, no
Cap.1, Segéo, com Py mostrado na Eq. e utilizamos a equacdo de Langevin aco-
pladas, as Eqs.(1.70) e (1.71), para que possamos utilizar a solugdo estacionéria da equacdo
de Fokker-Planck da PDF das intensidades emitidas I, e com isso, fazemos uso diretamente
da expressdo que nos informa até um grau geral de n3o linearidade 6ptica f > 4 como,

f/2
Pi(I) = NyI% texp | =Y e, 17V (2.34)
K=2
onde N; é a constante de normaliza¢do e £; e ¢, sdao parametros relacionados a intensidade

do ruido e acoplamentos advindos da ordem f na equacdo de Langevin. A Eq.([2.34)) pode ser
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conhecida como distribuicao lzrailev, e com f = 6 para caracterizar os espectro de autovalores
de sistemas classicos e quanticos com dinamica mista, nos quais os comportamentos regulares
e cadticos podem coexistir. A generalizacdo para qualquer grau f de nao linearidade 6ptica
através da Eq. nos permite considerar a influéncia de qualquer grau f de suscetibilidade
n3o linear Y~V nas distribuicdes de intensidade de sistemas RL.

Devemos observar que, como o RL é excitado por poténcias de bombeamento mais intensas
acima do limiar, efeitos épticos nao lineares de ordens superiores tornam-se cada vez mais
relevantes e mais termos na soma da Eq. sao bastante necessarios para uma descricao
adequada da distribuicao de intensidade em RLs, sendo demonstrado na préxima secao, em
que foi feito um histograma com 4 ordens.

Através da Eq.(2.34]), vamos determinar algumas distribuic3es Izrailev, comecando na or-
dem f = 4, em que temos 2 representacdes, uma em forma de distribuicdo gamma, que
é

Pi_y(I) = Ny IV exp(—cyl), (2.35)
em que & > 0, ou uma distribuicdo de lei de poténcia de cauda pesada com atenuacdo
exponencial, e

N
Pry(I) = [—;‘ exp(—cy]), (2.36)

em que £ < 0, com o expoente da lei de poténcia p1 = 1 + |{4|. Essas duas PDFs, a Eq.([2.35])
e a Eq.(2.36)), podem apresentar propriedades estatisticas notavelmente distintas.

De ordem f = 6 assume a forma,
Pi—g(I) = NgI**exp(—c3I* — e, (2.37)
E ainda temos, para efeito, de ordem f = 8 e f = 10 dados respectivamente por,
Pis(I) = NIt exp(—cyI® — c31* — 1), (2.38)

Pi—1o(I) = NI exp(—csI* — eyl — c31* — col). (2.39)

Se na Eq.(2.39)) fizermos &4 = 1, obtemos exatamente a Eq.(2.31). O que diferencia imen-
samente a distribuicio gamma dado pela Eq.(2.35)) da lei de poténcia, dado pela Eq.(2.36)),
é que a distribuicido gamma exibe um segundo momento finito pertence a classe de PDFs
cujas estatisticas sdo conduzidas pelo TCL , com distribuicao da soma de variaveis in-
dependentes e identicamente distribuidas convergindo assintoticamente para uma Gaussiana,

enquanto a PDF de lei de poténcia sem a o fator exponencial apresenta um segundo momento
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infinito se 1 < p < 3, sendo assim regido pela TCL generalizada (2.1.2]) com soma de variaveis
descrita pela distribuicdo de Lévy a-estavel do indice de estabilidade o = y» — 1. lIremos, mais
a frente, fazer uso também da Eq.([2.28)), que como foi estudado, é a PDF da distribuicdo de

Lévy a-estavel.

Figura 10 — PDFs de intensidades normalizadas I/(I) (em escala log-log) dos modelos diferenciais estocasticos
e modelos RPS, exponencial e K.
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Fonte: O autor (2022).

A Fig. nos apresenta, para uma maneira geral, as distribuicdes Izrailev de ordem f =
4, de linha em cor roxa, e de ordem f = 6, de linha em cor azul, Eqs. e ,
respectivamente. Aonde os valores dos parametros para f = 4 s3o: £, = 12.5e ¢, = 8.6, e para
f =06temos: £ = 1.5, co = —19.5 e ¢3 = 7.6. Além das PDFs dos modelos baseados RPS, a
exponencial, que foi dado pela Eq.(2.31)), de linha em cor verde, para (I) =1 e a distribuicdo
K, dado pela Eq., de linha em cor preta, para M = 5 e (I) = 1. Considerando que
a escala no gréafico é log-log. Uma andlise detalhada nos informa que a faixa de intensidades
I/(I) normalizadas nas quais as PDFs Izrailev exibem probabilidades relevantes é mais estreita

tanto nos regimes baixo, quanto no regime alto, de I/(I).

2.3.2 Comparando as previsées dos modelos com dados experimentais

Com toda teoria das previsdes dos modelos diferenciais em RPS e estocasticos discutidos

na secdo anterior, fazemos no momento presente, uma abordagem para comparar com os
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dados experimentais. Esses dados que foram analisados estatisticamente e obtidos por uso de
dois RLs bastante diferentes e de suma importancia, para um grande nimero de espectros,
aproximadamente ~ 10°. Contudo, para esta sec3o, utilizamos os dados de um RL para
comparar os dados experimentais, o outro pode ser lido no artigo (GONZALEZ et al., 2021)),
como comentado anteriormente.

O caso tratado como estudo é do RL baseado em um nanopé cristalino Y AB dopado com
fons Nd** (CARRERO et al, [2016)). Para excitar, foi utilizado um oscilador ético paramétrico
(OPO) operando no comprimento de onda de 808 nm, em que a taxa de repeticdo foi de
10 Hz e largura de pulso de 5 ns. De acordo com os niveis de energia Nd** em Y AB, que
ao excitar a transicao Fgl/2 — 117?/2 em 808 nm, obtemos uma emissdao RL em 1064 nm, que
corresponde a transicdo do Nd** de Fy), — FY, ,. Foi coletado um grande conjunto de 10°
espectros de emissao no regime RL para cada poténcia de excitacdo P acima do limiar, no
qual em P/Py, = 1.03 e P/ Py, = 3.9, onde o limite de energia RL é 0.32 m.J, corresponde
ao limiar de poténcia Py, = 64 kW (MOURA et al,, 2020)). E com essas informacGes e dados
coletados em maos, obtivermos as figuras a seguir, no qual, cada uma foi obtida com o uso
da linguagem de programacao Python.

A Fig. nos mostra uma excitacdo bem acima do limiar P/P,, = 3.9, foram analisados
2000 dos 10° espectros dos dados e a faixa escolhida foi a que continha o maior valor da
intensidade, e podemos perceber que a intensidade maxima é préximo do valor A = 1064 nm.

A Fig. apresenta as séries de intensidades méaximas I, normalizado pela sua média (1),
e o grafico é em relacdo aos espectros, no qual representamos como t = 1,2, ..., 10°. E desse
resultado, ainda construimos o histograma de P(I/(I)), que fizermos uso na Fig.(13).

A figura que nos apresenta cada um dos tipos de modelos estudado na sessao anterior, é a
Fig., além de que, utilizamos o histograma produzido através dos dados da Fig., que
estad representado na figura por circulos de cor verde, e podemos perceber que a distribuicdo
Izrailev de ordem f = 6, dado pela Eq., é a que mais se aproximou dos dados experimen-
tais, nos regimes de baixa, média e alta intensidades, e com os parametros dados por &g = 2.6,
co = 0.60 e c3 = 0.77, sendo a linha de cor azul. Agora comentamos dos resultados que n3o
coincidiram com os dados experimentais, o da linha de cor roxa é a distribuicao de Izrailev
de ordem f = 4, dado pela Eq., e com os parametros que sao &4 = 3.9ec; =38 E
também faz parte os modelos RPS, a distribuicdo exponencial que é dada pela Eq., a
linha de cor vermelha, e a distribuicio K, com (I) = 1 e dada pela Eq.(2.33)), com a linha de

cor preta. Sendo a escala do grafico o log-log. Mesmo a PDF de Izrailev de ordem f = 4 n3o
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Figura 11 — Poténcia de excitac3o relativa de P/ Py, = 3.9 para 2000 dos 10° espectros emitidos pelo RL do
nanopé cristalino dopado com Nd>t.
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Fonte: O autor (2022).

Figura 12 — Intensidades maximas I (normalizadas por sua média (I)) em funcdo do rétulo do espectro
t=1,2,...,10°,
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Fonte: O autor (2022).

ter correspondido perfeitamente o histograma dos dados experimentais, podemos considerar
que ele funciona razoavelmente bem sé que para valores de intensidade intermediaria (vejamos
o valor em torno do méaximo no grafico e podemos perceber), ou seja, nos regimes de baixa
e alta intensidade ndo obtemos resultados estatisticos para descrevé-lo. Em contrapartida, as
distribuicGes exponencial e K falham desmedidamente em ajustar os dados em toda a faixa

de intensidade. De fato, neste regime de alta excitacdo, com a poténcia de entrada P quase
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Figura 13 — Histograma (circulos) de intensidades dos dados experimentais, com a distribuicdo Izrailev de
ordem f =4 e ordem f = 6, e os modelos RPS exponencial e K.
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4 vezes maior que P, contribuicdes nao lineares de ordem superior parecem ser necessarias
para fornecer uma descricdo estatistica satisfatéria em toda a faixa de intensidades. Podemos
entender melhor com a Fig.(14)), aonde exibimos mais duas ordem da distribuicgo Izrailev, de
ordem f =8e f = 10.

Na Fig.(14) apresentamos 4 ordens, na qual fizermos uso das Eqs.(2.35)), (2.37)), (2.38)
e , correspondendo respectivamente a f =4, f =6, f =8 e f = 10. Para f =4

temos os parametros &4 = 3.68 e ¢y = 3.42. De ordem f = 6 temos & = 2.15, ¢o = —0.50 e
c3 = 1.08. De ordem f = 8 os parametros sdo {g = 2.43, ¢ = 0.84, c3 =0.19e ¢4, =0.22. E
para o de ordem f = 10 temos &g = 2.74, co = 3.03, c3 = —2.12, ¢4 = 1.47 e ¢5 = —0.05.
Notamos que a distribuicdo Izrailev de cada uma das imagens é de linha em cor vermelha. E
pela figura percebemos que quanto maior for a ordem de Izrailev, mais se ajusta ao histograma
dos dados experimentais. E a Fig. tem sua aparéncia gaussiana, o que é comentado sobre
isso no Apéndice((C)).

A Fig. demonstra-se ser mais complexa pois emerge ligeiramente acima do limiar, e
que os histogramas (circulos de cor cinza) sdo as intensidades maximas I de 10° espectros
emitidos pelo RL baseado em um nanopé cristalino dopado Nd*" para, neste caso, P/Py, =
1.03. Podemos perceber na figura que temos dois maximos, e estdo relacionados a eventos
de emissao espontaneo baixo [ e estimulado intermedidrio-alto /. Foi usado uma mistura
estatistica para ajustar os dados, que é dado por P(I/(I)) = pPi(I/{I))+ (1 —p)P(1/(I)),

e que a representacdo p e (1 — p) aparece muito na fisica estatistica, sendo no nosso caso as
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Figura 14 — Histograma dos dados experimentais com as distribuicdo de lzrailev de ordem f = 4, f = 6,
f=8e f=10.

Fonte: O autor (2022).

Figura 15 — Histograma (circulos) de intensidades méaximas / de 10° espectros emitidos pelo RL de nanopé
cristalino dopado com Nd3* para P/Pth = 1,03 muito préximo do limiar.
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intensidades emitidas no regime escolhido.

A linha de cor amarela representa duas exponenciais, com (/) = 0.15 e (I) = 7.0 e a linha
de cor azul representa as duas distribuicdes K, com M = 5.0, (I) = 0.15 e (/) = 7.0, em
ambos os casos, a primeira PDF tem peso p = 0.9, ou mais ainda, os modelos baseados em RPS
ndo fornecem bons resultados para essa ocasido. Contudo, o modelo diferencial estocastico
mais uma vez sai na frente dessa corrida. Em que, temos a distribuicdo gamma (a Eq.
representada por roxo tracejado, com os parametros ¢ = 22.0, co = 57.9 e p = 0.9, e a
PDF de Lévy, a Eq[2.28] com os pardmetros o = 1.8, 5 = 1.0, 0 = 34 e u = 4.2, e de
cor verde tracejado. A linha em cor vermelha é justamente a mistura da distribuicdo gamma
com o distribuicao de Lévy. Estando consistentemente associadas com [ baixo no regime fraco
de flutuacdes de intensidade do tipo Gaussiano e os regimes intermediario-alto de flutuacdes
fortes do tipo Lévy.

No regime de emissdo do RL bem acima do limiar, a contribuicdo mais significativa para
a intensidade emitida vem da emissdao estimulada, o que explica a presenca de apenas um
Gnico maximo no histograma da Fig.. No préximo capitulo, iremos tratar do parametro de
sobreposicao de Parisi, que é usado para quantificar a quebra de simetria além de descrever a

estrutura de algumas configuracoes de baixa energia para um sistema desordenado.
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3 FASE VIDRO DE SPINS FOTONICAS: TEORIA E DADOS EXPERIMENTAIS
PARA A FUNCAO DE PARISI

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, descreveremos a fase vidro de spins foténica e o fenébmeno da quebra de
simetria de réplicas, ou, em inglés, replica symmetry breaking (RSB). Contudo, para tanto
serd necessario, inicialmente, comentar sobre a fase magnética de vidro de spins, da qual a
teoria em sistemas fotdnicos se originou (ANTENUCCI et al., [2016)). Porém, o que vem a ser
um vidro de spins? A expressdo vidro de spins, ou em inglés spins glass, diz respeito a um
ordenamento magnético em que os spins apontam em direcOes aleatdrias que praticamente
ndo mudam com o tempo, e por isso o termo "vidro". Utilizando uma descricdo mais técnica,
a fase vidro de spins corresponde a a configuracdes desordenadas de spins em temperaturas
abaixo de certa temperatura critica de "congelamento" (ou "freezing") (LIMA, [2006)). Para o

estado vidro de spins sdo essenciais dois ingredientes:

i) E necessério existir competicGes entre as interacdes de spins diferentes, no sentiddo de no
existir configuracdo de spins favoravel para todas as interacdes (o que da origem ao que

comumente se chama de "frustracdo");

ii) Algum tipo de aleatoriedade ou desordem deve estar presente no sistema, seja, por exemplo,
nas préprias interacdes entre os spins ou ainda na ocupacdo aleatéria de sitios da rede

por spins ou por particulas ndo magnéticas.

Na fase de vidro de spins, os spins apresentam correlacdes no tempo bastante forte, além
de pequenas flutuacoes, quando comparadas com a fase paramagnética nao correlacionada em
altas temperaturas.

O surgimento do conceito de RSB foi apresentado inicialmente por Parisi (PARISI, [1979;
PARISI, |1980; [MéZARD; PARISI; VIRASORO) (1986)), sendo utilizado para justificar que os sistemas
de vidro de spin orientado de forma idéntica com a mesma distribuicido de interacdes spin-
spin de longo alcance aleatoriamente desordenadas sob condicdes idénticas (ou seja, copias
ou réplicas do sistema de spin) pode atingir diferentes estados e levar a medidas distintas
de observaveis. O fendmeno RSB surge quando a energia livre do sistema se divide em um
grande nimero de minimos locais no espaco de configuracdo, que sao separados por barreiras

de energia relevantes. Como o sistema pode eventualmente ficar preso em um desses minimos
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locais por um tempo consideravelmente longo, dificultando assim seu comportamento ergédico,
surgem propriedades dependentes do histérico da medicdo, como efeitos de irreversibilidade e
histerese magnética.

A caracterizacdo do fendmeno RSB em sistemas de spin magnético pode ser realizada
através da anélise da distribuicdo de valores de uma funcao de correlacdo spin-spin para um
grande nimero de réplicas do sistema. Esta quantidade mede a sobreposicdo entre cada duas
réplicas do sistema, sendo assim denominada parametro de sobreposicdo de réplicas. Se as
réplicas sdo consideradas simétricas (independentes, ndo correlacionadas), ent&o a distribuicdo
dos valores desta réplica sobre o parametro é centrada em torno de zero, cenario observado na
fase paramagnética em altas temperaturas. A simetria da réplica também pode ser identificada
no estado ferromagnético sem desordem abaixo da temperatura critica. Por outro lado, se
a distribuicdo dos valores de sobreposicdo da réplica exibir um maximo (ou maximos) em
valores diferentes de zero da réplica parametro de sobreposicdo, entdo a simetria das réplicas
é quebrada e uma fase de vidro de spin com RSB e correlacdes n3o triviais entre as réplicas do
sistema emerge nesses sistemas magnéticos fortemente desordenados em temperaturas abaixo
de alguma temperatura critica de congelamento (MéZARD; PARISI; VIRASORO), |1986)).

Dado essas informacdes iniciais, inclusive os itens (i) e (ii) acima, podemos dizer que a
desordem e frustracao sdo considerados ingredientes essenciais para uma fase de vidro de spin.
E ndo s6 isso, devido a orientacao aleatéria dos spins, a magnetizacdo do sistema tem resultado
nulo quando consideramos a fase de vidro de spin em baixa temperatura, assim como no estado
paramagnético de alta temperatura. Portanto, a magnetizacao ndo pode ser considerada como
o parametro de ordem da fase do vidro de spin. E o que pode ser feito para considerarmos
como parametro de ordem da fase do vidro de spin se a magnetizacao n3o pode ser? O que
é aceito esta associado diretamente as distribuicao de valores do pardmetro de sobreposicado
da réplica, pois a temperatura critica de congelamento marca a fronteira entre as fases com
comportamentos bastante distintos da quantidade em questdo (MéZARD; PARISI; VIRASORO,
1986} PARISI, |1979; PARISI, 1980)).

3.1.1 Formulacdao hamiltoniana de sistemas RL

Apbs uma breve discussdo sobre o vidro de spin de sistemas fotonicos, vamos recorrer a
base tedrica, na qual trataremos a formulacdao hamiltoniana dos sistemas foténicos multimodo

abertos e fechados com desordem ou n3o.
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A formulacdo apresentada a seguir é de acordo com os textos (HACKENBROICH; VIVIESCAS;
HAAKE, 2002} VIVIESCAS; HACKENBROICH, [2003; [HACKENBROICH, 2005)), além de fazer uso
para RLs e lasers de fibra aleatérias, Temos o hamiltoniano de sistemas quanticos do ambiente

(que iremos nos referir outrora como banho) e que é descrito como
H=Hp+ Hs+ Hgp, (3.1)

onde os primeiros dois termos descreve, respectivamente, o campo eletromagnetico quantizado

fora e dentro do ambiente do sistema, enquanto Hgp considera a interacdo sistema-banho.
Para separar as contribuicdes do campo eletromagnético nas regides fora e dentro do

sistema é necessario partir da energia eletromagnética classica, e ndo so isso, é considerado a

quantizacdo adequada dos campos, permitindo identificar

Hg = Zwual(t)au(t),
Hp = /dewﬁl(w,t)ﬂv(w,t), (3.2)

Hsp = [ dw " Wau(w)al ()5u(w,t) + hec.,

onde a,(t) e al(t) sdo os operadores de aniquilacdo e criacdo, conceitos estes que advém
das relacGes de comutacdo candnica da representacdo de Heisenberg, que sdo atribuidos aos
automodos de campo do sistema com autofrequéncias discretas w, e u sdo indices inteiros.
De modo analogo, 3 (w,t) e 3,(w,t) forma um conjunto continuo de operadores pelos modos
fora do sistema com frequéncia continua w com seu indice discreto de canal relacionado v.
Faltando descrever o Hp que é um grande reservatério de osciladores quanticos interagindo
em ambos os lados com os operadores o, (t) e / (t), como indicado em Hgp pelas amplitudes
juntas W, (w) em uma aproximac3o. Logo, a descricdo de sistemas fechados, sem vazamento de
energia para a regido externa e sem interacdo, envolve apenas Hg (HACKENBROICH; VIVIESCAS;
HAAKE, 2002; VIVIESCAS; HACKENBROICH, 2003 HACKENBROICH,|, 2005).
As equacdes de Heisenberg do movimento que obtemos das Eqs. e nos da

d

;‘; = iy, — z’/dwz W, (3.3)
e

dftv = —iwpf, — i/dw > W o (3.4)

Observamos que a equacdo da dindmica para os campos [3,(w,t) pode ser resolvida for-

malmente, com o resultado substituido na Eq.(3.3]) no tratamento que se segue.
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Porém sé isso ndo é o suficiente, ainda temos que considerar a interacdo atomo-campo
de Jaynes-Cummings, que surge por conta dos efeitos n3o lineares decorrentes do ganho no
sistema e com isso acrescentamos a Hg na Eq.(3.2)) (JAYNES; CUMMINGS| [1963). O que surge
de novo ¢ a introducdo do termo [ drg}(r)o_(r,t) do lado direito de da,/dt em Eq.(3.3),
e a integral cobre toda a regido interna e o_ se refere ao operador redutor de densidade
atdmica dos atomos (ou ions) responsaveis pelas emissdes estimuladas de fétons. Restando
agora o acoplamento atomo-campo g,(r) sendo proporcional a p - E,(r), onde p representa
os elementos da matriz dipolo atémica e E,(r) é a amplitude do campo elétrico dentro do
sistema. E para completar, se estamos tratando de um caso em que o meio nao linear de
um sistema apresenta alguma desordem estrutural, o seu indice de refracdo n(r) é um perfil
espacial aleatério que influéncia de modo (nico o campo eletromagnético.

O que se ganha também na interacdo atomo-campo é a evolucdo temporal dos operadores
o, e [, considerando em conjunto com as equacdes dinamicas para o_ e o operador de

inversdo de densidade o, (r,t), ou seja,

do_
% = —0_ (7L +iw,) +2 ngzau +L_, (3.5)
e
do, . i
e Y(Bp —0.) — Z(gua_au +he)+ L, , (3.6)

u

onde v, e 7y sdo as taxas de decaimento, w, é a frequéncia da transi¢do atémica ativa, p(r) é
a densidade atémica, L_(r,t) e L,(r,t) surgem do acoplamento dos dtomos do sistema com
o banho externo, e B é a intensidade da bomba.

A evolucdo da dindmica de o_ e o, é mais rapida do que «, e «,, entdo as Eqs.(3.5))
e podem ser resolvidos recursivamente no regime estacionario e, além disso, a solucao
para o_ até terceira ordem nos campos «,,, tem os termos de ruido ignorados nas Egs.([3.5))
e , e com essas informacoes podemos colocar de volta na equacao de movimento para
dov, /dt. Além do mais, considerando amplitudes de acoplamento W,,, independente de w para
uma banda suficientemente larga em torno de w,, que é a aproximacao de Markov, e a forma
final de dov,/dt é comparando com a equacdo de movimento de Heisenberg para «,(t), o
que permite escrever uma expressdo quantica n3o-hermitiana efetiva (devido a abertura do
sistema) para a expressdo hamiltoniana do sistema fotdnico multimodo até quarta ordem nos

operadores Q,, € Cl{L como,

1 1
Hs = _5 Z gfﬁuzajuam o E Z gﬁ)uzu:r,wgllawalsam’ (37)

u1u2 U1U2U3 U4
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com

2
9.,

G2, <8 [ drp(r)g, ()9 v) (38)

9D mis S [ Arp(0)97, (090, (1)57, ()90, (1)

= 2wy, Oy + 20 (WW )y 0, + G2

uiu?

E o hamiltoniano da interacdo do sistema-banho na Eq.(3.2)) pode ser escrito na forma

Hsp = iL,al + h.c., (3.9)

u

com
L.(t) = —i/deexp_i“(t_t“) W B (W, o) (3.10)

aonde passa a ser entendido como um operador de ruido quantico (GARDINER; ZOLLER, [2004])
que depende dos operadores de banho apenas no tempo dado t = ¢,. Da Eq. nods obser-
vamos que a correlacdo de ruido (L (¢) L, (t)) normalmente ndo € proporcional a 5u’u/5(t—t/),
que implica em um ruido ndo multiplicativo. Contudo, o ruido pode ser multiplicativo e n3o
correlacionado em uma base adequada de modos de amplitude lenta quando é tratado no
contexto semiclassico, conforme discutido a seguir.

No contexto em quest3o, o acoplamento quértico ¢ no Hamiltoniano efetivo, a Eq.,
é justamente a principal fonte de n3o linearidade, pois se relaciona com a susceptibilidade ndo
linear x®. Ainda damos destaque no caréater desordenado dos acoplamentos ¢(?) em Hg, tanto
o quadrético (ordem p = 2) quanto o quértico (p = 4), que deve-se em parte as posicdes
aleatérias dos atomos ou ions estimulados e ao perfil espacial aleatério do indice de refracdo.

No Hamiltoniano sistema-banho quantico similar de spins interativos, também expressamos
os termos de operadores de criacdo e aniquilacdo, no qual o ambiente externo de osciladores
quanticos se acopla também em uma forma bilinear com os operadores de spin do sistema.
Nesse caso, o hamiltoniano quantico efetivo geral exibe spins interagindo até a ordem p-ésima.
Além disso, uma restricao esférica na soma de operadores de spin quadrado ¢ introduzido, o que
acaba definindo um modelo esférico p-spin quantico (no contexto fot6nico, a restricdo anéloga
corresponde a fixacdo da poténcia dptica total (ANTENUCCI et al., [2015; ANTENUCCI; CRISANT];
LEUZZI, 2015a; ANTENUCCI et al., 2016))). Quando os acoplamentos aleatérios de ordem p com
distribuicdes Gaussianas sdo considerados no caso p > 2, uma fase de vidro de spin emerge sob

o formalismo RSB de Parisi(MézZARD; PARISI; VIRASORO, [1986). Que discutiremos na préxima
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subsecdo que tais caracteristicas encontrardo as suas contrapartes fotonicas na analise fisica

estatistica de sistema RL governados por um hamiltoniano efetivo anélogo a Eq.(3.7)).

3.1.2 Sistemas RL com vidro de spin no tratamento estatistico

Retornando ao contexto semiclassico, a formulacdo hamiltoniana que é semelhante a
Eq. mas com os operadores quanticos o e ., substituidos por seus valores comple-
xos esperados o e o, respectivamente, também produz uma fase fotonica de vidro de spin
RSB em sistemas RL multimodo em cavidades fechadas ou abertas para desordem suficiente-
mente forte em p = 2 e p = 4 acoplados aleatériamente (ANTENUCCI et al., [2015; ANTENUCCI;
CRISANTI; LEUZZI| [2015a ]ANTENUCCI et al., 2016).

E observado ainda que, além de considerar os valores esperados dos operadores de campo
na verso semicléssica da Eq.(3.7)), também & conveniente trabalhar com base nos modos de

amplitude lenta a,(t), definidos como

ax(t) = Aruaq(t), (3.11)

ay(t) = ay(t) exp(—iwy), (3.12)

onde as dindmicas dos modos de amplitude a,(t) evolui mais lentamente que do que as escalas
de tempo tipicas w, '. Neste ponto notamos que, como a escolha da base em Eq. nao é
tnica, pode ser escolhida uma base de modos de lenta amplitude no ruido L, na Eq., que
deve-se justamente ao acoplamento do ambiente externo sendo branco e ndo correlacionado.

Da Eq. e negligenciando a forma semiclassica da Eq. para o termo de ruido
relacionado a interacdo do sistema-banho, o hamiltoniano efetivo semiclassico do sistema

laser multimodo é dado por

1

_ = —(2) * = —(4) * *

H= E Gy O, Qo m g Gy iz gy Qs Oy G (3.13)
uiu2| FMC S uruguzug | FMC

em que as barras sobre os acoplamentos quadratico e quartico denota que os elementos da
matriz Ay, foram incorporados com a mudanca de base na Eq., e FMC nas somas
estd indicando as condicdes de unido, na qual as frequéncias se aplicam, ou mais ainda,
| Wy, — Wy | < 7 na primeira soma e | wy, — Wy, + Wy — Wy, | < 7y na segunda, com

~ representando a largura de linha do modo tipico. As restricoes em questao surgem da
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transformada de Fourier dos modos de amplitude lenta, na forma a,(w) ~ d(w — wy,). O
hamiltoniano na Eq.(3.13) representa o quadro semiclassico na aproximagdo de modos de
amplitude lenta para a descricdo das propriedades fotonicas de sistemas fechados ou abertos
com meios nao lineares desordenados. Em particular, recordamos que os RLs sdo geralmente
sistemas abertos com meios aleeatdérios nao lineares, como discutido no Cap..

Conforme o que foi discutido, os acoplamentos quadraticos e quarticos na Eq. carre-
gam a assinatura da desordem estrutural no caso de sistemas RL. Porém o seu calculo explicito
a partir dos primeiros principios é inviavel e, para fins praticos, uma possibilidade é supor que
os seus valores sejam obtidos de alguma funcdo de densidade de probabilidade (PDF).

Trataremos a abordagem de campo médio dos acoplamentos e que os modos entre eles sao
estatisticamente independentes, fazendo com que o primeiro e o segundo momentos de suas
distribuicGes se tornem os Unicos essenciais, além de considerar que todos os acoplamentos em
uma dada ordem (quadrética ou quaértica) sejam obtidas da mesma PDF, juntamente com o
relacamento das restricoes F'M C', de modo que qualquer combinacdo de modos seja permitida

em cada soma, fazendo com que a Eq.(3.13)) seja reformulada na forma hamiltoniana para,

1

o Z I suvy g Qo Gy (3.14)

suvy

H = —; Z Jsu@ally, —

sendo o valor real dos acoplamentos de segunda e quarta ordem s3o, respectivamente, deno-
tados por Jy, (p =2) € Jouwy (p = 4), dados na abordagem de campo médio por distribuicSes

Gaussianas geralmente escritas como

o 7P2
! exp Uity = Jo7) : (3.15)
,/27?012)

207
Notamos da Eq.(3.15) que as PDFs Gaussiana p = 2 e p = 4 do primeiro e segundo

P(Ji..i,) =

momentos tem sido convenientemente rescalado pelo nimero N de modos do sistema,

. D}
Up - 2Np71
_ L](P)
e JW = # (3.16)

onde J(()p) e J,, sdo escalas de energia associadas respectivamente com as propriedades desor-
denadas (variancia) e ordenadas (média) do sistema. Em (ANTENUCCI et al., | 2015} ANTENUCCI;

CRISANTI; LEUZZI, |2015a; ANTENUCCI et al., 2016) os autores introduzem a seguinte parame-
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trizacao,
. AN S
Jé):@ojoa&oz JOT+1 ,JO:J(g)+J(§),

)
0

J -1
J4:J, a:<J2+1> s J:JQ+J4, (317)
4

onde os parametros « e « controla o grau de n3o linearidade e tem os seus valores mais alto
no intervalo [0, 1], significando carater n3o linear mais forte. Além disso, para um sistema em
equilibrio com a fonte de bombeamento externa, a intensidade éptica total é constante, tendo

agora um novo parametro € dado como,

=eN =) la,]%, (3.18)

que representa necessariamente a intensidade média por modo. Como dito acima, a restricdo
é analoga aquela dos modelos de spin esférico (CRISANTI; SOMMERS, {1992} |CUGLIANDOLO et
al, 2002), e com isso a Eq. passa a ser analisada como um hamiltoniano semiclassico
esférico complexo (justamente devido a natureza complexa das varidveis tratadas a,,) que é
(p =2) + (p =4) para sistemas de laser multimodo geralmente abertos e desordenados. Tal
similitude também abre a possibilidade de uma fase de vidro de spin foténico com propriedades
RSB em sistemas RL, sendo também detalhado abaixo, em analogia ao caso encontrado de
spin esférico (p = 2) + (p = 4) nos modelos desordenado.

A forca de desordem e a taxa de bombeamento pode ser expressa por, respectivamente,

como

J
R, =~
=T

e P=c/B (3.19)

sendo 3 = (kgT)~!, onde kp denota a constante de Boltzmann, e T' representa a tempera-
tura do banho de calor (sendo proporcional a autocorrelacdo do ruido branco). Um detalhe
importante é perceber que da Eq., a temperatura foténica desemprenha essencialmente
o papel da poténcia de excitacdo de entrada inversa. Ou mais ainda, é possivel antecipar
que as fases de baixa temperatura na descricdo analoga de sistemas magnéticos desordenados
(como ja mencionamos no vidro de spin com RSB) acabardo encontrando suas contrapar-
tes nos regimes fotonicos de alta poténcia de excitacdo acima do laser. Na parametrizacdo

acima, o diagrama de fases do sistema decorrente da analise fisica estatistica do hamiltoniano
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Eq.(3.14) sera plotado a seguir em funcdo dos pardmetros relevantes que determinam seu
comportamento foténico, a saber, a« = ag, Ry e P.
Podemos separar a parte real e imaginaria das variaveis de amplitude dos modos complexos

a, na forma reescalonada,
Ay = \/E(Uu + iTU)a (320)

de uma forma que a constante esférica na intensidade dptica total, na Eq.(3.18)), se torne,

> (o2 +712)=N. (3.21)

w
Substituindo a Eq.(3.20) na Eq.(3.14), o hamiltoniano H pode ser convenientemente re-
formulado em termos do novo conjunto de variaveis reais o, € 7,.
A fisica estatistica para abordar a Eq. comeca escrevendo a funcdo de particao do
sistema fotdnico para uma dada realizacdo J dos acoplamentos gaussianos de segunda e quarta

ordem entre os modos, como

Zn(J) :/Daexp(—[)’H[a, ), (3.22)
D, = ﬂ da,da;,. (3.23)

A energia livre por nimero N de modos no limite termodinamico é expressa pelo seu peso

adequado de cada realizacdo J na forma

1 1 —
f= —A}i_rgOM/DJP[J] InZy[J] =~ Jim = Zx[J] (3.24)

Neste ponto é importante frisar que o célculo da densidade de energia livre f pode ser
realizado com a ajuda do chamado truque de réplica (MéZARD; PARISI; VIRASORO, (1986)),
que tira proveito de uma forma de limite bem conhecida para a funcdo In na Eq..
Nesta abordagem, n cépias (inteiras) do sistema s3o consideradas com a mesma realizacdo e

distribuicGes de acoplamentos, e n ser real no limite n — 0 é tido como

=l | (325
onde
a0 = /DJP[J} /Dal...Dan exp[—B(H|ar, J] + ... + Hlan, J))]. (3.26)

Uma observacdo importante a se fazer é perceber que a exponencial na Eq(3.26]) apresenta

uma soma de hamiltonianos, cada um deles com a mesma realizacdo J de acoplamentos de
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segunda e quarta ordem entre os modos, mas com conjuntos distintos de variaveis de amplitude
dos modos, a, = {a’}, e indices dado por u = 1,2, ..., N, atribuindo a diferentes réplicas do
sistema a = 1,2, ...,n, e ndo confunda o indice da réplica a com as varidveis dos modos de
amplitudes {a?}, uma vez que os indices da réplica sdo apresentados aqui pelas letras a e b.

E é aconselhavel definir as seguintes matrizes e variaveis,

Qu = 5 Yool + rinl) = -3 Relu(el)'] (327)
Ry = ]1[;(0502 — 7070 = 1% Rela®a’),, (3.28)
e
My = \]/\? ZU:UZ, m, = \]/\? ZU:T;‘, (3.29)
entao

My + im, = { > al. (3.30)

Das equacdes acima, fica mais claro que ()., € Ry, levam em conta a sobreposicao entre
as réplicas a e b, que retratando ao seu analogo complexo, é definido como o pardametro de
sobreposicao da réplica real na abordagem RSB de Parisi para a teoria do vidro de spin de
sistemas magnéticos desordenados (MéZARD; PARISI; VIRASORO, (1986). Da mesma forma, as
varidveis m, € m, sao os andlogos da magnetizacao. Além de observarmos que o indice de
réplica a ndo aparece em m, e m., que justificaremos logo em seguida. As quantidades (),
R, m, € m, na verdade constituem os parametros de ordem que irao caracterizar as diversas
fases fotdnicas do sistema laser multimodo (ANTENUCCI et al., 2015; ANTENUCCI; CRISANTI;
LEUZZI, [2015a; [ANTENUCCI et al, 2016).

Em termos das quantidades definidas nas Egs.(3.27)-(3.29), a n-ésima ordem média da
funcdo de particdo na Eq.(3.26) é expressa como

7% = /DQDRDmTDmU exp(—NG[Q, R, m,,m,)), (3.31)
em que o funcional G é tido como

G[Qa R7 Mg, m‘r] = _1 Z g(Qab7 Rab) - nk<mo> mT)

2 ab
1 m; -1
—5 Indet(Q + R) + =7 > (Q+R), (3.32)
ab

2

_; Indet(Q — R) + % Z(Q —R).

ab
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e fazendo uso da definicdo de funcdes auxiliares, que sdo

g(z,y) = G(a® +y*) + 24(1’4 + oyt + 42y?),

Bz, y) = ba(a? +2) + ba(a® + )" (3.33)

Os parametros acima by, by, (5 € (4 podem ser expressos em termos das varidveis relevantes

do sistema ay, o, Ry e P (referente as Eqs.(3.17)) e (3.19)), ou seja,

11—« o
=10 b= a0 ps,
1—a)? o
o= L pnpR, o= TR (334)

Para lidarmos com a integral na Eq.(3.31]) no espaco de réplica, o método de extremizacdo
do ponto de sela pode ser aplicado no limite termodinamico, de modo que,

. 1
f = o+ lim Batr = GQ, R, m:), (3.35)

sendo a constante f, termodinamicamente irrelevante e G é avaliado em seu ponto estacionario
no limite n — 0, ou seja, um ponto de maximo (ou minimo) com relacdo as variacdes em ()
e R (ou m, e m,).

Ainda falta fazer o célculo do funcional G[Q, R, m,, m,] na Eq. no ponto estaciona-
rio. contudo, seguindo o que esta descrito em (ANTENUCCI et al., [2015; |ANTENUCCI; CRISANTI;
LEUZZI, 2015a; ANTENUCCI et al.,, 2016), com base na abordagem RSB de Parisi para siste-
mas de vidro de spin, chegamos a uma conclusdo de que logo apds o que foi estabelecido, a
equacdo é resolvida de modo mais simples na simetria de réplicas, de modo que Q) = @ e
R,, = R para qualquer par de réplicas distintas a e b, nao é termodinamicamente estavel e
nem mais relevante quando se trata do espaco dos parametros, notadamente na regido com
altos poderes de excitacdo (anélogo a baixas temperaturass). Sem considerar as variaveis m,
e m; na Eq. sdo réplicas simétricas (ou seja, independentes da réplica particular a), uma
vez que sao grandezas de réplica tnica.

Uma dificuldade semelhante com a réplica simétrica foi enfrentada por Parisi na abordagem
estatistica para sistemas de vidro de spin no final dos anos de 1970. Com o intuito de contornar
o problema, Parisi introduziu nos seus contetidos de RSB que, dependendo da regido do
espaco de parametros, duas réplicas do sistema a e b podem, em principio, ndo ser totalmente
equivalentes ou simétricos (MéZARD; PARISI; VIRASORO), 1986} PARISI, [1979; [PARISI, |1980). O

que acaba implicando nos valores de ), diferindo para a # b (o mesmo se aplica para R).
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Usando este contexto, a distribuicao de probabilidade dos valores dessas grandezas tornam-se
um parametro de ordem separando as fases com e sem RSB. Para mais, no caso em que a
simetria da réplica é quebrada, acaba sendo possivel que sistemas identicamente preparados
evoluam sob condi¢des termodindmicas equivalentes (ou mais ainda, cépias do sistema) que
atingem diferentes configuracdes de equilibrio, dando assim origem a propriedades que sdo
geralmente dependentes sobre a histéria da medicdo, conforme discutido na Segéo.
Considerando um ponto de vista mais pratico, Parisi projetou um esquema de calculo para
abordagem RSB consistindo no caso de um sistema com n réplicas, uma matriz M de nzn
pode ser construida no estado RSB de passos R descrito pelos pardmetros (Mg 1, Mg, ..., My).
A matriz é dividida em blocos de matrizes diagonais de tamanho linear decrescente p,, com
1 = pre1 < pr < ... < p =n. E atribuimos M,, = M, se as réplicas a e b pertencem ao
mesmo bloco (indicamos ver (ANTENUCCI et al., 2015; ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, |2015a;
ANTENUCCI et al., 2016} [MéZARD; PARISI; VIRASORO, |1986; [PARISI, (1979; |PARISI, 1980), para

mais detalhes do esquema do célculo RSB de Parisi).

E antes de continuarmos é importante perceber que na Eq.(3.28)) e Eq.(3.28) que ambas

a~b

as matrizes (., e R, compreendem misturas de produtos o%c? e 707° das partes real e

imaginario das variaveis de amplitude dos modos a? e a’, como vemos na Eq.(3.20). E para

resolver isso, podemos definir as seguintes matrizes a serem incorporadas nos calculos que se

seguem, que sao
2 a b
Awp = Qup + Rap = — Z OuTy;
N
2
By, = Qab — Ry, = N ZTSTS- (336)

A anilise estacionaria do funcional [@Q, R, m.,m,] dada pela Eq.(3.32) com respeito a
variacdoes em @), R, m,, m, é realmente bastante interessante. Ao expressarmos os resultados
obtidos em termos das matrizes definidas na Eq.(3.36)), é obtido as seguintes equa¢des de

ponto de sela no limite do truque de réplica pg = n — 0,

(Ag—m2)  (Bo—m3) _
(Ar - Ar—l) (Br - Br—l)

(AA—)  (B:B—)

Y(Qy, Re) — Y(Qr1, Rry) — =0, (3.37)
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em relacdo a Qu, com 7 = 1, ..., R e definindo Y(x,t) = dg(z,y)/0x. E para R, temos,

(Ag —m?2)  (By—m?2)
(A2) i (B%)

(A _Ar 1) (B _Br 1)

T(Rm Q'I’) - T(Rr—la Qr—l) - (AAA/\) (BAB

r+1

T(Ro, Qo) —

=0,

=5 =0, (3.38)

comr =1,...,R+1 e os valores de contorno Qp1 =1 e Rz, = R, e por fim,
me = bAsz, (3.39)

para variacdes em m, ou m,, com b = (2by + 4bym?2)m, e considerando o caso m, = 0 (e a
partir daqui, m, = 0 serd considerando sem perda de generalidade (ANTENUCCI et al/ [2015;
ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, [2015a; ANTENUCCI et al, [2016)). Acima, a notacdo com chapéu
representa a réplica da transformada de Fourier de uma matriz M, do R-RSB, dado por

R+1

M{[ = Z pr(Mr - M’I‘—l)7

r=u

M, = Z M—), (3.40)

u=0 u
com valores nulos para essas quantidades quando os indices estdo fora dos respectivos intervalos

de definicdo. Com isso, a solucdo do ponto de sela para G na abordagem R-RSB é lida como

R+1 m2 m2
= -3 Z p—i_r pT‘+1) (QTJ 'r) (maamﬂ') 214’\ TO
1 18401 A~ Ay
—~In(Ap —AR)— =S —In =0 3.41
(AR~ Ar) = 5 3 <Am>+A1 (3.41)
1 1841 B By
—~In(Bgrys — Bp) — = 71 =,
(BB 5 S ()

As equacdes estacionarias, que sio as Eqs.([3.37))-(3.39)), apresentam solu¢des com m, = 0
na forma geral B, =0e Q, = R, parar = 0,..., R. Os autores empregaram o esquema de
calculo acima no caso especifico para R = 1, de modo que » = 0, 1, ..., na chamada abordagem
RSB de uma etapa (1RSB) para o funcional G[Q, R, m,, m,| na Eq.(3.32)). Além de que, todo
o calculo apresentado até aqui também tem forte impaccto nas analises do diagrama de fases
de sistemas de laser multimodo, no qual, quatro fases foram identificadas, sdo elas: onda
incoerente ou também denominada onda continua (em inglés, incoherent wave ou continuous
wave), laser de travamento de modo (em inglés, mode locking laser), o laser aleatério como
ja comentado, e a onda de bloqueio de fase (ou em inglés, phase locking wave), para mais

informacdes, veja em (ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, 2015a) e (ANTENUCCI et al., [2016)).
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3.2 PARAMETRO DE SOBREPOSICAO DE PARISI

A funcdo de Parisi é um conceito tedrico importante na fisica estatistica, e tem sido
aplicada em diferentes areas da fisica, incluindo lasers aleatérios. A funcao de Parisi descreve
as flutuacdes da energia livre em sistemas desordenados, que apresentam mdltiplos minimos
locais em sua superficie de energia livre. Essa func3o foi proposta por Giorgio Parisi por volta
da década de 1980 (PARISI, [1979), para descrever o comportamento dos vidros de spin, que
sao sistemas magnéticos desordenados com multiplos estados de equilibrio, como discutido na
secao anterior.

Sendo uma importante ferramenta para entender a natureza complexa e desordenada dos
lasers aleatérios. Em particular, ela é usada para descrever a distribuicdo estatistica das in-
tensidades de luz em diferentes pontos do sistema, e para prever a correlacdo entre essas
intensidades. Quando mencionamos sobre os sistemas desordenados, é entendido como uma
abordagem mais geral, que busca compreender a natureza estatistica de sistemas desordenados
em termos de suas flutuacdes e correlacoes.

Como é tratado neste trabalho a fisica de lasers aleatérios, essa funcdo de Parisi descreve a
distribuicdo de intensidades de luz em diferentes pontos do sistema, e para prever a correlacdo
entre essas intensidades (MéZARD; PARISI; VIRASORO) |1986)). Ela é especialmente util para
entender a natureza complexa e aleatéria da emissdo de luz em lasers aleatérios baseados em
materiais desordenados, como vidros dopados com ions de terras raras (como grande parte do
nosso estudo neste trabalho com o Nd3").

Temos também o pardmetro de sobreposicdo de Parisi (ou em inglés, Parisi overlap para-
meter), que é uma medida usada para descrever o grau de sobreposicdo de configuraces em
um sistema com muitos graus de liberdade. Ele é frequentemente usado em modelos de vidros
de spin, como o modelo de spin de Edwards-Anderson (BERG; BILLOIRE; JANKE, 2002), para
descrever a estrutura das configuracGes de baixa energia.

A transicao da fase fotdnica paramagnética para a fase vitrea com RSB é um exemplo
de fendmeno que pode ser descrito usando o parametro de sobreposicdo de Parisi. Esse tipo
de transicdo ocorre em sistemas desordenados, onde assumimos que, ao iniciar a medicdo
do espectro, o sistema possui as mesmas condicoes fisicas, por isso podemos usar o truque
de réplica para fazer nossa andlise estatistica. Ao aplicar esta abordagem a sistemas de RL,
percebemos auséncia de correlacGes em baixas poténcias de bombeamento. Logo para altas

poténcias de bombeamento, acima do limiar de emissdo do laser, uma transicdo de fase é
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caracterizada pela presenca de espectros fortemente correlacionados, ou seja, neste regime
existem correlacdes entre réplicas proximas e distantes. Nesta fase, a correlacdo entre réplicas
oscila entre correlacGes positivas e anti correlacdes, exibindo um comportamento semelhante
ao fendomeno de frustracdo em cadeias de spin. Uma caracteristica conhecida como quebra de
simetria da réplica. E como foi abordado sobre o RSB, que resumidamente, descreve como uma
propriedade de um sistema com muitos graus de liberdade pode ser diverso em diferentes copias
do sistema. O parametro de sobreposicdo de Parisi é usado para quantificar essa quebra de
simetria e descrever a estrutura das configuracdes de baixa energia em um sistema desordenado.

Durante o conteddo do Cap.(1), na Sec;éo, foi mostrado a solucdo estacionaria da
Eq.(1.60) com as Eqs.(1.62) e (1.63), que é dado pela Eq.(1.64)), (SCHENZLE; BRAND, [1979;
RAPOSO; GOMES| 2015)), no qual, reescrevendo aqui e considerando termos quadraticos e

quarticos (dos tensores), podemos resumir em,
P(Iy) = Al exp(=b,l,/2Q), (3.42)

com I, > 0, A, dado pela Eq.(1.65)) e u, dado pela Eq.(1.66)), apenas fazendo suas modifi-

caces considerando os valores dos termos ja mencionados (GOMES et al., 2016)).

A estatistica da soma de NV variaveis aleatérias independentes x com distribuicdo de lei de
poténcia P(z) = Az~*, no qual 1 < p < 3, é descrita pela distribuicdo de Lévy a-estavel com
o = i — 1, para uma dada intensidade de desordem, temos também uma variacao na taxa
de bombeamento crescente (ou energia de pulso de excitacdo), ndo sé isso, essas estatisticas
de intensidades de emissao acabam mudando progressivamente, de um regime tipo Gaussiano
(quando é u,, < 1, a = 2), para um tipo Lévy (quando é 1 < p, < 3, . = p, — 1) e
posteriormente para um regime Gaussiano (quando é p,, > 3, « = 2). Ou mais ainda, também
foi comentado no Cap.(2), Secdo ([2.2)) os regimes aqui discutidos, caso seja de interesse se
aprofundar, aconselho consultar o artigo (RAPOSO; GOMES, 2015) para mais esclarecimentos.

Pode ser feita uma correlacdo com RSB vitrea que tem como principio as propostas (LEPRI
et al, 2007} IGNESTI et al., | 2013 [UPPU; MUJUMDAR, 2014) que s&o atribuidas ao indice de Lévy
que se identifica como um limite de RL, passando a ser determinado pelo parametro ¢,4:- O
que pode ser entendido é que os resultados mais recentes em sistemas RL evidenciam (GOMES

et al, 2016):

i) no regime Gaussiano de flutuac3o fraca pre/asingE] em baixas energias de bombeamento,

o que corresponde a fase paramagnética fotonica (ou mesmo a onda de bloqueio de

1 Prelasing é uma fase em que o sistema ainda n3o est4 emitindo luz laser.
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fase) com @paz = 0 (ANGELANI et al., [2006b; ANGELANI et al., 2006a} [LEUZZI et al., 2009;

CONTI; LEUZZI, 2011)), seguido por;

ii) a mudanca sdbita em « no limiar do RL para o regime do tipo Lévy fortemente flutuante
em energias de bombeamento intermediarias, o que também sinaliza da transicio RSB
para o regime vitreo com ¢pa. 7 0 (GHOFRANIHA et al, 2015; ANTENUCCI et al,, 2015;

ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, [2015a; ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, 2015b), e por fim;

iii) um cruzamento consecutivo em altas energias de bombeamento para o chamado regime
de auto-média RL, com ¢,,.. # 0 e estatisticas gaussianas das intensidades emitidas
(IGNESTI et al., 2013} UPPU; MUJUMDAR, |2014; UPPU; MUJUMDAR), [2011}; |UPPU; TIWARI;

MUJUMDAR, 2012; UPPU; MUJUMDAR, 2013; UPPU; MUJUMDAR, 2015).

Na préxima secao serd abordado os dados experimentais, pois analisaremos alguns graficos
com este novo conceito sendo abordado aqui. No momento, é adequado dizer que as medicGes
em sistemas RL reais do parametro ¢,,., discutidas acima foi possivel, cujo comportamento
identifica o limite entre as fases paramagnética prelasing e RL vitro, além do indice de Lévy
« definir as estatisticas das flutuacdes de intensidade como, ou sendo Gaussianas ou do tipo
Lévy. Ambos os fendmenos decorrem do mesmo referencial teérico, o que facilida a empregar
no mesmo conjunto de medidas, ou mais ainda, nas flutuacdes de intensidade espectral, que
serve para obter ambas as grandezas por meio de uma anélise adequada.

Podemos caracterizar na transicdo fotonica RSB vitrea uma nova abordagem para um
parametro de sobreposicdo ¢,z que é analogo ao parametro de sobreposicdo de Parisi na teoria
de vidro de spin (MéEZARD; PARISI; VIRASORO, |1986]). Sendo possivel calcular as correlacdes
de dois pontos, sendo esses dois pontos entre amplitudes de modo a, (ANTENUCCI et al,
2015; |JANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, 20153), de fases (ANGELANI et al., [2006b; ANGELANI et
al}, 2006a; LEUZZI et al., 2009} |CONTI; LEUZZI, 2011 ou até mesmo de intensidades I,,  |a,|?
(GHOFRANIHA et al, 2015; ANTENUCCI; CRISANTI; LEUZZI, [2015b)), entretando, os Gltimos sejam
os Unicos acessiveis experimentalmente. Em particular, medindo as flutuacdes na intensidade
espectral média sobre N disparos (ou réplicas do sistema), o pardmetro de sobreposicdo tem

a forma,
_ Ze A (R)As(E)
Ik A2(k)y/3k A3 (k)

onde v, 8 =1,2,3,..., N, denota os rétulos de réplica, k é I(k) = Zivgl L,(k)/Ny represen-

Ty (3.43)

tando a intensidade média no comprimento de onda, e A, (k) = I, (k) — I (k) é a flutuacdo da
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intensidade (MéEZARD et al., (1984; |GOMES et al, [ 2016). A PDF P(q) é justamente o pardmetro
de sobreposicdo de Parisi na teoria da RSB de vidros de spins, e retrata a distribuicdo de
sobreposicdes de réplica ¢ = ¢,3, ie indica se € uma fase paramagnética ndo correlacionada
foténica ou uma fase de vidro de spin se atingir o pico exclusivamente em ¢ = 0 (sem RSB)
ou também em valores |g| # 0, respectivamente. No capitulo seguinte, iremos ver a diferenca
entre a representacdo do parametro de sobreposicdo de Parisi e o coeficiente de Pearson. O
valor |q| = Gmax no qual a distribuicdo P(q) assume seu maximo esta relacionado ao parame-
tro de ordem de Edward-Anderson (BERG; BILLOIRE; JANKE, 2002) na teoria de vidro de spin.
Para concluir essa secao, podemos resumir a equacao de sobreposicao de Parisi na seguinte

formula,
Zi A'yiAﬁi
(22 (A )21 (Agi)?]

no qual foi atribuido os valores de M = A\ e N = (3, além do indice de comprimento de onda

(3.44)

Pry—xn=p = ¢, = \/

ser K =i (CORONEL et al, [2021). No préximo capitulo (Cap.(4])) apresentamos uma férmula

mais geral, que inclui também a correlacdo de Pearson.

3.3 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Apresentaremos a seguir a analise estatistica de resultados experimentais através de cédigos
que construimos utilizando a linguagem de programacdo Python, em conexdo com o uso de
bibliotecas normalmente conhecidas, como pandas, matplotlib, seaborn, numpy e scikit-learn.
Para mais detalhes, veja o Apéndice..

Trataremos um novo conjunto de dados obtidos a partir de um RL a base de Nd composto
por fons Nd** em nanocristal em pé (Nd:YAG) para energias de pulso de excitacdo (CORONEL
et al., [2022)). O conjunto de dados consiste em seis tipos de pulsos de energia, sendo os valores:
0.52 mJ, 1.6 mJ, 2.6 mJ, 3.6 mJ, 4.7 mJ, 5.8 mJ e 6.8 mJ. Com isso, o interesse foi poder
determinar em qual regido estaria a intensidade maxima desses pulsos e logo apds, construirmos
um gréfico da distribuicdo P(g) através da Eq.(3.44) para cada um desses pulsos.

A Fig.(16) nos apresenta um histograma de P(g) para cada conjunto de dados, sendo
representados por cada um deles de uma cor especifica, como: azul - 0.52 mJ, verde - 1.6 mJ,
amarelo - 2.6 mJ , vermelho - 3.6 mJ, roxo - 4.7 mJ, laranja - 5.8 mJ e preto - 6.8 mJ. Os trés
primeiros valores (0.52 mJ, 1.6 mJ, 2.6 mJ) nos indicam que esses valores estdo abaixo do

limiar. O valor 3.6 mJ se encontra em torno do limiar. Enquanto os dltimos trés valores (4.7
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Figura 16 — A distribuicdo P(q) dos valores dos pardmetros de sobreposicio de Parisi.

Fonte: O autor (2022).

mJ, 5.8 mJ, 6.8 mJ) indicam que estd acima do limiar. Esses resultados ficardo mais claros

quando criarmos os mapas de calor, no préximo capitulo, na Sec3o 4.2 deste mesmo conjunto

de dados.

Figura 17 — A distribuicdo P(q) para energia de pulso de excitacdo de valor 1.6 mJ.

35 1

3.0 1

25 4

20 1

Fig)

15~

10~

05 A

00 -

1.6mJ

oo

g 02

04

06

Fonte: O autor (2022).

Analisando as Figs. e , a primeira mencionada aqui podemos perceber que quando

estd abaixo do limiar, o seu comportamento tem a "aparéncia"de uma Gaussiana. Enquanto

para a segunda distribuicdo apresentada, estd acima do limiar, e sua aparéncia vai ficando
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Figura 18 — A distribuicdo P(q) para energia de pulso de excitacdo de valor 4.7 mJ.
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Fonte: O autor (2022).

mais "achatada"no centro. Esses fatos decorrem justamente quando a fase fotbnica replica-
simétrica paramagnética ou uma RSB da fase vitrea, respectivamente, se apresentar um (nico
perfil maximo com valores ¢ distribuidos em torno de ¢ = 0 (sem RSB) ou se um pico
duplo P(q) emerge (RSB), com a saturacdo ocorrendo quando os maximos P(q) ocorrem
nos valores extremos ¢ = +1. Um fato curioso é que ao analisar suas faixas de valores de
intensidade maxima, a primeira tem um comportamento muito "desordenado", enquanto a
segunda, o seu comportamento é o esperado e com isso podemos até a determinar a faixa no
qual estao concentrados as intensidades maximas, como podemos ver nas Figs. e ,

respectivamente.



Figura 19 — Intensidade maxima para energia de pulso de excitacio de valor 1.6 mJ.
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Fonte: O autor (2022).

Figura 20 — Intensidade maxima para energia de pulso de excitacdo de valor 4.7 mJ.
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4 COEFICIENTE DE CORRELACAO DE PEARSON: TEORIA E DADOS EXPE-
RIMENTAIS PARA O MAPA DE CALOR

4.1 COEFICIENTE DE CORRELACAO DE PEARSON

Em lasers aleatérios, os coeficientes de correlacao de Pearson podem ser usados para quan-
tificar a correlacdo entre as flutuacdes de intensidades em réplicas distintas (via o pardmetro
de Parisi), ou para medir a correlacdo entre comprimentos de onda distintos na mesma réplica,
como descrito a seguir.

A distribuicao de intensidades 6pticas em diferentes modos pode ser retratada por uma
distribuicao de probabilidade complexa. A correlacdo entre as intensidades 6pticas pode ser
afetada por varios fatores, como as propriedades 6pticas do meio ativo e o espalhamento da
luz pelo meio desordenado. Esses coeficientes podem ser calculados usando as intensidades
épticas medidas em diferentes modos (MERRILL; HUI; DUFRESNE, 2016)).

Descreveremos a seguir a definicdo de um coeficiente de correlacao de Pearson modificado
para englobar ambas as correlacao de Parisi entre réplicas e as correlacdes entre comprimentos
de onda distintos na mesma réplica. Relembrando que desde o capitulo anterior, estamos
denotando I.; como sendo a intensidade emitida pelo RL Nd :YAG de comprimento de onda
A; no espectro . Além de definir I; como a intensidade do comprimento de onda ; em média
sobre o espectro A; sendo a diferenca relativa (flutuagdo) com respeito a esta média, ou
sendo, A, = A;/v/Sk(A:)? (MEZARD et al, [1984), onde A.;, da mesma forma que j4
foi apresentado. Nossa notacdo segue a mesma do artigo (CORONEL et al., [2022), com isso,
esclarecendo como essas notacdes estdo representadas, as letras latinas mailsculas representam
os espectros (por exemplo, K = 7) ou comprimentos de onda (como exemplo, K = 7). Com

estas definicbes, podemos agora escrever o coeficiente de Pearson modificado, dado por,
Pun = Avk Ank, (4.1)

onde, como mais uma vez, usamos a convencao do somatério de Einstein sobre indices repe-
tidos. A normalizacdo de A.; pelo fator /> (A,;)? leva Pyx a ter seu dominio restringido,
por isso Py € [—1,1].

Este coeficiente de Pearson modificado carrega consigo duas fortes equacdes, uma delas
ja abordada e retornamos a comentar, que sdo os parametros de sobreposicao de Parisi ¢z,

dado pela Eq.([3.44), que como comentado, caracteriza as fase vitrea fotonicas com RSB, e a
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outra é a correlacdo de Pearson C;; entre as flutuacdes de intensidade.

Discutido o essencial sobre os parametros de sobreposicao de Parisi anteriormente, trata-
remos do outro, e para isso, na Eq. indexamos os comprimentos de onda M =ie N =
e o indice do espectro é K = +, escrevemos o coeficiente de correlacdo padrdo de Pearson
(MONTINARO et al., 2018; LEONETTI; CONTI; LOPEZ, [2011)) entre as flutuacdes de intensidade

nos comprimentos de onda \; e \;, logo,

SoAGAL
Pr—in—j = Ciy = 1 , 4.2
VIZ, (A2, (A)?] +2

Com uma anélise minuciosa, o principal ponto de diferenca daEq.(4.2) em relacdo a

Eq. € 0 somatorio sobre todos os comprimentos de onda, uma vez que no coeficiente de
Pearson C;; as somas sdo sobre os espectros 7 emitidos em diferentes tempos. O que implica
é que, a Eq.(4.2) esta considerando a evolugdo dindmica da correlagdo entre flutuacdes de
intensidade. Por exemplo, quando dois modos estao presentes no sistema com comprimentos
de onda \; e A;, um valor nulo de C;; implica que esses modos estdo se comportando estatis-
ticamente de maneira nao correlacionada no decorrer do intervalo de tempo da série espectral.
Entretanto, se tivermos um Cj; seja positivo, ou negativo, isso implica que as flutuacdes na
intensidade do modo \; sdo positivamente (ou negativamente) correlacionadas com as do
modo J;, de maneira que os modos acoplados espacialmente sobrepostos compartilham (ou
competem por) ganho ao longo da série de medicdo de tempo (CORONEL et al., [2022), e por

isso também que leva o nome de coeficiente de correlaco.

4.2 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Os gréficos que se seguem ainda sdo dos conjunto de dados obtidos de RLs baseados em
Nd3* para energias de pulso de excitacdo, os mesmos apresentados no Cap.(3), Seczo ({3.3).
Porém, externando novamente, o conjunto de dados consiste em seis tipos de pulsos de energia,
sendo os valores: 0.52 mJ, 1.6 mJ, 2.6 mJ, 3.6 mJ, 4.7 mJ, 5.8 mJ e 6.8 mJ (CORONEL et al.,
2022). E o interesse foi poder determinar os comprimentos de onda, e que, com o auxilio da
Eq.(4.2), criarmos os graficos fazendo uso do conceito de "mapa de calor"(a partir de agora
iremos retirar as aspas, a ideia de escrever com aspas é para dizer que quando tratamos mapas
de calor, na linguagem Python principalmente, queremos entender quais pontos possuem maior
atividade, enquanto nossa situacdo é entendida como os comprimentos de onda estao se

relacionando no tempo com uma faixa de valores bem especificas).
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Figura 21 — Mapas de calor dos coeficientes de correlacdo de Pearson, comprimento de onda (nm) x compri-
mento de onda (nm) .

Fonte: O autor (2022).

A Fig. nos apresenta os mapas de calor para cada conjunto de dados, no qual, lendo da
esquerda para a direita, os trés graficos da primeira coluna se referem aos que estdo abaixo do
limiar, que sdo os valores: 0.52 mJ, 1.6 mJ e 2.6 mJ. O valor 3.6 mJ se encontra em torno do
limiar, que é o primeiro da segunda coluna. Enquanto os ultimos trés valores: 4.7 mJ, 5.8 mJ,
6.8 mJ, ou seja, os demais mapas indica que estad acima do limiar. Um detalhe a se observar é
no mapa de calor de valor 4.7 mJ, que é o primeiro que esta acima do limiar e suas flutuacoes
na intensidade sdo bastante correlacionadas.

Nas Fig. e , representamos os perfis de 1000 espectros registrados, contudo, para a
primeira figura, sdo os perfis que estdo abaixo do limiar (0.52 mJ, 1.6 mJ e 2.6 mJ), enquanto
a segunda figura, temos os demais casos j&4 mencionados (3.6 mJ para o que se encontra em
torno do limiar, e 4.7 mJ, 5.8 mJ, 6.8 mJ acima do limiar). A medida que a poténcia de
excitacdo aumenta ainda mais, as flutuacdes de intensidade diminuem (Fig., os graficos dos
trés Gltimos valores, que s3o os valores 4.7 mJ, 5.8 mJ, 6.8) no regime RSB acima do limiar
demonstrando um P(gq) bimodal (Figfl6] cor roxo, laranja e preto), com correlacdes ainda
mais fortes entre modos (Fig., também os gréficos dos trés tltimos valores, mesmos valores
ja mencionados) que compartilham o ganho de forma cada vez mais homogénea. Esta fase
é denominada um regime de ganho auto média, com distribuicdo gaussiana das intensidades

emitidas. Isso contrasta com as estatisticas de intensidade do tipo Lévy observadas perto
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Figura 22 — 1000 perfis de espectros abaixo do limiar.

Fonte: O autor (2022).

do limiar e o primeiro regime gaussiano prelasing abaixo do limite (UPPU; MUJUMDAR, 2014;
RAPOSO; GOMES, 2015)).

E como os modos se sobrepoem espacialmente e estocasticamente competindo por ganho,
notamos na Fig. (toda a figura) que essa competicdo pode favorecer alguns subconjuntos
de modos, exibindo valores de correlacdo cruzada de Pearson mais fortes, enquanto prejudica
outros com correlacdo mais baixa (regides de mapa de calor menos intensas) (CORONEL et al.|

2022). Por fim, concluindo as nossas analises.
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Figura 23 — 1000 perfis de espectros em torno e acima do limiar.

Fonte: O autor (2022).
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, abordamos os sistemas fotonicos de lasers aleatérios (ou random lasers
- RLs) através de técnicas de fisica estatistica, com o objetivo de estudar fenémenos como,
por exemplo, a quebra de simetria de réplicas, a estatistica de Lévy de intensidades emiti-
das e as correlacGes entre modos. No Cap., apresentamos as motivacoes do problema e
apontamos para o fato de que os RLs tém despertado um interesse crescente na comunidade
cientifica, uma vez que ja podem, inclusive, ser utilizados em uma variedade de aplicacdes,
desde a comunicacdo oOptica até a deteccao remota. Do ponto de vista tedrico, as equacoes
de Langevin e Fokker-Planck sdo importantes para descrever o comportamento estocastico de
sistemas fisicos complexos, incluindo RLs. Essas equacdes descrevem a evolucdo temporal das
distribuicGes de probabilidade dos estados desses sistemas, e sdo fundamentais para entender
uma variedade de fenomenos fisicos, desde a dinamica molecular até os processos estocasticos
em sistemas complexos como redes neurais.

No Cap. foi realizado um estudo comparativo de duas classes de modelos para as dis-
tribuicGes de intensidades emitidas em RLs. Comparando as previsdes téoricas com resultados
experimentais, observamos que os modelos baseados em RPS ndo fornecem bons ajustes de
dados. De fato, um bom ajuste foi obtido com o modelo diferencial estocastico para as am-
plitudes dos modos, que pode levar em conta as n3o linearidades 6pticas em graus superiores,
introduzindo, assim, uma nova familia de distribuicGes Izrailev generalizadas. O método uti-
lizado para ajuste dos dados experimentais com os resultados teéricos foi implementado em
um cédigo escrito em linguagem python, disponibilizado no Apéndice dessa dissertacao.

No Cap. e , analisamos as correlacdes das flutuacGes de intensidade, fazendo a intro-
ducado de um coeficiente de Pearson modificado que compreende simultaneamente o parametro
de sobreposicdo de Parisi, utilizado para caracterizar as propriedades estatisticas de RLs. Tais
medidas de correlagdo permitiram inferir a presenca de quebra de simetria de réplicas (replica
symmetry breaking - RSB) na fase fotdnica vitrea do RL, em conjunto com o aumento na
correlacao entre modos na mesma réplica, medido pelo coeficiente de correlacdo de Pearson.
O cédigo para tais analise também encontra-se no Apéndice mencionado.

Como uma das perspectivas futuras, citamos o estudo da turbuléncia em RLs e sua re-
lacdo com a fase vitrea com RSB. Estes problemas estdo entre os mais elusivos da fisica. O

comportamento do tipo turbuléncia fotonica foi recentemente relatado em um laser de fibra
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aleatéria ((CORONEL et al., [2022; (GONZALEZ et al., 2017; GONZALEZ et al., 2018) e no livro (BOHR

et al} 1998). Pretendemos, assim, expandir os nossos codigos para permitir o estudo da fase

turbulenta via a andlise das flutuacoes de intensidade entre réplicas consecutivas do RL.
Concluimos mencionando que todos os graficos apresentados neste trabalho foram feitos

usando a linguagem Python e o cddigo esta disponivel no Apéndice (B]).
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APENDICE A - FUNCOES ESPECIAIS

A.1 FUNCAO DELTA DE DIRAC

Como na maioria das situacoes fisicas, as funcoes encontradas sdo nao nulas em pequenos
intervalos de tempo, como por exemplo, nas colisbes onde forcas muito intensas agem em
pequenos intervalos de tempo, iniciaremos esta parte com o estudo da funcdo generalizada -
delta de Dirac.

Essa funcdo generalizada (BASSALO; CATTANI, 2010) foi apresentada pela primeira vez
na Fisica por Dirac em seu livro - "The Principles of Quantum Mechanics", publicado pela
Universidade de Oxford, em 1930. O fundamento matematico foi feito por Laurent Schwartz,
o estudo das DistribuicGes, quer analitico, quer algébrico, é excelentemente feito por Jean-Paul
Marchand.

A "funcdo"delta de Dirac (no estudo de Anélise de Sistemas, ela se denomina - Funcdo

Impulso), pode ser definida de véarias maneiras. Consideremos a seguinte func3o,

1 set| <a.

S.(t) =4 (A.1)
0, selt|>a.
Seja ainda a funcao,

5(t) = lim 6,(t). (A.2)

a—0
Agora tomemos uma func3o (tensorial ou espinorial) ¢ (), chamada func3o teste, continua
e identicamente nula, fora de algum intervalo finito. A Funcdo Generalizada (Distribuicgo -

segundo Schwartz, Funcdo Imprépria - segundo Dirac) - §(t) é definida pela seguinte relacgo,

| st = 6(0) (A3)

— 00

que n3o tem significado como uma integral ordinaria. A "Func3o"delta de Dirac nunca sera

tomada isolada, apenas envolvendo integrais.

A.1.1 Propriedades da "funcdo" /(t)

L[ 6(at)p(t)dt = [ 606t + to)] _ = b(to);

1. 6(at) = L6(0);
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I 6(—t) = o(¢);
IV. f(t)o(t) = f(0)d(t), com f(t) continua em t = 0;

V. t6(t) = 0;

VI S[x(t)] = 3 &y

VII. Derivada da funcdo: [ ¢(t)d (t)dt = —¢ (0) (ARFKEN; WEBER, 2005).

A.2  TRANSFORMADA DE FOURIER

Existe uma técnica operacional que permite representar as funcdes n3o periddicas por
meio de séries de Fourier. Essa representacdo, chamada de representacdo em frequéncia da
funcao dada, é muito atil em situacdes fisicas, principalmente no estudo da Anélise Espectral
(BASSALO; CATTANI, |2010).

Seja f(t) uma funcdo definida no intervalo (—o0, o) e absolutamente integrével, ou seja,

/_O:O 5(6)|f(1)]dt < oo, (A.4)
A nova funcdo definida por,
FUWMY=F@) = [ 50 (t) exp(iwt)dt, (A5)

é denominada como a transformada de Fourier da funcio f(t).
Similarmente, podemos definir a operacdo inversa chamada antitransformada ou conju-
gada, através da equacao,

FUF@Y = 1) = o [ Flw)explistds (A6)

T )

-

E necessario compreender que oss autores que tratam do estudo das transformadas de
Fourier ndo sao unanimes em sua definicdo. Existem vérias definicoes e a passagem de uma

para outra se faz através de uma mudanca adequada de variaveis.

A.2.1 Propriedades da transformada de Fourier

N3o estamos interessado em provar os teoremas, pois ja existe uma vasta colecdo de

livros que tratam com mais detalhes as provas dos teoremas abaixo mencionados, podendo
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consultar as provas nos livros (ARFKEN; WEBER|, [2005; [BASSALO; CATTANI, [2010; [NETO, 2011))
e outros de sua preferéncia. A ideia é tratar como uma consulta rapida para as necessidades

dos capitulos apresentados neste trabalho.

Teoremas:
I. Se f(t) é real, entdo F(—w) = F*(w), onde * indica complexo conjugado;
Il. A transformada de Fourier é linear;
1. Se a é real, ent3o:

G) Fifla)} = —F2

1 at)} = a”a

(i) F{f(—t)} = F(-w);

IV. Se F{f(t)} = F{f(w)}, entdo, F{f(t F to)} = exp(Fiwto) F (w);

V. Se F{f(t)} = F(w), entdo, F{f(t) exp(Fiwot)} = F{w £ wp};

VL. (i) Se f(t) (continua) — 0, quando t — +o0, entdo F{f'(t)} = (iw)F(w).
(ii) Se f(t), f'(t), ..., f*V(t) (continuas) — 0, quando t — +o0, entdo F{f™(t)} =
(i) "W F (w);

VII. Se F{f(t)} = F(w), admitir derivadas até n-ésima ordem, entdo, F{t"f(t)} = (—t)™"

x FM(w).

A.2.2 Transformada de Fourier de algumas funcées especiais

Também temos a transformada de Fourier para algumas funcdes especiais desde que sa-
tisfacam a condicdo de integrabilidade absoluta. Fazemos o célculo da transformada, de uma
maneira operacional, usando a teoria da "func3o" delta de Dirac desenvolvida na Secdo (|A.1.1),

o estudo rigoroso é feito através da Teoria das Distribuicdes (BRAGA, 2006)).
1. Distribuicao de Dirac

Pela definicao de transformada de Fourier, podemos escrever,

F{o(t)} = /_O:o d(t) exp(—iwt)dt = exp(—iwt)|,_, = 1. (A.7)
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Portanto,

F{5(6)} = 1. (A.8)

Sendo FF* = Z (a demonstracdo dessa afirmacdo é feita usando o Teorema da Funcido

Inversa), teremos:

FF6(8) = 6(t) = F(1) = ;ﬂ [ expliwtie (A.9)
Portanto,
5(t) = 217T [ explivtyde (A.10)

2. Funcdo Constante

Se f(t) = C, usando a definicdo da transformada de Fourier, vira:

F{fit)} = F{C} = /_O:O Cexp(—iwt)dt = C’;Z /_O:O expi(—wt)dt =
2O (—w). (A.11)

Portanto (Propriedades da "func¢do" 4(¢), IlI),
F{C} =21CH(w). (A.12)
3. Funcdo Periddica

Uma dada funcdo periddica f(t), podera ser sempre representada por uma série de Fourier

(NETO, [2011; [BASSALO; CATTANI, 2010). Assim,

27

f(t) = i Ch exp(inwot) ; wo = - (A.13)

n=—oo
Calculando a transformada de Fourier da funcdo f(t) representada por uma série de Fourier,
obteremos,

F{f(t)} = Flw) = i /_O:O C F{exp(inwot) }dt

n=—0oo

=2 > C, /OO exp it(nwy — w)dt. (A.14)

n=—oo

Usando o resultado do item (1. - Distribuicdo de Dirac) desta sec3o, o resultado final é,

F{f(t)} =2m i Cré(w — nuwyp). (A.15)

n=—oo
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A.3 SERIE DE TAYLOR

Uma série de Taylor é a série de funcdes da forma (ARFKEN; WEBER, 2005)),

o0

flz) = Z an(r —a)", (A.16)

n=0

sendo
f™(a)

n!

ap = s

onde f(x) é uma funcdo analitica dada. Neste caso, a série acima é dita ser a série de Taylor
de f(x) em torno do ponto x = a. Concomitantemente, o polindmio de Taylor de ordem n
em torno de z = a de uma dada funcdo n-vezes diferenciavel neste ponto é dado por,

(z—a)'
1!

(z—a)’
2l

(z —a)"

9(z) = f(a) + f'(a) +f"(a) o 0 a) (A17)

No caso particular de a = 0, a série da Eq.(A.17) também é chamada de Série de

Maclaurin ou, quando for o caso, de polindmio de Maclaurin.
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APENDICE B - CODIGOS EM PYTHON

Neste apéndice, disponibilizamos os cédigos que utilizamos para a construcao dos graficos
que foram mostrados durante toda a dissertacdo, sendo feito na linguagem de programacao
Python, onde criamos um pacote e este, que esta disponivel na plataforma GitHub, podendo
ser acessado nesta referéncia (NETO; GONZALEZ; RAPOSO, [2022)). Criamos também, dentro
do README.md do pacote disponibilizado, todas as intrucoes de como criar cada grafico de
maneira mais adequada e correta, além de um arquivo com o titulo "test.py"com o intuito de
orientar como fazer uso de cada funcdo dentro do cddigo, e a base principal da construcdo do
pacote foi feito usando o conceito de heranca (MENEZES, [2019) na linguagem python.

Cédigo Fonte 1 — Anélise estatistica das intensidades emitidas por lasers aleatérios

1 import numpy as np
import pandas as pd
3 import seaborn as sns

import matplotlib.pyplot as plt

from random import randint

7 from scipy.optimize import curve_fit

9
class Opers:
11
def __init__(self, data):
13 self.data = data
15 @staticmethod
def deltait(data):
17 s, t = data.shape
p = np.zeros((s, t))
19 for j in range(t+1):
p = datal:j] - np.mean(datal:j])
21 return np.array(p)
23 def mat_norm(self, med=None):
ma = np.array(self.data)
25
if med:
27 ma_df = pd.DataFrame(ma)
ma = Opers.deltait(ma_df)
29

t1, t2 = ma.shape
31 um = np.ones(t1)
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33

35

37

39

41

43

45

47

49

51

53

55

57

59

61

63

65

67

69

71

73

75

ze = np.zeros((tl, t2))
ts = []

for i in range(0, t1):
um[i] = np.linalg.norm(mali, :1]1)
zeli, :1 = (mali, :1 /7 um[il)

for j in range(1, t1 - 1):
med = t1 - j
for k in range (0, med):
t = np.dot(zelk, :1, ze[j + k, :1)
ts.append(t)

return ze, ts

class GrafsIzra(Opers):

def

def

__init__(self, data):

Opers.__init__(self, data)

fit_izra(self, model, density, colorl, color2, title="'"', glog=None):
x = self.data

parameters = []

if glog:
mm = plt.hist(x, bins=np.arange(@, 2.0, ©0.1), density=density, color=
colorl)
else:

mm = plt.hist(x, ec='k', bins=np.arange(@, 1.8, 0.1), density=density

, color=coloril)

bins = mm[1]1[1:]
medbins = [i - 0.05 for i in bins]

freq = mm[0]

if model == 'izrailev4':
def izrailev(x, a, b, c¢):
return ((x **x (a - 1)) / b) * np.exp(-x * c)
elif model == 'izrailev6':
def izrailev(x, a, b, c, d):
return ((x **x (a - 1)) / b) * np.exp(-(d * x **x 2) - x * c)
elif model == 'izrailev8':
def izrailev(x, a, b, c, d, f):
return ((x ** (a - 1)) / b) *x np.exp(-(f * x **x 3) - (d * x **x 2)
- X * C)

elif model == 'izrailevl10':
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7

79

81

83

85

87

89

91

93

95

97

99

101

103

105

107

109

111

113

115

117

119

def izrailev(x, a, b, c, d, f, g):

return ((x *xx (a - 1)) / b) * np.exp(-(g * x *xx 4) - (f x x ** 3)

- (d *x x *x 2) - x * C)
else:

return 'Invalid Model'

# Plotting the graph
parametros, error = curve_fit(izrailev, medbins,
for par in parametros:

parameters.append(par)

xfit = np.arange(@, 2, 0.01)

freq)

plt.plot(xfit, izrailev(xfit, *parametros), color=color2)

if glog:
plt.scatter(medbins, freq, s=18, c='black"')
plt.yscale('log')
plt.xscale('log')
plt.xlim(0.01, 1.8)
plt.title(f'Izrailev {title} Profile')
plt.show()

# Analyzing the parameters

return parameters, error

class GrafsVar(Opers):

fontstyle="italic',

def __init__(self, data):
Opers.__init__(self, data)

@staticmethod

def sohist(data, density, color, title='"):
counts, bins = np.histogram(data, density=density)
plt.hist(bins[:-1], bins, weights=counts, color=color)
plt.title(title, fontsize=11, fontweight='bold',

fontfamily="'serif")

plt.show()

def varii(self, color, vall=None, title="'"):
ze, _ = Opers(self.data).mat_norm()

plt.plot(zel[vall, :]1, color=color)

plt.title(title, fontsize=11, fontweight='bold',
fontfamily="'serif ")

plt.show()

return ze

fontstyle="italic',
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121

123

125

127

129

131

133

135

137

139

141

143

145

147

149

151

153

def grafs_a(self, color, title='"', titlex='", titley='"', titlez='"):
df = self.data
f = df.shapel[0]
i = randint (@, df.shapel[0@] - 1)
diff = f - i
ml = df[i:f]
X = np.linspace (1055, 1075, df.shapel[1])
y = np.linspace (@, 1000, diff)
XX, Yy = np.meshgrid(x, y)
fig, ax = plt.subplots(subplot_kw={"projection”: "3d"})

surf = ax.plot_surface(xx, yy, ml, cmap=color, linewidth=0.3, antialiased

=False)

fig.colorbar (surf, shrink=False)

plt.xticks ([1060, 1065, 10701])

plt.yticks([@, 250, 500, 750])

plt.title(title, fontsize=12, fontweight='bold', fontstyle='italic',
fontfamily="'serif ")

ax.set(xlabel=r"%s" % titlex, ylabel=r"%s"” % titley, zlabel=r"%s" %
titlez)

plt.gcf().set_size_inches (12, 8)

plt.show()

return i

@staticmethod

def ht_map(data, cmap, title='', titlex='"', titley="'"'):
dft = pd.DataFrame(data)
der = dft.corr()
sns.heatmap(der, cmap=cmap, vmin=0, linecolor='red")
plt.xticks ([0, 1001, [1060, 10641)
plt.xlabel(titlex)
plt.yticks([@, 100], [1060, 1064])
plt.ylabel(titley)
plt.title(title, fontsize=12, fontweight='bold', fontstyle='italic',

fontfamily="serif ")

plt.show()

Fonte: (NETO; GONZALEZ; RAPOSO, 2022)
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APENDICE C - TESTE DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

A ideia de utilizar o Teste de Kolmogorov-Smirnov em uma parte da amostra dos dados, da-
dos estes que construimos os graficos da Fig. que apresenta uma forma Gaussiana, a ideia
é comparar a funcao de distribuicdo cumulativa observada de uma variavel com uma distribui-
cdo tedrica especificada, que pode ser normal (gaussiana), uniforme, Poisson ou exponencial,
sendo no nosso caso, a distribuicdo normal. O valor de Kolmogorov-Smirnov é calculado a par-
tir da diferenca maior, neste caso é o valor absoluto (RIBEIRO, [2019)). Esse teste de qualidade
do ajuste testa se as observacées podem razoavelmente ter vindo da distribuicdo especificada.

Foi construido um cédigo na linguagem python para fazer o teste, o conjunto de dados
consistia em mais de 100000 dados, sendo "pesado"para conseguir fazer o cddigo calcular
diretamente a estatistica de Kolmogorov-Smirnov e o valor de p. Contudo, foi viavel pegar
n = 100 dados desses conjunto, e reforco que independente dos 100 dados escolhidos para
calcula-los, o resultado obtido é quase igual ao mostrado na Fig. (excecdes decorrem
das casas decimais), sendo mais viavel calcular o valor critico de Kolmogorov-Smirnov, que
na figura em questdo, retorna um valor de 0.136, numa correcdo de significancia de 0.05.

Reforcando que a distribuicdo de Kolmogorov ndo depende do tamanho da amostra.

Figura 24 — Resultados obtidos de um conjunto de dados.

Fonte: O autor (2023).

Foi possivel comparar o resultado obtido por uma tabela de valores criticos para o teste de
Kolmogorov-Smirnov, tabela mostrada na Fig.(25]) e disponivel na internet (MORAES, 2019).
O que podemos concluir é que a aparéncia da Fig.(14]) de fato pode ser compreendida como

uma distribuicdo normal. E importante lembrar que esse valor critico é valido para o teste
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bilateral (dois lados) com uma distribuicdo de Kolmogorov assintdtica.

Figura 25 — Valores Criticos para o teste de Kolmogorov-Smirnov.

Fonte: O autor (2023).

O cédigo dos testes estao disponiveis logo abaixo. E para mais informacGes sobre o Teste de

Kolmogorov-Smirnov, pode ser consultado também nestes links: (RIBEIRO, 2019 LONDRINA,

2018} WIKIR, 2021} WIKIPéDIA, [2022)

Cédigo Fonte 2 — Teste Kolmogorov-Smirnov

1 import pandas as pd
import numpy as np

3 import scipy.stats as stats

5 # 1
data = pd.read_excel(r”"file path”, engine="openpyxl")
7 data_np = np.array(data)

9 # 2 - Calculating the required values
med = np.mean(data_np)

11 print(med)
std = np.std(data_np, ddof=1)

13 print(std)

15 # 3 - Calculating the value of the Kolmogorov-Smirnov statistic for the data
ks_stat, ks_p_valor = stats.kstest(data_np, cdf='norm', args=(med, std), N = len(
¥))
17
# 4 - Checking the critical value of the Kolmogorov-Smirnov test
19 def kolmogorov_smirnov_critico(n):
# table of critical values for the kolmogorov-smirnov test - 95% confidence
21 # Source: https://www.soest.hawaii.edu/GG/FACULTY/ITO0/GG413/
K_S_Table_one_Sample.pdf
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23

25

27

29

31

33

35

37

# Source: http://www.real-statistics.com/statistics-tables/kolmogorov-smirnov

-table/
# alpha = 0.05 (95% confidential level)
if n <= 40:
kolmogorov_critico = data_np
ks_critico = kolmogorov_criticol[n - 1]
elif n > 40:
kolmogorov_critico = 1.36 / (np.sqrt(n))
ks_critico = kolmogorov_critico
else:
pass
return ks_critico
ks_critico = kolmogorov_smirnov_critico(len(data_np))

print(ks_critico)

Fonte: O autor (2023).
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