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RESUMO

Muitos organismos bioldgicos sdao constituidos por bilhdes de células, e durante seu de-
senvolvimento algumas delas podem apresentar a reproducao celular, isto é, o processo de
divisdo celular, conhecido como mitose, tornando-se duas células semelhantes. Outras células
sofrem morte celular. Neste trabalho, propomos e analisamos um modelo matematico, em
tempo discreto, para descrever a reproducdo e morte celular. Assumimos que essas células
estao localizadas em Z e as células que sofreram a morte celular permanecem no sistema.
O conceito utilizado para essa modelagem n3o é recente, contudo sua apresentacio formal
é. Em nosso modelo, a célula que sofreu morte celular é representada por 1 (um) e a célula
ativa por 0 (zero). Cada célula ativa pode sofrer morte celular com probabilidade p ou sofrer
reproducdo celular com probabilidade 1 — p. Isto ocorre de forma independente para cada
célula. Para o nosso modelo, fomos capazes de trazer uma formalizacao matematica, a qual
exibe a existéncia de uma transicdo de fase entre os comportamentos de ergodicidade versus

nao ergodicidade. Contudo, outras caracteristicas ainda merecem atencao.

Palavras-chaves: modelagem matematica de processo bioldgico; operadores de substituicao;

transicdo de fase.



ABSTRACT

Biological organisms are constituted by billions of cells. During their development, cells
can engage in cellular reproduction through cell division, also known as mitosis, generating
two identical cells. In other cases, however, cells can die. In the present work, we propose and
analyze a mathematical model, in discrete time, to describe cell reproduction and death. It is
assumed that cells that engage in mitoses are located in Z whereas cells that die remain in
the system. In this model, cells that suffer cell death are represented by 1 (one) and active
cells by 0 (zero). Each active cell can either suffer cell death with probability p or engage
in cell reproduction with probability 1 — p. This path is taken by each cell independently.
Until the present, it was possible to formulate an adequate mathematical formalization for the
present model, and to show the existence of a phase transition between ergodicity behaviors
in opposition to non-ergodicity behaviors. Nonetheless, other characteristics demand further

investigation.

Keywords: mathematical modeling of biological processes; operators of substitution; transition

phase.
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1 INTRODUCAO

A teoria da probabilidade teve seu inicio em meados do século XVI, quando Blaise Pascal
e Pierre de Fermat através de correspondéncias discutiram sobre jogos de azar. Outros pesqui-
sadores contribuiram para o desenvolvimento do campo, como o alem3o Christian Huygens, o
inglés De Moivre e o suico Bernoulli durante o século XVII. Entretanto, foi apenas no século
XIX que Pierre-Simon Laplace desenvolveu e generalizou a definicdo de probabilidade para
eventos discretos. Também contribuiu o pesquisador Andrey Kolmogorov, que em 1933, criou
os famosos axiomas de probabilidade, chegando na teoria da probabilidade que conhecemos
hoje (FIGUEREIDO) 2010; |FLORESCU, [2014)).

No inicio da década de 1970 comeca a ser desenvolvido uma subarea da teoria de proba-
bilidade, o sistema de particulas interagentes, com o objetivo de descrever e analisar modelos
estocasticos para evolucdo temporal de sistemas cujas medidas de equilibrio sdo estados classico
de Gibbs (LIGGETT), 1985). A presente dissertacdo se propde contribuir para o desenvolvimento
de pesquisas na area de probabilidade, a partir da investigacdo sobre uma nova classe de par-
ticulas interagentes. Nosso estudo tem como principal objetivo apresentar uma formalizacao
do caso particular do modelo de (LI, [1989)) fazendo uso da teoria de (TOOM et al., 2011)) jun-
tamente com Cadeias de Markov, especificamente, processos de Ramificacao. Estudaremos o
comportamento de uma sequéncia de dois elementos, a saber 0 (zero) e 1 (um), que se atu-
aliza a cada passo de tempo t da seguinte maneira: o simbolo 0 duplicard com probabilidade
1—p, levando assim, a expansao da sequéncia, ou ele pode modificar, se tornando um simbolo
diferente com probabilidade p, conhecida também, como ponto de mutacdo. J& o simbolo 1,
permanecerd inalterado. Como nosso processo ocorre em tempo discreto, e o comprimento
da sequéncia que estamos estudando varia, ndés empregamos a teoria criada por (TOOM et al,,
2011)), de operadores de substituicdo.

No modelo proposto por (LI, [1989)) o intuito foi estudar a relacdo de sistemas dindmicos
abertos e um determinado ruido. Tal sistema pode ser descrito como uma sequéncia de zeros

e uns que vai se atualizando a cada passo de tempo ¢, seguindo a regra:
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0  com probabilidade p.
1-—
11 com probabilidade 1 — p.
(1.1)
1 com probabilidade g.
0—
00 com probabilidade 1 — gq.

Ou seja, cada simbolo pode mudar para um simbolo diferente com uma probabilidade
p ou ¢ associada, ou pode aumentar o comprimento da sequéncia, duplicando-se, com uma
probabilidade 1—p ou 1—q. Esse tipo de comportamento é conhecido como regra de expansao-
modificacdo. Quando 0 < p,q < 1 a parte da expansao domina o sistema. Logo, o tamanho da
sequéncia aumentara. E, quando a parte da modificacdo prevalece, o tamanho n3o aumenta,
apenas existindo a modificacdo dos elementos. De modo que Li concluiu que para se ter o
spectro de um determinado tipo é necessario que o comportamento de expansdo e modificacao
estejam em equilibrios.

Varios estudos ja foram realizados sobre as propriedades desse modelo, como a descricdo da
funcdo de correlagdo (vide (TOKMAKOFF, 2008)) e (SETHNA) 2021))). Tal fungdo possui algumas
caracteristicas para o processo de mutacdo que ocorre na evolucdo do DNA (MANSILLA; COCHO,
2000). Também, foi provado por (SALGADO-GARCIA; UGALDE, 2013) para esse sistema, a
existéncia e unicidade de uma medida estacionaria, e que sua correlacdo decai seguindo uma
certa Lei de poténcia.

Sabemos que o comportamento de replicacdo DNA é um mecanismo mais complexo do
que podemos tratar devido as consequéncias de suas variacGes. Ou seja, durante o processo
de sintetizacdo de uma nova fita podem ocorrer alteracdes no cédigo genético (como inser-
¢do, inversdo, exclusdo, ...) que podem desencadear morte celular, resisténcia a antibi6ticos
(BROWN, [2002), problemas de satide (PRAY, [2008).

Um modo proposto para estudarmos essas alteracoes é através do sistema conhecido por
expansdo-modificacdo. Este é apresentado em (1.1), como uma aproximacdo do processo
de atualizacdo da sequéncia de DNA, em que pequenos segmentos de DNA sio copiados
e inseridos de modo conseguinte ao segmento original (LI; MARR; KANEKO), (1994; |LI, 1991).
Assim, consideraremos uma sequéncia de zeros e uns, onde o zero é uma célula ativa e o um é
uma célula que sofreu morte celular, onde cada célula ativa pode modificar-se de acordo com
o modelo descrito no inicio da secdo, tendo que a modificacdo consiste em morte celular e que

a duplicacao em reproducdo celular, considerando que a célula que sofrer uma morte celular
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ird permanecer no sistema, sem nenhuma alteracao.

Ressaltamos que durante o desenvolvimento deste trabalho, a teoria construida foi apre-
sentada nos seguintes eventos: Fourth Conference on Statistics and Data Science (1 a 3 de
dezembro de 2022) e | Workshop de Divulgacdo Cientifica e Didaticas (7 de dezembro de
2022), tendo obtido premia¢do como terceira colocada.

Esta dissertacdo estad organizada em 9 capitulos. No primeiro capitulo apresentamos uma
introducdo sobre o tema contendo as motivacGes e os objetivos para ele. No segundo capitulo
serdo definidos os conceitos necessarios para o desenvolvimento do trabalho, a formalizacdo
do modelo que serd utilizado e enunciados os principais teoremas.

A seguir, apresentaremos e provaremos resultados preliminares, que permitirdo a prova
de trés dos cinco principais teoremas. No terceiro capitulo, serao provados os Teoremas 1,2
e 3. Em seguida, serdo definidos o Processo de Ramificacdo e o acoplamento, empregados
para o desenvolvimento da prova do Teorema 4, que vird no sexto capitulo. Depois, sera
provado alguns resultados prévios e a prova do Teorema 5. No oitavo capitulo serd exposto os
resultados provenientes da simulacdo e por fim, serao feitas as consideracdes finais e sugestdes

de trabalhos futuros.
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2 DEFINICOES E TEOREMAS

Seja A = {0, 1} o conjunto finito que chamamos de alfabeto, onde cada elemento a € A é
chamado de letra. Dizemos que {0, 1}% é o espaco de configuracées. Se x € {0, 1}%, dizemos
que x é uma configuracdo. Podemos representar x por (z;);cz, onde z; € A.

Uma configuracdo onde z; = a,Vi € Z é chamada configuracido todos a e denotada por
az. Para uma configuragdo =, a medida concentrada em z é denotada por 9, .

Dado I subconjunto finito de 7Z, definiremos um cilindro fino como qualquer conjunto da
forma:

{xc{0,1}": 2; = q;,Vi € I},
Denotaremos o conjunto das medidas de probabilidade em {0, 1}%, isto é, na o-algebra gerada
por cilindros finos, por M.

Dizemos que uma medida p é invariante por translacdo, se dada uma lista de indices,

11,12, ...,1, € Z, temos:

N(%’l = Qi -5 gy, = an) = M($z’1+j = A1y ity = an)-

Para uma medida invariante por translacdo, usamos a notacao

plar, ... a,) = plz;, = a1,...,x;, = a,).

Consideraremos somente medidas invariante por translacao. Desse modo, M denota o

conjunto de tais medidas.

2.1 PALAVRAS E PALAVRAS ALEATORIAS

Chamamos de palavra qualquer sequéncia finita de zeros e uns. Definiremos o comprimento
de uma palavra pelo nimero de zeros e uns que a compde, e denotaremos por | - |. Assim,
denotaremos o comprimento da palavra W por |IW|]. O conjunto de todas as palavras possiveis

(o9}

é chamado de dicionario e denotado por dic, isto &, dic = U A*.
k=1

Seja Ax um subconjunto finito ndo-vazio de dic. Dizemos que X é uma palavra aleatéria

concentrada em Ay se para cada V € Ay, temos:

PX=V)>0 e 3 PX=V)=1.
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O conjunto das palavras aleatérias é denotado por 2.
Sejam W e V' € dic. Dizemos que a concatenacdo de W e V, denotada por concat(W,V),
é a palavra L, obtida ao escrevermos W e V' de modo subsequente, na ordem em que elas

foram listadas.

Exemplo 1. Sejam W,V € dic, onde W = 0101 e V = 1110. Dizemos que a palavra
L = 01011110 é a concatenacdo de W e V.

Sejam W e V € dic,onde W =w; ... w,,, e V =21 ...v,, com m < n. Dizemos que W

entra V na posi¢do j € {0,...,n—m} sei € {1,...,m} implica que w; = v; ;.

Exemplo 2. Suponha que W,V € dice que m = 5en = 7. Se W entra V, temos

j€{0,1,2} ei € {1,2,3,4,5} o que gera trés possiveis casos:

» se j =0, temos que w; = v;,9, OU Seja, w; = v;, entdo a sequéncia que corresponde a

W sera o inicio da sequéncia de V/, até o 7 = 5.

» se j =1, temos que w; = v;y1, isto é, a sequéncia que corresponde a W sera o inicio

da sequéncia de V' que corresponde ao indice ¢ = 2 até o indice i = 6.

= se j=2, temos que w; = v;19, iSto é, a sequéncia que corresponde a I sera o inicio da

sequéncia de V' que corresponde ao indice ¢ = 3 até o indice : = 7.

Sob as nossas hipdteses de m = 5 e n = 7, faremos a seguinte ilustracdo. Seja W = 01010,
a partir disso, nés temos que se 7 = 0, podemos ter V' dada por: V' = 0101000. Se 7 =1,
podemos ter V dada por: V = 1010101. E se j = 2, podemos ter V' dada por: V' = 1101010.
Ou seja, W entra V.

A quantidade de posicBes, nas quais W entra V' serd denotada por qy (V).

Sejam W,V € dic. Dizemos que a palavra W se sobrepée se existe uma palavra V' tal que
V| < 2|W| e W entra V em duas posicdes diferentes. Se W n&o se sobrepde, nés dizemos

que a palavra W é auto-evitante.

Exemplo 3. Sejam W,V € dic, em que W = w;...w,, € V = vy ...v,. Para dizermos
que W se sobrepde, é necessario que exista uma palavra V, que satisfaca as condicdes acima.
Ent3o, seja V = 0101010 e W = 01010, temos que 7 = |V| < 2|WW| = 10 e que W entra V

em duas posicdes diferentes, a saber, j € {0,2}. Portanto, W se sobrepde.
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Exemplo 4. Sejam W,V € dic, em que W = w,...w,, e V = v;...v,. Tomemos V =

0110001, ent3o:

= se I = 1000, embora |V| < 2|W|, W satisfaz as condicGes de ser auto-evitante, porque

nés temos que W n3do entra em duas posicoes diferentes.

» se W = 01, notemos que W entra V' em duas posicdes diferentes, ou seja, j € {0,5},

satisfazendo as condicdes de ser auto-evitante, uma vez que |V| > 2|IV|.

Para W € dic e X € () definimos a quantidade de posicées que W entra X, qx (W), a
varidvel aleatéria, cuja distribuicdo é dada por:
Plgx (W) =k) = > P(X =V).
VGAxiqv(W):k

Denotamos [E(-) a esperanca da palavra aleatéria X. Definiremos a densidade média das

quantidades das posicoes que W entra X por:

E(ax(W))
(1X) =W+ 1

dx(W) =
W) -5
Aqui fazemos algumas observacdes, que acreditamos serem imediatas, mas importantes:

» se qy(0) = |V, ou seja, a quantidade de vezes que o zero entra na palavra V' é o

comprimento da palavra V. Entdo, a palavra V' é uma sequéncia de |V| zeros.

= se qy(0) = 0, ou seja, ndo ha zeros na palavra V. Entdo, V' é uma sequéncia de |V/|

uns.

2.2 CONVERGENCIA E OPERADORES

Sejam X1, X5, X3,... € Q, onde para cada valor real positivo r, nl1_>rgo]P(| Xp|>r)=1e
p € M, diremos que (X,,),en converge para p e denotamos X,, —> 1, se para toda W € dic
e todo € > 0,

dngeNtalquen>ny = |dx, (W) — pu(W)| <e.

Uma aplicagdo P : 2 — 2 é consistente se para qualquer u € M e sequéncia (X,,)nen
tal que X,, — pu, a sequéncia X P, XyP, X3P, ... converge para unico v € M, isto &,

X,P— v,V X, — p.
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Seja P consistente, i € M e X,, — . N6s definimos uP (a aplicagdo de P em 1) como
a medida, v, para a qual X,,P — v. Nessas condicGes, usaremos, em alguns casos, a notacao
uP =wv.

Seja P consistente, 1 € M e X,, — u. Dizemos que j é invariante sob P, se para
qualquer sequéncia de palavras aleatérias (X, ),en onde X,, — u, tivermos X,P — p. O
operador P é ergddico se existe Ginica medida invariante v € M para P e para cada (X,,)nen

onde X,, — u, para algum p € M e n suficientemente grande a partir do qual tivermos
lim X,P! = v.
t—o0

Neste caso, em nosso texto, poderemos usar a notacdo tlim uPt = v.
—00
Quando P n3o satisfizer as condicOes de ergodicidade, sera considerado ndo-ergddico.

Seja X palavra aleatéria. Definimos
t{X,p} = inf{t >0: qxpt (0) = 0} (21)

Se o lado direito de for o conjunto vazio, entdo t;x ;) sera igual a infinito.
Quando for mencionado a variacdo do parametro p, denotaremos ([2.1)) simplesmente por ty.
Dados u € M\ {01,} onde
tli)rgoth = 01
Se para cada sequéncia (X,,),en de palavras aleatdrias, convergindo para ¢y, tivermos para
cada X,,,E(tx,) finito. Entdo, diremos que uP’ converge localmente para d;, com tempo
médio finito. Caso exista algum X, tal que E(tx,) é infinito, diremos que pP' converge

localmente para 61, com tempo médio infinito.

2.3 NOSSO MODELO E CONSISTENCIA

Ao longo desta dissertacdo vamos tratar do seguinte caso particular do modelo ([1.1)):

1 com probabilidade p.
0—

00 com probabilidade 1 — p. (2.2)

1—1

em que o 0 (zero) pode sofrer uma duplicacdo (expansdo), com probabilidade 1 — p, ou uma
mutacdo (modificacdo) para o 1 (um), com probabilidade p, também conhecida como ponto

de mutacdo.



19

O operador de transicdo descrito em ([2.2)), serd denotado por P.
Consideremos a sequéncia inicial 01, no passo t. As possibilidades para o passo t + 1 s3o:
001 e 11, pois somente o elemento zero pode sofrer alguma mudanca. A Figura [1| mostra a

evolucdo da palavra W = 01 considerando os dois primeiros passos de tempo.

Figura 1 — A evolucdo da palavra W = 01, de acordo com a variacdo do tempo ¢.

00001 9911 _ Lo B 111 11 Tt+2
| "00'1'; PR S
o1 Tt
t

Fonte: A autora (2022)

Observemos que se 01,P = 4y, temos que d1, é uma distribuicdo invariante de (2.2).

Uma das nossas metas é mostrar que P é um operador consistente. Mas, antes de mostrar-
mos isto, vamos citar alguns resultados provados em (TOOM et al., [2011)). No referido trabalho,
foram definidos cinco operadores de substituicdo (conversdo, insercdo, remocdo, compressio
e descompressdo) e foi mostrado que eles sdo consistentes. Desses, descreveremos trés:

Seja A = {a, b} e A; um alfabeto finito e n3o vazio tal que A; e A s3o disjuntos. Também

denotamos o dicionario cujo alfabeto é A por dic(A).

» conversdo: Para letras a,b € A, cada a é substituido por b de forma independente com

probabilidade p € [0, 1] ou nada acontece com probabilidade 1 — p.

= compressdo: Seja G € dic(A), uma palavra n3o vazia e auto-evitante e ¢ € A;. Sob

sua acdo cada palavra GG sera substituida por ¢ de forma independente com probabilidade

1.

» descompressdo: Seja H € dic(A), uma palavra n3o vazia e auto-evitante e letra
¢ € A;. Sob sua acdo cada letra ¢ sera substituida por H de forma independente com

probabilidade 1.
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2.4 PRINCIPAIS RESULTADOS

Teorema 1. O operador P, definido em ([2.2)), é consistente.

Analisemos o comportamento de uP' quando ¢ tende para o infinito ao tomarmos p €
{0,1}.
Teorema 2. Seja p, a probabilidade descrita em (12.2)):
(a) Se p=1, entdo uP =6,,V p e M.
(b) Se p =0, entdo:

0, se u(0) > 0.
lim pP! = b
t—00

01, se p(0)=0.

Z

Pelo Teorema [2| quando p = 1, o operador P é ergddico.

Definimos
2p—1

flp) = P (2.3)

Teorema 3. Seja p € (0,1). Em nosso processo, a medida d;, € invariante e, se p < % e
p(0) = f(p), entdo pP(0) = p(0).

Notemos que a existéncia de uma Unica medida invariante ndo implica que possuimos
ergodicidade. Esta questdo, para autdmatos celulares probabilisticos (ACP) teve resposta em
(CHASSAING; MAIRESSE, 2011)), em um periodo de 50 anos apds ter sido proposto. No referido
trabalho, os autores propuseram um ACP com uma dnica medida invariante, v, contudo ha
ao menos uma condic3o inicial para a qual o processo ndo converge para v. Sob estd ética, o
Teorema [3| propGe a existéncia de ergodicidade para p > % Mas, é o Teorema que estabelece

esse comportamento.

Teorema 4. Seja p, a probabilidade descrita em (2.2). Para p > 3, temos:

(Tl1) P ¢é ergddico.
(T[l2) 1P* converge localmente para 61, com tempo médio finito se p > 1 e, uP" converge

localmente para 41, com tempo médio infinito se p = %

Além disso, para p > 3, e para cada palavra aleatéria, X,,, da sequéncia convergindo

1
21

para 11, temos E(tx,) > ..
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O Teorema {4 mostra que embora o processo seja ergdédico para p > % para estes mesmos
parametros surge um outro tipo de transicdo de fase, a qual estd associada a velocidade
média local de convergéncia do processo. De modo informal, dada uma sequéncia arbitraria
de palavras aleatérias convergindo para ;1 e tomando-se qualquer palavra aleatéria, X, desta
sequéncia, teremos que o tempo médio para qxpt(0) = 0 pela primeira vez, sera finito se
p > % e infinito se p = % Neste Gltimo, a qualquer momento que seja observado qxp:(0), ela

sera positiva.

Teorema 5. Seja p a probabilidade descrita em (2.2)). Para p < 1, P é n3o-ergédico. Além
disso, para pu € M tal que (0) > 0, entdo

lim pP*(0) = f(p).

t—o00

Vimos no Teorema [3|que d;, é uma medida invariante para P, independente de p. Se existir
outra medida invariante para P, v, quando p < % entdo do Teorema |5/ poderemos concluir
que para a combinagdo convexa de d;, e v, denotada por m, que tlim 7P'(0) = f(p) o qual

—00
difere de 7(0). Logo, m n&o é invariante sob P. Isto mostraria que diferente dos autématos

celulares probabilisticos nosso processo nao é linear.
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3 RESULTADOS PRELIMINARES

Sejam os operadores de substituicdo: conversdo, compressdo e descompressdo, apresenta-
dos na secdo anterior, os quais denotamos aqui por Peony, Peomp € Paescomp, respectivamente.

E seja 2 uma letra que n3o pertence ao alfabeto A, vamos assumir que:

= Pooo : 0 =51, 0 operador P, transforma, de forma independente, cada letra zero

numa letra um com probabilidade p ou nada acontece com a probabilidade 1 — p.

* Peomp : 0 RN 2, o operador P, atua de forma deterministica, substituindo cada zero

por 2.

* Pescomp 1 2 R 00, o operador Pgescomp, atuando de forma deterministica, substituf

cada 2 pela palavra 00.

Denotaremos a composi¢cdo dos operadores P ony, Peomp € Paescomp (nesta ordem) por:

Pconv o Pcomp o Pd@SCOTI’Lp‘ (31)

Com base nas definicdes dos operadores apresentados por (TOOM et al., [2011)) e citados na

secdo anterior, temos que os operadores acima sao consistentes.

Lema 1. O operador (3.1)) é consistente.

Prova . Como P,,,, é consistente, segue que para cada 1 € M e para toda X;, Xs,... € Q

tal que X,, — p temos X,,P.ony — (1P eony € M. Desse modo,
(XnPconv)Pcomp I ,uPcom}Pcomp € M

Além disso,

(Xn Pcom; o Pcomp)Pdescomp — NPconv Pcomdeescomp € M

Assim, concluimos, que Peony © Peomp © Paescomp € consistente.

[
Dado € M e P : Q) — (), definimos extensao de 11 sob P por:
. E([X.P])
Ext(p | P) = lim ———* (3.2)
n=voo B(|1X])

para qualquer X1, ... € Q) tal que X,, — p.
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Ent3o, informalmente falando, Ext(u | P) é o coeficiente de contracdo/dilatagcdo que P

multiplica o comprimento de uma palavra aproximando p.

Lema 2. Seja P um operador consistente, u € M, X1, X5,... € Q, tal que X,, — u. Logo,

1 Blaxe()
Bat(u | P) »% B(| X, )

nhﬁnolo anp<W) ,V W e dic.

Além disso,

Ext(p [ P) =1+ (1—p)u(0).

Prova . Seja

E(QX,P(W))
d W n
W)= BXP) - W+ 1
E(ax,p(W))
E(|Xx|)
E(XPD— W1 -
E(|Xx])

Supondo que os limites do numerador e do denominador existam, nds temos que:

1 . E(ax,.p(W))

lim d B .
A e (W) = Zrta TPy A% “E( X, )

(3.3)
Seja B variavel aleatéria com distribuicdo binomial de pardmetros qy, (0) e (1 — p), temos:

| X,,P| = |X,| + B.
Logo, usando (|3.2)),

Ext(u|P) = lim 1+(1—p)m

— 1+ (1—pu(0).

Proposicao 1. Seja u € M. Logo

20— pu(0)
HPO) = T o)

1+ (p—1)u(0)
1+ (1= p)u(0)

e uP(1) =
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Prova . Primeiro provaremos esse resultado para palavras. Em seguida, para palavras alea-
térias. Sejam € M e Vi, V5, ... € dic onde V,, — pu. Logo, para cada palavra W e ¢
positivo,

dng tal que n > ny = |dy, (W) — u(W)| < e.

Lembremos que, por definicdo,
IR AUD)
V| = [W|+1

2(1-p)u(0)
1+(1-p)p(0)

Sejam B; e By varidveis aleatérias com distribuicdo binomial com paradmetros (qy;, (0),p) e

dy, (W)

Sob essas condicdes, vamos mostrar que V,,P(0) —

(qy,(0),1 — p), respectivamente. Entdo, pelo Lema

. _ 1 . E(av,p(0))
S deel0) = Fr
_ 1 i E(Av,(0) — Bi + By)
1+ (1= p)p(0) n=ee Vol
_ 1 i 2 = P)av, (0)
1+ (1= p)u(0) n=ee [Val
2(1 — p)u(0)

14 (1= p)u(0)

De modo analogo, temos que:

1 E(qy, (1) + B
lim dy,p(1) = lim 2w (1) + By
o0 1+ (1 —p)u(0) n=oe V2l
_ 1 lim E(|V,.| — qv,(0) + By)
1+ (1 —p)u(0) n=ee V2l

1+ (p— Du(0)
1+ (1= p)u(0)

Agora, para palavras aleatérias, tomemos X, X,, ... € Q tal que X,, — p com u € M.

Usando o Lema [2

. 1 . E(aqx,pr(0))
1 d = n
A dxe(0) = FrriTe) A B X, ])
B 1 - Elax,(0) — B, +By)

14 (1 = p)pu(0) n=ee E(l X [)
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Notemos que, para By, pela lei da esperanca total, temos:

E(B) = S E(B | ax, (0) = k)B(qx, (0) = &)

k=0

3" pkPB(ax, (0) = k)

k=0

= pE(qx,(0)).
De forma anéaloga, obtemos
E(B2) = (1 - p)E(qx, (0)).
Dai,

. B 1 . 2(1 —p)E(ax,(0))
i, dxe(0) = A = 0 A TR X )

Assim,
_2(1—p)u(0)
1+ (1= p)u(0)

A dx,p(0)

Agora, sob as mesmas condicoes acima, calculemos:

| ) I  E(ax, (1) + By)
A A () = T ) A (] X, )

Ja sabemos que, para By:

E(B1) = pE(qx,(0)).

E que
q9x, (1) + ax,(0) = | Xa|.
Dai,
‘ B 1 E(qx,(1) +By)
A dxrll) = T T 0 A TR X))
_ 1 lim 1+ (p — 1DE(qx.,(0))
1+ (1= p)u(0) noo E(] Xn )
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4 PROVA DOS TEOREMAS [I, 2 E[3

Prova do Teorema (1. Primeiro, provaremos que para cada palavra V' € dic,
P(VP = V(Pconv o Pcomp o Pdescomp)) =1. (41)

Sejam iy,. .., as posicoes de V' € dic tais que v;;, = 0 e L a palavra obtida de V' apés a

acdo do operador P, onde exatamente [ (com | < k) dos zeros em V' tornaram-se um. Daf,
P(VP = L) =p'(1 —p)* . (4.2)

Seja L’ a palavra obtida de V' apés a acdo de P.,,,, em que exatamente | (com | < k) dos

zeros em V tornaram-se um. Assim,
P(VPeony = L') = p'(1 — p)* (4.3)

Notemos que os conjuntos Ayp e Ayp tém a mesma quantidade de palavras, a saber,

conv

24v(9) Além disso, para cada L' € Ayp,,,, existe tnico L € Ayp tal que L' (P ompOPiescomp) =

L. Desse modo, Ayp = Av(P,,,.,0PcompoPucscomy) - POrtanto, por (4.2) e (4.3)), temos a seguinte

cadeia de identidades
P(VP=L) = P(VPen, =L')

= IP>(‘/(Pconv o Pcamp o Pdescomp) - L/(Pcomp o Pdescomp))

= IPJ(‘/(Pconv o Pcomp o Pdescomp) = L)

Logo, provamos (4.1)), isto é, para cada V' & dic, VP e V(P ony © Peomp © Pdescomp) possuem
a mesma distribuicdo. Como consequéncia, V W € dic, Qu(P,,nuoPeompoPucscomy) (W) € qvp (W)

tem a mesma distribuicdo. Logo,

E(qVP(W)) = E(qV(Pconvopcompopdescomp) (W))

€

E(| VP |) = E(| V(Pcorw o Pcomp o Pdescomp) |)

Dai,

dyp(W) = dy y(W).

Pconw OPcompOPdescomp

Desta forma, se V;, Vs, ... € dice u € M, tal que V,, — pu, entdo pelo Lema ,

VP — P se s6 se Vi, (Peonw © Peomp © Paescomp) —> 1P-
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Além dessa prova, podemos considerar o operador P = Py, © Peomp © Paescomp- E pelo Lema
1] o resultado segue.
[ |

Prova do Teorema|[2. Utilizando a Proposicgo [1} para p = 1, temos que pP(1) = 1.

Agora, a prova do item (b) segue. Novamente, fazendo uso da Proposicdo , para p = 0.

Assim,
211(0)
P(0) = .
Desse modo,
2uP*(0)
P'(0) — P (0) = pP'(0) — —
P (0) — pP™(0) P (0) T+ 4Pi(0)
_ #P0)(1 + pP(0)) — 2uP*(0)
1 + pPt(0) '
Fazendo pP?(0) = k, nés temos que:
k+k*—2k
Pt _ Pt+1 —
pPH(0) — Pt () = R
K-k
14k

Com k € (0,1) implica que £ — 1 < 0 e assim, k%2 — k < 0. Desse modo,
pP!(0) — uP*1(0) < 0.

Ou seja,

pP!(0) < uP*1(0).

Como é conhecido da analise na reta, toda sequéncia mondtona crescente e limitada é con-

vergente. Neste caso, este limite é igual ao supremo da sequéncia. Ou seja,

lim pP'(0) = 1.

t—o00
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Prova do Teorema|[3. Seja p € (0,1). Pela Proposicdo [1]

20 (o)
PO = oy

Logo,

Notemos que f(p) < 0 se esésep > 1. Portanto, se p > 1, entdo uP(0) = u(0) somente

para £1(0) = 0.
|
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5 UM ACOPLAMENTO qy,(0)

Consideraremos as seguintes definices: P1(R; = i) =P(Ry =i | Ro=1) e E;(R; =1i) =
E(R; =1 | Ry = 1), estas sdo, respectivamente, a probabilidade e a esperanca condicional do
processo R, considerando apenas um ancestral, no passo inicial. Seja (R;);eny um processo de
ramificacdo, onde P, (R, = 0) = p e P (R, =2) =1 —p, com p € (0,1). E bem conhecido

1 ~
5 entao

(ver Auxiliar D que se E;(R;) < 1, entdo }E?OPl(Rt =0) = 1. Ou seja, se p >
0 processo é absorvente, isto é, atinge o estado zero com probabilidade 1, quanto ¢ tende ao
infinito.

Na prova que segue, faremos uso de um acoplamento ("construcdo simultdnea de duas
Cadeias de Markov, no mesmo espaco de probabilidade"(FERRARI; GALVES, 2000)) entre o
processo de ramificacdo com um unico "ancestral" e a evolucdo da palavra W = 0. Na Figura
2, observando o seu lado esquerdo, temos uma possivel evolucdo da palavra W, que ocorre
com probabilidade positiva. J& do lado direito, temos a correspondente evolucdo do processo
de ramificacao, ao longo do tempo. Além disso, podemos observar que os descendentes do
processo de ramificacdo sdo apenas as palavras W = 0 que replicaram com probabilidade

positiva através do tempo. E, embora as palavras V' = 1 sejam mantidas no sistema, elas nao

causam perturbacido (influéncia) no processo de ramificacio.

Figura 2 — Uma possivel evolucio da palavra W = 0, de acordo com a variacdo do tempo ¢, e a correspondente
evolucdo do processo de ramificacdo.

11001 yot T4
1001 . . T3
100 X }.4‘ +2

00 '\ X"J T1
0 | Ly
t

Fonte: A autora (2022)
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Sejam ((}p)tmenz € (C2r)menz duas sequéncias de varidveis aleatdrias bi-indexadas,

independentes e identicamente distribuidas, onde para i € {1,2},
P, =0)=peP((,=2)=1-p.

O processo de ramificacdo R, para cada t e Ry = 1 é escrito da forma

Ry
Rivi=> ik (5.1)
=1

em que R; é o nimero de descendentes na t-ésima geracao.
O nosso processo (R;):cn € uma Cadeia de Markov (C.M.) com espaco de estados S =
NU {0}, e probabilidade de transicdo, do passo de tempo ¢ para t + 1, que é associada a uma

distribuicdo binomial com pardametros n e p:

Z)p"“(l —p)"F se k€0,...,n;

P(Riy1 =2(n—k) | Ry =n) = (5.2)

0 caso contrario.

Embora n3o seja muito usual, na Figura |3 apresentamos o diagrama de transicao para essa
Cadeia de Markov. O (nico estado absorvente é o zero, isto é, P(R;1 =0 | R, = 0) = 1.
Notemos que se a Cadeia de Markov assume valor par, denotado por n, num dado passo
de tempo, o préprio estado n é visitado, com probabilidade positiva, no passo de tempo
subsequente, isto é, P(R;y1 = n | By = n) > 0 e quando n assume valores impares tal

comportamento ndo ocorre, ou seja, P(Ryyy =n | Ry =n) =0.

Figura 3 — Diagrama de transicdo do processo R;. Neste processo, independente do valor de n, todos os estados
pares s3o visitados. Podemos notar um comportamento padrao para os valores que n assume, isto
é, quando n assume valores pares, temos que o estado n é visitado, ja quando n assume valores
impares o estado n n3o é visitado.
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OIS @ ©® ©

JONECRO MO ®© @O ©

Fonte: A autora (2022)

Vejamos uma outra representacdo para o processo R;. Sejam (Cf)(z‘,t)ew uma sequéncia de

variaveis aleatérias bi-indexadas, independentes e identicamente distribuidas, sendo:
PG =1)=peP((=0)=1-p.
O processo R; descrito em (55.2)) pode ser reescrito da seguinte maneira
Ry Ry
Ry ZRt—ZC}iﬂLZ(l_Cﬁ)
k=1 k=1
Ry
9 (Rt S g,g) | (5.3)
k=1
Lema 3. Seja (R;)ien nosso processo de ramificacdo com Ry = 1. Logo,

Ei(R) = (2(1-p))' (5.4)

U1—ppCp) (U=P)"Y) o |, (R,) £ 1;
P _ ! 1 1 ’
Varl(Rt) _ 2(1-p)—1 (5.5)
4t(1 —p)p, se Ex(Ry) = 1.
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Prova . E uma consequéncia de Auxiliar , assim concluimos a prova.

Lema 4. Seja E(R;1), a esperanca de R;,1. Temos que

E(Riv1) = [2(1 — p)]E(Ry). (5.6)

Prova . Através da equacao (j5.3)) e aplicando a esperanca em ambos os lados da igualdade,

obtemos:
Ry
(ke =2 (ER) B (3¢ ) 5)
k=1
Pela lei da esperanca total, temos que a segunda parcela da expressdao acima, se torna
Ry
E (Z C;i) = pE(Ry).
k=1
Substituindo esse resultado na expressdo (55.7)), temos:

E(Ri1) =2(E(R;) — pE(Ry))
—2(1 - PE(R)).

Lema 5. Seja E;(R;.1), a esperanca de R, dado que Ry = i. Temos que

Ei(Rt+1> = [2(1 - p)]tHRO-

Prova . Prova por inducdo.

Seja k = 0, ent3o, por (5.4),

]Ez'<Rk+1> = Ei(Rl)
=2(1 —p)Ry.

Agora, suponhamos que seja verdade para k =t — 1, isto &,

Ei(R:) = [2(1 - p)]tRO- (5.8)
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Vamos provar que é verdade para k = t.

Pelo Lema [4k

Ei(Rv1) = [2(1 — p)|E;(Ry)
= [2(1 — p)]"** Ry, por (5.8).

Entao, pelo principio da inducao, o resultado esta provado.

|
Da nossa definicdo para P atuando na palavra W = 0, temos
aw, (0)
AWigr (O) = Z Ct,k’- (59)
k=1

Para uma mesma sequéncia (G k)t k)enz, definimos nosso acoplamento de (5.1]) e (5.9)
por:

(Ro, qw, (0)) = (1, 1).

Ry aw, () (5.10)
(Re,qw, (0)) = | D Gws D Gk

=1 P

Lema 6. Seja W € dic tal que gy (0) = 1. Se p > 2, entdo

lim P(qu, (0) = 0) = 1.

t—o00

Prova . Por (5.10),
Jim P 1 ((Rt,qwt(O)) = (0,0)) = 1se s6se lim P(R,=0)=1

onde IP(; 1) denota a probabilidade de acoplamento ter iniciado no estado (1,1). Contudo,

sabemos (ver Auxiliar } que se p > % entao tliglo P, (R; = 0) = 1. Desse modo, concluimos
nossa prova.

[ |

Saber quando o processo de ramificacdo sera extinto ou ndo é um ponto crucial. Todavia,

outras questdes s3o igualmente relevantes. Por exemplo, assumindo que ocorre a extincdo

(casos subcriticos e criticos), qual serd a distribuicdo do tempo de extin¢do, 7. De maneira

formal,

T =inf{t >0: R, =0}. (5.11)
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Neste ponto, consideraremos E;(R;) < 1, isto é, p > % e descreveremos a distribuicao de

T para o nosso processo de ramificacdo. Além de algumas outras caracterizacdes de nosso

interesse, seja X variavel aleatéria com
PX=0)=peP(X=2)=1-p.

Sua funcdo geratriz ordinaria é dada por

onde
E(zY) = i]P’(X = k) =p+ (1 -p)2 (5.12)

Seja E;, o evento que denota o nimero de descendentes na t-ésima geracao, sendo igual
a zero, isto é, R; = 0. Dado que Ry > 1, tem-se que Ej serd o conjunto vazio. Além disso,

notemos que (E});>0 é uma sequéncia monétona crescente de eventos. Ou seja,
E,C By ,VteN

Sendo a funcdo geratriz ordinéria de Ry, a h(z). Sabemos que a fungdo geratriz ordinaria

de Ry é h(...h(2)...), a qual denotamos h’(z). Disto, é bem conhecido que
| —

t vezes

]P)Ro (Rt — O) — ]P)RU (Et) — ht(O)
Também,

Pr, (T =t) = Pr,(E: — Fi—1)
= Pry(E}) — Pry(Et-1)
= h'(0) — A" (0). (5.13)

E evidente que, P, (T =0) =0 e P, (T = 1) = h'(0) — h°(0) = p, pois h°(z) = z.
De (5.13)) provamos que, para k € {1,2,3,...},

Pry(T < 8) = Y Pr(T = 1) = 3 (A'(0) = B=1(0)) = h*(0).

=1

Notemos que £*(0) = h(h*~1(0)) = h(Pg,(T < k —1)).

Esta andlise de 7" é utilizada no estudo de surtos epidémicos (FARRINGTON; GRANT] [1999).
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Lema 7. A distribuicdo acumulada de T" é dada por:

o et o Y

k — 1 elementos k — 1 elementos

PUT < k) =p+aq(p+a(p+a(
emqueg=1—p.

Prova . Prova por inducdo.

Usando temos que
Py(T < 1) = h(Py(T < 0)) = h(0) = p.
Agora, suponhamos que seja verdade para k, ou seja,
Pi(T < k) = 1" (p).
Vamos provar que é verdade para k + 1, isto é,

Py(T < k+1) = h(Py(T < k)
= h(h*(p))

=1 (p).
Como h(z) = p+ (1 — p)22, temos que h*¥*! se torna:

Wt (p)=p+gq

“pealpralpra( o alor ) )Y

onde ha k parcelas p + ¢ e apenas um termo p2.
[ |
Notemos que Py (T = k) =P (T < k) —P(T < k—1) onde k € {1,2,3, ...}, cuja forma
exata é obtida pelo Lema(7] Na Figura[4], exibimos o comportamento da func&o de probabilidade
da variavel aleatéria T'. Podemos notar que, a medida que os valores de p crescem, a funcao
de probabilidade (f.p.) de T' possui um comportamento decrescente, como era de se esperar,

quando p aumenta P (T = 1) se aproxima de um.
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Figura 4 — Func3o de probabilidade da varidvel aleatéria T' para p € {0.51,...,0.99}. Para cada valor de p,
tomamos k € {1,...,20}.

1.00- 1.00-
- 075- < 075-
éu.su- én.&u-
0 g25- 0 g25-
0.00 -==; y . . . 0.00 ==, =
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
k k
(a)p =051 (b)p = 0.60
1.00- 1.00-
< 075" = 075"
éu.su- én.eu-
O g25- O po5-
0.00- ; . . . 0.00- . . . .
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
(c)p=070 (d)p=080
1.00- 1.00-
= 075- =075
éu.su- én.eu-
O go25- O po5-
0.00- : : , , 0.00- : : : :
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
(e)p=090 (f)p =099
Fonte: A autora (2022).
Lema 8. Sejam p > 1 e T' a varidvel aleatéria definida em (5.11)). Temos
1 1
- <E(T) < :
p 2p—1
Prova . Usando Auxiliar B} Lema[3 e que P;(R; = 0) = p, concluimos a prova.
|
Sabemos por (FARRINGTON; GRANT, |1999)) que
P.(T < k)= (P (T <k)). (5.14)

Lema 9. Seja R, com Ry =rep> 1. Logo, E.(T) >

S
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Prova . Sabemos que

o qual pelo Lema [8| é limitado inferiormente por %D.
|
Na Figura [5| exibimos o comportamento da esperanca do tempo de extincdo, E;(7), consi-
derando p € {0.51,...,1} e k € {20,200,2000}. Notamos que a medida que p tende para um,
as curvas decrescem se aproximando de um. Além disso, observamos que para k& € {200, 2000},

as esperancas nao apresentam uma diferenca significativa.
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Figura 5 — Gréfico para a Esperanca da variavel aleatéria T quando p € {0.51,0.52,...,1}. Para cada valor
de p tomamos k € {20, 200,2000}.

—a—k =120
—a— k = 200
—e— k= 2000

Estimativa da esperanca do tempo de extingao

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
p

Fonte: A autora (2023).
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6 PROVA DO TEOREMA {4

A partir desta secdo, em alguns momentos, para W € dic, denotaremos W, = WP*.

Proposicao 2. Se

lim P(qu,(0) =0) = 1,V W € dic,

t—o00

entdo P é ergddico.

Prova . Notemos que é suficiente provarmos para palavras, pois, como P agindo em {2 é uma
Cadeia de Markov, e como qualquer palavra aleatéria X é concentrada em um subconjunto
finito de dic, Ay, se para cada uma das palavras aleatérias W € Ax tivermos satisfeita nossa

hipdtese, entdo, X, também gozarad do fato que tlim P(qx,(0) = 0) = 1. Dessa maneira,

: E(qxp:(0))
1 =0,V X €.
oo B([XP) +1— 1
Logo, dada u € M arbitréria e qualquer sequéncia de palavras aleatérias (X,,)nen tal que
X,, —> j temos tlim X,Pt—4y,.

Prova do item do Teorema (4. Utilizaremos a Proposicdo 2| Ou seja, que para cada
W e dic,
lim P(quw,(0) = 0) = 1. (6.1)

t—o0
Tomemos a palavra W € dic tal que qu(0) > 1, pois o caso qu (0) = 0 é trivial e qu(0) = 1

foi feito no Lema [0l Logo, a seguinte igualdade é valida

qw(0) = av; (0) + a,(0) + ... + qy; (0)

onde W é a concatenacdo das palavras Vi, ..., Vi, nestaordem e qy,(0) = 1,V i € {1,...,k}.

Podemos notar que
P(aw, (0) = avipt(0) + quype(0) + ... + quapt (0)) = 1,V £ € N.

A evolucdo de cada qy;pt(0) pode ser associada, por , a um processo de ramificacdo
R}, onde R{, = 1. Mas, como i # j temos que qy,p:(0) é independente de qy,p:(0), entdo
R! evolui independente de R]. Logo, dados qw(0) > 1 e R, = ... = RE = 1, temos
P(aw,(0) = R} + ... + Rf). Daf,

lim Py, ) (aw, (0) = 0) = lim Py (R + ...+ Ry = 0).

t—oo VAN TER S oo VY
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Assim,

lim P (R +...+ R =0)= lim Py(Ry = 0)...P(RF=0)

— 1i 1 __ k
= Jim (Py (R} = 0)

=1.

Prova do item do Teorema 4. Pelo item [TH4[1]

lim P = dy,.

t—o0
Inicialmente, tomemos uma palavra W' tal que qu(0) > 0, pois o caso em que qu(0) =0 é
trivial. Observemos que W pode ser escrito como uma concatenacdo das palavras Vy,--- | Vi

com k < |W| e qy,(0) = 1. Logo,
aw (0) = qv; (0) + a15(0) + ... + av, (0). (6.2)

Como vimos em (5.10)), qy¢(0) pode ser associado a 12, com Ry = 1. Como para cada qy;(0) a
evolucdo ocorre de modo independente, qy/(0) pode ser associado com R; sendo Ry = qu(0).

Primeiramente mostraremos o caso em que p = % pelo Lema ,

E(qw:(0)) = Eaqw0)(Br) = aw (0).

Logo, para ty definido em (2.1)), temos E(ty) = oo para cada W € dic com qu (0) > 0.
Observando que cada palavra aleatéria é concentrada em um subconjunto finito de dice P é
uma Cadeia de Markov, concluimos que E(tx,) = oo, em que X,, — 1 e existe ao menos
um n tal que P(qx, (0) > 0) = 1.

Agora, vejamos para p > % Usando a relacdo entre qu, (0) e R; com Ry = qu(0),
E(aw, (0)) = Eqyy (o) (£)- (6.3)
Agora, para ty, definido em ({2.1)), segue
E(tw) = Equ 0)(T)-

Pelo Lema @ Eqyy 0)(T) > %. Por outro lado,

aw (0)
Eqy 0)(T) < ; E\(T). (6.4)

E pelo Lema Auxiliar 5] o lado esquerdo da expressdo acima é finito.



41

7 PROVA DO TEOREMA

Na Figura [6] do lado esquerdo temos uma possivel evolugdo da palavra W = 0, que ocorre
com probabilidade positiva. No diagrama do meio, apresentamos a correspondente evolucdo
no processo de ramificacdo. E do lado direito, o nimero de descendentes de cada geracdo no

passo t.

Figura 6 — Uma possivel evolucdo da palavra W = 0 e a correspondente evolucdo do processo de Ramificacdo.

111110010011 . * 0 Ri=d
1100100001 . 3 \ . ;". PR
1100001   °»_ ! ‘VIII 4°   Ry =4
11001 . 4'  Ry =2
1001 .. ;"» Ry =2

100 "': R Ry =2

00 °. ¢ R =2

0 . Ry=1

Fonte: A autora (2023).

A intuico para o resultado descrito no Lema[10] é ilustrado na Figura [0

Lema 10. Seja W = 0. Logo,
1
P(| W, |= RO+§(RI+R2+...+Rt)) (7.1)
em que (R;)i>0 com Ry = 1 é o processo de ramificacdo definido em ((5.1).

Prova . Prova por inducdo em t.
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Notemos que W, € {1,00}. Dai, | W; |€ {1,2}. Além disso,

IP’(ROJF};I:1):P(R1:O‘RO:1):P(]W1 =1) =p.

P<R0+];1 2):?(3121\30:1):1@(]% =2)=1-—p.

Assim,
R
IP(R0+21:|W1 |> — 1.
Nosso passo de inducdo é

1
P(| W, |=R0+§(R1+Rg+...+Rt)):1. (7.2)

Vemos que ]P’( | Wiia |= th+1(0) + CIWHl(l)) =1,

B,

qwi14 (O) = th(O) - Bl + 9

e dw,., (1) = qw, (1) + By,
em que By ~ Bin(quw,(0),p) e B2 ~ Bin(qw,(0), 1 — p). Assim,

P( | Wit [= aw, (0) + aw, (1) + B;) = P( | Wist |=| W, | +B;>
Usando ([7.2)), temos

1 B 1 B
]P’(\Wm |= R0+2(R1+...+Rt)+22> :]ID(\WM |= R0+2<R1+...+Rt+22)>.

Notemos que IP’(BQ = Rt+1) = 1. Dai, segue o resultado.

Lema 11.Seja W =0ep < 3, logo Jlim dy, (0) = f(p).

Prova . Pelo exposto em (6.3), E(qw, (0)) = E;(R;), a qual pelo Lema[3|é dada por (2(1—p))".

Por outro lado, usando o Lema [10]
1
IED(|VVt |:RO+§(R1+R2+...—{—Rt)) =1.
Dai,
1 t
E(We]) = 1+352 Ei(R)
=1

- 145300
=y

2p—1

- 1 glen-m(
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Logo,

lim dup, (0) = Tim SO%(0) _ o (20— 1)(2 = 2p)'

e e EB( W ) Hmp—ﬂ—pﬂ?—%ﬁzf@»

Note que E (| Wy | ‘W = O), ou seja, o tamanho médio do comprimento da palavra aleaté-
ria W, onde W é zero, pode ser calculada explicitamente. Aqui, denotaremos essa quantidade

por

20 —-p)1- (20 -p)" (7.3)

=1
oe=1+— 2 —1

Lema 12. Seja W € dic tal que q(0) > 1 e p < 3. Logo

lim dyy, (0) = f(p).

t—o0

Prova . Parai=1,2,...,qw(0) e sejam (R})en, - - -, (R?W(O))teN processos de ramificacdo

independentes, onde R = 1 para todo i. Logo, usando o Lema

P@m@%;%?Rwﬁzn.:RW®:d):L
Desse modo,
aw (0)
Elaw (0) = > Eu(A)
= aw(0)E:(R,)
= qw(0)(2(1—p))". (7.4)

Por outro lado,

aw (0) 1.
BIW) = aw()+ 3 B (Ry+ >R
=1 i=1

2ﬂ—pw1—@ﬂ—pW]
2 2p — 1 '

= qw(1l) +qw(0) + qw(0)

Assim, de (7.3)), (7.4) e (7.5)), segue que:

i G (0201 p))
tlgglodwt(@) - tl~>oo qw (1) + aw (0)e;

i 2(2p — Daw (0)(2(1 — p))'!
o qur(1)2(2p — 1) + qw(0) (2(2p — 1) + 2(1 = p)[1 = (2(1 = p))1])
2(2p — 1)qw(0)

(1)2(2p—1) 2(2p—1) 1
Fety T aw(0) ((2(1p—p))t + aay — 20 - p))

= lim
t—o0

= f(p).
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Dos Lemas |11/ e , notamos que para W € dic, o limite de dy,(0) quando ¢ tende para

o infinito, independe de qyu (0) quando esse é positivo.

Lema 13. Seja X palavra aleatéria e Ax = {Wy,..., W, } onde qu,(0) =0,Vi =1,... n.
Logo, dxp:(0) = 0, para cada valor de ¢.

Prova . Notemos que para W; € Ay, temos
E(aw;pt(0)) = Eo(R;) = 0. (7.6)

Além disso, usando ([7.6])

E(axp:(0)) = zn:E(ClXPf(O)‘X = WOIP’(X =W)

I
NE

E(aw,p (0))P(X = W)

N
Il
—

I
NE

Eo(Rt)P(X = VVZ)

N
Il
—

|
e

Dai, concluimos que dxpt(0) = 0.

Lema 14. Seja X palavra aleatériae Ax = {Wy,...,W,}, onde qw,(0) > 0,Vi =1,... ,n.
Logo,
Jlim dxpe(0) = f(p).



45

Prova . Consideremos a seguinte cadeia de igualdades
E(axp:(0)) = Z (QXPt ‘X I/VZ)P(X = W)

= Z quPt P(X =W))

n

= Z qw(O Rt X:VVl)

n

= qul(())@(l —p))P(X = W)
= (20— )Y am(OF(X = W) (7.)
Por outro lado, usando ¢, definido em (7.3)

E(|XP ) — SE(|XP'|[X = W)R(X = W)

= SCE( WP DE(X = W)
= S(awi(1) + aw (0)6)B(X = W)
- ey (qu(l) 4 qu(O)>]P’(X _— (7.8)

Como ¢, — 0o com t —» oo temos de ([7.7]) e ([7.8))

” w,(0)P(X =W,
i Blaxe () _ 201 -p))" 2. )

1
D B XPL|)  ibs gy iox & (qwl(l)
=1

i Wl<o>)P<X )

Lema 15. Seja X uma palavra aleatéria tal que P(qx(0) =0) € (0,1), entdo

Jim dxpe(0) = f(p).

Prova . Os casos em que P(qx(0) = 0) =1 e P(qx(0) > 0) = 1 foram vistos nos Lemas
e [14] respectivamente. Assim, vejamos o caso em que P(qx(0) = 0) € (0,1). Podemos

tomar a seguinte particdo para Ay, a saber A, e A_. Se W € A, entdo qu(0) > 0 e se
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W e A_, entdo qu (0) = 0. Dai,

E(qxp(0) = §£M%MMX=WWM=WW+§£M%MMX=WWM=W>
= Z; E(aw, (0)P(X = W) + 2; E(aw, (0))P(X = W)
= Z Eqw(0)<Rt)P(X = W) + Z Eqw(0)<Rt)P(X = W)
WeA, WeA_
= WZA aw (0)(2(1 — p))'P(X = W)
= (21 -p)) % quw (0)P(X = W). (7.9)

Agora, vejamos

E(| XP'|) = ZA E(| W )P(X =W) + Zg E(| Wi )P(X = W)
= Y E(WPX =W)+ Y [WIPX=W).
WeA, WeA_
Por do Lema 13

E(| XP' )= > (aw(1) +qw(0)¢)P(X = W)
e (7.10)
+ > |[WIPX =W).

WeA_

Dai, usando ([7.9)) e (7.10)

2(1=p)" > aw(OP(X =W)

i B0 O) vied,
P BRI e 5 (qz“) +qw<o)>1@(x =W)+ > [WI[PX=W)
WeA, t WeA_
w(O)P(X =W
Ul D ng o |
RS <qv;)(1) +qW(0)>IP’(X —w)+ ¥ | I;)V‘]P’(X =W)
WeAy t wea_ ¥t
w(0)P(X = W)
T U D 5.
o Ty (wo)eec-m+ xS e
WeA, o wea. O
= f(p)-

Prova do Teoremal5. Pela Proposicio [1 se u € M, temos

~ 2(1—=p)u(0)
PO = T 0 pulo)y
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Logo, se pt = d1,, temos que d1,P(0) = 0 implicando que ¢;, é sempre uma distribuicdo invari-
ante para P. Isto ocorre para qualquer p € [0, 1]. Assim, assumiremos 1 € M\ {01,} e p < %
Desse modo, temos que (0) > 0. Além disso, se ha uma sequéncia de palavras aleatérias

(Xn)nen tal que X,, — p, entdo

lim |dx, (0) — u(0)| = 0.

n—oo

Ou seja,

1o Elax, (0)
A% B( X, )

Como lim P(|X,,| > r) para cada valor real positivo, r. Segue que lim E(]X,|) = oo. Logo,

— 1(0) > 0. (7.11)

para que (7.11]) seja satisfeita, é necessario que JgrgoE(an(O)) = oo, implicando que para
cada r € R, , tenhamos

lim P(qx,(0) > r) > 0.

Isto é, dado valor r € R, existe ng € N tal que n > ng implica

P(qx,(0) >r) > 0. (7.12)
Além disso, para r; > r temos

P(qx, (0) > r) > P(qx, (0) > 7).
Dai, paracadar € R, n > ng e
P(qx,(0) > 0) > P(qx, (0) > r) > 0.

Portanto, pelos Lemas [11] - [15]

Jim diy, pe(0) = f(p).

Assim, temos que a distribuicdo inicial ndo tende para d;,. Logo P ndo é ergddico.
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8 SIMULACAO

Desde o advento do primeiro computador digital na década de 40 o uso de modelagem
computacional de fenémenos fisicos, quimicos e biolégicos tem crescido significativamente. Em
particular, na matematica aplicada, as simulacdes computacionais podem direcionar melhor o
esforco em algumas pequisas. Nesta secao, essa ferramente vai nos auxiliar a observar melhor
N

0 que ocorre na evolucdo de nosso processo. Seja N € N e U {0,1}*, isto é, todas as palavras
k=0

de comprimento menor ou igual a N.

Em todos os nossos experimentos, tomaremos a palavra inicial, W = wow; - - - wyggg, onde
wog = 0ew; = ... = wigg9 = 1. Os valores de p serdo 0.1,0.5 e 0.9. Fixado p, obteremos
Wo, Wi, Wa, ..., Wi, ou seja, teremos (Wt)te{o,...,mo}- Nos graficos que exibem a evolucao
do processo (Figuras [7] e [8) tomamos o eixo vertical correspondendo ao tempo ¢, e o eixo
horizontal correspondendo ao estado da letra na posicdo i € {0,...,| W; |}. Evidentemente,

No processo teremos

P(| Wy |[<| Wi |) = 1.

Para facilitar a visualizacao da evolucdo temporal do processo, fixamos no eixo horizontal
i €{0,...,1999}. A letra zero é associada a cor branca e a letra um é assocada a cor preta.
Na Figura , onde p = 0.1, temos um resultado proveniente desta simulacdo, a evolucao

temporal do processo é indicada pelo eixo vertical, ela ocorre no sentido norte para sul.

Figura 7 — Evolucdo da palavra W com probabilidade p = 0.1, considerando 2000 particulas, e considerando
a 200 repeticoes.

Fonte: A autora(2023).

Em nosso préximo experimento, fixamos p € {0.5,0.9} e repetimos, de forma indepen-

dente, o nosso experimento padrdo (evolucdo temporal de (W}).cq0,100y) L vezes. Todas as
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letras no estado zero que foram obtidas permaneceram, sendo estas colocadas em uma unica
representacdo (ver Figura [§) e [0). Ou seja, se na posicdo i em algum dos L experimentos
independentes, obteve o valor zero. Este valor zero sera representado. Na Figura |8 mostramos

o resultado com p = 0.5 e L € {100,200,...,1000}.

Figura 8 — Evolucdo da palavra W com probabilidade p = 0.5, considerando 2000 particulas.

(a) Evolucgdo da palavra W com L = 100. (b) Evolucgo da palavra W com L = 200.

(e) Evolugdo da palavra W com L = 500. (f) Evolugdo da palavra W com L = 600.
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(g) Evolugdo da palavra W com L = 700. (h) Evolugdo da palavra W com L = 800.

(i) Evolucdo da palavra W com L = 900. (j) Evoluc3o da palavra W com L = 1000.
Fonte: A autora (2023).

Para p = 0.9, mesmo com L = 1000, exibimos na Figura [9] que somente 5 letras perma-
neceram no estado zero, sugerindo que o processo converge para sua estabilidade qy, (0) =0

muito rapido.

Figura 9 — Evolucdo da palavra W com probabilidade p = 0.9, visualizando as 5 primeiras letras e considerando
L = 1000.

Fonte: A autora (2023).
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo apresentamos o modelo de expansao-modificacdo e a formalizacao mate-
matica utilizando operadores de substituicdo para o caso particular em que consideramos ape-
nas uma palavra sofrendo a acdo do operador P. Além disso, demonstramos as suas principais
propriedades: consisténcia, comportamento assintético de uP! quando p € [0, 1], ergodicidade
e ndo ergodicidade.

Embora tenhamos provado a existéncia de dois tipos de transicdo de fase, a saber: no
primeiro caso, mesmo o processo sendo ergddico, mostramos que hd uma mudanca na "veloci-
dade média" que o processo leva para atingir a Gnica distribuicdo invariante. No outro caso, o
que é mais comumente analisado, verificamos que ha o comportamento de ergodicidade e ndo
ergodicidade. No regime de n3o ergodicidade, verificamos que se u # 0y, entdo uP*(0) > 0,
para todo ¢ € N. Contudo, é necessario questionar se hd uma distribuicdo invariante distinta
de 01, parap < % Havendo, classificar a mesma, por exemplo, se ela é Gibbs, quase Gibbs.

Apresentamos ainda, um processo de ramificacdo, R;, e suas propriedades, considerando
inicialmente apenas um ancestral e posteriormente as estendemos para quando possuimos %
ancestrais. Também expomos uma expressao recorrente para a distribuicdo da variavel aleatéria
correspondente ao tempo de extincdo do nosso processo, em funcao da sua funcdo geratriz
ordinaria. E analisamos seu comportamento através de simulacdes, considerando valores de
probabilidade e composicdo distintos.

Ainda que nosso processo nao se enquadre diretamente na formalizacdo apresentada por
(TOOM et al, 2011)), onde cada operacdo ocorre em tempos distintos, fomos capazes de utilizar
essa teoria. Acreditamos, assim como mencionado na literatura, que seja possivel apresentar
uma formalizacdo mais geral, onde vérias operacdes ocorram simultaneamente.

No ponto de vista de aplicacdo, diferente dos processos de particulas interagentes tradicio-
nalmente estudado, onde quando deseja-se estimar algum parametro é feita a aproximacdo de
campo médio e nessa aproximacao é onde se faz tal estimacao do parametro. Aqui, nosso ope-
rador atua em palavras aleatérias como uma Cadeia de Markov. Logo, podemos utilizar a teoria
ja bem estabelecida de inferéncia para Cadeia de Markov para estimar nossos parametros, o

que acreditamos ser mais realistico.
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APENDICE A - ALGUNS RESULTADOS SOBRE PROCESSO DE
RAMIFICACAO

Os resultados descritos neste apéndice sdo baseado em (ATHREYA; NEY, (1972), seja R =

(R¢)teny um processo de ramificacdo e para P(Ry =1) =1,

Ey(Ri) = Y KB(Ry = hlFo = 1). (A1)

k=0
Temos que P(R; = k|Ry = 1) sera escrito como Py (Ry = k).
A quantidade (A.1) é conhecida por nimero médio de descendentes produzidos por um

dnico ancestral (pai ou m3e). Seja

h(s)=> Pi(R; =k)s*, com|s|<1ondes€eR

k=0
a funcdo geradora de probabilidade, a qual pode ser interpretada como sendo referente ao

nimero de descendentes de um dado ancestral. Além disso, definimos suas iteradas,

ho(s) = s, hi(s) = h(s),..., hui1(s) = h(h,(s)).
Para 0 < Py(R; = 0) < 1, pode ser provado:
= h é estritamente convexa e crescente em [0,1];
= h(0)=poeh(l)=1,
» se E(Ry) <1, entdo h(s) > s para s € [0,1);
» se E(Ry) > 1, entdo h(s) = s tem Gnica raiz em [0,1).

Seja d a menor de todas as raizes de h(s) = s para s € [0, 1]. Logo, os resultados anteriores

nos d3ao:

Auxiliar 1.
» Se E{(R;) <1, entdo d = 1;

» se Bi(R;) > 1, entdo d < 1.

Além disso, temos:
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Auxiliar 2.
= Se s € [0,d), entdo hy(s) < ha(s) <hg<...e lim hn(s) = d;

= Se s € (d,1), entdo hy(s) > ha(s) > hsg > ... e lim h,(s) = d;

n—oo

» Se s € {d, 1}, entdo h,(s) = s,V n.

O valor d é a probabilidade de absorcdo de R. Logo, se P1(R; =0) € (0,1) ,e0 < E(R;) <1

temos, pelo Lema Auxiliar [I] € 2, que a probabilidade de absor¢do é um.
Auxiliar 3. Seja R nosso processo de ramificacdo, onde Ry = 1 e E;(R;) é finita. Temos
que:

u ]El(Rt) = mt

02mt71(mt—1) .
T, sem # 1;
» Vari(Ry) = m=l

to?, sem = 1.
Onde 0'2 = Varl(Rl) em = El(Rl)

Auxiliar 4. Se E (R;) = 1 e Var (R,) é finita, entdo quando n tende ao infinito, temos

]P)l(Rt > 0) ~ 2

tVary (Rl) :

Seja T = inf{t > 0 : R, = 0} a variavel aleatéria que descreve o niimero total de

nascimentos até o momento da extin¢do. Ver (YU; PEI, 2009)

Auxiliar 5. Dado que Ry = 1, temos:

finita, se E1(R;) < 1;
E(T) é
infinita, se E{(Ry) > 1.

Além disso, se P1(R; = 0) > 0, entdo
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APENDICE B - MAPAS MENTAIS

B.1 ESQUEMA DE RESULTADOS

|Resultados Auxiliares|  |Resultados Preliminares Resultados Principais

Auxiliar 4 Lema 1 o> Teorema 1

Auxiliar 2 Lema 2 _ Teorema 2

Proposic;éo S Teorema 3

Lema 11 B eorema 5

vy

Lema 13”“..
Lema 10 Lema 9

Auxiliar 3 > Lemva 3 ez Lemva 8 Teorema 4.2
) 774 A

Auxiliar 5 Lema 7 Lema”‘5
Proposicdo 2 Lemv:a 4
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B.2 ESQUEMA DE DEFINICOES

’ Configuracdes

e .

’ Palavra Aleatéria r

I dic
\
’Concatenagﬁol gy (W)
.
Acoplamento
Ei(R)|. . JProcesso de Ramificagéo

Convergéncia

[Tempo de Extingdo| b

S

1Variavel Aleatéria

A

Ergddico

P]

Consisténcia

) VCLTl(Rt)

D=
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