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RESUMO

Usando simulações de dinâmica browniana, investigamos os processos de fusão de uma
rede cristalina quadrada de partículas coloidais interagindo através de um potencial isotró-
pico, que compreende tanto uma repulsão de núcleo duro quanto um potencial adicional de
poço quadrado suavizado. Para temperaturas ligeiramente inferiores à de transição, encon-
tramos uma proliferação de pequenos aglomerados (clusters) líquidos circundados pela rede
quadrada. Esses aglomerados não são estáticos, muito pelo contrário, possuem uma dinâmica
intensa e são continuamente formados e destruídos ao longo do tempo. No entanto, nenhum
defeito topológico não ligado foi observado. Na temperatura de transição, um desses aglome-
rados líquidos começa a crescer, até que todo o sistema fique na fase líquida, caracterizando
então uma transição de fase de primeira ordem. A fase intermediária tetrática, dada pela teoria
KTHNY, não foi observada. Além disso, a fase líquida apresenta um número considerável de
aglomerados cristalinos com ordenamentos quadrado e triangular, que permanecem presentes
mesmo quando a temperatura aumenta em uma ordem de grandeza. À medida que a tem-
peratura aumenta, as mudanças estruturais dentro da fase líquida são analisadas avaliando o
número e os tamanhos dos aglomerados quadrados e triangulares. Observou-se uma transição
dos clusters dominantes.

Palavras-chave: dinâmica browniana; potencial quadrado; derretimento bidimensional; defei-
tos topológicos; aglomerados cristalinos.



ABSTRACT

Using Brownian dynamics simulations we investigate the melting processes of a square
crystalline lattice of colloidal particles interacting via an isotropic potential, which comprises
both a hard-core repulsion and an additional softened square-well potential. For temperatures
slightly lower than the transition one, we found a proliferation of small liquid clusters sur-
rounded by the square lattice. These clusters are not static, quite the opposite, they have an
intense dynamics and are continuously formed and destroyed over time. However, no unbound
topological defects are observed. At the transition temperature, one of these liquid clusters
starts to grow, until the entire system becomes in the liquid phase, then, characterizing a
first-order phase transition. The tetratic intermediate phase, as given by the KTHNY theory,
was not observed. Moreover, the liquid phase exhibits a considerable number of crystalline
clusters having square and triangular orderings, which remain present even when increasing
temperature by an order of magnitude. As the temperature increases, structural changes within
the liquid phase are analyzed by evaluating the number and sizes of the square and triangular
clusters. A transition of the dominant clusters is observed.

Keywords: brownian dynamics; square potential; two-dimensional melting; topological defects;
crystal clusters.
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1 INTRODUÇÃO

A investigação dos processos de derretimento (fusão) em sistemas bidimensionais (2D)
vem sendo explorada há várias décadas (STRANDBURG, 1988; DASH, 1999; GASSER, 2009;
RYZHOV et al., 2017), e continua sendo um assunto de grande debate e interesse. Neste tra-
balho investigaremos o derretimento de cristais com simetria quadrada. A compreensão de tal
processo, tanto do ponto de vista experimental, quanto teórico, ainda está em construção.
Muitos dos esforços para entender o derretimento são direcionados a sistemas 2D cuja sime-
tria é geralmente triangular. Um dos principais cenários de derretimento em sistemas 2D é
dado pela teoria de Kosterlitz-Thouless-Halperin-Nelson-Young (KTHNY), que afirma que o
mecanismo de fusão de cristais 2D com simetria hexagonal ocorre através de duas transições
contínuas consecutivas: transições sólido-hexatico e hexático-líquido (KOSTERLITZ; THOULESS,
1973; NELSON; HALPERIN, 1979; YOUNG, 1979). A fase hexática tem uma ordem orientacional
de quase longo alcance, e o caso análogo para sólidos cristalinos quadrados é chamado de fase
tetrática.

Para um sistema 2D de disco duro, as simulações computacionais revelaram a ocorrência de
uma transição líquido-hexática de primeira ordem e uma transição hexático-sólida contínua,
o que discorda da teoria KTHNY (BERNARD; KRAUTH, 2011; ENGEL et al., 2013). Muitas
outras simulações de computador e estudos experimentais revelaram um mecanismo de fusão
(derretimento) para sólidos 2D com suporte contrastante para um cenário de fusão de dois
estágios através de uma fase hexática, bem como uma transição de fusão de primeira ordem
(ZAHN; LENKE; MARET, 1999; KARNCHANAPHANURACH; LIN; RICE, 2000; PENG et al., 2010;
HAN et al., 2008; RICE, 2009; MURRAY; WINKLE, 1987; KUSNER et al., 1994; MARCUS; RICE,
1996; KEIM; MARET; GRÜNBERG, 2007). Com base nesses resultados, parece que a fusão 2D
não é universal, mas depende das propriedades específicas do sistema, por exemplo, potencial
interpartículas, flutuações fora do plano, efeitos de tamanho finito, etc.

Apesar do grande esforço em entender os processos de fusão em cristais 2D com simetria
hexagonal, existem poucas investigações abordando a fusão de cristais ordenados quadrados.
Ref. (WEBER; STILLINGER, 1993) encontrou uma transição de fusão de primeira ordem, em que
uma rede cristalina quadrada, obtida pela combinação de interações de duas e três partículas,
passa diretamente para um líquido isotrópico. De fato, a maioria dos cristais quadrados derre-
tem desta forma (JAGLA, 1998; ALMUDALLAL; BULDYREV; SAIKA-VOIVOD, 2012; ZHU; WANG;
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WU, 2017), seguindo a previsão da abordagem de grupo de renormalização mais simples de
fusão mediada por defeitos em tais tipos de cristais (KLEINERT, 1982).

Adicionando um termo de gradiente mais alto na energia elástica teórica da rede qua-
drada, dando uma rigidez angular ajustável, a transição de primeira ordem se dividiu em duas
transições KT sucessivas (KLEINERT, 1988). A fase tetrática intermediária foi observada re-
centemente em sistemas com interações isotrópicas de pares (FOMIN et al., 2018; RYZHOV

et al., 2020), com polígonos regulares duros (ANDERSON et al., 2017) (onde muitos tipos de
transições sólido-líquido em 2D aparecem) e com partículas spinful com fortes interações an-
tiferromagnéticas (ABUTBUL; PODOLSKY, 2022).

Como se percebe pelas referências citadas, nos dois últimos parágrafos, cristais com ordem
quadrada podem aparecer em diversos sistemas. Um exemplo simples e interessante é o da água
confinada em 2D a determinadas pressões. Os estudos via simulações de cristais quadrados
costumam se referir às partículas como os coloides, que permitem inúmeras possibilidades de
interações entre pares.

Os sistemas ou dispersões coloidais são misturas cujos componentes (partículas coloidais)
podem formar estruturas complexas, sendo possível a observação de transições de fases ma-
croscópicas e microscópicas (REICHHARDT; REICHHARDT; BISHOP, 2010). Esses fenômenos são
resultados do equilíbrio de forças opostas, ou seja, da competição entre as interações das partí-
culas (GOODWIN, 2009; LEKKERKERKER; TUINIER, 2011). A formação de padrões de mesoescala
(DESAI; KAPRAL, 2009; ZHANG, 2003; GLOTZER; SOLOMON; KOTOV, 2004; PAWAR; KRETZSCH-

MAR, 2010; WILLIAMSON et al., 2011; ROGERS; CROCKER, 2011; MICHELE et al., 2013), como
tiras, labirintos e bolhas podem ser observadas ao ajustar diferentes parâmetros do sistema
(MALESCIO; PELLICANE, 2003; REICHHARDT; REICHHARDT; BISHOP, 2010). Entretanto, a or-
denação local das partículas é usualmente triangular. Assim, a estrutura final, dos sistemas
coloidais, que resulta da organização natural das partículas é altamente influenciada pela es-
colha dos componentes do sistema e pelas interações entre eles (LIU; CHEW; YU, 2008). Por
outro lado, quando o potencial de interação contém dois poços, outros tipos de estruturas cris-
talinas, e às vezes até quasicristalinas (SKIBINSKY et al., 1999; ENGEL; TREBIN, 2007), podem
ser obtidas.

Compreender o comportamento coletivo das partículas coloidais pode ajudar a explicar,
por exemplo, como as células formam estruturas primorosamente organizadas, além de sugerir
como novos materiais podem ser fabricados e permitir a observação de propriedades interes-
santes. Por outro lado, modelos ideais como suspensões coloidais mesoscópicas (HAILE, 1992;
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HIEMENZ; RAJAGOPALAN, 1997) servem para estudar estruturas e transições de fase em di-
versas situações físicas no nível fundamental de comprimento das partículas (LÖWEN, 2001;
LEKKERKERKER; TUINIER, 2011; LÖWEN, 1994).

Neste trabalho, investigamos o processo de derretimento (ou fusão) e as fases correspon-
dentes de um sistema coloidal 2𝐷 que, à temperatura zero, forma um cristal quadrado. Tal
padrão cristalino pode aparecer, por exemplo, em um sistema com partículas interagindo atra-
vés de um potencial que compreende tanto uma repulsão de núcleo duro quanto um potencial
de poço quadrado (SKIBINSKY et al., 1999; ARMAS-PÉREZ et al., 2014). Aqui, usamos a versão
suavizada desta interação considerada pela Ref. (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012), que de-
monstrou, através da automontagem, a formação de uma variedade de ordenamentos de rede,
por exemplo, ordenações triangulares, mistas e quadradas, conforme a largura do poço 𝛼, foi
variada.

Com relação a um cristal ordenado quadrado 2𝐷, este trabalho tem dois objetivos: 1)
investigar a transição sólido-líquido, no sistema com potencial de poço quadrado, induzida
pelo aumento de temperatura, e 2) investigar as características da fase líquida resultante.
Nessas investigações, foram feitas análises tanto globais e qualitativas quanto locais e quan-
titativas, para diferentes densidades.

Para atingir esses objetivos, realizamos uma investigação detalhada na qual calculamos al-
guns parâmetros de ordem orientacional e as diferentes frações das redes triangular, quadrada
e mista, em função da temperatura. Constatou-se que, antes da fusão, há uma proliferação de
aglomerados líquidos por toda a rede quadrada inicial, em que os aglomerados são continu-
amente formados e destruídos ao longo do tempo. Entretanto, na temperatura de transição,
um desses aglomerados líquidos começa a crescer gradativamente com o aumento do tempo,
até que todo o sistema fique na fase líquida, de acordo com a Teoria Clássica de Nucleação
(KALIKMANOV, 2013). Uma característica peculiar de tal fase líquida é que, embora a maioria
das partículas seja encontrada no arranjo desordenado, o sistema também exibe pequenos
aglomerados com ordenação triangular e quadrada. Além disso, o número e os tamanhos des-
ses aglomerados variam com a temperatura e, dentro da fase líquida, ocorre uma transição do
tipo dominante de aglomerados.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: no capítulo 2, simulações por dinâmica
molecular são apresentadas. Discutimos brevemente como definir um modelo para estudar um
sistema físico. Alguns modelos de potenciais de interação, a dinâmica de Langevin e condições
de contorno periódicas também são discutidas. A última seção deste capítulo é dedicada
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ao estudo de sistemas coloidais com potencial de poço plano, o qual é fundamental para a
investigação que será apresentada no capítulo 4.

No capítulo 3, voltamos nossa atenção para o estudo do derretimento de sistemas bidi-
mensionais. Este capítulo tem por objetivo introduzir os principais parâmetros, que usamos
para analisar o processo de aquecimento do sistema investigado, e conceitos básicos neces-
sários para o entendimento dos mecanismos microscópicos envolvidos nas transições de fase.
Abordamos os defeitos topológicos de forma resumida, mas o suficiente para que possamos
entender as seções finais do capítulo, as quais focam sobre a teoria KTHNY e fase hexática.

No capítulo 4, apresentamos nossa investigação sobre o processo de aquecimento de sis-
temas com ordenamento quadrado. Aqui, discutimos sobre as características das fases e tran-
sições observadas. Em particular, as propriedades estruturais apresentadas pelo sistema ao
longo do processo de derretimento são discutidas em detalhes. Finalmente, os resultados são
resumidos nas conclusões no capítulo 5.
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2 SIMULAÇÕES DE SISTEMAS COLOIDAIS VIA DINÂMICA DE LANGEVIN

Sistemas coloidais ou dispersões coloidais são misturas cujos componentes apresentam pelo
menos uma de suas dimensões compreendidas entre 1 𝑛𝑚 e 1 𝜇𝑚 (NORDE, 2003), ou que
em um sistema as descontinuidades são encontradas em distâncias dessa ordem. Tais sistemas
de partículas podem se organizar (DESAI; KAPRAL, 2009; ZHANG, 2003) em diversos tipos de
estruturas, sendo possível a observação de transições de fases macroscópicas e microscópicas
(REICHHARDT; REICHHARDT; BISHOP, 2010). Esses fenômenos são resultados do equilíbrio de
forças opostas, ou seja, da competição entre as interações das partículas (GOODWIN, 2009;
LEKKERKERKER; TUINIER, 2011).

A estrutura final é altamente influenciada pela escolha dos componentes do sistema e pela
forma como estes interagem entre si (LIU; CHEW; YU, 2008). A automontagem (HAILE, 1992;
NORDE, 2003; ENGEL; TREBIN, 2007) é definida como a organização autônoma destes consti-
tuintes em estruturas e padrões complexos, sem que uma interferência externa ocorra. Quando
se utiliza partículas coloidais este processo se mostra muito interessante pois a automontagem
torna-se o passo principal nas técnicas de manufatura de materiais nanoestruturados (HAILE,
1992). Por outro lado, a automontagem dos sistemas coloidais através do ajuste dessas for-
ças, permite que novos tipos de materiais possam ser produzidos e propriedades estruturais
interessantes possam ser observadas.

Uma compreensão mais profunda dos fenômenos na escala microscópica pode levar a cam-
pos de aplicação completamente novos. Como uma ferramenta para análise microscópica, os
métodos de simulação, como a dinâmica molecular e o método de Monte Carlo, desempe-
nham um papel extremamente importante em numerosos campos da ciência, como física,
química, etc. A importância destes métodos está nas aplicações à sistemas complexos (KAR-

PLUS; PETSKO et al., 1990; ZHANG, 2003), tais como nanotubos de carbono (TERRONES et al.,
2000; WERDER et al., 2003; YANG; KOUTSOS; ZAISER, 2005; ZHONG; LUKES, 2006), líquidos
poliméricos (RIGBY; ROE, 1987; ROE, 1994; BARRAT; BASCHNAGEL; LYULIN, 2010; ZYKOVA-

TIMAN; HORBACH; BINDER, 2010; ISRAELACHVILI, 2011) e sistemas de DNA e/ou proteína
(KLEPEIS et al., 2009; SCHLICK, 2010; PÉREZ; LUQUE; OROZCO, 2011; CHENG; ZHAO, 2012;
LINDORFF-LARSEN et al., 2012).

Neste capítulo faremos uma abordagem da simulação por dinâmica molecular (HAILE, 1992;
FRENKEL; SMIT, 2001; RAPAPORT, 2004). Em seguida discutiremos os passos que devem ser
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tomados com o intuito de construir um modelo para estudar um determinado tipo de problema
envolvendo, por exemplo, esferas duras ou esferas macias a partir de potenciais intermoleculares
(ZHANG, 2003), como o potencial de esfera dura (ERPENBECK; WOOD, 1977; HOUNDONOUGBO;

LAIRD; LEIMKUHLER, 2000), o poço potencial (ALDER; WAINWRIGHT, 2004; FOFFI et al., 2002;
BIANCHI et al., 2006) e o potencial de Lennard-Jones (WAHNSTRÖM, 1991; LÖWEN, 1994;
LÖWEN, 2001). Como veremos a escolha do tipo de potencial determina o tipo de problema
que será tratado na simulação. No final da seção, abordamos o modelo de potencial que rege
a interação entre as partículas no nosso modelo.

Na sequência, após discutirmos a definição de um modelo teórico para as simulações,
falaremos da dinâmica de Langevin e da equação de movimento que se obtém dela. Nossa
discussão sobre estes temas é necessariamente uma revisão. Outros aspectos das técnicas de
dinâmica molecular podem ser encontrados nas Refs. (HAILE, 1992; FRENKEL; SMIT, 2001;
RAPAPORT, 2004; ZOHDI, 2007).

Finalizaremos o capítulo discutindo alguns resultados obtidos a partir de simulações dos
potenciais tratados com a dinâmica de Langevin.

2.1 MODELOS PARA SIMULAÇÕES MOLECULARES

A simulação por dinâmica molecular é uma poderosa técnica de simulação utilizada para
resolver problemas de muitos corpos em contextos relevantes como o estudo da matéria no
nível atômico. Uma vez que não há uma abordagem alternativa capaz de lidar com essa
ampla gama de problemas no nível necessário de detalhes, os métodos de dinâmica molecular
provaram-se indispensáveis.

Uma simulação de computador é valiosa porque pode ser aplicada a um modelo definido
com precisão para o material de interesse. O modelo pode ser dividido em duas partes: uma
parte que trata das interações entre as moléculas que compõem o sistema e uma que trata
das interações das moléculas com a fronteira do sistema. Neste esquema presume-se que as
interações moleculares são independentes das interações com os limites do sistema.

O modelo para interações moleculares, geralmente, são representadas por uma lei de
força intermolecular ou, equivalentemente, por uma função de energia potencial intermole-
cular (HAILE, 1992; FRENKEL; SMIT, 2001; RAPAPORT, 2004; KRAUTH, 2006). Esta função
do potencial implicitamente descreve a forma geométrica das moléculas individuais ou, mais
precisamente, suas densidades eletrônicas. Assim, quando especificamos o potencial de inte-
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ração, estabelecemos a simetria das moléculas, se elas são duras (rígidas) ou macias, quantos
sítios de interação ocupa cada molécula, e assim por diante. Uma caracterização detalhada do
potencial intermolecular deve ser dada analiticamente ou numericamente; em tal caso, uma
forma quantitativa para o potencial define um modelo molecular e assim, a sua forma deve
ser definida antes que qualquer simulação seja realizada.

Neste trabalho vamos considerar partículas com simetria esférica. Para um sistema com 𝑁

partículas, representaremos com a notação r𝑁 o conjunto de vetores que localizam os centros de
massa das partículas, ou seja, r𝑁 = {r1, . . . , r𝑛}. O potencial de interação será representado
por 𝑈(r𝑁). Quando estabelecemos valores para o conjunto r𝑁 , definimos a “configuração”
do sistema. Propriedades macroscópicas que são médias sobre o conjunto r𝑁 são chamadas
propriedades “configuracionais”.

Em geral, a energia total do sistema é aproximada pela soma das interações dos pares
isolados e tem a forma:

𝑈(r𝑁) =
𝑁∑︁

𝑖=1

∑︁
𝑖<𝑗

𝑢(𝑟𝑖𝑗), (2.1)

em que 𝑢(𝑟𝑖𝑗) é a energia potencial de pares cuja forma é conhecida e 𝑟𝑖𝑗 é a distância entre as
partículas 𝑖 e 𝑗. A forma (2.1) negligencia as interações simultâneas entre muitos corpos que,
se incluídas, devem aumentar drasticamente o tempo de simulação. Contudo, vale observar
que dependendo da maneira como o potencial é obtido ou parametrizado, as contribuições das
interações de 3- ou mais corpos são incluídas de forma efetiva nos parâmetros do potencial.

Na ausência de forças dissipativas, as forças intermoleculares são conservativas. Portanto,
a força sobre a partícula 𝑖 pode ser calculada como segue:

F𝑖 = −𝜕𝑈(r𝑁)
𝜕r𝑖

, (2.2)

em que o símbolo 𝜕/𝜕r𝑖 denota a derivada parcial calculada em relação à posição r𝑖.
A segunda parte do modelo simulado engloba condições de contorno, que descrevem como

as partículas interagem com o meio externo. Características das condições de contorno são
em grande parte ditadas pela situação física a ser simulada. Contudo, uma certa liberdade
sempre existe na forma como as condições de contorno podem ser realizadas. Por exemplo,
se um fluido é o objeto de estudo, uma das condições pode ser evitar contornos rígidos, pois
eles fixam o comportamento do fluido em sistemas pequenos. Se regiões não uniformes tais
como interfaces fluido-fluido ou fluido-sólido são simuladas então condições de contorno que
modelem estas situações se fazem necessárias. Em qualquer caso, a definição das condições
de fronteira completa a definição do modelo de sistema a ser simulado.
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2.2 DINÂMICA MOLECULAR

A simulação por dinâmica molecular é a realização moderna de uma ideia antiga na ciência:
o comportamento de um sistema pode ser calculado, se temos, para as suas partes, um conjunto
de condições iniciais além das forças de interação que governam a dinâmica interna. Desde a
época de Newton até os dias atuais, esta interpretação mecânica determinística da natureza
domina a ciência.

Um sistema físico pode ser constituído por um número de partes semelhantes ou distintas e
as condições das partes identificam o seu “estado”. O estado de um sistema pode ser controlado
por meio das forças ou, equivalentemente, das interações que atuam sobre ele. As interações,
por sua vez, dependem da natureza dos constituintes do sistema e são limitadas pelo tipo de
fronteira que separa o sistema de seus arredores. Vale observar que também é possível definir
vários tipos de fronteiras e interações para o mesmo sistema.

Para analisar e descrever o comportamento do sistema, precisamos de formas qualitativas
representadas por “observáveis” que atribuam valores numéricos para o estado ou para funções
de estado. Por exemplo, considere um sistema composto de 1024 moléculas de gás. Seu estado
é especificado pela posição e momento das moléculas e dá origem a observáveis tais como
temperatura e pressão. Podemos modificar o estado das moléculas, por exemplo, exercendo
uma força nas paredes do sistema que envolvem o gás.

O método de dinâmica molecular abrange sistemas em equilíbrio e também fora do equi-
líbrio. Como planejado por Alder e Wainwright no final de 1950 (FRENKEL; SMIT, 2001; RA-

PAPORT, 2004), o equilíbrio na dinâmica molecular é normalmente aplicado em um sistema
isolado que tem um número 𝑁 de moléculas em uma região de interesse como, por exemplo,
um volume 𝑉 . Como o sistema é isolado, a energia total 𝐸 também é constante. Assim, as
variáveis 𝑁 , 𝑉 e 𝐸 determinam o estado termodinâmico.

Na dinâmica molecular as posições r𝑁 são obtidas da solução da equação de movimento
como, por exemplo, das equações de Newton:

𝑚𝑖r̈𝑖(𝑡) = F𝑖(𝑡) = −𝜕𝑈(r𝑁)
𝜕r𝑖

, (2.3)

em que F𝑖 é a força sobre a partícula 𝑖 causada pelas outras 𝑁 − 1 partículas, os dois pontos
sobre r𝑖 indicam a derivada de segunda ordem no tempo, e 𝑚𝑖 é a massa da partícula 𝑖. Na
equação (2.3) usamos a equação (2.2), que relaciona a força com a energia potencial inter-
molecular quando o sistema é conservativo. Integrando (2.3) uma vez obtemos os momentos



21

das partículas e integrando uma segunda vez produzimos as suas posições. A solução exata
desta equações diferenciais são obtidas das condições iniciais: posições e momentos.

Em resumo, na simulação por dinâmica molecular, a modelagem dinâmica compreende o
desenvolvimento de um modelo e sua aplicação em uma simulação. O desenvolvimento do
modelo inclui a definição do potencial de interação e a dinâmica que rege o movimento das
partículas, da qual se derivam as equações adequadas de movimento. Das simulações obtemos
as trajetórias das partículas e podemos analisar as propriedades estatísticas e dinâmicas.

2.3 MODELOS DE POTENCIAL INTERMOLECULAR

Como primeiro passo, antes de realizar uma simulação, devemos escolher uma forma funci-
onal para o potencial intermolecular 𝑈 (FRENKEL; SMIT, 2001; FRENKEL, 2002; HAILE, 1992).
Quase sempre, o potencial pode ser expresso por um somatório, como na equação (2.1), no
qual se presume que a energia de interação entre 𝑁 partículas do sistema é a soma das
contribuições dos pares de partículas.

Algoritmos de dinâmica molecular dividem-se em duas grandes classes: uma classe que
trata de corpos macios, cujas forças intermoleculares são funções contínuas da distância entre
as partículas, e uma que trata de corpos duros onde as forças são descontínuas (FRENKEL,
2002; HAILE, 1992; LEKKERKERKER; TUINIER, 2011).

Para corpos duros a descontinuidade na força pode ser formulada a partir de um potencial
de esferas duras. Em particular, esferas duras de diâmetro 𝜎 interagem através do potencial
repulsivo 𝑢(𝑟) da forma

𝑢(𝑟) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞ 𝑟 ≤ 𝜎,

0 𝑟 > 𝜎,

(2.4)

cujo gráfico é mostrado na Fig. 1. Assim, esferas duras exercem forças umas sobre as outras
quando elas colidem. Entre colisões as esferas viajam ao longo de linhas retas em velocidades
constantes e o algoritmo de simulação calcula os tempos das colisões. O cálculo é puramente
algébrico, pois as colisões são tomadas como sendo perfeitamente elásticas: durante uma
colisão nenhuma energia é transferida e não ocorre deformação nas esferas ou mudança em
seu estado interno. Portanto, as colisões não violam a conservação do momento linear, nem a
conservação da energia total, e estes dois princípios permitem a determinação dos tempos de
colisões.



22

Figura 1 – Gráfico do potencial de esferas rígidas. O potencial de esferas rígidas é um potencial repulsivo de
curto alcance.

Fonte: O autor (2023)

Podemos modificar o potencial de esfera dura para simular esferas que interagem através
de um potencial atrativo, bastando adicionar um poço quadrado da seguinte forma:

𝑢(𝑟) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞ 𝑟 ≤ 𝜎,

−𝜀 𝜎 < 𝑟 < 𝜆𝜎,

0 𝑟 ≥ 𝜆𝜎,

(2.5)

em que 𝜎 é o diâmetro de esfera dura, 𝜆 é um fator constante e 𝜀 é a profundidade do
poço (ver Fig. 2). As constantes 𝜀 e 𝜎 fixam as unidades naturais de energia e comprimento,
respectivamente. O potencial de poço quadrado é formado, neste caso, por uma repulsão de
curto alcance e uma atração de médio ou longo alcance a depender do parâmetro 𝜆. Além
disso, o potencial também pode ser obtido utilizando um potencial repulsivo de longo alcance
e um potencial atrativo de curto alcance.

Para exemplificar, vamos abordar a simulação de substâncias modeladas como esferas
macias, substâncias para as quais o melhor modelo de potencial é o potencial de Lennard-
Jones. Esse modelo foi proposto por Lennard-Jones, em 1924, para modelar o argônio líquido.
Comumente este modelo também é usado para simular o comportamento de outros gases
nobres a baixas densidades (LÖWEN, 1994), ou, de fato, as interações de van der Waals.

Descreveremos o modelo de Lennard-Jones e como ele é, muitas vezes, modificado para
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Figura 2 – Gráfico do potencial em forma de poço quadrado. O poço potencial neste caso é formado por uma
repulsão de curto alcance e uma atração de médio, com 𝜎 = 2.0, 𝜀 = 1.0 e 𝜆 = 1.6 no potencial.

Fonte: O autor (2023)

uso em dinâmica molecular. Embora a geração de trajetórias seja discutida aqui em termos
do modelo de Lennard-Jones, ela geralmente se aplica a qualquer potencial contínuo atuando
entre objetos esféricos.

O modelo de potencial de Lennard-Jones entre pares de esferas macias é dado por

𝑢(𝑟) = 𝑘𝜀
[︂(︂
𝜎

𝑟

)︂𝑛

−
(︂
𝜎

𝑟

)︂𝑚]︂
, (2.6)

onde

𝑘 = 𝑛

𝑛−𝑚

(︂
𝑛

𝑚

)︂𝑚/(𝑛−𝑚)
, para𝑛 > 𝑚. (2.7)

Ao contrário do potencial de esfera dura, o modelo de Lennard-Jones considera partes de
curto e de longo alcance, que geram forças repulsivas e atrativas, para evitar a sobreposição
(princípio de exclusão de Pauli) e a dispersão das partículas (forças de London ou van der
Waals). Forças repulsivas de curto alcance impedem que a substância colapse em si mesma,
ao mesmo tempo, a atração de longo alcance impede a desintegração da substância. Estas
forças têm alcance e comprimento determinados pelos valores atribuídos aos inteiros 𝑛 e 𝑚
(𝑛 > 𝑚). Para 𝑚 a escolha comum é 𝑚 = 6, principalmente porque o termo líder na Teoria
de London para a dispersão varia com 1/𝑟6, e define-se 𝑛 = 2𝑚 = 12. De forma resumida,
a escolha 𝑚 = 6 reflete a maneira como a nuvem eletrônica dos átomos interage e cria uma
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força atrativa devido a flutuações temporárias das cargas eletrônicas. O modelo definido dessa
forma é chamado modelo de Lennard-Jones (12,6) e o potencial tem a seguinte expressão:

𝑢(𝑟) = 4𝜀
[︃(︂
𝜎

𝑟

)︂12
−
(︂
𝜎

𝑟

)︂6
]︃
, (2.8)

em que 𝜎 é o diâmetro da partícula, 𝑟 é a distância entre os centros das partículas e 𝜀 é a
energia no mínimo em 𝑢(𝑟), (ver Fig. 3). O primeiro termo descreve a repulsão e o segundo
termo descreve a atração entre as partículas.

Figura 3 – Potencial e força de Lennard-Jones para 𝜎 = 2.0 e 𝜖 = 2.0.

Fonte: O autor (2023)

Como as forças intermoleculares são necessariamente conservativas, a força de interação é
calculada do gradiente do potencial em (2.8) como a seguir:

f(𝑟) = −∇𝑢(𝑟)̂r = −𝑑𝑢(𝑟)
𝑑𝑟

r̂ = 24 𝜀
𝜎

[︃
2
(︂
𝜎

𝑟

)︂13
−
(︂
𝜎

𝑟

)︂7
]︃

r̂. (2.9)

Depois de ter escolhido o potencial do modelo, devemos formular as equações de movi-
mento. Para sistemas isolados, as equações de movimento são obtidas a partir da segunda lei
de Newton, dada pela equação 2.3, completando assim a definição do modelo.

Para finalizar esta seção falaremos brevemente do modelo de potencial utilizado em nossas
simulações. O potencial de interação é uma versão suavizada do poço quadrado plano (Eq. 2.5),
obtido a partir da combinação de aproximações do potencial de esfera dura e um poço definido
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por uma expressão de função gaussiana. Este potencial modela uma partícula mole e tem a
seguinte expressão:

𝑢(𝑟) = 𝜀
[︂(︂
𝜎

𝑟

)︂𝑚

− exp
{︂

−
(︂
𝑟 − 𝜎

𝛼

)︂𝑛}︂]︂
, (2.10)

em que 𝑟 é a distância entre os centros das partículas, 𝜎 define o diâmetro da partícula e fixa
a unidade de comprimento, e 𝜀 dá a profundidade do poço e fixa a unidade de energia. Os
expoentes 𝑚 e 𝑛 definem o grau de declividade das laterais (paredes) esquerda e direita do
poço, respectivamente. Encontramos um poço perfeitamente quadrado no limite 𝑚,𝑛 → ∞

com 𝜀 > 0. O parâmetro 𝛼 define a largura do poço no potencial de interação, que é a distância
entre a parte repulsiva e o ponto de inflexão da parte atrativa. Na figura 4 mostramos uma
representação do potencial de interação dado pela equação (2.10) para o caso 𝛼 = 3.2, com
𝑚 = 50, 𝑛 = 10, 𝜎 = 2 e 𝜀 = 1.

Figura 4 – Gráfico do potencial de interação dado pela equação 2.10 para 𝛼 = 3.2, com 𝑚 = 50, 𝑛 = 10,
𝜎 = 2 e 𝜀 = 1.

Fonte: O autor (2023)

2.4 CONDIÇÕES DE CONTORNO PERIÓDICAS

Sistemas finitos podem apresentar um comportamento muito diferente daqueles infinitos,
pois estão sujeitos a sofrer efeitos de superfícies. Logo, para simular um sistema macroscópico



26

por uma caixa de simulação microscópica é preciso eliminar os efeitos de superfície. O estudo de
sistemas infinitos podem fornecer insights valiosos sobre o comportamento médio das partículas
e obter informações estatísticas sobre propriedades macroscópicas, como densidade, pressão,
energia e outras grandezas termodinâmicas. Entretanto, a simulação de sistemas infinitos
é uma tarefa computacionalmente inviável. Para contornar esta limitação de modo que o
comportamento de um sistema infinito seja capturado, um número finito de partículas é usado
e as simulações são realizadas considerando condições de contorno periódicas para minimizar
os efeitos de tamanho finito. O uso de condições de contorno periódicas configura o sistema
de tal modo que as partículas são colocadas dentro de uma caixa, que é replicada ao infinito
por translação em todas as direções, preenchendo o espaço bidimensional (ou tridimensional)
completamente. Quando uma partícula entra ou sai da região de simulação, uma partícula
imagem sai ou entra nessa região, de forma que o número de partículas da região de simulação
seja sempre conservado. Em certos cenários ou sob determinadas condições, os efeitos do
contorno da caixa podem ser reduzidos ou considerados insignificantes, de modo que e a
posição dos limites da caixa não desempenham nenhum papel.

Condições de contorno periódicas permitem assim uma aproximação de um sistema de ta-
manho infinito, simulando uma célula unitária simples. Entretanto, note que quando condições
de contorno periódicas são aplicadas nas simulações, cada partícula do sistema interage não
apenas com as outras partículas na caixa, mas também com suas imagens. Aparentemente, o
número de pares em interação aumenta enormemente. Para resolver este problema é comum
usar a convenção de imagem mínima, a qual considera-se apenas a imagem mais próxima
da partícula e negligencia-se o restante ao calcular as interações. Esta convenção da imagem
mínima nas condições de contorno periódicas é uma aproximação razoável em sistemas onde
as interações de longo alcance são predominantemente determinadas pelas interações de curto
alcance, como é o caso da maioria dos exemplos considerados neste capítulo. Quando estão
presentes interações de longo alcance, como a eletrostática, é necessário realizar a soma so-
bre estas interações. Geralmente, utiliza-se um método de rede e espaço recíproco como, por
exemplo, o somatório de Ewald.

2.5 DINÂMICA DE LANGEVIN

Um sistema molecular real geralmente sofre os efeitos de colisões, atritos, entre outras
perturbações, em suas partículas componentes. Na física, a dinâmica de Langevin é uma
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abordagem que modela matematicamente os sistemas moleculares ao considerar estes efeitos.
Como estamos interessados na dinâmica coloidal, o solvente não pode ser ignorado, pois
partículas coloidais (grandes) sofrem muitas colisões com o solvente (moléculas pequenas) e
estas são responsáveis pelo movimento browniano. O solvente é tratado como um banho que
introduz forças viscosas (atrito) e forças aleatórias (colisões). De forma resumida, a dinâmica
de Langevin permite simular o aspecto viscoso de um solvente e controlar a temperatura como
um termostato, aproximando-se assim de um ensemble canônico.

Para um sistema de 𝑁 partículas de massa 𝑚, com coordenadas r = r(𝑡) que constitui
uma variável aleatória dependente do tempo, a Equação de Langevin é dada por

𝑚r̈ = −∇𝑈(𝑟) − 𝛾𝑚ṙ + g(𝑡)
√︁

2𝑚𝛾𝑘𝐵𝑇 , (2.11)

em que 𝑈(𝑟) é o potencial que rege a interação entre as partículas, ∇ é o operador gradiente de
modo que −∇𝑈(𝑟) é a força calculada do potencial de interação, o ponto é usado para denotar
a derivada temporal, de modo que ṙ é a velocidade e r̈ é a aceleração, 𝑇 é a temperatura, 𝑘𝐵

é a constante de Boltzmann e g(𝑡) é um vetor com direção aleatória e módulo obedecendo
uma distribuição normal (padrão), ou seja, ⟨𝑔(𝑡)⟩ = 0 e ⟨𝑔(𝑡)𝑔(𝑡′)⟩ ∼ 𝛿(𝑡− 𝑡′). O termo 𝛾𝑚ṙ

está relacionado com a adição de atrito ao meio e o termo g(𝑡)
√

2𝑚𝛾𝑘𝐵𝑇 corresponde às
forças aleatórias por causa da influência do meio no movimento das partículas.

Se o objetivo principal é controlar a temperatura, devemos usar um pequeno amortecimento
constante 𝛾. Um pequeno amortecimento na dinâmica de Langevin promove o equilíbrio tér-
mico entre o sistema e o ambiente, permitindo que o sistema atinja a temperatura desejada
e melhora a estabilidade numérica das simulações. Aumentando 𝛾 passaremos do regime iner-
cial para o difusivo (Browniano). A dinâmica de Langevin no limite não-inercial (̈r = 0), ou
superamortecida, é comumente descrita como dinâmica browniana. Maiores detalhes sobre a
dinâmica de Langevin podem ser encontrados nas Refs. (DESAI; KAPRAL, 2009; SNOOK, 2006;
COFFEY; KALMYKOV; WALDRON, 2004; SCHLICK, 2010).

Em nossa pesquisa, para buscar as configurações de equilíbrio do sistema, a evolução
temporal em uma temperatura 𝑇 será modelada pela Equação de Langevin superamortecida
(sem inércia). Integrando a equação 2.11 através do método de Euler (GOULD; TOBOCHNIK;

CHRISTIAN, 2007), chegamos ao seguinte algoritmo:

r𝑖(𝑡+ Δ𝑡) = r𝑖(𝑡) + F𝑖(𝑡)Δ𝑡+ g
√︁

2𝑘𝐵𝑇Δ𝑡, (2.12)
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em que F𝑖(𝑡) = −∇r𝑖
𝑈(r𝑁) é a força aplicada à partícula 𝑖, Δ𝑡 é o passo de tempo e 𝑔⃗

é um vetor com direção aleatória, cujo módulo obedece uma distribuição normal padrão.
O coeficiente de atrito é escolhido como 𝛾 = 1. Consequentemente, a escala de tempo é
𝑡0 = 𝛾𝜎2/𝜀.

Finalmente, antes de fazer simulações em massa, é importante encontrar a variação de
tempo Δ𝑡 para uma boa convergência do algoritmo e a taxa de variação da temperatura,
𝑑𝑇/𝑑𝑡, mais adequada para realizar tais simulações e obter as propriedades de equilíbrio exatas
do modelo estudado.

2.6 SISTEMAS COLOIDAIS COM INTERAÇÃO DE POÇO PLANO

Sistemas de partículas coloidais, que interagem através de um potencial com um ou mais
fatores de escala, podem formar estruturas complexas que são sensíveis a pequenas alterações
nos parâmetros. Exemplos interessantes de tal classe de potenciais são obtidos da combinação
do potencial de esfera dura, poço quadrado, e poço ou barreira gaussiana (LIU; CHEW; YU,
2008; CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012; CAMPOS; APOLINARIO; LÖWEN, 2013). A formação
de padrões de mesoescala, como tiras, labirintos e bolhas podem ser observados ao ajustar os
diferentes parâmetros do sistema (MALESCIO; PELLICANE, 2003; MALESCIO; PELLICANE, 2004;
LIU; CHEW; YU, 2008; REICHHARDT; REICHHARDT; BISHOP, 2010; CAMPOS; SILVA; APOLINARIO,
2012; CAMPOS; APOLINARIO; LÖWEN, 2013). Entretanto, a ordenação local das partículas é
usualmente triangular. Além disso, quando o potencial de interação contém dois poços, outros
tipos de estruturas cristalinas, e às vezes até quasicristalinas (SKIBINSKY et al., 1999; ENGEL;

TREBIN, 2007), podem ser obtidas.
Por outro lado, modelos ideais como suspensões coloidais mesoscópicas (HAILE, 1992; HI-

EMENZ; RAJAGOPALAN, 1997) servem para estudar estruturas e transições de fase em diversas
situações físicas no nível fundamental de comprimento das partículas (LÖWEN, 2001; LEK-

KERKERKER; TUINIER, 2011; LÖWEN, 1994). Além disso, sistemas com um potencial incluindo
escalas de comprimento competitivas podem apresentar várias fases interessantes incluindo
quasicristais estáveis (DENTON; LÖWEN, 1998; FISCHER et al., 2011), transições isoestruturais
sólidas (BOLHUIS; HAGEN; FRENKEL, 1994; LIKOS; NEMETH; LÖWEN, 1994; BOLHUIS; FRENKEL,
1997; DENTON; LÖWEN, 1997), formação de clusters estáveis (MOSSA et al., 2004; STRADNER et

al., 2004) e fases de cordas (ou “strings”) incomuns (MALESCIO; PELLICANE, 2003; MALESCIO;

PELLICANE, 2004; NORIZOE; KAWAKATSU, 2012).
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Compreender o comportamento coletivo das partículas coloidais mostrou-se uma tarefa
muito importante, tanto para entender a formação de estruturas complexas e as dinâmicas
envolvidas, quanto para entender a organização microscópica das partículas. Em nossa in-
vestigação estamos interessados no derretimento de sistemas cristalinos com ordenamento
quadrado. Um trabalho particularmente importante, e de fundamental importância para o que
discutiremos no capítulo 4, é a investigação realizada por Costa Campos et al (CAMPOS; SILVA;

APOLINARIO, 2012), o qual apresentaremos a seguir de forma resumida.
Usando simulações de dinâmica de Langevin (Eq. (2.11) ou (2.12)) em um esquema de

resfriamento simulado, Costa Campos et al (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012) investigaram
a automontagem de partículas coloidais em duas dimensões interagindo através do potencial
de interação dado pela Eq. (2.10). Tal investigação foi realizada considerando o sistema em
concentrações diluídas (𝜑 = 0.08) e também no regime concentrado (𝜑 = 0.50), onde a região
de simulação tem fração de preenchimento dada por 𝜑 = 𝑁𝜋𝜎2/𝐿2 e o sistema é composto
de 𝑁 = 384 partículas coloidais.

Para compreender os seus resultados, eles identificaram as diferentes simetrias, dos arranjos
das partículas no cluster, definindo o parâmetro 𝜉 = 1

𝑁

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜉𝑗. Nesta expressão, 𝜉𝑗 é o

parâmetro de simetria dado por:

𝜉𝑗 = 1
𝑁𝑗

∑︁
{𝑘,𝑙}

sin𝜃𝑗
𝑘𝑙, (2.13)

em que 𝑁𝑗 é o número de primeiros vizinhos (da partícula 𝑗) identificados por um algoritmo
de construção de Delaunay, ∑︀{𝑘,𝑙} considera apenas os primeiros vizinhos e 𝜃𝑗

𝑘𝑙 são os menores
ângulos formados pelos vetores de ligação 𝑟⃗𝑗𝑘 e 𝑟⃗𝑗𝑙. Observe que, se a partícula 𝑗 tem um
ordenamento local triangular (ela tem 6 vizinhos e 𝜃𝑗

𝑘𝑙 = 𝜋/3), então 𝜉𝑗 = 0.866, e se o
ordenamento é quadrado então 𝜉𝑗 = 1.0. No caso do ordenamento misto, isto é, a partícula
tem 3 pares de primeiros vizinhos com 𝜃𝑗

𝑘𝑙 = 𝜋/3 e 2 pares com 𝜃𝑗
𝑘𝑙 = 𝜋/2, então 𝜉𝑖 =

1
5(3 sin 𝜋/3 + 2 sin 𝜋/2) = 0.920. Portanto, o parâmetro 𝜉 terá valores iguais ou próximos de
0.866, 1.0 e 0.92, respectivamente, se o sistema tiver o ordenamento triangular, quadrado ou
misto de forma predominante. No capítulo 4 (Sec. 4.2), discutiremos um pouco mais sobre
este parâmetro, pois no processo de derretimento que investigaremos ele precisa de alguns
ajustes quanto a forma de considerar os primeiros vizinhos.

A Fig. 5 mostra os resultados obtidos por Costa Campos et al (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO,
2012). A Fig. 5(A) mostra o parâmetro de simetria 𝜉 para o regime diluído (𝜑 = 0.08) e o
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percolado (𝜑 = 0.50), em 5(B) são mostradas algumas configurações, e regiões ampliadas,
para alguns valores de 𝛼, os quais são indicados por setas na Fig. 5(A).

Figura 5 – (A) Comparação de 𝜉 como função de 𝛼 nos regimes de pequenos clusters (𝜑 = 0.08) e clusters
percolados (𝜑 = 0.50). As barras de erro são desvios padrão da média. As letras de (a) a (f) indicam
as configurações na Fig. (B) para um valor específico de 𝛼 e 𝜑 = 0.50. Na Fig. (B) também são
mostradas à direita de cada configuração uma versão ampliada da região delimitada por linhas
tracejadas para: (a) 𝛼 = 0.7, (b) 𝛼 = 1.4, (c) 𝛼 = 1.7, (d) 𝛼 = 2.5, (e) 𝛼 = 3.05 e (f) 𝛼 = 3.45.
Cortesia de Costa Campos et al (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012).

A B

Fonte: Figura extraída e modificada da Ref. (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012)

Em concentrações diluídas, as partículas se agrupam em pequenos aglomerados com uma
ordem cristalina bem definida. Para pequenos valores de 𝛼, as partículas formam redes triangu-
lares. Aumentando o valor de 𝛼, mais partículas podem ser capturadas pelo poço do potencial,
dando origem a diferentes simetrias cristalinas e às transições de fase estruturais entre elas.
As principais estruturas observadas são triangulares, quadradas (1.03 ≤ 𝛼 ≤ 1.62) e uma mis-
tura de células quadradas e triangulares formando o ordenamento misto (3.04 ≤ 𝛼 ≤ 3.32),
o qual também é conhecido como padrão arquimediano (33, 42). No regime concentrado, as
partículas formam um único aglomerado percolado (ver as configurações na Fig. 5(B)) com
essencialmente as mesmas ordenações, nas mesmas faixas de valores de 𝛼, observadas no
regime diluído, mostrando assim que os efeitos de contorno do cluster têm uma influência
menor na simetria do cristal do cluster. Além disso, usando a análise de energia e argumentos
geométricos, os autores mostraram que as formas como essas diferentes simetrias minimizam
a energia do sistema, para diferentes faixas de valores de 𝛼, são tais que o arranjo estrutural
forneça o número máximo de partículas dentro do raio efetivo produzido pela interação, ou
seja, o sistema minimiza a energia maximizando o número de partículas da região de interação.

No capítulo 4 trataremos do processo de aquecimento de redes quadradas. Em particular,
focaremos no caso 𝛼 = 1.4 (ver configuração (b) na Fig. 5(B)) que representa o cenário no qual
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o sistema apresentou o maior valor de 𝜉, conforme pode ser observado na Fig. 5(A). Redes
quadradas também foram obtidas, por trabalhos teóricos (JAGLA, 1998; MENDOZA; BATTA,
2009) e experimentais (RISTENPART; AKSAY; SAVILLE, 2003). O autor da Ref. (JAGLA, 1998),
que considerou as partículas coloidais interagindo através de um núcleo duro mais um potencial
de rampa linear, também demonstrou a formação de configurações quasicristalinas e padrões
arquimedianos quando o sistema é submetido a altas pressões (no regime de baixa pressão,
eles encontram apenas a rede triangular). Costa Campos et al (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO,
2012) demonstraram que formações semelhantes podem ser obtidas no limite de pressão zero,
ou seja, em função apenas do potencial de interação.

No próximo capítulo abordaremos alguns aspectos sobre o derretimento de sistemas cris-
talinos em duas dimensões. Trataremos de resultados importantes que explicam os diversos
cenários que podem surgir quando um sistema é aquecido. A teoria KTHNY, a qual tem uma
importância muito grande no entendimento dos mecanismos envolvidos nos processos que le-
vam a transições de fase, também será abordada. Na sequência, seguiremos para o capítulo
4, onde apresentaremos nossa investigação sobre o derretimento de redes quadradas para o
caso 𝛼 = 1.4. A questão da influência da pressão no sistema também será explorada quando
discutirmos sobre o diagrama de fases, na seção 4.4.
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3 DERRETIMENTO DE CRISTAIS EM DUAS DIMENSÕES

Neste capítulo nós faremos uma breve revisão dos aspectos gerais relacionados ao estudo
das fases e transições envolvidas no processo de derretimento (ou fusão) de sistemas bidimen-
sionais, usando como base alguns trabalhos da literatura.

As transições de fases e os mecanismos microscópicos que promovem o derretimento de
sistemas bidimensionais têm sido tema de grande debate na comunidade científica por décadas,
justamente por não haver uma teoria única que explica tal fenômeno em diversos sistemas.
Como mostram os estudos, a sequência das transições apresentam comportamentos diferentes
que dependem fortemente do modelo teórico (ou experimental) estudado, um cenário diferente
pode se apresentar, por exemplo, quando mudamos o potencial de interação ou os parâmetros
do sistema.

Para compreender melhor os resultados que serão apresentados no capítulo seguinte, abor-
daremos a teoria clássica do derretimento para sistemas bidimensionais, conhecida como teoria
KTHNY. Discutiremos sobre os parâmetros de ordem usados para analisar os nossos resultados
e abordaremos conceitos importantes, como os defeitos topológicos, sobre os quais se cons-
truiu a base para o entendimento dos mecanismos microscópicos envolvidos nas transições de
fase.

3.1 CARACTERIZAÇÃO DAS FASES EM SISTEMAS BIDIMENSIONAIS

A matéria na natureza pode existir em diferentes estados (ou fases) dependendo da inte-
ração entre seus constituintes (átomos ou moléculas), sua estrutura interna, da temperatura e
pressão. As fases são regiões do espaço onde as propriedades físicas e químicas são uniformes,
geralmente classificadas como sólidas, líquidas, gasosas e plasma, entre outras. A classificação
das fases pode ser feita através de funções de correlação posicional. Na fase sólida cristalina,
as partículas estão localizadas ao redor dos sítios de uma rede onde as excitações térmicas
não são grandes o suficiente para destruir o arranjo periódico espacial do sistema. Os cristais
tridimensionais, por exemplo, sal ou quartzo são caracterizados por uma ordem posicional de
longo alcance. Por outro lado, essa ordem posicional de longo alcance é perdida no sólido não
cristalino, mas os arranjos dos átomos ainda são compactados e distribuídos uniformemente
no espaço. Como ocorre com os sólidos amorfos, os líquidos têm ordem posicional de curto
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alcance, mas as partículas na fase fluida têm mais energia cinética, fluindo coletivamente.
Assim como o sólido, o líquido é praticamente incompressível, com volume constante, mas
não com forma fixa. Em contraste, os gases são em geral sistemas compressíveis sem volume
e forma definidos, onde as partículas têm energia cinética suficiente para superar a interação
partícula-partícula.

Em duas dimensões, uma forma útil de classificar as fases é através de uma função de cor-
relação orientacional. Dependendo do comportamento assintótico de uma função de correlação
𝐺(𝑥1, 𝑥2) é possível classificar os diferentes estados da matéria da seguinte forma:

• Estado ordenado ou com ordem de longo alcance: esta fase está associada a siste-
mas cristalinos onde as partículas estão localizadas nos nós de uma rede periódica per-
feita e as funções de correlação tendem a uma constante positiva diferente de zero,
𝐺(𝑥1, 𝑥2) ∼ 𝐶 ̸= 0. Exemplos desse tipo de estado são os sólidos tridimensionais que
têm uma correlação posicional de longo alcance, e os cristais bidimensionais que têm
uma correlação orientacional de longo alcance.

• Estado desordenado ou com ordem de curto alcance: esta fase é encontrada em líquidos e
sólidos não cristalinos como vidros onde as partículas são desordenadas e uniformemente
distribuídas no espaço. Este estado é caracterizado por funções de correlações posici-
onais e orientacionais de curto alcance, tipicamente com um decaimento exponencial,
𝐺(𝑥1, 𝑥2) ∼ exp(−𝜅|𝑥1 − 𝑥2|), com 𝜅 > 0.

• Estado com ordem de quase longo alcance: este é um estado intermediário entre os
estados de longo e curto alcance. O estado de quase longo alcance é posicionalmente
isotrópico, como ocorre em líquidos, mas orientacionalmente anisotrópico em escala
macroscópica como cristais, onde as propriedades do sistema dependem da direção. O
estado de quase longo alcance é caracterizado pelo decaimento algébrico de algumas
funções de correlação, 𝐺(𝑥1, 𝑥2) ∼ |𝑥1 − 𝑥2|−𝜂, com 𝜂 um número real positivo.

3.2 PARÂMETROS DE ORDEM

No estudo do processo de derretimento, e das fases do sistema, é útil calcular alguns
parâmetros de ordem orientacional e suas funções de correlação. O parâmetro orientacional



34

de ordem 𝑚 da partícula 𝑗 é dado por:

𝜙𝑚(𝑟⃗𝑗) = 1
𝑁𝑗

𝑁𝑗∑︁
𝑘=1

𝑒𝑖𝑚𝜃𝑗𝑘 , (3.1)

em que 𝑁𝑗 é o número de vizinhos mais próximos da partícula 𝑗, 𝜃𝑗𝑘 é o ângulo formado
por um eixo de referência arbitrário fixo (veja Fig. 6) e o vetor distância 𝑟⃗𝑗𝑘 (que localiza a
partícula 𝑘 em relação à partícula 𝑗), e 𝑚 é um inteiro positivo. Aqui, 𝑖 representa a unidade
imaginária. O cálculo de 𝜙𝑚(𝑟⃗𝑗) permite detectar se a vizinhança da partícula 𝑗 tem simetria
de ordem 𝑚. Em geral, quanto mais próximo de 1, maior a simetria de ordem 𝑚 em torno
da partícula 𝑗. A partir desse parâmetro podemos avaliar as características locais e globais do
sistema. Para um sistema com 𝑁 partículas, a ordem orientacional local, 𝜓𝑚, é definida
como:

𝜓𝑚 = 1
𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

|𝜙𝑚(𝑟⃗𝑗)| , (3.2)

enquanto a ordem orientacional global, Ψ𝑚, a qual avalia a ordem 𝑚 do ponto de vista
global no sistema, é definida como:

Ψ𝑚 = 1
𝑁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑁∑︁
𝑗=1

𝜙𝑚(𝑟⃗𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (3.3)

Figura 6 – As linhas pontilhadas correspondem as ligações entre a partícula 𝑗 (colorida em vermelho) e suas
vizinhas próximas (𝑁𝑗 = 6, neste caso).

θj4
θj2

14

23

5
6

j
Eixo de referência

Fonte: O autor (2023)

Consideremos a rede triangular perfeita como exemplo. A posição de cada partícula na rede
pode ser descrita em termos dos vetores primitivos 𝑎⃗1 = (𝑎, 0) e 𝑎⃗2 = (𝑎 cos𝜋/3, 𝑎 sin 𝜋/3),
onde 𝑎 é o parâmetro de rede que define a distância entre as partículas. Assim, a posição
individual de uma partícula na rede é da forma

𝑟⃗𝑗 = 𝑛𝑗1𝑎⃗1 + 𝑛𝑗2𝑎⃗2,
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onde 𝑛𝑗1 e 𝑛𝑗2 são inteiros. Além disso, cada partícula em tal rede tem 6 vizinhos e os
ângulos entre os vetores de ligação e um eixo arbitrário são da forma 𝜃𝑗𝑘 = 𝑘𝜋/3 + 𝜃0, onde
𝜃0 é uma constante relacionada com a rotação da rede em relação a um eixo de referência
arbitrário. Assim, para este caso especial, temos que 𝜙6(𝑟⃗𝑗) = exp 𝑖𝜃0 para cada partícula 𝑗
e os parâmetros orientacionais de ordem 𝑚 = 6 resultam em 𝜓6 = Ψ6 = 1, como era de se
esperar. Os parâmetros de ordem orientacional global e local descrevem, respectivamente, se
o sistema mantém alguma orientação preferencial globalmente e se existe ordem local.

A função de correlação orientacional de ordem 𝑚 é calculada como

𝑔𝑚(𝑟 = |𝑟⃗𝑖 − 𝑟⃗𝑗|) = Re ⟨𝜙*
𝑚 (𝑟⃗𝑖)𝜙𝑚 (𝑟⃗𝑗)⟩ , (3.4)

em que ⟨⟩ significa uma média no ensamble. Como discutimos na seção anterior, cada fase tem
uma previsão diferente para o comportamento desta função de correlação (NELSON; HALPERIN,
1979; RYZHOV et al., 2017; ANDERSON et al., 2017). Em um sólido cristalino, ela converge para
uma constante diferente de zero em longas distâncias, ou seja, a ordem é de longo alcance.
No estado de quase longo alcance a correlação orientacional, 𝑔𝑚(𝑟), apresentará decaimento
algébrico com a distância, enquanto que na fase líquida isotrópica o decaimento tem um
comportamento exponencial, como esperado em um estado de curto alcance.

Outra função útil no estudo das propriedades estruturais do sistema é a função de distri-
buição radial de pares (ou função de correlação de pares) definida da seguinte forma:

𝑔(𝑟) = 𝑁

4𝜋𝑟𝜌⟨
∑︁

𝑖

∑︁
𝑖 ̸=𝑗

𝛿(𝑟 − |𝑟𝑖𝑗|)⟩.

Esta é uma medida da correlação entre as partículas de um sistema e descreve como a
densidade varia como uma função da distância de uma partícula de referência. Escolhendo-se
arbitrariamente uma delas como a origem, o número médio de partículas entre uma distância
𝑟 e 𝑟 + 𝑑𝑟 é 𝜌𝑔(𝑟)𝑑𝑟, em que 𝜌 = 𝑁/𝑉 é a densidade média de partículas no sistema. Em
nossa investigação, o principal uso desta função será para definir o raio de corte que será útil
no cálculo dos parâmetros considerados para analisar os resultados no capítulo 4.

3.3 DEFEITOS TOPOLÓGICOS EM CRISTAIS BIDIMENSIONAIS

Estruturas cristalinas bidimensionais são caracterizadas principalmente pelo ordenamento
regular dos seus constituintes. A presença de flutuações térmicas pode provocar o surgimento
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de defeitos no sistema. Defeitos são estruturas locais onde a ordem do arranjo periódico é des-
truída. Os tipos de defeitos que podem ocorrer em um sistema com um determinado padrão
de ordenamento dependem da simetria espacial apresentada pelos padrões modulados. Nesta
seção estamos interessados nos defeitos topológicos, os quais são caracterizados por uma
pequena região, ponto ou linha, onde a ordem é destruída e costumam aparecer em sistemas
cuja fase é determinada pela quebra de uma simetria contínua. Defeitos topológicos associ-
ados à ordem translacional, como a que aparece em cristais, são chamados de deslocações

(dislocations). Defeitos associados a ordem orientacional, são chamados de disclinações (dis-
clinations). Os defeitos são topológicos quando não podem ser removidos por uma deformação
contínua nas posições das partículas no sistema. Como veremos momentaneamente, eles são
classificados de acordo com uma carga topológica, uma quantidade que só pode assumir um
conjunto discreto de valores e que pode ser medida em qualquer circuito ao redor do defeito
(ver Figs. 7(a) e (b)).

Esses defeitos podem se desenvolver de forma isolada ou em pares conjugados, dependendo
do custo energético de cada caso. Por exemplo, um dado tipo de defeito pode custar muita
energia para existir isoladamente no sistema, enquanto que o par conjugado pode apresentar
uma menor energia pois os campos de deformação mútuos dos defeitos conjugados anulam-se
rapidamente em pontos distantes do par. O aumento da temperatura provoca aumento no
grau de desordem no sistema, favorecendo a criação de novos defeitos e aumentando a sua
mobilidade. Desta forma, o aumento da temperatura pode causar transições de fases mediadas
pelo movimento dos defeitos. Quando esse tipo de transição acontece, o sistema perde a rigidez
orientacional ou posicional, recuperando a simetria de rotação ou translação.

Vamos considerar um cristal com ordenamento triangular. Nos pontos em que as discli-
nações aparecerem, o número de coordenação se desvia de seu valor ordinário, que é seis em
cristais triangulares (em redes quadradas, seria igual a quatro). As disclinações nos cristais são
rotuladas por uma carga topológica, 𝑞, que é o ângulo sobre o qual os vetores que especifi-
cam as direções da rede giram ao seguir um circuito anti-horário em torno da disclinação. Se
parametrizarmos esses vetores de direção na rede com Θ(𝑥), o campo dos ângulos de ligação,
essa condição é lida matematicamente como,

∮︁
𝑑Θ = 𝑞. (3.5)

Em uma rede triangular, para disclinações com simetria quíntupla (five-fold) e sétupla
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(seven-fold), como mostrado na Fig. 7, obtemos 𝑞 = 𝜋/3 e 𝑞 = −𝜋/3, respectivamente.
Portanto, uma disclinação quíntupla é obtida removendo uma cunha semi-infinita de 𝜋/3

radianos, enquanto que uma disclinação sétupla requer adicionar uma cunha semi-infinita de
𝜋/3 radianos. Os defeitos isolados de ordem 5 e 7 são chamados de disclinações negativas e
positivas, respectivamente.

Figura 7 – Disclinações (a) quíntupla (five-fold) e (b) sétupla (seven-fold). Ao seguir um circuito fechado no
sentido anti-horário (vermelho) em torno da disclinação quíntupla, o vetor de rede inicial 𝑎⃗1 gira
através de 𝑎⃗2, 𝑎⃗3, 𝑎⃗4 e 𝑎⃗5 em um ângulo de 𝜋/3 a 𝑎⃗6.

Fonte: (KONING; VITELLI, 2016)

Além das disclinações, as deslocações podem ocorrer em cristais. As deslocações são carac-
terizadas por um vetor de Burger, b. Este vetor mede a mudança no vetor deslocamento u, em
relação a rede não distorcida (sem defeitos). Se fizermos um circuito no sentido anti-horário
ao redor da deslocação então teremos que,

∮︁
𝑑u = b (3.6)

Assim como para as forças das disclinações, as deslocações só podem assumir um valor de
um conjunto discreto, o vetor de Burger de uma deslocação é igual a algum múltiplo inteiro
de um vetor de rede. Observe também que uma deslocação pode ser vista como um par de

disclinações de cargas opostas muito próximas (NELSON; HALPERIN, 1979), como pode ser
visto na Fig. 8. Agrupamentos de quatro defeitos combinando igual número de disclinações
positivas e negativas são considerados como um par de deslocações (quarteto de defeitos).
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Figura 8 – Deslocação em uma rede triangular. O vetor do Burger especifica quanto um circuito no sentido
horário (marcado em vermelho, negrito) ao redor da deslocação não fecha. Uma deslocação pode
ser vista como dipolo de disclinação com um momento perpendicular ao seu vetor de Burger.

Fonte: (KONING; VITELLI, 2016)

3.4 TRANSIÇÃO DE FASE TOPOLÓGICA KT

O conceito de quebra de simetria pode estar associado a transições de fase, mas não
é uma regra. Por exemplo, a transição líquido-gás não apresenta quebra de simetria, pois
ambas as fases não têm simetria translacional e rotacional na escala macroscópica. Esta regra
também não é totalmente verdadeira para sistemas bidimensionais. É o caso do Modelo XY,
um sistema de rotores clássicos dispostos em uma rede quadrada bidimensional com interação
entre vizinhos mais próximos. Peierls em (PEIERLS, 1935) argumentou que a ordem posicional
de longo alcance em duas dimensões será destruída, assim como o sólido bidimensional, uma
vez que os desvios quadráticos médios das posições das partículas em torno de suas posições
de equilíbrio divergem logaritmicamente com o tamanho do sistema.

Em 1966, foi rigorosamente provada pelo teorema de Mermin-Wagner (MERMIN; WAGNER,
1966) a ausência de ordem posicional de longo alcance, a uma temperatura finita, em sistemas
de dimensão 𝑑 ≤ 2 com graus de liberdade contínuos e interações de alcance suficientemente
curto como o modelo XY. Para o caso particular do modelo XY o teorema de Mermin-
Wagner afirma que as flutuações levam à destruição da ordem de longo alcance, portanto, o
parâmetro de ordem, neste caso a magnetização, desaparece mesmo em baixa temperatura.
Como consequência, esperava-se que nenhuma transição de fase pudesse ocorrer no modelo
XY. Como resultado, os rotores do modelo XY não têm um alinhamento espontâneo em
uma direção comum em qualquer temperatura finita 𝑇 > 0 e não há quebra de simetria.
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Posteriormente, a extrapolação das expansões de alta temperatura realizada por Stanley e
Kappan (STANLEY; KAPLAN, 1966) sugeriu que uma transição poderia ocorrer no modelo XY,
uma vez que observaram uma divergência na suscetibilidade em função da temperatura. Após
esses resultados contraditórios, foi necessário explorar alternativas de transições de fase em
sistemas bidimensionais não necessariamente associadas a uma quebra espontânea de simetria
já que o teorema de Mermin-Wagner previne essa ruptura.

Mais tarde, em 1971, Berenzinkii (BEREZINSKY, 1971), mostrou que um estado de quase
longo alcance pode ser observado em sistemas bidimensionais como o modelo XY, mesmo
quando as flutuações destroem a ordem de longo alcance dos parâmetros de ordem (Teorema
de Mermin-Wagner), ou seja, ainda é possível ter ordem de quase longo alcance abaixo de
alguma temperatura crítica 𝑇𝑐. Eventualmente, o sistema entra em um estado desordenado
para 𝑇 > 𝑇𝑐. Dois anos depois (em 1973), este tipo de transição foi generalizado por Kosterlitz
e Thouless (KOSTERLITZ; THOULESS, 1973) incluindo uma nova característica: os defeitos
topológicos, neste caso os vórtices. Eles mostraram que mesmo quando o modelo XY não
tem quebra de simetria, o modelo exibia uma transição de fase contínua impulsionada por
um mecanismo envolvendo defeitos topológicos ou vórtices. Ocorre que o modelo XY tem
uma ordem de quase longo alcance caracterizada por um decaimento algébrico assintótico da
função de correlação orientacional em temperatura suficientemente baixa. Se a temperatura
for aumentada até algum valor crítico, 𝑇 = 𝑇𝐾𝑇 , então a energia térmica ativa um mecanismo
de desvinculação de vórtices que produz vórtices em pares cuja proliferação destrói a ordem de
quase longo alcance. Este tipo de transição de fase é conhecida como transição de Kosterlitz-
Thouless (KT).

3.5 TEORIA KTHNY E A FASE HEXÁTICA

Na transição KT, as correlações no modelo XY decaem exponencialmente para altas tem-
peraturas como uma assinatura de ordem de curto alcance. Por outro lado, em baixas tem-
peraturas, o comportamento assintótico dessas correlações decai algebricamente devido a um
crescimento logarítmico das flutuações térmicas e os sistemas exibem características de quase
longo alcance. Essa mudança de comportamento das funções de correlação em torno de uma
temperatura, 𝑇𝐾𝑇 , sugere que uma transição de fase deve ocorrer. Como o teorema de Mermin-
Wagner não permite ordem de longo alcance no modelo XY, então uma eventual transição no
sistema não pode ser associada a uma quebra de simetria. Kosterlitz e Thouless mostraram
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que o modelo XY tem uma transição de fase e a questão para determinar o mecanismo por trás
dessa transição foi descrita usando um tipo especial de configurações de rotores conhecidas
como vórtices (defeitos topológicos).

Surge então uma questão fundamental, será que a transição do tipo KT (impulsionada por
defeitos topológicos) é exclusiva do modelo XY? Estudos posteriores mostraram que ela pode
ocorrer em sistemas que podem ser aproximados pelo modelo XY. Um grande salto foi dado
em 1979, onde usando cristais triangulares, Halperin, Nelson (NELSON; HALPERIN, 1979; HAL-

PERIN; NELSON, 1978) e Young (YOUNG, 1979) ampliaram o estudo sobre transições mediadas
por defeitos topológicos para descrever o derretimento (fusão) de cristais bidimensionais. Em
tal estudo eles consideraram deslocações e disclinações da rede como defeitos topológicos.
Os trabalhos de Kosterlitz, Thouless, Halperin, Nelson e Young ficou conhecido na literatura
com o nome de teoria KTHNY do derretimento em duas dimensões. Na teoria KTHNY, o
cristal derrete (funde) em duas etapas, em duas temperaturas críticas diferentes, devido à
desvinculação (separação) de defeitos topológicos. À medida que a temperatura do sólido au-
menta, a ordem de quase longo alcance do cristal bidimensional é perdida por causa de uma
desvinculação térmica de pares de deslocações. Esta perda de ordem posicional é seguida por
um decaimento algébrico assintótico da função de correlação orientacional, de modo que a
ordem orientacional torna-se de quase longo alcance. Mais tarde, uma segunda desvinculação
de deslocações simples em disclinações livres destrói a ordem orientacional residual e o sistema
atinge a fase fluida isotrópica. A fase intermediária entre esses dois mecanismos de desvincu-
lação é a fase hexática. Portanto, na fase hexática o sistema apresenta simetria translacional
de curto alcance e ordem orientacional de quase longo alcance.

As disclinações ou deslocações não surgem espontaneamente no cristal. De fato, o primeiro
surgimento de defeitos nos cristais começa com os pares de deslocações (quarteto de defeitos).
Neste cenário, os pares de deslocações emergem primeiro; depois, à medida que a temperatura
aumenta, o par de deslocações se dissocia em duas deslocações separadas ou únicas e, eventu-
almente, uma dissociação de uma única deslocação (par de disclinações) em duas disclinações
(defeitos isolados). Por que os pares de deslocações emergem antes das disclinações simples?
Essa ordem particular na ocorrência se deve à energia dessas configurações de agrupamento
de defeitos (SALAZAR, 2017). Em analogia com os vórtices no modelo XY, uma deslocação
no cristal diverge com o tamanho do sistema. Em outras palavras, a energia necessária para
incluir uma única deslocação no cristal é infinita no limite termodinâmico. Por outro lado, a
energia elástica de um par de deslocações (com vetores de Burgers antissimétricos) não possui
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divergência logarítmica com o tamanho do sistema, então um quarteto de defeitos pode ser
incluído no cristal com um custo de energia finito. Este cenário mantém algumas analogias
com a geração do par vórtice-antivórtice no modelo XY.

Figura 9 – Esquema do derretimento bidimensional de um cristal triangular de acordo com a teoria KTHNY.

Fonte: Figura extraída e modificada da Ref. (SALAZAR, 2017)

A Fig.9 mostra esquematicamente o processo de derretimento do cristal bidimensional de
acordo com a teoria KTHNY. O referencial proposto pela teoria KTHNY descreve a fusão
de sólidos bidimensionais como um processo que inclui duas etapas nas temperaturas 𝑇ℎ e 𝑇𝑙

. Em termos da ordem orientacional, o sólido é caracterizado pela ordem de longo alcance.
A primeira transição em 𝑇ℎ é atribuída à desvinculação do par de deslocações que destrói
parcialmente a ordem orientacional. Este processo gera a fase hexática com ordem orientacional
quase longa com decaimento assintótico algébrico das funções de correlação orientacional. A
segunda transição em 𝑇𝑙 destrói a ordem orientacional residual via dissociação de deslocações
individuais em disclinações livres e a fase fluida ocorre. Um breve resumo de algumas previsões
da teoria KTHNY para fusão em duas dimensões é mostrado na Tabela 1.

Tabela 1 – Resumo de algumas predições da teoria KTHNY.

Sólida Hexática Líquida
Deslocações Ligadas em pares Livres Livres
Disclinações Ligadas em quarte-

tos
Ligadas em pares Livres

Correlações posicio-
nais, 𝑔(𝑟)

Quase longo alcance Curto alcance Curto alcance

Correlações orienta-
cionais, 𝑔𝑚(𝑟)

Longo alcance Quase longo alcance Curto alcance

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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A fase hexática tem sido relatada em vários sistemas experimentais (MURRAY; WINKLE,
1987; KUSNER et al., 1994; MARCUS; RICE, 1996; ZAHN; LENKE; MARET, 1999; ZAHN; MARET,
2000; DULLENS; KEGEL, 2004; GRÜNBERG et al., 2004; KEIM; MARET; GRÜNBERG, 2007; LIN;

CHEN, 2007; HAN et al., 2008; PENG et al., 2010; DEUTSCHLÄNDER et al., 2014; THORNEYWORK

et al., 2017), principalmente em sistemas coloidais. A fase hexática também foi identificada em
simulações numéricas em discos duros (hard disk) ou macios (soft disk) (BERNARD; KRAUTH,
2011; QI; GANTAPARA; DIJKSTRA, 2014; QI; DIJKSTRA, 2015) e sistemas de Coulomb (MAZARS,
2015; CLARK; CASULA; CEPERLEY, 2009). Mesmo quando a fase hexática foi encontrada por
simulações e experimentos, não há a mesma concordância com relação à classificação das
transições liquído/hexático e hexático/sólido. De acordo com a teoria KTHNY, essas transições
são contínuas e semelhantes a uma transição KT. No entanto, existem estudos que relatam
transições fracamente de primeira ordem em vez de uma transição KT (THORNEYWORK et al.,
2017; BERNARD; KRAUTH, 2011; MAZARS, 2015).
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4 ESTUDO DO PROCESSO DE DERRETIMENTO DE CRISTAL QUADRADO

Neste capítulo, apresentamos e discutimos os resultados obtidos a partir de simulações com
dinâmica de Langevin superamortecida (Browniana). Tais resultados foram publicados em um
artígo com o título Local orderings in the melting process of a square crystal and in the

resulting liquid (LIMA; PEREIRA; APOLINARIO, 2022). Nesta pesquisa investigamos o processo
de derretimento de um sistema de partículas coloidais com ordenamento quadrado. Sistemas
cristalinos, quando aquecidos, podem alterar suas propriedades estruturais e, finalmente, sofrer
uma transição de fase. O derretimento de sistemas com ordenamento quadrado não foi muito
investigado e focaremos em entender o processo e os mecanismos que surgem quando estes são
aquecidos. Em particular pretendemos responder às duas questões a seguir: 1) que transições
de fase ocorrem quando o sistema é aquecido? 2) quais são as características das fases próximas
à transição?

4.1 MODELO TEÓRICO E DETALHES DAS SIMULAÇÕES

Em nosso trabalho, investigamos o cenário de derretimento de um sistema cristalino bidi-
mensional de 𝑁 partículas coloidais interagindo através do potencial isotrópico, dado por

𝑈𝑖𝑗 = 𝜀

(︃
2𝑟0

𝑟𝑖𝑗

)︃𝑚

− 𝜀 exp
[︃
−
(︃
𝑟𝑖𝑗/𝑟0 − 2

𝛼

)︃𝑛]︃
, (4.1)

em que 𝑟𝑖𝑗 é a distância entre os centros das partículas 𝑖 e 𝑗, 𝑟0 define o raio das partículas e 𝜀
dá a intensidade do potencial. A suavidade dos lados esquerdo e direito do poço no potencial
são reguladas, respectivamente, pelos expoentes 𝑚 e 𝑛, enquanto sua largura é controlada pelo
parâmetro 𝛼. Ao longo das simulações, os seguintes parâmetros do potencial foram mantidos
constantes: 𝑚 = 50, 𝑛 = 10, 𝑟0 = 1.0 e 𝜀 = 1.0. A Fig. 10 mostra uma representação
gráfica do potencial de interação entre partículas (dado pela Eq. (4.1)) em função de 𝑟𝑖𝑗 para
𝛼 = 1, 4. A energia potencial total do sistema é dada por

𝑈 =
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗>𝑖

𝑈𝑖𝑗. (4.2)

Em trabalhos anteriores (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012), foi mostrado que partículas
interagindo via Eq. (4.1) podem se organizar em pelo menos três simetrias de rede diferentes:
quadrada, triangular e mista. As redes de ordem quadrada e mista aparecem em dois intervalos
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Figura 10 – Representação do potencial de interação, Eq. (4.1), para 𝛼 = 1.4, com 𝑚 = 50 e 𝑛 = 10.

Fonte: O autor (2023)

separados, conforme mostrado pela Ref. (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012). Os ordenamen-
tos quadrado e misto ocorrem, respectivamente, para os intervalos 1, 03 ≤ 𝛼 ≤ 1, 62 e
3, 04 ≤ 𝛼 ≤ 3, 32. Neste trabalho consideramos, como exemplo da rede quadrada, o caso
𝛼 = 1.4.

Para uma dada temperatura, a evolução temporal do sistema é governada pela equação
de Langevin superamortecida que, integrada usando o Método de Euler, resulta no seguinte
algoritmo de primeira ordem

𝑟⃗𝑖(𝑡+ Δ𝑡) = 𝑟⃗𝑖(𝑡) + 𝐹𝑖(𝑡)Δ𝑡
𝛾

+ 𝑔⃗𝑖

√︃
2𝑘𝐵𝑇Δ𝑡

𝛾
, (4.3)

em que 𝐹𝑖 = −∇𝑟⃗𝑖
𝑈 é a força total agindo sobre a partícula 𝑖, Δ𝑡 é o passo de tempo finito

do integrador, 𝛾 é o coeficiente de arrasto viscoso, 𝑘𝐵 é a constante de Boltzmann e 𝑔⃗𝑖 é
um vetor bidimensional com componentes aleatórias, seguindo uma distribuição normal cuja
média e variância são iguais a zero e um, respectivamente. Ao longo das simulações, tanto 𝛾
quanto 𝑘𝐵 são iguais a um.

Todos os resultados serão dados em termos das quantidades normalizadas 𝑟* = 𝑟/𝑟0, 𝑈* =

𝑈/𝜀, 𝑇 * = 𝑘𝐵𝑇/𝜀 e 𝑡* = 𝜀𝑡/𝑟2
0𝛾, respectivamente, para comprimento, energia, temperatura e

tempo. A partir de agora, por simplicidade, omitiremos o asterisco nas variáveis normalizadas.
Em outras palavras, comprimentos são medidos em unidades de 𝑟0, energias em unidades de
𝜀, temperaturas em unidades de 𝜀/𝑘𝐵 e tempos em unidades de 𝑟2

0𝛾/𝜀.
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Para investigar os processos de fusão, a configuração inicial é definida como uma rede
cristalina quadrada perfeita, onde as forças que atuam em qualquer partícula individual são
nulas. O algoritmo alcança uma boa convergência para Δ𝑡 = 10−4. Nós iteramos o sistema
2×106 passos de tempo antes de aumentar a temperatura em uma quantidade de Δ𝑇 = 0.01,
resultando em um tempo de simulação de 𝑡𝑠𝑖𝑚 = 200 para cada temperatura. Descobrimos
que 𝑡𝑠𝑖𝑚 é muito mais do que suficiente para o sistema relaxar em cada temperatura. Em
valores de temperaturas próximas à de derretimento, o tempo de simulação que usamos foi
𝑡𝑠𝑖𝑚 = 200000.

Consideramos um sistema com 𝑁 = 2562 = 65536 partículas, que interagem através do
potencial dado pela Eq. (4.1) em que 𝛼 = 1.4. Na seção 4.3, consideramos como configuração
inicial a rede quadrada que minimiza a energia potencial total, ou seja, aquela com densidade
𝜌0 = 0, 21473. Neste caso, a região de simulação é uma caixa quadrada de lado 𝐿 = 256 𝑎0,
onde 𝑎0 = 2.148291 é o parâmetro de rede. Na seção 4.4, sistemas com outros valores de
densidade foram investigados. As simulações foram realizadas com condições de contorno
periódicas.

4.2 PARÂMETRO PARA IDENTIFICAÇÃO DE SIMETRIA

Sistemas coloidais com o potencial dado pela Eq. (4.1) ou similar foram observados se
auto-montando em redes quadradas, mistas e triangulares (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012;
CAMPOS; APOLINARIO; LÖWEN, 2013; JUNGMANN; PEREIRA; APOLINARIO, 2018). Para 𝛼 =

1.4, essas três redes têm valores de energia muito próximos, de modo que mesmo pequenas
perturbações (quando o sistema é aquecido) podem alterar a estrutura local. De fato, dentro
da fase líquida do nosso sistema, observamos a presença de pequenos aglomerados cristalinos
com ordens quadradas e triangulares. Para investigar melhor as diferentes simetrias locais que
aparecem em nosso trabalho, precisamos de um método para identificar a ordem em torno de
cada partícula.

Observe que qualquer método que seja sempre perfeito na identificação da ordem seria
complexo. Por exemplo, o uso dos parâmetros de ordem é um método relativamente simples
e, geralmente bom, para medir a ordem local, mas tem o problema de que possam existir
partículas cuja ordem local seja visualmente quadrada e cujos valores de |𝜙6(𝑟⃗𝑗)| e |𝜙4(𝑟⃗𝑗)|

são os mesmos de algumas partículas que são visualmente triangulares. De qualquer forma,
qualquer método bom (mas não perfeito) forneceria as mesmas informações qualitativas que



46

estamos interessados em conhecer em nosso sistema. Optamos por empregar, devido à sua efi-
ciência, o parâmetro de simetria 𝜉𝑗 semelhante ao utilizado na Ref. [32]. Este único parâmetro
é muito simples de calcular e mostrou ter boa precisão na identificação das ordens dos clusters
em nosso sistema. Além disso, pode identificar ordens que são misturas dos ordenamentos
triangulares e quadrados, as quais aparecem em nosso sistema.

Figura 11 – Representação esquemática de uma configuração hipotética formada por quatro partículas que
são representadas por círculos e indexadas por números de 1 a 5. 𝑟⃗𝑗𝑘 representa o vetor distância
(vetor de ligação) entre as partículas j e 𝑘 e 𝜃𝑗

𝑘𝑙 representam o menor ângulo formado pelos vetores
𝑟⃗𝑗𝑘 e 𝑟⃗𝑗𝑙, onde 𝑘, 𝑙 = 1, 2, 3, 4 e 5 com 𝑘 ̸= 𝑙.
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Fonte: O autor (2023)

Nós definimos o parâmetro de simetria 𝜉𝑗 como segue:

𝜉𝑗 = 1
𝑁 𝑐𝑢𝑡

𝑗

∑︁
{𝑘,𝑙}

sin 𝜃𝑗
𝑘𝑙 (4.4)

para uma partícula 𝑗 com 𝑁 𝑐𝑢𝑡
𝑗 vizinhos mais próximos, que são identificados através de uma

análise do raio de corte. Os vizinhos de 𝑗 são ordenados no sentido anti-horário, e a soma
percorre pares consecutivos {𝑘, 𝑙} de vizinhos. 𝜃𝑗

𝑘𝑙 é o ângulo de interligação entre o vizinho 𝑘
e o próximo 𝑙, ou seja, o menor ângulo formado pelos vetores 𝑟⃗𝑗𝑘 e 𝑟⃗𝑗𝑙. Observe que o ângulo
na Eq. (3.1) está entre uma ligação e um eixo de referência, enquanto o ângulo na Eq. (4.4)
está entre duas ligações.
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A Fig. 11 mostra uma representação esquemática de um grupo formado por quatro par-
tículas, onde são apresentados todos os elementos necessários para calcular o parâmetro de
simetria 𝜉𝑗. Neste caso, a partícula 𝑗 tem o valor do parâmetro de simetria igual a

𝜉𝑗 = (sin 𝜃𝑗
12 + sin 𝜃𝑗

23 + sin 𝜃𝑗
34 + sin 𝜃𝑗

45 + sin 𝜃𝑗
51)/5

.
A definição de vizinhos usada em 𝜉𝑗 difere daquela usada no cálculo da Eq. (3.1), onde um

tipo particular de ordem (𝑚-fold) é investigado. Aqui devemos ser adaptativos, pois a ordem
em torno da partícula 𝑗 pode ser quadrada, triangular ou outra, e queremos identificá-la.
Poderíamos usar o algoritmo de Voronoi, mas geralmente dá mais do que 4 vizinhos para cada
partícula em cristais quadrados não perfeitos (veja a Fig. 4(b) da Ref. (MICKEL et al., 2013)).
Para evitar considerar os segundos vizinhos como primeiros, optamos por definir as partículas
𝑘 com |𝑟⃗𝑗𝑘| < 𝑟𝑐 como os vizinhos de 𝑗. Usamos o raio de corte 𝑟𝑐 = 2.7, que fica em torno
do primeiro vale após o primeiro pico das funções de distribuição radial medidas em nossas
simulações (veja a Fig. 12).

Figura 12 – Gráfico da função de distribuição radial de pares, 𝑔(𝑟), para as temperaturas 𝑇 = 0.94 (linha
sólida) e 𝑇 = 0.95 (linha com traços e pontos). O raio de corte 𝑟𝑐 é mostrado pela linha vertical
em azul.

Fonte: O autor (2023)

Finalmente, observe que uma partícula pertencente a uma rede triangular perfeita tem 6
partículas vizinhas formando ângulos de 𝜃𝑗

𝑘𝑙 = 𝜋/3 e então 𝜉𝑗 ≈ 0, 866. Para uma rede qua-
drada, todos 𝜃𝑗

𝑘𝑙 = 𝜋/2, então 𝜉𝑗 = 1. Em uma rede mista, conforme definido em Ref. (CAM-
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POS; SILVA; APOLINARIO, 2012; CAMPOS; APOLINARIO; LÖWEN, 2013) e também chamada de
rede triangular alongada, cada partícula tem três pares de vizinhos com 𝜃𝑗

𝑘𝑙 = 𝜋/3 e dois com
𝜃𝑗

𝑘𝑙 = 𝜋/2 e, portanto, 𝜉𝑗 = (3 sin 𝜋/3 + 2 sin 𝜋/2)/5 ≈ 0, 920 . Este é o mesmo resultado
obtido em um rede quadrada snub, pois tanto a rede mista quanto a rede snub são misturas
de redes quadradas e triangulares.

Inspirados nos resultados das redes perfeitas e considerando pequenas perturbações, clas-
sificamos as partículas 𝑗 tendo 0, 85 ≤ 𝜉𝑗 < 0, 89, 0, 89 ≤ 𝜉𝑗 < 0, 94 e 0, 96 < 𝜉𝑗 ≤ 1, 00

como sendo triangular, mista e quadrada, respectivamente. As escolhas dos limites exatos
desses intervalos não são importantes, eles só precisam ser disjuntos, nem muito grandes, nem
muito curtos, e englobar valores em torno dos perfeitos. Observe que uma partícula mista tem
ambiguidade por ser de simetria mista ou quadrada snub, mas o que importa aqui é que ela
tem uma mistura de ordens triangulares e quadradas. De fato, em nosso trabalho, estamos
interessados no aparecimento de ordens não quadradas dentro do sólido e nos aglomerados
puramente quadrados e triangulares formados dentro do líquido.

Para identificar a presença de cada um dos ordenamentos em uma dada configuração es-
trutural do sistema, usaremos algumas grandezas auxiliares. Para a ordem quadrada, definimos
𝜉𝑠 = 𝑁𝑠

𝑁
, onde 𝑁𝑠 é o número de partículas que têm o valor 𝜉𝑖 de uma partícula com orde-

namento quadrado, e 𝑁 é o número total de partículas. Da mesma forma, definimos 𝜉𝑚 e 𝜉𝑡

para as ordens mistas e triangulares, onde 𝑁𝑚 e 𝑁𝑡, respectivamente. Se a configuração do
sistema for uma rede perfeitamente quadrada, então 𝜉𝑠 = 1.0 e 𝜉𝑚 = 𝜉𝑡 = 0.0, enquanto
se for uma rede mista perfeita, então 𝜉𝑚 = 1.0 e 𝜉𝑡 = 𝜉𝑠 = 0.0. Finalmente, se o sistema
for uma rede triangular perfeita, então 𝜉𝑡 = 1.0 e 𝜉𝑠 = 𝜉𝑚 = 0.0. Na maioria dos casos, a
temperatura não é nula, e a ordem do sistema é uma combinação dessas três ordens, ou seja,
ordens quadradas, mistas e triangulares.

Na próxima seção, investigamos os processos de fusão de uma rede quadrada de energia
mínima, ou seja, uma rede quadrada com 𝜌0 = 0, 21473. A seguir, na seção 4.4, consideramos
outros valores de densidade. Os resultados obtidos são resumidos em um diagrama de fases
𝑇 × 𝜌.
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Figura 13 – Média temporal da energia potencial total por partícula, ⟨Φ/𝑁⟩, em função da temperatura, 𝑇 ,
para o sistema com 𝑁 = 65526 = 2562 partículas e 𝛼 = 1, 4.

Fonte: O autor (2023)

4.3 REDE QUADRADA DE ENERGIA MÍNIMA: 𝜌0 = 0.21473

Aqui simulamos o sistema com densidade 𝜌0 = 0, 21473, que é aquela que minimiza a
energia total, vide Eq. (4.2), para um cristal quadrado. Para determinar a temperatura de
transição de fase, calculamos a energia potencial média no tempo por partícula, ⟨Φ/𝑁⟩, para
cada temperatura 𝑇 . A Fig. 13 mostra como ⟨Φ/𝑁⟩ varia com 𝑇 . Tal figura demonstra que
⟨Φ/𝑁⟩ apresenta, inicialmente, um aumento monótono com o aumento da temperatura, e que
passa por uma variação abrupta em 0, 95. A descontinuidade na energia potencial sinaliza a
ocorrência de uma transição de fase de primeira ordem (WEBER; STILLINGER, 1993).

Em qualquer 𝑇 ≤ 0, 94, podemos ver a partir de instantâneos de configurações que a
orientação da ordem quadrada é quase vertical/horizontal ao longo de todo o sistema (ver
Fig. 16), indicando uma ordem orientacional de longo alcance e, portanto, uma fase cristalina.
Para 𝑇 ≥ 0, 95, podemos ver pelos instantâneos que há uma grande desordem e nenhuma
orientação preferencial no sistema, indicando uma fase líquida isotrópica (ver Fig. 18). Algumas
análises quantitativas dos parâmetros de ordem orientacional introduzidos na Sec. 3.2 são
mostrados na Subsec. 4.3.1. As ordens orientacionais de longo e curto alcance antes e depois
da transição, respectivamente, são medidas.

Como observamos através de instantâneos de configuração antes da transição, uma dis-
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cordância isolada é extremamente rara de aparecer e, quando ocorre, ainda está próxima a
uma discordância com vetor de Burgers oposto. A ausência de discordâncias livres é outra
indicação de que esta fase é cristalina e não tetrática. Figuras com instantâneos e discussões
sobre o aparecimento de desordem perto e durante o derretimento são dadas na Subsec 4.3.2.
Dentro do líquido, após a fusão, observam-se pequenos aglomerados com ordenação quadrada
e triangular. Instantâneos, medidas e discussões sobre os aglomerados cristalinos que aparecem
na fase líquida são dados na Subsec. 4.3.3.

4.3.1 Análise de parâmetros de ordem orientacional

Aqui investigamos alguns aspectos da ordem orientacional em nosso sistema medindo o
que foi definido na Sec. 3.2. As Figs. 14(a) e 14(b) apresentam, respectivamente, gráficos
dos parâmetros de ordem local e global, ou seja, 𝜓𝑚 e Ψ𝑚, para 𝑚 = 4 e 6 em função da
temperatura, 𝑇 . Fig. 14(c) mostra as funções de correlação orientacional 4-fold, 𝑔4(𝑟), em
função da distância radial, 𝑟, para as temperaturas 𝑇 = 0.7, 0.94, 0.95 e 1.

Antes da transição (ou seja, 𝑇 < 0.95), as Figs. 14(a) e 14(b) revelam que o sistema
apresenta grandes valores dos parâmetros orientacionais locais e globais (ou seja, 𝜓4 ≥ 0.936

e Ψ4 ≥ 0.924, respectivamente), indicando uma fase ordenada quadrada. Além disso, dentro
deste intervalo, a função de correlação 𝑔4(𝑟) converge, para grandes valores de 𝑟, para alguma
constante próxima à unidade, como mostrado na Fig. 14(c). Essa ordem orientacional de longo
alcance indica que, antes da transição, o sistema se mantém em uma fase cristalina quadrada.

Vemos que o sistema perde sua ordem orientacional global para 𝑇 ≥ 0.95, tornando-se
um líquido isotrópico. Por outro lado, observe que ele ainda mantém alguma ordem quadrada
local (0.514 > 𝜓4 > 0.405) e ganha uma ordem triangular local relevante e que, para 𝑇 ≥ 1.1,
torna-se maior que a quadrada. Como pode ser visto nos instantâneos de configuração, que
serão mostrados e discutidos na Subsec. 4.3.3, as ordens triangular e quadrada aparecem em
aglomerados (agrupamentos) dentro do líquido. Pode-se esperar que a correlação do parâ-
metro de ordem orientacional seja alta dentro da escala de comprimento dos tamanhos dos
aglomerados e então decaia exponencialmente em grandes distâncias. No entanto, como é
mostrado na Fig. 14(c) e (d), ambas as funções de correlação orientacional de ordem 4 e 6

(dadas pela Eq. (3.4)) decaem exponencialmente mesmo em distâncias curtas. O líquido tem
uma ordem orientacional puramente de curto alcance.

Não encontramos evidências para o processo de derretimento em dois estágios descritos
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Figura 14 – (a) O parâmetro local de ordem orientacional, 𝜓𝑚, para 𝑚 = 4 (linha sólida) e 𝑚 = 6 (linha
pontilhada) dado pela Eq. (3.2), (b) o parâmetro global de ordem orientacional, Ψ𝑚, para 𝑚 = 4
(linha sólida) e 𝑚 = 6 (linha pontilhada) dada pela Eq. (3.3), e (c) a função de correlação
orientacional, 𝑔4(𝑟), para os valores de temperatura 𝑇 = 0.7, 0.94, 0.95, 1 dados pela Eq. (3.4).
Em (d) temos a correlação orientacional 𝑔6(𝑟).

Fonte: O autor (2023)

pela teoria KTHNY ou uma adaptação dela para cristais quadrados. De fato, nossas simulações
demonstram que o sistema não apresenta um regime onde 𝑔4(𝑟) (ou 𝑔6(𝑟)) tem um decaimento
algébrico, característico da ordem orientacional de quase longo alcance da fase tetrática (ou
hexática).

4.3.2 Análise de simetria local próximo e durante a fusão

As partículas na rede cristalina experimentam um confinamento forte e regular, devido ao
potencial de interação, criado pelas partículas vizinhas. O aumento da temperatura aumenta
o movimento aleatório das partículas que eventualmente permite que pequenas regiões do
sistema mudem sua ordem local. Observamos que, em nosso sistema, essas mudanças de
ordem são fortemente pronunciadas, parecendo transições de fase localizadas espacialmente.
Isso ocorre antes e depois da transição.
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Figura 15 – Médias temporais ⟨𝜉𝑠⟩, ⟨𝜉𝑚⟩ e ⟨𝜉𝑡⟩, em função da temperatura, T, para o sistema com 𝛼 = 1.4.

Fonte: O autor (2023)

Para investigar melhor as características locais do sistema, também usamos o parâmetro
de simetria 𝜉𝑖 apresentado anteriormente na Sec. 4.2. A principal motivação para a utilização
deste parâmetro ao invés dos parâmetros orientacionais de ordem 𝑚 é que, além de identificar
as redes quadradas e triangulares, ele também pode distinguir a ordenação mista. A Fig. 15
exibe as médias temporais para os ordenamentos quadrados ⟨𝜉𝑠⟩, mistos ⟨𝜉𝑚⟩ e triangulares
⟨𝜉𝑡⟩ como uma função da temperatura, 𝑇 . Observa-se que as curvas para 𝜉𝑠 e 𝜉𝑡 apresentam
comportamentos bem semelhantes aos observados na Fig. 14 para os ordenamentos corres-
pondentes, mas temos também a informação adicional das porcentagens de partículas que tem
valores altos das simetrias correspondentes. Vemos que a fase sólida acontece para 𝑇 ≤ 0.94,
e a simetria quadrada é predominante, pois ⟨𝜉𝑠⟩ ≥ 0.828, enquanto as partículas com ordem
triangular ou mista tem menos presença, já que os valores máximos de ⟨𝜉𝑚⟩ e ⟨𝜉𝑡⟩ são, res-
pectivamente, 0.038 e 0.0229. A fase líquida aparece para 𝑇 ≥ 0.95 e apresenta porcentagens
relevantes dos três ordenamentos, sendo predominante o ordenamento triangular e tal que
⟨𝜉𝑡⟩ apresenta um crescimento monótono e depois cai até 0.55, enquanto que ⟨𝜉𝑠⟩ e ⟨𝜉𝑚⟩

apresentam um decrescimento monótono até 0.1 e 0.15, respectivamente.
Na temperatura 𝑇 = 0.94, as Figs. 16(a) e 16(b) exibem instantâneos distintos, respec-

tivamente, para os valores de tempo 𝑡 = 157200 e 𝑡 = 157380. Os círculos coloridos em
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azul, verde e vermelho representam, respectivamente, partículas com as ordenações quadrada,
mista e triangular. Tal classificação para uma dada partícula 𝑗 foi determinada calculando a
quantidade 𝜉𝑗 e adotando os critérios dados no final da Sec. 4.2. Observe que os vizinhos das
partículas verdes, relacionadas com a ordenamento misto, parecem estar em uma mistura de
redes quadradas e triangulares, mas não têm necessariamente a mesma simetria da rede mista
da Ref. (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012; CAMPOS; APOLINARIO; LÖWEN, 2013).

Figura 16 – (a) e (b) mostram as configurações do sistema em 𝑇 = 0.94, tomadas em diferentes momentos ao
longo da simulação em execução. (c) e (d) apresentam, em detalhes, partículas dentro dos limites
quadrados, respectivamente, de (a) e (b). Para identificar a classificação de ordenação da partícula,
adotamos os critérios apresentados no final da Sec. 4.2, onde foi calculada a quantidade 𝜉𝑗 . Os
círculos coloridos em azul, verde e vermelho indicam, respectivamente, a presença de partículas
com ordenação quadrada, mista e triangular. Círculos preenchidos em preto representam partículas
cujos valores 𝜉 não se encaixam em nenhuma dessas três ordenações.

Fonte: O autor (2023)

As Figs. 16(a) e 16(b) mostram que as partículas pertencentes à simetria quadrada (cír-
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culos azuis) são predominantes, pois ⟨𝜉𝑠⟩ = 0.828 enquanto os ordenamentos triangulares e
mistos ocorrem em menores proporções, já que ⟨𝜉𝑡⟩ = 0.0229 e ⟨𝜉𝑚⟩ = 0.038. Quando o sis-
tema está aquecido, podemos ver inicialmente o movimento de pequenas cadeias de partículas
e tal movimento coletivo tende a cisalhar várias regiões bem localizadas no sistema, mas estes
movimentos não afetam a estrutura de modo que a força de interação promove a restaura-
ção da rede. Quando este comportamento consegue evoluir, já próximo da transição, nossas
simulações revelam que partículas com as ordenações triangulares e mistas tendem a aparecer
em grupos, formando pequenos aglomerados desordenados dentro da fase de ordem quadrada,
sem vetor de Burgers. Em outras palavras, as regiões defeituosas que aparecem no cristal são
predominantemente locais e não topológicas. Isso pode ser visualizado nos Figs. 16(c) e 16(d),
que são, respectivamente, figuras ampliadas dos contornos quadrados em preto exibidos nas
Figs. 16(a) e 16(b). De fato, observamos que uma região com vetor de Burgers diferente de
zero, representando uma discordância, é extremamente rara de aparecer e, quando aparece,
ainda está próximo de uma região com vetor de Burgers oposto. Tal ausência de defeitos
topológicos não ligados, antes do início da fusão, mantém a ordem translacional esperada em
um cristal.

Ressaltamos que os quadrados pretos nas Figs. 16(a) e 16(b) estão localizados no mesmo
local da caixa de simulação, mas em momentos diferentes. Portanto, como podemos ver, os
aglomerados de ordem não quadrada na fase sólida não são estáticos e podem sofrer alterações
ao longo do tempo. Após aparecerem, algumas regiões defeituosas podem aumentar um pouco,
mas todas desaparecem depois de algum tempo, restaurando a ordenação quadrada. De fato,
observamos que partículas próximas permanecem próximas ao longo do tempo, ou seja, sem
difusão relativa, o que é outro aspecto de uma fase sólida em 2D conforme estabelecido pelo
critério dinâmico de Lindemann (ZAHN; MARET, 2000). Este critério estabelece que a difusão
característica de um líquido em 2D ocorre de maneira relativa, isto é, o quanto uma partícula
se espalha em comparação com as posições de outras partículas próximas dela. Os sólidos em
2D podem ter difusão da posição de uma partícula em comparação a sua própria posição em
um tempo inicial, mas partículas próximas permanecem próximas. A partir da temperatura
𝑇 = 0.95 (que será analisada na próxima seção) a difusão relativa foi observada.

Além das descontinuidades nas Figs. 13 e 14(a-b), outra indicação de que temos uma
transição de fase de primeira ordem é que a evolução do processo de derretimento está de
acordo com a Teoria de Nucleação Clássica (KALIKMANOV, 2013) e tem as seguintes carac-
terísticas. Em 𝑇 = 0.95, um pequeno núcleo líquido é formado e então cresce gradualmente,
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Figura 17 – Instantâneos configuracionais em diferentes momentos apresentando a evolução da fusão para um
sistema na temperatura 𝑇 = 0.95 e cuja configuração inicial forma um cristal quadrado. A região
ocupada pela fase líquida cresce gradualmente com o passar do tempo. Em sequência, do menor
tempo para o maior, temos os instantâneos (a), (b), (c) e (d), ocorrendo, respectivamente, nos
tempos 𝑡 = 156400, 158500, 160500 e 160900. Os círculos são coloridos como na Fig. 16.

Fonte: O autor (2023)

em tamanho, com o passar do tempo. Isso pode ser verificado na Fig. 17, que mostra a
evolução do derretimento em uma simulação do nosso sistema após a temperatura atingir
𝑇 = 0.95. Na Fig. 17(a), que ocorre no instante 𝑡 = 156400 (tempo de simulação), forma-se
um pequeno aglomerado na fase líquida. Este cluster cresce gradualmente ao longo do tempo,
como podemos ver nas Figs. 17(b), 17(c) e Fig. 17(d), respectivamente, para 𝑡 = 158500,
𝑡 = 160500 e 𝑡 = 160900. Nesta última, a fase líquida é percolada e ocupa quase toda a região
de simulação, com exceção de uma pequena região com simetria quadrada. Em última análise,
para um crescimento ainda maior no tempo, a fase líquida passa a preencher toda a caixa de
simulação. Lembramos que, para temperaturas abaixo de 𝑇 = 0.95, pequenos aglomerados
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“líquidos” podem ser formadas, porém, são estruturas com tempo de vida limitado, ou seja,
tais desordens locais acabam desaparecendo.

Para 𝜌0 = 0.21473, ou seja, a densidade que minimiza a energia total da rede quadrada,
uma possível dúvida é se existe valor de temperatura onde o equilíbrio termodinâmico passa
a ser formado por duas fases distintas, como a fase líquida e a fase sólida. Para responder a
esta pergunta, aumentamos o número de simulações para valores de temperatura em torno da
temperatura crítica, 𝑇𝑚 = 0.95. Apesar desse esforço computacional, não foi observada uma
coexistência estável das fases líquida e sólida.

4.3.3 Análise de simetria local na fase líquida

Em geral, sistemas físicos cuja ordem cristalina é triangular podem apresentar, após a
fusão, uma estrutura desordenada típica da fase líquida com ocasionais aglomerados triangu-
lares (PATASHINSKI et al., 2019). Já abordamos o processo de derretimento para um sistema
de ordenação quadrada, mas ainda não falamos sobre como o sistema se comporta após o
derretimento e, em particular, se há algum tipo de ordenação remanescente.

A fase em equilíbrio termodinâmico do nosso sistema na temperatura 𝑇 = 0.95 corresponde
a um líquido, com difusão. Nessa temperatura, aparecem os três diferentes ordenamentos com
as seguintes proporções: ⟨𝜉𝑡⟩ = 0.42, ⟨𝜉𝑠⟩ = 0.17 e ⟨𝜉𝑚⟩ = 0.31. A Fig. 18(a) mostra
um instantâneo de uma configuração em equilíbrio termodinâmico nesta temperatura. Como
podemos ver, o sistema não tem uma ordem ou orientação globalmente preferida em contraste
com o que é encontrado para o sistema em 𝑇 = 0.94 (veja Fig. 16(a)), onde a desordem se
concentra em pequenos aglomerados cercados por uma rede quadrada.

A Fig. 18(b) mostra com mais detalhes as posições das partículas localizadas dentro do
contorno quadrado preto da Fig. 18(a). Visualmente, a ordem local em torno de cada partícula
dentro deste líquido ocorre em muitas porções do sistema. Podemos ver regiões com muitos
tipos de ordenação cristalina, variando de quadrada (como círculos azuis) e triangular (como
círculos vermelhos) a mista e quadrada snub (ambos como círculos verdes). Observe, no
entanto, que apenas partículas quadradas e triangulares formam aglomerados de cristal único
com tamanho considerável. Devido ao aspecto dinâmico do líquido, essas ordenações mudam
constantemente com o passar do tempo.

A Fig. 19(a) mostra o número de clusters com ordenação triangular e quadrada em função
da temperatura, 𝑇 . Para construir este gráfico, o procedimento que consideramos para realizar



57

Figura 18 – (a) mostra um instantâneo para o sistema em equilíbrio termodinâmico a uma temperatura de
𝑇 = 0.95. (b) mostra a configuração de partículas da região dentro do contorno do quadrado
preto em (a). Os círculos são coloridos como na Fig. 16.

Fonte: O autor (2023)

a separação de clusters é dado a seguir. Primeiro, classificamos todas as partículas de acordo
com seu valor de 𝜉𝑖, conforme descrito no final da Sec. 4.2, e então agrupamos partículas
vizinhas (ou seja, partículas separadas por uma distância menor do que 𝑟𝑐 = 2.7) que possuem
a mesma ordem local. Assim, obtemos grupos formados por duas ou mais partículas de mesma
ordem onde cada uma é vizinha de pelo menos outra partícula do grupo. Um cluster é com-
posto pelas partículas de um grupo como este e todas as suas vizinhas. Note que os menores
aglomerados quadrados e triangulares possíveis possuem 8 e 10 partículas, respectivamente,
pois compreendem um grupo de duas partículas vizinhas de mesma ordem e suas vizinhas.

Logo após a transição, em 𝑇 = 0.95, o número médio de clusters com ordenação triangular
e quadrada é de aproximadamente 583 e 1351, respectivamente. À medida que a tempera-
tura aumenta, ocorre uma variação significativa no número de clusters, o que pode ser visto
na Fig. 19(a). O aumento da temperatura leva, em última análise, à predominância de aglo-
merados com ordenação triangular. Este último fato está de acordo com o comportamento
observado, anteriormente, analisando os parâmetros de ordem orientacional (ver Fig. 14(a)).

Para 𝑇 = 10, a Fig. 19(a) mostra que o número médio de clusters com ordenação triangu-
lar e quadrada é de aproximadamente 900 e 250, respectivamente. Isso mostra que o número
de clusters com ordenação triangular torna-se quase quatro vezes maior que os de ordenação
quadrada. No entanto, devemos apontar algo peculiar para o sistema atual: o número de clus-
ters com ordenação quadrada, mesmo em altas temperaturas, ainda permanece significativo.
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Figura 19 – (a) Número médio de clusters, ⟨𝜂𝑐⟩, com ordenação quadrada (pontos quadrados) e triangular
(pontos triangulares) em função da temperatura, 𝑇 . (b) Número médio de partículas, ⟨𝜂𝑝𝑐⟩, em
aglomerados com simetrias quadradas (pontos quadrados) e triangulares (pontos triangulares) em
função da temperatura, 𝑇 .

Fonte: O autor (2023)

Portanto, a fase líquida do sistema é composta por clusters triangulares e quadrados. Tal tipo
de líquido, apresentando aglomerados com dois ordenamentos cristalinos locais distintos, até
onde sabemos, ainda não foi descrito na literatura.

O aumento da temperatura não afeta apenas o número de clusters no sistema, mas também
seu tamanho. A Fig. 19(b) apresenta o número médio de partículas por cluster, ⟨𝜂𝑝𝑐⟩, em
função da temperatura, para clusters com ordem triangular (linhas tracejadas) e quadrada
(linhas sólidas). Logo após a transição, ou seja, para 𝑇 = 1.0, vemos que os dois tipos de
clusters possuem aproximadamente o mesmo número médio de partículas, ⟨𝜂𝑝𝑐⟩ = 26. No
entanto, como podemos ver na Fig. 19(b), o aumento da temperatura leva ao aumento do
número médio de partículas em clusters de ordem triangular e, ao contrário, à redução daqueles
com ordem quadrada. Para grandes valores de temperatura, ⟨𝜂𝑝𝑐⟩, aproxima-se de valores em
torno de 27 e 13, respectivamente, para clusters com ordenação triangular e quadrada.

A mudança da ordem dominante dos aglomerados com o aumento da temperatura se deve
à diminuição da relevância relativa do poço do potencial de interação. A parte repulsiva da lei
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de potência do potencial na Eq. (4.1), quando considerado sozinho em densidade fixa, induz
uma ordenação triangular (KAPFER; KRAUTH, 2015). Quando a parte atrativa é adicionada,
com 𝛼 = 1.4, uma certa quantidade de partículas próximas tendem a ficar presas no poço
do potencial, induzindo uma ordenação quadrada (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012). Logo
após o derretimento, o poço potencial ainda é relevante e muitos aglomerados quadrados
aparecem. À medida que a temperatura aumenta, a profundidade do poço torna-se pequena
quando comparada com a energia cinética. Nesse caso, as partículas vizinhas não ficam mais
presas no poço e sua ordenação é induzida pela repulsão da lei de potência, preferindo formar
aglomerados triangulares.

Para melhorar a visualização dos clusters com simetrias triangulares e quadradas, os apre-
sentamos separadamente, como segue: Figs. 20(a) e 20(c), referindo-se ao mesmo sistema
em 𝑇 = 0.95, mostram, respectivamente, um snapshot contendo as configurações com clus-
ters quadrados (círculos azuis) e clusters triangulares (círculos vermelhos). Da mesma forma,
as Figs. 20(b) e 20(d), que correspondem a um sistema em temperatura mais alta, ou seja,
𝑇 = 5.0, apresentam instantâneos da mesma configuração mostrando, respectivamente, os
aglomerados quadrados (círculos azuis) e triangulares (círculos vermelhos). Esses instantâneos
demonstram mais uma vez que os aglomerados triangulares se tornam dominantes em altas
temperaturas, embora a ordem quadrada permaneça presente e significativa.
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Figura 20 – Instantâneos configuracionais para sistemas em equilíbrio termodinâmico, onde clusters com or-
denação triangular e quadrada são apresentados separadamente. (a) e (c) correspondem a um
sistema em 𝑇 = 0, 95 enquanto (b) e (d) a um sistema em 𝑇 = 5. A primeira e a segunda linhas
exibem, respectivamente, apenas os clusters com ordenação quadrada (círculos azuis) e triangular
(círculos vermelhos). Regiões ampliadas são mostrados para melhor visualizar alguns clusters.

Fonte: O autor (2023)

4.4 OUTRAS DENSIDADES DE REDE QUADRADA: 𝜌 ̸= 𝜌0

É pertinente considerar densidades com valores em torno de 𝜌0, pois em qualquer situação
física real, o valor da densidade carrega um erro experimental. A Fig. 21 apresenta o diagrama
de fases 𝑇 × 𝜌 onde os valores do parâmetro orientacional local 𝜓4, calculados a partir das
configurações do sistema, são usados para fornecer as cores dos pontos. Consideramos os
intervalos: 0.19613 ≤ 𝜌 ≤ 0.23611 e 0.05 ≤ 𝑇 ≤ 1.05. A gama de cores varia de amarelo
(0.90 < 𝜓4 < 1.00) a verde escuro (0.30 < 𝜓4 < 0.45). Alguns instantâneos são exibidos para
os valores de densidade 𝜌 = 0.19965, 0.20512, 0.22504 e 0.23158 (veja as linhas verticais
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usadas para destacar os locais de densidade) e temperaturas indicadas na figura. A linha preta
vertical tracejada, na Fig. 21, sinaliza a região com a densidade 𝜌0 = 0.21473 do cristal
quadrado com energia potencial mínima.

Figura 21 – Diagrama de fases 𝑇 × 𝜌. As cores são baseadas nos valores 𝜓4 calculados para o sis-
tema. Alguns instantâneos do sistema são apresentados nas laterais do diagrama. As li-
nhas verticais indicam, da esquerda para a direita, os seguintes valores de densidade: 𝜌 =
0.19965, 0.20512, 0.21473, 0.22504 e 0.23158. O caso 𝜌0 = 0.21473 (linha preta tracejada)
corresponde à densidade para a qual a rede quadrada tem sua menor energia. Para densidades
dentro do intervalo 0.20512 < 𝜌 < 0.22504, o sistema derrete diretamente de um sólido cristalino
quadrado para um líquido, conforme descrito na Sec. 4.3. Para 𝜌 ≤ 0.20512 e 𝜌 ≥ 0.22504, ocorre
uma coexistência das fases sólida e líquida.

Fonte: O autor (2023)

O intervalo 0.20512 < 𝜌 < 0.22504 corresponde à região central do diagrama (ver Fig. 21),
que é delimitado pelas linhas verticais vermelhas tracejadas e pontilhadas. Para um valor
de densidade dentro desse intervalo, descobrimos que o sistema derrete diretamente de um
sólido cristalino quadrado para um líquido isotrópico. Assim, reproduzindo os mesmos cenários
encontrados anteriormente para o sistema com 𝜌0 = 0.21473.

As Figs. 22(a) e 22(b) apresentam a função de correlação 𝑔4(𝑟) em função da distância
𝑟, respectivamente, para os sistemas com os valores de densidade 𝜌 = 0.20699 e 0.22292.
Essas densidades estão localizadas dentro do intervalo central delimitado pelas linhas verme-
lhas verticais tracejadas e pontilhadas do diagrama de fases da Fig. 21. A Fig. 22 mostra que
os sistemas com valores de densidade 𝜌 = 0.20699 e 0.22292 derretem, respectivamente, nas
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temperaturas 𝑇𝑚 = 0.85 e 0.89. Das Figs. 22(a) e 22(b), podemos ver que 𝑔4(𝑟) é aproxi-
madamente constante, para 𝑇 < 𝑇𝑚, e decai exponencialmente, para 𝑇 ≥ 𝑇𝑚. Assim, não
observamos a ocorrência da fase tetrática, ou mesmo da fase hexática. De fato, calculamos
𝑔4(𝑟) e 𝑔6(𝑟) para vários pontos do diagrama de fases mostrado na Fig. 21 e nenhum decai-
mento algébrico foi observado, onde os gráficos de 𝑔6(𝑟) são todos semelhantes aos mostrados
nas Figs. 14(d).

Figura 22 – A função de correlação orientacional, 𝑔4(𝑟), para o sistema com 𝑁 = 2562 = 65536 partículas
coloidais e densidades: (a) 𝜌 = 0.20699, e (b) 𝜌 = 0.22292 . Essas densidades estão dentro da
região delimitada por linhas verticais vermelhas na Fig. 21. 𝑇𝑚 é a temperatura de transição. 𝑔4(𝑟)
tem um comportamento constante para 𝑇 < 𝑇𝑚, e um decaimento exponencial para 𝑇 ≥ 𝑇𝑚.

Fonte: O autor (2023)
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Para 𝜌 ≥ 0.22504, as fases sólida e líquida podem ocorrer simultaneamente para o sistema
em equilíbrio termodinâmico. Essa coexistência é comum em simulações NVT com transições
de fases de primeira ordem com diferentes densidades preferenciais.

Para temperaturas baixas (altas), a energia livre do sistema será minimizada na fase sólida
(líquida), ainda que não esteja em sua densidade preferencial. Existem temperaturas inter-
mediárias, onde as densidades de energia livre do sólido e do líquido são próximas. Nestas
temperaturas, existirão configurações com presença de ambas as fases onde cada uma possa
se aproximar de sua densidade preferencial de maneira a minimizar a energia livre total. As
inserções (e), (f) e (d) da Fig. 21 apresentam instantâneos configuracionais contendo a coe-
xistência de fases.

Em nosso caso, a variação da energia livre do sólido com respeito à variação de densidade
é bem maior que a variação da do líquido. Em outras palavras, o líquido tem compressibilidade
maior que o sólido. Portanto, o que mais influencia na aparição de coexistência é a adaptação
da parte sólida do sistema à sua respectiva densidade preferencial. Desta forma, as simulações
com uma caixa que tenha densidade geral próxima à densidade preferencial do sólido não
apresentam coexistência, pois a diminuição de energia causada pela adaptação de densidade
da parte sólida não compensa o custo energético causado pela aparição da interface entre as
fases sólida e líquida.

Similarmente, a coexistência de fases também ocorre para 𝜌 ≤ 0.20512. As inserções
(a), (b) e (c) da Fig. 21 ilustram esta situação. Aqui, a fase líquida é favorecida devido à
diminuição da densidade e, consequentemente, da pressão, fazendo com que parte do sistema
derreta enquanto outra permanece sólida. Ref. (CAMPOS; SILVA; APOLINARIO, 2012) considerou
um sistema semelhante com 𝜌 < 𝜌0, mas ali, o foco principal foi a investigação de processos
e configurações de automontagem em temperatura zero.

Apesar de interessante, a situação em que as duas fases podem coexistir em uma mesma
temperatura, não é o foco do nosso trabalho. No presente trabalho, estamos principalmente
interessados em entender os processos de fusão para a rede cristalina quadrada com a densidade
𝜌0. Nesse sentido, é pertinente considerar densidades com valores próximos a 𝜌0, pois em
qualquer situação física real, o valor da densidade carrega um erro experimental.
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5 CONCLUSÕES

Neste trabalho, investigamos através de simulações NVT de dinâmica browniana o pro-
cesso de derretimento de um sistema 2𝐷 que à temperatura zero forma uma rede quadrada.
Consideramos um potencial de interação que compreende tanto uma repulsão de núcleo duro
quanto um potencial adicional de poço quadrado suavizado (amaciado).

Para a rede quadrada, a densidade que minimiza a energia potencial total é 𝜌0 = 0.21473.
Nossas simulações demonstraram que a rede quadrada investigada, tendo densidade 𝜌0, ou
um valor em torno dela, derrete sem a intermediação de uma fase tetrática, que seria análoga
à hexática dada pela teoria KTHNY. Parâmetros de ordem orientacional são usados, por
exemplo, para demonstrar a não ocorrência de tal fase. Assim, o sistema passa diretamente
do cristal para o líquido. A coexistência é observada em altas ou baixas densidades, como
mostramos em um diagrama de fases.

Realizamos uma investigação detalhada onde as diferentes frações dos ordenamentos locais
foram computadas em função da temperatura. Constatou-se que, antes do derretimento, há
uma proliferação de regiões não quadradas ao longo da rede quadrada inicial, que são con-
tinuamente formadas e destruídas ao longo do tempo. Apesar dessas regiões desordenadas,
nenhum defeito topológico não ligado é observado. Na temperatura de transição, um desses
aglomerados líquidos começa a crescer com o aumento do tempo, até que todo o sistema fique
na fase líquida. Este último constitui uma transição de fase de primeira ordem sólido-líquido
de um passo.

Uma característica peculiar do estado líquido revelado é a presença persistente de dois
tipos distintos de aglomerados cristalinos, ou seja, aglomerados com ordenação triangular e
quadrada. Localizamos e medimos os tamanhos desses aglomerados e observamos que eles
são continuamente formados e destruídos ao longo do tempo. Esses agrupamentos podem ser
relativamente grandes, embora a função de correlação orientacional decaia exponencialmente
mesmo em distâncias curtas. As transições entre a ordem dominante dos clusters mostram a
rica variedade de subfases estruturais que podem estar presentes na fase líquida.
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