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RESUMO

Neste trabalho investigamos a dependéncia com a dimens3do do espaco de busca de pro-
priedades estatisticas do problema do caminhante aleatério em 1D e 2D realizando uma busca
por sitios-alvo cuja localizacdo é desconhecida (problema da busca aleatéria ou random se-
arch). Um dos nossos principais objetivos foi analisar se a dimensionalidade do espaco de busca
tem influéncia direta no mecanismo que controla alguns pardmetros importantes do sistema.
Estudamos trés quantidades estatisticas (eficiéncia 7, probabilidades do caminhante encontrar
o ultimo alvo visitado Py e de encontrar os demais sitios P, e a entropia de Shannon S) rele-
vantes ao problema da busca aleatéria. Utilizando técnicas de Fisica Estatistica conseguimos
modelar o problema de random search, sendo a nossa principal fonte de inspiracdo a questao
ecoldgica da busca por alimentos feita por vérias espécies de animais (problema do foraging).
Realizamos o estudo descrito para duas distribuicdes de probabilidades de tamanhos de passos
do buscador: a distribuicao do tipo lei de poténcia e a distribuicio a-estavel de Lévy, com
0 < a < 2. Revisamos para o caso 1D a obtencao de uma expressdo analitica para a distan-
cia média percorrida entre dois encontros sucessivos e consequentemente para a eficiéncia da
busca. Além disso, calculamos as probabilidades P, e Py, as quais permitem obter a entropia
de Shannon S associada ao problema. Descobrimos que as probabilidades P, e P;, bem como
a entropia .S, se comportam em funcdo de a de forma bem diferente em uma dimensao e em
duas dimensdes, um resultado surpreendente até entdo inédito na literatura. Enquanto em 1D
sempre se tem Fy > P;, em 2D ocorre um cruzamento interessante que separa os regimes de
busca com F, > P para os maiores valores de av e Py < P, para os pequenos valores de «,
dependendo da distancia inicial até o dltimo alvo encontrado. Também obtemos em 2D um
méximo na entropia S para a € (0, 2], ndo observado em 1D, com excecdo do limite balistico
a — 0. Nosso trabalho aprimora a compreensdo do papel relevante da dimensionalidade do
espaco em buscas aleatérias em diversos contextos, como, por exemplo, no problema das taxas

de encontro em biologia e ecologia.

Palavras-chave: dimensionalidade do espaco; buscas aleatérias; entropia de Shannon; distri-

buicdo de Lévy; superdifusao.



ABSTRACT

In this work, we investigate the dependence of the statistical properties of the random
walker problem in 1D and 2D on the dimension of the search space by performing a search for
target sites whose location is unknown (random search problem). One of our main objectives
was to analyze whether the dimensionality of the search space has a direct influence on the
mechanism that controls some important parameters of the system. We study three statistical
quantities (efficiency 7, probabilities that the walker will find the last visited target P, and
probabilities of finding the other sites P, and the Shannon entropy S) relevant to the random
search problem. Using Statistical Physics techniques, we were able to model the random search
problem, our main source of inspiration being the ecological question of the search for food
by various species of animals (foraging problem). We carried out the study described for two
probability distributions of seeker step sizes: the power-law type distribution and the a-stable
Lévy distribution, with 0 < a < 2. We reviewed the obtainment of an analytic expression
for the 1D case for the average distance traveled between two successive encounters and
consequently for the search efficiency. Furthermore, we compute the probabilities P and Pp,
which allow us to obtain the Shannon entropy S associated with the problem. We found that
the probabilities Py and Py, as well as the entropy S, behave quite differently as a function
of « in one dimension and in two dimensions, a surprising result hitherto unpublished in the
literature. While in 1D you always have Fy > Py, in 2D there is an interesting intersection
that separates the search regimes with Fy > P, for the largest values of a and Py < Pp
for the small values of «, depending on the initial distance to the last target found. We also
obtain in 2D a maximum entropy S for a € (0, 2], not observed in 1D, with the exception of
the ballistic limit & — 0. Our work improves the understanding of the relevant role of space
dimensionality in random searches in different contexts , as, for example, in the problem of

encounter rates in biology and ecology.

Keywords: dimensionality of space; random searches; Shannon entropy; Levy distribution;

superdiffusion.
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1 ASPECTOS GERAIS DAS BUSCAS ALEATORIAS

No presente trabalho, analisaremos alguns aspectos estatisticos da dinamica de um ca-
minhante aleatério a procura por sitios-alvo em espacos de busca 1D e 2D. Esse problema,
de natureza estatistica recebeu um nome especial ao ser incorporado nos dominios da Fisica
Biolégica, nome este conhecido como o problema do foraging (VISWANATHAN et al/ 2011)
ou o problema da busca aleatéria (Random Search). De maneira particular, faremos o nosso
estudo seguindo um modelo de comportamento ecoldgico que descreve a dinamica dos animais
quando estdo a procura de alimentos em regime de escassez. Nesse contexto, pensamos no
forager como um ponto material em uma dinamica estocastica que eventualmente encontra
um sitio-alvo. As aplicacdes praticas desse problema s3o incontaveis, abrangendo desde de
peixes a procura de algas microscépicas até a pessoas procurando objetos perdidos. Esse tipo
de abordagem esta diretamente relacionada a observacdo de um padrao matematico de busca
diferente, quando comparado a padrdes de busca conduzidos por uma distribuicao de tamanho
de passos governada pelo Teorema Central do Limite (TCL) (SIMS et al., 2008) (HUMPHRIES
et al, [2010) (SEURONT; DUPONCHEL; CHAPPERON, 2007)) (KNEGT et al.,, 2007). Tal compor-
tamento desconforme refere-se de modo direto as dinamicas de busca regidas pelo Teorema

Central do Limite Generalizado (TCLG), como veremos nas secdes posteriores.

1.1 UMA BREVE PASSAGEM PELA HISTORIA

Realizando uma pequena passagem pela histéria, pode-se apontar como o marco inicial
dos estudos relacionados as buscas aleatérias um evento testemunhado pelo bidlogo e quimico
holandés Jan Ingenhauz em 1785. Ele observou um movimento irregular do pé de carvao
suspenso em alcool (INGEN-HOUSZ, 1784)). Cerca de quatro décadas depois, o botanico Robert
Brown declarou ter visto um suposto movimento irregular de particulas de pdlen suspensas
em um fluido em repouso (BROWN, [1828). Essa dindmica descrita por R. Brown em 1827 é
denominada nos dias atuais de movimento browniano.

As primeiras tentativas de explicar esse movimento erratico vinheram do préprio Robert
Brown, que ao continuar com seus experimentos, testificou que as moléculas inorganicas imer-
sas em um fluido liquido também executavam esse tipo de movimento. Desse modo, ele des-

cartou a possibilidade de que este movimento estivesse relacionado apenas com as particulas
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organicas, ou seja, associados apenas as particulas “vivas”.

Com o passar dos anos, muitos trabalhos relacionados ao movimento browniano foram
desenvolvidos, a maioria até baseados na teoria de probabilidades, porém, estes ndo se mos-
traram t3o animadores para os pesquisadores no inicio do século XIX. No entanto, no inicio do
século XX, o tema voltou a despertar o interesse da comunidade cientifica. Esse fato se deu
apds o matematico francés Louis Bachelier defender sua tese de doutorado (em 1900) deno-
minada Teoria da Especulacdo. No trabalho em quest3o, ele utilizou o movimento browniano
como base para a criacdo de um modelo matematico que desenvolvesse melhores solucoes
para os problemas encontrados no mercado financeiro (BACHELIER, [1900). Por esse motivo e
demais contribuicdes na area de dinamica estocastica, Bachelier pode ser considerado o pai
da matemaética financeira.

Um segundo episédio que chamou atencdo para o assunto, foi quando o debate entre o
estatistico Karl Pearson e o fisico Lord Rayleigh veio a publico (PEARSON, 1905)) (RAYLEIGH,
1905)). Esse acontecimento chamou a atenco dos grandes cientistas da época a os quais se
destacam, Albert Einstein (EINSTEIN, |1905) (EINSTEIN, 1906) e Marian Smoluchowski (SMO-
LUCHOWSKI, 1916). Neste momento, foi quando o fisico alem3o de fato resolveu o problema,
deixando publicada a explicacdo mais aceitavel mediante a comunidade cientifica.

De fato, em 1905, A. Einstein motivado a resolver o problema do movimento browniano,
assumiu (assim como R. Brown) que n3o eram os grdos de pdlen que eram a matéria ativa,
mas sim que o movimento erratico se originava nas colisdes dos graos com as moléculas de
dgua presentes no sistema fisico (EINSTEIN, [1905)). Naquela época, ainda n3o se tinha um
conhecimento popular da existéncia das moléculas e muito menos dos d4tomos. Sendo assim,
além de consolidar o conceito da existéncia das moléculas e consequentemente dos atomos, o
alem3o ainda conseguiu calcular qual deveria ser o tamanho destas, apenas se utilizando de
informacdes contidas no movimento browniano.

Trés anos apds as contribuicdes tedricas de Einstein (em 1908), o fisico francés Jean
Baptiste Perrin verificou experimentalmente (PERRIN, 1926) todas as previsdes deixada pelo
fisico alem3o para o movimento browniano, tendo como destaque a consolidacdo experimental
da existéncia das moléculas, acabando assim, com todas as discussdes a respeito da veracidade
do modelo atomistico. Pelo devido reconhecimento a essa contribuicdo, Perrin ganhou o prémio
Nobel de Fisica de 1926.

O problema fundamental do caminhante aleatério comecou a ser estudando com uma maior

atencao a partir da década de 1960, pelo motivo de existir uma caréncia de modelos estatisticos
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que descrevesem bem sistemas bioldgicos (VISWANATHAN et al., 2011). Dessas colaboracdes
entre os profissionais de Fisica, Matematica e Biologia, emergiram novas formas de se fazer
ciéncia, no qual todos sairam beneficiados no final. Um dos muitos beneficios alcancados, foi
o desenvolvimento de varios modelos tedricos para atacar o problema das buscas aleatérias
(VISWANATHAN et al., [2011) (LUZ et al., 2009). Como exemplo de tais modelos, podemos citar
as caminhadas aleatérias com correlacdo (correlated random walks) (BARTUMEUS et al., |2005)),
os modelos de buscas intermitentes (intermittent searches model) (BENICHOU et al., 2006b) e
por fim, os voos ou buscas aleatérias de Lévy (Lévy flights or random searches) (VISWANATHAN
et al,, [1996) (VISWANATHAN et al., [1999a).

Por exemplo, nas buscas aleatérias correlacionadas, é introduzida ao modelo, uma cor-
relacdo de curto alcance entre as direcdes dos passos subsequentes. Tais correlacdes sdo in-
corporadas na tentativa de explicar o comportamento real do animal de se manter em uma
determinada direcdo por um longo tempo. Nos dias atuais, utilizam-se modelos mais modernos
tais como o das buscas aleatérias adaptativas e as buscas aleatérias compostas. Nesta dltima,
ocorre uma alternancia entre regimes de buscas extensivas e intensivas (ROGERS, 2008). Além
dessas, tém sido utilizadas também as caminhadas ditas self-avoiding walks (SAWs) nas quais
o caminhante n3o pode retornar a um sitio previamente visitado. Como tal, as SAWs tam-
bém podem levar a algoritmos de buscas bastante eficazes. Por outro lado, ndo é possivel
na realidade que o caminhante memorize muitas posicdes outrora visitadas por muito tempo
(SAKIYAMA; GUNJI, 2018)).

Desse modo, podemos perceber que nos modelos teéricos originarios (MATTHEWS, 1982)
havia um grande nimero de varidveis relacionadas a melhor estratégia de busca para cada
espécie de animal. Essas varidveis estdo diretamente ligadas, por exemplo, a habilidade de
predacao, aspectos fisiolégicos dentre outras caracteristicas.

Em vista disso, desenvolveu-se uma grande quantidade de trabalhos a fim de determinar
quais as variaveis que de fato seriam relevantes para a otimizacdo da eficiéncia da busca por
alimentos. No entanto, essa abordagem comecou a sofrer uma perda de interesse, devido, entre
outros aspectos, a dificuldades relacionadas a estudos laboratoriais e observacdes de campo
(VISWANATHAN et al., 2011)).

Todos esses modelos de busca desenvolvidos na época junto com os que vinheram posteri-
ormente, foram desenvolvidos para atacar problemas do tipo caminhantes aleatérios (random
walks) e estdo incorporados nas teorias de otimizacdo das buscas aleatdrias, (VISWANATHAN

et al, 2011). Essas teorias tém por objetivo identificar quais os pardmetros que definem a
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estratégia mais eficiente a ser utilizada pelos animais em busca de alimentos. Na teoria de
otimizacdo das buscas aleatdrias, o animal em questdo, adota uma dinamica de busca por
alimentos que otimiza o ganho liquido de calorias (WERNER; HALL, [1974). E presuposto que
esses processos de busca vém sendo otimizados ha milhdes de anos. Dessa maneira, os animais
que conseguem otimizar esse ganho de energia térmica, em virtude das melhores estratégias de
busca conseguem ter sucesso na perpetuacao da espécie via um processo evolutivo de selecao
natural (WERNER; HALL, |1974).

Em suma, podemos constatar nos modelos citados que em um contexto ecolégico, os
predadores a procura de alimentos em uma regidao desconhecida comporta-se como buscado-
res aleatodrios. Porém, é importante salientarmos que o modelo do caminhante aleatério nao
serve apenas para mapear o comportamento de um animal a procura de alimentos. Ele pode
também ser aplicado na extracdo de petrdleo (DULLIEN, 2012), em computadores procurando
por informacdes aleatérias (PIROLLI; CARD) 1995) e também pode ser utilizado para explicar
o comportamento dos fétons espalhados em lasers aleatérios (SHARMA; RAMACHANDRAN; KU-
MAR, 2006). No entanto, apesar do carater geral da teoria, no nosso trabalho iremos utilizar

o contexto ecoldgico, mantendo assim, a roupagem do problema do foraging.

1.2 EVOLUCAO DOS MODELOS FUNDAMENTAIS DE BUSCAS ALEATORIAS

A partir dos anos de 1990, as colaboracdes interdisciplinares entre Fisica e Biologia se
intensificaram a fim de um propdsito comum, agucar a compreencdo da teoria de otimizacdo
das buscas aleatérias. Agora, ao invés de manter a atenc3o nas caracteristicas especificas
de cada animal, passou-se a observar os seus padrGes gerais de movimento. Desse modo,
surgiu a possibilidade de reduzir o niimero de varidveis, mantendo o foco apenas nos aspectos
estatisticos globais durante a busca. Essa nova maneira de tratar o problema, facilitou a
aplicagdo da teoria e a andlise dos dados experimentais (VISWANATHAN et al., 2011)).

A maioria dos estudos realizados em buscas aleatérias no contexto do problema do fo-
raging, parte do pressuposto de que o animal ndo sabe a posicdo espacial de suas presas.
Seguindo essa linha, o problema de um animal procurando por alimentos torna-se semelhante
ao problema do caminhante aleatério em Fisica Estatistica. Na realidade, sabe-se que animais
podem demonstrar algum grau de conhecimento no que diz respeito ao ambiente de busca,
onde tal conhecimento depende majoritariamente de sua espécie. Uma teoria dessa magnitude,

que leve em consideracao esse nivel de conhecimento junto com os mecanismos que levem
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a localizacdo dos sitios-alvos, serd em principio, um objetivo a ser alcancado na teoria de
otimizacdo das buscas aleatérias (VISWANATHAN et al., |2011).

Os primeiros modelos das buscas aleatérias podem ser descritos como modelos relativa-
mente simples quando comparados com os modelos atuais. Esse fato se da, pois, estes, ndo
possuem nenhum tipo de correlacdo entre os passos do caminhante e desconsideram qualquer
tipo de tendéncia na busca. Por exemplo, quando uma busca estd munida de uma correlcao
direcional, significa dizer que a direcao do passo atual depende das direcGes dos passos to-
madas anteriormente pelo caminhante. Quando n3o temos esse tipo de correlacao, podemos
dizer que nao ha uma direcao privilegiada para os deslocamentos, o que implica diretamente
que as chances do buscador efetuar um passo em qualquer direcao sdo equiprévaveis. Além
do mais, na caréncia de correlacbes em geral, o comprimento do passo atual também n3o
é influenciado pelos comprimentos prévios. Assim, um buscador com auséncia de correlac3o,
tem sua posicao atual dependente apenas da posicdo do Ultimo passo executado. Processos
estatisticos dessa natureza s&o ditos markovianos (WEISS; WEISS| 1994).

Como ja foi dito, a década de 1990, foi um marco importante no estudo das buscas alea-
torias, pois, nesta época, ocorreram evolucoes importantes nos modelos estatisticos de busca.
O primeiro modelo utilizado para buscas aleatérias realizadas por organismos biolégicos foi um
aperfeicoamento da entdo caminhadas brownianas (KAREIVA; SHIGESADA), 1983)) (CRIST et al.,
1992) (HILL; HADER, [1997) (CODLING et al.,, 2004)). Estes primeiros modelos foram batizados
de caminhadas aleatérias correlacionadas (CACs), no qual agora, havia uma conex3o entre as
sucessivas orientacdes de passos (PATLAK, [1953)). A principal motivacdo do incremento desta
propriedade nos modelos estatisticos, foi a predisposicao dos animais a seguir se movimentando
ao longo da direcdo anterior. Isto acarretou em um maior uso dessa propriedade direcional para
analisar o deslocamento animal em diferentes conjunturas (MORALES et al., 2004) (CODLING;
PLANK; BENHAMOU, 2008)) (BENICHOU et al., 2006al).

Dessa maneira, o aprimoramento desse modelo introduz uma tendéncia para uma deter-
minada direcao local, ou seja, cada passo tende a apontar na mesma direcdo do anterior.
Contudo, foi observado que, o dominio sobre a direcao dos passos futuros decai com o passar
do tempo, de modo que, no final, a orientacdo dos passos se distribui de maneira uniforme
apds um grande nimero dos mesmos. Sendo assim, ficou constatado que as caminhadas alea-
tdrias correlacionadas, bem como o movimento browniano, se submetem ao Teorema Central
do Limite, isto é, o padrdo dos deslocamentos apés um grande niimero de passos tendem a

uma distribuicao gaussiana.
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No decorrer dos anos, um outro modelo de busca foi apresentado a comunidade cientifica.
Conhecido como caminhadas aleatérias intermitentes (CAls), este modelo, trouxe inovacdo
quando o assunto era deteccao de alvos. As CAls se destacavam ao caracterizar a dinamica da
busca em duas fases distintas: uma fase onde o caminhante apresenta movimentos com maior
comprimento de passo (carater balistico), onde o mesmo n3o é receptivo ao alvo, e outra fase
no qual o caminhante realiza um movimento browniano durante o qual uma varredura local
detalhada do espaco de busca é realizada, ocorrendo nesta fase a possivel deteccdo dos sitios
(LOMHOLT et al., [2008) (REYNOLDS, 2006)).

Uma particularidade deste método, estava na duracdo relativa entre uma fase e outra,
sendo esta ajustavel ao ponto de gerar uma estratégia 6tima a fim de solucionar o problema.
Comparado com as buscas aleatérias comuns, este método demostrou ser bem mais eficiente
(OSHANIN et al., 2009). AtualizacSes mais recentes nesse modelo sugerem a inclusdo de dis-
tribuicdes de tamanho de passos ditas com caudas longas, como por exemplo, a p(¢) lei de
poténcia na fase de reposicdo (OSHANIN et al., 2009) como veremos posteriormente.

O principal marco relacionado as estratégias de buscas aleatérias, se deu com o desenvolvi-
mento de novas ferramentas tedricas no contexto de Fisica Estatistica e Sistemas Complexos.
Tais ferramentas englobam desde dindmica superdifusiva até as ideias de escalas (VISWA-
NATHAN et al,, 1996). Desse modo, apareceram orientacOes tedricas de que os voos de Lévy
seriam uma estratégia de busca mais eficiente (VISWANATHAN et al., 1999a). Algum tempo
depois, foi constatado experimentalmente (SIMS et al., [2008)) que animais sob condicdes parti-
culares, especialmente no regime de escassez de alimentos e desconhecimento da localizacdo
dos sitios-alvo, ndo tém a distribuicdo de tamanho de passos seguindo o padrao gaussiano,
mas sim obedecendo um novo padrdo de distribuicdo da soma dos comprimentos dos passos
denominado distribuicdo de Lévy. Tais experimentos amadureceram a hipétese de que a distri-
buicdo de Lévy foi escolhida evolucionalmente por dar mais vantagens em relacdo a deteccdo
dos alvos para o caminhante (HUMPHRIES et al., [2010).

Uma diferenca crucial entre as classes de distribuicGes gaussianas e as de Lévy é perceptivel
quando observamos o comportamento do caminhante para passos muito longos. Nota-se que
as distribuicGes de Lévy decaem muito mais lentamente com a distancia quando comparadas
com as distribuicdes gaussianas, de forma que a probabilidade de ocorrer grandes passos numa
distribuicao de Lévy é consideravelmente maior do que numa distribuicao controlada pelo TCL,
conforme abordaremos a seguir.

Nas proximas secoes discutiremos de maneira objetiva os fundamentos da mecanica esta-
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tistica, procurando entender matematicamente os parametros relevantes para o problema das
buscas aleatérias. Em seguida, discutiremos com mais detalhes o Teorema Central do Limite
(TCL), iniciando por sua definicdo e em seguida fazendo sua demonstracdo. Também aborda-
remos a forma generalizada do TCL, a fim de podermos comparar as buscas do tipo Lévy com
buscas dominadas por distribuicoes de tamanho de passos submissas ao TCL. Por fim, iremos
nos aprofundar mais na distribuicdo de tamanho de passos de Lévy, realizando de maneira ob-
jetiva a sua expansdo na lei de poténcia no regime de ¢ > 1. Particularmente, vamos estudar
algumas propriedades estatisticas relacionadas ao problema das buscas aleatérias. Iremos ana-
lisar buscas em uma e em duas dimensdes averiguando assim, se a dimensionalidade do espaco
de busca tem influéncia direta no mecanismo que controla alguns parametros importantes do

sistema. A consolidacdo deste estudo serd o nosso principal objeto de interesse nesta tese.

1.3 FUNDAMENTOS DA MECANICA ESTATISTICA

Na presente secao discutiremos os elementos basicos da teoria de probabilidades. Abor-
dando desde da definicdo mais simples de probabilidade até o conceito de probabilidade con-
junta. Discutiremos todos os conceitos no regime das distribuices continuas das varidveis

aleatérias.

1.3.1 Distribuicdes continuas de variaveis aleatérias

Considere uma variavel aleatéria = e suponha que queremos saber a probabilidade de, ao

medirmos x, possamos encontrar algum valor X entre z e x + dz, logo,

Plx < X <z +dx) = p(z)dr, (1.1)

no qual X é o valor medido e p(x) é a funcdo densidade de probabilidade (PDF), de maneira
que p(x) em questdo é uma PDF devidamente normalizada.
As distribuicdes continuas também estao munidas de algumas propriedades que se encon-

tram nas distribuicoes discretas, tais como:

o Valor Esperado:
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Considere uma variavel aleatéria x e uma PDF continua p(z). Temos que o valor esperado

(média) de uma funco F'(x) é dado por,

(F(x))

/+OO drp(x) F(x). (1.2)

—00

Note que sendo x uma variavel aleatéria, F'(x) também se caracteriza como aleatdria, e assim

também ¢é descrita por uma PDF.
o Momentos da Distribuicao:

Dado uma variavel aleatéria = e uma PDF p(z), os momentos da distribuicdo é definido

como sendo,

& = (@) = / " e pla), (1.3)

—00

onde, &, pode ser convergente ou divergente (como veremos no caso da PDF «-estével
de Lévy). Na mecanica estatistisca é comum também se definir os momentos centrados
= ((z — xo)"™), de onde podemos extrair os conceitos de varidncia (n = 2), assimetria

3
(n = 3) e curtose (n = 4).
o Funcao Caracteristica:

§k) = FTp()] = [ deple)e ™, (1.4)

—0o0

que nada mais é do que a transformada de Fourier da PDF, que pode ser recuperada pela

transformada inversa dada por,

p() = LET ()] = [ 5% p(i) et (L5)

oo 2T

Expandindo e~"* em série de Taylor na Eq. |D obtemos,
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) = [ deate) |32 0

|
n=0 n.

3 <_Hf)n (2"), (1.6)

n=0 n

isto é, p(k) pode ser construida a partir dos momentos de p(x). Miltiplicando a Eq. (|1.6))
por ¢*%0 podemos obter momentos em relacio a um valor de referéncia x, os chamados

momentos centrais,

0 pk) = [ 58 playe e
_ : <_:f)n (x = 2o)"). (1.7)

o Cumulantes:

Bem como a funcdo caracteristica, outro conjunto de nlimeros que pode ser usado para ca-
racterizar uma distribuicdo sdo seus cumulantes. Assim, seja k, o cumulante de ordem n, é

definido que,

(k)] = 3

1 n

Kn, (1.8)

3

onde In[p(k)] é dita funcdo geratriz dos cumulantes. Substituindo a Eq. (1.6)) no lado esquerdo
da Eq. (1.8]) chegamos em,

In[p(k)] =1n | 1 —ik& — ;k2§2 - iék?’gg + 0" |, (1.9)

A

onde agora ficamos com In[p(k)] = In(1 + A). Considerando a expansdo de In(1 + A) em
série de Taylor, temos que,
A% A3

In(l+A)=A =+t (1.10)
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Agora, comparando os termos e agrupando as poténcias de k até O(k?) obtemos,

2

3
In[p(k)] = —ik&; — 2(52 - &)+ ZZ(& — 366 +28). (1.11)

Por fim, comparando a Eq. (1.11)) com a Eq. (1.8)) conseguimos encontrar os trés primeiros

cumulantes,

k1 =&
Ko = 52 — 51 (112)

Ky = & — 3616 + 267,

Note que o primeiro cumulante coincide com a média (valor esperado), o segundo com a
variancia e o terceiro com a assimetria da distribuicdo. Os demais cumulantes podem ser
obtido prosseguindo com esta anélise em ordens mais altas (KARDAR, 2007)).

Com essa breve introducao revisitamos alguns conceitos basicos que serdo de grande im-
portancia na demonstracao do TLC. No entanto, antes precisamos esclarecer o conceito de

probabilidade conjunta para que sé assim, possamos entender o procedimento por completo.

1.3.2 Probabilidade Conjunta

Antes de demonstrarmos o TLC propriamente dito, iremos deixar bem definido o conceito
de probabilidade conjunta (KARDAR, 2007)). Considere 1, xo, x3,- - -, ) varidveis aleatérias,

de maneira que possamos definir,

XE<:U17 T2, l’g,"',l']v), (113)

como sendo um vetor no espaco N-dimensional. Nosso principal interesse, é calcularmos a
probabilidade de obtermos x dentro de um determinado volume do espaco N-dimensional. Por

exemplo, x pode representar o vetor posicdo (z, y, z) de uma molécula de um géas armazenado
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em uma sala. Neste caso, queremos a probabilidade de encontrar uma molécula no elemento

de volume dV = dx dy dz, Portanto,

Px<X<x+dx)=P(r1 <Xy <zy+dry, oy < Xy <zy+dry)

=p(x)dx; - - - dxy, (1.14)

onde p(x) = p(x1,---,xy) é a PDF conjunta das variaveis 1, - -,z € consequentemente,
obedece a condicio de normalizacdo p(x) > 0 e [dV¥x p(x) = 1. Lembrando que estamos
considerando a integracao sobre todo o intervalo de possiveis valores de x4, - -, xy.
Algumas definicGes relacionadas a PDF de uma variavel se estendem trivialmente para as
PDFs conjuntas. Por exemplo, considere o valor esperado e a funcao caracteristica, as

mesmas podem ser dadas por,

(7)) = [ @ () p(x). (1.15)

) = [ @V p(x) e = (), (116)

ondek = (ki, ko, -, ky) ek-x = SN | k;z; respectivamente. Note que p(k) é a transformada
de Fourier N-dimensional de p(x), de modo que, sua transformada inversa é representada por,

dk ik-x

px) = [ Gy P (1.17)

Munido dessas definicbes, podemos finalmente definir os momentos e cumulantes. Contudo,

a expansao em série de Taylor é multivariavel e, portanto, envolve termos cruzados, assim,

- —ikiz —iknw o (=ik)™ (—ikn)™ »
p(k):<6 k11___€ kn N>:<<;(nll!)xll...rwjv!xNN>>
9] 00 1 . .
ni nN ’ )

€nyony
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onde §,,,..n,, S30 0s respectivos momentos conjuntos. Observe que os mesmos sdo os coe-
ficientes da expansao em torno de —tk = 0, ou seja,
o™ o2 omN

6o = ST B B ik = 0). (1.19)

Realizando um procedimento analogo, conseguimos encontrar uma expressao para 0s Cu-
mulantes conjuntos. Os mesmos sdo dados exatamente pelos coeficientes da expansdo de
In p(k), dados por,

o™ o2 g

ey = . . . Inp(k =0). 1.2
Knyny 8(—Zk1)m 8(—zk2)"2 a(—ZkN)”N Ilp( 0) ( O)

1.4 O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Na presente secdao iremos discutir um dos principais instrumentos tedricos normalmente
utilizado em sistemas fisicos com algum grau de aleatoriedade: o Teorema Central do Limite
(TCL). De fato, o grande motivo das intimeras aplicabilidades das distribuicdes gaussianas no
ambito cientifico geral, estd constituido no TCL (SOARES; SOARES; EMILIANO, 2019). Diversos
sistemas simples de carater aleatério satisfazem suas poucas condicGes, e este fato deixou
quase sempre marcada a presenca da distribuicao normal na explicacdo desses fenGmenos.

Neste momento, iremos enunciar e demonstrar o Teorema Central do Limite de forma

objetiva tomando como pressuposto suas principais caracteristicas (KARDAR, 2007)).

o Teorema: (Teorema Central do Limite). Seja © um conjunto formado por N varidveis
aleatérias independentes e uniformemente distribuidas, obedecendo uma funcao densidade de
probabilidade p(z), com média (z) e variancia ((Az)?) finitas. No limite de N — oo a distri-
buicao de probabilidades que descreve o comportamento da soma dos elementos do conjunto

i & o= L x, v istribuica ussiana,
O, isto é ?Ll ;, converge para a distribuicdo gaussiana

! (“"”_‘”0)2] , (1.21)

p(r) = s P l— 57

com média m = N(z) e varincia 02 = N((Ax)?).
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Iremos demonstrar o TCL para o caso de N variaveis aleatérias independentes determina-
das a partir de uma mesma distribuicdo de probabilidades p(x), com x = (xy, 3, - - -, xyN).
. . . .z 1 N .
Para concretizar tal feito, precisamos obter a PDF da varidvel X = & 370, (z; — (z)), isto
é, estamos interessados em calcular o desvio da média das N medidas em relagdo a (z).
Inicialmente vamos considerar o fato de, X = 3% @=@) hoder ser escrita como SN e
' 7=1 N P J=1%J

de modo que agora, a nossa PDF de interesse é p(¢), com,

(1.22)

Em seguida, note que p(e < ¢; < e+de) = p(z < z; < x+dx). Entdo, logo p(e)de = p(z)dz,

de modo que,

+o0 . +00 —ik(zx—(x
/ dee "™ p(e) = / dpe= v p(x). (1.23)

—00 —0o0

Pe(k)

) —ik(z—(z)) L.
Expandindo e~ em série de Taylor, obtemos,

Pe(k) = <1—ik(x_]\[<x>)+;(—ik)2(x_<x>>2+--->. (1.24)

Como 02 = ((x — (x))?), podemos escrever a seguinte expressio,

N k* o2 1
k) =1— 2N2+O(NS). (1.25)

Sendo N variaveis independentes, temos,

=1

px (k) = /dxl o~ dxy exp (—ikiq) p(xy) - - - play), (1.26)
ou ainda,

x(k) = [ / dry e~k p(xl)]N , (1.27)
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o que implica diretamente em,

2 2\ N 2 2
k%) ~ ko

s 3 (1.28)

Inpx(k) = In (1— 5N

Assim, fazendo o limite de N — oo chegamos a conclusdo que,

kQG%
W Px(R) = €T

(1.29)

Finalmente, tomando a transformada de Fourier inversa, obtemos,

- (x — (x)) 1 —X?
li X = — | = — — 1.30
NP jzz:l N V2o P ( 20% ) ' ( )

no qual, ox = O'm/\/ﬁ é o desvio padrdo da média das N medidas.

Portanto, observamos que a PDF relacionada a soma das variaveis aleatérias x; converge
para a distribuicdo normal no limite de N — oo para qualquer p(z) com média e variancia
finita, o que caracteriza o TCL como haviamos discutido. Na presente demonstracdo, consi-
deramos as variaveis x; independentes, porém, o teorema ainda é valido para varidveis com
uma dependéncia de curto alcance.

Para o caso em que as distribuicdes de probabilidades p(x) possuirem cumulantes infinitos,
como por exemplo, p(z) = 1/|z|'™*, onde 0 < a < 2, a soma das varidveis x; independentes
converge para a distribuicdo de Lévy, como discutiremos em secdes posteriores (KARDAR,

2007).

1.4.1 Caminhadas aleatérias gaussianas em 1D

Nesta subsecdo iremos abordar o problema das caminhadas aleatérias gaussianas em uma
dimens3o. Faremos uma abordagem de forma introdutéria a fim de obter um “primeiro con-
tato” com o problema que sera discutido nesta tese.

Desse modo, considere um caminhante que se move ao longo de uma reta, partindo da

origem. Sempre ap6s um intervalo de tempo 7 ele executa um passo de comprimento h
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para direita, com probabilidade p ou um passo com a mesma distancia para a esquerda, com
probabilidade ¢ = 1—p. Com a finalidade de descrever a busca do caminhante vamos introduzir
um conjunto de variaveis aleatérias independentes oy, 03, 03, - - - que assumem os valores de
+1 ou —1 conforme o passo seja dado para direita ou para a esquerda, respectivamente
(TOME, 2001). Note que a variavel o; indica o sentido do j-ésimo passo, e portanto, ela toma
o valor +1 com probabilidade p e o valor —1 com probabilidade ¢. Finalmente, observe que
a posicao do caminhante apds n passos, isto é, no instante t = nr1, serd x = hm, em que

m =01+ 03+ 03+ -+ 0,. A média e varidncia de o; nesse sistema sao dadas por,
a=(0j) =p—4q, (1.31)
b=(0}) —(05)* =1~ (p— 0)* = dpq, (1.32)

respectivamente. A fun¢do caracteristica g(k) da variavel o; é,

g(k) = ("*7) = pe™ + ge™™". (1.33)

Para determinar a probabilidade p,(m) de o caminhante estar na posicdo x = hm depois
de executar n passos, isto é, no instante t = n7, precisamos primeiramente encontrar a funcao

caracteristica correspondente, logo,

Gn(k) = [g(k)]" = (pe™ + qe=™)". (1.34)

Expandindo G,,(k) em série binomial, obtemos,

- n —L i -n
6uth) =3 (ot (1.35)

=0

Comparando com a definicdo de G, (k), dada por,

Gn(k) = zn: pn(m) e, (1.36)

m=—n

em que m toma os valores —n, —n + 2, - - -, e n, vemos que,
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pn(m) = ' p q : (1.37)
() (m5)!

A média e a variancia de m sao dadas por,
(m) =na =n(p—q), (1.38)
(m?) — (m)? = nb = 4npq. (1.39)

Se desejarmos obter a distribuicdo de probabilidades para n > 1, basta utilizarmos o teorema
do limite central, j& que a distribuicio em questdo tem cumulantes finitos. Sendo assim, a

partir do resultado da Eq. (|1.30]), obtemos,

1 2
(m—na)?/2nb
n(m) = e , 1.40
P ( ) V 2mnb ( )

vélido apenas para n > 1. A densidade de probabilidade p(x,t) = p,(m)/h da varidvel x no

instante t é,

p(z,t) = T g~ (@—et)?/4Dt (1.41)
em que,
.- hTa _ h<p;q>, (1.42)
D= f;f - hQipq. (1.43)
Obtemos ainda os resultados,
(x) = ct, (1.44)

(x?) — (x)* = 2Dt, (1.45)
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que indicam que ¢ é a velocidade média do caminhante. Caso o modelo do caminhante aleatério
seja aplicado para descrever o movimento de uma particula num certo meio, entao D é
chamado de coeficiente de difusao.

Consideramos agora uma busca aleatéria 1D genérica. Suponha que a cada intervalo de
tempo 7 o caminhante se desloca de um valor z; da posicdo onde se encontra. Suponha
também, que ele parta da origem, a posicdo no instante t = ™n é x = x1+x9+1x3+---+x,. Seja
p(x;) a densidade de probabilidade de z; e seja g(k) a correspondente fungdo caracteristica,

isto é,
g(k) = (%) = [ pay) ™ da;. (1.46)
A funcdo caracteristica G/(k) corresponde a variavel = é dada por,

G (k) = [g(R)]". (1.47)

Para obter a densidade de probabilidades da varidvel x para n > 1, utilizaremos a mesma
técnica usada para a demonstracao do Teorema Central do Limite. Portanto, cabe a nds

expandirmos a funcdo caracteristica g(k) em cumulantes até segunda ordem, ou seja,

g(k) = e Ak—nBI /2, (1.48)
desde que a média A e a variancia B de z; existem. Portanto,
G(k) = mAK—nBE/2 (1.49)
Lembrando que t = nrt e definindo ¢ = A/7 e D = B/27, assim,

G(k) = eieth=DI, (1.50)

que é justamente a funcao caracteristica de uma distribuicao gaussiana de média ct e variancia

2Dt. Desse modo, a PDF p(z,t) de x é,
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1
p(x,t) = ——— ¢~ (@=eD)?/4Dt, (1.51)

vVAar Dt

O resultado da Eq. pode ser entendido mais claramente se examinarmos um sistema
composto por um conjunto de muitas particulas que executam movimentos aleatérios inde-
pendentes e se levarmos em conta que a densidade de particulas é proporcional a densidade
de probabilidades p acima. Para o regime de tempos longos, a densidade de particulas é uma
gaussiana centrada em x = ct, com largura A = \/2_Dt E importante notar que p(x,t)

satisfaz a equacdo diferencial parcial,

op op 0?%p
Quando ¢ = 0 essa equacdo se reduz a forma,
op 0?p
o~ Do (153)

que é a equacdo da difusdo. A Eq. (1.52)) é a equacdo da difusdo com o coeficiente de arrasto.
Ambas s3o um caso particular de uma outra equacdo mais completa: a equacdo de Fokker-

Planck (TOME, 2001).

1.4.2 Caminhadas aleatérias gaussianas em 2D

Nesta secdo, vamos considerar a busca aleatéria de um caminhante se movendo num
espaco bidimensional. As buscas em trés ou mais dimensdes podem ser tratadas de maneira
semelhante. Neste caso, a cada intervalo de tempo 7, o caminhante se desloca da posicao onde
se encontra para uma nova posicdo. No j-ésimo intervalo de tempo, denotamos o deslocamento
pelo vetor r; = (x;, y;). Para prosseguir com a andlise, iremos considerar também que o
caminhante esteja na origem das coordenadas, a posicdo no instantet =n7 ér =r;+ro+--
-+r,. As variaveis ry + 1y + - - - + 1, sao consideradas como vetores independentes, com uma
determinada distribui¢do de probabilidades p(r;) = p(z;, y;) (TOME, 2001). A correspondente

funcdo caracteristica g(k) = g(k1, k2) pode ser escrita como,
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g(k) _ <6ik-r]~> _ <€i(k1xj+k2yj)>’ (1.54)
ou ainda por,
gli) = [ [ mp(x;)de;dy;. (1.55)

Note que z; e y; podem n3o ser independentes. A funcdo caracteristica G(k), correspondente

ao vetor r = (z,y) é dada por,

G(k) = (') = (eflelriratetin) = (eler)n = [g(k)]". (1.56)

A fim de obter a PDF do vetor r, utilizaremos a mesma técnica usada para demonstrar o TCL,

isto é, vamos expandir g(k) em cumulantes até ordem k2. Logo,

. 1
g(k) = exXp {z(aﬂfl + a2k2) — 5(1)11]@'% -+ 2b12k1k2 + bggk%)} y (157)

em que
ar = (z;) e ay=(y;) (1.58)

sao cumulantes de primeira ordem e

b = (73) — (z;)%, (1.59)
bia = (z;y;) — () (), (1.60)
bay = <yg2> - <?Jj>27 (1.61)

sao os cumulantes de segunda ordem. Assim, para ¢ = n7 grande temos,
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. n
G(k) = exXp {m(aﬂcl —+ a2k2) — E(bn/{?% -+ 2b12]€1k’2 + bgzk%)} . (162)
A densidade de probabilidade p,(r) = p,(z,y) do vetor aleatério r = (x,y) pode ser escrita
através da expressao,

1 —ikr
Palr) = / / =T G k) dk, ds. (1.63)

Resolvendo a Eq. ((1.63) obtemos uma gaussiana bidimensional dada por,

1
n\T, = —F——X
Pul) 2w/ n22D

1
<o { g

[bog (2 — nay)? + 2byg(z — nay)(y — nag) + by (y — nag)Q]} ,

(1.64)

onde neste caso, D = (by1boy — b3,)/2.
o Exemplo: Suponha que a cada intervalo de tempo 7 um caminhante se desloque uma

distancia h nas direcbes +x, —x, +y ou —y com chances equiprovaveis. Nesse caso,

g 5) = 10— W)O(y) + 5 6 + By

+30(e)3(; — h) + 360335 + ). (1.65)

A funcao caracteristica relacionada ao sistema ¢,

. 1 . . . .
g(kl, k?g) _ <ez(k1xj+k:2mj)> — Z (ezhkl + e—zk:kl + ezhkz + e—zhkg)’ (166)
ou podemos escrever na seguinte forma,
1
g(ky, ko) = 3 (cos hky + cos hks). (1.67)

Para obter resultados validos para n grande, utilizamos a expansao em cumulantes até ordem

de k?, dada por,
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gk, ky) = e MR/ (1.68)

Sendo assim,

Gky, ky) = e P R+RE/A (1.69)

no qual tomando a transformada de Fourier inversa da Eq. (1.69)), obtemos,

L ey (1.70)

Pu(,y) = — g

Definindo o coeficiente de difusdo D = h?/47, ent3o a densidade de probabilidade p(z,, )
de x e y no instante ¢ é dada por,
1

(22402
plx,y,t) = D ¢ (@+y")/4Dt. (1.71)

Neste caso, é facil ver que (z?) = (y*) = 2Dt, de maneira que, (r?) = (2? + y?) = 4Dt.

1.5 O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE GENERALIZADO

Como foi visto, o TCL institui que a soma de um conjunto de variaveis aleatérias, distri-
buidas com uma mesma PDF e munidos de valor esperado e variancias finitas, converge para
a distribuicdo gaussiana no limite de N — oo, onde N é o nimero de medidas realizadas. No
entanto, no caso em que a distribuicdo p(x) ndo possuir cumulantes finitos, o que acontece?
Nesse caso, a soma ainda converge, mas agora, para uma outra familia de distribuicoes, as

chamadas distribuicdes a-estaveis de Lévy (KARDAR, [2007)) como veremos adiante.

1.5.1 Distribuicoes a-estaveis de Lévy

Conforme diz o Teorema Central do Limite, a PDF que distribui a variavel,

x mtuve+-+un), (1.72)

~ N1z (
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€ uma gaussiana, se a distribuicdo de probabilidades de cada varidvel v; possuir segundo
momento bem definido (cumulantes finitos) para um valor de N medidas suficientemente
grande (V> 1) (TOME, 2001). Por conveniéncia, aqui admitimos apenas PDFs com médias
nulas. Caso as distribuicdes das varidveis v; sejam gaussianas, ndo é necessario que N seja
grande, isto é, para qualquer valor de N, a distribuicao de x serd gaussiana se as distribuicdes
de v; forem gaussianas. Podemos entdo dizer, que a distribuicdo gaussiana é uma distribuicao
estavel para a varidvel descrita pela Eq. (1.72).

Portanto, outras distribuicoes estaveis podem ser alcancadas se considerarmos a seguinte
variavel,

1

ZJZW(V1+V2+"'+VN), (1.73)

onde 3 > 0, retornando ao caso da Eq. (1.72), quando § = 1/2. Dada a distribuicdo p(v;),
em que estamos considerando ser a mesma para todas as varidveis v}, estamos interessados
em obter a distribuicdo p*(y) da variavel y. Escrevendo p*(k) como a funcdo caracteristica
associada a variavel y, temos que,

(R /NPAN. (1.74)

&
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e assim,

p(k) = [p(kN")]Y, (1.75)

onde p(k) é a fungdo caracteristica relacionadas as varidveis ;. Assumindo que a distribui¢cdo

resultante p*(y) seja a mesma distribuicdo para p(y;), entdo,

B(k) = [N, (176)

onde temos justamente a equac3o que relaciona p(k). A correspondente distribuicdo de proba-

bilidades é denominada genericamente de distribuicao estavel. Tomando o logaritmo de ambos

os lados da Eq. (1.76]), obtemos,
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Inp(k) = NInp(kN—?), (1.77)

onde vemos que In p(k) é uma funcdo homogénea em k. Em vista disso, uma possivel solu¢do

dessa equacao é dada por,

Inp(k) = —alk|?, (1.78)

em que a = 1/ e a > 0. Podemos ir mais além, obtendo uma expresséo fechada para p(k),

entao,

k) = e~ 1", (1.79)

Note que quando o = 2 temos que 3 = 1/2 e novamente a distribuicdo estavel em questdo
é a gaussiana. Ja quando 0 < « < 2 elas sdo denominadas distribuicdes a-estaveis de Lévy.
O exemplo mais simples de uma distribuicao de Lévy é obtido paraocasoa=1e 3 =0¢e

corresponde a chamada distribuicao de Cauchy-Lorentz dada por,

a

p(y) = py (1.80)

v +a?)
Para valores de o € (0,2), a distribuicdo ndo tem uma forma fechada simples, mas pode ser

obtida a partir da funcdo caracteristica por meio da transformada de Fourier inversa, isto é,

1 oo o
p(y) / o—ky=alkl® g1 (1.81)

T 21 )

A Fig. (1)) ilustra essas distribuicGes para os casos a = 2 (gaussiana), a = 1 (Cauchy-Lorentz),
a =0,5ea =1,5 E interessante notar que, no intervalo 0 < o < 2, essas distribuicdes
decaem de forma algébrica no limite de y — oo. Consequentemente, o comportamento de

p(y) para y > 1 é dado por,

p(y) = IS (1.82)
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em que A, ~ sin(ma/2)I'(1 + «)/7. Note que para y = 0 a distribuicdo p(y) diverge.
Tomando o logaritmo encontramos In p(y) = In A, — (1 4+ «)In|y|, onde Inp(y) em funcdo

de Iny possui um comportamento linear.

Figura 1 — Gréficos que indicam o comportamento de quatro distribuicGes estaveis definidas pela Eq. ,
correspondentes a « = 2 (gaussiana), & = 1 (Cauchy-Lorentz), & = 0,5 e a = 1,5. Os gréficos
denotam o perfil de p(x) X x respectivamente. Note que hd um crescimento acentuado de p(z) ao
passo que « diminui.
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Fonte: (ARAUJO, [2017)

Observe que o comportamento algébrico da Eq. nos direciona a um importante
resultado: as distribuicoes a-estaveis no intervalo 0 < o < 2 geralmente possuem cumulantes
infinitos (TOME, 2001)), porém, dependendo do valor de & a média (primeiro cumulante) pode
ser calculada ao passo que a varidncia (segundo cumulante) n3o pode. Dessa forma, elas ndo
obedecem as hipdteses do Teorema Central do Limite, e sim do Teorema Central do Limite
Generalizado.

As distribuicdes de Lévy, no intervalo 0 < o < 2, descrevem fend6menos que representam
grandes eventos raros, caracterizados aqui por uma cauda que decai lentamente como p(y —
00) ~ y~ 7 (KARDAR, [2007). Desse modo, o comportamento assintético descrito acima,
do tipo lei de poténcia, também conhecido como cauda longa, permite observar com mais
facilidade a divergéncia de alguns momentos da distribuicao. Essa propriedade nos motivou a
utilizad-la no modelo para buscas aleatérias devido a facilidade ligada a variacdo de apenas um
parametro («). Fazendo somente essa varredura, é possivel passar do regime difusivo (a = 2)

para o superdifusivo (0 < v < 2), como veremos mais adiante.
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1.5.1.1 Expansdo da distribuicdo de Lévy em uma lei de poténcia

Ao verificar a Eq. , vemos que a distribuicdo de probabilidades p(x) para a soma de
N passos é dada pela transformada de Fourier inversa da funcao caracteristica dos passos
individuais, apenas utilizando a condicdo de que as varidveis x; sao independentes e igual-
mente distribuidas. Primeiramente, vamos considerar que a variavel ¢ represente a soma dos
comprimentos de N passos individuais. Fazendo a substituicdo x = ¢ na Eq. , ficamos

com,

+oo dk ,
p(t) = [ S ak) €™ (1.83)
—00 2
A funcao caracteristica determina completamente a distribuicdo de ¢ e estd munida de varias
propriedades que serdo bastante Gteis. Porém, de maneira geral, pode-se mostrar que (NOLAN,

2020) que as distribuicdes a-estaveis possuem um p(k) na forma,

iy < LIk B tan () sn(i)). para a1 (1.84)

exp[—|k|(1 + 43 Zsign(k) In(|k]))], para a=1

=

emque 0 < a <2e—1< f <1 respectivamente. A funcdo sign(k) é denominada funcdo
sinal. A Eq. é a forma geral da funcdo caracteristica da distribuicao de Lévy, onde nela,
temos presente a fase que depende do parametro (3, onde este é o responsavel pela assimetria
na distribuicdo. De fato, para 8 = 0, obtemos a funcdo caracteristica da distribuicao de Lévy
simétrica dada pela Eq. (1.79).

Aqui também vamos considerar a = ¢, uma constante com dimensdo de comprimento.
Vimos que o TCL generalizado garante que ap6s um nimero grande de passos N a PDF
para um deslocamento ¢ em um processo de caminhadas de Lévy converge para uma familia
de distribuicoes de Lévy, chamadas usualmente de distribuicdes a-estaveis de Lévy. Em vista
disso, note que a parte imaginaria se anula na integracao da Eq. , consequentemente,

obtemos no caso simétrico,

() = /0  costkl) —nigre gy (1.85)

™

com 0 < o < 2. Integrando por partes a equacao acima, encontramos,



45

p(l) = koo Nk g, (1.86)

Nl /00 sin(k/)
0 14

™

Fazendo uma substituicdo simples, y = kf = dy = {¢dk, logo,

N’g {e% (87
Oa/ YL sin(y) e N/ dy. (1.87)

7-‘-61—',-04

Considerando o limite de ¢ — oo com 0 < o < 2, encontramos,

_ Nl
glia/ Y sin(y)dy. (1.88)

Resolvendo a integral separadamente, encontramos que, [5° y* ! sin(y)dy = I'(a) sin(ra/2),
onde I'(«) é a funcdo gama. Sendo assim, vemos que no limite assintético com £ >> 1, temos

que,

NtgaTl' (o) sin(ra/2) 1

p(0) ~ - Jira (1.89)
ou ainda, fazendo A, = N{yal'(«)sin(ma/2)/m, finalmente encontramos,
Ao
p(l) = e (1.90)

para 0 < o < 2. Sendo assim, verificamos que para ¢ > 1, a distribuicdo de Lévy se comporta
como uma lei de poténcia, demonstrando assim, uma das distribuicdes que estudaremos neste
trabalho. Aqui, iremos considerar um caminhante aleatério em espacos de busca 1D e 2D,
com comprimentos de passos individuais ¢ independentes, distribuidos por uma PDF de Lévy

e uma lei de poténcia dada por,

A
p(l) = e se [¢] = (o, (1.91)

em que, caso contrario p(¢) = 0, devido ao truncamento inferior em ¢ = {, pois, distribuicdes

com ¢y = 0 ndo sdo normalizaveis. A partir deste momento associaremos também em 1D,



46

passos de tamanhos negativos (|¢{| = —/) com os deslocamentos para a esquerda e passos
de tamanhos positivos (|¢| = ¢) com deslocamentos para direita, com passos de tamanhos
idénticos em qualquer dos dois sentidos sendo equiprovaveis. Com as presentes consideracoes,

podemos normalizar a p(¢) acima e obter uma expressdo fechada para A,. Portanto,

+o0 b dl oo dl

pac=a, [ oA [ = 1.92

/—oo p(f) ‘s |f|o+1 A 6 |e|et! ( )

Substituindo u = —¢ — du = —d{ e ajustando os limites de integracdo na primeira integral,
temos

o —du o du
A [ [ 103
“Joo | — u|ot! “Jey |u|ott (1.93)

o que deixa a integral acima igual a segunda. Assim, resolvendo as duas partes temos,

zAg/oo e _
V4

0 ’€|a+1
Lo 1
(% N QAg
Q e}

Observamos que para a distribuicdo nao divergir precisamos impor o > 0. Desta forma,

podemos reescrever a nossa distribuicdo como,

Ag (6] o 1
p(é) = ‘€|a+1 = §£0 ’€‘a+17 s€ |£| Z €O~ (195)

Em nosso trabalho, esse serd o formato da lei de poténcia que utilizaremos. Também, verifica-
remos que mesmo a lei de poténcia sendo o limite assintético da distribuicao de Lévy, as duas

p(¢) tem algumas diferencas quantitativas que serdo exploradas nos capitulos posteriores.

1.5.2 A distribuicao de Lévy e o problema da busca aleatéria

Ao analisar com detalhes o problema da busca aleatéria, pode-se dizer que a distribuicao de

Lévy, dentre as outras, é a que melhor se adequa ao problema quando o assunto é modelagem
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computacional. Isso se da, por conta da sua capacidade de computar eventos estatisticos raros
quando comparada com as distribuicGes gaussianas ou qualquer outra PDF governada pelo
TCL. As p(¢)'s de Lévy, por exemplo, ja foram utilizadas para modelar a trajetéria de um
féton em um meio turbulento (RAPOSO et al., 2022), para modelar o episédio da inversdo de
pblos magnéticos da Terra (CARBONE et al.,, [2006). Partindo para as ciéncias bioldgicas, as
distribuicGes de Lévy também ja foram utilizadas por cientistas para a modelagem do evento
das batidas do coracdo, sendo estas com valores o = 1,7 associadas as pessoas saudaveis, e
a > 2 (comportamento normal) relacionadas as pessoas com alguma patologia (PENG et al.,
1993).

Estando sempre presente na maioria dos eventos estatisticos, a distribuicdo de Lévy também
se apresenta no problema ecolégico de buscas por alimentos (problema do foraging). Tendo
em vista que, nesse contexto, ja foram observadas as chamadas difusGes anomalas, descritas
por ter um grande nimero de pequenos saltos intercalados por longos saltos raros.

Nessa circunstancia, é conveniente diferenciar as chamadas caminhadas de Lévy (Lévy
walks) dos ditos voos de Lévy (Lévy flights) (VISWANATHAN et al., (1996) (SHLESINGER; ZAS-
LAVSKY; FRISCH, |1995)). Nas caminhadas de Lévy, o buscador viaja com velocidade constante e
finita e em geral indepedente do tamanho do passo. Desse modo, o tempo para o caminhante
percorrer toda a trajetéria é proporcional a distancia total de todo o percurso. Este fato acar-
reta diretamente na existéncia de um deslocamento quadratico médio dependente do tempo.
Por outro lado, nos voos de Lévy os passos sao instantaneos, ou seja, passos sem nenhuma
duracdo temporal, de maneira que o caminhante salta dentre diferentes posicoes no espaco
de busca sem que um intervalo de tempo At seja definido entre duas posicoes ocupadas.
Dessa forma, podemos observar que o deslocamento médio quadratico ndo pode existir em
funcdo do tempo. Por esse motivo, é praticamente impossivel a utilizacdo dos voos de Lévy
em fendmenos fisicos realistas. Por tal motivo, as Lévy walks sdo as candidatas ideais para
modelar o comportamento de uma particula em difusao anémala.

Neste trabalho, usaremos os conceitos e técnicas de fisica estatistica e sistemas complexos
de forma direta e objetiva para observarmos o comportamento das distribuicoes de Lévy e
lei de poténcia respectivamente. Daremos uma atencdo maior nos aspectos de um parametro
especifico que até entdo ndo comentamos, a chamada entropia de Shannon para as buscas de
Lévy. Abordaremos o tema de forma suscinta no capitulo 3, onde explicaremos os principais
topicos da Teoria da Informacdo Classica.

No préximo capitulo, iremos nos aprofundar em um modelo (método) de buscas aleatérias
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denominado de Método do Operador Integral. La evidenciaremos todo formalismo tedrico que
compde o modelo. Aplicaremos 0 mesmo, especificamente para as buscas dominadas pela lei de

poténcia, procurando interpretar nossos resultados a luz da teoria geral das buscas aleatérias.
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2 0 METODO DO OPERADOR INTEGRAL

Neste capitulo discutiremos os principais elementos do método do operador integral, mé-
todo este, aplicado as buscas aleatérias unidimensionais, no qual um caminhante procura por
sitios-alvo espalhados ao longo de uma trajetéria retilinea. Inicialmente, definiremos as regras
gerais que comandam o modelo computacional que utilizamos, em seguida calcularemos de
forma global o livre caminho médio percorrido pelo buscador até o encontro de um sitio e
mostraremos que o mesmo esta fortemente relacionado com a eficiéncia da busca. Também
vamos obter uma expressao para as probabilidades de o caminhante encontrar os seus alvos,
onde os mesmos estarao localizados em posicdes opostas em relacao ao ponto de partida. De
maneira sucinta, mostraremos como ocorre o processo de discretizacdo do espaco de busca,
tendo em vista a necessidade da obtencao dos resultados numéricos. Por tltimo, calcularemos
analiticamente o livre caminho médio, os elementos da matriz de saltos entre os sitios e a
probabilidade de que o buscador alcance cada alvo existente. Nessa etapa, usaremos como
gerador do tamanho e direcao dos passos do caminhante a distribuicao de probabilidades do

tipo lei de poténcia.

2.1 REGRAS GERAIS DE UM MODELO DE BUSCAS ALEATORIAS

Daremos inicio ao capitulo, descrevedo de forma objetiva o modelo tedrico de buscas
aleatdrias que utilizamos nesta tese. Em seguida, vamos nos limitar a um caminhante num
espaco de busca unidimensional, que é o nosso caso de interesse no momento, levando em
conta que queremos compreender o método do operador integral.

Considere um caminhante aleatério em um espaco d-dimensional procurando por sitios-alvo
distribuidos aleatoriamente, separados por uma distancia média A\ entre eles. Neste processo
de busca, o cacador possui uma distancia limite ao seu redor para que o sitio seja detectado
por ele, isto é, o alvo sé serd encontrado quando o mesmo se localizar dentro das fronteiras
dessa distancia. Esta peculiaridade presente no modelo recebeu o nome de “raio de visao”, no
qual denotaremos por r,. Em sua caminhada, o buscador se comporta balisticamente quando
estd 3 procura do alvo, nesse percurso, ele varre um “volume” proporcional a r¢~!. Sendo
assim, podemos dizer nessas condicdes que A seria o0 comprimento médio entre dois sitios-alvo

nesse corredor (VISWANATHAN et al., (1999b)), ou seja,
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A —— (2.1)

onde p é interpretada como a densidade de sitios-alvo (RAPOSO)|, [2003). O procedimento geral

de busca aleatdria que consideraremos no modelo obedece de forma objetiva duas regras que
veremos a seguir. No entanto, antes de examinarmos as mesmas, podemos contemplar um

esquema ilustrativo do modelo de busca em duas dimensdes como mostra a Fig. [2|

Figura 2 — Esquema de uma busca aleatéria em duas dimensdes. Vemos vérios sitio-alvo (circulo preto) loca-
lizados dentro de uma “caixa” L x L. A regra 1 entrard em vigor quando pelo menos um sitio se
encontrar dentro do raio de visdo r, (circulo branco), nesta condigcdo, o caminhante se move até
ele em linha reta. Enquanto o alvo n3o é detectado, o caminhante escolhe uma direcdo aleatédria e
um comprimento de passo ¢; a partir de um sorteio regido por uma distribuicdo p(¢) como descrito
na regra 2. Todo o processo de busca esta sujeito a condicdes de contorno periddicas.

L

Fonte: O autor (2023)

A Fig. 2 nos traz um esquema onde um caminhante aleatdrio realiza buscas em um espaco
de busca em duas dimensdes. A ordem e o tipo de acdo a ser executada pelo buscador durante

a sua busca segue um padrao governado pelas regras apresentadas a seguir:

1. Se existir um sitio presente no limite do raio de visdo r, do buscador, o mesmo se di-

recionara em linha reta ao sitio detectado.

2. Se ndo existir um sitio, ocorre um sorteio do tamanho do passo, regido por uma distri-

buicdo de probabilidades p(¥), e da sua direcdo, uniformemente distribuida em todo o espaco.
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O caminhante ent3o inicia o processo de busca sempre procurando por um sitio-alvo dentro
do raio 7, a medida que se desloca. Se ao longo da extensao do passo ele detecta um sitio, o
passo é truncado e ele se dirije ao sitio em linha reta, segundo a regra 1. Se nenhum sitio é
detectado ao final do passo, entao o processo de busca se reinicia a partir do inicio da regra
dois.

Este tipo de modelo se adequa consideravelmente ao problema bioldgico do foraging onde
neste sistema temos a permissdo para estudar essencialmente dois casos, a saber: busca des-
trutiva e busca ndo destrutiva (VISWANATHAN et al., |1999b)). De maneira sucinta, a busca
destrutiva acontece quando o sitio-alvo, outrora encontrado pelo caminhante, se torna inde-
tectavel em uma busca posterior. Em um problema biolégico, podemos considerar que a presa
foi totalmente consumida pelo predador e o seu ciclo de reproducao demora um tempo maior
para acontecer do que o tempo da caca. Dessa maneira, a busca nao destrutiva se da quando
o sitio-alvo pode ser visitado pelo caminhante por diversas vezes, o que ocorre quando um
predador ndo consome sua presa totalmente podendo assim, retornar ao seu encontro quando

desejar.

2.1.1 Buscas aleatdrias em uma dimensao

Neste momento, vamos descrever o problema do caminhante aleatério unidimensional,
onde nas secBes posteriores iremos realizar o célculo do livre caminho médio percorrido por
um buscador em um intervalo finito contendo dois sitios-alvos e o niimero médio de passos
dados até o encontro de um sitio.

Como podemos verificar na Fig. , um caminhante aleatério estd a procura de sitios-
alvo em uma rede unidimensional com condicdes de contorno absorventes. A busca se inicia
a partir de uma posicao inicial zy dentro do intervalo total, isto é, 0 < xo < A. Os sitios-
alvo, por sua vez, encontram-se localizados nas bordas, exatamente nas posicbes de x = 0
e x = ) respectivamente. De maneira geral, assim que ocorre a captura do alvo, uma nova
busca se inicia com um novo valor de zg. Isto significa que para cada encontro (caminhante
+ sitio-alvo) um sorteio de uma nova posicdo inicial é feito, tornando cada busca isolada e
independente da anterior. Desse modo, entendemos que a distancia total percorrida em uma
trajetéria é a soma interligada de cada percursso isolado, intercalados de encontros sucessivos
entre o buscador e o alvo capturado (VISWANATHAN et al., [1999b).

Como discutimos anteriormente, apds a captura de um sitio-alvo um sorteio de um novo
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Figura 3 — Caminhante aleatério em 1D a procura dos sitios-alvo (circulos pretos) localizados em z = 0 e
x = A, onde o sentido e o tamanho do passo sido sorteados por uma distribuicio de tamanho
de passos p(¢). O buscador (quadrado vermelho) se encontra no regime de buscas destrutivas
(zo/A = 1/2), isto é, ao capturar o sitio ele jamais poder3 retornar a sua localizacdo numa busca
posterior.)

Buscador
Alvo Alvo

/\r\

Fonte: O autor (2023)

xo acontece. Por esta razao, neste modelo é comum escolhermos uma funcdo densidade de
probabilidades (pdf) para a distribuicdo das posicdes iniciais, isto é, p(zg). Neste trabalho,
vamos considerar que para cada nova busca o valor de z sera fixo. Posteriormente, veremos
que para as buscas destrutivas e ndo destrutivas escolheremos respectivamente, o = \/2 e

Ty X Ty.

2.2 ABORDAGEM ANALITICA DE (L) E (n)

Apos a descricao do nosso modelo de buscas em 1D, vamos agora nos concentrar em
encontrar uma expressao analitica para alguns parametros que nos serao muito Uteis. Pri-
meiro, vamos calcular explicitamente a distancia média percorrida entre dois alvos sucessivos
que foram apanhados, (L). Posteriormente, calcularemos o nimero médio de passos entre
dois encontros subsequentes, (n), para um caminhante que parte de uma posic3o inicial
(BULDYREV et al., 2001b])(BULDYREV et al., 2001al).

Inicialmente, suponha que o caminhante encontre um dos sitios apés n passos. A distancia

total percorrida até que o encontro entre o buscador e o alvo ocorra é:
n
Ly =1l (2.2)
i=1

onde |¢;| representa o comprimento do i-ésimo passo. Percebemos que o niimero médio de

passos n sera maior de acordo com a distancia que o caminhante estiver inicialmente dos
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sitios presentes na busca. Isso acontece porque se o “cacador” estiver inicialmente préximo
a sua “presa” serda maior a probabilidade desta ser encontrada, implicando em um n menor.
Portanto, verificamos que a distancia total percorrida da caminhada tem uma dependéncia
com a posicdo inicial g, ou seja, L, = L,(xy). Tomando a média sobre o comprimento total

trilhado pelo buscador até o encontro de um alvo, temos que:

(L) = 36D, (2.3)

i=1

onde podemos atestar o importante detalhe de que n é um nimero que estad contido no
intervalo 1 < n < oco. Essa informacao nos mostra que no processo de busca, um sitio pode
ser detectado no primeiro passo, n = 1, ou em um ndmero grande de passos, n > 1. Partindo
desse fato, vamos definir P, como a probabilidade de um alvo ser encontrado ap6s um nimero
n de passos. Assim, ao realizarmos a média sobre todo o passeio partindo de zy precisamos

considerar o peso estatistico associado aos encontros com diferentes n's, isto &,
[oe)
(L) = PulLn). (2.4)
n=1

Pelo fato de P, representar uma probabilidade, sabemos que todos os valores de P, para cada
valor de n existente estdo conectados por uma normaliza¢do, de maneira que > 77, P, = 1.
Isto quer dizer que no processo de busca, pelo menos um dos sitios localizados em z = 0 e
x = )\ sera descoberto.

Para obtermos uma expressdo para P,, precisamos definir uma funcdo densidade de pro-
babilidade, p,(x,) de encontrar o forager num intermédio entre x,, e x,, + dx, apds n passos.
Sendo assim, a probabilidade de que o cacador ainda nao tenha encontrado um sitio depois

de n passos é:
~ A=y
P, :/ Pn(xy)dy,. (2.5)

Por completeza, a probabilidade de encontrar um sitio apdés n’ > n + 1 passos é:

Puyspi1=1—P,. (2.6)
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O entendimento desses resultados nos possibilita obter uma expressao para a probabilidade

de um sitio ser encontrado em sua posicao exata apds n passos, a qual é dada por,

Pn: |Pn’2n+1_Pn’2n| = |pn_pn—1|7 (27)

onde utilizando a Eq. (2.5), podemos representar nosso resultado em termo da seguinte inte-

gral,
Pa= [ la(o) = palola (2.8)

E bem notével lembrar que p;(x) é a densidade de probabilidades de o sitio ndo ser detectado,
portanto p,,—1(x) > p,(z). Isso acontece pois a probabilidade de encontrar o alvo aumenta a

medida que n cresce. Fazendo agora a substituicdo da Eq. (2.8)) na Eq. (2.4)), ficamos com,

(0= 3 [ dalpaesta) = pu(aE) 0
- Z //\ " dxpn,_1( Z//\ B dxp,(x)(L,)(x). (2.9)

Neste momento, vamos trocar o indice no primeiro somatério, n — n-+1, e complementaremos
com o termo de n = 0 no segundo somatdrio, considerando que Ly = 0. Dessa maneira agora

temos que,

(1= 3 [ dapaLasn)@) = 3 [ de o) L))
=3 [ o) (L) = (L)) (210)

Da Eq. (2.3) obtemos que

(L) () = ([} + ([ l2]) + . + (|€n]), (2.11)

deste modo,
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(L) (@) = (L) () = (([a]) + (2]} + o 4 ([ nl) + ([lnia]))
— (Gl + {[Lf) + ... + )
= (|fns1])- (2.12)

Dessa maneira, (L) pode ser representado da seguinte forma:
> A—Ty
Ly =3 [ dupa()(unal) (@), (2.13)
n=0""v

Pelo fato de (|¢,,1|) corresponder ao comprimento médio de um passo individual, ele ndo
depende da ordem de n ou n £ i e sim apenas do z,. Ou seja, o n-ésimo passo depende da
posicdo x,,_1 onde o passo n — 1 por sua vez, depende de x,_, e assim sucessivamente até
alcancarmos a dependéncia de (|¢|) com x = x. Por essa razdo, podemos representar a média

(1e) = J=2 |€|p(€)del explicitamente como,

xo—4o A—Ty
(0])(zo) = /Tv (xo — x)p(x — 20)dX + - (x — zo)p(x — zo)dz +
+(zo — 1) /_r; p(x — xo)dx + (A — 1, — ) /;iv p(r — xo)dz, (2.14)

onde xy € [r, + lo, A — 1, — L], em que ¢y é o comprimento de passo minimo do caminhante.

Realizando a substituicdo ¢ = = — x( acima, obtemos,

(= [ e+ [ ptoar

(wo — 1) [ O+ (A== o) / T e, (2.15)

A—Ty—2X0

—(wo—1v)

em que as duas primeiras integrais representam buscas nos dois sentidos (esquerda e direita)
sem que tenha ocorrido um encontro. As integrais restantes (terce/'ra e quarta) representam
as buscas onde irao ocorrer deteccdo de sitios.

Um esquema detalhado das buscas em duas dimensdes pode ser observado na Fig. ,

onde é possivel verificar em (@) o momento em que ocorre a deteccdo do sitio, isto é, o alvo
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encontra-se dentro do raio de visdo. Também pode-se acompanhar em (b) a dindmica balistica
do caminhante enquanto o mesmo n3o descobre nenhum sitio presente no espaco de busca. A
Fig. (4) ilustra bem o significado das Eq. e da Eq. (2.15]), mostrando como as integrais
imersas na simulacdo conseguem gerar esse perfil de busca.

Note que ao definirmos ¢, como comprimento de passo minimo, gerou uma consequéncia
direta para a funcdo densidade de probabilidade do forager, uma vez que |¢| em nenhum
momento pode ter um valor menor do que ¢y. Assim, constatamos que para ¢ < ¢y, p({) =0
e esta conclusao nos leva a uma préxima para as duas primeiras integrais. A primeira sera nula

parar, < xo <1, + lgeasegunda para A\ — 1, — Uy < xg < A — 1.

Figura 4 — Esquema de uma busca aleatéria em duas dimensdes. Em (a) vemos um sitio-alvo (circulo vermelho)
localizado dentro do raio de visdo r,, isto é, o caminhante caminhara até ele em linha reta. J4 em
(b) vemos a representacio do que acontece quando o caminhante ainda n3o encontra um sitio-alvo,
ou seja, ele escolhe um dire¢do aleatéria e um comprimento de passo ¢; a partir de um sorteio
regido por uma distribuicdo p(¥¢).

Buscador

Sitio-Alvo
[ )

o

Buscador

Sitio-Alvo

2ry

Fonte: O autor (2023)

Pelo motivo que discutimos no paragrafo anterior, podemos agora reescrever Eq. (2.13))

em funcdo de z, logo,
1) =3 [ dsp@) e @) (2.16)

A partir deste ponto nao podemos avancar na demonstracao de uma expressao mais completa
para (L), uma vez que para tal feito, precisamos desenvolver mais p,(x). Portanto, de modo

geral, podemos representar p,(x) da seguinte maneira,

A—Ty
pi(z;) = / pic1(zi—1)p(x; — xim1)dwi—q. (2.17)
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A Eq. nos mostra que a soma que realizamos foi sobre todas as possibilidades de
chegarmos ao sitio de x; partindo do sitio x; 1, com o passo de tamanho |x; —x; ;| executado
com probabilidade p(x; — z;_1)dz;_;.

Como um exemplo simples, considere um buscador que inicia sua busca patindo de xy = w,
com 1, < w < A — 1, assim, no inicio da caminhada sua densidade de probabilidade py(z()

serd uma funcdo delta de Dirac, isto é, pg(xg) = 0(xy — w). Ent3o, para este caso temos,

A—Ty
pr(r1) = / po(wo)p(r1 — 0)dxg

— /:m d(zo — w)p(z1 — x0)dy (2.18)

= p(r1 — w).

Seguindo a mesma linha de raciocinio, podemos deduzir uma equacdo para a densidade de

probabilidades apés os dois primeiros passos, ps(z2), tal que,

A—Ty
p2(z2) = / pi(z1)p(x2 — 21)dx

A—Ty A—Ty
= [ [ plas = el = wo)polao)desd (2.19)

Prosseguindo com a execucao desse processo, conseguimos encontrar uma relacao de recorrén-
cia para a densidade de probabilidades em seu n-ésimo passo, através do método de inducio,

sendo assim,

A—Tw

De posse da Eq. (2.20) e da comprensdo do processo discutido, podemos retornar ao de-
senvolvimento da expressdo para (L). Desse modo, substituindo a Eq. (2.20) na Eq. (2.16))

obtemos,
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0 =3 [T st = 00| e | Qe

v

(2.21)

Por conta da independéncia estatistica do integrando da Eq. (2.21)), definiremos um ope-

rador integral com a finalidade de progredirmos na determinacdo de (L) (BULDYREV et al|

2001b)(BULDYREV et al., 2001a)). Seja £ o operador integral dado por,

Para o nosso caso especifico f(z) = p,(z) e w = z,,+1, de modo que,

Ll i) = [ bl = en)palen)do,

= Pn+1 (xn—I—l)'

Para n =0,

pr(1) = [Lpo(wo)](21);

paran = 1,

pa(z2) = [Lp1(z1)](72)
= [L[Lpo(0)]](22)
= [£%po(x0)] (22);

e para o n-ésimo termo,

pn(n) = L[pn-1(n-1)]
= L[L(pn—2(Tn—2)]
= ... = L"po(z0)](x);

de modo que finalmente podemos escrever,

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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@) =3 [l e @ @27

2.2.1 Determinacao de (L) e (n)

Apbs estabelecermos o operador integral £, vamos dar continuidade ao célculo para ob-

tencdo de (L). Isto é, a partir de,
A—Ty
(L= [ 1l @) (€] @) (2:28)
chegamos a,

0= [ ] @@ (229)

A partir desse momento vamos demonstrar que o operador integral £ possui médulo menor

ou igual a um, isto &, ||£|| < 1, desse modo,

Prova: Seja V o espaco das funcdes continuas munido de um produto interno definido por,

(o) = [ gt (230

para z € [r,, A — r,,]. Sabemos que || f|| = \/{f, f), sendo assim,
2 A=ty 2
11E= [ ). (2:31)
Fazendo uso do teorema do valor maximo observamos que,

/ F(@)g(z)dz < max][f] / g(x)dz. (2.32)

Portanto,
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Lln@)w) = | Pl = 2)pa(a)ds

< [ 1P - o)m@)lds (2.33)

=1
—_—

= [ P - Dllon@ldr < max{P - 2] [ pula)da

= max[P(w— )| =N <1,

mostrando que de fato ||£|| < 1. Na expressdo acima, levamos em consideracdo que densidades
de probabilidades sdo sempre maiores ou iguais a zero. O fato da norma do operador L ser
menor ou igual a unidade (HASSANI, 2009) junto com o fato do mesmo possuir autovalores

ndo nulos nos permite utilizar a seguinte relac3o:
> L] 0 = (T - £ o), (2.34)
n=0

em que Z é o operador identidade e (Z — £)~! é o operador inverso a (Z — L). Utilizando que

po = 0(xo — w) e a Eq. (2.34), podemos representar (L) como,
0 = [ [~ £ (0 — )] () ) (235)

1

Note que, o fato de £ possuir norma unitéria, possibilita escrever (Z — L)~ em uma forma

integral com um ndcleo identificado por K (z, z(), de modo que,

A—Ty
(T — L) (z) :/ K (z, o) dzo. (2.36)
Por conseguinte, substituindo a Eq. (2.36)) na Eq. (2.35]) temos,

(L) = /A_ /A_ K (2, 20)6 (0 — w){|€]) () drdzo

o (237)
B / K (2, w){|(])(x)d.

Este fato finalmente nos possibilita escrever,
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(L) (w) = [(Z = £)7 ) (@)](w)- (2.38)

Seguindo a mesma linha de raciocinio, podemos calcular o nimero médio de passos para o

encontro de um sitio, de maneira que o mesmo é definido como,

ZP n. (2.39)

Substituindo a expressao para P, acima encontramos,

- i/:ru dx[pn-1(x) — pu(x)n

- i /r;\—m drp,(x)(n+1) — i /Tj_m dxp,(x)n. (2.40)

De modo semelhante de como fizemos para (L),

=3 e o

—/A K K(z,w)dx (2.41)
(Z - L) h(z),

1

onde h(z) é uma funcdo genérica que (Z — L)' estd atuando. Deste modo, vemos que os

autovalores (espectro) do operador (Z — £)~*

sao determinados através do espectro de L.
O valor de (L) pode ser obtido numericamente a partir da discretizacdo do espaco, conforme
mostraremos nas secoes posteriores.

Uma consequéncia interessante de N < 1 que vale a pena nds verificarmos, é que podemos

demonstrar analiticamente que de fato, a medida que o nimero de passos n executados pelo

caminhante aumenta, a probabilidade do mesmo nao encontrar um sitio diminui. Portanto,

~ A—ry
P, = / L7 po] () dz < N™

In(P,) < nln(N). (2.42)
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Para N < 1 temos que In(N') < 0, de modo que, definindo v = [In N

, podemos escrever,

P, < exp(—yn). (2.43)

Logo, confirmamos que a probabilidade de um alvo n3o ser detectado pelo caminhante decai
de maneira bem rapida a medida que n vai aumentando (BULDYREV et al., 2001b)) (BULDYREV,
et al., [ 2001a)).

2.2.2 A eficiéncia da busca

Neste trabalho, vamos estabelecer o conceito de eficiéncia da busca (BARTUMEUS et al.,
2014) como sendo a razdo entre o nimero de sitios detectados (Npetectado) € @ distancia total

percorrida pelo caminhante (Lrota1), de maneira que,

_ NDetectado (2 44)

)

n
LTotal

em que consideraremos Lrytal = Npetectado (L), onde (L) é a distdncia média percorrida entre

dois sitios consecutivos. Sendo assim,

LTotal B NDetectado<L> < >

B Npetectado . Nbetectado _ 1 (245)

De modo geral, o que podemos interpretar da Eq. é que um forager é mais eficiente em
sua busca se 0 mesmo localiza mais sitios percorrendo a menor distancia possivel. O que mais
chama atencao dessa interpretacdo, é o fato de toda eficiéncia do processo depender apenas
da distancia média entre dois alvos. Contudo, podemos progredir para além desta expressado

fazendo a seguinte aproximacao,
(L) = (6)(n), (2.46)

no qual a partir deste ponto, vamos escrever N = (n) como nimero médio de passos entre dois

encontros sucessivos. Assim, podemos denotar também a eficiéncia aproximadamente como,
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_L_ 1 N 1
T T 0 T Ny

(2.47)

onde a mesma agora depende explicitamente do niimero médio de passos entre dois sitios

seguidos e do comprimento médio de um passo individual.

2.3 CALCULO DISCRETO NO ESPACO DE BUSCA

Nas secBes anteriores, conseguimos alcancar uma representacdo analitica final para (L).
Entretanto, obter valores do mesmo no espaco continuo se torna impraticavel, devido a difi-
culdade que se tem em operar com a expressao formal, Eq. . Contudo, como opc¢ado de
solucdo para contornar este problema, realizaremos em seguida a discretizacao do espaco de
busca (BULDYREV et al., 2001b)(BULDYREV et al., [2001a)).

No processo de discretizacao iremos considerar que as posicées 7, < x < A — r, sejam
multiplos de um comprimento discreto que vamos denotar como Ax. Este pardmetro terd um
valor menor do que o de qualquer outra grandeza relevante do problema, tais como (¢y,7,, A)
respectivamente. Partindo dessa consideracao, podemos escrever nosso espaco de extensao
A como sendo M = \/Ax com posicdes agora discretas denotadas por x = iAz, em que
i =(0,1,2,3,...,M). Assim, os sitios da rede que estdo localizados em z = 0 e x = A
estardo relacionados com os indices ¢ = 0 e © = M respectivamente.

Analogamente estabelecemos ¢y = mo Az e r, = m, Az, onde my e m, € Z. O limite
continuo pode ser recuperado simplesmente fazendo Az — 0 e M — oo, com ) fixo. Uma
outra consequéncia do processo é que o calculo de integracdo passa a ser agora uma soma

discreta, isto é,

A—To N
[ ar =Y A

i=1

A partir dessas definicdes, vamos escrever (L) partindo da Eq. (2.38)) na forma discreta, logo,

(L)) = (@ - £ @I = [ Koo

=3 K (w,2:)() () A, (2.48)



64

Fazendo w = z;, temos,

N

(L)(xj) = > Kz, 2 (|€]) (i) Az, (2.49)

=1

Observe que podemos representar a Eq. (2.49) em uma forma matricial, pois, o produto
do nicleo pelo elemento de discretizacdo, K (z;,z;)Ax;, é uma matriz discreta K - Ax. Ja

(L)(z;) = (L;) e (|€])(x;) = (|¢s]) sdo vetores no espaco discreto. Portanto, escrevemos,

(L) = (K - Ax) {|¢]), (2.50)

em que escrevendo a expressdao em sua forma matricial, encontramos,

<L1> K(xl,xl)Axl K(xl,xz)Axl K(l’l,l'N)Al'N <‘€1‘>

<L2> K(Ig,xl)Aftl K(IQ,ZEZ)AJ]Z K(J]Q,IN>AIN <‘€2‘>

(Ly) K(zxyn,z1)Azy ... K(zxy,z;)Az; ... K(zy,zy)Azy (|tn])
(2.51)

Constatamos a eficiéncia do processo de discretizacdo, tendo em vista que agora podemos
calcular (L) e consequentemente a eficiéncia da busca 1. Nossa preocupaco neste momento é
em calcular a matriz K, para tal, se faz necessario discretizar o operador (I—E)*l, porém, até
agora nao conseguimos encontrar a matriz do seu nicleo. Sendo assim, para que consigamos
calcular K, vamos aplicar um procedimento semelhante ao que aplicamos para o operador L e
por conseguinte, podemos de fato obter a expressio discretizada para (Z—£)~! nos utilizando
das operacées com matrizes. Finalmente, apés esse procedimento poderemos calcular o nicleo
do operador em questao.

A partir deste momento, vamos estabelecer A como a matriz no espaco discreto que esta
relacionada ao operador L. Precisamos obter os elementos da matriz A e para tal, se faz

necessario calcularmos a integral da distribuicdo p(¢) no intervalo [z; — x;,x; — x; + Ax;):
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(.’L'J—LB,L')—FAZZ'
Ay = /( p(0) dl, para |z; — x;| > 4. (2.52)

xT;—T;)

O fato de £ ser um operador auto-adjunto, isto é, A;; = Aj;, nos permite escrever a Eq. (2.52))

da seguinte maneira,

|25 —@i|+Az;
Ay =Aji = /| p(0) dt, para |z; — x;| = Lo, (2.53)

xj—x;|

onde [A];; = [A];; = 0se |x; — ;| < Ly, pois, p(¢) = 0 quando ¢ < ¢y = moAx. Para finalizar
0 nosso raciocinio, faremos um breve comentario sobre o célculo do vetor (\ZD As componentes
deste objeto se edificam apenas calculando (|¢|)(x), procedimento que ja discutimos nas secdes
anteriores, em seguida basta aplicarmos para z;. Assim, completamos o célculo que fornecem

os valores da eficiéncia da busca (BULDYREV et al., [2001b)(BULDYREYV et al., [2001a)).

2.4 ESTUDO DAS PROBABILIDADES F) E P,

Dedicaremos esta secdo ao estudo das probabilidades de um caminhante aleatério encon-
trar sitios-alvos localizados nas posicoes z = 0 e x = A. Nos concentraremos no entendimento
de um método que ird permitir obter os valores de P, e Py em buscas aleatérias 1D respecti-

vamente (BARTUMEUS et al., 2014).

2.4.1 Analise qualitativa de P, e P,

Dando inicio a nossa analise, mostraremos um esquema de fatoracao para o livre caminho
médio entre dois encontros sucessivos. Observando primeiro que o mesmo pode ser escrito

como,

(L) = Py(Lo) + Pr(Ly)- (2.54)

Como bem sabemos, > > P, = 1, o que significa que no final da busca um sitio sempre
serd localizado. Assim, para o nosso caso, Py + P, = 1 e percebemos que temos um peso

estatistico associado ao encontro de cada alvo. Por exemplo, na busca ndo destrutiva, zo < \/2
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e consequentemente a distdncia média percorrida até o sitio mais préximo, (Lg), é menor
do que a distdncia média percorrida para encontrar o sitio mais distante, (L,). J& para a
busca destrutiva (xo = A/2), ambos os sitios de fronteira est3o inicialmente equidistantes do

buscador, de modo que (L) = (L)) e Py = Py = 1/2.

2.4.2 Calculo explicito de F, e P,

A partir deste momento, vamos fazer uma abordagem quantitativa a fim de encontrarmos
Py e P\. Considere um buscador em 1D que inicia sua busca a partir de xy = ¢, seu objetivo
é detectar os sitios-alvo localizados em x = 0 e x = \. Sabemos que apds percorrer n passos,
o caminhante atinge o alvo em z = A. Na secao demonstramos uma expressao que
calcula a densidade de probabilidade depois de n passos dados, Eq. . Realizando um

processo semelhante, podemos escrever que,

A—Ty
Pun@) = [ pual@n- 1) dan i P2 A =1y = 1), (2.55)

onde p,_1(zp_1)dx,_1 é a probabilidade do buscador estar localizado entre as posicdes indi-
cadas no intervalo [z, 1, x,_1+dx,_1] apds executar n— 1 passos. Sendo assim, podemos ver
que por enquanto, nenhum sitio foi encontrado, isto é, x,,_; € [r,, A —r,|. Por completeza, o
outro termo do integrando (P(¢ > XA —r, — x,,_1)) nos fornece a probabilidade que o cacador
dé um passo de tamanho ¢ > A\ — r, — x,,_1 de maneira que o alvo em x = \ seja alcancado
no n-ésimo passo. A Eq. nos fornece basicamente todos os valores possiveis para x,,_1.

Desse modo, a probabilidade total das buscas é simplesmente a soma de todos os P,
sobre todas as possibilidades. Isto se da devido a ndao dependéncia estatistica das provaveis

caminhadas que comecem em zy = ¢ e terminem em x = \. Sendo assim,

PA(6) = 3 Pral). (2.56)

Ent3o, substituindo a Eq. (2.55]) na Eq. (2.56]) temos,

P/\(¢) - Z: /T)\rv pn—l(xn—l)dxn—lp(g 2 )\ — Ty — xn_l). (257)
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Fazendo &k =n — 1,
oo A—T1y
Py(¢) = Z/ pr(xp)doy Pl > N — 1, — 3. (2.58)
k=0"T"

Note que a Eq. (2.58)) é analoga a Eq. (2.16)) mudando apenas as grandezas envolvidas. Logo,

isso nos permite aplicar o mesmo procedimento utilizado naquele caso, gerando para este caso,
P\(¢)=[(ZT-L)'"PUt=X—r,—¢)]. (2.59)

Do mesmo modo que fizemos para a distancia média percorrida entre dois encontros sucessivos,

é preciso estar no limite discreto para se obter as informacdes no qual podemos trabalhar.

Assim, a Eq. (2.59) se torna,

P = [(T—A)'Ry), (2.60)

de modo que os elementos de A foram calculados na secdo (12.3)). Podemos atestar de maneira
simples que P, 4, e P, representam vetores coluna com dimensdes (M —2m, — 1) x 1, tendo
em vista que, utilizamos o mesmo mecanismo de discretizacao de antes. O interessante é que
antes de particionarmos o espaco, podemos calcular P({ > A — r, — ¢) de maneira objetiva,

usando a seguinte equacdo,

o0

PU>N—71y—¢) = /H o, (2.61)

em que a Eq. (2.61) é vélida para r, < ¢ < X\ —r, — {o. Em contrapartida, se o buscador
comecar muito perto do alvo em x = A\, ou seja, A —r, — {y < ¢ < A —r,, entendemos que
qualquer movimento para direita levara a localizacdo do sitio. Analogamente, uma vez que a

mobilidade para os dois sentidos sdo equiprovaveis, temos que,

PU>N—1y—¢) = = (2.62)

para este caso, isto é, se A —r, — ly < ¢ < X\ —r,. Semelhantemente, podemos nos utilizar
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deste mesmo procedimento que descrevemos para calcular Py(¢) (BARTUMEUS et al., 2014).
Entretanto, conhecendo os valores de P, fica mais simples extrair F através da condicao de

normalizacao P\ + Py = 1. Isto é,

Py=1-P, (2.63)

2.5 ABORDAGEM ANALITICA DE {|¢]), A E P PARA A DISTRIBUICAO DE TAMANHOS
DE PASSOS DO TIPO LEI DE POTENCIA

Neste momento, vamos detalhar os célculos referentes ao pardametro (|¢|), ao elementos da
matriz A e da probabilidade P(¢ > A—r,—x). Faremos esse procedimento para a distribuicdo
de tamanho de passos do tipo lei de poténcia, considerando que essas informacdoes analiticas
sao indispensaveis para nosso estudo em uma dimensao.

Vamos dar inicio ao nosso procedimento, calculando (|¢|) nos utilizando da Eq. (2.15).
A p(¢) em questdo serd a distribuicdo de Lévy no limite assintético £ > 1, o que em outras
palavras, é a distribuicdo de tamanho de passos lei de poténcia. No qual podemos representa-la

por,

p(y= LT 2 e g >, (2.64)

e p(¢) =0 se £ < {y, tendo em vista que ¢, é o comprimento de passo minimo e o pardmetro

de interesse 1 = « + 1 satisfaz a condicdo 1 < p < 3. Primeiro de tudo, vamos escrever a

Eq. (2.15) da seguinte maneira,

(0] () = /Z (0 de+ [ (o —r)pl0)de
A—To—"Ty 00
+ , Cp(0)de+ | (A =z —1y)p(€) dl, (2.65)
0 —To—Twv

onde podemos simplificar a expressdo acima utilizando a condicdo de normalizacdo dada por,

/+°Op(£) dt=1. (2.66)
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Como nosso comprimento de passo minimo é ¢, podemos escrever a Eq. (2.66]) como,

/ :/m Coyde+ [T po)de

To—Tv

A—xo— 'm, e} 1
= 0)de 0)dl = —. 2.67
/Ko * A—zo—Ty p( ) 2 ( )

Aplicando a Eq. (2.67)) na Eq. (2.65) e reorganizando os termos obtemos,

b0 = A4 [ = (o= rlpt0)

n / T (= o — ) ]p(0) dE. (2.68)

Lo

Note que a Eq. (2.15) que demonstramos anteriormente, sofre mudancas a depender do in-
tervalo que o caminhante estiver. Portanto, caso r, < zo < r, + £y temos que (xg —71,) < o
e a primeira integral se anulam, pelo fato de que p(¢) = 0 se ¢ < {y. Sendo assim, neste caso
temos,

(A

(o) = A2 [T e (g = @) (2:69)

Entretanto, se A — r, — {y < g < A — 1, implica diretamente em (A — 2y — r,) < ¢y onde

agora é a segunda integral que se anula, deixando a expressao original como sendo,

(A_QQTU) + /Z:O_Tv [¢ = (zo — 0)]p(£) dL. (2.70)

(€]} (zo) =
Por fim, se 7, + ¢y < 19 < A —r, — {o recuperamos a Eq. (2.67)). Devido as consideracdes
feitas na Eq.([2.65)), podemos de fato calcular (|¢])(zo) para a distribuicdo lei de poténcia. Para
tal feito, vamos considerar uma busca com inicio em r, < zy < r, + £y no caso de u # 2,

assim temos,

(1€} (o) =

. _ w=1 A —zg—r,
R
Lo
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onde resolvendo a integral restante da Eq. ([2.71]) obtemos,

<|£|>($O) — (1’0 ; Tv) + £20(<21__:J)) [1 + (()‘ - xol__r;>/£0) M ) (272)

Agora para o mesmo caso, porém com j = 2, encontramos,

by [rvor A —2n,
(o) =5 [ 1= =ao =)l de+ S5 (2.73)

onde resolvendo a integral, agora para a Eq. (2.73)), ficamos com,

ptan) = 25704 2y (Bpmnd) ] (2.79)

Para o segundo caso, ou seja, quando o caminhante parte de uma posicio A —r, — {5 < 2y <

A — 1y, temos para p # 2

(1€]) (o) =

(A=2r,)  (u— 1)56‘_1 To—Ty .
SR 2 /EO [€ = (zo — 1) |7 dL, (2.75)

que se reduz a,

(A—x9—1y) | Lo(1— p)
> e

((wo — 1) /lo)* "

(1) () = —

(2.76)

Note que a equacdo acima é semelhante a Eq. (2.71]), com a diferenca da troca de (zq—r1,) <
(A—xz¢—r,). Continuando para i = 2 e seguindo o raciocinio acima para a troca dos valores,

temos que,

et = 2220 =00) Sy g (S]] @)

Para o ultimo caso que corresponde ao cacador comecando em 7, + ¢y < g < A — 1, — Ly,
basta somar os dois resultados dos extremos que obtivemos nas equacdes anteriores e subtrair

a constante (A — 2r,)/2, de modo que,
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((wo = ro)/lo)* ™™ (A =m0 —710) /)" "]
- + T ] ; (2.78)

para p = 2:

(6D (o) = 620 [2 +1n (“‘”Z‘”) +1n (%‘O”ﬂ , (2.79)

que podemos simplifica-la para,

(A — g —7“22)(350 —m)]”ﬂ. (2.80)

qmmwz%P+m(

Agora, vamos calcular os elementos de matriz A;; que se refere a matriz A partindo da
Eq. (2.52), onde se |z; —x;| < {p — A;; = A;; = 0. Logo, para a p(¢) sendo a lei de poténcia

no dominio de |x; — x;| > (o, temos,

(=Dl e 1
A,:A-i:i/ —dr, 281
J J 9 o —ai] 0 ( 8 )

ou mais precisamente,

1 Ti — T 1=n x; —x;| + dx 1-n
Aij = Aji = 3 {<|350|> - <|]€0|> : (2.82)

Por fim, vamos obter a expressao discretizada fazendo z; = idx e {y = iydx, em que i e iy €

N de modo que encontramos,

1 I . 1 1—p
Aij=Aji = 5 [<|JZ Z‘) - <|J Zl + ) ] . (2.83)
¢ iy

Colocando fim nesta secdo, vamos calcular P(¢ > \ —r,, — ¢) referente a distribuicdo do tipo

lei de poténcia. Dessa forma, operando com a Eq. (2.61)), temos que,
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_ m=1l
Pz A—r,—g)= LD / £l
A

2 —Ty—¢
T [~ )
N 2 1—p
= O ), (284)

de modo que a equacdo acima pode ser reescrita como,

P(ezA—rU—q;):;[w] N (2.85)

para ¢ < A\ —r, — {y, e caso contrario P({ > A —r, — ¢) = 1/2. No capitulo seguinte vamos
discutir alguns elementos da Teoria da Informacdo a fim de fortalecer nosso acervo tedrico.
Estabeleceremos o conceito formal de informacdo e definiremos o grau de desordem associado
a informacao de um sistema de natureza estocastica. Esta dltima atende pelo nome de entropia
de Shannon em homenagem ao matematico e engenheiro americano Claude Elwood Shannon,

principal colaborador e desenvolvedor da Teoria da Informacao.
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3 TEORIA DA INFORMACAO CLASSICA

No presente capitulo, iremos tratar os fundamentos da Teoria da Informacao classica, no
qual se alicerca no conceito bruto de informacdo e na definicido da entropia associada ao
sistema. Inicialmente, mergulharemos no significado estatistico de informacdo chegando ao es-
tagio de calcularmos uma expressao matematica que quantifica tal grandeza. Por conseguinte,
criaremos uma ponte entre o significado de entropia e a quantidade de informacdo presente
em um evento e a partir dai, estabeleceremos um tratamento matematico que nos possibilitara

obter um dos principais resultados de interesse nesta tese, a entropia de Shannon.

3.1 FUNDAMENTOS DA TEORIA DA INFORMACAO

O que é Teoria da Informacdo Classica? De maneira n3o rigorosa, ela é uma teoria que
desvenda como os procedimentos de envio, recepcdo, armazenamento e troca de informacao
ocorrem. A Fig. [5|ilustra um esquema de como esses processos estao interligados num contexto

de comunicacdo entre duas partes (COVER; THOMAS, [1991) ([CARRIO et al., [ 2012).

Figura 5 — Esquema basico de comunicac3do entre duas entidades distintas. Pode-se ver que o emissor transfere
informacdo (mensagem) que pode ser retirada de um banco de dados (memdria) e é transportada
fisicamente ao receptor, que por sua vez, tem a escolha de descartar ou armazenar a mesma em
sua memobria.

Meio
Emissor — Receptor

Mensagem

Memoria Memoria

..
..

Fonte: O autor (2023)

Um bom exemplo de se observar o que se foi ilustrado é a transmissdo de um arquivo de
texto pela internet através do uso de fibras 6pticas, onde o0 mesmo encontra-se armazenado
num disco rigido de um computador e sera recebido por outra maquina e armazenado em sua
memodria. De maneira geral, uma mensagem escrita com simbolos tais como letras e nimeros

sao codificadas. Nos computadores por sua vez, usa-se a linguagem binaria composta apenas
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pelos elementos {0, 1}, de modo que, cada caractere é relacionado a uma palavra-cédigo por

meio de uma regra de codificac3o.

3.1.1 Biografia e pensamentos de Claude Shannon

Atualmente, é possivel apreciar muitos registros no formato de livros e artigos refletindo
o pensamento de Claude Shannon. No entanto, como na maioria das vezes, percebe-se que
o destaque se da mais aos aspectos exoéticos de seu comportamento de que as suas ideias
e motivacoes, fazendo com que suas contribuicGes sejam mais admiradas do que entendidas
(PINEDA et al., |2000)).

Claude Elwood Shannon nasceu em 30 de abril de 1916 em Petoskey, no estado de Mi-
chigan, Estados Unidos, e faleceu em 24 de fevereiro de 2001 de causas naturais. Nos seus
primeiros 16 anos de vida, morou na cidade de Gaylord, localizada também em Michigan e
frequentou a escola publica onde sua mae foi diretora e também professora de linguas. Na
sua infancia, sua maior diversdo ja era brincar com objetos de origem mecanica. Incontaveis
foram as engenhocas construidas por ele, como por exemplo, um barco controlado por radio
e um telégrafo entre sua casa e a do vizinho usando um par de fios de arame farpado que
cercava o pasto. Entre seus jogos favoritos estavam alguns jogos mentais como a resolucao de
criptogramas. Dentre os seus idolos, Shannon sempre destacava os nomes do inventor Thomas
Edison e os cientistas Newton, Darwin, Einstein e Von Neumann (PINEDA et al., 2006).

Em sua juventude, Shannon ingressou na universidade e formou-se em Matematica e En-
genharia, tendo se tornado posteriormente Mestre em Engenharia e Doutor em Matematica.
Estando ativo na pesquisa cientifica e tecnoldgica, ele trabalhou durante 15 anos a partir da
década de 1940, como pesquisador nos Laboratérios Bell até se concentrar inteiramente a sua
atividade de docéncia no MIT.

A sua forma racional de pensar nos ajuda a explicar a sua indiferenca em relacao a Teoria
da Informacdo. Segundo (PINEDA et al., [2006)), para algumas pessoas a sua falta de interesse
teria sido motivada pelo descontentamento com os rumos que a Teoria estava tomando: havia
distorcoes dos conceitos quando aplicadas em outras disciplinas e isso gerava um incomodo
para ele. Somam-se também a isso, o surgimento de correntes misticos-religiosas que se apoia-
vam na Teoria, reacao inesperada que foi provocada nas pessoas que eram de fora da academia
(PINEDA et al., [2006)).

InGmeros debates sobre a Teoria da Informacao e suas extensdes também ocorriam nas
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conferéncias sobre cibernética patrocinadas pela Fundacao Marcy. Ao todo aconteceram dez
conferéncias Marcy, dentre os periodos de 1946 a 1953 sob a coordenacdo de John von Neu-
mann e Nobert Wiener, no qual se reuniam grandes pesquisadores de renome para apresen-

tacdes e discussoes de projetos. A principal motivacdo do evento era explorar analogias entre

seres vivos e maquinas para uma possivel aplicacdo militar no futuro (HAWKING; KORYTOWSKI;|

NETO), 2001)). Shannon participou algumas vezes como convidado e em uma dessas apresenta-

cBes ele apresentou Theseus, um camundongo eletronico (ver Fig. |§[) que foi capaz de sair de
um labirinto. Raramente via-se nessas conferéncias maquinas em pleno funcionamento (HU-
, . E até engracado ver como ele subestimava suas criacdes, as tratando apenas
como “brinquedos divertidos”. No entanto, algumas delas serviram como comprovacao das

suas ideias, como por exemplo, o caso do proprio Theseus e da maquina de jogar xadrez.

Figura 6 — Claude Elwood Shannon, “brincando” com Theseus o seu camundongo eletrénico por volta de
1950.

Fonte: (WASON| 2017)

E de suma importancia relatarmos aqui a interacio de Shannon com Alan Turing durante
a Segunda Guerra Mundial, bem como sua participacdo no Project X, um projeto secreto
conduzido pelos laboratérios Bell com a finalidade de estudar criptografia da voz humana.
Até entao eram utilizados o método da distorcdo das ondas sonoras, o que era pouco eficaz
pois requeria um ouvinte paciente e completamente atento ao som transmitido. Por outro
lado, o Project X também trabalhava com a quantizacdo das ondas sonoras, fazendo com

que o resultado desse processo estivesse vinculado a uma chave, chave esta que deveria ser do
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conhecimento apenas do receptor e transmissor da mensagem (HODGES, 2014)).

Embora Shannon tenha declarado total liberdade para escolher o tema do seu trabalho nos
Laboratérios Bell, a escolha de trabalhar com sistemas de sigilo talvez ndo tenha sido simples
coincidéncia entre suas vontades e os interesses de seu empregador (determinados no contexto
da Segunda Guerra), caso contrario ndo teria sido preciso mudar seus interesses de pesquisa
em teoria da comunicacao para uma teoria sobre criptografia.

O problema associado a criptografia esta relacionado a outro bem préximo, que é o de
determinar a quantidade de informac3o contida em um determinado evento probabilistico. Um
evento pode ser, por exemplo, um lancamento de dados, ou de uma moeda ou de um sorteio
de loteria. Porém, antes de nos aprofundarmos no entendimento da quantidade de informacao

de um determinado evento, vamos primeiro nos atentar ao seu conceito formal.

3.2 CONCEITO DE INFORMACAO

Cotidianamente observamos as pessoas associarem o conceito de informacdo com as pa-
lavras ditas por um individuo, quando na verdade a informacdo esta relacionada com o que
um individuo pode ou nao dizer. Entao, partindo dessa prerrogativa, podemos nos perguntar
de um modo mais rigoroso, o que é informac3ao? Respondendo essa pergunta a luz da Teoria
da Informacao, podemos afirmar que informacao é a reducdo de incerteza oferecida quando se
obtem resposta a uma pergunta. Pensando bem, antes de uma mensagem ser enviada, tem-se
a hipotese de que exista um conjunto de possiveis candidatas a serem recebidas e cada uma
delas tem uma probabilidade de ocorréncia. Consequentemente, a incerteza da informacao
diminui quando o receptor recebe a mensagem (PINEDA et al., 2006)) (SHANNON, (1948).

Desse modo, constatamos que a reducao de incerteza de uma suposta mensagem esta
relacionada com a sua probabilidade de ocorréncia, isto €, uma mensagem provavel de ser
dita contém menos informacao do que uma mensagem mais improvavel. Por exemplo, se é
dito no noticidrio que uma forte seca atingiu a regido do Sertdo nordestino, essa mensagem,
teoricamente, contém menos informacdo do que se for dito que a seca atingiu a regido da
floresta Amazonica.

Partindo para uma abordagem matematica, vamos verificar como se da o conceito de
informacdo de um modo analitico, ou seja, vamos calcular uma expressdo para a quantidade
de informag&o presente em uma mensagem (KARDAR, 2007)).

Seja uma variavel aleatéria com um conjunto discreto de resultados U = {z;} com pro-
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babilidades {P;} de ocorréncia, onde i = (1,2,...,M) e >; P, = 1. Como ja discutimos,
o contetdo da informacdo presente numa distribuicao de probabilidades tem um significado
preciso. Assim, podemos construir uma mensagem de N caracteres que independem dos re-
sultados da variavel aleatéria. O fato de existirem M possibilidades para cada caracter nesta
mensagem, implica que o contelido aparente de informacdo associado é N log, M bits. Para
exemplificar, considere um remetente que pretende enviar uma mensagem utilizando o alfabeto
da lingua inglesa que contém 26 letras, consequentemente, para cada letra que deseja enviar
ao destinatdrio ele tera que escolher entre 26 simbolos. Logo, se ele planeja utilizar 5 emble-
mas do alfabeto, terd 26° possiveis combinacdes para formar sua mensagem. A transmissio
de todos esses bits binarios de informacdo precisam acontecer para que a mensagem chegue
completa. Ao mesmo tempo, as probabilidades P; selecionam as mensagens mais provaveis de
acontecer. Por exemplo, se Py > P, é menos provavel construir uma mensagem com mais
resultados x; do que x4.

Desse modo, o niimero de mensagens possiveis corresponde ao nimero de maneiras de
organizar N; caracteres dependentes dos resultados x; sendo este dado pelo coeficiente mul-

tinominal,

N

=07, N (31)

9

onde g é muito menos do que o niimero total de mensagens dado por M. Para determinarmos

o numero de bits de informacao, vale a pena notar que,

N!
log,(g) ~ log, (HMN'>
=1 1

M
~ log,(N!) — log, (H NZ-!)

i=1
M

~ logy(N!1) = > logy(N;!). (3.2)
i=1

Considerando o limite para N — oo, podemos utilizar a aproximacado de Stirling,

log(z!) = xlog(x) — x + O(log(z)). (3.3)
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Assim, para o nosso caso ficamos com,

logy(g) = Nlogy(N) — N — Z(Nz logy (Ni) — N;)

i=1
M M

~ Nlogy(N) — N = > N;logy(N;) + > Ni. (3.4)
=1 =1

Particularmente, no limite de N > 1 presumimos que a mensagem contenha aproximadamente

N; = N P; ocorréncias de cada simbolo. Logo,

M M
10g2(9) ~ NIng(N) - N — Z(NPi) 10g2<NPi) + Z NP
i—1 i—1
M M
~ Nlogy(N) — N — Z(Npi)(ng(N) + 10832(132')) + NZ b
i=1 z:il
M M
~ Nlogy(N) — N~ Plogy(N) = N Pilog(P,)
i—1 i—1
M M
~ Nlogy(N) — Nlogy(N) Y P, =N Y _ P;logy(P)
i—1 i—1
-1
M
logy(g) &= —N > P;logy(P;) para (N — 00). (3.5)

i=1

Como ja foi discutido, o resultado obtido na Eq. (3.5) sempre terd um valor menor do que
os Nlog,(M) para qualquer distribuicdo de probabilidades {P;} n3o uniforme. Portanto, o
conteudo informacional serd a diferenca por tentativa considerando uma certa distribuicdo

de probabilidades. Assim,

TR = o0 - (=3 Potow(7) )

= logy (M) + > Pilogy(P). (3.6)

=1
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3.3 ENTROPIA DE SHANNON

Qual o real significado de quando afirmamos que desejamos saber a quantidade de infor-
macio contida em um evento? Suponha que o evento seja jogar uma moeda e observar se foi
cara ou coroa que caiu com a face para cima. Qual informacao temos sobre o resultado antes
de a moeda cair? Para uma moeda comum (n3o viciada) o que se sabe é que as chances de
sair cara ou coroa sdo as mesmas. Porém, se a moeda possuir coroa nas duas faces, pode-se
afirmar com certeza que apds o lancamento saira coroa. Isto é, no primeiro caso, a informacao
estad oculta, sendo descoberta apenas apds a jogada, enquanto no segundo n3o héa informacao
oculta. A quantidade de informacdo oculta em um evento é o que desejamos saber. Pois, sé
teremos nocao do qudo incertos estamos a respeito de algum resultado apds realizarmos a

medicdo da mesma.

3.3.1 Principio do conceito de entropia utilizado por Shannon

Podemos investigar o conceito de entropia de duas maneiras, sendo a primeira ligada ao
grau de desorganizacdo da matéria e a segunda a tendéncia de desorganizacdo de toda a
metéria. A termodinamica afirma que a entropia nunca diminui num sistema fechado, isto é,
seu grau de desorganizacdo pode aumentar, porém jamais diminuir. Deste fato, decorre que
a entropia é uma funcao de estado que descreve o grau de desorganizacao da matéria de um
sistema que evolui continuamente no tempo, caracterizando assim um processo irreversivel.
Existem varias outras interpretacdes fisicas e cosmoldgicas que sao bastante profundas, mas
neste trabalho iremos nos restringir a interpretacoes que estdo intimamente relacionadas com
a Teoria da Informacdo, o que imp&e abordar o conceito de entropia conforme pensado por
Ludwig Boltzmann.

Boltzmann define a entropia, de modo geral, em termos estatisticos, dentro de um con-
texto mecanico. Como se sabe, cabe aos dominios da estatistica estudar uma amostragem
ou populacdo, isto é, estudar um conjunto finito de objetos. Observando bem, é impossivel
investigar as propriedades macroscépicas da matéria pelas caracteristicas individuais de cada
molécula. Portanto a entropia definida por Boltzmann é uma estatistica sobre uma quantidade
de matéria, ou seja, um nimero que descreve as moléculas coletivamente (KARDAR, 2007)
(PINEDA et al., |2000)).

A abordagem utilizada por Boltzmann para encontrar uma equacdo satisfatéria para a
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entropia baseou-se essencialmente em uma proposicao de Maxwell para a distribuicdo de velo-
cidades de particulas livres de um gas. A descricao do que aconteceria dentro de um recipiente
repleto de gas fornece uma breve explicacdo: moleculas inicialmente em um estado organi-
zado (onde foram introduzidas no mesmo recipiente com a mesma velocidade), comegariam
pouco a pouco a exibir variacoes de suas velocidades individuais em decorréncia das colisdes
entre elas (no modelo proposto o choque com as paredes foram considerados como colisdes
perfeitamente elasticas, o que n3o alteraria o médulo da velocidade da molécula que colidisse
contra ela), até que atingissem um estado de desordem méxima (LINDLEY, 2001)). Boltzmann
propoe que o estado mais molecularmente desorganizado seria aquele em que a distribuicao de
velocidades fosse homogénea. Note que é a distribuicao das velocidades, e n3o as velocidades
em si, que sdo homogéneas.

A proposicao de Boltzmann resulta em equacdes integrais cuja a resolucao é impraticavel.
Posteriormente, uma abordagem alternativa foi proposta por Max Planck. Segundo a teoria
quantica, atomos e moléculas ndo se encontram em qualquer estado continuo, mas em estados
estaveis discretos, sendo que a transicao de um estado para outro envolve absorcdao ou emissao
de energia. A contagem destes estados quantizados esta relacionada a medida da entropia do
sistema (PINEDA et al [2006)). Além do mais, a determinac3o precisa da entropia continua é
impraticavel, o que proporcionou o surgimento de célculos aproximados, através da criacdo de
amostras discretas de velocidade, isto é, criando faixas de velocidades (PINEDA et al., [2006)).
Por outro lado, notamos que Shannon empregou principios semelhantes na Teoria Matematica
da Comunicacdo quando formulou o método de transformacao de sinais continuos em discretos

(PINEDA et al., |2000)).

3.3.2 A entropia segundo Claude Shannon

Embora a definicao de informacdo que vimos apresente resultados interessantes, ela nao
permite determinar diretamente qual é a incerteza contida em um sistema conhecendo os
possiveis estados que podem ser acessados e suas respectivas probabilidades.

Desse modo, considere uma situacdo em que se queira saber a quantidade de incerteza
de um elemento o; ser o resultado da realizacdo de um evento E, com espaco amostral A.
Ou seja, quanto maior a probabilidade p({o;}), mais certeza temos sobre o resultado. Assim,
entende-se por “incerteza” de o; a medida do quao ndo esperado é que o resultado de um

evento seja o;. A essa quantidade, é dado também o nome de autoinformacdo s(p({c;})).
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Portanto, quanto menos autoinformacdo seus elementos apresentarem, menor sera a incerteza
associada. Podemos entdo quantificar a quantidade de informacdo contida em um evento, que

possui uma medida de probabilidade relacionada p, utilizando o conceito de autoinformacao

por meio dos postulados na Eq. (3.7):

) é estritamente decrescente Vo € A; (3.7)

onde S(p) representa a quantidade de informacdo contida em um evento (SHANNON, |1948)).

O postulado zero é a exigéncia de que a quantidade de autoinformacdo n3o pode ser um
nimero negativo. Ja o primeiro, representa uma boa medida de uma variavel real. O segundo
postulado, confirma o que afirmamos anteriormente, quando dissemos que a autoinformacao
sempre diminui. O terceiro surge da constatacdo de que se um resultado o surge a partir de
dois outros resultados independentes o e o5, entdo temos que a autoinformacdo de o, mais a
autoinformacao de o, é exatamente a autoinformac3o de ¢. Por fim, temos o quarto postulado
que diz que a incerteza sobre o resultado de um evento é a média das incertezas sobre seus

possiveis resultados. Entao, em decorréncia desses postulados, surge o seguinte teorema:

o Teorema (Entropia de Shannon): A funcdo que satisfaz os quatro postulados denotados na

Eq. éS(p)=—-KX" ,p({o:})log,p({0:}), em que |A| = n, d é a base do logaritmo e
K é uma constante positiva. Essa funcdo é conhecida como Entropia de Shannon (SHANNON,

1948).

Demonstracdo: Seja p; ¢ {0, 1} a probabilidade de ocorréncia de um resultado oy e p, ¢ {0, 1}

a de ocorréncia de um resultado o5. Seja n e m nimeros naturais arbitrarios, tal que,

Py > pi > pith (3.8)
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Pelo postulado 3 sabemos que,

s(p1) =ns(p) e s(py') = ms(p2). (3.9)
Tomando o logaritmo da Eq. (3.8)), ficamos com,

mlog, pa > nlog,p1 > (m + 1) log, po

m _lo 1

m _loggpy _m 1

n ~loggps non

log;p1 m 1
n

=e (3.10)

log; p2 n

Como n é arbitrario, € também é, assim pelo postulado 2 temos,

=) S
3(271) _m l =
s;m)  m < =€ (3.11)

O postulado zero nos permite inalterar as desigualdades quando as dividimos por n s(p), logo

pela desigualdade triangular obtemos,

s(p)  m

s(p2) n

s(p1)  logypy

< 2. 3.12
s(p2)  logyps (3:12)

+
log,; po n

<

‘_logdpl m

. 1 , .. .
Assim, pelo postulado 1, sabemos que % é o resultado do limite de —jgi;g respectivamente.

Como p; e py sdo arbitrarios, s(p;) = —K log, p1 para p; € (0,1) e K é uma constante posi-
tiva. O resultado n3o foi mostrado para p; = 1, mas, se p; = 1 — s(1) = 0, o que est4 correto.

Desse modo, seja Ey = {(0y,p({0:}))]i € {1,.....,n}}, pelo postulado 4 encontramos,

S(p) = —K S p({oi}) logap({o:). (3.13)

i=1
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em que p({o;}) #0 V i€ {1,...,n}.
Como K é uma constante arbitraria, costumasse fazer X = 1. Um outro costume bastante
comum ¢é trabalhar com o logaritmo na base 2, isso se da para “amarrar” os valores da entropia

num intervalo de 0 a 1. Dessa maneira, a entropia de Shannon pode ser reescrita como:

n

S(En) = _Zp({gi})logZp({ai})v (3.14)

=1

onde podemos dizer que S é a quantidade média de informacdo por sinal de um repertério

(SHANNON| [1948)).

3.3.3 Entropia de Shannon x Entropia de Boltzmann

Uma das ideias que Shannon teve em relacdo ao seu conceito de entropia foi propor que a
quantidade de informacdo contida em um evento era compativel com o conceito de entropia
da mecénica estatistica (PINEDA et al., 2006). Dessa forma, podemos de fato constatar mais
facilmente essa afirmac3o relacionando a entropia de Shannon com a definicdo de entropia do

ensemble microcanonico.

o Prova: Quando tratamos a entropia na interpretacdo do ensemble microcandnico, temos
que a probabilidade de cada microestado acessivel ao sistema (sistemas que sé podem ser

acessados discretamente) é dada pelo postulado fundamental da mecénica estatistica, isto é,

Dj = —, (3.15)

onde €2; € o nimero de microestados acessiveis. Como sabemos, K é uma constante positiva
e arbitraria, assim, podemos considerar K = Kp, onde, Kp é a constante de Boltzmann
(Kp = 1,380649 x 10723J-K™"). Logo, partindo da Eq. (3.13)) e substituindo as consideracdes,

temos,
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S(p) = —KZPJ' log4(p;)

J
L 1

= -Kp) g ln <Q> , (3.16)

j=1"%% J

onde consideramos d = e = 2,71828... (ndmero de Euler) e realizamos a soma sobre todos

os microestados disponiveis. Assim, prosseguindo com o desenvolvimento encontramos,

S——Kp> i (1)
= — B — INn _—
j:le Qj
1 1
= K59 |5 n(g)]
1
=~k ()

= —Kp[lnl—InQ)]
=0

= _KB (— th)
S =Kz (3.17)

onde S = Kp In{) é a definicdo da entropia no ensemble microcanénico.

3.3.4 Caracteristicas da Entropia de Shannon

De maneira geral, observamos que a entropia de Shannon tem algumas caracteristicas in-

teressantes, como por exemplo:

(1) A medida que um determinado resultado se torna mais provavel de acontecer, do que

outros, a entropia decresce.
(2) A maxima entropia sé acontece quando a informacdo permanece totalmente oculta.

(3) Ao se ter certeza sobre um determinado resultado em um evento composto por duas

possibilidades de acontecimentos, a entropia é nula. Algebricamente, podemos associar esse



85

caso a uma situacdo em que o resultado “premiado” foi sorteado pela distribuicdo do tipo
funcdo delta, p; = ¢;;.

Por sua vez, S também mede a dispersividade (desordem) de uma distribuicdo. Um ponto
interessante em destaque sobre a teoria desenvolvida por Shannon, foi a sua observac3do sobre
os graus de redundancias presentes no idioma no qual a informacdo esta sendo transmitida
(SHANNON, |1948)). Sabendo disso, o que seria redundancia a luz da Teoria da Informacdo?
E tudo aquilo que ndo é fundamental para o entendimento de uma mensagem e pode ser
entendida como uma medida complementar a entropia. Isto é, redundancia é a entropia com-
plementar para que a mensagem obtenha a entropia maxima.

Uma boa forma de medir quantitativamente as estimativas de uma distribuicdo de pro-
babilidades é através de S. Quando n3o se tem qualquer informacdo, a melhor estimativa
de equidade é que todos os valores de M (resultados possiveis) sejam igualmente provaveis.
Esta é a distribuicdo eleita para alcancar a entropia maxima. Caso informacGes adicionais es-
tejam em evidéncia, pode-se obter a estimativa imparcial maximizando a entropia submetida
as restricoes impostas por essa informac3o.

Afim de verificar o comportamento da entropia de Shannon, vamos revisitar o exemplo
mencionado no primeiro paragrafo da secdo (3.3)), que é o de o lancamento de uma moeda
comum (ndo viciada). Neste caso, temos as seguintes possibilidades de resultados apés o

lancamento:

Quadro 1 — Possibilidades do lancamento de uma moeda comum.

Possibilidade 1 Possibilidade 2

“Cara” “Coroa”

Fonte: O autor (2023)

A partir de agora vamos considerar p; a probabilidade da moeda cair na face “cara” e ps
a probabilidade de cair “coroa”, de modo que p; + p2 = 1 ou 100%. Assim, para uma moeda
n3o viciada, temos que p; = ps = 50%. Munido desses fatores podemos calcular a entropia

de Shannon associada a este evento.

Utilizando a Eq. (3.14]), chegamos em,

S(phpz) = —p logy p1 — p2log, pa, (3-18)
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onde utilizamos o logaritmo na base 2 para podermos obter a resposta em bits. Desse modo,

S = —(0,5)log,(0,5) — (0,5)logy(0,5) = 0,5 + 0,5 = 1. (3.19)

assim, concluimos que a entropia de Shannon associada a este vento é 1 bit. Podemos também
analisar o comportamento da entropia geometricamente, para isso, basta escrevermos S em

funcao de p; ou de py. Fazendo em funcdo de p;, temos,

S=-m log, p1 — p2 log, po

= —prlogy p1 — (1 — p1)logy(1 — p1), (3.20)

onde usamos que p; = 1 — p;. Dessa maneira, podemos obter o grafico de S em funcao de

p1 como mostra a Fig. (7).

Figura 7 — Entropia de Shannon em funcdo da probabilidade p; de cair a face “Cara” referente ao lancamento
de uma moeda comum.

P1

Fonte: O autor (2023).

Note que a entropia de Shannon atinge seu ponto de maximo justamente para p; = py =
0,5 = 50%, ou seja, exatamente no momento de maior incerteza do evento, jd que neste

instante as chances da moeda cair com a face “Cara” ou “Coroa” sao equiprovaveis. Este
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resultado convém com a nossa leitura da Teoria da Informacao Classica, j4 que a mesma
equivale a situacdo de uma transmissdao de mensagem no qual os simbolos tem a mesma
probabilidade de ocorréncia, de maneira que a entropia atinge seu valor maximo (SHANNON,
1948)).

Continuando a anélise da Fig. , percebemos que quanto maior for a diferenca de proba-
bilidades de ocorréncia dos dois resultados possiveis no evento, maior também serad o declinio
da entropia em relacdo ao seu valor maximo. Isto é, S sera nulo quando uma das probabilidades
(p1 ou py) for 100%. Com o intuito de verificar a veracidade desse fato, considere um novo
exemplo. Seja agora um lancamento de uma moeda “viciada”, neste evento atual, p; = 80%
(probabilidade de cair “Cara”) e po = 20% de cair a face “Coroa”. Qual a entropia de Shannon

associada a este novo evento?

Solucao: Temos que p; = 0,8 e p, = 0,2, assim a entropia desse novo sistema &,

S = _(Oa 8) logZ(Ov 8) - (Oa 2) logZ(Ov 2)
~ 0,721. (3.21)

Isto é, a entropia neste evento tem um valor menor do que quando p; = py = 0,5. Desse
modo, concluimos de fato que S declina quando a diferenca de probabilidades de se obter
resultados diferentes aumenta.

Um fato interessante é que também pode-se estender a entropia de Shannon para uma

variadvel aleatdéria continua, onde a mesma se escreve,
S(p) = = [ dop(2) log,[p(e)] = —(1og, p(x)). (3:22)

Os resultados desta tese referentes a entropia de Shannon, foram obtidos utilizando apenas
a representacdo discreta (Eq. ) tendo em vista que no problema de buscas aleadrias
temos duas probabilidades de capturas de sitios alvos, P, e P, respectivamente. Tornando,
nesse sentido, o evento semelhante ao do lancamento de uma moeda.

No decorrer do capitulo, vimos que podemos obter resultados praticos e importantes a

respeito da entropia de Shannon. Porém, veremos que existe uma grande semelhanca entre
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o exemplo que vimos aqui e o nosso sistema de estudo. No préximo capitulo, vamos utilizar
os resultados analiticos e conclusGes obtidas neste para interpretar um dos nossos principais
resultados, levando em consideracio de que nosso problema se tem também apenas duas
opcoes de escolha no que diz respeito as probabilidades envolvidas. De forma mais completa,
faremos um estudo detalhado da eficiéncia, das probabilidades ) e P, e da entropia de
Shannon geradas pelas distribuices de probabilidades para os tamanhos de passos do tipo

Lévy e a Lei de Poténcia.
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4 RESULTADOS NUMERICOS EM UMA DIMENSAOQO

No presente capitulo faremos um estudo dos nossos principais resultados numa rede uni-
dimensional. Os mesmos referem-se a eficiéncia da busca, as probabilidades do caminhante
encontrar algum dos sitios-alvo e a entropia de Shannon atrelada a busca respectivamente.
Iremos averiguar as trés quantidades para duas distribuicdes de tamanhos de passos, a saber:
Lévy e a Lei de Poténcia, onde destacaremos as principais diferencas entre elas. O estudo sera
composto por ambos os tipos de busca (ndo-destrutivas e destrutivas), porém, daremos uma
atencdo maior para as buscas nao-destrutivas, por estas apresentarem, de forma geral, uma efi-
ciéncia superior comparada com a das buscas destrutivas. Por fim, discutiremos o mecanismo

relacionado a eficiéncia da busca em relacdo ao comportamento da entropia de Shannon.

4.1 DISTRIBUICAO LEI DE POTENCIA

Nesta secdo, analisaremos os aspectos estatisticos das buscas aleatérias ndo-destrutivas e
destrutivas, onde evidenciaremos as quantidades 7, Py, P, e S para a distribuicdo de tamanho
de passos do tipo lei de poténcia. As simulacdes numéricas que foram utilizadas para a obtencao
desses resultados, seguiram o modelo geral de buscas aleatérias unidimensionais descrito na

subsecdo ([2.1.1)), onde aqui A = L respectivamente.

4.1.1 Eficiéncia da Busca (1)

Considere inicialmente a distribuicdo de tamanho de passos do tipo Lei de Poténcia (Pa-
reto) como sendo da forma, P(¢;) ~ 1/(5%!, com 0 < a < 2. A variagdo do expoente a
caracteriza diferentes distribuicoes de probabilidades, no qual, tomando o exemplo do caso
especial & = 2, vamos nos deparar com somas de deslocamentos que convergem para a dis-
tribuicdo normal, decorréncia do Teorema Central do Limite. Bem como temos também, o
caso da convergéncia para a distribuicdo de Cauchy-Lorentz (o« = 1). Ja& para distribuicdes
com o« — 0, nos deparamos com longos passos e deslocamentos balisticos. Os casos onde
a < 0 a soma dos passos convergem para distribuices que nao podem ser normalizadas
(VISWANATHAN et al., 1999b)).

A Fig. apresenta a eficiéncia da busca 1 em funcdo do pardmetro a. Os dados da
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figura foram obtidos através de dois tipos de simulacdes numéricas, a saber: Método do
Operador Integral (descrito no capitulo[2) e o Método de Monte Carlo (COLACO et al.
2022). Apesar do nome, o segundo método que utilizamos advém de simulacdes numéricas
que também seguem as regras do caminhante aleatério presentes no capitulo. [2, em que
novamente somos nés que realizamos o sorteio dos passos do buscador. Para gerarmos os
graficos da Fig. , realizamos as simulacdes numéricas estabelecendo os seguintes valores
para os parametros relevantes do sistema, L = 103, r, = 0, ¢y = 0,2 isso para varios valores
de xy, como mostra a paleta de cores. Para a PDF da Lei de Poténcia, a varidvel independente
é o parametro «, onde 0 < o < 2. Como nos utilizamos do tratamento discreto do sistema,

optamos por fazer a varredura do a em pequenos intervalos da = 0, 1.

Figura 8 — Eficiéncia n em funcdo do pardmetro a para buscas aleatérias destrutivas e ndo-destrutivas. A
distribuicdo de tamanho de passos utilizada foi a lei de poténcia. Note que a eficiéncia maxima
da busca é obtida para a =~ 1 para buscas n3o-destrutivas e para o — 0. para buscas destrutivas.
Os circulos representam os dados do Método de Monte Carlo, enquanto os quadrados os dados
do Método do Operador Integral. Os parametros relevantes ao problema que utilizamos foram
respectivamente: L = 1032, r, = 0, £, = 0,2 para vérios valores de zy como mostra a paleta de
cores.

0.01 | | T
© Monte Carlo
O Operador Integral
o008 1D -
— Ku=o.4
Ku=1.0
Kn=4.0
0.006 - = Xo=10  _

— Xo=20
— x,=500

0.004

0.002 &

Fonte: O autor (2023)

Uma das primeiras coisas que se pode notar na Fig. é que temos uma boa concordancia
entre os dois métodos de simulacdo numérica que utilizamos, isto é, entre o Método de Monte
Carlo (circulos) e o Método do Operador Integral (quadrados). As linhas sélidas séo apenas
“guias para os olhos”. Em particular, os chamados regimes n3o-destrutivos (assimétricos) e
os destrutivos (simétricos) correspondem respectivamente, a posicdo inicial do buscador, isto

é, caso o caminhante se encontre muito préximo do dltimo alvo encontrado (zo/L < 1) a
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sua proxima busca serd no regime nao-destrutivo. J& o caso que o mesmo se localize muito
distante do dltimo sitio detectado (z¢/L = 1/2) a sua préxima busca sera no regime destrutivo
(VISWANATHAN et al., 2011)) (MENDEZ; CAMPOS; BARTUMEUS, 2016)).

No regime n3o-destrutivo a eficiéncia da busca se comporta de uma forma singular. Observe
que os menores valores de 1) se d3o para o =~ 0 e para @ = 2, enquanto que o seu valor maximo
estd associado a « &~ 1 conforme representado em simbolos azuis na Fig. para zo = 0, 4.
Este fato se justifica, pois, como discutimos no capitulo (2)), a eficiéncia da busca varia com
o inverso de dois parametros relevantes no problema, que s3o: o niimero médio de passos
entre dois encontros N, e do comprimento médio de um passo individual (¢) (Eq. [2.47).
Sendo assim, note que a eficiéncia sofre um decaimento quando temos grandes valores de N
e de (/). Sabendo disso, podemos chegar a seguinte conclusdo sobre a eficiéncia da busca
nao-destrutiva: como ja é de nosso conhecimento, para @ ~ 0 o caminhante encontra-se no
regime balistico o que implica que o tamanho do seu passo individual assume grandes valores.
Por outro lado, para @ = 2, o comprimento (¢) é pequeno e por conta disso, o caminhante
tem, em média, de realizar um grande nimero de passos /N para encontrar o sitio. Portanto,
percebemos que por esta razdo a eficiéncia da busca é baixa para esses valores de «, tendo
em vista que, nas extremidades temos os menores valores de 7). Assim, espera-se que para
valores intermedirios de v (o &~ 1) um méximo possa emergir, associada a uma estratégia
que combine um grande nimero de pequenos passos intermediado por grandes passos que
tem uma probabilidade baixa de ocorréncia. E esta hipétese foi numericamente constatada na
Fig. (8]

Conforme constatado no paragrafo anterior, o valor maximo da eficiéncia que foi obtido
para « = 1 representa um equilibrio entre a estratégia de execucdo de passos longos, favorecida
por a — 0 e aquela em que ocorre um aumento no niimero médio de passos que o caminhante
deve exercer entre dois encontros consecutivos, favorecida para a — 2. Uma boa explicacdo
para esse equilibrio é dada da seguinte forma: Como no caso ndo-destrutivo a posicdo inicial
do buscador é préxima de um dos sitios (xg &~ r,), a forma mais eficiente do caminhante
otimizar o processo de busca é executando um ndmero consideravel de passos curtos para
que ele consiga alcancar o alvo mais préximo, mas também eventualmente realizar passos
mais longos para poder alcancar o alvo mais distante. Deste modo é que surge o valor étimo
interposto para «, ou seja, ird emergir um valor maximo de n para a =~ 1 como ja haviamos
discutido.

Na Fig. podemos observar que para o caso de zy/L = 1/2 (busca destrutiva), temos
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que o valor maximo da eficiéncia estd associado a valores de o ~ (. Este fato se da porque
diferente da busca n3o-destrutiva, o cacador encontra-se longe dos dois sitios presentes no
intervalo, de modo que, para alcanca-los de uma forma mais otimizada ele precisa adotar uma
estratégia que seja composta apenas de passos mais longos e com direcGes aleatérias. Sendo
assim, como ja haviamos discutido, o regime de passos extensos e balisticos acontece, na lei de
poténcia, quando os valores de & — 0. Portanto, constatamos de fato que para xo/L = 1/2
obtemos a eficiéncia maxima, isto é, Nmax = 1/x¢ = 0,002, quando o — 0 de acordo com
o grafico com simbolos pretos da Fig. (8)). Este fato mostra que o caminhante alterna a sua
estratégia de busca para cada regime.

Finalmente, podemos notar que a medida que o valor de zy vai aumentando, acontece
uma queda na eficiéncia da busca e no valor de o associado ao 7,3« Este fato, que ja foi
descrito na literatura (VISWANATHAN et al., 2011) (MENDEZ; CAMPOS; BARTUMEUS, [2016)),
mostrou que a eficiéncia é maximizada para alguns valores de o que depende de x, ou seja,
a = a(xg). Os resultados também mostram que os valores de 7 e &(z() diminuem com z e

ficam restritos ao intervalo 0 < a(zg) < 1.

4.1.2 Probabilidades F, e P;,

Nesta etapa investigamos a probabilidade F, de encontrar o dltimo alvo visitado apds
comecar a uma distancia x( dele. Por completeza, também analisamos a probabilidade com-
plementar P, (em 1D Py, esta relacionado a probabilidade do encontro do alvo que estd a uma
distancia inicial L — xy do buscador). A Fig. @D ilustra as probabilidades Py e P, em funcdo
do expoente « para o regime simétrico e também para o regime assimétrico. Os parametros
utilizados foram os mesmos da subsecdo (4.1.1)) seguindo a mesma paleta de cores, isto &,
L=10%7r,=0,/0,=0,2com0 < a < 2 variando em pequenos intervalos dae = 0, 1. Nova-
mente, analisamos varios valores de x( explorando os dois regimes de busca. Para o método
do operador integral, utilizamos Az = 0,2 como elemento de discretizacao.

A Fig. (9) mostra uma boa concordancia entre os resultados de Monte Carlo (circulos),
Operador Integral (quadrados) e as expressdes analiticas exatas (linha sélida) para as pro-
babilidades P, e P (BULDYREV et al} 2001b) (BULDYREV et al,, [2001a). A curva analitica
exata foi obtida com o auxilio da literatura, onde verificamos que podemos representar Py,

analiticamente da seguinte maneira,
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Figura 9 — Probabilidades P, e P, de o caminhante detectar os sitios localizados em z =0 e x = L, respec-
tivamente, em funcdo do expoente « para os regimes destrutivo e ndo-destrutivo. As buscas foram
conduzidas pela p(¢) do tipo Lei de Poténcia. Observe que tivemos uma boa concordancia entre
os Métodos do Operador Integral (quadrados) e Monte Carlo (circulos), além de concordar bem
com a curva tedrica analitica (linha sélida). Os pardmetros relevantes ao problema que utilizamos
foram respectivamente: L = 103, r, = 0, £, = 0,2 para vérios valores de x( seguindo a paleta de

cores da Fig. (8).

© Monte Carlo
EH Operador integral
= Curva exata

Fonte: O autor (2023)

Pufan,) = (a0 (22)") @)

onde a expressdo se aplica para ¢y — 0. A funcdo f(zg, ) é representada por,

2,F (a/2,1 —a/2;1 + a/2; 20/ L)
aB(a/2,a/2) ’

f(zo, ) = (4.2)

em que o F| e B denotam a funcdo hipergeométrica e a funcdo beta respectivamente. Para
obtermos a curva analitica de F,, utilizamos a propriedade de completeza das propabilidades,
istoé, Pp=1— F;.

Assim como na subsecdo (4.1.1]), primeiramente iremos interpretar os resultados da busca
ndo-destrutiva. Sendo assim, partindo desta consideracido, podemos afirmar que no regime em
que a ~ 0, temos um longo comprimento de passo individual ({(¢) > 1) o que implica em
passos largos e uma dinamica balistica de busca. Isto significa que, ao executar esses passos a
probabilidade de se encontrar sitios em regiGes mais distantes aumenta, mais especificamente

o alvo localizado em = = L (Fig. ). No entanto, esta probabilidade nunca chega a ser tio
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grande quanto a de ele encontrar o sitio localizado em z = 0, considerando que estamos
analisando a busca no regime assimétrico (z¢ = r,). Portanto, chegamos a conclus3o que os
valores de v ~ ( estao associados a maior probabilidade possivel do caminhante detectar o
sitio em © = L. Conforme o parametro « vai crescendo, o tamanho médio do passo individual
diminui, ou seja, o buscador vai entrando em um regime de passos mais curtos, de maneira
que a probabilidade de se encontrar alvos em regiGes mais distantes descresce, justificando,
desse modo, o motivo da diminuicao monotonica de P, a medida que o aumenta.

De maneira analoga, podemos explicar o crescimento monotonico de Py com o expoente
«. Sendo assim, como para a =~ 0 o buscador estd no regime de passos mais longos, o alvo
que esta na regido mais distante tem a maior probabilidade de ser encontrado, implicando que
a probabilidade F, de se encontrar o alvo mais préximo é a menor possivel. Como estamos no
regime assimétrico, o caminhante parte para a sua busca em uma posicao inicial préoxima ao
sitio em = 0, de maneira que ele ja inicia sua procura com grandes chances de detectar este
sitio. Todavia, a medida que @ — 2 o tamanho médio do passo individual diminui, a0 mesmo
tempo que, aumenta o nimero médio de passos entre dois encontros sucessivos, fazendo
crescer gradativamente as suas chances de encontrar o sitio em x = 0, justificando o motivo
de P, atingir seu valor maximo quando o = 2.

Por completeza, vamos explicar o resultado para o caso simétrico. O grafico constante com-
posto pelos simbolos pretos presentes na Fig. @]) mostra o comportamento das probabilidades
Py e Py, para o regime com xo/L = 1/2. Como ja foi dito, a situacdo do caminhante iniciar sua
busca da posicdo xy = L/2 n3o estabelece uma condicdo vantajosa para a busca destrutiva.
Portanto, a melhor estratégia para cacar os alvos seria o buscador se deslocar balisticamente
em todas as direcOes possiveis. Nesta circunstancia, as probabilidades I}y e P, de o cacador
rastrear os sitios-alvo localizados em x = 0 e x = L s3o as mesmas. Ou seja, Py = P, = 1/2
independente de o caminhante executar passos longos ou curtos, isto é, independente do valor
do parametro . Um outro fato interessante decorrente da independéncia dos valores de F, e
P, na busca destrutiva é que esses valores também n3o dependem da PDF que determina o
tamanho e a direcdo dos passos do buscador. Isto é, Py = P;, = 1/2 para qualquer distribuicdo
de tamanho de passos no regime simétrico.

Em suma, quando o cacador inicia sua busca a partir de uma posicao centralizada na rede
unidimensional, isto é, quando z,/L = 1/2, verificamos que Py = P, = 1/2 para qualquer
valor de v como ja era esperado. No entanto, a medida que xy diminui, ou seja, quando o

buscador comeca sua busca mais perto do ltimo alvo visitado, F; aumenta monotonicamente
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para qualquer valor de . Também constatamos que Py > P V zo/L < 1/2 e a > 0.
Este resultado indica que em 1D o dltimo alvo encontrado é sempre detectado com maior
probabilidade comparado com o outro alvo da rede (sitio-alvo mais distante), resultado que

n3o se sustenta em 2D, como veremos mais adiante.

4.1.2.1 Comparacao das Probabilidades P, e P;, para diferentes valores de

Com o objetivo de investigar mais o comportamento das probabilidades Py e P, em uma
dimensdo, realizamos um estudo comparativo com mais detalhes a respeito das simulacGes
numéricas e a curva analitica exata. A Fig. ilustra o comportamento das curvas de Fj e
P;, para uma busca n3o-destrutiva com diferentes valores de ¢, tendo em vista que, para as
buscas destrutivas as probabilidades P, e P;, assumem o valor de 1/2 para qualquer valor de
ly. Tal como na Fig. @D os parametros utilizados para a geracdo da Fig. foram L = 103,
r, = 0, g = 2 (busca ndo-destrutiva) e uma varredura de ¢, no intervalo de 0,01 < ¢, < 3.
Para cada valor de ¢y, o parametro « variou no intervalo 0 < a < 2 em pequenos intervalos

da = 0,1 respectivamente.

Figura 10 — Probabilidades Py e P;, de o caminhante detectar os sitios localizados em z = 0 e x = L, respec-
tivamente, em funcdo do expoente « para o regime n3o-destrutivo, sendo as buscas conduzidas
pela p(¢) do tipo Lei de Poténcia. Note que a medida que o valor de ¢y diminui, os valores da
simulac3o v3o se aproximando da curva analitica exata para Py (quadrados) e Py, (circulos). Para
a obtenc3do dos graficos presentes nesta figura, os parametros relevantes do problema foram res-
pectivamente: L = 103, r, = 0, para varios valores de ¢, seguindo a paleta de cores com zy = 1
fixo.

=== Py - Curva exata
/8 === P, - Curva exata
O Po-1p=0.01
O PL-1p=0.01 —
O Po-1=0.1
O  PL-1lp=0.1
Pp - 1p=1.0

Y P, - lo=1.0 _
o 1D Po - 10=2.0
Y

Po, P

) )

F=Y [-)]
-~
-
]
o
o
v
o
~+
m>
S
0
o

P - 1o=2.0
Q O Po-le=3.0
0.2 \ o 0 P_-1,=3.0

Fonte: O autor (2023)



96

Observe que os quadrados denotam a probabilidade de o caminhante localizar novamente
o ultimo sitio encontrado (F), enquanto que os circulos representam a probabilidade de o
buscador detectar o sitio complementar localizado em = = L (Pp). A curva tracejada de cor
preta (curva exata) foi gerada através da Eq. com o apoio da Eq. e a mesma
representa a curva analitica exata para as probabilidades de deteccao dos alvos. Como ja
foi dito, nesse modelo de buscas aleatdrias, para se realizar as simulacGes numéricas, se faz
necessario estabelecer um comprimento de passo minimo para o caminhante aleatério (¢p). Isso
se da porque precisamos discretizar o problema para fazermos a leitura numérica do mesmo.

O estudo foi feito explorando 5 valores diferentes de ¢, como mostra a Fig. (10). O
que constatamos foi que as curvas de F, e P, se aproximam das curvas tedricas analiticas,
conforme o valor do comprimento de passo minimo ¢, vai diminuindo. Este resultado fortalece
0 que ja esta descrito na literatura (BULDYREV et al.,, 2001b) (BULDYREV et al} [2001a)), que
estabelece validade para a Eq. quando {3 — 0. Um outro detalhe observado, foi que
a partir de ¢, = 0,1 ndo tivemos uma aproximacao mais significativa dos dados numéricos
com a curva analitica exata, o que nos permitiu realizar boas simulacdes com um baixo custo

computacional.

4.1.3 Entropia de Shannon ()

Uma indagacdo importante de ser feita no problema das buscas aleatédrias é verificar se
existe uma relacao direta ou indireta entre o maximo da eficiéncia da busca observado no
regime n3do-destrutivo e algum tipo de extremizacdo (maximo ou minimo) na entropia de
Shannon (S) associada a busca. Sendo assim, o nosso objetivo nesta subsecdo é analisar o
comportamento de S com o expoente « para a PDF da Lei de Poténcia.

A Fig. ilustra o comportamento da funcdo S x « para buscas aleatérias unidimensionais
destrutivas e nao-destrutivas associadas a distribuicao de tamanho de passos do tipo Lei de
Poténcia. Os parametros utilizados tém os mesmos valores das subsecdes anteriores, isto
é L = 103 ¢y = 0,2, r, = 0, onde 0 < a < 2 varrendo pequenos intervalos do =
0,1. Semelhantemente, examinamos varios valores de x, averiguando os regimes simétrico

e assimétrico seguindo a mesma paleta de cores da Fig. respectivamente. Assim como

nas subsecdes (4.1.1) e (4.1.2) utilizamos Az = 0,2 como elemento de discretizacdo para

o método do operador integral. Da mesma maneira que a eficiéncia () e as probabilidades

(Py e P) observamos uma boa concordancia entre os resultados analiticos exatos (linhas
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sélidas) e os métodos de simulacdo numéricas que utilizamos a saber: Monte Carlo (circulos)

e o Método do operador integral (quadrados). A curva analitica exata para a entropia S foi

gerada com o auxilio da Eq. (4.1) no qual nos utilizamos do seguinte “artificio”: No problema

das buscas aleatérias em 1D, a entropia de Shannon pode ser escrita como S(Py, Pr) =

— Py log,y(Py)— P logy(Pyr), como Py+P;, = 1, podemos escrever S em funcdo de apenas uma

das probabilidades existentes, isto é, S = S(F) ou S = S(Py). Como ja temos conhecimento,

a Eq. (4.1)) denota a expressdo analitica exata para a probabilidade do caminhante encontrar

o sitio localizado em = = L, sendo assim, para que conseguissemos obter uma expressao

analitica exata para .9, foi conveniente optarmos por representar a entropia como uma funcao

puramente de P, ou seja, S = S(Fp).

Figura 11 — Entropia de Shannon S em funcdo do expoente o para buscas n3o-destrutivas e destrutivas
associadas a distribuicdo de tamanho de passos do tipo Lei de Poténcia. Podemos notar uma boa
concordancia para os métodos de simulacdes numéricas Monte Carlo (circulos) e o Método do
Operador Integral (quadrados). Também, observamos uma boa concordéncia entre as simulacées
e a curva analitica exata associada a S. Para a obtencdo dos graficos presentes nesta figura, os

parametros relevantes do problema foram respectivamente: L = 103, r, = 0, ¢y = 0, 2 para varios
valores de z( seguindo a paleta de cores.
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Fonte: O autor (2023)

Para realizar o procedimento descrito de forma analitica, precisamos lembrar que em nosso
problema, P, é dada pela Eq. e que a entropia em funcdo de Pp, é dada por S(Pr) =
—(1 = Pp)logy(1 — Pp) — Pplog, P;, respectivamente. Dessa maneira, vendo que a Eq.
depende implicitamente da funcdo beta e sabendo também que a mesma pode ser escrita

(HASSANI, [2009) como,
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I'(z)l'(y)
B(x,y) = ——=, 4.3
(@) = T (+3)
munida da seguinte relacdo de recorréncia,
B(z;a,b) = B(a,b) — B(1 — z;b,a), (4.4)

podemos obter para o nosso caso, apds a execucao de alguns calculos, que

1—PL:F(O‘)B(1—

T2(a/2) ' 2) ‘ (45)

R

Consequentemente, de posse desse resultado, finalmente podemos demonstrar uma expressao

analitica exata para as curvas da entropia de Shannon, desse modo, obtemos que,

onde B(z/L;a/2,«/2) é a funcdo beta e I'(«) é a funcdo gamma respectivamente.

No primeiro momento vamos investigar a dependéncia da entropia de Shannon com o
pardmetro « para o regime das buscas aleatérias ndo-destrutivas (o ~ 7,). Isto é, vamos
explicar a causa das curvas presentes na Fig. de cores azul, verde, amarela, vermelha
e rosa estarem decaindo monotonicamente. Revisitando o problema do lancamento de uma
moeda comum descrito na subsec3o ([3.3.4)), observamos que existe uma semelhanca como o
problema das buscas aleatérias 1D, no sentido de duas possibilidades se apresentam em ambas
as situacdes (“Cara” ou “Coroa” na situacdo do lancamento da moeda, detecc3o do sitio fixado
em = = 0 ou detecgdo do sitio fixado em = = L no caso das buscas aleatérias 1D). Sendo
assim, podemos nos utilizar da conclusao que tiramos no problema da moeda, para também

explicar o decaimento monotonico de S na Fig. ([11)). A conclusdo que tiramos no caso do
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problema do lancamento da moeda afirma que a entropia de Shannon decai monotonicamente
a medida que a diferenca de probabilidades dos dois eventos possiveis aumenta. Analisando
a Fig. @D verificamos que é exatamente isso que acontece com as probabilidades para as
buscas ndo-destrutivas, isto é, a medida que o parametro v aumenta, ocorre um decréscimo
dos valores de P, e um acréscimo nos valores de F,, implicando no aumento da diferenca
entre as probabilidades conforme o parametro « estende o seu valor. Portanto, visto que esse
fato acontece com as probabilidades, é natural esperarmos um méaximo da entropia em o ~ 0
(valor de a onde ;) ~ Pp) e um decaimento monotdnico da entropia S neste caso (buscas
aleatérias 1D). Assim, o comportamento monoténico de Py e P, em funcdo de x( e o implica
que S sempre diminui com « para um determinado z, fixo e sempre aumenta com x, para
um valor de « fixo.

Esse resultado pode ser também verificado analiticamente maximizando a funcao S =
S(Py) ou S = S(PyL), isto é, fazendo dS/dPy = 0 ou dS/dPj, = 0 respectivamente. Portanto,

considere a entropia de Shannon, associada as buscas aleatérias 1D escrita da seguinte forma,

S(Py, Pr) = —Fy log, Py — P, log, Pp, (4.7)

onde também vamos considerar a relacdo de completeza Fy+ P, = 1. Tomando, P, =1—F
através da relacdo de completeza e substituindo na Eq. (4.7]), obtemos a funcdo S(P,) como

sendo,

S(Ry) = =Py logy Py — (1 — Ry) logy(1 — Fy), (4.8)

a funcdo que desejamos maximizar. Assim, calculando dS(FP,)/dP, = 0, iremos alcancar a
condicdo necesséaria para que S = Sy como almejamos. Entdo, diferenciando a Eq. (4.8)),

em relacdo a F, temos,

dS(Ry) d d
= —ap, ol — - [(1 = Ry) logy(1 — Py)] =
dF, dP, [Fo logy Fo] dP, [( 0) logs( 0)] =0
I 1- P

onde simplificando os termos ficamos com,
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dS(F)
dPy

= —logy Py — 1 +1logy (1 — Py) +1 =0
———

P,

= —log, Py + log, P, = 0, (4.10)

e consequentemente, log, P;, = log, Py o que implica diretamente em P, = F,. Vale a pena
destacar a importancia desse resultado, tendo em vista que, foi a conexdo dos resultados
descritos nas Figs. e , isto é, S = Smax para valores de Py = P, como haviamos
discutido no momento anterior.

Este raciocinio analitico também se aplica para as buscas em 2D, porém, com a diferenca
de que em 1D o buscador nao pode “errar” um alvo quando salta sobre ele sem que o mesmo
seja detectado o que n3o acontece em 2D como veremos mais adiante. Em vista disso, em
1D sempre terminamos com P, > P, para quaisquer zo < L/2 e qualquer valor de «, sendo
a entropia maxima apenas alcan¢ada no limite balistico (av — 0).

A Fig. também ilustra como se comporta a entropia S X a no regime de buscas
destrutivas. O resultado é composto pelos simbolos (quadrados e circulos e linha sélida) de
cor preta. Este comportamento pode ser explicado com o apoio da Fig. @D onde é possivel
verificar que para xo/L = 1/2 temos os valores Py = P, = 0,5. Desse modo, podemos

calcular S analiticamente para este regime, logo,

S(Po, Pr) = — Z le(JgQ(Pj) = —Pylogy(Fy) — Prlogy(Pr)

j=Fo,Pr
— 2 Pylog,(Py) = —2(0,5) log,(0,5)

= log,(2) = 1. (4.11)

Note que este resultado independe do valor do parametro «, o que significa que S = 1 para
qualquer distribuicao de tamanho de passos para as buscas aleatérias no regime simétrico.
Retornando para o regime das buscas assimétricas (x¢/L < 1/2) podemos agora de fato
comparar os graficos 7 x a com S x «. O estudo foi realizado com o intuito de averiguar
se os pontos maximos da eficiéncia estdo atrelados a pontos de extremizacdo da entropia de

Shannon. Como é possivel observar este fato ndo se confirmou. Portanto, pode-se concluir que
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o processo de maximizacao da eficiéncia nas buscas nao-destrutivas para a Lei de Poténcia,
ndo estad relacionada a um mecanismo de extremizacdo da entropia. De fato, a mecanica
de optimizacdo da eficiéncia da busca envolve o compromisso com a execucao de passos
largos favorecidos pela dindmica balistica &« — 0 e por deslocamentos individuais mais curtos
(N > 1) favorecidos pela dindmica gaussiana @ — 2 como ja discutimos na subsec3o (4.1.1]).
Porém, a analise e a compreenc3do do papel da entropia de Shannon, especialmente no caso das
buscas nao-destrutivas é importante para o entendimento das buscas aleatérias eficientes. A
auséncia de um maximo de S para o > 0 em caminhadas aleatérias 1D, contrasta notavelmente

com um comportamento bastante distinto de S em buscas 2D como veremos mais adiante.

4.2 DISTRIBUICAO DE LEVY

Assim como na secao ((4.1)) vamos estudar algumas particularidades de natureza estatistica
das buscas aleatérias nao-destrutivas e destrutivas, no qual deixaremos em destaque novamente
as quantidades 7, Py, P e S. A diferenca estd unicamente na distribuicdo de tamanho de
passos, onde nesta etapa do estudo utilizamos a distribuicdo de Lévy. As simulacoes numéricas
que foram utilizadas para a construcdo dos resultados a seguir, obedeceram o modelo geral de

buscas aleatérias unidimensionais descrito na subsecdo ([2.1.1]) respectivamente.

4.2.1 Eficiéncia da Busca (1)

Nesta subsecdo vamos analisar o comportamento da eficiéncia da busca relacionada a
distribuicdo de tamanho de passos de Lévy. Sendo assim, considere o tamanho e a direcao do

passo do caminhante sorteado pela seguinte distribuicdo (LECCARDI, [2005)),

sin(a®) [ cos[(1— Oé)q)]>a_ i (4.12)

_ )
p(e(@),@)_C(COS(I))é ( -

em que em nossas simulacoes assumimos que 7 = 0 e C' = {; respectivamente. Uma outra
consideracao que assumimos também em nossas simulacdes foi que a varidvel W se distribui
exponencialmente e este fato implica que a mesma pode ser representada como W = —log X,
onde X é uma variavel aleatéria (LECCARDI, 2005). Por fim, assumimos & = 7(X —1/2) como

uma distribuicdo uniforme de angulos, em que X é a mesma variadvel aleatéria que compde
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W. Assim como na distribuicdo do tipo Lei de Poténcia, temos as mesmas caracteristicas
associadas ao expoente «, isto €, sua varredura no intervalo de (0,2] configura diferentes
distribuicGes de probabilidades, tendo como principais exemplos os casos de o« = 2 (distribuicdo
gaussiana), o = 1 (distribuicdo de Cauchy) e @ — 0 (distribuicdes com longos passos e
deslocamentos balisticos). As distribuicdes com « < 0 correspondem a casos que n3o sdo
normalizaveis (VISWANATHAN et al., 1999b)).

A Fig. ilustra a eficiéncia da busca 1 em funcao do pardmetro «. Os gréficos foram
obtidos para L = 103, r, = 0, £y = 0,2 para seis valores de x, diferentes. Os dados dos
graficos foram obtidos através da simulacdo de Monte Carlo. Para a PDF de Lévy, uma das
varidveis independentes é o parametro a com « € (0, 2], onde ao discretizar o nosso sistema

escolhemos uma varredura da = 0,1 para os possiveis valores de a.

Figura 12 — Eficiéncia n X « para buscas aleatérias destrutivas e n3o-destrutivas. A distribuicdo de tamanho
de passos utilizada foi a de Lévy. Os parametros relevantes no modelo de busca que utilizamos
foram respectivamente: L = 102, 7, = 0, {y = 0,2 para 6 valores de 24 como mostra o conjunto
de cores. Observe que 0 Nmsx é alcancado para o &~ 1 para as buscas assimétricas (zo = 0,4) e
para o & 0 para buscas simétricas (zo = 500).
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Fonte: O autor (2023)

De maneira geral, é possivel observar primeiramente que existe uma grande semelhanca
qualitativa entre os graficos da Fig. com os graficos da Fig. para os dois regimes
de busca. Esse resultado ja era esperado, tendo em vista que, a distribuicdo de tamanho de
passos de Lévy converge para a distribuicdo Lei de Poténcia para passos com comprimentos
muito longos. Vale a pena lembrar que os regimes destrutivos e nao-destrutivos sao definidos
de acordo com a posicao inicial do buscador, isto é, para zy ~ r, temos um regime de buscas

assimétrica, ja para o = L/2 vamos ter um regime de busca totalmente simétrico em uma
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dimensao.

Tal como na Fig. (8), podemos notar que a eficiéncia maxima no regime de buscas ndo-
destrutivas na Fig. acontece também para valores de a ~ 1, assim como os menores
valores de 1) estdo associados a o =~ 0 e a a = 2. Estes resultados se d3o, pois, a eficiéncia
da busca é inversamente proporcional ao nimero médio de passos entre dois encontros conse-
cutivos NV e ao comprimento médio de um passo individual (¢). Sendo assim, quando o — 2
(regime gaussiano) o caminhante passa a executar passos cada vez mais curtos, implicando em
altos valores de N e consequentemente baixos valores de 7, ja que n = 1/N(¢). De maneira
analoga, podemos explicar o outro ponto baixo da eficiéncia nas buscas n3o-destrutivas de
Lévy, isto é, para valores de a — 0. Nesta condicao, o buscador se desloca balisticamente
executando passos cada vez mais longos, e isto significa que teremos valores de (¢) cada vez
mais altos, explicando assim, o motivo de obtermos um baixo valor de 1 quando estamos
com a &~ 0. Por outro lado, para atingir o valor maximo da eficiéncia, o caminhante precisa
adotar a estratégia de combinar passos curtos a fim de capturar o sitio localizado em x =0 e
eventuais passos longos aumentando assim, a probabilidade de captura do sitio mais distante
localizado em x = L. Por consequéncia desse fato, o valor de « relacionado a essa estratégia
de maximizacao de 7 é a = 1, considerando que entre dois pontos minimos torna-se concebivel
o surgimento de um ponto de maximo.

Para as buscas destrutivas (o = 500), a Fig. mostra um valor de 7,3, muito préximo
de 1/x¢ = 0,002 para valores de « ~ 0. Em contrapartida, a medida que « vai aumentando,
7 sofre um decaimento monotoénico até atingir o valor minimo da eficiéncia, que acontece
para a = 2. Os resultados descritos podem ser explicados através da melhor estratégia de
optimizacdo para este regime. Dessa maneira, como o caminhante inicia sua busca em xy =
L/2, o mais sensato a se fazer para tentar alcancar os dois sitios da rede é se deslocar
balisticamente em qualquer uma das duas direcdes permitidas na rede 1D. E como ja discutimos
na subsec3o (|4.1.1)), essa situacdo acontece quando v — 0. Por outro lado, quando o buscador
passa a executar passos mais curtos (regime gaussiano), ele ndo consegue alcancar nenhum
dos dois sitios-alvo que estdo localizados nas extremidades do intervalo, fazendo com que

n — 0 quando o — 2.
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4.2.2 Probabilidades F, e P;,

Neste momento, novamente iremos examinar as probabilidades F, e P, de deteccdo dos
sitios presentes na rede 1D. Lembrando que F, representa a probabilidade do caminhante cap-
turar o dltimo alvo visitado quando se trata de buscas ndo-destrutivas (em buscas destrutivas
os alvos uma vez detectados jamais poderdo ser localizados em buscas posteriores). Conse-
quentemente, P, se caracteriza por ser a probabilidade do buscador capturar o outro sitio que
ainda nao foi detectado. Na Fig. podemos observar como se comporta as probabilida-
des Py e P, em funcdo do pardmetro « para a distribuicao de tamanho de passos de Lévy
(Eq.[4.12)). A figura mostra os resultados para buscas destrutivas e n3o-destrutivas. Bem como
na Fig. , o esboco dos graficos da Fig. foram alcancados com os seguintes valores de
L, 1y, lyexg, asaber: L =103, 7,=0, 0y =0,2exo=({0,4} {1} {4} {10} {20} e {500})
respectivamente. Como ja justificamos anteriormente, 0 < a < 2, e da = 0,1 foi o nosso
elemento de discretizacdo. Os resultados que compode a Fig. foram gerados através da
simulacdo de Monte Carlo (circulos) e da curva analitica exata (linha sélida tracejada)
produzida pela Eq. associada a Eq. (BULDYREV et al., 2001b) (BULDYREV et al.,
2001a).

A Fig. apresenta uma boa concordancia entre o método de Monte Carlo (circulos) com
as curvas oriundas das expressdes analiticas (linha sélida tracejada), exceto para os graficos
com zg = 0,4 e xg = 1, onde temos uma concordancia regular. Este fato ocorreu porque como
discutimos na subsecgo (4.1.2), as Eq. e Eq. se aplicam com uma maior precis3o
quando ¢y =~ 0. E pela razdo de neste momento estarmos trabalhando com a distribuicao de
tamanho de passos de Lévy, podemos observar com mais detalhes essa desconformidade.

Conforme a subsecdo , vamos inicialmente discutir os resultados associados as buscas
ndo-destrutivas. Portanto, como em outrora foi discutido (subsecdo , nesta situacao,
podemos investigar duas regiGes de interesse, a saber: regides de longos passos individuais
(v = 0) e a regido com um grande nimero médio de passos (o« — 2). Para o caso de a@ — 0,
podemos observar que o caminhante atinge o seu maior valor de P, e consequentemente o
seu menor valor de F,. Este fato acontece devido a os longos passos executados pelo buscador
nessa regido, ou seja, ao exercer a dindmica balistica de busca, o caminhante se encontra
no seu melhor momento para localizar o sitio fixado em x = L, por essa razdo, temos a
justificativa de o maior valor de P; estad associado a valores de o &~ 0. Por outro lado, ao

adotar longos comprimentos médios de passos individuais, o buscador se encontra no seu pior
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Figura 13 — Probabilidades P, e P;, de deteccdo dos alvos localizados nas extremidades da rede 1D (z = 0
e © = L), em funcdo do pardmetro « para os regimes simétricos e assimétricos relacionados as
buscas de Lévy. Os pardmetros referentes ao problema que utilizamos foram L = 103, r, = 0,
ly = 0,2 para seis valores de z( distribuidos em uma paleta de cores. Note que para a distribuicdo
de tamanho de passos de Lévy, ndo tivemos uma exelente concordancia entre o método de Monte
Carlo (simulacdo numérica) e a curva exata (método analitico) para pequenos valores de zq. Por
outro lado, tivemos uma boa concordancia entre as simulacdes numéricas (circulos) e o método
analitico (linha sélida tracejada) para altos e intermediérios valores de zg.
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Fonte: O autor (2023)

momento para detectar o alvo localizado em = = 0, isto é, F, assume seu menor valor quando
o caminhante esta se movendo na dindmenica balistica de busca, como podemos visualizar na
Fig. .

Nas proximidades do regime gaussiano (« ~ 2) a Fig. nos mostra a regiao onde temos
a maior diferenca entre Fy e Py, isto é, a probabilidade de encontrar o sitio em x = 0 assume
seu maior valor, enquanto a probabilidade de encontrar o alvo em & = L encontra-se com o
seu menor valor possivel. Este resultado pode ser explicado ao lembrarmos que quando o — 2
o caminhante passa a executar passos mais curtos, fazendo com que o nimero médio de passos
(N') aumente progressivamente. Desse modo, ao operar com pequenos passos a probabilidade
do buscador detectar o tltimo sitio outrora encontrado (Fy) é a maior possivel, tendo em vista
que o mesmo se encontra numa busca nao-destrutiva. Em contrapartida, quando N > 1 o
caminhante praticamente nao tem chance de detectar o sitio fixado em = = L, considerando
que o tamanho dos passos executados por ele tem um comprimento muito curto e que o seu
ponto de partida é muito longe da posicdo espacial deste sitio-alvo (z = L). Assim, podemos
constatar que para todos os valores de o a probabilidade P, é sempre maior ou igual a Py,

iStOé,P()ZPLVOé.
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Para o regime de buscas destrutivas, temos uma explicacao idéntica a discutida na subsec3o
, para o caso simétrico, tendo em vista que, quando xy/L = 1/2 as probabilidades P, e
Py, assumem o mesmo valor, isto é, Py = P;, = 0,5, independente da distribuicao de tamanho
de passos (PDF) utilizada. Esse fato decorre, por conta da estratégia de busca adotada pelo
caminhante, ou seja, quando o buscador parte para a sua busca com xy = L/2 a melhor chance
que ele tem de encontrar os dois alvos fixados nas extremidades da rede 1D se d4 quando ele
adota uma dinamica balistica de busca. Nessa dindmica, o cacador executa grandes passos
com direcoes aleatérias sem nenhum privilégio de deteccao de algum dos alvos, justificando

assim, a igualdade dos valores de F) e P, durante toda a busca respectivamente.

4.2.2.1 Comparacdo das Probabilidades F, e Py, para diferentes valores de (,

De maneira semelhante ao que foi feito com a distribuiciao de tamanho de passos do
tipo Lei de Poténcia (subsecdo , realizamos um estudo comparativo mais detalhado
das probabilidades Py e Pp, agora, para a distribuicdo de tamanho de passos de Lévy. O
objetivo foi varrer diferentes valores de ¢, e investigar como se da a aproximacdo das curvas
numéricas das probabilidades F e P, com a curva tedrica analitica estabelecida pelas Eq.
e Eq. (4.2).

A Fig. denota como se d3o as curvas referentes as probabilidades P, e P;, em funcao
do parametro 0 < o < 2. A simulacGes foram executadas para diferentes valores de /¢,
para buscas no regime assimétrico, considerando que, no regime simétrico Py = P, = 0,5
para qualquer valor de ¢y. Os parametros ajustados para a geracdo da Fig. foram: L =
103, r, = 0, 7o = 1 (busca n3o-destrutiva) para 5 valores de /, diferentes a saber: ¢y =
({0,01}, {0,1}, {1}, {2}, {3}). Para cada valor de ¢y o parametro a variou em pequenos
intervalos da = 0, 1 respectivamente.

Note que a probabilidade F, esta representada pelos quadrados, enquanto que P;, pode
ser identificado como circulos. Um outro detalhe é que tanto Fy quanto P, se apresentam
com diferentes cores, isto foi feito de modo que cada cor representa uma simulacdo com um
valor de ¢ respectivamente. Assim como na subsecdo (|4.1.2.1]) a obtencao da curva tracejada
de cor preta (curva exata), contou com o apoio das Eq. e Eq. .

Como bem sabemos, para que consigamos obter éxito na execucdo das simulacdes numé-
ricas, se faz necessario emergir um comprimento de passo minimo (¢y). A medida que ¢y — 0

a expressdo para o calculo de P;, converge para a Eq. (4.1]) respectivamente. De fato, note
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Figura 14 — Probabilidades Py e Pp, de o buscador localizar os sitios-alvo fixado nas extremidades = = 0 e
x = L, em func3o do expoente a para o regime de buscas n3o-destrutivas de Lévy. Para geracdo
dos graficos presentes na figura, foram ajustados os seguintes pardmetros: L = 10, r, = 0 e uma
varredura com vérios valores de ¢, (paleta de cores) para zy = 1 fixo. Note que ao passo de o
valor de £y diminui, as curvas de Py (quadrados) e Py, (circulos) referentes as simulacdes vio se
aproximando da curva analitica exata (linha sélida tracejada).
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Fonte: O autor (2023)

que as curvas numéricas para Py e P, (quadrados e circulos) se aproximam suavemente das
curvas exatas (linha sélida tracejada) ao passo que os valores de ¢, diminuem progressiva-
mente. Esse resultado foi importante, pois, dessa maneira, consiguimos verificar mais uma vez
as conclusdes presentes na literatura (BULDYREV et al., 2001b)) (BULDYREV et al., 2001a)), agora
para a distribuicdo de tamanho de passos de Lévy. O ponto que talvez seja o mais importante
dessa analise é que para a PDF de Lévy, podemos de fato observar a convergéncia dos dados
numéricos com a curva analitica exata. Note que agora é possivel observar que as curvas
numéricas com ¢y = 0,01 estdo mais préximas da curva analitica exata do que as curvas
numéricas geradas com ¢y, = 0, 1. Esse fato ndo ocorreu quando utilizamos a distribuicao de
tamanho de passos Lei de Poténcia como mostra a Fig. . Porém, qualitativamente temos
um comportamento muito similar entre os resultados atribuidos a distribuicao de tamanho de

passos de Lévy com os resultados oriundos da PDF Lei de Poténcia como ja era esperado.

4.2.3 Entropia de Shannon ()

Bem como foi feito na subsecdo (|4.1.3)), iremos agora investigar como se apresentam as

curvas da entropia de Shannon (.S) em funcdo do pardmetro « para a distribuicdo de tamanho
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de passos de Lévy. Também, iremos analisar se existe uma coneccao direta ou indireta entre
o valor maximo da eficiéncia (7) das buscas ndo-destrutivas com algum tipo de maximizac&o
ou minimizacdo de S associada a mesma busca.

Observando a Fig. , certificamos como se da o comportamento da entropia de Shannon
(S) em funcdo do expoente « para buscas aleatérias de caracter destrutivo e n3o-destrutivo

relacionadas a distribuicdo de tamanho de passos de Lévy (Eq. 4.12).

Figura 15 — Entropia de Shannon S em funcdo do pardmetro « para buscas aleatérias de caracter destrutivo e
ndo-destrutivo relacionadas a distribuicdo de tamanho de passos de Lévy. Para geracdo dos graficos
presentes nesta figura foram ajustados os seguintes pardmetros: L = 103, r, = 0, £y = 0,2 para 6
diferentes valores de x( separados por 6 diferentes cores. Note que temos uma boa concordancia
entre o método numérico (quadrados) com a curva exata (linha tracejada) para 4 valores de xo,
a saber: o = {(4), (10), (20), (500)} e uma concordéncia regular para zo = 0,4 e o = 1.
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Fonte: O autor (2023)

O ajuste dos principais pardmetros utilizados foram L = 103, r, = 0, {, = 0,2 onde
a € (0, 2] se intercalando em pequenos intervalos da = 0, 1 respectivamente. Assim como para
a eficiéncia 1) e as probabilidades P, e Pr, averiguamos 6 diferentes valores de xy explorando
os regimes de buscas destrutivo e n3o-destrutivo. Semelhantemente ao estudo realizado na
subsecdo (4.1.3), tivemos uma boa concordéncia entre as simulacdes numéricas (Método
de Monte Carlo - quadrados) e as curvas oriundas do método analitico (Eq. - linha
tracejada). A concordancia se deu de uma forma mais acentuada para 4 valores diferentes
de x( a saber, o = {(4), (10), (20), (500)}. Por outro lado, a mesma aconteceu de forma
regular para xg = 0,4 e o = 1. Este comportamento ja era esperado, tendo em vista que, a

concordancia entre os métodos numérico e analitico para F, e Py, referentes a estes valores
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de 29 (2o = 0,4 e zp = 1) também tiveram uma concordéncia regular. Este problema foi
solucionado na subsecdo (|4.2.2.1)) onde verificamos que para obtermos uma boa concordancia
entre o método de Monte Carlo e o método analitico, basta considerarmos que {5 — 0 nas
simulacdes numéricas. O procedimento utilizado para obtencdo da curva analitica exata para a
entropia S, foi descrito com mais detalhes na subsecdo . Em suma, apenas escrevemos
S em funcdo da probabilidade Py, ou seja, S = S(Pp) e em seguida, contamos com o auxilio
da Eq. . Este “artificio” nos possibilitou obter a equacdao que reproduziram as curvas
analiticas exatas da Fig. (15).

Primordialmente, vamos examinar os graficos de S x « para as buscas n3o-destrutivas.
Mais precisamente, vamos justificar o decaimento monotdnico da entropia em decorréncia do
expoente a. No regime de dindmica balistica de busca (o« — 0), note que a entropia S se
aproxima de seu valor maximo, isto é S = 1. Isso acontece pois quando a ~ 0 o caminhante
esta executando longos comprimentos de passos individuais o que possibilita a deteccao do sitio
assentado em x = L logo no primeiro passo. Em contrapartida, o caminhante estd numa busca
totalmente assimétrica (xo ~ r,), 0 que favorece de maneira igual a localizacdo do alvo fixado
em x = 0. Essa condicdo, torna as chances de deteccao dos dois alvos totalmente equiprovaveis
como foi discutido na subsecao . Em outras palavras, Py = P;, = 0,5 quando a = 0.
Nesse cenario, temos uma total incerteza de qual dos dois sitios serd descoberto no primeiro
momento e como a entropia de Shannon mede a quantidade de incerteza associada a um
determinado evento estatistico, temos que S atinge seu valor maximo no regime da dindmica
balistica, isto é, S = 1. Ao passo de o pardmetro « acrescer de valor (o« — 2) o buscador
passa a exercer uma dinamica com comprimento de passos mais curtos. Nessa circunstancia, a
probabilidade do caminhante encontrar o alvo em = = 0 (P) é muito superior a probabilidade
complementar Py, ou seja, Py ~ 1 e P, =~ 0 quando o = 2 (ver Fig. . Portanto, podemos
constatar que na dindmica gaussiana de busca (a« = 2) ndo temos qualquer quantidade de
incerteza relacionada ao evento de descoberta dos sitios, considerando que nesse regime, ja é
certo que o alvo localizado em x = 0 serad descoberto. Sendo assim, a entropia de Shannon
S atinge seu valor minimo na dindmica gaussiana de buscas, isto é, S = 0 quando o = 2.
Dessa forma, fica claro perceber que a alternancias dos tipos de dindmica busca (balistica e
gaussiana) é o principal motivo que leva a um decaimento monotdnico da entropia nas buscas
nao-destrutivas.

Por completeza, vamos analisar a Fig. com foco agora nas buscas destrutivas (2o =

L/2). O grafico de interesse é o composto pelos dados (quadrados e linha tracejada) de cor
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preta. Analogamente, podemos repetir o procedimento utilizado na Eq. e confirmar
mais uma vez que S = 1 para o regime simétrico de buscas. Lembrando que este resultado
independe do expoente « e da distribuicio de tamanho de passos (PDF) que estd sendo
utilizada. Porém, vamos dar uma justificativa a luz da Teoria da Informacao Classica.

Ao recordar as buscas destrutivas (zo/L = 1/2), lembramos que para ter &xito em sua
busca, o caminhante se vé “forcado” a adotar a dinamica balistica de busca, tendo em vista
que, essa é a melhor estratégia para que ele possa ser eficiente na captura dos dois sitios-alvo
espalhados na rede 1D. Como ja foi discutido, nessa performace, as chances dele detectar
qualquer um dos dois sitios sdao equiprovaveis durante toda a busca, ou seja, Py = P, =
0,5V a. Dessa maneira, a maior quantidade de incerteza se estabelece durante toda a busca,
fazendo assim, S atingir seu maior valor durante esse periodo. Em suma, S = 1 durante toda
a busca simétrica e esse resultado é valido para qualquer valor do parametro « e para qualquer
distribuicao de tamanho de passos eventualmente utilizada.

Como ja era esperado, os resultados (1, Py e Pp, S) provenientes das distribuices de
tamanho de passos de Lévy e Lei de Poténcia se mostraram muito parecidos de forma qua-
litativa. Inclusive, verificamos mais uma vez que o mecanismo de maximizacao da eficiéncia
7 ndo estd relacionado a nenhum mecanismo de extremizacdo (méaximo ou minimo) da en-
tropia de Shannon (S) em 1D. Realmente, a mecanica de maximizagdo da eficiéncia se da
pela alterndncia de estratégias de busca que partem da dindmica balistica (« — 0) indo até
a dindmica gaussiana (« = 2). Enquanto a entropia de Shannon depende exclusivamente das
probabilidades de descoberta dos sitios-alvo equidistantes presentes no espaco de busca. No
entanto, o comportamento de S se dara de forma bastante distinta nas caminhadas aleatérias
2D como veremos a seguir.

Neste capitulo, realizamos um estudo detalhado a respeito das quantidades n, Fy, Pp
e S relacionadas as distribuicdes de tamanho de passos (PDF) de Lévy e Lei de Poténcia
em buscas aleatérias unidimensionais. No préximo capitulo, faremos uma anélise detalhada e
verificaremos como essas quantidades se comportam em um espaco de busca bidimensional.
Isto é, estudaremos a eficiéncia da busca, as probabilidades de localizacdo dos sitios e a
entropia de Shannon associadas as distribuicGes de Lévy e Lei de Poténcia para uma rede 2D
e destacaremos as principais diferencas desses resultados com os que foram evidenciados nesse

capitulo.
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5 RESULTADOS NUMERICOS EM DUAS DIMENSOES

No atual capitulo, iremos analisar a dindmica de um caminhante aleatério em um espaco
de busca bidimensional (ver Fig. . O objetivo do estudo refere-se novamente a examinar a
eficiéncia da busca (7)), as probabilidades de deteccdo dos sitios-alvo (P, e PL) e a entropia
de Shannon (S) associada a busca respectivamente. Investigaremos as trés quantidades para
as distribuicGes de tamanho de passos de Lévy e a Lei de Poténcia, no qual, destacaremos as
principais diferencas entre elas. Também realizaremos uma analise comparativa que envolve a
razdo P,/ P; e o pardmetro o (valor do expoente v onde ocorre o cruzamento de Py com
Pp) todos em funcdo da posicdo inicial 2y para as duas distribuicdes de tamanho de passos
em questdo. Mais uma vez, daremos destaque para os resultados provenientes das buscas nao-
destrutivas, onde por sua vez, apresentaram uma maior eficiéncia quando comparada com a

das buscas destrutivas.

5.1 O MODELO DE BUSCA EM DUAS DIMENSOES

O modelo de buscas aleatérias 2D que utilizamos, consiste em um espaco de busca qua-
drado com dimensdes L x L munido de condicdes de contorno periddicas (ver Fig. . Diante
disso, N sitios-alvo sdo distribuidos aleatériamente de forma uniforme na rede 2D, com uma
densidade de sitios dada por N/L?. A dindmica de busca em 2D consiste em um buscador a
procura por sitios-alvo, no qual, o mesmo executa passos de comprimento ¢ > 0 a partir de
uma distribuicdo de tamanho de passos (PDF) p(¢) respectivamente.

Os resultados que veremos a seguir serdo originarios de caminhandas aleatérias no qual, o
comprimento do passo foi sorteado por distribuices de tamanho de passos « - estavel de Lévy
e a Lei de Poténcia, uma vez que essas PDFs s3o exelentes escolhas para buscas aleatérias
eficiéntes (VISWANATHAN et al., [2011) (MENDEZ; CAMPOS; BARTUMEUS, 2016). No que se
refere a direcao do passo, assumimos que a mesma se da a partir de uma distribuicao uniforme
de angulos pertencentes ao intervalo [0, 27).

Durante o processo de busca, o caminhante percorre uma distancia 7, ao longo de cada
passo. Se um alvo for descoberto, entdo a etapa é truncada e a busca recomeca com o
caminhante, agora, a uma distancia xo > 7, do Gltimo sitio visitado (ver secdo . Aqui

estamos interessados no regime de baixa densidade de sitios-alvo (N/L? < 1/r?), onde é



112

muito provavel que uma etapa se encerre sem que nem um alvo seja encontrado.

Uma observaciao para se atentar nas buscas aleatérias 2D é que ndo temos um método
do operador integral e nem expressOes analiticas exatas que possam calcular as quantidades
1, Py, P, e S como fizemos nas buscas 1D. Sendo assim, para os resultados 2D, que serdo
descritos neste capitulo, utilizamos apenas o método numérico de Monte Carlo. O algoritmo
original que serviu como base para nossas simulacdes foi desenvolvido por S. V. Buldyrev,
onde através de uma pequena adaptacdo, adicionamos as etapas necessarias para a obtencdo
dos dados referentes as probabilidades P, e P, e consequentemente os dados relacionados a

entropia S.

5.2 DISTRIBUICAO LEI DE POTENCIA

Tal como no capitulo (4]), consideraremos inicialmente a distribuicdo de tamanho de passos

do tipo Lei de Poténcia (Pareto) como sendo da seguinte forma:

o e
p(l) == =, (5.1)

e p(¢) = 0 caso contrério. De maneira mais especifica, ¢y se define como sendo o comprimento
de passo minimo e o expoente « controla o formato da cauda e a magnitude de suas flutuacoes
(ov < 0 ndo produz distribuicdo de tamanho de passos normalizaveis). De fato, quando temos
« > 2 a variancia relacionada a Eq. tem o seu valor finito, de modo que, a soma de um
grande nimero de varidveis aleatérias independentes exibe um padrao estatistico gaussiano
governadas pelo Teorema Central do Limite. Por outro lado, durante o intervalo de 0 < av < 2
a variancia em questao tem valores infinitos, indicando assim, que a soma do grande nimero
das variaveis aleatérias independentes apresenta um padrao estatistico de Lévy conduzidas pelo
Teorema Central do Limite Generalizado (UCHAIKIN; ZOLOTAREV, [2011) (SAMORODNITSKY;
TAQQU, [1994). Sendo assim, varrendo apenas um (nico pardmetro « obtemos acesso tanto
a dindmica de busca difusiva (gaussiana), quanto a dindmica de busca superdifusiva (Lévy)
para a PDF do tipo Lei de Poténcia. Em principio, o valor do comprimento ¢, é livre, po-
rém, para o contexto de busca que estamos adotando em nossas simulacGes, é conveniente
escolher um valor de ¢, menor do que a distancia inicial até o alvo mais préximo x,. Por

completeza, lembramos que a Eq. (55.1)) representa o limite da distribuicdo a-estavel de Lévy
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para comprimentos de passos grandes.

5.2.1 Eficiéncia da Busca (7)

A partir deste momento, vamos estudar alguns aspectos estatisticos das buscas aleatérias
em duas dimensdes para a distribuicdo de tamanho de passos Lei de Poténcia. A Fig.
ilustra o comportamento da eficiéncia da busca 7 em funcdo do expoente «. Os dados re-
lacionados a figura, foram adquiridos através de simulacdes numéricas utilizando o Método
de Monte Carlo. Os gréficos da Fig. foram obtidos levando em conta os seguintes
valores para os pardmetros relevantes do sistema, N = 10° (ndmero de alvos na rede 2D),
L = 10° (comprimento de uma dimens3o da rede) o que implica em uma é4rea L x L = 10%°
e consequentemente em uma densidade de alvos dada por N/L? = 10~*. Também foram
fixados ¢y = 0,1 e r, = 1 para varios valores de £y como mostra a paleta de cores presente na
figura. Por fim, sabendo que « € (0, 2], realizamos nossa varredura intercalando seus valores

em pequenos intervalos da = 0, 1 respectivamente.

Figura 16 — Eficiéncia da busca 1 em funcdo do expoente « para a distribuicdo de tamanho de passos Lei de
Poténcia em buscas aleatérias bidimensionais. As buscas foram realizadas para 10% alvos distri-
buidos aleatoriamente numa rede de comprimento 10%, isto é, N = 10 e L x L = 10'°. Também
foram ajustados os pardmetros ¢y = 0,1 e r, = 1 para vérios valores de xg respectivamente. Os
resultados de Monte Carlo aparecem em simbolos (circulos) enquanto as linhas sélidas sdo apenas
guias para os olhos. Assim como nas buscas nao-destrutivas em 1D, aqui, o valor maximo de 7
ocorre quando « & 1 para valores de xg — r,,. Note também que ha um surgimento de um platd
em n para a < 0,5 e g > 5, que ndo é observado das buscas 1D (compare com Fig. .
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Fonte: O autor (2023)

O primeiro detalhe para se atentar na Fig. ({16]) é que os resultados provenientes das
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simulagdes numéricas (Monte Carlo) estdo representados por simbolos (circulos), enquanto as
linhas sélidas representam apenas um “guia para os olhos”. Como ja discutimos no capitulo ,
os regimes ditos assimétricos (n3o-destrutivos) e os simétricos (destrutivos) esta relacionado a
distancia inicial do buscador ao dltimo sitio encontrado por ele. Sendo assim, caso o caminhante
se localize muito préximo ao dltimo alvo detectado (x¢/L < 1) a sua préxima busca se dara
no regime nao-destrutivo. Por outro lado, se o cacador se localizar muito distante do ultimo
alvo encontrado (zo/L = 1/2) sua préxima caminhada serd no regime destrutivo.

De maneira geral, podemos observar que a eficiéncia a busca 1 em funcao do parametro
a e xg em 2D, se assemelha ao comportamento dos graficos 7 x « em 1D (compare com a
Fig. . Essa semelhanca inclui tanto o regime n3o-destrutivo (zo/L < 1) quanto o regime
destrutivo (z¢/L ~ 1/2), no tocante a eficiéncia 7 atingir os seus valores méximo e minimo
para baixa densidades de sitios como nas buscas em 1D, isto é, nmnsx para a =~ 1 nas buscas
assimétricas € 7msx para a — 0 nas buscas simétricas respectivamente.

De modo complementar, verificamos também que os valores minimos de 7 tanto para
buscas em 1D, quanto para buscas em 2D se concentram nas duas extremidades para as
buscas n3o-destrutivas, ou seja, para @« — 0 e @ — 2 e na extremidade direita (o« = 2) para
as buscas destrutivas respectivamente. No entanto, é de suma importancia notar também que
uma espécie de platd se estabelece em 7 (SANTOS et al.,, 2004) para valores de a@ < 0,5 e
xo > b, enfatizando que, diferentemente das buscas em 1D, nenhum ganho significativo na
eficiéncia da busca 77 em 2D ocorre nessa faixa de parametros. Além disso, bem como em uma
dimens3do, observamos que para os valores intermediarios de xo/L em 2D, o expoente « é
uma funcdo da posicdo inicial z( no intervalo de (0, 1], isto é, a = a@(z) € (0, 1], onde Nmsx

geralmente diminui com x neste intermédio como podemos verificar na Fig. (16]).

5.2.2 Probabilidades P, e P;,

Assim como no capitulo anterior iremos agora apresentar os resultados referentes a
probabilidade de localizacdo dos alvos mais préximos (F,) e de maneira complementar, a
probabilidade de localizacdo dos alvos mais distantes do buscador na rede 2D (Pp). A Fig.
mostra como se comporta as probabilidades Py e P, ao passo que, o expoente « evolui. Esse
comportamento pode ser observado para os regimes de busca destrutiva e ndo-destrutiva
respectivamente. Os parametros utilizados foram os mesmos da subsecdo , ou seja,

N =10% L =10 (L x L = 10"), N/L?> = 10~* (regime de escassez de sitios), £, = 0, 1
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e r, = 1 para vérios valores de z ilustrados numa paleta de cores. A evolucdo do pardmetro
« novamente se deu dentro do intervalo (0,2], de forma gradual, levando em consideracdo
pequenas variacoes da = 0, 1 respectivamente.

O primeiro detalhe para se atentar na Fig. , é que os resultados das simulacdes nu-
méricas (Monte Carlo) estdo representados por simbolos (circulos e quadrados), enquanto
as linhas sélidas servem apenas de “guia para os olhos”. Assim como nas andlises numéricas
em 1D, daremos uma importancia especial as probabilidades P, e P;, relacionadas as buscas

n3o-destrutivas.

Figura 17 — Buscas aleatérias em duas dimensdes. Probabilidades de deteccdo dos alvos mais préximos (P)
e distantes (Pr) em funcdo do expoente « relacionadas a distribuicdo de tamanho de passos
(p(£)) Lei de Poténcia. Os resultados de Monte Carlo sdo mostrados em simbolos (circulos para
Py e quadrados para Pr) enquanto a linha sélida é apenas um guia para os olhos. Os pardmetros
utilizados para esta simulacdo seguem com os mesmos valores dos utilizados na Fig. . Note
que as probabilidades 2D exibem um cruzamento interessante n3o presente em 1D como mostra

a Fig. (9).
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Fonte: O autor (2023)

A Fig. (17]a) e Fig. (17]b) ilustra como Py e P;, variam em funcdo do expoente « para o
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regime assimétrico de buscas, ou seja, para xg ~ r,. Bem como, a Fig. .c) mostra o perfil
das probabilidades para valores de xy cada vez maiores. Dessa maneira, observamos de imediato
que para xg = 1,0001, as probabilidades se comportam de maneira semelhante a os resultados
das buscas ndo-destrutivas em uma dimens3o, isto é, Py > Py, para todo « € (0, 2]. Por outro
lado, a medida que os valores de xy vao aumentando, alguns cruzamentos interessantes de
Py e P, em 2D comecam a emergir, isto é, as curvas de P e Pj, se interceptam para valores
de a # 0 (COLACO et al}, [2022). Na Fig. (17]a), note que o primeiro destes cruzamentos
que foram relatados aparece quando xy = 1,01 para o =~ 0, em seguida podemos observar
outra interceptacao quando xy = 1,1 agora para a =~ 0,5 e assim por diante, como podemos
visualizar na Fig. .b). Este fato mostra que em 2D, nem sempre Py > P; (comparar com
a Fig. |§[) fato este que podemos verificar por exemplo, no grafico relacionado a o = 1,5
presente na Fig. .b), neste caso, P, > P, para a = 0,5 respectivamente. Essa faixa de
dominio onde Py < P, se amplia cada vez mais, para buscas com valores de zy cada vez
maiores.

De maneira similar, na Fig. (L7}c) podemos observar a continuacdo desse fenémeno es-
tatistico emergente oriundo do efeito da dimensionalidade do espaco de busca. Sendo assim,
observamos um cruzamento de F, e P, em buscas com x5 = 5 proximo de a = 1,9 acom-
panhadas por uma longa faixa de dominio de P, sobre P, ou seja, para o = 5, temos uma
maior probabilidade de encontrar alvos distantes (Pr) para o < 1,8. Complementarmente,
para valores de xg = 10 e g = 20, observamos que P, > F, para todo valor de a.

Portanto, podemos constatar que para valores de xy muito préximos de r,, a probabilidade
de localizar os sitios mais préximos (Fy) é maior do que a probabilidade de localizar sitios
mais distantes (Pf,) exeto no regime de dindmica balistica (a« — 0). Esse fato ocorre, devido
ao caminhante iniciar sua busca muito préximo a o ultimo sitio encontrado, assim, ao se
encontrar na dindmica gaussiana (a = 2), ele opera com pequenos passos, tendo assim, uma
maior chance de capturar, mais uma vez, os alvos que estdao nas suas proximidades. Porém,
quando o mesmo se encontra na dinamica balistica, grandes saltos estdo sendo efetuados,
aumentando assim, as chances do buscador capturar alvos que estao localizados em posicdes
distantes a dele, fazendo com que apenas nesse regime, P, seja maior do que F,.

Em contrapartida, para altos valores de x(, temos uma dominancia de P;, sobre F, para
todas as dindmicas de busca, seja a regida por longos passos (balistica) ou, seja ela controlada
pela dindmica gaussiana (« &~ 2) caracterizada pela execucdo de passos curtos. Esse resultado

se deu, por conta da distancia do dltimo alvo capturado, que o buscador inicia sua nova busca,
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isto é, quando o caminhante se encontra no regime controlado pela dindmica balistica (longos
passos), praticamente n3o existe chances de ele detectar sitios proximos, pois, além de ele esta
efetuando passos largos, o préprio cacador encontra-se distante de todos os alvos da rede 2D,
fazendo assim, prevalecer quase que por unanimidade, apenas as chances de captura dos sitios
mais distantes (P, > F). De modo complementar, quando o caminhante passa a executar
passos com pequenos comprimentos, a probabilidade de ele detectar sitios mais préximos a
ele, tem um crescimento monotonico, mas nao a ponto de superar as chances de ele localizar
alvos mais distantes. Isso se da, pois, o buscador estd muito distante dos alvos da rede, e a
estratégia de exercer passos curtos, ndo contribui significativamente para a deteccdo desses

tais alvos préximos.

5.2.3 Entropia de Shannon (S5)

Uma maneira interessante de ter uma boa leitura de um sistema dindmico aleatério é ter
conhecimento de como se comporta a entropia de Shannon associada ao mesmo. Por conta
disso, dedicaremos esta subsecdo ao estudo da entropia de Shannon (.S), associada a dindmica
das buscas aleatérias 2D relacionada a p(¢) do tipo lei de poténcia, a fim de ter um resultado
complementar ao que obtivemos na subsecao .

A Fig. mostra como se ddo as curvas da entropia de Shannon (S) em funcdo do
expoente «, referentes as buscas ndo-destrutivas relacionadas a distribuicdo de tamanho de
passos Lei de Poténcia. As simulacdes numéricas (circulos - Monte Carlo) foram ajustadas
com os pardmetros N = 10°, L x L = 10'°, N/L? = 1074, ¢, = 0,1, bem como, r, = 1
para alguns valores de z, evidenciados na paleta de cores presente nas Figs. e . Note
que, assim como nas analises anteriores, o expoente «, varreu o intervalo de (0, 2] aplicando
pequenas flutuacdes da = 0, 1.

De modo analogo as subsecGes anteriores, vamos realizar o nosso estudo, focando nas bus-
cas ndo-destrutivas, por estas demonstrarem resultados mais promissores quando comparada
com as buscas destrutivas. Um primeiro detalhe que podemos atentar é que agora nas buscas
aleatérias 2D, temos varios pontos maximos referente a os valores da entropia de Shannon,
resultado este que n3o foi observado em uma dimens&o (ver Fig. , no qual, tivemos apenas
um maximo de S localizado no limite balistico (o — 0).

O fato das probabilidades P, e P;, se interceptarem em varios valores de «, ocasionou a

emergéncia de varios valores maximos para S (S = 1 para a > 0) ndo observados em 1D.
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Figura 18 — Buscas aleatérias bidimensionais. Entropia de Shannon (S) em fun¢3o do expoente « relacionada a
distribuicio de tamanho de passos do tipo lei de poténcia. Os resultados das simulacdes numéricas
de Monte Carlo s&o mostrados em simbolos (circulos) e as linhas sélidas sdo apenas guia para os
olhos. Os parametros e as cores s3o iguais as das Figs. e respectivamente. Os maximos
de S que n&o foram observados em 1D além do caso trivial associado ao limite balistico (a — 0),
ocorrem no valor « onde Py = Py, = 1/2 para cada valor de xq ilustrado na Fig. .

© Monte Carlo
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Fonte: O autor (2023)

Assim como esperado, esse maximo esta relacionado precisamente, no valor de o para o qual
Py = P, = 1/2. Além disso, mantendo a consisténcia com a Fig. , os valores de entropia
maxima (Smax) estdo associados a os valores mais altos de « onde o pardmetro zy é maior.

A origem fisica dos cruzamentos presentes na Fig. reside no fato que em 2D, o
buscador pode realmente passar muito préximo de um alvo (a uma disténcia > r,) sem
detecta-lo. Tomemos, por exemplo, o primeiro passo de um buscador iniciando sua caminhada
a uma pequena distancia xy > r, do dltimo alvo visitado. Se em 2D o caminhante n3o der a
direcao do passo dentro da faixa de angulo correta, ele perdera o circulo de deteccdo de raio r,
ao redor do sitio mais préximo e, no limite balistico, certamente seguird para uma posicao bem
distante logo no primeiro passo (observe que a probabilidade de ndo deteccdo do alvo mais
préoximo em 2D tende a um, conforme r, — 0; este fato destaca a relevancia do parametro r,
em buscas em duas dimensdes, resultado este que contrasta com as buscas em 1D).

Fica assim claro que, dependendo dos valores de z; e «, a probabilidade de encontrar o
dltimo alvo visitado em uma rede de busca 2D, pode ser realmente menor do que a probabi-
lidade de localizar qualquer outro alvo respectivamente (P, < Pp). Sendo assim, com toda

certeza, um S = S surge em 2D quando Py = P, para valores especificos de xg e a > 0.
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De maneira complementar, realizamos um segundo estudo (agora menor) sobre a entropia
de Shannon. A Fig. ilustra a entropia S em funcao da probabilidade de deteccdo do
altimo sitio visitado P, para buscas aleatérias em 2D, sendo essas realizadas com a p(¢) do
tipo Lei de Poténcia. Os ajustes para os parametros das simulacdes, correspondem ao da
Fig. respectivamente. Os resultados estdo representados por simbolos (quadrados) de
cores variadas, para varios valores de x(, enquanto as linhas sélidas tracejadas sao apenas

b . "
guia para os olhos".

Figura 19 — Buscas aleatérias bidimensionais. Entropia de Shannon S em func3o da probabilidade do cami-
nhante detectar o Gltimo sitio visitado P, associada a distribuicdo de tamanho de passos do tipo
Lei de Poténcia. Os resultados das simulacdes sdo denotados por simbolos (quadrados) enquanto
a linha sélida tracejada é apenas um guia para os olhos. Note que foi obtido uma sobreposicao
de curvas para varios valores de xq, onde pode-se ver o perfil padrdo para a entropia de Shannon
(compare com a Fig. [7)).
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Primeiramente, note que na Fig. podemos ver que cada cor associada a os quadrados,
representa um valor para a posicdo inicial de cada busca zy. Sendo assim, vemos inicialmente
que para zp = 1,0001, temos uma entropia S totalmente assimétrica em relacao a Py =
1/2, com o méximo S = 1 sendo alcancado exatamente neste ponto (Fy = 1/2), no qual
corresponde as buscas no regime balistico (o« — 0) como discutimos nos paragrafos anteriores.
A medida que o expoente v aumenta, a probabilidade de alcancar alvos mais distantes P,
diminui, fazendo com que a probabilidade de detectar o ultimo alvo visitado F, aumente
correspondendo assim, a uma diminuicdo de S. Conforme os valores de xy vao crescendo, a

assimetria de S em relacdo a Py = 1/2 vai diminuindo, assumindo valores para Py < 1/2 e
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valores para Py > 1/2 como pode ser constatado. Por fim, observamos que para valores de
xo progressivamente maiores, ocorre uma tendéncia de inversiao de perfil de S em relacdo a
Py, quando comparado ao perfil associado a xy = 1,0001. Podemos verificar essa tendéncia
de inversao, quando analisamos o caso de xy = 10 e um perfil completamente invertido para
xo = 20. Porém, a principal constatacdo desses resultados foi que a superposicdo de todos os
graficos da Fig. , considerando todos os valores de xg, ilustra o comportamento padrao
da entropia de Shannon S, fortalecendo a teoria que discutimos na subsec3o ((3.3.4)), no qual,
vimos que sempre teremos um S maximo, quando as chances associadas ao evento em questao,

forem totalmente equiprovaveis, o que no nosso caso, implica em Py = P, = 1/2.

5.3 DISTRIBUICAO DE LEVY

Bem como discutimos no capitulo. 1} ao considerarmos uma variével aleatéria u € (—o0, 00),
vimos que a mesma sé sera distribuida de acordo com a familia de distribuicGes a-estaveis
de Lévy se sua PDF for dada por (UCHAIKIN; ZOLOTAREV, [2011) (SAMORODNITSKY; TAQQU,
2017),

p(u) 1 / T g o lek|® (1 Bsgn(k) (k) —ik(u—v) (5.2)

O pardmetro de estabilidade de Lévy é o expoente o € (0,2], pois, o mesmo orienta as
principais propriedades estatisticas da varidvel u. De fato, enquanto o valor limite « = 2 é
regido pelo TLC (Teorema do Limite Central), o intervalo 0 < o < 2, que define a flutuacdo
dindmica da varidvel u, é governada pelo TCLG (Teorema Central do Limite Generalizado).
Além disso, temos que, 3 € [—1, 1] é o parametro de assimetria, ¢ > 0 é um fator de escala,
v é um pardmetro de deslocamento, sgn é a funcdo sinal e por fim, & = tan(m«/2) se
a#1e®(k)=(—2/m)log|k| se « = 1. Para considerarmos distribuicbes ndo assimétricas
(simétricas) centradas em u = 0, basta fixarmos 5 = 0 e v = 0 na Eq. (5.2)). Na presente
tese, para os comprimentos dos passos definidos como positivos, consideramos para a PDF de
Lévy a seguinte regra, p(¢) = p(|u|) + p(—|u|) = 2p(Ju|) no dominio de ¢ > 0.

Uma observacdo importante é que se expandirmos a p(¢) de Lévy em série de Taylor no
limite de £ > 1 para 0 < a < 2, obtem-se (UCHAIKIN; ZOLOTAREV, [2011)) (SAMORODNITSKY;
TAQQU, |2017)) a PDF da lei de poténcia (Egq. mas com al§ sendo substituido por 2¢°T' (a+
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1) sin(ma/2) /7. Para fins da obtecdo dos resultados numéricos nesta secdo (p(¢) de Lévy),
utilizamos a Eq. (4.12)) como a representacdo da distribuicdo de tamanho de passos de Lévy,

assim como foi feito no capitulo .

5.3.1 Eficiéncia da Busca (7)

Bem como na subsecao , neste momento, vamos discutir os aspectos estatisticos
das buscas aleatérias em 2D, porém, agora para a distribuicao de tamanho de passos de Lévy.
Sendo assim, ao observar a Fig. , podemos contemplar como se d3o as curvas da eficiéncia
da busca (1) em funcdo do parametro «. Semelhantemente as secGes anteriores deste capitulo,
os dados que geraram a Fig. , foram oriundos das simulacdes numéricas de Monte Carlo.
As simulacdes numéricas foram realizadas com N = 10° alvos, um comprimento da rede
L = 10°, uma densidade de alvos N/L? = 10~%, um comprimento de passo minimo £, = 0, 1
e um raio de visao r, = 1, para varios valores de xy com pequenos intervalos de variacao

da =0, 1.

Figura 20 — Eficiéncia da busca n7 em funcdo do pardmetro « para a distribuicdo de tamanho de passos de Lévy
em buscas aleatérias em duas dimensdes. As buscas foram realizadas para 10° alvos distribuidos
aleatoriamente numa rede de 4rea 1019, isto é, N = 10% e L x L = 10%9. Também foram ajustados
os parametros fo = 0,1 e r, = 1 para varios valores de x( respectivamente. Os resultados de
Monte Carlo aparecem em simbolos (circulos) enquanto as linhas sélidas s3o apenas “guias para os
olhos". Assim como nas buscas n3o-destrutivas em 1D, aqui, o valor maximo de 1 ocorre quando
« =~ 1 para valores de xy — r,. Note também que hd um surgimento de um platé em n para
a <0,5ex9>5, que ndo é observado das buscas 1D (compare com Fig. .
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Primordialmente, observamos na Fig. (20)), que os resultados decorrentes das simulacdes
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de Monte Carlo, estdo denotados por simbolos (circulos), ao passo que, as linhas sélidas
representam um ‘“guia para os olhos”. De imediato, também podemos constatar que existe
uma grande semelhanca qualitativa entre a Fig. e a Fig. . Esse episddio ocorre
justamente pelo motivo da lei de poténcia ser o resultado da expansao da PDF de Lévy no
limite dos longos comprimentos de passos individuais (¢ > 1). Consequentemente, é natural
esperarmos essa conformidade qualitativa.

De modo particular, na Fig. é possivel notar como se ddo as curvas de 1 X a(zg)
para buscas aleatdrias associadas a Lévy 2D. Assim como no caso da lei de poténcia (subse-
¢3o.[5.2.1]), podemos ver um comportamento similar da eficiéncia da Lévy 2D com a eficiéncia
da Lévy 1D (ver Fig. no sentido de olhamos para qual valor de « iremos obter o valor de
Nmax- ESsa paridade se faz presente nos dois regimes de buscas, ou seja, nas buscas destrutivas
(v — 0) e ndo destrutivas (a ~ 1).

Também, é facil perceber que os valores minimos de 7 (1min) estdo associados a os valores
extremos de o (o« — 0 e @ = 2) quando se trata de buscas assimétricas. Por outro lado, o
Imin relacionado as buscas simétricas se concentra apenas na extreminade direita (o = 2).
Em conformidade com a Fig. , é possivel, mais uma vez, verificar a existéncia de um
“timido"” platd na eficiéncia n para valores de @ < 0,5 e zy > 5. Esse fato indica que em
2D, nao ocorre nenhum ganho real de 7 nesse intervalo de parametros. Além disso, também
como constatamos em 1D (Fig. , observamos que para valores medianos de xo/L, 0 Nmax
se torna uma funcdo do parametro «, que agora, se comporta como funcdo da posicdo inicial
xo e estd contido no intervalo de (0, 1], ou seja, « = a(xg) € (0,1]. O interessante é que
nessa configuracao, o 7msx decai a medida que xy aumenta, como podemos também checar
no caso Lévy 1D e lei de poténcia em uma e duas dimensoes.

Um resultado interessante que também era esperado, foi que as buscas de Lévy foram mais
eficientes do que as buscas conduzidas pela lei de poténcia para o regime nao-destrutivo. Por
exemplo, note que para zo = 1,0001 o valor de 7 supera 1 x 1073 quase alcancando o valor
de 1,2 x 1073 (ver Fig. . Por outro lado, na Fig. verificamos que para o mesmo valor
de 7o = 1,0001, o valor da eficiéncia da busca supera 8 x 10™* e se aproxima de 1 x 1073.
Esse fato acontece, porque quando o caminhante esta sob o dominio da p(¢) lei de poténcia,
ele ndo pode executar passos menores do que o comprimento minimo /,, e essa restricdo
compromete a captura dos alvos que estdo nessa faixa de distancia (¢ < /). Essa delimitacdo
de comprimento de passo, ndo existe na p(¢) de Lévy, o que possibilita em uma maior detec¢do

de sitios-alvo e consequentemente num aumento significativo da eficiéncia da busca 7.
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5.3.2 Probabilidades F, e P,

Seguindo com a anélise da distribuicao de tamanho de passos de Lévy para buscas em 2D,
iremos neste momento, estudar como se comporta as probabilidades de captura dos alvos em
funcao do parametro « associadas as buscas de Lévy, isto é, vamos investigar Py e P, X «
para a p(¢) de Lévy. Na Fig. podemos observar a dependéncia das probabilidades F, e
P, com o expoente «. Essa dependéncia acontece para os regimes de buscas nao-destrutivas
e também para buscas destrutivas. Os graficos foram obtidos para os pardmetros N = 10°,
LxL=10" N/L? =10"* (escassez de sitios-alvo), £, = 0,1 e r, = 1 para vérios valores de
x( respectivamente. Novamente, o expoente o encontra-se no intervalo 0 < a < 2 variando
discretamente em pequenos intervalos da = 0, 1.

Primeiramente, note que os resultados de Monte Carlo estdo representados por simbolos
(circulos e quadrados), enquanto as linhas sélidas sdo apenas “guia para os olhos”. Bem como
na subsecdo. ((5.2.2)), iremos nos concentrar no estudo das probabilidades referentes as buscas
ndo-destrutivas.

Uma segunda observacdo relevante é a semelhanca qualitativa entre as Fig. e a
Fig. . Esse resultado ja era esperado, tendo em vista que, a p(¢) de Lévy é a versdo mais
completa da p(¢) lei de poténcia. Por esse motivo, faremos uma discussdo um pouco mais
breve dos resultados, nos atentando apenas nas diferencas entre as curvas.

De modo geral, podemos observar a variacao de F, e P, com o expoente « para as buscas
assimétricas de Lévy (zo — 7,), verificando as Fig. (21}a) e a Fig. (21]b) respectivamente.
De maneira complementar, a Fig. .c) denota os graficos de Py e P;, X « para valores de
xo maiores. Similarmente as Fig. (17]a) e Fig. (17b), vemos que para valores de o ~ r,
a probabilidade de localizar o dltimo sitio visitado (Fy) é dominantemente maior do que
a probabilidade de deteccdo dos demais alvos (Pp), para toda faixa de valores de «. Em
contrapartida, ao passo que, g, torna seu valor mais acrescido, notamos o aparecimento de
algumas interseccdes entre as probabilidades I, e Py, resultado este que nao foi observado em
1D. Um outro ponto interessante é que o dominio de P sobre P, n3o prevalece para todo valor
de 2y como ocorreu em 1D, pelo contrério, a medida que xy aumenta, uma reviravolta entre
as probabilidades acontece, isto é, P, comeca a dominar sobre Fy numa faixa do expoente
o cada vez maior. Essa nova faixa de dominio fica mais evidente na Fig. (21]c), no qual é
possivel verificar o comportamento de Fy e P, em funcdo de « para grandes valores de .

Como ja discutimos, existem grandes semelhancas qualitativas entre as Fig. (17) e a
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Figura 21 — Buscas aleatérias em duas dimensdes. Probabilidades de deteccdo dos alvos mais préximos (P)
e distantes (Pr) em funcdo do expoente « relacionadas a p(¢) de Lévy. Os resultados de Monte
Carlo s3o mostrados em simbolos (circulos para Py e quadrados para Pp,) enquanto a linha sélida
é apenas um guia para os olhos. Os pardmetros utilizados para esta simulacdo seguem com os
mesmos valores dos utilizados na Fig. . Note que as probabilidades 2D exibem um cruzamento
interessante ndo presente em 1D como mostra a Fig. .
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Fig. , porém, existem também algumas diferencas que é de grande valia comentarmos.
Comecamos olhando para o caso de xq = 1,0001, note que para a distribuicdo de tamanho
de passos de Lévy, o crescimento de Fy, bem como, o decréscimo de P, se dao de forma
mais acentuadas, quando comparada com a p(¢) da lei de poténcia (Fig. [I7}a). Uma outra
diferenca, bastante interessante, estd na Fig. .c). E possivel observar que o cruzamento
das probabilidades P e P;, para o = 5 se ddo, também, de uma forma mais acentuada e por
consequéncia disso, esta convergéncia ocorre para um valor de o« um pouco menor (o =~ 1,7),
quando comparado ao mesmo caso na Fig. .c). Esse fato, tras uma consequéncia particular
para o caso de o = 10. Note que um cruzamento entre I} e P, quase acontece neste caso

(ro = 10) para o = 2, e esse resultado, até entdo, ndo havia sido emergido. Portanto, cons-
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tatamos que para as buscas associadas a Lévy 2D, as probabilidades ;) e P, em funcao do
pardmetro o se comportam de maneira similar as curvas Py e P, X « controladas pela p(¢)
da lei de poténcia. No entanto, alguns resultados diferentes emergiram, tendo como destaque
o “quase” cruzamento de Py e P, em a = 2 para o caso de xg = 10, o que implica em um

“novo” valor maximo para a entropia S como veremos a seguir.

5.3.3 Entropia de Shannon (5)

Como ja discutimos nas subsecdes anteriores, compreender os padrdoes da entropia de
Shannon (S) é de suma importancia para um bom entendimento de um sistema dindmico
aleatério. Portanto, esta subsecdo sera destinada a analise da entropia de Shannon nas buscas
aleatédrias bidimensionais, associadas a distribuicao de tamanho de passos de Lévy, ou seja,
iremos entender como S se comporta durante a varredura do expoente & em um regime de
escassez de sitios-alvo.

De modo particular, é possivel verificar na Fig. os graficos referentes a S x « relaciona-
das as buscas n3o-destrutivas pertinentes a p(¢) de Lévy. Os resultados de Monte Carlo estdo
representados por simbolos (circulos), enquanto as linhas sélidas sdo “guia para os olhos”. As
curvas foram obtidas para N = 10%, L = 10°, N/L2 =10"% ¢y =0,1er, =1 para os valores
de x( destacados nas paletas de cores presentes nas Fig. e Fig. respectivamente.
Bem como nas outras simulacdes, vemos que o expoente « flutuou em pequenos intervalos
da =0, 1.

De maneira mais objetiva, vamos analisar os resultados provenientes das buscas nao-
destrutivas, por esses, terem demonstrado aspectos estatisticos mais interessantes, quando
comparados com os resultados das buscas destrutivas. Em primeiro lugar, note que existe uma
grande semelhanca qualitativa entre a Fig. e a Fig. (18], por essa razdo, iremos discutir
os resultados dessa subsecao de uma forma mais objetiva. Em segundo, como ja esperavamos,
vemos que varios pontos de Sp,sx apareceram para « > 0, se contrapondo ao caso da entropia
S em 1D (Fig. , no qual, se manifestou apenas um valor de S;,s para o — 0.

Como ja foi discutido, verificamos que os valores maximos de S = 1 para a > 0, surgiram
devido aos cruzamentos das probabilidades F, e P;, presentes na Fig. , isto é, teremos um
Smax quando Py = Pp, (Eq. . Tirando esse fato, observamos também que para valores de
o maiores, os valores maximos de S aparecem associados a valores mais altos do parametro «,

porém, de uma forma mais acentuada quando comparada ao caso da lei de poténcia (Fig. .
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Figura 22 — Buscas aleatérias em duas dimensdes. Entropia de Shannon (.S) em funcdo do expoente « relaci-
onada a distribuicdo de tamanho de passos de Lévy. Os resultados das simulacdes numéricas de
Monte Carlo sdo mostrados em simbolos (circulos) e as linhas sélidas sdo apenas guia para os
olhos. Os parametros e as cores s3o iguais as das Figs. e respectivamente. Os maximos
de S que n&o foram observados em 1D além do caso trivial associado ao limite balistico (a — 0),
ocorrem no valor « onde Py = Py, = 1/2 para cada valor de x ilustrado na Fig. .

© Monte Carlo

oL | | | |
0 0.5 1 15 2

Fonte: O autor (2023)

Ao compararmos a entropia S das buscas de Lévy (Fig. com as entropias de Shannon
referentes as buscas da lei de poténcia (Fig. , percebemos algumas diferencas quantitativas.
Evidentemente, as principais diferencas estdo para os casos dos valores mais altos de x, isto
é, para g = 5, xg = 10 e xg = 20 rspectivamente. Podemos observar que ocorreram algumas
transladacdes do ponto de maximo da entropia S nos dois casos. Por exemplo, analisando o
caso de xy = 5, vemos que para a p({) da lei de poténcia, o valor de Sy sx ndo estd bem
definido no eixo «, o mesmo encontra-se timidamente proximo a a = 1,8, sendo bem dificil
de identifica-lo qualitativamente. Por outro lado, quando olhamos o mesmo caso, agora, para
a p(¢) de Lévy, percebemos com mais nitidez que temos S = 1 para aw = 1, 7. Essa percepcdo
visual se manifesta melhor, devido a os aclives e declives que antecedem e procedem a regido
do valor maximo de S.

Para os casos de zyp = 10 e zy = 20, a diferenca é mais quantitativa. Por exemplo, para
xo = 10, vemos que na lei de poténcia, temos que S ndo atinge seu maior valor possivel, ou
seja, S ~ 1 para a = 2, enquanto que na Lévy, a entropia S é exatamente igual a 1 para
o mesmo valor de a, ou seja, S = 1 para a = 2. J4, no caso de xqg = 20, observamos que
para nenhuma p(¢) (lei de poténcia ou Lévy) a entropia de Shannon S atingiu seu maior valor

possivel (S = 1), porém, para a p(¢) de Lévy, a entropia S tem um valor superior a 0,9 para
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« = 2, ao passo que, a entropia de Shannon relacionada a p(¢) da lei de poténcia, é mais
préxima de 0,8 para a = 2.

Tal como na subsecdo. , realizamos um estudo complementar da entropia de Shan-
non S. Neste momento, iremos ver como a mesma se comporta em funcdo da probabilidade
de deteccao do dltimo sitio visitado F,, para buscas em 2D, relacionadas a distribuicdo de
tamanho de passos de Lévy. A Fig. nos mostra o comportamento das curvas S x P, para
varios valores de xy que estdo indicados na peleta de cores. Os resultados das simulacGes de
Monte Carlo, estdo representados por simbolos (circulos), ao mesmo tempo, as linhas sélidas

sao apenas um “guia para os olhos".

Figura 23 — Buscas aleatérias em duas dimensdes. Entropia de Shannon S em func3o da probabilidade do
caminhante detectar o Gltimo sitio visitado P, associada a distribuicdo de tamanho de passos de
Lévy. Os resultados das simulacdes s3o denotados por simbolos (circulos) enquanto a linha sélida é
apenas um guia para os olhos. Note que foi obtido uma superposicdo de curvas para varios valores
de x(, onde pode-se ver o perfil padrdo para a entropia de Shannon (compare com a Fig. .
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Fonte: O autor (2023)

Inicialmente, observe que cada cor que esta presente nos simbolos, representam uma simu-
lacao para um valor da posicdo inicial xy. Note também, que existe uma grande semelhanca
qualitativa entre a Fig. e a Fig. , resultado que ja estdvamos esperando, devido a
relacdo proxima entre a p(¢) de Lévy com a p({) da lei de poténcia.

De maneira geral, observamos a repeticao do mesmo comportamento que constatamos na
Fig. . Portanto, verificamos que para os valores menores de x( (xo = 1,0001, xo = 1,001)
temos uma assimetria a direita da entropia S em relacdo ao valor de P, = 1/2. Corforme o

valor de x( vai aumentando, essa assimetria em relacdo a Py = 1/2 vai se invertendo, atingindo
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o ponto de maxima inversdo (assimetria a esquerda), para os maiores valores de z( (2o = 10,
xo = 15 e kg = 20). Os valores de xy medianos, sdo os que geraram as curvas de transicio de
simetria, ou seja, as curvas que melhor compoe a regido onde se encontra o valor da entropia
maxima. Todavia, a principal constatacdo desse resultado, é que a superposicdo de todos os
graficos referentes a todos os valores de z(, formam, geometricamente, um (nico gréfico que
representa o comportamento “padrao” da entropia de Shannon S.

Por fim, podemos apontar algumas diferencas quantitativas relacionadas a Fig. ea
Fig. . Notavelmente, vemos que a principal diferenca se encontra na regido de Fy ~ 1,
especificamente na curva associada a xzy = 1,0001. Percebemos que para a p(¢) da lei de
poténcia, o valor minimo de S nessa regido (P ~ 1) ficou préximo de 0, 2. Em contrapartida,
para a distribuicdo de tamanho de passos de Lévy, o valor minimo alcancado nessa regido ficou
préximo de zero, deixando assim, o grafico proveniente da superposicdo (padrdo da entropia),

totalmente simétrico.

5.4 ANALISE COMPARATIVA ENTRE AS BUSCAS ALEATORIAS DE LEVY E AS BUS-
CAS ALEATORIAS DA LEI DE POTENCIA

Diferente dos resultados que vinhamos discutindo nas secGes anteriores, nesta secdo, vamos
abordar alguns aspectos particulares pertinentes as distribuicoes de tamanho de passos de Lévy
e lei de poténcia respectivamente. Sendo mais especifico, vamos discutir alguns resultados que
diz respeito a alguns valores especificos do pardametro o (v = «*) associados ao maximo
da entropia S, bem como resultados que mostram a relacdo dos valores da razio P/ Py,
relacionados a maximos da eficiéncia n em 2D.

Na Fig. .a), apresentamos o valor do parametro o = o em funcao de vérias posicoes xy.
Os valores o* significam valores especificos do expoente « relacionados a os valores da entropia
méaxima em 2D (S = 1), que por sua vez, estdo também ligados a os valores de a no qual
Py = P;, = 1/2 respectivamente. Esse comportamento pode ser observado tanto para a PDF
de Lévy (circulos pretos) quanto para a lei de poténcia (quadrados vermelhos). Em particular,
nossos resultados numéricos para a p(¢) Lévy-2D (Monte Carlo) foram obtidos usando o
algoritmo de McCulloch para amostragem de niimeros aleatérios distribuidos (CHAMBERS;
MALLOWS; STUCK, [1976]), com N = 10°, L = 10°, densidade de alvos N/L? = 1074, r, =1
e ¢ = 1 para varios valores de x.

Comparando por exemplo, a Fig. com a Fig. (24]a) percebemos que os valores de a*
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Figura 24 — Buscas aleatdrias em duas dimensGes. Em (a) vemos como se comporta os valores de a* em relacdo
as posicdes iniciais de cada busca z para a p({) de Lévy e Lei de Poténcia respectivamente. O
pardmetro a* corresponde aos valores do expoente a no qual S atinge seu maximo para cada
valor de xg. Os circulos pretos e quadrados vermelhos representam respectivamente, resultados
associados as distribuicdes de tamanho de passos de Lévy e Lei de Poténcia, enquanto as linhas
tracejadas representam os melhores ajustes para o crescimento logaritmico de a* com xg. Em
(b) podemos ver os valores da razdo Py/Py, relacionadas ao maximo da eficiéncia n em 2D em
funcdo de viérios valores de zp. Os simbolos tém o mesmo significado dos de (a), mas aqui, as
linhas tracejadas s3o apenas guia para os olhos.
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Fonte: O autor (2023)

para cada xy ndo corresponde aos valores de o para o qual a eficiéncia n em 2D é méaxima.
De fato, olhando para a Fig. , vemos que os valores de & (valores de v que correspondem
ao maximo de 1) decrescem a medida que o valor de 7 aumenta. Um segundo detalhe, é
que @ € (0,1). Uma tendéncia notévelmente oposta pode ser verificada na Fig. (24a), onde
podemos ver que o aumenta monotonicamente ao passo que x cresce em valor numérico.
Vemos também um intervalo de valores mais amplo para o*, isto é, o* € (0,2). O fato de que
a entropia S considera apenas as probabilidades de deteccao dos alvos e ndo leva em consi-
deracdo as distancias relevantes percorridas pelo caminhante que servem para determinar 7, é
concebivel que o mecanismo de equilibrio de compromisso que leva ao maximo da eficiéncia,
ndo corresponda a os fatores discutidos acima para a maximizacdo de S.

Uma observacdo importante na Fig. .a) é que as curvas das PDFs de Lévy e lei de
poténcia quase se coincidem no intervalo 0 < a < 1, uma vez que esse intermédio favorece
valores de ¢ maiores no que diz respeito, a expansao em séries de Taylor da distribuicdo de Lévy
no formato da lei de poténcia. Por outro lado, olhando para o intervalo de 1 < a < 2, vemos
que os valores da entropia Sy, para os presentes x(, sdo obtidos com um « ligeiramente

maior para a p({) da lei de poténcia. De fato, a medida que o valor limite & = 2 da dindmica
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gaussiana se aproxima, pequenos passos com ¢ < {y sao proibidos na PDF da lei de poténcia
(Eq.[5.1), o que ndo acontece na distribuicdo de Lévy. Sendo assim, levando em considera¢do
os valores de xy ndo muito pequenos (por exemplo, o &~ 6 na Fig. [24/a) constatamos que a
condicdo Py = P, = 1/2 para o maximo S = 1 é satisfeita para um « um pouco maior para
a p(¢) da lei de poténcia.

Com relacdo ao formato das curvas na Fig. .a), podemos fazer algumas observacdes.
Primeiro, note que Py, P, e S devem, de fato, ser funcdes da varidvel reduzida adimensional
Zog = (xo — 1y)/L, onde xy — 1, corresponde a distancia inicial efetiva do caminhante até o
altimo alvo visitado nas buscas em 2D. O limite balistico a* — 0 na Fig. (24]a) descreve a
situacdo de que xy — 7, (ou Ty — 0), destacando neste caso que a localizacdo dos alvos
inicialmente muito préximos e distantes ocorrem com a mesma probabilidade na rede de busca
2D (veja também a Fig. (18))). No regime de 7o — 0, o movimento do caminhante aleatério
nas proximidades da borda do circulo de detecco de raio r, (ver Fig. [2)) em torno do alvo
mais préximo é essencialmente unidimensional e, portanto, (BULDYREV et al., 2021)) espera-se
manter a escala 1D para as probabilidades que pode ser representada na forma Py, ~ 5:8/2 (ver
Eq. . Além disso, diferenciando a entropia S em relacdo ao expoente a no limite balistico
(o — 0) encontramos uma escala logaritmica para a*, isto é, a* ~ In(1 4+ vZ), onde 7 é
uma constante que escala com o limite balistico o* — 0 (ou Zy — 0) para L > z; fixo. Na

verdade, um bom ajuste que descreve o crescimento logaritmico de a* com xy é observado

para ambas as PDFs na Fig. e é dado por,

o = 2 In l1 + (wir)] , (5.3)

com valores de melhor ajuste dados por a = 0,13 e b = 1,88 para a p({) da lei de poténcia e
a = 0,06 eb= 2,50 para a distribuicdo de Lévy. Note que ha uma consisténcia nos valores dos
parametros a e b quando se refere ao crescimento mais rapido da lei de poténcia em relacdo
a Lévy (compare os dois valores de b).

De maneira complementar a os resultados discutidos nos paragrafos anteriores, um resul-
tado interessante pode ser visto na Fig. .b), no qual, podemos ver os graficos da razdo
P,/ Py, relacionados a maxima eficiéncia 1 da busca em func&o de varios valores de . Para as
duas PDFs em questdo (lei de poténcia e Lévy), notamos que os valores da razdo P,/ P} que

optimizam 7 variam em uma ampla faixa e geralmente tém valores diferentes de P,/P;, = 1,
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razdo que aponta a maximizacao da entropia S, ou seja, quando S = 1.

De modo geral, discutimos neste capitulo os os principais aspectos das buscas aleatérias
bidimensionais para duas PDFs diferentes, a saber: a p(¢) de Lévy e a lei de poténcia respec-
tivamente. Neste capitulo e no capitulo (4]), foram evidenciadas as mudancas que ocorrem em
uma busca aleatéria quando escolhemos uma determinada distribuicao de tamanho de passos
e a dimens3o da rede de busca em ambos os casos nao-destrutivo e destrutivo. Uma das
nossas principais conclusGes foi constatar um interessante cruzamento entre as probabilidades
de deteccao dos alvos Fy e P nas buscas em 2D. Esse resultado, proporcionou o apareci-
mento de pontos maximos da entropia de Shannon para varios valores de g, fato que ndo
tinha se observado em buscas em 1D. Constatamos ainda que, na eficiéncia 7 das buscas em
2D, ocorreu um estabelecimento de uma espécie de platd para valores de « < 0,5 e 29 > 5
(ver Fig. [16]), evidenciando mais um fato que n3o ocorreu nas buscas em 1D (ver Fig. [g).
Portanto, pudemos acompanhar de perto o efeito que a dimensionalidade do espaco de busca

pode ocasionar quando estamos tratando de buscas aleatérias eficientes.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

No presente trabalho investigamos o efeito da dimensionalidade do espaco de busca no
qual consideramos um nimero de amostras estatisticamente relevantes ao se tratar do pro-
blema das buscas aleatérias. Aqui, realizamos nossos estudos utilizando duas distribuicdes de
tamanho de passos, a saber: distribuicoes a-estaveis de Lévy e a lei de poténcia res-
pectivamente. Como principais resultados, verificamos que as probabilidades de retornar ao
altimo alvo encontrado (FP) e de encontrar alvos mais distantes (P;,), bem como a entropia
de Shannon (\S) associada, sdo afetadas de maneira importante pela dimensdo do espaco de
busca.

O espaco de parametros das buscas aleatérias em 2D no regime de baixa densidade de
alvos, mostrou-se ser bipartido, com F, > P, para os valores de @ maiores e Py < Py,
para os valores menores de «, a depender da distancia xy do buscador até o dltimo alvo
encontrado. Esse resultado contrasta com as buscas em 1D, onde verificamos que Fy > Pp,
para qualquer distancia xy e parametro a.. Além disso, para cada valor de zy a entropia de
Shannon associada as buscas em 2D apresenta um maximo no intervalo de 0 < a < 2,
0 que ndo ocorre nas buscas unidimensionais. Em particular, a entropia é uma quantidade
fundamental para entender a ecologia do espaco de busca (ver exemplo, (CUSHMAN, 2018)), e
aqui mostramos que a dimensionalidade é central para o comportamento da entropia associada
a descoberta de sitios-alvos proximos e distantes em funcdo do expoente o. Em contrapartida,
os mecanismos de otimizacdo de busca ndo podem ser explicados apenas em termos de uma
entropia baseada apenas nas probabilidades de deteccao Fy e P;. Tais resultados, portanto,
geram o importante questionamento de qual deve ser uma definicio adequada de entropia
para caracterizar os processos de buscas aleatoérias.

Os caminhantes aleatdrios tém muitas aplicacdes em vérios sistemas nos quais a dimen-
sionalidade do espaco de busca é fundamental, como no problema bioldgico/ecolégico do
foraging, no qual as taxas de encontros desempenham um papel importante. Desse modo,
abordar a questdo de como quantidades estatisticamentes relevantes se comportam com a
dimensdo pode ser de suma importancia. Esperamos que nossas descobertas possam estimular
mais pesquisas tedricas e experimentais para avancar na compreensdo geral dos processos de
buscas aleatorias.

Dentre nossas perspectivas de investigacdes futuras, pretendemos continuar nossas anali-



133

ses, porém, envolvendo agora outras distribuices de tamanho de passos. Pretendemos estudar
algumas distribuicGes que sdo bastante utilizadas no contexto biolégico do problema do fo-
raging, tais como, a distribuicdo gama, hiperexponenciais ou a stretched exponential. Uma
segunda perspectiva futura, envolve aprofundarmos mais a questao da dimensionalidade do
espaco de busca, para distribuices que maximizam a eficiéncia das buscas n3o-destrutivas, se
possivel, caracterizando em maiores detalhes como se comportam as quantidades 7, P, e P;,

e S nas buscas aleatdrias em 3D.
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