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RESUMO

Neste trabalho, consideramos €2 um subconjunto limitado de espaco tridimensional eu-
clidiando com fronteira suficientemente regular e, T ,0 intervalo de tempo, variando de zero
a infinito. Analisamos o sistema de equacdes micropolares no caso estacionario e o sistema
de equacbes micropolares no caso nao estacionario, que sdo constituidos por uma equacao
de velocidade linear e uma equacdo de velocidade rotacional, cujo modelo matematico foi
descrito por Erigen tendo como base o modelo das equacdes de Navier-Stokes. As equacdes
de Navier-Stokes envolvem um dos problemas do milénio da matematica que permanece em
aberto. Os sistemas de equacoes trabalhados ao longo da tese s3o determinados pelos siste-
mas de equacdes e os quais descrevem fluidos que em sua composicao apresentam
particulas com comportamentos de velocidade angular, como por exemplo, o sangue humano
que possui as hemacias em sua constituicdo. Para o problema estacionario mostramos a exis-
téncia e unicidade de solucdes ultra fracas usando principalmente teoremas de ponto fixo e
teoremas de compactidade da analise funcional em espacos funcionais menos regulares e com
viscosidade do fluido suficientemente grande. No caso do problema ndo estacionario mostra-
mos uma condicdo necessaria e suficiente, limitando somente a integral temporal da norma do
semigrupo da velocidade linear do fluido encontrando, assim temos o espaco optimo através de

uma aplicacdo contracdo e do nimero de Podri-Serrin, para existéncia de uma solucao forte.

Palavras-chaves: solucdes ultra fracas; solucdes fortes; micropolar; Podri-Serrin.



ABSTRACT

In this work, we consider €2 a limited subset of three-dimensional Euclidean space with a
sufficiently regular boundary and, 7', the time interval ranging from zero to infinity. We ana-
lyze the system of micropolar equations in the stationary case and the system of micropolar
equations in the non-stationary case, which are constituted by a linear velocity equation and
a rotational velocity equation whose mathematical model was described by Erigen based on
the model of the equations of Navier-Stokes. The Navier-Stokes equations involve one of the
millennium problems in mathematics that remains open. The systems of equations worked on
throughout the thesis are determined by the systems equations and describe fluids
that in their composition present particles with angular velocity behaviors, such as human
blood, which has red blood cells in its constitution. For the stationary problem, we show the
existence and uniqueness of ultra-weak solutions using mainly fixed point theorems and com-
pactness theorems from functional analysis in less regular functional spaces and with viscosity
of sufficiently large fluid. In the case of the non-stationary problem, we show a necessary and
sufficient condition, only under the temporal integral of the norm of the semigroup of the
linear velocity of the fluid, thus finding the optimal space through of a contraction application

and the Podri-Serrin number, for the existence of a strong solution.

Keywords: very weak solution; strong solution; micropolar; Prodri-Serrin.



LISTA DE SIMBOLOS
I' = 01 fronteira de (2
LP(Q) = {f : Q — R* f é mensuravel, | f|’ € L'(Q)}

1/p

£l = 1£1 = ( [ 1£Pde)
WmP(Q) = {u € L(Q); Du € LP(Q),V|a| < m}
sy = o = (3 IDul,)’
C(Q) = {u € C*(Q),k =1,2,3,...e suporte de u é compacto}
Hy'(@) = Gr@) ™",

LU0, T;X)={f:(0,T) — X; f é mensuravel em X}

t 1/s
1 Fllzs0mx) = (/0 |!fH§(dt) ,quando X = L%(Q2) usamos || f
Hqu,S;T

rotu=V xu= ((92u3 — 33u2, 83?)1 — 61u3, 81u2 — 82u1)

divu = Zai“i

=1

W (Q) = {u € WyP(Q); div u = 0}

L3(0,T5X) —



D,(Q) = {u € D(Q);div u =0}

an(Q) = {90 € W(I)J(Q% div ¢ € W(lfp(Q)}

(X,,()) espaco dual de X, ,(€2)

(-, ") xxx dualidade em algum espaco X
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1 INTRODUCAO

O objetivo desta tese é estudar o sistema estacionario e ndo estacionario das equacoes
micropolares dos fluidos incompressiveis.
Primeiramente, consideramos o sistema estacionario dado por
—pAv+ (v-V)v+Vr =arotw+ f em,
—aAw+ (v-V)w — fVdivw +yw =arotv+g em (), (L.1)

divv =0 em €,

V=0, W= W em I

Em 1988, em (LUKASZEWICZ, |1987)), G. Lukaszewicz estudou o problema (1.1)) com a
condicdo de Dirichlet homogéneo, isto é vo = wy = 0, considerando as forcas externas
f.g € L*(Q), provando a existéncia de solucdes fracas. Usando uma versio do teorema
do ponto fixo de Leray-Schauder obteve também a unicidade da solucdo fraca, tomando a
viscosidade do fluido p suficientemente grande. No ano 2002, M. Rojas-Medar, G.Lukaszewicz
et al., em (LUKASZEWICZ G.; ROJAS-MEDAR, [2002), considerando a fronteira I" regular e dados
vy, wy € L*(I") mostraram a existéncia e unicidade de uma solucdo ultra fraca. Eles usaram
o método da tranposicdo, veja (LINONS J.L.; MEGENES, 1968), juntamente com o argumento
do ponto fixo dividindo a solucdo em uma parte regular e outra irregular.

Quando w = 0 no problema temos as classicas equacoes de Navier-Stokes estacio-
narias. Solucdes fracas para estas equacdes, isto é, v € W4(Q), com f € W H(Q), v, €
Wlﬁ’q(l“) para algum ¢ € [2, 00) podem ser encontradas em (LERAY, 1993), (GALDI, 1994),
(GERHARDT, |1979), (LADYZHENSKAYA| 1969)), (LADYZHENSKAYA, 1959al), (HOPF, 1941)). Quando
feW Q) divv =kec L'(Q) e vy € W_%’q(F), Kim, em (KIM, 2009), estudou as
solucdes ultra fracas das equaces de Navier-Stokes, dividindo o problema em duas partes: a
primeira considerando os dados iniciais pequenos e aplicando o teorema do ponto fixo de Ba-
nach, com f,g, k suficientemente pequenos, e a segunda para dados iniciais grandes usando
argumentos de contracdo dados por Marusic-Paloka-(MARUSIC, 2000). C. Amrouche e M.
Rodriguez-Bellido identificaram uma incongruéncia no trabalho Kim (KIM, 2009), quando é
considerado o traco dos dados iniciais menos regulares, dando uma formulacdo mais rigorosa
em (AMROUCHE, 2011)).

Tendo em mente os resultados obtidos para as equacGes de Navier-Stokes, consideramos

o problema ,com dados iniciais vy € W_%’p(F) e wy € W_%’T(F), 1 <pr < oo,
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e forcas externas f, g escolhidas adequadamente. Desta forma damos uma definicdo precisa
para o traco considerando esses dados iniciais. Usando as ideias de Rojas-Medar e Lukas-
zewicz (LUKASZEWICZ G.; ROJAS-MEDAR, 2002) junto com a ideias de Acevedo, Amrouche e
Conca (ACEVEDO P.;AMROCUHE, 2019), aplicamos o método da tranposicdo, dividindo a so-
lucdo em uma parte regular e outra parte irregular, e aplicamos o teorema do ponto fixo de
Leray-Schauder ao sistema de equacdes . Para uma precisa definicao do traco, utilizamos os
argumentos de C. Amrouche e M.A Rodrigues-Bellido (AMROUCHE, 2011)) obtendo a existéncia

de uma solucado ultra fraca nos termos do seguinte teorema.

Teorema. Suponha que p > 3, 7 > 3p/(p+3), P < r < p, vy € WPP(T) com
(v m, 1>W*1/”’P(F)><W1/W’/(F) =0, wo € W_l/r7r(r): fe(XvpQ) ege W_QH/T’T(Q)-
Existem constantes Ai, Ao > 0 tais que se

2

T 4R <A,
1
onde
1 a
R = ;HfH(XT/,pf)’ + ”UOHW*I/W(F) + E (HQHW*%U” + H'wOHW*l/T’T(F))
e

1+a 1 1 1
R+ — (lgllw-z+1/mr + [lwolly-1/rr) +a ( + ) < g,
7 I w w a

entdo existe uma tnica solucdo ultra fraca (v, 7, w) € LP(Q)x W ~5(Q)x L" () do problema

€D,
Estudamos também o sistema ndo estacionario das equacdes micropolares as quais sao

dadas por

v — pAv+ (v-V)v+Vr =arotw+ f emx

(0,7),
w —aAw+ (v-V)w — fVdivw +yw =arotv+g emQx(0,7),
0,7

divv =0 em ) X ), (1.2)
v=0,w =0 em ' x (0,7),
V=V, w = w em ().

Para vy € L2(Q2) e wy € L*(9), a existéncia global de solucdes fracas do problema ([4.1))
foi obtida por Lukaszewicz em (LUKASZEWICZ, 1987)), (LUKASZEWICZ, |1989)), sob certas su-
posicoes, usando linearizacdo e um teorema do quase ponto fixo, e por Boldrini e Rojas-Medar

em (BOLDRINI, |1998) usando o método de Galerkin. Yamaguchi (YAMAGUCHI, 2005)) provou a
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existéncia de solucdes fortes assumindo vy € L2(Q2), wo € L*(Q) com ||(vo, wo)| 312 sufici-
entemente pequeno. M. Loayza e M.Rojas-Medar em 2012, veja (ROJAS-MEDAR M.A;LOAYZA,
2016), estabeleceram um critério de regularidade de tipo Prodi-Serrin provando a existéncia
de uma solucdo forte (v, w) num intervalo (0,7"), se v € L*(0, T, L"*(Q2)) e 3/r+2/s =1
com r > 3.

Para o sistema n3o estacionario de Navier-Stokes, com f = divF € L*(0,T, L*(Q)) N
L3(0,T;L?(Q)) onde 2 < 5 < 00, 3 < ¢ < 00, S(s,q) = 1, Farwig, Sohr e Varnhorn em
(FARWIG R.;SOHR, |2009b)) estabeleceram uma condicdo necessaria e suficiente para a existéncia
de solucdo forte a qual exige apenas a limitacdo da integral do semigrupo aplicado ao dado
inicial vy € L*(Q), ou seja, /Ooo ||e_tAv0||f1dt < 00, onde 1 < s,¢ < oo satisfaz a condi¢do
de Serrin S(s,q) =2/s+3/q = 1.

Seguindo os argumentos usados por Christian Komo para tratar o sistema de equacdes de
Boussinesq em (KOMO, 2014), e as de Farwig, Sohr e Varnhorn (FARWIG R.;SOHR, 2009b)) para

Navier-Stokes, estabelecemos o seguinte teorema.

Teorema. Seja s,q,51,q1 como no teorema (4.3). Assuma vy, € L2(Q),w, € L*(Q). A
condicao

o A
/O e 4wo|2dt < oo,

com 2/s+3/q = 1 é necessaria e suficiente para a existéncia de uma solugdo forte (v, w) do
problema (1.2) num intervalo (0,7") com 0 < T' < T.

Esta tese esta organizada da maneira seguinte. No Capitulo 1 s3o apresentados os principais
resultados que serdo usados ao longo da tese. O Capitulo 2 é dedicado ao problema estacionario
e o Capitulo 3 ao problema n3o estacionario ([1.2)). No capitulo 4 apresentamos trabalhos
em andamentos sobre a vorticidade do sistema micropolar e sobre a solucdo ultra fraca

para o sistema magneto-micropolar

—MAu+(u-V)u+V(p1+§b-b) =arotw+sb-V)b+ f emQ,

—vAw + (u - V)w — aVdivw + fw =arotv+g em
rot(rotb+bxu+h)+Vp, =0 em (),
divv =0,divb =0 em €,

u=1uy,b=by,w = w, em [,
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como dados iniciais em espacos analogos ao do sistema micropolar ((1.1)) e ao sistema MHD

(magneto hidrodinamico) analisado por Y. Zeng em (ZENG, 2020)).
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2 ESPACOS FUNCIONAIS E SEMIGRUPOS

2.1 ESPACOS DE SOBOLEV

Ao longo da tese 2 C R* é um dominio limitado do espaco tridimensional. Denotamos o

espaco LP(2), 1 < p < o0, o espaco de Banach das funcdes Lebesgue integraveis

LP(Q) = {f : Q — R* f é mensurdvel, | f|" € L'(Q)}

com norma || f|lzr = | fll, = (/ |f|pdx> " , 1 < p < oo. Quando p = 2, tem-se um espaco
de Hilbert L*(Q2). O espaco LP()) é separavel se 1 < p < oo, reflexivo se 1 < p < oo e seu
dual é o espaco L” (Q) onde 1/p+1/p' = 1.

Sendo X um espaco de Banach e 0 < T' < o0, 0 espaco L4(0,T; X), para 1 < q < o0,
representa o espaco das fun¢des com valores em X no intervalo (0,7") que sdo integraveis no

sentido de Bochner com a seguinte norma

| £l za0.1:x) (/ |]fH§<dt)

Param > 0e 1 < p < oo definimos os espacos de Sobolev
W™P(Q) = {u € LP(Q); Du € LP(Q),V|a| < m}

com norma usual

by = (5 10 )

la|<m

Quando p = 2, denotamos W™*(Q) = H™(Q) e || - lmp = || - |

gm. Por definicao
m ool Em
Hy (Q) = C3° () " )

onde C3°(Q) = {u € C*(Q),k =1,2,3, ...e suporte de u é compacto}.
Usaremos, ao longo do trabalho, a seguintes estimativa, veja (BREZIS, 2010, Remark 2).
Teorema 2.1 (Desigualdade de Hélder generalizada) Sejam 2 C R"™ um dominio limitado,
1 1 1 1
pi > 1, fi, fa, -+, fi funcdes tais que f, € LP(Q), 1 <i <k, onde— = —+—+..+— <
b p1 P2 Dk
1. Entdo o produto f = f, - fo-...- f1r, € LP(Q) e

[Fllp < ([F Ml [[F2llps - - M F il
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Seja B(-,-,-) a forma trilinear dada por B(u,v,w) = ((u - V)v,w) onde (u,v,w) €
(HI(Q)> Pela desigualdade de Holder temos que
| B(w, v, w)| < [|ullpoo)l| Vol 2@ llwll s @)
O seguinte resultado é consequéncia de (TEMAM, (1979, Lemma 1.3).
Lema 2.2 Seja Q) C R® um conjunto aberto com fronteira Lipschitz . As seguintes afirmacées
sdo validas:

1. A forma trilinear B é continua em (H'(Q))®.

2. B(u,v,w) = —B(u,w,v) para todo w,v,w € H'(Q) com divu = 0 em €, e

u-n=0ouv=0ouw=0emI.

3. B(u,v,v) = 0 para todo u,v € H*(Q) com divu=0emQ, eu-n=0ouv =0

emI.

Lema 2.3 (Desigualdade de Hardy-Littlewood) Sejam 0 < v < 1, 1 <r < g < oo com

1 1
o+ —=-
q

e f € L"(R). Entdo a integral
u(t) i= [ |t =" f(r)dr
converge absolutamente para quase todot € R, e
[ully < ClI£l:

com C' = C(a,q) > 0.

Para a demonstracdo veja (SOHR, 2001a, Lemma 3.3.2).

Também precisaremos do seguinte lema de Gerhardt, veja (GERHARDT), (1979).

Lema 2.4 Sejam v € W'(Q), Q € R*, n > 2. Assuma 1 < p < n, e também que
WP (Q) C LP*(Q) esta continuamente imerso com px = np/(n — p). Entdo, para qualquer
q, 1 < q < px, qualquer u € LTI(Q), r' = p*/(p* — q), e para qualquer ¢ > 0, existe uma

constante C. = C.(n, 00, €, px, q, ||u|| ) , tal que
/Q |uf|v|*de < el|v|[f, + Cellv]|Ta.
Em particular, paran =3, u € L*(Q),v € W'?(Q) el < p < 3,

lw - vl|zr0) < el[vllwiag) + Cellvl|zr)- (2.1)
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A seguir temos alguns teoremas de imersdes e do traco nos espacos de Lebesgue e de

Sobolev. Comecamos pela seguinte estimativa de Gagliardo-Nirenberg.

Teorema 2.5 Seja Q2 C R" um dominio limitado de classe C™, e sejau € W™ (QQ)NLI(S2),

1 <r,q < oo. Para qualquer inteiro j, 0 < j < m, e para qualquer nimero 6 com e <0<,

m
seja

1 ' 1 m 1
:]+9(—> F(1—6)
p m r o on q
Sem—j — n é um inteiro ndo negativo, entdo

r

1D ull, < Cllully, llull;™.

. n ., .. o . . .
Se m — j — — € um inteiro ndo negativo a desigualdade ocorre para = j/m, onde C' =
r

C(r,q,m, j,0)

Para a prova do resultado, veja (LUKASZEWICZ, |1998, Teorema 2.2.2).

As imersdes dos espacos de Sobolev sdo dados no seguinte resultado, veja (LUKASZEWICZ,

1998, Teorema 2.2.1).
Teorema 2.6 Seja ) um aberto limitado do R" com fronteira Lipschitz, entdo

1. Se kp < n entdo o espaco W*P(Q) esta continuamente imerso no espaco L* (Q),

n
P = pk , e compactamente imerso em L%(§)) para g < p*.
n—~rp

n ~ . . .
2.Se0<m<k—— <m+1, entdo o espaco W"?(Q) ests continuamente imerso em
p

_ n _
C™*(Q), a = k — — — m, estd compactamente imerso em C™"(Q)), para 3 < a.
p

O seguinte resultado estabelece algumas propriedades dos tracos para as funcdes em

WEP(Q).

Lema 2.7 Seja 2 um conjunto aberto de classe C*'. Seja s um niimero real tal que s < 2,

s—1/p=m+ o, onde m >0 é um nidmero inteiro e 0 < o < 1.
1. A aplicacdo
Yo P WHP(Q) — Ws_l/p’p(f’)
u — u|r

é continua e sobrejetiva. Quando 1/p < s < 1+ 1/p, temos que Ker(vy) = Wy"(Q).
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2. Param > 1, A seguinte aplicacdo

(yo.m) = W(Q) — WUPI(I) x WTTYRR(T)

ou
u — u|p,%lr

é continua e sobrejetiva . Quando 14+1/p < s < 2+1/p, temos Ker(vy,71) = WP (Q).

Os dois resultados a seguir mostram a existéncia de uma funcdo lift do contorno T’
preservando algumas de suas propriedades, veja (GALDI, 2011, Lemma 1X.4.2) e (ACEVEDO

P.,AMROCUHE, 2019, Lemma 2.2) respectivamente.

Lema 2.8 Seja Q C R® um dominio com fronteira de Lipschitz T’ e vy € HY*(T) tal que

/ vo-n ds = 0. Para cada e > 0 existe v, € H' () tal que div v =0 em Q, v =v, emT
r

/ Vo - M ds
r;

para todo w € Hy (), onde K; = K;(Q) > 0,i=1,...,m.

e satisfaz
m

Blw, vt w)| < (e+zm

=0

) Va2 0.

Lema 2.9 Seja Q C R® um aberto limitado com fronteira Lipschitz T' e seja w, € HY?(T).

Ent3o, para todo n > 0 existe wj € H'(Q) tal que w{ = wo em I e satisfaz

lwill g3y < 77HonH1/2(F).

O seguinte resultado define de forma clara a formula de Green para dados singulares na

fronteira, veja (AMROUCHE, 2011, Lemma 2). Consideremos o conjunto
M, (Q) = {v e L'(Q);Av e W7 (Q)},
para 1 < r < oo.

Lema 2.10 Seja Q1 um conjunto aberto limitado de R® de classe C*'. A aplicacio linear

Y : v — v|p definida em D(S2) pode ser estendida para uma aplicacdo continuo linear

Yo : M.(Q) — WV (I). Além disso, vale a férmula de Green:

I¢
/QvA(bdx — (Av, qb)W_QH/r,T(Q)XWg_l/r,w(Q) = <'v, n

)

>W1/M(r) xW1/mr' (1)

para toda v € M,(Q),¢ € W2 (Q) n W™ (Q).
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Uma aplicacdo continua entre dois espacos de Banach é dita compacta (ou completamente
continua) se a imagem de conjuntos limitados sdo precompactos, ou seja, se a imagem de con-
juntos fechados s3ao compactos. Segue abaixo o teorema do ponto fixo aplicado nos problema

de Dirichlet, veja (GILBARG D.;TRUNDINGER, (1990, Teorema 11.3).

Teorema 2.11 (Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder ) Seja T uma aplicacdo compacta
no espaco de Banach B, T' : B — B, e suponha que existe uma constante M tal que
lz||g < M para todo x € B e o € [0,1] satisfazendo x = oTx. Entdo T possui um ponto

fixo.

2.2 SEMIGRUPOS DE STOKES E LAME

A norma do espaco LF(0,7T; L%((2)) sera denotada como || f||,p.r, onde Q C R® com
0N € C* el < q< oo Oespaco LL(SY) representa o subespaco vetorial das funcdes em
L7(Q2) com divergente nulo no sentido das distribuicdes. A aplicacdo P, : L(2) — L1(Q2) é
a projecdo de Helmholtz. Denotemos por £, = —aA — SV div + 7 operador de Lamé com

dominio D(L,) = W(Q) N W24(Q). Definimos o operador Stokes por
D(A,) = LLQ) N W4 (Q) N W1(Q), Av=—P,Aw, veD(A,).

O operador Stokes é consistente no sentido de que para 1 < ¢,r < oo

Av = Av,Yv € D(A,) ND(A,). (2.2)

Considerando o operador Stokes e o operador Lamé com seus respectivos semigrupos temos

as seguintes propriedades de decaimento.

|[AZe ||, < et t > 0 (2.3)

||(—£q)aet£’1|]q <ct *t>0 (2.4)

onde @ >0,¢g>1ec=1c(,qa)>0. Também
lolly < cllAgoll, Vo € D(A7), (2.5)

[y < cll(=Lg)*Pllg Vb € D((=L,)"), (2.6)
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3 3
comc=c(Q,q,a)>0,0<a<1,1<qg<o0e2x+—=—-.Ainda mais
v q

D(AZ) = WEI(Q) N LU(Q), [V, < c|AZ ], b € D(AZ), (2.7)

Qo=

D((~£)i) = WE(Q), [Vl < cll(~0)i Bl & € D(—L)7).

Lema 2.12 Seja Q um dominio limitado com 0Q € C*', 0 < T < o0 s > 1,p > 3/2 e
F e L*(0,T; L*(5?)). Escolha r,o > 0 com

3 3 1
2%+2=20<o<- 2.
O'—f‘T p,0_0_2 (2.8)
e 3 =1/2+ o. Entdo
t
O, (t) = / APemt=DA A=B P din F (1) dr (2.9)
0

é um elemento bem definido de L] () para quase todo t € [0,T). Além disso, as seguintes

propriedades s3o satisfeitas:

1. Parat g.s. em (0,T)

¢ ¢
/ ABe= =4 A=B P div F(T)dr = AP / e A AP P div F(7)dr.
0 0

2. Parai=1,2 escolhar;,0; > 0 satisfazendo (2.8) com r,o substituido por r;, o;. Entdo

o, (t) =d,,(t), ae. tel[0,T). (2.10)

Portanto, denotamos o termo em @) como sendo independente de r,0c > 0 satisfazendo

(2.8), por @.

2.3 MODELAGEM MATEMATICA

A matematica tem sido pedra fundamental para o desenvolvimento tecnolégico da huma-
nidade por meio dos modelos matematicos, que representam de forma abstrata fenémenos
fisicos, permitindo a compreens3o e a transformacdo da realidade de forma mais previsivel e
controlada.

A mecanica dos fluidos com as equacdes de Navier-Stokes, formulada por Claude Louis

Marie Heini Navier e George Gabriel Stkoes em 1822, oferecem o modelo matematico que
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descreve o escoamento de fluidos utilizando as derivadas parciais para determinar campos de
velocidade e pressdo num escoamento, sendo 2 C R* um dominio, v = (vy, v, v3) 0 campo
velocidade, e 7 a pressao.

O seguinte sistema de equacdes descreve o fluido estacionario,

—uA . —
pAv + (v-Vo)+Vr = f, (2.11)

divv = 0.

O sistema ndo estacionario é dado por:

Z)—MAU—F(U'VU)—FVTFIJC,

divv = 0.

As equacdes de Navier-Stokes tém sido amplamente estudadas, tanto o modelo estacionério
quanto o modelo n3o estacionario, por matematicos como Jean Leray, Eberhard Hopf, Olga
Ladyzhenskaya, Robert Finn, Gadi e outros, veja (LADYZHENSKAYA, [1959b), (LADYZHENS-
KAYA, 1969), (FINN, [1959)),(FINN R;NOLL, 1957)), (HOPF, 1952), (HOPF, |1957)),(LIONS, [1969)),
(LERAY J.;SCHAUDER, |1934)), (GALDI, 2011). Mesmo assim, problemas sobre essas equacdes
ainda permanecem em aberto, como a questdo da unicidade de solucdes em um espaco tridi-
mensional.

A teoria dos fluidos micropolares é uma generalizacdo das equacdes de Navier-Stokes
(2.11)), a qual foi proposta por Eringen em 1966,veja ((ERINGEN, [1966))), para lidar com uma
classe de fluidos que exibe efeitos microscépicos na estrutura local e micromovimentos dos ele-
mentos do fluido. Uma subclasse desses fluidos sdo os fluidos micropolares, que exibem efeitos
rotacionais e inércia microrotacional. Esse problema tem atraido a atencdo dos matematicos
devido a sua simplicidade e elegdncia em sua formulacao matematica. Fisicamente eles podem
ser descritos adequadamente por elementos semelhantes a certos fluidos anisotrépicos, por
exemplo, compostos de moléculas halteres, o sangue, fluidos poliméricos contendo certos adi-
tivos, etc. Experimentos com fluidos contendo aditivos poliméricos extremamente pequenos
indicam que o atrito da pele perto de um corpo rigido é consideravelmente menor do que
os mesmos fluidos sem aditivos, veja (HOYT J.W.; FABULA, 1964)), (VOGEL W.M.;PATTERSON,
1964). A teoria cléssica de Navier-Stokes é incapaz de prever essas descobertas pois n3o
contém nenhum mecanismo para explicar esses novos fenomenos. Na conferéncia Naval em
Bergen, Eringen sugeriu a teoria micropolar que tinha o mecanismo necessario para controlar

esses novos efeitos.
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2.3.1 Modelagem matematica dos fluidos micropolares

Considere as leis de conservacdo hidrodinamica para fluidos isotrépicos.

e Lei da Conservacao da Massa: advém dos primeiros trabalhos do russo Mikhail Vasilyevich
Lomonosov (1711 -1775) divulgados mais amplamente por Antoine Laurent de Lavoiser (1743
-1794), no quais observaram que em um sistema fechado a massa total n3o varia, quaisquer
que sejam as transformacdes que venham ocorrer. Aqui surge a famosa expressao que, nada
cria-se e nem perde-se tudo se transforma. Para os fluidos a Lei da Conservacdo da massa diz:
a massa do fluido em um volume material €2, n3o varia em 2 conforme o fluido movimenta-se.
Seja p(x,t) a funcdo massa por unidade de volume (densidade) no ponto x e no tempo ¢

entao.

o = V. (2.12)

e Lei da Conservacdo do Momento Linear: E uma consequéncia das Leis de Newton, que
em sua forma geral nos diz que em um sistema fechado o momento linear é constante. Para
fluidos a lei da conservacdo do momento linear, estabelece que a variacdo do momento linear

é igual as forca resultante sobre o volume.

PV =V T+ pf,
onde T' = {T};} é a matriz chamada tensor stress.

e Lei da conservacao do momento angular: quando em um sistema fechado, o torque das
forcas resultantes externas sobre o sistema é nulo, o momento angular é nulo. Em fluidos

micropolares temos uma forca de torque pg, além da forca do préprio corpo, e uma tensdo C'

além da tens3o normal.

Dw

I
P Dt

=V -C+pg+Ts (2.13)

e Lei de conservacdo da energia: O aumento da energia total em um sistema em um volume
material € a soma do calor trocado e o trabalho realizado.
DE

pﬁ:—v-q—i—T:(V’U)—FC’:(Vw)—TgC-w. (2.14)
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Em hidrodindmica classica, C' = 0,9 = w = 0. Ent3o por (2.13)) o tensor stress é simétrico,

as equacdes ([2.12)) - ([2.14]) s3o reduzidas para,

Dp

Do PV

Dv

—=V.T :

P Dy V-T+pf
DE
— =-V- T : :
P i V.-q+ (Vv)

Portanto o modelo dos fluidos micropolares contém o modelo de Navier-Stokes como caso

particular, fazendo em ([2.12)) - (2.14), C' = 0,9 = w = 0 e definindo T por,

ﬂj = (—p + )\UM)% + ,M(’Uz‘,j + ’Ujﬂ'). (215)

A definicao de ([2.15]) é consequéncia dos postulados de George Stokes sobre as propriedades
fundamentais dos fluidos, os postulados seguem (SERRIN, 1959)), (ARIS, |1962).

(i) O tensor stress é a fungdo continua da deformagdo e do estado ternodindmico local, inde-
pendente de outras grandezas cinematica.

(i) O fluido é honomegéno quando 7" ndo depende explicitamente de x.

(iii) O fluido é isotrépico quando ndo ha direcdo preferencial.

(iv) Quando n3o existe deformac3o o stress é hidrostatico (1" = —pl, I é matriz unitéria).

Os fluidos que satisfazem esses postulados sdo chamados de Stokesian, foi provado em

(SERRIN, [1959),(ARIS, 1962) que de forma mais geral o tensor stress é,
T = (—p+a)l+BD+~D?

onde p, o, 3, sao funcdes que dependem do estado termodinamico, sendo «, 3,y dependente
também dos invariantes do tensor deformacdo. Além disso quando a dependéncia dos com-
ponentes de T' sobre os componentes da deformacdo é postulada como linear o tensor stress
pode ser escrito como

T = (—p+ Mdivv)l +2uD

que coincide com ([2.15)).
Para obter o modelo do fluido micropolar temos que especificar o tensor stress 1" e o tensor
acoplado no sistema de equagdes (2.12)) - (2.14)), ou seja, definir as equacdes constituintes

bem como especificar as equacdes de estado.
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Definimos fluidos micropolares, como um fluido isotrépico com tensor stress T" e tensor aco-

plado C' dados por (ERINGEN, (1966, (PETROSYAN| 1984)).

Tij = (=p + Avrp)0ij + p(vij + vj:) + e (Vji — Vij) = 2fr€mijwm (2.16)

Cij = cowp k0ij + ca(wij + wj;i) + ca(wji — wij). (2.17)
A parte simétrica do tensor stress T em ([2.6]) é
TS = (—p + Mo)di; + (i j + v50),

que é o tensor da termodinamica classica onde A, i1 sdo coeficientes de viscosidade, cg, ¢4, cq
sdo constantes do coeficiente angular. Substituindo 7" e C' de (2.16]), (2.17)) nas leis (2.12) -

(2.14)) obtemos as seguintes equacdes de campo.

D

—Di = Vv (2.18)
Dv .
P = —Vp+ A+ p — p)Vdivv + (4 p) Av + 2p,rotw + pf
Dw :
plﬁ = 2u,(rotv — 2w) + (co + ¢4 — ¢o) Vdivw + (¢q + cq) Aw + pg (2.19)
DE

P = —pdivv + p® — Vg (2.20)

onde ,
1
p® = Adivv)? +2uD : D + 4y, <2rotv - w)

+w(divw)? + (cq + cq)Vw : Vw
+(cq — ca)Vw : (Vw)T
é a funcado dissipacdo de energia mecanica por unidade de massa. Denotamos o tensor defor-
macao por
1

D = 5 (vi; +vji).

Os resultados nesta tese consideram um sistema obtido a partir das equacdes ([2.19)) -
(2.20) com fluidos incompresivel viscoso, ou seja, 1+ > 0 e div = 0, e que a energia interna

espeifica do fluido é proporcional a sua temperatura, pela lei de Fourier. Assim as equacdes

219) - (2:20) tomam-se
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(Z)'g—i—v-Vp:O, , divv =0

0
p(a:: + (v - V)v) = —Vp+ (u+ p)Av + 2u,rotw + pf

15,
p](aj + (v - w)) = 24, (rotv — 2w) + (co + ¢4 — ¢4)Vdivw + (¢ + ca) Aw + pg.
Reescrevendo as equacdes (4.11)) e (4.12)) obtemos o sistema que sera estudo ao longo desta

tese. Tanto a versao estacionaria em um primeiro momento quanto a versao nao-estacionaria

em um segundo momento.

?;;—MA’U—F(’U-V)’U—FVW =arotw+f emQx(0,7),
aaltv—aAw%—(v-V)w—BVdiv'w—i—vw =arotv+g emQx(0,7T),

divv =0 em Q x (0,7).
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3 SOLUCOES ULTRA FRACAS PARA O SISTEMA MICROPOLAR

3.1 INTRODUCAO

Seja © C R® um dominio limitado de classe C*'. Consideramos o sistema dos fluidos

estacionarios micropolares dado por

—pAv+(v-Vv+Vr =arotw+f emQ,

—aAw+ (v-V)w - fVdivw +yw =arotv+g em(, (3.1)

divv =0 em €,

com condicdes de contorno
v=vy, w=wy em 0N =TI.

Assumimos que a fronteira I', ndo é necessariamente conexa, ou seja, pode ser a unido disjunta
de seus componentes conexos I';,7 = 0,1, ..., m, onde I'y representa a fronteira exterior que
contém I e todas as fronteiras I';, © = 1, ..., m.

No problema , as incégnitas sdo o campo de velocidade v = (vy,v9,v3), a pressdo
m e o campo de velocidade angular da rotacdo das particulas do fluido w = (wy, wsy, w3).
Os campos f = (f1, f2, f3) € g = (91, g2, g3) representam forcas externas de momento linear
e angular. As constante = v 4+ v, a = 2v,, @ = ¢4+ Cq, B = o+ Cq — Ca, ¥ = 4U,,
com v, Uy, Cg, Cq, ¢q > 0 sdo valores positivos e representam propriedades isotrépicas do fluido
(LUKASZEWICZ G.; ROJAS-MEDAR, 2002).

Para w = (uy,us,u3) e w = (wy, wy, wy) definimos a divergéncia de u como divu =
Z O;u;, o gradiente u com Vu = (Vuy, Vug, Vus), o laplaciano de u como Au = div Vu =
z(Zlul, Aug, Aug), o rotacional por rot u =V x u = (Gyuz — Jsuz, 0301 — Oyug, Oyug — Oatiy),

onde 0;u; denota a i—ésima derivadas parcial de u;, e a i—ésima componente do vetor (u-V)w

é dado por zg:ujé?jwi.

0) sistenj*nz1 (3.1)) expressa o equilibrio entre 0 momento, a massa € o momento do mo-
mento. Para a derivacido e discussao fisica veja Petrosyan (PETROSYAN, [1984)), Condiff-Dhaler
(CONDIFF; DAHLER, 1964) Eringen (ERINGEN, (1966) and Lukaszewicz (LUKASZEWICZ, 1998).
Observe que o problema ([3.1]) inclui como caso particular o sistema de Navier-Stokes da hidro-

dindmica classica —pAv + (v-V)v+ Vr = f, que tem sido amplamente estudado, veja por

exemplo os livros de Ladyzhenskaya (LADYZHENSKAYA| [1969)) ou Temam (TEMAM, [1979), e as
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referéncias nele contidas. Em particular, sabe-se que se vy € Wl_l/”’p(F) e f e W(Q),
com p > 3/2, entdo existe pelo menos uma solucdo fraca u € W'(12), (LADYZHENSKAYA,
1969) e (TEMAM, [1979). Para a condicio de contorno inicial vy € L*(I') foi introduzida a
no¢do de solucdes ultra fracas para equacdes de Navier por Conca (CONCA, [1989), (CONCA,
1987)). Este resultado foi estendido por Marusic-Paloka (MARUSIC, |2000) para a equacdo de
Navier-Stokes. Para condicio de fronteira vy € W~ 33(I") e f € [Wé’3/2(Q) NW232(Q)],
Kim (KIM, |2009) mostrou a existéncia de uma soluc3o ultra fraca v € L*(Q). Este resultado
foi posteriormente melhorado por Amrouche e Rodriguez-Bellido (AMROUCHE, |2011)) consi-
derando uma estrutura funcional adequada e definindo apropriadamente os tracos de campos
vetoriais ndo regulares.

O problema , com vy = wy = 0 e f,g € L*Q), foi estudado por Lukaszewicz
(LUKASZEWICZ, (1987). Veja também (LUKASZEWICZ, [1998) para mais referéncias. O caso
quando vg,wy € L*(T"), f,g € L*(Q) foi estudado por Lukaszewicz, Rojas-Medar et. al
(LUKASZEWICZ G.; ROJAS-MEDAR, [2002). Eles mostraram a existéncia de uma solugdo ultra
fraca (veja a Definicio [1) (v, 7, w) € L*(Q) x W¥(Q) x L*(Q) para a < ¢*u, onde ¢* é
uma constante especifica. A unicidade também foi estabelecida para p grande.

Estamos interessados na existéncia e unicidade de solucdes ultra fracas para o problema
(3.1) assumindo que vy € WYPP(I) e wy € W™V (I'), 1 < p,r < co. Em nossa

abordagem, usamos o contexto funcional establecido em (AMROUCHE, 2011)).

3.2 PRELIMINARES E PRINCIPAIS RESULTADOS
Consideramos os espagos W () = {u € WP(Q);div u = 0} e Dy(Q) = {u €
D(Q);div u = 0}. Para 1 < r,p < oo definimos
X,,() = {p € WE(Q); div p € Wi (@)},

e X,,(Q) = X,(Q) para r = p. O conjunto D(£2) é denso em X, ,(€2) e para todo ¢ €
W=P(Q) e ¢ € X, (Q) temos que

<VQ7 ¢> [er’p/(Q)]’XXrlyp/(Q) = _<Q7 v ' ¢>W—1,pXW01aI’/7

veja (AMROUCHE, 2011, Lemma 8). O espaco dual de X, ,(§2) é caracterizado da seguinte
forma. Dado f € (X,,(Q)) existe Fy = (fi;)1<i <3 tal que Fy € L™ (), f e W (Q) e

F=V-F+V. (3.2)
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Além disso,

Il iy = max{{| figllors [ fallw e 1 < 0,5 < 35
Por outro lado, se f satisfaz (3.2)), entdo f € (X, ,(Q2))’, veja (AMROUCHE, 2011, Lemma 9).
Como consequéncia ocorre a seguinte imersao

W (Q) = (X () = W2(Q),

sempre que 1/r < 1/p+1/3.

Solucdes ultra fracas para o problema ([3.1)) sdo entendidas no seguinte sentido.

Definigdo 1 Seja vy € W'/77(L), wy € W/(D), f € (X () eg € W21/7(@)

tal que p >3 er > 3p/(p+ 3). Dizemos que um tripla de funcées
(v, m,w) € LP(Q) x WHP(Q) x L"(Q)
é uma solucdo ultra fraca do problema se as seguintes identidades forem validas
_/1’(’07 A¢) - B(’U, @, ’U) = <7T7 div¢>w—1,p(Q)XW&»P'(Q) + a('w, rot d))
D)X, () %X, (@)
_ <v 8>
K\ o on Wfl/mo(p)><VV1/p,p’(p)7
/Q'U Vepdr = <'UO ' n, @)W—l/PaP(F)XWUP’P/(F))
(w, LY) — B(v, ¥, w) + v(w,y) =a(v,roty)+ (g, ¢>W72+1/T,T(Q)Xwgfl/r,r,(m

—a<w oY

O >
"on WY/ (CyxWi/mr' (D)

—B<w0 - n,divz/)>

W*l/nr(r)xwl/r,'r' (F)’
para toda ¢ € W (Q), ¢|r = dive|r = 0, o € W'(Q), ep € W' (Q) N W™ ().
Aqui L = —aA — Vdiv é o operador de Lamé e B é a forma trilinear definida por

Bv,z,w) = ((v-V)z,w).

Observacées 3.1 1. Note que W>? (Q) € W (Q) pela imersdo de Sobolev se 1/r <
1/p+1/3. Assim, a condicdo ¢|r = divep|r = 0 garante que ¢ € X,/ ,(£2) e o termo
<f’ ¢>(XT/,p/(Q))/XXT’,p/(Q) faz sentido.

2. O termo B(v, ¢, v) faz sentido se assumirmos p > 3. Isso é claro desde que v € L*((2)

eVep e WH(Q) c LYQ) com1/q =2/3—1/p. Um argumento semelhante justifica

que o termo B(v, 1, w) faz sentido para p > 3.
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3. Os termos (w, L)), (w, 1)) e os termos do lado direito da terceira equagdo na Definicdo

também fazem sentido, veja os Lemas|[2.7, e[3.4

Nosso primeiro resultado fornece a existéncia de uma solucao ultra fraca do problema ([3.1))

assumindo a pequenez dos dados iniciais.

Teorema 3.2 Suponha quep >3, 7> 3p/(p+3) ep <r < p. Sejavy € W PP(I') com
<v0 ' n, 1>W71/p»p(r)><wl/p,p’(p) =0e wy € Wﬁl/nr(r)-
Existe p1 = p1(Q,p,7) > 0 tal que se f € (X,y()) eg € WY (Q) verificam

CL2

1 a
=+ (M’f“(xwm,)' #lollyvnoey + 3 (lglly-svver + Hwouww(r))) <pm (33)

entdo existe pelo menos uma solucdo ultra fraca (v, 7, w) € LP(Q) x W1P(Q) x L"(Q) do

problema tal que

lollrey <C

1 a
ﬁ”f”(XT/,p/)’ + ”vouw—l/%?(r) + m (”gHW_Q‘H/““ + HU’O”W—I/“(F))] ;
1 a
lwllzr@ < aC | IFlce,r + lvolw-msu + 3 (lglhw=2er + l10olly-117))
+C (llgll-2s17mr + [Woll=17r(ry )

onde C'= C(r,p,Q2) > 0.

Observacdes 3.3 1. As condicbes p > 3 er > 3p/(p+ 3) implicam que p’ < r. Além

disso, se p = 3, o resultado pode ser aplicado para 3/2 < r < 3.
2. Quandoa =0, wy=0,g =0 a condicdo se reduz a
1
;Hfl!(xrl,p,)f + [[vollw-1/rery | < p1
que coincide com o resultado obtido em (AMROUCHE, 2011, Theorem 19).

Considerando a pequenez dos fluxos de v através de cada componente conexa da fronteira

somos capazes de mostrar o seguinte resultado da existéncia.

Teorema 3.4 Assuma que 3 < r < p, v > p, r > 3p/(p + 3), vo € W V/PP(I), com
(vo-m, D)p =0, wy € W), f € (Xpp(Q) ege W /UH(Q). Suponha que
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2
2
p1 > a—, onde p, é dado no Teorema e existe p3 > 0 satisfazendo ¢ + —p3 < pa, onde
[0 ap
p2 € definido na Proposicao tal que
‘(’UO "n, 1>W*1/9*P(F¢)XW1/7”1’/(I‘i)‘ < p3. (34)
=0

7

Ent3o existe uma solucdo ultra fraca (v, T, w) € LP(Q) x W?(Q) x L"(Q2) do problema

.

A unicidade da solucdo do problema ([3.1]) é estabelecida no préximo resultado.

Teorema 3.5 Assuma as hipéteses do Teorema com r,p > 3. Suponha que
2
a
7 _l_ R < pla
1
onde p, é dado no Teorema e

1 a
R = ;||f||<xr,,p,y + llvollw—1/pery + p (||9||W—2+1/m + ||wo||w—1/m(p>) :

Existe uma constante ps = p5(§2) > 0 tal que se

l+a 1 11
+ — (|9l -2+1/rr + ||Wol|y-1/77) T Q ( + > < ps, 3.5
Rt gl lwolly /) a g (35)

Ent3o existe uma tinica solucdo ultra fraca (v, 7, w) € LP(Q)x W '2(Q)x L"(2) do problema

.

3.3 RESULTADOS AUXILIARES

Como precisamos definir o operador div consideremos o espaco de Banach
E(Q) = {v e L"(Q);div v e W/ (Q)}
com a norma
ol z@) = [0l + Idiv vlly-1im -

Lema 3.6 Seja Q2 um conjunto aberto limitado de classe C**. Entdo D(Q)) é denso E (1)

e existe uma aplicacdo continuo linear y, € L(E(Q); W™ (T")) tal que y,v = v -n, a

restricdo em T', tal que para todo v € D(S)) a seguinte férmula de Stokes generalizada vale

(’U, V(b) + <dZU v, ¢>W_1+1/r,r(9)XW01—1/TW’(Q) = <7n’v7 70¢>W—l/hT(F)XWl/nT’(F)7 (36)

para todov € E(Q) e p € W (Q).
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Observacdo 3.7 O termo (div v, §) 1-1/re ) faz sentido para ¢ € Wwi=rr(Q)

W—1+1/mm(Q)x W,
porque D(R) é denso em W' (Q), veja (GRISVARD, |1985).

Para mostrar que D(f2) é denso, consideramos um funcional [ € (E(fQ))". Logo, existe um

par (k,h) € L" () x Wy /™" (Q) tal que

(l,v) = /kadas + (div v, h>W*1+%vT(9)xW3’%”/(Q)’

para todo v € E(2). Pelo teorema de Hahn-Banach é suficiente provar que se [ = 0 em D((2)

entdo [ = 0 em E({2). Portanto, assuma que [ = 0 em D(f2). Logo [ = 0 em D(2), ou seja,

/Q Okd + {div 0, 1)y, 1 gty = O
para todo v € D(). Por outro lado, k = Vh € L™ (Q) e h € W' (Q). Usando a densidade
D(Q) em W' (Q) existe uma sequéncia (¢x)r C D(Q) tal que ¢, — h in W (Q). Entio,

para cada v € E({2) temos

(1,v) :/vVhdx—i-(div v, h)
Q

W1H1/mr @) x WiV (@)

— lim ( /Q oV éd + (div v, ¢k>W_1+1/T,T(Q)XWé_l/r,T,(Q)> _0.

k—0

Consequentemente, [ = 0 em E((2).

A férmula ([3.6) claramente ocorre para v € D(Q) e ¢ € W (Q). Seja p € WH™(I)
and ¢ € W (Q) tal que ;1 = ¢ in T com Ml ) < Cllullyases ry para alguma constante
C > 0. Consequentemente, para v € D(Q) e ¢ € W1 (Q)

</an7M)W—l/r,r(r)xw%,'r’(r) S ||’ynv||W71/T*T(Q)||H’||W1/T*T/
< Nller@ VOl L ) + lldiv 'UHW—H‘VW(Q)quHWé*l/m’(Q)
< Cllolle@liolw < Clvlle@llelwyrm -

Portanto, 7, é continua na norma de E(2). Pela densidade de D(Q2) em E(f2) concluimos

que v, € L(E(Q); W™Y/""(I)) e igualdade (3.6 ocorre para todo v € E(Q), € W' (Q).

3.3.1 Sobre as equacoes de Lamé and Stokes

Assuma que €2 é um conjunto aberto conexo limitado de classe C'!. A existéncia de uma

solucdo fraca e de uma solucao forte para o seguinte problema elipitico
Lw+yw =gem

w = wyemI,
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onde £ = —aA — BVdiv é o operador de Lamé, pode ser obtido da mesma forma que para
o operador laplaciano, veja (GRISVARD, |1985).
O conceito de solucdo ultra fraca para g € W 2/""(Q) e wy € W/""(T') é dado da

seguinte forma. Dizemos que w € L"(2) é uma solucdo ultra fraca do problema ([3.7)) se

oY

_/ ’U;L’(ﬁdl‘ + ’Y/ w'lp = <ga'¢> —241/r 2—1/rr! -« <w07 >
Q Q w (Q)XWO (Q) an Wﬁl/r’r(F)le/r’r/(F)

—B <w0 n, le 'l,b)W—l/r,r(F)XWl/r,r’(F) 5

para todo 1 € W2 (Q) N W™ (Q).
O seguinte resultado resume a existéncia de uma solucdo forte, fraca e ultra fraca para o
problema ([3.7)). A existéncia de uma solugdo ultra fraca pode ser demonstrada seguindo os

mesmos argumentos de (AMROUCHE, 2011} Teorema 7).

Teorema 3.8 Seja ) um conjunto aberto de classe C*! e 1 < r < .

1. Seg € W™ 2(Q) ewy € W™ /™" (Q) com m = 1,2, entdo o problema tem
uma dnica solucdo u € W™ (Q) e existe uma constante C' = C(«, 5,2, 7) > 0 tal

que

lullwmr@) < C (lgllwm—2r@) + l1wollym-1/mr ) ) -

2. Seg € W2 (Q) ewy € WH™(T), com1 < r < oo, entdo o problema
admite uma dnica soluco ultra fraca w € L' () e existe uma constante C' =

C(a, 8,9,1) > 0 tal que
40l 52,y < € (gl -2+3 )+ Iaollo-s1e0r) )
onde M ,(Q) = {v € L"(Q); Lv € W 2T/ (Q)}.
Agora, consideremos o problema de Stokes

—vAu+Vr =Ff em (),
divu =0 em(, (3.8)

u =u, eml.

Um resultado basico sobre solucdes fracas e fortes para o problema ((3.8)) é o seguinte, veja

(CATTABRIGA), 1961).
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Teorema 3.9 Seja f € W™ 'P(Q) eu, € W VPP(T) tal que (uy, - m, 1>W1,1/p,p(F)XW1/p,p,(r)
0. O problema de Stokes @ admite exatamente uma solucdo (u, ) € WHP(Q) x LP(Q) /R,

e existe uma constante C' > (0,dependendo apenas de p e 2, tal que

VH'U'HWLP(Q) + 17 llzrr < C (Hf”W*lvP(Q) + V||Ub||wl—1/z>’p(r)) :

Além disso, se f € LF(Q) e u, € W2 YPP(T), entdo (u,n) € WP(Q) x W'"P(Q)/R e

existe uma constante C' > 0, dependendo apenas de p e (), tal que

vlullwerg + I7lwin@yr < C (1 Fllzre + viwlwe e )

Solucdes ultra fracas para o problema ([3.8)) sdo definidos da seguinte forma. Dizemos que
(u,7) € LP(2) x W1P(Q) é uma solucio ultra fraca de (3.8) se as seguintes igualdades s3o

validas

_/Qz/qupda: — <7r’dwwwflm(mxwgvp’(g) = (F ) (x @y xx, @
(2

)

on

>W—1/P7P(F) xW1/pp'(T)

/Qquodx = <Ub 'n, CP>W71/P,P(F)XW1/P1P,(F)’

para qualquer 3 € Y (Q) = {v € W7 (Q);v|r = 0,div v = 0} e p € W' (Q2).
Para a existéncia de uma solucao ultra fraca temos o seguinte resultado que foi estabelecido

em (AMROUCHE, [2011, Theorem 11).

Teorema 3.10 Seja f € (X () ew, € WPP(T) tal que (wyn, 1)y 1/p
0, com 1/p < 1/r < 1/p+ 1/3. O problema de Stokes (3.8) tem uma dnica solucdo ultra

fraca (u,7) € LP(Q2) x W 'P(Q)/R que verifica a seguinte estimativa

vl o) + I7llw-ro@r < C (I1Fllx, @y + vlwslly-1m)

para alguma constante C = C(p,r,Q) > 0.

3.4 EXISTENCIA PARA DADOS INICIAIS PEQUENOS

Esta secdo é dedicada a prova do Teorema (3.2 Precisamos do seguinte resultado preliminar.

(D) xW /PP (1) =
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Lema 3.11 Sejam 3 <p, p' <r, g € W2/ (Q), wy € WV""(I') e
E ={v e L*(Q); div v = 0}.

Existe py = po(p,r,§2) > 0 de modo que para cadav € B = {z € E;||z||r < po}, existe

uma solugéo ultra fraca w = Mwv € L"(Q) do seguinte problema

Lw+yw+ (v-V)w =arotv+g emQ,

(3.9)
w = wy emI.
Aém disso, para v,v,,v, € B as seguintes estimativas ocorrem:
Mol < 2Cg (al|lvl|lzr + lIgllw-201mr + [wolly-1/rr) (3.10)
Moy — M| < 2Gg(a + Moyl [[or — val|re, (3.11)
onde as constantes (g e Cg podem ser determinado explicitamente.
Pelo Teorema [3.§[(ii), existe uma dnica solugdo ultra fraca w; € L' (12) verificando
Lw; +yw; =g em ()
w;, =wg em I,
e a seguinte estimativa é valida
1@1llzr < Co (llgllw-201mr + llwollyw—1/mrry) (3.12)

para alguma constante Cjy > 0.

Como r > p’ segue que pr/(r + p) > 1. Portanto, para v € LP(Q2) e w € L"(Q),
(v-Vw = div(v®@w) € W‘L%(Q). Além disso , como €2 é limitado concluimos que
v € L7 () e portanto rot v € W15 (Q). Por isso, a rot v — (v - V)w € W 1577 (Q).
Pelo Teorema i), existe uma U(nica solucdo fraca w; € Wlﬁ(Q) tal que

Lw; +ywy; =arotv— (v-V)w em Q,
wy; =0 em T,

e pela imersdo de Sobolev WI%(Q) C L"(2), que ocorre porque p > 3, temos

[ @l < Callaroto— @ Vywl, oz )

IN

Cal| rot ol 1 2o + Call (v - V)wl| | i 2o

P

Cnal|vl| , 2z + CGal|vl e [lw]] - (3.13)

Lp+r

aCinCal|v[|z» + Cl|v || e [[w]| -

Ca(allvler + [[v]l e l[wl]lz-),

IN

IN

IN
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onde Cg = |Q|"" e Gy = max{CyCg, G} Fazendo w = w, + w, € L" () obtemos

Lw+yw =a rotv+g—(v-V)w em Q,

(3.14)
w = w em I,
e das desigualdades (3.12) e (3.13) obtemos
[wllzr < Calallvlle + lIgllw-2emr + [[0lloll[lwllr + llwolly -1/ (3.13)

onde (g = max{Cy, Cg}.

Para wi,ws € L"(2), sejam w; e w, duas solucdes ultra fracas do problema ((3.14])

obtidos pelo processo anterior. Desde que w; — w» satisfaz

Lw —ws) +y(wr —wz) = —(v-V)(wi —wz) wm,
(iﬁl——ibg) =0 en1I¥

e (v-V)(w —wy) € W_l’%(Q), usando novamente Teorema i), obtemos

[wy —wsllr < Grlf(v- V)(wy —wo)l| 12

TptT

= Cgldiv[(w, —ws2) ® U]HW—I,%

Gl (w1 — wa)v|| e

Lp+r

IN

< Gglvllerllws = wsllzr,

onde G = |Q|"/"Ci. Consequentemente, fazendo 0 < py < 1/(2Cf) concluimos que a funcdo
w — w é uma contracdo no espaco L"(€2) e pelo teorema do ponto fixo de Banach existe
um tnico w € L"(Q) tal que w = w que é uma solucdo de problema . Além disso, de
(3.15) com ||v|| < po obtemos

[wlle- < Gaallv]ler + [1gllw-2e1/mr + pollwllzr + [[wollw-1/rr)
1
< Calaf|vllzr + llgllw—z+1mr + lwolly-1/mr) + 5 llwller,

para po pequeno o suficiente para que py < 1/(2C}). Portanto,

[wllzr < 2Ca(al|vllee + llgllw-21mr + [[wolly-1nr) (3.16)

e a estimativa ((3.10]) ocorre.
Agora, considere a funcdo M : B C LP(Q)) — L"(Q)) definida por Mv = w. Sejam

v,V € B e w; = Mv,wy = Mw,. Como w; verifica ([3.14)) para v = v;, pelo Teorema
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[3.8] segue que

Moy — Mus|zr < Cglla rot (v —va) + (v1 - V)w; — (vs - V)wQHW,LPzIT
< Gl rot (v —vo)|| -1z + Cll (w1 - V)wy = (02 - V)ws| | 2
< Cmalloy = ol 2o+ Clllwn [z [[v1r = vallpr + Colwy — wal| o [|v2l e
< aCiCgllvr — vz + Gol|w |z ||v1 — val|zr + Coollwr — wo -
< Cgla+ [[wizr)lvr = val[zr + Gooollwr — wa -,

onde (g = max{CpCyg, CGg}. Fazendo py > 0 de modo que py < 1/(2Cip), pela estimativa
(3.16) (para w;) a estimativa (3.11) segue. Observe que py > 0 deve verificar 2p, <

min{1/Cn, 1/Ca, 1/ G}

3.5 PROVA DO TEOREMA 2.2

Considere pg, as constantes (g, (g, B a bola fechada em E com raio p, centrado na
origem e M : v — w a funcdo definida no Lema [3.11] Afirmamos que para cada v € B

existe uma solugdo fraca © = Twv € LP(Q2) do seguinte problema

—pAT+Vr =arot Mo+ f—(v-V)v em

dive =0 em €, (3.17)

v =17 em I

Para mostrar a afirmacao, dividimos o problema linear ([3.17)) em duas partes :

—puAv; +Vm =arot Mo+ f em Q,

(51) divo, =0 em (Q,
v, =0 em I,
e
—uATy +Vmy =—(v-V)v em Q,
(S2) divoy =0 em €,
Uy = vy em I

(i) Existéncia de uma solucdo para o problema (S;). Como w = Mwv € L"(Q2) temos que

rotw € W (Q) — (X, ,(Q)). Além disso, desde que 1/r < 1/p+1/3er < p, o
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Teorema implica que (S7) tem uma dnica solugdo ultra fraca e

plvillee + [Imillw-10/r < Ga(l Fllix,, ) + allrot Molly—1r).
(i) Existéncia de uma solucdo para o problema (S;). Note que v ® v € L”?(2). Como
(v-V)v = div(v®v) e W2(Q) = (Xﬁp/(Q))’. Como 2/p<1/p+1/3ep/2<p,
aplicando novamente Teorema [3.10| obtemos uma Unica solucdo ultra fraca para o problema
(Sg) (S
plloellee + lImellw—1r/r - < Gall(v - V)ollw-ra2 + pllvollw-1/m)
< Ga(llvllZ + pllvollw-17m0).
Portanto, ¥ = ¥y + Uy € solucdo de ((3.17) e somando as estimativas verificadas para as

solucdes de (S7) e (53) obtemos:

ulToll < Ca(loll +alrot Molhy-so + Wl + mlloo-rns)

IN

Ca (0113 + all Mollz + ([ Fllix,0 o + pllvoll-17ss)

onde Cig = max{Cg, Cg}-

Por outro lado, se v, v € B entao
(v-Vvo—(0-V)o=(v—2)-Vo+v-V(v—0),

e argumentando como na deducdo de (3.18)) obtemos

| Tv = To|r < aCgllrot Mv — rot MO||y-1.r + Ggl|(v - V)v — (0 - V)0||r
< aGg||Mv — MD||r + Cglldiv[(v —0) @ v+ 0 ® (v — D)]||1r
< a(g|Mv — Mo| - + Ga(l[v]| e + [|0][zr) [0 — 0] v
< Ggl2aGgla + |[Mo|[zr) + ([vlle + [[0][2e)] | — | e
(3.19)
Seja

1 a
R = ;||f||<xr,,,,,>f + lvolly—1/m0 + ;(||g||w—z+1/m- + [lwollyyr-1/nr),

e considere B; = {z € E; ||z||rr < GmR} com G = 3Cg(2Ca+ 1)/2 e GmR < p1 < po.
Entdo para v € By, de (3.10), (3.18) e (3.19)), temos

a a? a
Mol < 2Ca oller + 26 (lgllw -y + [lwollw—v--)
2

< 2qum27z 4 2CHR.
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IToller < BCER? + Cat | Moller + GaR
< CaCmn R + 20@0[916/:273 + 2CaCaR + GaiR
< GgCrap1 R + 2CGgCigpr R + 2CaCgR + CgiR
< GmR,
para py < (2Cy+ 1)/2(Cim + 2Ch). Similarmente,
7o~ Tollor < (2’ +4CaCaCinim’ R + 4R + 2aCR)l[o — ol
< (20aCiapr + ACaCBCaCime? + ACaCiaCiamn + 2Ca) [0 — 1

Dai, temos que T'(B,) C By e ||[Tv — T0||1»r < 8||lv — 0||» para algum 6 € (0, 1), fazendo
p1 suficientemente pequeno. Pelo teorema do ponto fixo de Banach existe v € LP({2) tal que

Tv = v o que completa a prova.

3.6 PROVA DO TEOREMA

Precisamos do seguinte resultado adicional.

Proposition 3.12 Assuma que Q2 C R* é um dominio limitado com fronteira de Lipschitz T
Sejam f.g € H'(Q), v, € L3(Q), w, € L*(Q) com divv, = 0 e vy, wy € HY*(I") tal

que / vy - nds = 0. Existe uma constante p, = po(€2) tal que se a/p < py e
r

/ 'v0~nds> < P2
r;

entdo existe uma solucdo fraca (v, n,w) € H'(Q) x L*(Q) x H'(Q) do seguinte problema

a 1 1 1 (&
St ol + ol (3

—pAv+ (v-V)o+ (v, - Vv + (v-V)v,+Vr =arotw+ f emQ,

divve =0 em (),
(3.20)

Lw+ (v-V)w+ (v-Vw, + (v, V)w+yw =arotv+g emQ,

V=10, W=wy emlI.

Adaptamos os argumentos usados em (KIM, 2012, Proposition 4.1). Seja H = H'(Q) x
H'(Q) com sua norma usual, e seja (v, w) € H. Como v,, w, € L*() segue do Lema

que

(v-V)v+ (vy- Vv + (v- Vv, =div(vev+v,0v+vw,) € H Q)
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(v-Vw+ (v-V)w, + (v, - Vw =div(v@w+v Q@ w, +v, @w) € H Q).
Pelos Teoremas|3.8)e[3.9|existe uma tinica solugdo fraca (9, w, 7) € Hx L*(Q)/R do problema
—puAD+ V7 =arotw+ f—[(v-V)v+ (v,-V)v+ (v-V)v,] emQ,

divo =0 em (),

(3.21)
Lw+yw =arotv+g—|[(v-V)w+ (v-V)w, + (v, - V)w| em Q,

UV =1v), WwW=w, em I'.

Seja S : ‘H — H definido por S(v,w) = (v,w), onde (v,w) é a solucdo fraca do
problema ([3.21]). Estamos interessados em encontrar um ponto fixo do operador S usando o

teorema do ponto fixo de Leray-Schauder.

(i) S é um operador compacto. Suponha que (v, w), (v,,w,) € H,n € N, e (v,,w,) —
(v, w) (fracamente convergente) em H quando n — oco. Definimos (v, w,) = S(v,, w,),

n € N and S(v, w) = (v,w). Dado € > 0, pelo Lema [2.4] temos que

|lw, —w| g < C|rot(v, —v)+div(v, @w, —vRw+ (v, — V) W, + v, ® (W, —w))| g1
< Cfrot (vn = v)[[g— + Cllvn @ wy — v @ wl|g2 + Cl(vy — v) @ Wl

+Clva @ (w, — w)|p2

IN

Cllrot (vn, — v)||g-1 + Cllvn| psl|wn — wl[gs + Cllw||gs||vn — v
+C¢||lv, — v g1 + CC||v, — V|| g2 + Ce||lw,, — w| g + CC.||w,, — w|| 2
< |[(wn = v)[lg2 + Clloallgs[wn — wl| gz + Cllw||go||vn — v]| s

+Ce(l|vn — vl + [wn — wllg) + Cel[Jvn = v]|g2 + Jwn — wl[g2),
onde C. = Cc(€,Q, [|wg]| 13, ||vallg3) > 0. Analogamente,
wlo, =0 < Crotw, —rotw + div (v, @ v, —v @V + (v, — V) RV, + V, ® (v, — V))|| g
< Cllrot(wn — w)||g—+ + Cllvn © v, — v @ v 2

+C|(vn = v) @ vall g2 + Cllve ® (v — V)12

IN

Clirot (w, — w)||g-1 + Cllvn||gs||ve — vllgs + Cllv||gs|lvn — v]| s
+2C¢€||v, — || g1 + 2CC||v,, — V|2
< Cllwy, — w2z + C([|vnllgs + vl ge) [|vn — vl[gs

+C¢||v, — v|| g + Celjv, — v|| 2.
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Da convergéncia fraca de (v, w,) a (v, w) em H temos a convergéncia forte, ou seja,
v, > v, w, = win L"(Q), para 1 < t; < 6, e ||v, — vz + [|[w, — w]| g é limitado.
A partir das estimativas acima, é possivel concluir que (v,,w,) — (v,w) in H, e segue o

resultado.
(i) Os pontos fixos do operador a5,y € [0,1] sdo limitados por uma constante. Seja
(v,w) = 1 S(v,w) com (v,w) € H, oy € [0,1]. Entdo (v,w) = S(v,w) satisfaz o

seguinte sistema

—uAD+ V7 =arotw+ f—oaqjon(v-V)o+ (v, - V)0 + (- V)v,] em
divv =0 em (),

Lw+yw =arotv+g— oo (v-V)w+ (0 V)w, + (v, - V)w] em €,

vV =vy, W =w em I'.
(3.22)

Consideramos dois casos:

Case a. Assuma que vy, wo = 0. Quando ¥ € H () e w € Hy(12). Usando ¥ e w na

formulacdo fraca do problema (3.22)) temos
1| V|32 = a(w, rot B) + ay B(V,9,v,) + (Fs0)m—1cmps

a7z +yl[wl7z < a(®, rot W) + 1 B(D, W, wa) + (g, W) 1173

Consequentemente,

plIVollL: < alwllgllrotoll: + xl|o)l Vol 2 vall s + 1 £l 19] g

aCi| V| 2| V0| g2 + Gl VO 22 [[vall o + [ F -2 1V e,

IN

onde G = 1/M(Q), Ay > 0 é o primeiro autovalor do operador Laplaciano em H () e
Cirm > 0 é a constante de imersio H(Q2) C L°(Q).

Por isso, temos
_ aCim o~ U o 1
VO g2 < —=[[Vwllgz + — ||V g2|vallgs + —[| fllg—- (3.23)
M 1 1
Por outro lado, argumentando da mesma forma

al| Vllz: + [z < allollzllrot @] g2 + a1 [0]| o[V 2|l wall 2 + gl =110 a1y

< aCml|Vo| 2 V0| 12 + Gl [ VOl 2] Vo | g2l wal s + Nl gl | Vo] 2.
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Isso implica que
QE Gz
Vw2 < Vol g2 + ==V O g2l wall g + *HQHH— (3.24)

Somando as estimativas ([3.23)) e (3.24))
. aCim | Crz (i .
wl|gz + < o T 1Wallzs + = Sllwallzs | [Vl

+*Hf”H*l + *HQHH*I-
L o

Vo2 + [Vl g2 <

Assim, por nossas hipdteses concluimos que
IVOllg2 + [Vl < CUIF a1 + llgllz—),
para alguma constante C' > 0. Portanto,

[(v, w)l[r = enl|(v,w)|[a < C([VO 12 + [[Vwllg2) < C.

Caso b. No caso geral, definimos ¥, = v —vj,, w,, = W — W}, onde vy, W sdo as fungdes lift
dados pelos Lemas [2.8] and 2.9 Os valores de ¢ > 0 e > 0 serdo definidos mais na frente.

Argumentamos como no caso anterior. Note que
—pAD + o (. - V)V + o3 (0, - V)U§ + o (5 - V),
+o1(v, - V)0 + (Ve - V)v, + VT =arotw,+ F + f,

Lw, + yw, + a%(?)e -V)w, + a%('f)g -V)w, + a1 (v, - V)w,,

+a3 (v, - V)wy + ay (v - V)w, =arot v+ G+ g,
(3.25)

onde

F = — A%, + a rot w] — a3 (3 - V)05 — a1(v, - V)0 — a1 (35 - Vv, € H1(Q) (3.26)

G = —Lw]—yw]+a rot v5—a; (B5-V)W]—ay (35 V)w,—ay (v,-V)w] € H Q). (3.27)

Usando v, € Haa(Q), w, € H}(2) como fungdes teste na formulagdo fraca do problema

(3.25]) e as hipéteses div v, = 0 em €2 temos

pl| Vo, |32 = a (W,, rot B.) — o B(Ve, B, 0.) — ay B(V,, va, ) + (F + Fi0e)m-1.ms
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||V, |32 + v|[w,|32 < a (B, rotw,) + (G + 9, Wy) -1z + 1 B(Ve, Wy, 1wy + w,).

Da desigualdade Poincaré’s e da estimativa do Lema

|V, [Iz2 + v wyl72 < a ol g2 llrot @yl g2 + |Gl 1yl gy + 191151118y |
Fan[[oc]| o[ Vwy[| g2 (en [wgll gs + [lwal[rs)
< aCGml| Vo[ g2 [Vwy | 2 + (1Gllz— + llglla-)l[Vay|[ 2
+0nl| VOl g2 [ Vwy | 22 (]| woll g2y + lwalls)-
Consequentemente,

aCirg Uz
Vw2 < 7HVUEHL2+ (HQHH 1+ |G| g1 )_'_7HVUEHLQ(nu’wOHHl/?(F)_'_HwaHL3)

(3.28)

Argumentando de forma semelhante e usando a estimativa do Lema temos

PVl = allw,llgzllrot o .2 + I F[| =110l s + | Fll =2 [10ell
—a2B(v,, 8§, ) + a1 B(D., B, v,)

< alml|Vw, || 2 IVOel| 2 + (1 f |- + [ Fllg-) [ VO] 12

+

onde K = max{K;;i =1,...,m}. Dessa forma,

Vg - nds

) 182 + a5 V0l 2 vl

aCim
VBl < SV, |5 + M(Hf”H r [ Fl )

v, (3.29)
Pl ( +om||va||Ls>.

vo -nds

Por outro lado, de ((3.26)) e (3.27)) é possivel mostrar que || F||g-1 < Di(€,n) e |G| g-1 <
Dy(€e,m), onde
Di(e;n) = Cullogllm + wgller + 1061 e + llvall 3 106] ),

Dy(e,n) = Clallwill g + 1wgll a 1061 + lwall s 106z + w06 [ | wall 23)-
Somando as estimativas (3.28) e ([3.29)) obtemos

VO > + [[Vawy | 2

1 1 aCm, — —
< ﬁ(”f”H*l + (| Flg-1) + E(HQHH*1 + Gl g—) + T“V"UUHL?
an [€iv] Urz
(8]

+HIVo| [vallzs +—=

G 1 m
||waHL3 == nllwoll grirery + a e +> K
1=0

Vo - nds

)|
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Por hipétese, fazendo ¢, 7 suficientemente pequeno, concluimos que ||[Vo| ;2 + || Vaw,| <

C para alguma constante C' > 0. Logo,

(v, w)lls = eall(v, W)l
< C(IVDllze + [V )
< C(IVoelp2 + Vgl g2 + VOG22 + [Vwgllz2),
onde C' é independente de v, w e a.
Ent3o, pelo teorema do ponto fixo de Leray-Schauder junto com o teorema de De Rham

existe pelo menos uma solucdo fraca (v, m,w) € H'(Q) x L*(Q) x H'(Q) do problema

(3.20).
3.6.1 Teorema 2.4

Como vy € W YPP(T') e (vg-m,1)r = 0, por (AMROUCHE, 2011, Lemma 15), para cada

§ > 0 existe v) € C>(T") tal que /F'vg -nds = 0, ||v) — Vol —1prry <0 €

> /F v} - nds| < 2 > ‘<'U0 ‘n, 1>W_1/p,p(ri)XWl/,,,p/(Fi)’ ) (3.30)
i=0 /T i=0

Por outro lado, como g € W/ (Q), f € (X, y(Q)) e wy € WV (I) existe
g’ € D(Q), f° € D(Q) e wl € C(I) tal que

5
Hgé - gHW*2+1/T*T(Q) <0, ||wg - wOHW*UT’T(F) <4, [|f° - fH(Xr/,p/(Q))’ <. (3.31)

Defina agora

T = vy —v) € WP,
g = g-g’ e W),
Fo= i e X)),
w) = wy—w)e WD),

A existéncia de solucdes ultra fracas para o problema ([3.1]) é obtido dividindo o problema em

duas partes, ou seja, consideramos (v, 7, w) = (v} +v5, 7} + 75, wS +wj), onde (v, 7, w?),

1) 7
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1 = 1,2, sdo as solucdes ultra fracas dos seguintes problemas:

—puAv + (v-V)v+ Vm :arot'w—l—fa em €,

divye =0 em €,

(3.32)
Lw+ (v-V)w+yw =arotv+g emQ,
V=T w="w em I’

—pAv + (v - Vv + (v - Vv + (v- V)v + V7 —arotw+f—f emQ,
divve =0 em €,

Lw+ (v-V)w+ (v-V)w] + (@) -V)w+yw =arotv+g—g°  emQ,
v=v)—T) =), w=wy—wy=w) emT.

(3.33)

(i) Existéncia do problema ([3.32). A existéncia é obtida do Teorema[3.2] A partir das estima-
tivas dadas por ([3.31) temos que

B - . a /. __
et P o+ 18 sy + 5 (18 000+ 15 o)
a> 6 a
< 7+*+5+2*5<p1,
KR H
se 0 > 0 é suficientemente pequeno. Dessa forma, a condicao ((3.3)) é satisfeita e pelo Teorema
existe (v9, 79, wl) € LP(Q) x W P(Q)/R x L"(Q) uma solucio ultra fraca do problema

(3.32). Além disso, as seguintes estimativas sdo vélidas

1+2
il <caf 20

e [a (1 22a> + 3] ,

para alguma constante C' = C(r,p,Q2) > 0.

(i) Existéncia do problema ([3.33). Ja que estamos assumindo 7, p > 3, de ([3.34), (3.30) e a
condic&o ((3.4)) temos

+1

(3.34)

5
-nd
/Fivo ns)

=0
142 142 2
+05< i a+1>+05[a< i a>+3]+p3<,02,
p f {
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fazendo & > 0 suficientemente pequeno. Observe que v) = v, — @) € HY*(I'), w} =

wy — W) € H'Y*(T), e pela Proposicio existe (v5, 7, wl) € H'(Q) x L*(Q) x H'(Q)
solucdo fraca do problema ([3.33]).

Fica claro pela imers3o de Sobolev que se p € [3, 6], entdo
(v, 1, w) = (V] + V5, 7} + 75, wi +wh) € LP(Q) x W P(Q) x L"(Q)

é solucdo ultra fraca de . Quando p > 6, observamos que —v} - Vo) — (vi-)v) —
(vy - V)vS 4 a rotw pertence to W 3(Q) e f — TS = f° € D(Q). Pela regularidade
das equacdes de Stokes obtemos que v5 € W'3(Q) — L'(Q) com 1 < t < oo. Logo,
v =} 4+ 1) € LP(). Para mostrar que w € L"(Q) argumentamos de forma semelhante

usando regularidade eliptica.

3.7 PROVA DO TEOREMA

O seguinte resultado é Gtil para mostrar a unicidade.

Proposition 3.13 Sejam f,, f, € L*?(Q), vy, vs, wy € L*(Q) tal que divv, = 0. Existe

ps = pa(2) > 0 tal que se
“(oalls + ewallp) +a 5+ ) < (3.39)
—(||v w al =+ = .
1 2lLe 2|3 o n) = P4,
ent3o existe uma tnica soluc3o forte
(y,m,2) € W>P2(Q) x WH2(Q)/R x W*2(Q)
do problema

—puAy — (v1-V)y — (V) vy + Vi — (Vz2)'wy, =arotz+f, emQ,

Lz+vz—v1-Vz =aroty+ f, emQ,
(3.36)

dvy =0 em (2,

y=0,z =0 em .

Seja W = W232(Q) x W*¥2(Q) e (y,z) € W. Como W'3/2(Q) — L*(Q) temos
(v1 - V)y, (Vy) vy, rotz, vy - Vz,roty € L¥*(Q). Dos Teoremas e existe uma
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inica solucdo forte (7,7, %) € W232(Q) x W'¥2(Q)/R x W?*2(Q) do problema

—pAG+ VT = f 4+ (v V)y+ (Vy) vs + (V) wy +arotz  em Q,

LZ+~Z = fy+v-Vz+4aroty em €,
(3.37)

divy =0 em Q,

g = 07 z = 0 em F

Seja S : W — W o operador dado por S(y, z) = (y,Z), onde (¥, Z) é solucdo forte do
problema ([3.37)).

(i) S é um operador compacto. Assumindo que (y, 2),(y,,2,) € W,n € N, tal que
(Y,,, 2n) — (y,2z) em W com n — oo. Definindo (y,,,Z,) = S(y,,, 2,) paracadan € N e

(¥,Z) = S(y, 2). Quando (y,, — U, Z, — Z) verifica o seguinte

—uAG, —9)+ V(@ —7) = (v1-V)(y, —v) + (V(y, —y)) v

+(V(z — 2))Twy +a rot (z, — 2) em €,

LZ,—Z)+7vZ,—Z) =v1-V(z,—2)+arot(y, —y) em Q, (3.38)
div(g,—79g) =0 em (2,
Yy,—y =0,z2,—2z=0 em I'.

Pelas estimativas usuais para as solucdes fortes das equacdes de Stokes e a estimativa ([2.1)

temos para € > 0

1Y, — Yllwesr
< Cll(v1 V)Y —y) + (V(y, —9)) v2+ (V(zn — 2)) w2 + arot (2, — 2)| g2
< CellV (Y, = Y)llwraz + CllV (Y, = Y)llpzz + CellV(y, — Y)llwrars

OV (Y0 = Y)llgare + CellV (20 = 2)llwrar2 + Cel|V (20 = 2)[[ g2 + Ca [rot (zn = 2) | g2 -
< 2¢CV(Y, = Y)llwrae + 20V (Y, = Y)llpare + 2¢ClIV (20 = 2) g1/

20|V (20 = 2)|[ a2 + Cal|V(zn = 2)]| o2
< 2eCl[(yn = Y, 20 — 2)llw + 20|y, — ¥, 20 — 2)lwrorzwroe + Callzn — 2) [y

Como W?%2(Q) é compactamente imerso em W*2(Q) and {||(y,, — ¥, Zn — 2)||w }n>1 é

limitado concluimos que 7, — 7 em W2%*2(Q) quando n — cc.
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Argumentando de forma semelhante com a segunda equacido de ([3.38) obtemos

1Zn — Z|lw2s: < Cllvy-V(zn,—2) +arot(y, —y)| e
< Cel[V(zn = 2)lwrae + Cel[V(zn = 2)l| g2 + Callrot (y,, — y)l| g2
S OEHZn - Z||W2,3/2 + C€||Zn — ZHW1,3/2 + C’a||yn — y|]W1,3/2.
Logo Z, — Z em W?*%(Q), quando n — oc.
Portanto, S(y,,, zn) — S(y,z) em W, e a compacidade do operador .S é mostrada.

(i) Estimativas para um ponto fixo do operador S,k € [0, 1]. Seja (y,z) = kS(y, z) com

(y,z) € W ek €[0,1]. Quando (7,Z) = S(y, z) satisfaz o seguinte problema

—uAY + VT =rarotz+ f,+ k(v - V)T + (VY vy + k(VE) w, em Q,
LZ+~Z =rkaroty+ fy+ kv, -VZ em €,
divy =0 em €,
y =0,z=0 em [

(3.39)

Das estimativas usuais para solucdes fortes e a estimativa (2.1f), para €1, €5 > 0, temos

Wlgllwese < CGralllf1llgsrn + sl (01 V)G gz + 6l (YY) val g2 + Kl (VZ) w2 g2
+ral|rot Z|| 1s/2)
< Gr|[ £1ll gz + 2661 | VY |l + 260 [ VY|l g3z + Ke2l|VE][r.372
+5(Ce, + ) IVZ]| ga/2)-

Assim,

,UH@”WQ,B/Q < ng](Hfl HL3/2—|—2/<.',€1 ”yHW2,3/2+2/€C€1 HyHW1,3/2+H€2HEHW2,3/2+I€(C€2+CL>HEHWL?,/Q).
(3.40)
Por outro lado, usando estimativas para o operador eliptico (GILBARG D.;TRUNDINGER, (1990,

Theorem 9.11) obtemos

[Zllw2s2 < Crall Follpore + realZllwese + £C[[Zllwron + arl[gllyisn)  (341)

onde C¢, = C€2<Q7 €2, Hv1HL3(Q)) e Cy =Cq (Qv €1, €2, HleL3(9)7 H/UQHL‘?’(Q))'
Pelo Lema de compacidade, veja (LIONS, |1969, Lemma 5.1), para qualquer > 0, existe

uma constante C) > 0 tal que [[v]|y 152 < nljv[ly252 + Cyllv]| 3. Dessa forma, para 1, e
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n2 >0

[Gllwrar < mlgllweee + Cp iyl e,

[Zllwro2 < mallZllw2a + Co |22

Inserindo essas desigualdades em (3.40)) e ([3.41)) obtemos

plyliweee < Gulll F1ll e + 26(e + Con)[Gllwean + k(e + (Co, + a)na)[IZ]| s

2604 O 1Yl 22 + K(Ce, + a) O[] 2],

[Zllwzae < Gl follpore + anml[Gllwess + k(e + Cea)[[Z] wosre

+arCo [[Yll g2 + £CCry || Z]| £2)-
Consequentemente, fazendo €;,7;, (i = 1,2) de modo que
2k(e1 + Coym) < /4, akmy < p/4, kles + (Ce, + a)np] < 1/4, and k(eg + Ceymo) < 1/4

temos

[ 1. _ _
5 [l + SlZllwese < Gl fillorz + 1 f2ll sz + 1G] + 2] m2) (3.42)

para alguma constante (g > 0.

Agora nos concentramos em obter estimativas de ||g|| 1 € ||Z]| g que estdo no lado direito

de ([3.42). Como W2’3/2(Q)0Wé:i’/2(9) esta imerso Wéi(Q) e W22(Q)NW % (Q) ests

imerso W () podemos usar (7, Z) como uma fungio teste na formulacio fraca de (3.39)),

e como divv; = 0 obtemos

Vgl = (F1,9) + &(VY v, 7) + 6(VE W, §) + ka(rot 2,7),

(£z,2) +7]2I° = (f,2) + ra(roty, =),
Logo,

Pyl < CUFllgee + wlglallvalzs + &2l g {lwal s + rallz] g,

alZllm < CUlFollporz + rallglla),

para algum C' = C(€2) > 0. Por conseguinte,

[Glla + 12|

1 1 v 3 a o w 3 a o
<0 | Y fullgn + Sl Fallg + (”” ; ) 1Tl + 5 (”” ; ) HzHHl] ,
u a poo o« 7 7
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e das condicdes ([3.35)) concluimos

_ _ 1 1
9l + ol < C (51l + 51l ).
Inserindo esta estimativa em ([3.42)) obtemos

Iy, 2)llw = £ll(@, 2)lw < CUFillgarz + 1 Follgare)-
Portanto, dos itens (i) and (ii), aplicando o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder e o

teorema De Rham , obtemos solucdo forte do problema (|3.36)).

Demonstragdo do Teorema [3.5] Seja (vi,m,w;) € LP(Q) x W (Q) x L"(Q) uma
solucdo ultra fraca do problema (3.1)). Como a condicdo (3.3) é satisfeita existe (vy, T2, ws) €
LP(Q) x WP(Q) x L"(2) uma solucdo ultra fraca do problema . Além disso, usando
as estimativas do Teorema , o fato de que p,r > 3 e a condicao temos

1 1 1 1 1 1
= (llvallgs + llwallgs) +a| =+ =] <= ([|vallzr + [Jwallzr) +a| =+ —
p o p) T op o n) o (343)

< Cps < pa,

onde p4 é dado na Proposicdo [3.13] Logo, a condicdo (3.35]) ocorre para vq, wo.
Vamos considerar v = v; — vy, W = w; — wy € T = 7 — my. Entdo (v, m,w) €

LP(Q) x WP(Q) x L™(Q) — L*(Q) x W13(Q) x L*(Q) é solucdo ultra fraca de

—puAv+ (v -V)o+ (v-V)va+Vr =arotw  em
dive =0 em (Q,
Lw+yw+ (v - V)w+ (v-V)w, =arotv em €

v =0,bw=0 emal,

isto é, (v, w) € L*(Q) x L*(Q) satisfaz

[ o(=nx = (o1 V)x = (Tx) 02 + Vo = (Vo) ws = rot x)da

(3.44)
+ /Q w(Lep — (v1 - V)b — rot h)dz = 0,

3 3
para todo x € W23(Q) N W2(Q), ¢ € WH3(Q), e ¢ € W22(Q) N W2 (R), onde
usamos a identidade (u - V)x - vy = u - [(Vx) 0.

Da desigualdade (3.43)) e da Proposicao , temos que para f, € L*?(Q), f, € L¥/*(Q)

existe uma Gnica solucao forte

(y.7.2) € W>3(Q) x W (Q) x W23(Q)
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de (3.36)). Portanto, fazendo (x, ¢, %) = (y, 7, z) segue de (3.44) que
/fl-vd:v—l—/ fo-wdr =0
Q Q

para f, fs € L3/2(Q). Logo, v = w = 0 e a unicidade ocorre.
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4 OPTIMALIDADE DO DADO INICIAL NA SOLUCAO FORTE DO SISTEMA
MICROPOLAR

41 INTRODUCAO

Sejam ©Q C R® um dominio limitado de classe C*!, 90 =T e 0 < T' < co. Considere o

seguinte sistema micropolar
vy —pAv+ (v-V)v+Vr =arotw+ f emQx

(0,7),
w —aAw+ (v-V)w — fVdivw +yw =arotv+g emQx(0,7),
0,7

divv =0 em €) X ), (4.1)
v=0,w =0 em ' x (0,7),
V=1, W= Wy em ().

Uma solucdo fraca do sistema (4.1)) é entendida no sentido seguinte.

Definicdo 4.1 Sejam vy € L2(2), wo € LY(Q), f € L*(0,T;V*) eg € L*(0,T; H'(Q)).

Um par (v, w) tal que

v e L®0,T;H)N L;,.(0,T; V)

loc

(4.2)
w € L>(0,T; L*(Q)) N L0, T; H{(Q))

loc
é chamada soluc3o fraca do sistema micropolar se as seguintes identidades forem satis-

feitas
—(v,¢,) + (Vv, V) + (v - Vv, d) = (aw,rot ¢) + (f, )

—(w, ¥,) + a(Vw, V) + (v - Vw, ¢) + 8(divw, div ) + v{w, ) = (av,rot ¢) + (g, ¢).
para toda ¢ € Cg°([0, T[; C,(S2)) e € C5°([0,T[x€2)).

Usamos aqui o seguinte espaco das funcdes testes
C5o([0,7); €5, () = {@lprxe; @ € C5°((=1,T) x ) and div ¢ = 0}

Dada uma solugdo fraca (v, w) do problema (4.1)), podemos supor, apds uma possivel
redefinicio sobre um conjunto de medida nula de Lebesgue, que v : [0, T[— L2(Q) e w :
[0, [ L*(2) sdo ambas fracamente continuas e as condicdes iniciais sdo verificadas no

seguinte sentido:

lim{v(t), ) = (vo, @), lim(w(t), ) = (wo, %),
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para todo ¢ € L2(2) e ¢ € L*(9).

A existéncia global de solu¢des fracas do problema foi em H = L2(Q) e V =
WH'H” obtida por Lukaszewicz em (LUKASZEWICZ, 1987), (LUKASZEWICZ, [1989), sob
certas suposicOes, usando linearizacdo e um teorema do quase ponto fixo, e por Boldrini e
Rojas-Medar em (BOLDRINI, |1998) usando o método de Galerkin.

Observe que se w = 0 em temos as equacdes classicas de Navier-Stokes. Para
este problema, com vy € L2(Q) e f € L*((0,7),L*(Q)), sabe-se que existe pelo menos
uma solucdo fraca v € L>((0,7), L2(2)) N L*((0,T),V). Atualmente esta solucio fraca
é chamada solucdo de Leray-Hopf. Ao mesmo tempo, para vy € V existe T, € (0, 00] tal
que as equacdes de Navier-Stokes admitem uma dnica solucdo forte v € L*°((0,7),V) N
L*((0,T), H*(2)), sempre que T' < T*. Portanto, o principal problema é estabelecer quando
a solucdo é forte para quaisquer dados iniciais em V' até o tempo arbitrario T". De acordo com
o resultado de Prodi (PRODY, 1959)) e Serrin (SERRIN, 1961)), a existéncia de uma soluc¢do forte
para as equacdes de Navier-Stokes em todo o intervalo é garantido se v € L*((0,7), LY(Q2)),
onde (s,q) € um par de Prodi-Serrin, isto é, ¢ € (3,00|,5 € [2,00) e S(s,q) = 2/s +
3/q = 1. Esses resultados foram estendidos para o contexto de espacos fracos de Lebesgue
L*((0,T), L™*°(Q2)) ou L>*°((0,T"), L"*°(2)), veja (BERJORLAND C.; VASSEUR, 2011)), (BOSIA
S.;PATA, [2014)), (SOHR, [2001b)) para mais detalhes.

No problema , se considerarmos mais regularidade nas condicdes iniciais, por exemplo,
vo €V, wy € HY(N) e f,g € L*(0,T; L*(Q)), entdo existe uma solucio (v, w) definida em
um intervalo de tempo (0,7”), com 7" < T, tal que v € L*(0,T"; V)N L*(0,7"; H*(Q)NV),
w € L0, T'; Hy(Q)) N L*(0,T"; H*(Q) N Hy(92)), veja (ROJAS-MEDAR, [1997). Além disso,
como nas equacdes de Navier-Stokes, a solucdo (v, w) seréd forte em todo o intervalo (0,7)
se assumirmos que v € L°(0,7; L**(Q)) or v € L>*(0,T; L¥*(Q2)), com a norma de
v suficientemente pequena, e (s,q) é um par de Prodi-Serrin, isto é, 2/s 4+ 3/q = 1, veja

(ROJAS-MEDAR M.A.;LOAYZA, [2016)). Por esta razdo, damos a seguinte definicgo.

Definicdo 4.2 Assuma que vy € L2(Q),wo € L*(Q), f,g € L*(0,T; L*(2)). Dizemos que
o par (v, w) é uma solucdo forte de (4.1) se (v, w) é uma solucdo fraca (4.1)) e se houver

expoentes 1 < s,q < oo com S(s,q) =1 tal que v € L*(0,T; LY(Q)).

Estamos interessados em determinar uma condicao 6tima para que existam solucdes fortes
do problema ({4.1)) e que seja similar a obtida para as equacdes de Navier-Stokes em (FARWIG,
2013)),(FARWIG R.;SOHR, 2009b)). Vale a pena mencionar que tal resultado foi obtido por Komo
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em (KOMO), [2014)) para o sistema de equacdes de Boussinesq e ndo depende da conveccdo do
calor.

Denotamos por P a projecdo ortogonal em L2(2), A = —PA o operador usual de Stkoes

com dominio D(A) = H*(Q) NV e
Lw = —aAw — BVdivw + yw

o operador de Lamé para w € D(L) = H*(Q2) N H{(Q)

Em nosso primeiro resultado estabelecemos a existéncia de uma solucdo forte de (4.1

Teorema 4.3 Assuma vy € L2(Q),w, € L*(Q), f,g € L*(0,T; L*(2)). Considere 1 <

s,q < oo comS(s,q) =1,1< s1,q < oo tal que S(s1,q1) =2 e
1 - 1 < mi {1 L 11 1}
< —<min{—4+-,-——>¢.
3 @ qg 32 ¢
Existem constantes M > 0,c¢" = ¢(€2,q) com a seguinte propriedade: se ac* < 1 e

T T T
([ e vollzdn)Vs + ([ llewollzzar) = + ¢ [ (IF@IB + llg(mII3) dr < M

é satisfeita entdo existe uma solucdo forte (v, w) do problema (|4.1]).

Observacao 4.4 Um resultado similar para as equacbes de Navier-Stkoes foi obtido por
Farwing e Sohr (FARWIG R.;SOHR, |2009a, Teorema 1.2(ii)) com forca externa f = 0 e por
Farwig, Sohr e Varnhorn em (FARWIG R.,SOHR, 2009b, Teorema 1.1) com forca F' = divF e
F e L*0,T; L*(Q))NLY*(0,T; LY*(Q)) com 2/s+3/q = 1. Neste dltimo caso foi requerido

T B 1/s T /2 2/s
(A w'rvﬂ;mj +(%;HFhwW2m> < M.

O seguinte teorema ¢é o principal resultado.

que

Teorema 4.5 Sejam s, q,s1,q como no Teorema (4.3)). Assuma vy € L2(Q2), w, € L*(Q2).
A condicao
A
/ e A |2dt < oo, (4.3)
0
é necessaria e suficiente para a existéncia de uma solucéo forte (v, w) do problema ({4.1) num

intervalo (0,7") com 0 < T <T.

Observacdes 4.6 1. A condicdo (4.3) é a mesma obtida para os sistemas de Navier-Stokes

e Boussinesq; veja (FARWIG R.;SOHR, 2009a), (FARWIG R.,SOHR, 2009b) e (KOMO, 2014).
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2. Seja B, 2/5(Q) o espaco de Besov das funces vetoriais solenoidais dadas em (AMANN,

2002), isto €, o espaco dual de

B2/S

’ gl
q?s

@) = 5@ 0 L)
— (L@, D(4),,

={v e By y¢(Q);divv =0,n - v|gq = 0},

onde (-,-) denota o espaco de interpolacdo real. Por (TRIEBEL, |1978, Teorema 1.14.5)

as seguintes normas sao equivalentes

o0 A 1/8
([ e wolls) ™+ wolla ~ ool e + ol
0 q,s

Portanto, a condicdo é equivalente a vy € B;2/S(Q) N L2(Q).

,S
A unicidade é estabelecida no seguinte resultado.

Teorema 4.7 Sejam(0 < T < o0 eS(s,q) = 1. Assuma que (v, w1) e (v, wy) sdo solucbes
fracas de (4.1)) tais que vy,vo € Lj, ([0, T[; LY(2)). Entdo vi(t) = va(t) e wi(t) = wa(t)
para quase todo t € (0,T).

4.2 PRELIMINARES

O lema abaixo mostra a formulaciao, em termos do semigrupo, das solucdes do sistema

(4.1)) e foi proposta por Sohr em (SOHR, [2001a)).

Lema 4.8 Sejam f,g : (0,T) x Q — R? funcées mensuraveis. Assuma que vy € L2(Q) e
wo € L*(Q). O par (v,w) satisfazendo (4.2) é solucdo fraca de (4.1)) se, e somente se, as
equacoes integrais

1 t 1 t
u(t) = e ug +aAz / e~ CAAE Protw(T)dr + / e~ f(r)dr
0 0

-+ | (4.4)
Al / e~ =445 Pdiv (v(1) @ v(7))dT
0

NI

) =+ o=} [ e<”>£<—,lc>%m<7>d7 o[
_(_ﬁ)i/ E(—L)2div (w(T) ®@ v(T))dT

0
sdo satisfeitas para quase todo t € (0, 7).
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A representacdo da solucdo fraca em termos do semigrupo, envolvendo equacdes integrais para
as equacdes de Navier-Stokes, foi estabelecida por Shor em (SOHR, [2001a, Chapter IV, Section
2.4). Assim, as representaces dos termos que envolvem wg, wy, f,g, div(v(T) X w(7)) e
div(v(T) X v(71)) de e das solucdes fracas seguem o mesmo argumento.
Demonstraremos agora que a representacao continua valida para os termos que envolvem o
rotacional, rotv e rotw. Estes termos ndo sdo tratados por Sohr. De fato, com dados wg = 0,

ug = 0 e denotando:
(TH) = /Ot e~ (=MA A3 Protwdr, tal que f = A~z Prot w
temos para toda v € Wéi(Q) e e Cy(Q),
- /Ot(Jf,A§¢)¢’dt + /0t<j}‘,A§A%¢>¢dt = /0t<w,mt,4%¢>¢dt.
Desta forma mostramos que ¥(t) = A%J]~c é solucio fraca .

Como

(TF)E) = /0 "~ N Protwdr € D(A),
entao
o(t) = A2J f € D(A3)
para quase todo ¢t € (0,7), e de (4.7)) temos
V02,57 < cllw]l2,s7-
Para cada 7", 0 < T" < T, vemos
v € L*(0,T"; LZ(Q)), Vo € L*(0,T'; L*(Q)™),

o que mostra @ € L},.([0,T); W2(Q)). Usando que

loc

B, A28)o = u(Vo, Voo,

D=

(9, AZA2G)q = (A

(f. A%9)q = (A2 Protw, A2d)q = (w, 7ot d)a.
Temos a formulacao
t _ t _ t _
- [(@.a)dt+ [ (o, V8)0dt = [ (w,ror o,
0 0 0

mostrando que é uma solucdo fraca. Um procedimento semelhante é usado para mostrar que

t
(—£)% / e(t’T)ﬁ(—[,)’%rotv(T)dT satisfaz a representacdo da solu¢do fraca.
0



56

4.3 CONSTRUCAO DO PONTO FIXO

Lema 4.9 Suponha que F € LP(Q2) comp > 1 er,o0 > 0 tais que

3 3 1
20+-=—-,0<0< —.
r op 2

1
Existe um tnico elemento em L”.()) denotado porA, > ° P.div F € L", com

(A7 Pudiv F, A2 Pav) = —(F, V),
para todo w € D(Aé,w). Mais ainda,
|47 Podiv P, < ¢ F]l,, (4.6)
para alguma constante ¢ = ¢(Q2,p,r) > 0.

Para a demonstragdo veja (KOMO, 2014, Lemma 3.1).

O préximo lema decorre de uma modificacdo necessaria para a formulacao da solucdo fraca,
pois diferente do sistema de Boussinesq e Navier-Stokes, no sistema de equacoes temos
o operador rotacional perturbando o sistema micropolar . A ideia da prova decorre dos

conceitos estabelecidos em (SOHR, 2001al).

Lema 4.10 Assuma que F € L*(Q2) comp > 1er,o >0 com

3 3 1
20+-=—-,0<0< —.
r op 2
1,

Existe um dnico elemento em L’ (X)) denotado por A, > ~P,rot F € L’ com

(A7 Porot F, AZw) = —(F, V)

lis
para todo w € D(A2"7). Ocorre

1Ar 2" Prrot F|, < c|[ F,, (4.7)

para alguma constante ¢ = ¢(§2,p,r) > 0.

Dado d € (C5°(£2))" uma distribuicdo definida em v € D(Aj,), onde 1 < ¢ <00, 0 < a <

1 com:

[, ]l < A0, 0 € D(AD),
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onde ¢ > 0 ndo depende da escolha de v. Entdo existe A “F,d, veja Sohr (SOHR, 2001a,

[ll,Lemma 2.6.1) e Farwig (FARWIG, 2013, Lemma 2.1), com as seguintes propriedades:

(A7 Pyd, A%v)o = [d,v], Vv € D(A%)

1A Pydllq < c.

Fazendo d = rot F e fixe w € D(A,/). Observe que para 7’ > 3, pelo teorema de imers3o

(2.6) W' (Q) < L”(Q) continuamente, isto é ||w]|,y < ¢||Vw||,,, Y € W' (Q). Usando

1 1 3 3
(2.7) temos que w € D(A), da consisténcia do operador Stokes ({2.2)) com 2.5 + » > °

7,,I

1 1
T — A3 .
segue Ajw = AZw. Logo:

[rot F,w]| - = [(F,rotw)| < [|F|p|[rot wl]y
1

< | Fll,[IV, wlly < el Fllpll Ayl
1 4o

cllElpllArwlly < | Fl[| Ay w]

Ent3o segue o resultado.

Lema 4.11 Assuma que 1 < s,q < oo tal que S(s,q) = 2/s + 3/q = 1. Entdo existe

1 <s1,q1 < oo tal que S(s1,q1) =2 e
1.oy=31/¢1—1/q)/2€[0,1/2) el — 201 +2/s =2/s;.
2.05€(0,1/2),1/¢<205/3+1/qn <1le—-1/2+1/s1 <09 <1/241/s1 —1/s.
3 1/g+1/pp<lel/s+1/s <1
4. 1/q1 <1/2—1/q.
(i) A igualdade S(s1,q1) = 2 é facilmente verificada. A condicdo o, € [0,1/2) é verificada se
1 1 1 1
<< - +x. (4.8)
¢ @ q 3
(i) 1/q < 209/3 +1/q1 <1 & equivalente para
e it 4.9
’ (+9)
e —1/2+4+1/s1 <oy <1/2+1/s1 —1/s é equivalente
1 20, 1 2 1 209

——— < —< -4 - = —. 4.10
3 3 q1_3+q 3 ( )
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(i) 1/¢+1/q1 <1el/s+1/s; <1 é equivalente
1 1 1 1
s ——<—<1--.

3¢ @ q

(iv) A Condigdo 1/q — 1/q1 < 1/2 é verificada se

1 1
< .

1 q

Fazendo o5 = 0, de (4.8)), (4.9) e (4.10) podemos escolher ¢; > 1 tal que

1/3<1/q1 < 1—1—11 !
min - = ——.
0 32 ¢

l\')\»—t

Lema 4.12 Assuma 1 < s,q < oo com S(s,q) = 1. Sejam 1 < s1,q; < oo dados no Lema
(@.11). Defina X := L*(0,T; LE(Q)), Y = L*(0,T; L (),

1

a:=—4+— 0 ==-+0,0 ==

1
2 " 2g 2
1. Defina a forma bilinear F, : X x X — X por
Fi(or,02)(t) i= — A7 [ DA div (01(7) % wa(r)dr,
parat q.s. em (0,7). Entao,
[F1(v1, v2)[[x < clloi(r) X va(7)llg 957 < clloa]lxva]lx, (4.11)
para todo vi,vs € X ec=c(),q) > 0 alguma constante.
2. Defina a forma bilinear 75 : X xY — Y por
Fa(v,w)(t) := —(L)g, /01t e~ =Ll (L), div (v(7) x w(T))dr,
parat g.s. em (0,7T). Entdo,
[F2(v, w)||x < cllo(r) x w(T)|220 < clv]x|wlly, (4.12)
para todov € X, w € Y e alguma constante ¢ = ¢(Q,q) >0 .
3. Defina a aplicaco linear T, : Y — X por
(Tiw)(t) .= AT /Ot e_(t_T)AAq_C”P(arot w)dr,
parat q.s. em (0,7T). Entao,

IT:(w)]x < cllwlly,

para todo w € Y e alguma constante ¢ = ¢(£2,q) > 0.
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4. Defina a aplicaco linear To : X — Y por
(Too)(t) = (L) [ e DH(L) = (arot w)dr,
parat q.s. em (0,7). Entao,
1 T2(v)lly < cTV2H/710 o

para todo v € X e alguma constante ¢ = ¢(£2, q).

5. Para f,g € L*(0,T; L*(Q)). Defina

parat q.s. em (0,7). Entdo,

| T35 lg.sr < cll Fll22:7- (4.13)

1Tigllgrsrir < T gll22:7-

(i) Usando as estimativas ([2.3) e (4.6]) temos
t
= || - A° /0 e~ A4 P iy (v, (7) ® (7)) dr
q
t
-
t
<ec / it — 7|
0
t
=c [ 1t =7 loi() @ va(r) g

| F1(v1, v2)

q

t
| =Agem Az pdiv (v1(7) @ wa(r)dr

0

q

dr

q

- A;"e_(t_T)AqA;andiv (v1(7) ® vo(7))

dr

q

A, Pydiv (v1(1) ® va(7))

para quase todo t € [0,7] com ¢ = ¢(£2,q) > 0. Aplicando a desigualdade Hardy-Littlewood
para (1 — ) +1/s = 1/s/2 obtemos,

[F1 (01, v2)llgsm < cllvr @ wallg sir < cllvallgsrllvallgsr (4.14)

com ¢ = ¢(£2,q) > 0.
(ii) Seja 0 = 3/2q e 1/qo = 1/q+ 1/q1, como 20 + 3/q1 = 3/q2 € g2 > 1, pelo Lema
(4.11))(ii), usando uma versdo anéloga a estimativa (4.7)) para o operador —L,,,

[(=Lq,)""div (v @ w)llg, < (2, g)]lv @ wlls,
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para t g.s. em (0,7). Segue da estimativa (2.4, como no item (i), que
t
|20, w) @l < ¢ [ 16— 717 (=) div (0 @ )
t
<c [ =7l lv @ wl,dr
0

para t g.s. em (0,7) com ¢ = ¢(f,q) > 0. Da desigualdade de Hardy-Littlewood com

(1 — )+ 1/sy = 1/s9, juntamente com a desigualdade de Holder, ocorre
1F2(v, @)l 0.0 < €[ @ W]y 00 < (2, Q) [0]lg s l[w]lgr 607 (4.15)

(iii) Do Lema (4.11)), com 20y +3/q = 3/q1 e 01 € [0,1/2], usando (2.3)), (2.5 e (4.7)

(com oy = 1/2 + 01) ocorre

[(Trw) el = A5t [ e 04, P ot w)ar

<c/rt I A

<o [l =717 ol
0

q

dr

q

. P(rotw)

onde ¢ = ¢(£2,q) > 0. Consequentemente da desigualdade Hardy-Littlewood para (1 — ;) +

1/s = 1/s1, obtemos

|(Tw)lgeir < ellwlpnir (416)
(i) De @3). €3) ¢ @) temos
[T Ol = (@12 [ e 80m(2), 2 Pirotv)ar
q1

) “2P(rotv)|| dr

q1

<C/ ‘t | 1/2

< [l = el
0
t

< [ lt=r 2 loll dr
0

«dT

como ¢ > ¢, onde ¢ = ¢(£2,q) > 0. Além disso, como 1/2 + 1/s; = 1/so com 1 < 59 < s

pela desigualdade de Hardy-Littlewood obtemos
1T20lgs 00 < T2 72|01
(v) Observe que de ([2.5), com a3 =1/2+1/s € (0, 1), temos 23 + 3/q = 3/(3/2) e
ITF O, <145 [ e COAPf(ryrllys

< [t =71 @ lydr
¢ [ 1= £ o
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onde ¢ = ¢(Q2) > 0. Como 1 — a3 + 1/s = 1/2, pela desigualdade de Hardy-Littlewod segue

a estimativa (4.13)).
Agora, seja ay = 1/3+ 1/s1. Ent3o pelo Lema|4.11, ay € (0,1) e 2c4 +3/q1 = 3/(9/8).
Portanto,

t
ITig®lla < 15 [ e g(r)]lgsdr
t
< [ =g lojsr

t
<e [ t=11"lg(r)l2dr,

onde ¢ = ¢(€2) > 0. Como 1 —ay +1/s1 = 2/3, pela desigualdade de Hardy-Littlewod, temos

172gllar,s0r < NG llsjo2r < TV gll2 27

No seguinte resultado estabelecemos um resultado de existéncia para o problema (4.1)) com

vy € L2(Q) e wy € L*(9). Definimos
Ei(t) = e Moy Ey(t) = e “w, para t > 0. (4.17)

Teorema 4.13 Considere 1 < s,q < o0, S(s,q) = 1 e sejam 1 < s1,q1 < 0o como
definido no Lema (#4.11)). Assuma também f,g € L*(0,T; L*(f))). Suponha adicionalmente
E, € L°(0,T; L(Q)) e E, € L*(0,T; L™(Q)) e

ac* <1, (4.18)
onde ¢* = ¢(§2,q) > 0 é a maior constante dado pelo Lema (4.12). Existe uma constate

M=M(Q,q)>0,K>0e0<T" <1 tal que se

1B lg,sir + [ Eallgy, s + ([ Fll2207 + [1gll2.20) < M. (4.19)

Entéo existe v € L*(0,T; L%(Q)),w € L*(0,T; L™(Q)) que verifica:

v=FE + Fi(v,v)+aTiw+ T3 f
(4.20)

w = Fy + F(v,w) + aTav + Tig

[0llg.szr + 1wllgsurr < K[ Erllg sz + 1 EBallgy s + (N fll2200 + [|gll2 )] (4.21)

onde as aplicacées F; e T;, (i =1, ...,4) sdo definidas no Lema (|4.12)).
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Sejam 7" = min{7, 1}, X = L*(0,7"; LY(Q)) e Y = L**(0,T"; L™(f2), com s1, ¢ definido no
Lema [4.11] Considere no produto cartesiano X X Y a norma ||(v, w)||xxy = ||v||x + ||lw]||y.

Seja®: X xY — X x Y a aplicacdo nao linear definida por
O(v,w) = (Ey + Fi(v,v) + aTiw + T3.f, By + Fo(v,w) + aTov + T49). (4.22)
Mostraremos que ® admite um ponto fixo. Seja
Br ={(v,w) € X xY;|[[(v,w)|xxy < R}

a bola fechada com raio R > 0. Das estimativas do Lema e (4.19), para (v, w) € Bg,
temos
(v, w)[lxxy < [[Er]lx + [[Eally + c[lvllx([[v]lx + [[wlly) + ac™([[v]lx + [lw]y)

+e(I1Fx + llglly)

< c*R*+ac*R+ M.
(4.23)
Da condic3o (4.18)), escolhendo M < (1 — ac*)?/4c*, concluimos que a equacdo quadrética

¢+ (ac* — a4+ M =0

possui uma raiz positiva Ry < (1 — ac*)/2c¢*. Portanto T'(Bg,) C Bg,.

Por outro lado, para (v, w), (0, w) € Bg, temos

[@(v, w) = &(0, W) xxy
= [(Filv,v) = F1(0,0) + aTiw — aTyw||x
+||Fo (v, w) — Fo (v, W) + aTov — aT20|y
= || Fi(v,v) — Fi(v,?) + Fi(v,0) + aTi(w — w)||x
+|Fo(v,w) — Fo(v,w) + Fo(v,w) — Fo(0,w) + aTa(v — 0)||y
< [[Fi(v,v = 9)||x + [Fi(v = 2,0)|[x + al| Ti(w — w)|[x + || F2(v, w — w)|ly
+[[F2(v — v, @)y + a|| T2(v - 0)|v
< C*(HUHX +[1o)lx + HM!Y) (v = )[[x + vlx[lw —wly + ¢"al|w — @[y + ¢"aljv — ]| x
< 2¢" Ry||lv — ?||x + " Ryl|jw — wlly + c*al|]w — w||y + cal|lv — || x

< (2Roc” + ac”)|[(v, w) — (0, )| xxy-
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Como 2¢* Ry +c*a < 1 a aplicagdo ® : B, — Bpg, € uma contracdo estrita. Pelo teorema do

ponto fixo de Banach existe (v, w) € Bg, tal que ®(v,w) = (v, w). De (4.22) vemos que

(4.20)) é satisfeita.
Por outro lado, devido a (4.23) teremos

[ollx + [[wlly < M+ (¢"Ro + ac”)([|lv]| x + [Jwlly).

Como Ry < (1—ac*)/2¢* < (1—ac*)/c* a estimativa (4.21) com K = M(1—c*Ry—ac*)™".

4.4 PROVA DO TEOREMA 3.3

Consideramos as seguintes etapas.
Etapa 1. Do (SOHR, 2001a, Teorema 2.3.1, IV), E; € L*(0, 00; L2(€2)) N L*(0, 00; W2 ()
é solucdo fraca do problema linear de Stokes com valor inicial v e forca externa nula. Analo-
gamente, F, € L>(0,00; L*(Q)) N L*(0,00; H()) e E, é solucdo fraca de w; + Lw = 0
w(0) = wy, veja (YAMAGUCHI, 2005)).

Sejam Fi, Fo, Ti(i = 1, ...,4) os operadores definidos no Lema esejaM = M(Q,q) >
0 a constante obtida no Teorema |4.13] isto &, se

1E g5 + | E2llgr s + (| Fll2sr + |Gll2.557) < M,

entdo existe v € L*(0,7; LL(2)) e w € L*(0,T; L"(2)) satisfazendo

v=FE+ Fi(v,v) +aTiw + T f,

w = Ey + F(v,w) + aTv + Tzg,

[Vllg.sr + [wllgsrm < K([[Erllgsr + [ Eollgysir + [ Fllz2a + llgll22), (4.24)

para alguma constante K > 0.

Etapa 02. De ({4.15)

[v @ wllg, 50 < (2, @)Vl gsrllwllgy s
Do Lema iv) temos que v ® w € L*(0,T; L?(Q)) — L*(0,T; L*(2)). Pelo Lema
2.12] (para o operador L)
t t
w(t) = ey + (L)' [ L) Protu(rydr + [ et TEg(r)dr
0 0

(L)1 /0 LI 2 iy (w(7) ® v(r))dr
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para a.a. t € [0,T).Portanto, from (SOHR, 2001a, Lemma 2.4.2)( com L no lugar de A) segue

que w verifica (4.2)).

Etapa 03. Defina

B(t) = Ea(t) + Ti(w)(t) + [ L =DA R (1) dr
= e My + AY? /t e_(t_T)AA_l/QP(rot w(T))dT + /t 6_(t_T)Af(T)dT
0 0

5(t) i= — [ Ager Mz pdio((5+ B) @ (0 + B) ) (r)dr. (4.25)
para a.at € (0,7). Portanto v = v + E.

Pelo Lema , S(s1,q1) = 2 e fazendo a escolha de s1, ¢; temos que s, q; > 2. Portanto,
w € L0, T; L"(Q)) — L*(0,T; L*(Q)). Com essa condicio e com f € L*(0,T; L*(2))
implica que VE € L*(0,T; L*(2)); veja(SOHR, 2001a, 1V, (2.3.2)).

Seja 1 < 7 < oo definido por 1/y = 1/2 + 1/q.Seguindo da consisténcia do operador
de Stokes e dos argumentos de dualidade que podemos reescrever a equa(,:éo. Usando
o Lema 4.9, e a equacdo (2.10), para 11 = ¢/2,01 =0, = ¢, 00 =3/2ge F=v Qv €
L*2(0,T; LY*(2)) em (4.25) obtemos

/ A;g —(t=) WA 1/ P /gdw<(f) +E)® (v+ E)) (T)dr.
Como F € L**(0,T; L"(Q)) Concluimos que
o) = [ t A§/2e<”>AvA71/2P7dw((@ +E)® (®+ E)) ()dr.
Seja J, = (I + TllAi/Q)l,n € N,A aproximacdo de Yosida da identidade I em LJ(2) e
v, = J,0. Assim v = v,, + EAi/Qf)n. Com isso, temos que
Jnsz’v((f) LE)® (6 + E)) — J,Pdiv ('v 9T +vE© E)
= J,P(v-Vo,)+ iA;/QJnAglﬂpdvay?@n) + J,P(v-VE).
Portanto, como J,, e A1/?.J, sdo operadores uniforme limitados em LZ2((2) temos
|JuPdiv(v @ © +v @ B, < cllvlly(14Y*0all2 + [ VE]-2)

Para a > 0 verificando 2a +3/2 =3/~ e obtemos

|AY2 T, ()2 < c/ot |A2AY2e= (=D T Pdiv(v @ © + v ® E)|,dr

t
SCA(ﬂ—ﬂﬂ%”wvmwAy%db+HVEhi
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Aplicando a desigualdade de Hardy-Littlewood 1 — (o + 1/2) +1/2 =1/2 4 1/s obtemos
142 1.8 l20r < erllvllgsr (142 a0 22 + [V Ell227) (4.26)

para todo n € N e ¢; = ¢1(€2,¢) > 0 uma constante. Substituindo M por min{M,1/8¢,}

segue de (4.24) que

1
cillvllgsr < der|Billgsr + 1 Bellasir + 1 fllzsa +llgllasir) < 5.

Por construcdo M = M(,q) > 0, Podemos aplicar o principio de absorcio (|4.26)) e dessa

forma

l ~
| A3 J0ll22r < c||lvl|gsr | VE| 22,7,

com ¢ = ¢(£2,q) > 0 independentemente de n € N. Como J,, sdo operadores uniformemente
limitados L2 () usando (2.2) com 2a + 3/2 = 3/, segue que ¥(t) € D(A%) aatel0,7T)
e A2D € L*(0,T; L*(£2)) consequentemente V& € L*(0,T; L*(12)).

Etapa 04. ComoVwv € L*(0,T; L*(f2)) podemos escrever

o) = [ "o AP (4. Vo) (r)dr

Escolhendo oo = 3/q, ¢3 = (1/2 — 1/q)" usando (2.5) e (2.3) com 2a +3/q3 = 3/

[0l < lATB)I, < A2 [ eI E (0 - Vo)(r)drl,
<cf A% D P (0 - o) (7) |y dr
<c [t =)o Vo)) dr
parag.st € (0,7). Tomando s3 = (1/2—1/s)"", 54 = (1/2+1/s) ' temosa = 1-2/s = 3/q

como S(s,q) = 1. Portanto, 1 —a+1/s3 = 1/s4 e aplicando a desigualdade Hardy-Littlewood

temos
12 g5, 557 < cllv - VO)T) s < ellvllgsrlVollazmr.

Por outro lado, pela interpolacao
1—
1Bllgs < IVEIRIEN™,

para alguma constante ¢ = ¢(€,q) e 5(1/2 — 1/3) + (1 — 5)1/2 = 1/g3, isto é, § =
3(1/2 —1/q3) = 3/q. Isso implica que

1ENG < clIVEIS ) Ell3~
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como s3f =2, 2/s3 +3/q3 = 3/2. Logo, v =0 + E € L**(0,T; L*(Q2)) e da desigualdade
Holder

H'U'UHQ,?;T < CHUHq,s,THUHqs,Ss;Tv

isto é, v @ v € L*(0,T; L*(2)). Portanto,
t
(1) = — / Abe==DA A% Pdiv(v @ v)(1)dr
0

paraq.st € [0,7). Assim, podemos considerar © como solucdo fraca do sistema linear de Sto-
kes com forca externa nula e com forca externa f = —div(v®w) com v@wv € L*(0,T; L*(1)).

Ent3o da teoria linear (veja (SOHR, 2001a))) concluimos que v satisfaz (4.2)).

Etapa 05. Provamos que (v, w) satisfaz (4.2)). O lema[4.8|implica que (v, w) é solucdo forte
de(3.1)). Do (SOHR, |2001a, Theorem 2.3.1), depois de uma possivel redefinicdo em conjunto de
medida nula, temos que v : [0,T) — L2(Q) e w : [0,T) — L*(f) s3o fortemente continuas.

A unicidade de solucdo forte segue do Teorema (4.7

45 PROVA DO TEOREMA 3.5

Sejam F, e E, definidos em (4.17)). Como E, € L>(0,T; L*(?)), VE, € L*(0,T; L*(Q2)),
2 < ¢, < 3 (do Lemal4.11)), por interpolacdo e imersdo continua H'(Q2) — L°(Q) temos que

g T
LB < Ballghy [ 1B dr
< CIBIS8 [ 1B dr
< O\ Bol|3t.r /OT IV ()| % dr,
onde 1/q; = 0/2+(1—6)/3. Como S(s1,q1) = 2 segue que s1(1—6) < 2, e consequentemente,
E, € L*(0,T; L™ (12)).
Primeiro assuma que a condicdo é satisfeita. Devido a || Fsl|, s,,7 < 00 podemos

escolher 0 < T' < min{T, 1} tal que

1B llgsir + | Ballgysuirr + [ Fll22m + Nl gll22i < M.

Consequentemente, pelo Teoremal4.3]existe uma soluggo forte (v, w) de ([3.1]) em um intervalo
0,77).
- ~ - - / ~
Para mostra a direcdo inversa, considere 0 < 7" < T e uma solugdo forte (v, w), com

v € LS(O,T';L’I(Q)), do problema 1} Pela condicdo |) da definicdo segue por
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interporlacio que w € L*(0,T"; L% (Q)). Por (4.16) temos Tiw € L*(0,T"; LY(R)). Usando
(4.5)) obtemos
e vy = v(t) — aTiw(t) — o(t) — Tz £(1) (4.27)

Para q.s t € (0,T"), onde

o) = [ " A2 074 412 Py (o(7) @ v (7)) dr
paraq.st € (O,T/). Do Lema , segue que

o) = [ " A A A0 B i (0(r) © o(r))dr

paraqst € [0,7"), onde a = 1/2+3/(2q). Consequentemente, das estimativas (4.14)), (4.16)
e (4.13) ocorre ¥ € L*(0,T"; LY(2)). Portanto, de (4.27) temos e v, € L*(0,T"; LI(Q)).
Mais ainda, de (2.3)), (2.5) e S(s,q) = 1 temos

o0 o0 3.1
e oollsde < e | T3 oy 5dt < oo
T’ T’

Logo, a condicao (|4.3]) ocorre.

4.6 PROVA DO TEOREMA 3.7

Defina
Tnax = sup {T" € [0, T);v1(t) = va(t), w(t) = wa(t) for ae. te€[0,7)}

e assuma por contradicdo que Ty, < T. Considere qualquer 7" € [Tax, T) com T" < 1.

Pelo Lema [4.8] ocorre

v — vy = Fi(v1,v1 — v2) + F1(v1 — v2,03) + Ti(wy — wo)
wy — Wy = Fo(v] — v2, wy) + Fo(va, w1 — ws) + Ta(vy — va).
Logo
[v1 = vallgsm < c(f[vr @ (V1 — va)llg2,5727 + [[(V1 — V2) @ Vallgsss/2 + W1 — Wallgy 577)

< (|1l gsiTmae 7 T 11021 g,55Tman, ) 101 = V2l gus5Tman, 7 + W1 — Wal| gy 1 Tmae, 77

w1 — walg s < c([|[v1 — V2l gD 7 1 W1 g1 51T 77+ V2] g, T, 7 | W1 — W2l gy 51T 77)

+cljvy — ’U2H‘I15§TmaxyT,'
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Adicionando as desigualdades temos

|v1 = val|gsm + [|w1 — Wallgr 607
< e1(1+ 01l gt + 102l g5t + (W1l 51 T ) 01 = V2l (4:28)
o1 (14 [[v2lgsmmae ) w1 — Wallgy 137007
onde ¢; = ¢1(2, p,q) > 0. Escolhendo T" > T tal que
e (UF 010l + 02l e + 0l i) < 5, (820)

vemos, de ({4.28) e (4.29)), que
||vl - ,U2||q,s;T/ + ||’lU1 - wQthsl;T’ = 0.

Como T" > Tyax temos uma contradicdo, e portanto Ty = 1.
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5 PROJETOS FUTUROS

5.1 MHD-MICROPOLAR

Seja 2 C R® um dominio limitado. Consideramos o seguinte sistema de fluido magneto-
micropolar, que estabelece o movimento de fluido micropolar na presenca de um campo mag-

nético.

—/LAu—l—(u‘V)u—i-V(pl—i-%bb) =arotw+sb-V)b+f emQ,

—vAw + (u - V)w —aVdivw + fw =arotv+g em
rot (rotb+bx u+h)+Vp, =0 emQ, (5.1

divv =0,divb =0 em €,

u=1uy,b=>by,w = w, em I.

Aqui u(z), w(x) € R* denotam a velocidade do fluido e a velocidade angular de microrotacio
respectivamente, b(x) € R* denota o campo magnético, p; denota a pressdo hidrostética,
p2 € uma funcao relacionada ao movimento de fons pesados, f,g,h sao forcas externas,
{1, s,7,a, 3,a} sdo constantes associadas as propriedades do material.

De maneira semelhante ao que foi feito no Capitulo 2, onde mostramos a existéncia de uma
solucdo ultra fraca para o sistema micropolar, estamos interessados em estudar a existéncia
de uma soluc3do ultra fraca para o sistema .

O estudo da solucao ultra fraca para fluidos microrotacionais foi mostrado por Rojas-Medar,
M.M Santos, G.Lukaszewiez em (LUKASZEWICZ G.; ROJAS-MEDAR, 2002) considerando forcas
externas f,g em LQ(Q) e dados iniciais na fronteira vy, wg € LQ(F) através do teorema
do ponto fixo de Leray-Schauder. Um estudo semelhante usando a teoria L” das equacdes de
Navier-Stokes, veja (AMROUCHE, [2011)) para o sistema de equacdes de Boussinesq, foi feito por
Acevedo, Amrouche e Conca (ACEVEDO P.;AMROCUHE, 2019), considerando forcas externas
mais gerais e dados inicais vy € W_%’p(I‘), wy € W_%’Q(F). Existem outros trabalhos usando
as equacOes de Navier-Stokes e sistemas que sdo deduzidos apartir das equacoes de Navier-
Stokes que mostram existéncia, unicidade, estabilidade e controle de solu¢des fracas ((AMANN,
2000), (AMROUCHE, [2010), (AGRACHEV A.;KUKISIN, 2007), (MARUSIC, [2000),(LADYZHENS-

KAYA| [1959b), (LADYZHENSKAYA, 1969)). Em (BOLDRINI, 1998) Rojas-Medar,Boldrini provam
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a existéncia de solucdo fraca para o sistema magneto-micropolar ndo estacionario pelo método
de Galerkin com dados iniciais em L*(Q2). Recentemente Zeng em (ZENG, 2020) mostrou a
existéncia e unicidade de solucdo ultra fraca para o sistema magneto-hidrodinamico estaci-
onario com dados iniciais em espacos semelhantes aos usados por Amrouche em (ACEVEDO
P.,AMROCUHE, 2019)). Neste trabalho iremos demonstrar a existéncia de solu¢do ultra fraca
do problema estacionario considerando espacos menos regulares, aplicando tanto o método de

Galerkin como o teorema do ponto fixo de Banach e Leray-Schauder.

5.2 PROBLEMA DA VORTICIDADE

Na teoria das equacdes classicas de Navier-Stokes o problema da unicidade de solucdes
fracas para o caso tridimensional é dificil, veja por exemplo( Ladyzhenskaya (LADYZHENSKAYA,
1969), (LADYZHENSKAYA, 2003), Lions (LIONS, 1969) p. 84, Temam (TEMAM, 1979), p. 297).
Para solucoes suaves, a unicidade é provada com bastante facilidade, enquanto na classe de
solucGes fracas ela permanece em aberto. No caso bidimensional, a unicidade é valida.

Existem muitos trabalhos dedicados a essas questdes. Um trabalho pioneiro neste sentido
foi dado por Serrin (SERRIN, [1961)) que impds condicdes sobre a velocidade (observamos que
o trabalho de Serrin é para a condicdo inicial ug € H, onde H = L2(f2). Depois disso, muitos
autores ampliaram esse resultado, veja por exemplo (VEIGA, |1997)), (BERJORLAND C.; VASSEUR,
2011)), (BOSIA S.;PATA, [2014), (PATA, 2012) e (VON, 1980). O objetivo serd é estender essas
ideias para as equacdes micropolares (5.2)).

Para descrever a equac3o de fluido micropolar ou assimétrico, seja 2 C R* um dominio
limitado com limite suave 02 e seja T" > 0. Consideramos as equacles para o movimento de

um fluido assimétrico incompressivel viscoso em €2 x (0,7), ou seja,

w+ (u-V)u— (n+ p)Au+ Vp =2p; rot w + f
w; + (u- V)w — (¢g + cq) Aw — (co + cqg — ¢o)V divw + 4w = 2p; rot u + g

divu =20

(5.2)

Juntamente com as equacdes de (5.2)), prescrevemos a seguinte condico inicial

u(0) = up, w(0) = wy em €,
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a chamada condicao de contorno, livre de tensdao em w:
u-n=0 wxn=0emJd2x (0,7T),

e a condicdo de Dirichlet

w=0em I x (0,7,

aqui w = V X u = rotu é o campo de vorticidade e n denota o vetor normal unitario
exterior. A formulacdo e motivacdo do problema (55.2)) podem ser encontradas em Petrosyan
(PETROSYAN, [1984), Condiff e Dalher (CONDIFF; DAHLER, 1964)), Eringen (ERINGEN, [1966) e

Luckaszewicz (LUKASZEWICZ, 1998)
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